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 Since the Dual Reciprocity Method (DRM) has been developed for 

twenty years ago, there has been much research and many proposals of interpolation 

functions (IF) utilised with this method. Such functions can be categorised in three 

groups; namely, a group of radial basis functions (or local functions), a group of 

global functions, and a group of hybrid functions, which are the combination of 

functions from the first two groups. It is thus very important that DRM users know 

adequately which one of the IF fits with their problems. Unfortunately, in each 

proposal of IF most authors would claim that the proposed IF is optimal for the 

problems under consideration by comparing their results with those of the r  function, 

which is widely used since the emergence of the DRM but now considered the worst 

in performance. 

 

In this thesis, IFs from three groups were used with DRM to solve four types 

of problems. The results obtained were then compared with each other. Finally, a 

conclusion of which IF is good for the problem was made. 
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บทที่  1 

บทนํา 

 

แบบจําลองปรากฏการณทางวิศวกรรมศาสตรสวนใหญสามารถบรรยายไดดวยสมการเชิง

อนุพันธ (differential equation) หรือสมการเชิงปริพันธ (integral equation) ซึ่งความเขาใจใน

ปรากฏการณเหลานี้เกิดขึ้นจากการทดลองและการหาผลเฉลยของสมการดังกลาว ในอดีตการหา

ผลเฉลยมักใชวิธีเชิงวิเคราะห (analytical method) แตวิธีนี้มีขอจํากัดที่รูปทรงเรขาคณิตของ

ปญหาจะตองไมซับซอนเกินไป อีกวิธีสําหรับการหาผลเฉลยคือ วิธีเชิงตัวเลข (numerical 

method) ซึ่งสามารถใชวิเคราะหปญหาที่มีรูปทรงซับซอนไดดีกวาวิธีเชิงวิเคราะห อยางไรก็ตามวิธี

เชิงตัวเลขไมไดรับความสนใจมากนักในอดีต เนื่องจากตองอาศัยการคํานวณที่รวดเร็วแมนยําที่

เกินความสามารถของมนุษยและเครื่องมือที่มีอยู แตในชวงเวลาไมกี่สิบปที่ผานมาคอมพิวเตอรได

รับการพัฒนาอยางรวดเร็วทั้งทางดานฮารดแวรและซอฟแวร อีกทั้งราคาก็ถูกลงอยางตอเนื่อง ใน

ปจจุบันวิธีเชิงตัวเลขจึงมีความสําคัญไมดอยไปกวาวิธเีชิงวิเคราะห 

วิธีเชิงตัวเลขมีหลายวิธี แตที่มีความสําคัญที่สุดมีสามวิธี ไดแก วิธีผลตางอันตะ  (Finite 

Difference Method, FDM) วิธีชิ้นประกอบอันตะ (Finite Element Method, FEM) และวิธี

ชิ้นประกอบขอบ (Boundary Element Method, BEM)   วิธีผลตางอันตะเปนวิธีที่เขาใจงายและ

ไดรับความนิยมมาเปนเวลานาน จนไดรับการพัฒนาใหแกปญหานานาชนิด ซึ่งครอบคลุมปญหาที่

บรรยายดวยสมการเชิงอนุพันธเชิงเสน และสมการเชิงอนุพันธไมเชิงเสน ขอจํากัดที่สําคัญของวิธี

ผลตางอันตะคือความยุงยากในการแกปญหาที่มีโดเมนซับซอน วิธีช้ินประกอบอันตะนับวาเปนวิธี

ที่มีประสิทธิภาพสูงกวาวิธีผลตางอันตะในการแกปญหาทั่วไป ถึงแมวาวิธีชิ้นประกอบอันตะอาจ

เขาใจยากกวา และเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรยากกวาวิธีผลตางอันตะ แตมีขอไดเปรียบที่
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สามารถแกปญหาซึ่งมีรูปทรงของโดเมนที่ซับซอนไดดี จึงทําใหในปจจุบันวิธีชิ้นประกอบอันตะ

กําลังไดรับความนิยมมากกวาวิธีอื่นทั้งในวงการอุตสาหกรรมและวงการวิจัย 

ส่ิงที่เหมือนกันของวิธีผลตางอันตะและวิธีช้ินประกอบอันตะคือ วิธีทั้งสองใชหาผลเฉลย

ทั้งภายในโดเมนและบนขอบของปญหา ถึงแมวาผลเฉลยที่ตองการจะอยูเพียงที่ขอบก็ตาม แตถา

ตัวแปรที่ตองทราบคาอยูบนขอบและไมใชในโดเมน การใชวิธีผลตางอันตะหรือวิธีชิ้นประกอบ

อันตะเพื่อหาผลเฉลยทั้งภายในโดเมนและบนขอบเปนการกระทําเกินความจําเปนที่ทําใหสูญเสีย

ทรัพยากรและเวลาโดยใชเหตุ ในกรณีเชนนี้วิธีที่มีความเหมาะสมกวาคือ วิธีชิ้นประกอบขอบ  วิธี

นี้สามารถลดจํานวนตัวแปรที่ไมทราบคา เนื่องจากมีกระบวนการเปลี่ยนปริพันธบนโดเมนในสม

การเชิงปริพันธไปเปนปริพันธบนขอบ วิธีนี้จึงมีขอดีตรงที่ลดมิติของปญหา ทําใหลดความยุงยาก

ในการคํานวณ และทําใหการแกปญหามีประสิทธิภาพมากขึ้น  วิธีนี้จึงไดรับความนิยมมากขึ้น

เร่ือยๆ และถูกนําไปประยุกตใชแกปญหาตางๆ มากมาย แตวิธีนี้มีขอจํากัดอยูตรงที่ ถาพจนไม

เอกพันธุที่ปรากฏใน สมการควบคุม (governing equation) ไมใชฟงกชันฮารมอนิกแลว ขอได

เปรียบหรือขอดีของวิธีนี้คือ การเปลี่ยนปริพันธบนโดเมนไปเปนปริพันธบนขอบเพื่อลดมิติของ

ปญหานั้นจะเสียไป เพราะจะยังคงมีปริพันธบนโดเมนซึ่งเกี่ยวของกับพจนไมเอกพันธุดังกลาวติด

อยูในสมการเชิงปริพันธ การใชเทคนิคเชิงตัวเลขในการประมาณคาปริพันธบนโดเมนนี้จะทําให

เกิดความคลาดเคลื่อนในการประมาณคาของผลเฉลยที่ตองการได วิธีที่พัฒนามาจากวิธีช้ิน

ประกอบขอบเพื่อแกปญหาดังกลาวคือ วิธีสวนกลับคูกัน หรือ Dual Reciprocity Method 

(DRM)  วิธีนี้ไดรักษาขอไดเปรียบของวิธีช้ินประกอบขอบคือการลดมิติของปญหาลงไปหนึ่งมิติ

ใหคงอยู ดวยการประมาณพจนไมเอกพันธุโดยใชการประมาณคาในชวง จากนั้นเปลี่ยนปริพันธ

บนโดเมนทั้งสองขางของสมการไปเปนปริพันธบนขอบดวยหลักการของวิธีชิ้นประกอบขอบ วิธีนี้

จึงสามารถจัดการพจนไมเอกพันธุในหลายรูปแบบไดไมวาจะเปนเชิงเสนหรือไมเชิงเสน และอาจมี

อนุพันธประกอบอยูดวยก็ได DRM จึงเปนอีกทางเลือกหนึ่งที่นักวิจัยสามารถนําไปใชในการแก

ปญหาตางๆ โดยเฉพาะอยางย่ิงปญหาในดานวิศวกรรม เพราะแบบจําลองปรากฏการณทาง

วิศวกรรมศาสตรสวนใหญ มีรูปแบบของสมการที่คอนขางซับซอน 
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ดังที่กลาวมาแลววา DRM จะตองมีการเปลี่ยนปริพันธบนโดเมนไปเปนปริพันธบนขอบ

ซึ่งตองอาศัยฟงกชันประมาณคาในชวง (interpolation function) แรกเริ่มมีการใชฟงกชัน

ประมาณคาในชวง r  โดย Nadini และ Brebbia [1] ในป 1982 กับปญหา free vibration 

analysis โดยไดนําคาคงที่มาบวกรวมกับฟงกชัน r  ซึ่งตอมาคาคงที่นี้นิยมใชเปนหนึ่ง ฟงกชัน 

1 r+  ไดถูกนําไปประยุกตใชกับปญหาตางๆ มากมาย เชน Poisson-type problem  [3], 

ปญหาที่พจนไมเอกพันธุมีอนุพันธ [4], Burger’s  equation [5] และปญหาในโดเมนอนันต [8] 

รวมทั้งยังถูกนําไปประยุกตใชในปญหาที่ข้ึนอยูกับเวลาเชน microwave heating problem [9] 

และการหาผลเฉลยของสมการการแพรเชิงเสน (linear diffusion equation) ในปริภูมิลาปลาซ 

[10] เปนตน  ภายหลังฟงกชัน r  ไดถูกระบุวาเปนชนิดหนึ่งของฟงกชันฐานหลักเชิงรัศมี 

(Radial Basis Function) หรือ RBF  ฟงกชัน 3r  ก็เปน RBF ดวยและไดถูกนํามาใชโดย 

Yamada  [25] และ Zhang [26]  สวนฟงกชัน r  ยกกําลังจํานวนเต็มคูเชน 2r  ไมใช RBF และ

จะพบวามีผลกระทบตอผลเฉลยเพียงเล็กนอยเทานั้นเมื่อนําไปรวมกับ RBF ตัวอื่น ทางที่ดีจึงควร

หลีกเล่ียงการใชฟงกชันชนิดนี้ [23] 

ภายหลังจากที่มีการเสนอใหใชฟงกชัน r  ใน DRM แลว ไดมีการเสนอฟงกชันประมาณ

คาในชวงที่เปน RBF อื่นๆ อีกเชน Thin Plate Spline หรือ TPS, 2 l nr r , ซึ่งถูกนํามาใชแก

ปญหาที่มีแรงวัตถุ (body force) [28], plate and shell bending [12], ปญหาการแพร [13] ทั้ง

ในปญหาที่เปนเชิงเสน และไมเชิงเสน และยังมี RBF ตัวอื่นๆ ที่มีลักษณะของการใชตองมีการ

กําหนดคาของคาคงที่เชน Multiquadric และ Gaussian RBF [28] 

ฟงกชันประมาณคาในชวงที่ผานมาจะเกี่ยวของกับฟงกชัน r  ซึ่งเราเรียกรวมวา ฟงกชัน

เฉพาะที่ (local function)  ฟงกชันประมาณคาในชวงอีกประเภทหนึ่งเรียกวา ฟงกชันโกลบอล 

(global function) เปนฟงกชันที่ไมข้ึนกับ r  มีหลายลักษณะ เชน ฟงกชันพหุนาม 

(polynimial), การกระจายพจนของฟงกชันไซน (sine expansion) เปนตน  Cheng et al. [29] 

ไดตรวจสอบการนําฟงกชันเหลานี้มาใชรวมกับ DRM และไดใหรายละเอียดของวิธีการนําไป

ประยุกตใชไวดวย  ฟงกชันประมาณคาในชวงชนิดนี้ถูกนําไปประยุกตใชกับปญหา เชน  pressure  
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transients [21] และ Darcy’s flow [22] 

Augmented Thin Plate Spline (ATPS) เปนฟงกชันประมาณคาในชวงที่ประกอบดวย 

TPS และแตงเติมดวย 3 พจนแรกของสามเหลี่ยมปาสคาลคือ 1,  ,  x y   ฟงกชันนี้ถูกเสนอโดย 

Golberg [10] ซึ่งไดศึกษาเกี่ยวกับทฤษฎีทางคณิตศาสตรเพ่ือตัดสินฟงกชันที่เหมาะสมใน DRM  

ATPS ไดถูกนําไปใชไดผลดีในหลายปญหาเชน heat transfer problem [14], elasticity 

problem [15], biharmonic problem [16] และ linear diffusion equation [17] 

 ATPS ทําใหเกิดฟงกชันกลุมใหมที่เรียกวา ฟงกชันลูกผสม (Hybrid function) ซึ่งเปน

การรวมกันระหวางฟงกชันเฉพาะที่กับฟงกชันโกลบอล [23]  ฟงกชันนี้มีขอดีตรงที่ในบางปญหา

เราอาจออกแบบฟงกชันลูกผสมไดเองโดยดูจากพจนแรงวัตถุที่ตองการประมาณคา 

ฟงกชันประมาณคาในชวงมีความสําคัญมากใน DRM เนื่องจากการเลือกใชฟงกชัน

ประมาณคาในชวงที่เหมาะสมกับปญหานั้นๆ ทําใหไดผลลัพธที่มีความแมนยําสูง จึงทําใหมีการ

ศึกษาและเสนอฟงกชันประมาณคาในชวงมากมาย และผูเขียนแตละคนก็สรุปวาฟงกชันประมาณ

คาในชวงที่เสนอเปนฟงกชันประมาณคาในชวงที่เหมาะที่สุด แตสวนมากจะเปรียบเทียบฟงกชัน

ประมาณคาในชวงที่เสนอกับฟงกชัน r  ซึ่งในปจจุบันถูกพิจารณาวามีประสิทธิภาพดอยที่สุด [23] 

จึงทําใหนักวิจัยรวมทั้งวิศวกรที่สนใจเฉพาะการนําวิธี DRM ไปใช เกิดความสับสนในการเลือกใช

ฟงกชันประมาณคาในชวงที่เหมาะที่สุด  เปนเหตุใหมีนักวิจัยทําการวิจัยเปรียบเทียบวาฟงกชัน

ประมาณคาในชวงฟงกชันใดเปนฟงกชันที่เหมาะที่สุดสําหรับปญหาแตละกลุม [23] แตก็ยังมี

ปญหาที่ตองพิจารณาอีก 

งานวิจัยนี้จะนําฟงกชันประมาณคาในชวงหลายๆ แบบมาพิจารณา โดยนําไปใชกับปญหา

หลายๆ กลุม เชน ปญหาเชิงเสน ปญหาไมเชิงเสน และปญหาที่ข้ึนอยูกับเวลา โดยเฉพาะอยางย่ิง

ปญหาที่ข้ึนอยูกับเวลานั้นจะนําวิธีผลตางอันตะ และการแปลงลาปลาซมาประยุกตใชกับ DRM 

ดวย แลวศึกษาผลลัพธที่ไดเพ่ือนํามาพิจารณาขอดีขอเสียในแตละกรณี และสรุปผลเปนแนวทาง

ใหนักวิจัยใชในการตัดสินใจเลือกฟงกชันที่เหมาะสมกับแตละปญหาที่ทําการวิจัย 

วิทยานิพนธนี้แบงเปนสี่บท  โดยบทที่ 1 ซึ่งเปนบทนําไดกลาวถึงที่มา เหตุผล สําหรับงาน 
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 2.  เง่ือนไขขอบที่ใชเปนแบบดีริชเลต (Dirichlet condition)  และ แบบผสม (mixed 

boundary condition) 

 3.  ชิ้นประกอบขอบที่ใชใน DRM เปนแบบคาคงตัว 

 4.  จํานวนชิ้นประกอบขอบ และจํานวนจุดภายในที่พิจารณาไมเกิน 64 ชิ้น และ 25 จุด 

ตามลําดับ 

 5.  เราจะถือวาฟงกชันประมาณคาในชวงใหผลเฉลยที่มีความแมนยําดี ถาคาความคลาด

เคล่ือนรากกําลังสองเฉล่ียนอยกวา 0.005  

 โดยผลสรุปจะครอบคลุมปญหาที่ไดแสดงไวในที่นี้เทานั้น 

 



































































































บทที่  4 

สรุปผลการวิจัย และ ขอเสนอแนะ 

 

ในงานวิจัยนี้เราไดนําฟงกชันการประมาณคาในชวงหลายๆ ฟงกชันมาใชกับ DRM เพ่ือ

แกปญหา 4 ประเภท เพ่ือเปรียบเทียบขอดีขอเสียของฟงกชันดังกลาว และการสรุปวาฟงกชัน

ประมาณคาในชวงฟงกชันใดใหผลดีจะพิจารณาภายใตเง่ือนไขดังตอไปนี ้

 1.  โดเมนที่พิจารณาเปนวงรี หรือส่ีเหล่ียม 

 2.  เง่ือนไขขอบที่ใชเปนแบบดีริชเลต และ แบบผสม  

 3.  ชิ้นประกอบขอบที่ใชใน DRM เปนแบบคาคงตัว 

 4.  จํานวนชิ้นประกอบขอบ และจํานวนจุดภายในที่พิจารณาไมเกิน 64 ชิ้น และ 25 จุด 

ตามลําดับ 

 5.  เราจะถือวาฟงกชันประมาณคาในชวงใหผลเฉลยที่มีความแมนยําดี ถาคาความคลาด

เคล่ือน εr<0.005  

 โดยผลสรุปจะครอบคลุมปญหาที่ไดแสดงไวในที่นี่เทานั้น ซึ่งปญหาจะแบงตามประเภท

ของ b  ดังตอไปนี ้

 

ปญหาที่ b  เปนฟงกชันที่ทราบคา ( ),f x y  

 เม่ือมองโดยรวมแลวคาความคลาดเคลื่อนสําหรับปญหาแบบนี้มีคานอยลงตามการเพิ่ม 

จํานวนจุดขอบและจุดภายในที่มากขึ้น และฟงกชันที่ใหผลเฉลยที่ดีสําหรับปญหาที่เสนอทั้งสอง 

ปญหาคือ 3f r=  แมวาในปญหาที่ 2 Thin Plate Spline จะใหผลดีกวาเล็กนอย อยางไรก็ตาม 

3r  ก็ยังใหผลดีคือ มีความถูกตองถึงทศนิยมที่เทากับ Thin Plate Spline 
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กวา FDDRM แตเพียงเล็กนอยเทานั้น เม่ือคํานึงถึงเวลาที่ใชในการประมวลผลแลว FDDRM 

ใชเวลาคํานวณนานกวามาก ผลที่ไดจากทั้งสองวิธีสําหรับฟงกชันประมาณคาในชวงทุกฟงกชันมี

คาใกลเคียงกัน เม่ือผลเฉลยจาก LTDRM และ FDDRM มีคาคอนขางใกลเคียงกัน ดังนั้นควร

จะเลือกใชวิธี LTDRM สวนปญหาที่ 2 ใชเง่ือนไขขอบเปนแบบผสม พบวาผลเฉลยของ TPS 

และ ATPS ดีกวาฟงกชันประมาณคาในชวงอื่นๆ ซึ่งมีคาใกลเคียงกัน เพราะฉะนั้นผลโดยรวม

จากสองปญหานี้ เราควรพิจารณาเลือกใช TPS และใช LTDRM เหมาะสมกวา FDDRM 

 

ผลการสรุปโดยรวมจากทุกปญหา 

 ในกลุมของฟงกชัน r  และ 3r  สังเกตไดวากําลังของ r  ที่มากขึ้นไมทําใหผลเฉลยดีข้ึน

เสมอไป  เนื่องจาก 3r  จะใชไดดีสําหรับบางปญหาเทานั้น สวนฟงกชันลูกผสม หรือ RBF  ที่แตง 

เติมดวยฟงกชันโกลบอล เม่ือนํามาใชแลวคาความคลาดเคลื่อนที่ไดใกลเคียงหรือเทากับ RBF 

กอนแตงเติม แสดงวาฟงกชันโกลบอลที่แตงเติมเขาไปไมมีผลตอผลเฉลยนัก 

จากคาความคลาดเคลื่อนที่คํานวณไดในทุกตารางในบทที่ 3 นั้น เม่ือสังเกตจากผลโดย

รวมแลวสามารถสรุปไดวา สําหรับปญหาทั้ง 4 แบบ ที่นํามาพิจารณา ฟงกชันที่ควรพิจารณาเลือก

ใช 3 อันดับแรกคือ r 3 , TPS และ VTPS  

 โดยที่     r 3    จะใชไดดีกับปญหา แบบที่ 1 และ 3 

   TPS  จะใชไดดีกับปญหา แบบที่ 1 และ 4 

VTPS    จะใชไดดีกับปญหา แบบที่ 2 และ 3 
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ภาคผนวก ข 

ภาพประกอบสําหรับ Discretisation แตละแบบ 

 

ภาพประกอบที่แสดง Discretisation ในตารางทั้งหมดในบทที่ 3 

รูปที่ 1 ถึง 4 แสดงภาพประกอบสําหรับตาราง 3-1 

 

รูปที่ 1 แสดง Discretisation แบบที ่1 : 20 ชิ้นประกอบขอบ, 4 จุดภายใน 

 

รูปที่ 2 แสดง Discretisation แบบที ่2 : 20 ชิ้นประกอบขอบ, 25 จุดภายใน 
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รูปที่ 3 แสดง Discretisation แบบที ่3 : 24 ชิ้นประกอบขอบ, 25 จุดภายใน 

 

รูปที่ 4 แสดง Discretisation แบบที ่4 : 28 ชิ้นประกอบขอบ, 25 จุดภายใน 

รูปที่ 5 ถึง 10 แสดงภาพประกอบสําหรับตารางที่ 3-2 และ ตารางที่ 3-4 

 

รูปที่ 5 แสดง Discretisation แบบที ่1  : 8 ชิ้นประกอบขอบ, 1 จุดภายใน 
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รูปที่ 6 แสดง Discretisation แบบที ่2 : 8 ชิ้นประกอบขอบ, 4 จุดภายใน 

 

รูปที่ 7 แสดง Discretisation แบบที ่3 : 8 ช้ินประกอบขอบ, 9 จุดภายใน 

 

รูปที่ 8 แสดง Discretisation แบบที ่4 : 12 ชิ้นประกอบขอบ, 9 จุดภายใน 
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รูปที่ 9 แสดง Discretisation แบบที ่5 : 16 ชิ้นประกอบขอบ, 9 จุดภายใน 

 

รูปที่ 10 แสดง Discretisation แบบที ่6 : 24 ชิ้นประกอบขอบ, 9 จุดภายใน 

รูปที่ 11 ถึง 14 แสดงภาพประกอบสําหรับตาราง 3-3 และ ตารางที่ 3-5 ถึง ตารางที่ 3-8 

 

รูปที่ 11 แสดง Discretisation แบบที ่1  : 16 ชิ้นประกอบขอบ, 7 จุดภายใน 
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รูปที่ 12 แสดง Discretisation แบบที ่2  : 16 ชิ้นประกอบขอบ, 17 จุดภายใน 

 

รูปที่ 13 แสดง Discretisation แบบที ่3 : 32 ชิ้นประกอบขอบ, 17 จุดภายใน 

 

รูปที่ 14 แสดง Discretisation แบบที ่4 : 64 ชิ้นประกอบขอบ, 17 จุดภายใน 
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รูปที่ 15 ถึง 18 แสดงภาพประกอบสําหรับตาราง 3-9 และ ตารางที่ 3-10 

 

รูปที่ 15 แสดง Discretisation แบบที ่1  : 16 ชิ้นประกอบขอบ, 12 จุดภายใน 

 

 

รูปที่ 16 แสดง Discretisation แบบที ่2  : 16 ชิ้นประกอบขอบ, 25 จุดภายใน 
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รูปที่ 17 แสดง Discretisation แบบที ่3 : 24 ชิ้นประกอบขอบ, 25 จุดภายใน 

 

 

รูปที่ 18 แสดง Discretisation แบบที ่4 : 40 ชิ้นประกอบขอบ, 25 จุดภายใน 
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รูปที่ 19 ถึง 21 แสดงภาพประกอบสําหรับตาราง 3-11 และ ตารางที่ 3-12 

 

รูปที่ 18 แสดง Discretisation แบบที ่1  : 16 ชิ้นประกอบขอบ, 9 จุดภายใน 

 

รูปที่ 19 แสดง Discretisation แบบที ่2  : 16 ชิ้นประกอบขอบ, 25 จุดภายใน 

 

รูปที่ 20 แสดง Discretisation แบบที ่3 : 24 ชิ้นประกอบขอบ, 25 จุดภายใน 
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รูปที่ 21 แสดง Discretisation แบบที ่4 : 28 ชิ้นประกอบขอบ, 25 จุดภายใน 
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