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This thesis presents a study and development of Cobots (Collaborative Robots) in serial 

and parallel configurations. In the serial configuration, a serial link 3D Cobot is choosed as an 
example to study and develop. For the parallel configuration, we analyzed 2D five bar linkage 
Cobot . 

One aim of this thesis is to study CVT network connecting to Cobots in both serial and 
parallel configurations. Kinematics of Cobots in both configurations are presented. In addition, we 
study and analyze  Cobot control algorithm to control the end effectors to follow the design path 
and simulate control results in a computer. Finally, this thesis suggests an approach to input 
power to Cobot. 

From the studying and developing in this thesis ,we can use this result to further design 
and develop Cobots practically.  
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความสาํคัญและที่มา 

 
มนุษยมีความสามารถในการทํางานตางๆ เชนการใชประสาทสัมผัสทั้ง 5 การตัดสินใจ

ในการแกปญหาเฉพาะหนาไดดี แตในขณะเดียวกันมนุษยก็มีขีดจํากัดในการทํางานเชน ไม
สามารถรับภาระมากๆหรือในงานที่ตองการความแมนยําสูง มนุษยก็ไมสามารถทําไดดีเชนกัน 
ดวยเหตุนี้หุนยนตอุตสาหกรรมจึงไดเขามามีบทบาทในการผลิตมากขึ้น อยางไรก็ตามหุนยนต
อุตสาหกรรมก็มีขอจํากัดเพราะตองรูตําแหนงที่แนนอนของชิ้นงานและตองใชอุปกรณตรวจรู 
(Sensor) จํานวนมากรวมทั้งอุปกรณสําหรับจับยึดช้ินงาน (Jigs and Ficture) ซึ่งมีราคาสูง 
ดังนั้นจึงไดเกิดแนวความคิดที่จะรวมเอาความสามารถของทั้งมนุษยและหุนยนตอุตสาหกรรม
เขาไวดวยกัน โดยการใหมนุษยทํางานรวมกับหุนยนต เชนการใชหุนยนตชวยในการผาตัดหรือ
การชวยประกอบรถยนต 

แนวความ คิดดังกลาวจึงเปนที่มาของหุนยนตโคบอท (Cobot:Collacborative Robot 
หุนยนตโคบอทคือหุนยนตที่ถูกออกแบบมาเพื่อทํางานรวมกับมนุษยโดยตรง เนื่องจากหุนยนตโค
บอท ทํางานในระบบแพสซีฟ (passive system) กลาวคือจะไมสรางแรงโดยตรงตอมนุษย แตจะ
ทําไดเพียงเปลี่ยนทิศทางแรงเทานั้น ดังนั้นหุนยนตโคบอทจึงสามารถทํางานในพื้นที่ทํางาน 
(work space) เดียวกับมนุษยไดอยางปลอดภัย 

วิธีหนึ่งที่หุนยนตโคบอทสามารถชวยการทํางานของมนุษยไดคือการสรางกําแพงเสมือน 
(Virtual Surface) ซึ่งเปนการจําลองพื้นผิวใหมนุษยรูสึกเหมือนกับวามีกําแพงอยูขางหนาทั้งที่ไม
มี ทําใหมนุษยสามารถไถลไปตามกําแพงได ประโยชนที่เห็นไดชัดของกําแพงเสมือนก็เชน การ
สรางพื้นผิวเสมือนรูปกรวยในการประกอบชิ้นงาน ทําใหมนุษยสามารถผลักชิ้นงานไปตามพื้นผิว
ทรงกรวยไดอยางรวดเร็วและยังปองกันการกระทบกันของชิ้นงานอีกดวย 

การจําลองกําแพงเสมือนของหุนยนตโคบอทไมไดใชอุปกรณตนกําลัง (Actuators) 
เชนเดียวกับหุนยนตทั่วไป แตใชซีวีที (CVT :Continuous Variable Transmission)  ซีวีทีคือ
อุปกรณทดกําลังที่สามารถปรับอัตราทดของความเร็วขาเขาและความเร็วขาออกไดอยางตอเนื่อง 
หุนยนตโคบอทใชซีวีทีในการกําหนดความสัมพันธระหวางขอตอของหุนยนตเองโดยจะเปนการ
สรางขอบังคับแบบนอนโฮโลโนมิค (Nonholonomic Constraints) ดวยเหตุนี้จึงสามารถสราง
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กําแพงเสมือนที่มีความราบเรียบและไมสูญเสียพลังงานในการเคลื่อนที่ ซึ่งจะเปนประโยชนใน
การประยุกตใชงานทางอุตสาหกรรม 

วิทยานิพนธฉบับนี้ ศึกษางานวิจัยดานโคบอทและที่เกี่ยวของ การเชื่อมตอของขอตอโค
บอท (ซีวีที) จลนศาสตรของโคบอทแบบอนุกรม และแบบขนานการรวมทั้งควบคุม และการ
จําลองพฤติกรรมของหุนยนตโคบอท 

 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจยั 
   

1. เพื่อทําการศึกษาการเชื่อมตอของซีวีทีในรูปแบบอนุกรมและขนาน 
2. เพื่อทําการศึกษาและนําเสนอจลนศาสตรของโคบอทแบบอนุกรมและขนาน 

 
1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

 
1. ศึกษาการเชื่อมตอของซีวีทีในรูปแบบอนุกรมและแบบขนาน 
2. นําเสนอจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ 
3. นําเสนอจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแบบขนาน 2 มิติ 
4. นําเสนอระบบควบคุมและจําลองพฤติกรรมของโคบอทแบบขนาน 

 
1.4 ประโยชนที่จะไดรับ 

 
1. เปนพื้นฐานการออกแบบระบบควบคุมหุนยนตโคบอทที่พัฒนาแนวคิดในการควบคุม

หุนยนตโคบอท 
2. เปนแนวทางในการออกแบบหุนยนตแบบโคบอทเพื่อนําไปประยุกตใชงานใน

อุตสาหกรรมตอไป 
 

1.5 ขั้นตอนการวิจัย 
 

1. ศึกษางานวิจัยที่ผานมา เพื่อเปนประโยชนในการออกแบบและควบคุม 
2. ทําการศึกษาการเชื่อมตอซีวีทีในหุนยนตโคบอท 
3. เขียนจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ 
4. เขียนจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแบบขนาน 2 มิติ 
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5. จําลองระบบควบคุม จําลองพฤติกรรมของหุนยนตโคบอททั้งสองรูปแบบในคอมพิวเตอร 
 



 

บทที่ 2 
 

งานวิจัยและทฤษฎีที่เกี่ยวของ 
 
2.1 ทฤษฎีเบ้ืองตนของหุนยนตโคบอท 

 
หุนยนตโคบอทคือแนวคิดที่ออกแบบมาใหมนุษยสามารถทํางานรวมกับหุนยนตใน 

พื้นที่ทํางาน (workspace) เดียวกันได หุนยนตโคบอทแตกตางกับหุนยนตหรืออุปกรณแฮปติค
อินเทอรเฟซ (Haptic Interface) ทั่วไปตรงที่หุนยนตโคบอทจะไมสรางแรงมาบังคับการเคลื่อนท่ี
ของผูใชงาน แตจะทําเพียงเปลี่ยนทิศทางแรงของผูใชงาน สวนการเคลื่อนที่ผูใชงานจะเปนผู
กําหนดขึ้นมาเอง การทํางานของหุนยนตโคบอทจึงเปนการทํางานในระบบแพสซีฟ (Passive) ซึ่ง
จะปลอดภัยตอผูใชในการทํางานรวมกับหุนยนตโคบอท การทํางานดังกลาวคลายกับการใชไม
บรรทัดวาดเสนตรง โดยหุนยนตโคบอททําหนาที่เสมือนไมบรรทดัสวนผูที่ลงมือวาดคือผูใชเอง 

 

 
รูปที่ 2.1 เปรียบเทียบการทาํงานของหุนยนตโคบอทกับการวาดเสนตรงโดยไมบรรทัด 
ในการทํางานของหุนยนตโคบอทจะไมไดใชมอเตอรหรืออุปกรณตนกําลัง (actuators) 

เพื่อสงกําลังใหกับจอยท (joints) แตหุนยนตโคบอทจะใชซีวีที (CVTs : Continuous Variable 
Transmission) ในการควบคุมความสัมพันธระหวางอัตราเร็วของแตละจอยท ทําใหสามารถ
ควบคุมทิศทางการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทได อุปกรณซีวีทีนี้จะสรางสรางขอบังคับแบบนอน
โฮโลโนมิค (nonholonomic constraints) ใหกับหุนยนตโคบอททําใหไมวาหุนยนตโคบอทจะมี
จํานวนมิติการทํางาน (task space) เทาไรก็ตาม หุนยนตโคบอทจะมีเพียง 1 องศาอิสระ 
(Degree of Freedom) เทานั้น 

อุปกรณแฮปติคอิน เทอร เฟซโดยทั่ ว ไปสามารถสร างสภาวะจําลอง  ( virtual 
environment) ตางๆ ไดโดยใชคอมพิวเตอรควบคุม ยกตัวอยางเชน การสรางพื้นผิวหรือกําแพง
จําลอง (virtual surfaces, virtual walls) ในขณะที่มนุษยเคลื่อนจับตําแหนงปลาย (end 
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effector) ของอุปกรณแฮปติคอินเทอรเฟซไปชนหรือผานเขาไปในกําแพงจําลอง คอมพิวเตอรจะ
ส่ังใหมอเตอรใชแรงผลักตานดันใหตําแหนงปลายออกนอกกําแพง ถาเราตองการจําลองกําแพง
เสมือน ใหเหมือนกําแพงจริงแลว กําแพงจําลองตองมีความแข็ง (stiffness) สูงมาก มอเตอรที่ใช
ตองมีขนาดใหญเพื่อที่จะขับแรงตานไดเพียงพอและตองใชเกน (gain) ในการควบคุมสูงทําให
เกิดสภาวะไมเสถียร (instability) ไดงาย ในขณะที่ หุนยนตโคบอทไมไดใชมอเตอรขับจอยท 
โดยตรง แตใชในซีวีทีเทานั้น ทําใหไมตองใชมอเตอรที่มีขนาดใหญมาก จึงไมเกิดปญหาดังกลาว 

การทาํงานของ หุนยนตโคบอทจะมกีารทาํงาน 2 ลักษณะคือ 
1) การทํางานแบบอิสระ ( Virtual Caster ) 

การทํางานในลักษณะนี้ ผูใชจะรูสึกเหมือนกับสามารถเคลื่อนที่ไดอยางอิสระ 
หุนยนตโคบอทจะเปลี่ยนทิศทางการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทใหเปนไปตามการ
เคลื่อนที่ของผูใช 
2) การทํางานแบบบังคับ ( Virtual Wall ) 

ในการทํางานลักษณะนี้หุนยนตโคบอทจะสรางกําแพงเสมือนขึ้นมา เมื่อผูใช
เคลื่อนที่เขาหากําแพงเสมือน ผูใชจะไมสามารถเคลื่อนหุนยนตโคบอทใหทะลุกําแพงได 
แตจะไถลไปตามกําแพง ถาผูใชออกแรงใหหุนยนตโคบอทเคลื่อนเขาหากําแพงเสมือน 
หุนยนตโคบอทจะตานแรงนั้นไว ถาเคลื่อนไถลไปตามกําแพงหุนยนตโคบอทจะไมตาน
แรง และถาเคลื่อนออกจากกําแพงหุนยนตโคบอทจะกลับไปทํางานในแบบอิสระ 

เพื่อใหเขาใจการทํางานของหุนยนตโคบอทไดดีข้ึน จะขอยกตัวอยางการทาํงาน
ของ หุนยนตโคบอทที่งายที่สุดนั่นคือหุนยนตโคบอทแบบลอเดียว (Unicycle Cobot) ดัง
รูปที่ 2.2 

 

 
รูปที่ 2.2 หุนยนตโคบอทแบบลอเดียว 

 
จากรูปเปนหุนยนตโคบอทแบบลอเดียว ซึ่งมีลักษณะคือเปนหุนยนตลอเดียว

เคลื่อนที่ในระนาบ x-y โดยรางนําทาง แกนของลอหุนยนตโคบอทจะตั้งตรงอยู
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ตลอดเวลา มอเตอรของหุนยนตโคบอทจะไมสามารถขับเคลื่อนหุนยนตโคบอทได จะทํา
ไดเพียงเปลี่ยนทิศทางของลอเทานั้น ที่มือจับของหุนยนตโคบอทจะมีอุปกรณตรวจรูแรง 
(Force Sensor) ติดอยูเพื่อวัดแรงในแนวแกน x-y ทําใหหุนยนตโคบอท สามารถวัด
ขนาดและทิศทางของแรงรวมที่กระทําตอหุนยนตโคบอทได หุนยนตโคบอทแบบลอเดียว
สามารถทํางานทั้ง 2 ลักษณะไดดังนี้คอื 
1) การทํางานแบบอิสระ (Virtual Caster) 

หุนยนตโคบอทแบบลอเดียวสามารถทํางานแบบอิสระไดโดยการหมุนแกนของ
ลอใหเปนไปตามทิศทางแรงของผูใช ซึ่งสามารถหาไดจากอุปกรณตรวจรูแรง 
2) การทํางานแบบบังคับ (Virtual Wall) 

เมื่อผูใชออกแรงเคลื่อนเขาหากําแพงเสมือน (ซึ่งสามารถหาไดจากอุปกรณ
ตรวจรูแรง) หุนยนตโคบอทแบบลอเดียวจะหมุนลอใหมีทิศทางสัมผัสกับกําแพงเสมือน 
ทําใหผูใชเสมือนวาเคลื่อนที่ไถลไปตามกําแพง แตถาผูใชเคลื่อนที่ออกจากกําแพง 
หุนยนตโคบอทแบบลอเดียวก็จะกลับไปทํางานในแบบอิสระการทํางานของ หุนยนตโค
บอทแบบลอเดียวสามารถจําลองไดดังรูปที่ 2.3 

รูปที่ 2.3 การทํางานของหุนยนตโคบอทแบบลอเดียว 
ในรูปที่ 2.3 รูปซายแสดงการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทแบบลอเดียว ลูกศรใน

รูปแสดงแรงที่ผูใชกระทํา สมมติใหกําแพงเสมือนอยูที่ตําแหนง x = 4 จะเห็นไดวาในการ
ทํางานแบบอิสระหุนยนตโคบอทแบบลอเดียวจะเคลื่อนที่ตามแรงของผูใช แตเมื่อไปชน
กําแพงเสมือนหุนยนตโคบอทแบบลอเดียวจะตานแรงไว รูปขวาแสดงทิศทางของลอของ
หุนยนตโคบอทแบบลอเดียว 

 

2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x position (inches)

y
 p

o
s
it
io

n
 (

in
c
h
e
s
)

Virtual Wall
Free Mode 

Virtual Wall   
Mode 

Unicycle Cobot



 

 

7

2.2 งานวิจัยทางดานหุนยนตโคบอท 

 
แนวความคิดของหุนยนตโคบอทไดเริ่มพัฒนาขึ้นตั้งแตป ค.ศ.1995 โดยเริ่มจาก หุนยนตโคบอทแบบ

ลอเดียว จากนั้น Wannasuphoprasit[9]ไดพัฒนาหุนยนตโคบอทแบบลอเดียวมาเปนโคบอทแบบสกูตเตอร 
(Scooter Cobot)[11] เพื่อกําจัดปญหาซิงกูลารริตี (singularity) ที่เกิดขึ้นกับ หุนยนตโคบอท 

ปจจุบันนี้งานวิจัยในดานนี้ไดรับการพัฒนาทั้งในดานการออกแบบ เชนหุนยนตโคบอทแบบทรีดีพี 
(3DP) ของ สิริศักดิ์ ศิริเกษมสุข ที่อาศัยการเปลี่ยนแกนหมุนของลูกทรงกลมมาเปนแนวคิดในการออกแบบ 
นอกจากนี้ยังมีการพัฒนาในดานการทดลองอีกดวย 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูป 2.4 โคบอทแบบสกูตเตอร 
 

2.3 ลักษณะทั่วไปของอุปกรณปรับเปลี่ยนอัตราทดแบบตอเนื่อง (CVT) 

 
ซีวีทีคืออุปกรณสงถายกําลังที่สามารถปรับเปลี่ยนอัตราทดไดอยางตอเนื่อง ในการ

ทํางานของหุนยนตโคบอท ซีวีทีจะทําหนาที่สราง สรางขอบังคับแบบนอนโฮโลโนมิคขึ้นมาเพื่อ
บังคับใหหุนยนตโคบอทมีองศาอิสระเหลือเพียง 1 เทานั้น ซีวีทีมีการออกแบบและจัดสรางไว
หลายแบบ เชนซีวีทีแบบโคน (Cone Friction CVT) ,ซีวีทีแบบสายพานวี (V-belt CVT) หรือซีวีที
แบบไมมีสายพาน (Beltless CVT) ซึ่งแตละแบบลวนมีขอดีขอเสียในตัวอยู ซีวีทีที่ใชในงาน
หุนยนตโคบอทจะตองสามารถเปลี่ยนอัตราทดไดไมจํากัด ในปจจุบันนั้นมีอยูดวยกัน 2 ชนิดคือ 

1) ซีวีทีแบบลอ (Wheel CVT) 
ลอนั้นสามารถทําหนาที่เปนซีวีทีไดโดยการปรับเปลี่ยนมุมของลอ 
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Motor 

Wheel CVT 
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รูปที่ 2.5 ซีวทีแีบบลอ 
 

รูปที่ 2.5 แสดงซีวีทีแบบลอ รูปซายแสดงถึงโครงสรางของซีวีที ลอจะมีมอเตอร
ติดอยูที่แกนหมุนทําใหปรับเปล่ียนมุมลอไดตลอด รูปขวาแสดงการปรับเปลี่ยน
อัตราสวนระหวางความเร็วในแนวแกน x และ y เมื่อหมุนลอไปดวยมุม θ เทียบกับแกน 
x จะไดวาอัตราสวนระหวางความเร็วในแนวแกน x และ y คือ 

 

tany

x

v
v

θ=         (2.1) 

เมื่อ Vx คือความเร็วในแนวแกน x 
 Vy คือความเร็วในแนวแกน y 
 θ คือมุมที่วัดจากแกน x ไปที่แนวลอ 
ซีวีทีแบบลอนี้ไดถูกนํามาใชในหุนยนตโคบอทแบบลอเดียวและโคบอท

แบบสกูตเตอรโดย Wannasupoprasit 
2) ซีวีทีแบบทรงกลม (Spherical CVT) 

ซีวีทีชนิดนี้คิดคนขึ้นมาโดย Moore[12] เพื่อใชในการปรับเปลี่ยนอัตราสวนของ
ความเร็วเชิงมุมในจอยทแบบหมุน (Revolute Joints) ซีวีทีแบบทรงกลมมีลักษณะดังรูป
ท่ี 2.6 

 

αθ =
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รูปที่ 2.6 ซีวทีแีบบทรงกลม 
 
 

รูปที่ 2.7 โครงสรางของซวีีทแีบบทรงกลม 
 

ซีวีทีแบบทรงกลมมีโครงสรางและการทํางานดังนี้คือ ซีวีทีแบบทรงกลมมี
สวนประกอบหลักที่สําคัญคือลอขับ (Drive Rollers) เพื่อถายทอดกําลังใหกับจอยททั้ง 
2 ที่ถูกขับดวยซีวีที ลูกกลมตรงกลางเพื่อเปนตัวกลางในการสงถายกําลัง และลอปรับ
อัตราทด (Steering Rollers) เพื่อปรับอัตราสวนของความเร็วเชิงมุม โดยที่อัตราสวนของ
ความเร็วเชิงมุมที่ตอเขากับซีวีที มีความสัมพันธกับมุมที่ลอปรับอัตราทดหมุนไป θ 
ดังนี้คือ 

 
2

1

sin 2 cos
sin 2 cos

ω θ θ
ω θ θ

−
=

+
      (2.2) 

เมื่อ ω1 คือความเร็วเชิงมุมขาออกของซีวีที 
 ω2 คือความเร็วเชิงมุมขาเขาของซีวีที 
 θ คือมุมที่บิดไปของลอปรับอัตราทด 
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อนึ่งในซีวีทีแบบทรงกลม 1 ตัวนั้นจะมีลอปรับอัตราทดอยู 2 ลอ โดยที่แตละลอ
จะหมุนไปดวยมุมเดียวกันโดยการบังคับของกลไก 

ทั้งลอขับและลอปรับอัตราทดจะสัมผัสกับลูกกลมตรงกลาง โดยมีการวางตัวใน
ลักษณะที่สมดุลยคลายทรงเหลี่ยม 4 หนา (Tetrahedral) ทําใหลูกกลมอยูกับที่ ทําใหมี
แกนหมุนผานจุดศูนยกลางลูก เมื่อหมุนลอปรับอัตราทดไปแกนหมุนก็จะเปลี่ยน โดย
การจัดวางตําแหนงทําใหแกนหมุนอยูในระนาบระหวางลอขับทั้ง 2 พอดี เมื่อเปลี่ยน
แกนหมุนโดยการปรับมุมของลอปรับอัตราทดก็จะทําใหอัตราสวนของความเร็วเชิงมุมที่
ตอเขากบัซีวีทีเปลี่ยนไปดังรูป 
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รูปที่ 2.8 ความสัมพนัธระหวางมุมปรับอัตราทดกับอัตราสวนของความเร็ว
เชิงมุม 

 



 

บทที่ 3 
 

การตอเชื่อมซีวีท ี

การทํางานของซีวีทีนั้นเปนการควบคุมอัตราทดระหวางความเร็ว 2 แกน ในกรณีที่
ตองการควบคุมอัตราทดของความเร็วมากกวา 2 แกนขึ้นไปนั้นจําเปนตองใชซีวีทีมากกวา 1 ตัว 
ดังนั้นในการทํางานดังกลาวจึงตองอาศัยการเชื่อมโยงโครงขายของซีวีทีในการทํางาน การ
เชื่อมโยงโครงขายนั้นอาจทําไดโดยการเชื่อมโยงซีวีทีแตละตัวเขากับความเร็วที่ตองการควบคุม
อัตราทดทีละคูๆไปซ่ึงก็เปนแนวคิดของการตอเชื่อมโครงขายแบบอนุกรม หรืออาจทําโดยการ
เชื่อมโยงซีวีทีทุกตัวเขากับแกนหมุนรวมอีกตัว ทําใหเกิดการควบคุมอัตราทดระหวางความเร็วทุก
ตัวกับความเร็วของแกนหมุนอีกตัวได เมื่อควบคุมอัตราทดดังกลาวไดก็จะสามารถควบคุมอัตรา
ทดระหวางความเร็วทุกความเร็วไดโดยปริยาย การเชื่อมโยงดังกลาวเปนแนวคิดของการตอเชื่อม
โครงขายแบบขนาน การเชื่อมโยงโครงขายของซีวีทีทั้งแบบอนุกรม และแบบขนาน มีรายละเอียด
ดังนี้จะอธิบายในหัวขอถัดไป 
 
3.1 การตอเชื่อมแบบอนุกรม 

 
การตอแบบนี้ จะเชื่อมจอยทเขากับซีวีทีแตละตัว ทีละคูจนไดอัตราสวนระหวางความเร็ว

เชิงมุมของทุกจอยทดังนั้นถาหุนยนตโคบอทมีอยู n จอยท จะตองใชซีวีทีทั้งสิ้น n-1 ตัว พิจารณา
ตัวอยางของโครงขายซีวีทีดังรูปที่ 3.1 

 
Work Space

, ,x yv v ω

Jacobian

1ω 2ω

CVT1

Joint
Space 3ω

CVT22

1

1ratio ω
ω

=

3

2

2ratio ω
ω

=
 

 
รูปที่ 3.1 การตอโครงขายของซีวทีีแบบอนุกรมในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยท 
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จากรูปที่ 3.1 เปนตัวอยางการตอโครงขายซีวีทีแบบอนุกรมของหุนยนตโคบอท 3 จอยท 
โดยความเร็วที่ตําแหนงปลายของโคบอทในแนว x y และความเร็วเชิงมุมที่ปลายแขนคือ xv , yv  
และ ω ตามลําดับ ความเร็วเชิงมุมของขอตอทั้ง 3 คือ 1ω , 2ω  และ 3ω  ตามลําดับ ซีวีทีตัวแรก
ตอเขากับจอยท 1 และ 2 ซีวีทีอีกตัวตอเขากับจอยท 2 และ 3 ทําใหสามารถหาอัตราสวนระหวาง
ความเร็วเชิงมุมระหวางจอยท 1 และ จอยท 2 และระหวางจอยท 2 และ จอยท 3 ทําใหได
อัตราสวนระหวางความเร็วเชิงมุมของจอยทs ทั้ง 3 ได เมื่อความเรว็เชิงมุมทั้ง 3 ผานจาโคเบียน 
(Jacobian) ก็จะสามารถควบคุมความสัมพันธระหวาง xv , yv  และ ω  ทําใหสามารถควบคุม
ทางเดินของหุนยนตโคบอทได และในทางกลับกันถาตองการความสัมพันธระหวาง xv , yv  และ 
ω ก็สามารถสงผานคาดังกลาวผานจาโคเบียนผกผัน (Jacobian Inverse) เพื่อใหไดอัตราสวน
ระหวาง 1ω , 2ω  และ 3ω  ได 

 

 

 
รูปที่ 3.2 ตวัอยางการตอซีวที ี2 ตัวเขากับแขนกล 3 ขอตอแบบอนุกรม 

 
รูปที่ 3.2 แสดงตัวอยางการตอซีวีที 2 ตัวแบบอนุกรมเขากับโคบอท 3 จอยท ใหเห็นจริง 

แกนหมุนของจอยท 1 ตอผานเฟองทดเขากับซีวีทีตัวแรก แกนหมุนของจอยท 2 ตอผานเฟองทด
เขากับซีวีที 2 ตัว เมื่อตอเขาซีวีทีตัวแรกจะทําใหควบคุมอัตราทดของความเร็วเชิงมุมของจอยท 1 
และจอยท 2 ได จากซีวีทีตัวแรก สวนซีวีทีอีกตัวตอเขากับจอยท 2 และ จอยท 3 ทําใหควบคุม
อัตราทดของความเร็วเชิงมุมของจอยท 2 และ จอยท 3 ไดซึ่งจากหลกัการที่ไดกลาวไปแลวจะทํา
ใหสามารถควบคุมเสนทางเดินของโคบอทในรูป 3.2 ได 
 
 
 

Joint 2 

Joint 1 

CVT1 

CVT2 

Link 1 

Joint 3 

Link 2 
Link 3 
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3.2 การตอเชื่อมแบบขนาน 

 
การตอแบบขนานนี้จะมีเพลากลาง (Common shaft) อยูและตอซีวีทีทุกตัวเขากับ เพลา

กลางดานหนึ่ง และเขากับจอยทแตละจอยท อีกดานหนึ่ง นั่นคือแทนที่จะตอซีวีทีใหแตละจอยท 
สรางความสัมพันธระหวางกัน ก็ตอซีวทีีใหสรางความสัมพันธระหวางความเร็วเชิงมุมของแตละ 
จอยทกับความเร็วเชิงมุมของเพลากลางซึ่งถาไมไดใสกําลังเขาไปความเร็วเชิงมุมของเพลากลาง 
ก็จะเปนผลมาจากความเร็วเชิงมุมของทุกๆจอยทนั่นเอง ในการตอแบบนี้ถาหุนยนตโคบอทมี n 
จอยทจะตองมีจํานวนซีวีทีทั้งสิ้น n ซีวีที ซึ่งจะมีซีวีทีที่เกินความจําเปนมา 1 ตัว เหตุผลที่
ออกแบบวิธีตอวิธีนี้ก็คือ เพื่อปองกันไมใหอัตราทดที่ซีวีทีสรางขึ้นมีคามากเกินไป[6] เชนในกรณี
หุนยนตโคบอท 3 จอยท ถาอัตราเร็วเชิงมุมของจอยท 2 มีคานอยมากจนเกือบเปนศูนย จะไดวา 
ซีวีที 2 ซึ่งใหความสัมพันธระหวางอัตราเร็วเชิงมุมของจอยท 3 และจอยท 2 จะตองมีคาเปน
อนันต 

3
2 2

2

0.... ωω
ω

→ Τ = →∞      (3.1) 

ในกรณีที่มีเพลากลางจะไดวาความเร็วของเพลากลางคือ 
 

∑

∑

=

=

Τ
= n

i
i

n

i
i

1

1
0

ω
ω        (3.2) 

เมื่อ 0ω  คือความเร็วเชงิมุมของเพลากลาง 
 iω  คือความเร็วเชงิมุมของแตละขอตอที่ตอเขากับซีวทีีแตละตัว 
 iΤ  คืออัตราสวนระหวางความเร็วเชิงมมุของแตละขอตอกับ 

ความเร็วเชิงมมุของเพลากลาง 
 
จากสมการ (3.2) จะเห็นไดวาคา 0ω ซึ่งเปนตัวหารในการหาอัตราทดจะไมเปน 0 ถา 

จอยททั้งหลายมีความเร็ว ดงันัน้อัตราทดที่ซีวทีีแตละตัวสรางขึน้จึงจะไมมีคาเขาใกลอนนัต 
ตัวอยางโครงขายของซีวทีีแบบขนานในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยทแสดงดังรูป ที่3.3 
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Work Space
, ,x yv v ω

Jacobian

1ω 2ω

CVT1

Joint
Space 3ω

CVT2 CVT3

0ω0

i
iratio ω

ω
=

 
รูปที่ 3.3 การตอโครงขายของซีวทีีแบบขนานในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยท 

 
ดังเชนในกรณีของการตอแบบอนุกรม หลักการควบคุมทางเดินและการสงผาน

คาพารามิเตอรผานจาโคเบียนก็เปนเชนเดียวกัน แตในกรณีการตอแบบขนานนี้ความเร็วเชิงมุม
ของจอยททั้ง 3 จะสงผานเขากับซีวีทีแตละตัวโดยไมตองจับกันเปนคูๆกอน จากนั้นเมือ่ซวีทีแีตละ
ตัวสรางความสัมพันธระหวางความเร็วเชิงมุมของแตละจอยทกับความเร็วเชิงมุมของเพลากลาง
ซึ่งความเร็วเชิงมุมของเพลากลางก็เปนผลมาจากความเร็วเชิงมุมของทุกจอยท ดังสมการ (3.2) 
ก็จะทําใหสามารถสรางความสัมพันธระหวางความเร็วเชิงมุมของทุกจอยทได 

 

 
รูปที่ 3.4 ตวัอยางการตอซีวที ี3 ตัวเขากับแขนกล 3 ขอตอแบบขนาน 

CVT 3 Joint 1 

Link 1 

Joint 2 

Link 2 

Joint 3 

Link 3 

CVT 2 CVT 1 
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รูปที่ 3.4 แสดงตัวอยางการตอซีวีทีแบบขนานจริง การออกแบบคอนขางจะมีความ
ซับซอนมากกวาแบบอนุกรม ซีวีทีทั้ง 3 จะไมสามารถเคลื่อนที่ไปกับแขนกลได มิฉะนั้นก็ตอง
ออกแบบระบบสงกําลัง (Transmission) ของซีวีทีกับเพลากลางเปนแบบพิเศษ จากรูปที่ 3.4 เมื่อ
ซีวีทีไมสามารถเคลื่อนท่ีไดทําใหไมสามารถใชเฟองทดสงกําลังได จึงตองอาศัยระบบสงกําลังที่
สามารถทําใหแขนกลเคลื่อนที่ไปไดซึ่งอาจจะเปนการใชสายเคเบิลเปนตน 

นอกจากนี้การตอแบบขนานจะทําใหสามารถใสกําลัง (Power) เขาไปไดอีก ดังจะ
อธิบายในหัวขอถัดไป 

 
3.3 โคบอทแบบใสกําลัง (Power Cobot) 

 
ในการตอแบบขนานถาเราใสกําลังใหกับเพลากลางจะทําใหมีกําลังเกิดขึ้นที่ตําแหนง

ปลายของหุนยนตโคบอท แตทิศทางการเคลื่อนที่ยังควบคุมเหมือนเดิม ตัวอยางของการตอ
โครงขายในกรณีโคบอทแบบใสกําลัง 3 จอยทแสดงดังรูปที่ 3.5 

 

Work Space
,x yτ τ

Jacobian

1 1,ω τ 2 2,ω τ

CVT1

Joint
Space 3 3,ω τ

CVT2 CVT3

0 0,ω τ0

i
iratio ω

ω
=

 
รูปที่ 3.5 การใสกําลังในกรณีหุนยนตโคบอท 3 จอยท 

 
ในกรณีนี้นอกจากจะตองสงผานความเร็วแลวยังตองสงผานคาแรงบิดที่ปลายแขนทั้งใน

แนวแกน x และ y คือ xτ  และ yτ  ตามลําดับ สงผานกับคาแรงบิดที่จอยททั้ง 3 และแรงบิดที่ 
เพลากลางคือ 1τ  2τ  3τ  และ 0τ  ตามลําดับ การสงผานคาแรงบิดทั้ง 2 กรอบการทํางานทําได
โดยการสงผานจาโคเบียนผกผัน เมื่อตองการใหเกิดกําลังที่ปลายแขนของหุนยนตโคบอทก็ทําได
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โดยใสแรงบิดใหกับเพลากลางและผานจาโคเบียนผกผันกําลังที่ไดนี้จะเปนกําลังที่เกิดขึ้นในทิศ
ทางการเคลื่อนที่ของโคบอทเทานั้น ซึ่งการควบคุมทิศทางก็ทําไดเชนเดิม การที่กําลังที่เกิดขึ้นเกิด
ในทิศทางการเคลื่อนที่เทานั้นทําใหเกิดความปลอดภัยในการทํางาน 
 



 

บทที่ 4 
 

จลนศาสตรของโคบอทแบบอนุกรม 

ในการวิเคราะหจลศาสตรการเคลื่อนที่นั้นแบงเปน 2 ประเภทคือการวิเคราะหจลศาสตร
การเคลื่อนที่ของแขนกลและการวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอท การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของ
แขนกลแบงเปนการวิเคราะหสมการการเคลื่อนที่ไปขางหนา (Forward Kinematics) และสมการ
การเคลื่อนที่แบบยอนกลับ (Inverse Kinematics) การวิเคราะหการเคลื่อนที่ดังกลาวเปนการ
วิเคราะหเพื่อหาตําแหนงของแขนกลเพื่อใชในการวิเคราะหจลศาสตรการเคลื่อนที่ของโคบอท
ตอไป การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทนั้นจะไมวิเคราะหเพียงแคตําแหนง แตจะเปนการ
วิเคราะหในมิติการเคลื่อนที่อ่ืนๆดวยไดแก ความเร็วทั้งขนาดและทิศทาง ความโคง เวคเตอรตั้ง
ฉากกับการเคลื่อนที่ และระยะทางที่โคบอทเคลื่อนที่ไป การวิเคราะหคาพารามิเตอรดังกลาวจะ
ใชในการแปลงกรอบการทํางานของโคบอทและควบคุมโคบอทตอไป ในบทนี้จะเปนการวิเคราะห
การเคลื่อนที่ทั้งของแขนกลและของโคบอทที่ใชการตอเชื่อมซีวีทีแบบอนุกรม แขนกลที่ใชเปน
ตัวอยางในการวิเคราะหนั้นเปนแขนกลอยางงายๆคือเปนแขนกลแบบทรีอาร (3R) เพื่อใหเหน็การ
เชื่อมโยงไดชัดเจนมากขึ้น  
 
4.1 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของแขนกล 

 
แขนกลที่ใชในการวิเคราะหเบื้องตนน้ันมีลักษณะเปนแขนกลแบบทรีอาร (3R:3 

Revolute Joints) ซึ่งแตละจอยทจะตอเขากับซีวีทีทั้งในแบบอนุกรมและแบบขนาน แขนกลที่
ออกแบบไวมีลักษณะดังรูปที่ 4.1 

แกนหมุนของขอตอที่ 1 จะตั้งฉากกับพื้น แกนหมุนของขอตอที่ 2 และ 3 จะขนานกับพื้น
ดังรูปที่ 4.1 ทําใหปลายแขนของโคบอทสามารถกวาดไปไดในปริภูมิ 3 มิติ เพื่อความสะดวกใน
การคาํนวณจะแทนความยาวของแขนทอนที่ 1 (ระหวางขอตอที่ 2 และขอตอที่ 3) เปน 1l  และ
แทนความยาวของแขนทอนที่ 2 (ระหวางขอตอที่ 3 ถึงปลายแขนโคบอท) เปน 2l  การคํานวณหา
คา พารามิเตอรตางๆ ทําไดดังนี้ 
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รูปที่ 4.1 ลักษณะของแขนกลแบบทรีอารที่ใชในการวิเคราะห 
 
 

 
รูปที่ 4.2 การตั้งแกนตางๆบนโคบอทแบบอนุกรม 3 มิต ิ
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4.1.1 จลนศาสตรไปขางหนาของแขนกล 
 

จากแขนกลดังรูป สามารถหาพารามิเตอรของเดนาวิท-ฮาเทนเบิรก (Denavit-
Hatenberg Parameter) [14] ไดดังนี้ 

 
   ตารางที่ 4.1 คาพารามิเตอรของพารามิเตอรของเดนาวิท-ฮาเทนเบิรก  

  ของแขนกลตัวอยางแบบทรีอาร 
i  1iα −  1ia −  id  iθ  
1 0 0 0 1θ  

2 -90° 0 0 2θ  
3 0 1l  0 3θ  
4 -90° 0 2l  0 

 
หาเมตริกซแปลงรูป (Transformation Matrix) ของแตละแขน (link) ไดดังนี้  
 

   
1 1

1 10
1

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s
s c

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    (4.1) 

2 2

1
2

2 2

0 0
0 0 1 0

0 0
0 0 0 1

c s

s c

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    (4.2) 

3 3 1

3 32
3

0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s l
s c

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    (4.3) 

23
4

1 0 0 0
0 0 1
0 1 0 0
0 0 0 1

l
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

     (4.4) 

เมื่อ  j
iΤ  คือเมตริกซแปลงรูปจากกรอบที่ i  ไปกรอบที่ j  

 is  คือ ( )sin iθ  
  ic  คือ ( )cos iθ   
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 ijs  คือ ( )sin i jθ θ+  
 ic  คือ ( )cos i jθ θ+  
 
สามารถหาเมตริกซแปลงรูปของแขนกลไดดังนี้ 
 

  
23 23 1 2

1 1 2
3 2 3

23 23 1 2

0
0 0 1 0

0
0 0 0 1

c s l c

s c l s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Τ = Τ Τ =
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (4.5) 

23 23 23 2 2 1

1 1 3
4 3 4

23 23 23 2 2 1

0
0 1 0 0

0
0 0 0 1

c s s l c l

s c c l s l

− − +⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥Τ = Τ Τ =
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (4.6) 

1 23 1 1 23 1 23 2 2 1

1 23 1 1 23 1 23 2 2 10 0 1
4 1 4

23 23 23 2 2 1

( )
( )

0
0 0 0 1

c c s c s c s l c l
s c c s s s s l c l

s c c l s l

− − +⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − +⎢ ⎥Τ = Τ Τ =
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (4.7) 

 
 โดยเมตริกซแปลงรูปจากกรอบที่ฐาน (กรอบที่ 0) ไปยังกรอบที่ปลายแขน 

(กรอบที่ 4) สามารถหาจลนศาสตรการเคลื่อนที่ไปขางหนาไดดังนี้ 
 

 
( )
( )

1 23 2 2 1

1 23 2 2 1

23 2 2 1

x

y

z

p c s l c l

p s s l c l

p c l s l

= − +

= − +

= − −

      (4.9) 

 เมื่อ xp  คือตําแหนงที่ปลายแขนวัดตามแนวแกน x  
 yp  คือตําแหนงที่ปลายแขนวัดตามแนวแกน y  
 zp  คือตําแหนงที่ปลายแขนวัดตามแนวแกน z  

 
4.1.2 จลนศาสตรยอนกลับของแขนกล 

 
จากจลนศาสตรไปขางหนาของแขนกลและเมตริกซแปลงรูปที่ไดวิเคราะหไว 

สามารถหาจลนศาสตรยอนกลับของแขนกลไดดังตอไปนี้ 
คํานวณหา 4

1Τ  ไดดังนี้ 
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23 23 23 2 2 1

1 0 1 0
4 1 4

23 23 23 2 2 1

0
0 1 0 0

0
0 0 0 1

c s s l c l

s c c l s l
−

− − +⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥Τ = Τ Τ =
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (4.10) 

เมื่อ 1j
i

−Τ  คือเมตริกซผกผัน (Inverse Matrix) ของ j
iΤ  

 
จากสมาชิก (2,4) ของ 4

1Τ  จะไดวา 
 

011 =+− yx pcps       (4.11) 
 

จากสมการ (4.11) จะไดวา 
 

),(2tan1 xy ppA=θ      (4.12) 

    
จากสมาชิก (1,4) และ (3,4) ของ 4

1Τ  จะไดวา 
 

1222311 lclspspc yx +−=+     (4.13)  
   12223 lslcpz −−=       (4.14) 
        
นําสมการ (4.11)2+(4.13)2+(4.14)2 จะไดวา 
  

K
ll

pppll
s zyx =

−−−+
=

21

2222
2

2
1

3 2
   (4.15) 

2
3 1 Kc −=       (4.16) 

  
จากสมการ (4.15) และ (4.16) สามารถหา 3θ  ไดดังนี้ 
 
 ( )2

3 1,2tan KKA −=θ     (4.17) 
 
เมื่อ K  เปนตัวแปรที่สรางขึ้นมาเพื่อความสะดวกในการคํานวณโดยมี

คาดังสมการ (4.15) 
 
จาก   0 1 4 4

3 0 3
−Τ Τ = Τ   โดยที่ 
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1 23 1 23 23 1 3

1 23 1 23 23 1 30 1
3

1 1 0 0
0 0 0 1

c c s c s l c
c s s s c l s
s c

−

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥Τ =
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (4.18) 

 
จากสมาชิก (1,4) และ (2,4) ของ 4

3Τ  จะไดวา 
 
  03123231231 =−−+ clpspcspcc zyx    (4.19) 

23123231231 lslpcpsspsc zyx =−−−−     (4.20) 
 

จากสมการ (4.19) และ (4.20) จะไดวา 
 

2
11

2
2311131

23 )(
))((

yxz

yxz

pspcp
lslpspcpcl

s
++

−++−
=   (4.21) 

 2
11

2
1131231

23 )(
)()(

yxz

yxz

pspcp
pspcclplsl

c
++

++−
=   (4.22) 

 

แทนค า  Ks =3
2

3 1 Kc −=
221

yx

y

pp

p
s

+
=

221

yx

x

pp

p
c

+
=  ล ง ใ น

สมการ (4.21) และ (4.22) จะไดวา 

 222

21
222

1
23

)(1

zyx

yxz

ppp

lKlppKpl
s

++

−++−−
=   (4.24) 

 222

222
121

23

))(1()(

zyx

yxz

ppp

ppKlplKl
c

++

+−+−
=   (4.25) 

   
สามารถหาคาของ 2 3θ θ+  ไดดังนี้ 
   

 ( )

( ) ( )( )

2 2 2
1 1 2

23
2 2 2

1 2 1

1 ,
tan 2

1

x x y

x x y

l p K p p l K l
A

l K l p l K p p
θ

⎛ ⎞− − + + −
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

 (4.26) 

 
และสามารถหาคา 2θ  ไดดังนี้   
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3232 θθθ −=       (4.27) 

 
หรือสามารถหา 2θ  ไดจากสมาชิก (1,4) และ (3,4) ของ 4

0Τ  คือ 
  

)( 122231 lclscpx +−=        (4.28) 
  12223 lslcpz −−=      (4.29) 
 
จัดรูปสมการ (4.28) จะไดวา 
  

rpp
c
p

lcls yx
x =+==+− 22

1
12223 )(     (4.30) 

เมื่อ  r  เปนตัวแปรที่สรางขึ้นมาเพื่อความสะดวกในการคํานวณโดยมี
คาดังสมการ (4.30) 

 
กระจาย   323223 sccss +=  และ 323223 ssccc −=  ในสมการ (4.29) และ 

(4.30) จะได 
 

 
zpslssccl

rclsccsl
=−−−
=++−

2132322

2132322

)(
)(      (4.31) 

 
จัดรูปสมการ (4.31) ใหอยูในรูปเมตริกซจะได 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−
−−

zp
r

c
s

clsll
sllcl

2

2

32321

32132     (4.32) 

 
แกสมการ (4.32) จะไดวา 
 

 

321
2
2

2
1

32132
2

321
2
2

2
1

32132
2

2
)(

2
)(

sllll
sllrpcl

c

sllll
sllprcl

s

z

z

−+
−+−

=

−+
−−−

=

    (4.33) 
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จากสมการ (4.33) สามารถหาคา 2θ  ไดดังนี้ 
 

2 3 1 2 3
2

2 3 1 2 3

( ),
tan 2

( )
z

z

l c r p l l s
A

l c p r l l s
θ

+ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

   (4.34) 

     
4.2 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอท 

 
การทํางานของโคบอทนั้นจะไมใชการบังคับอุปกรณตนกําลังเพื่อใหเกิดการทํางาน

โดยตรง แตจะเปนการทํางานโดยการสรางขอบังคับแบบนอนโฮโลโนมิค เพื่อบังคับทางเดินของ
โคบอท กลาวคือโคบอทจะไมไดบังคับตําแหนงที่ปลายแขน แตจะบังคับทิศทางการเคลื่อนที่ของ
ปลายแขน ดังนั้นการหาเพียงคาจลนศาสตรแบบไปขางหนาและยอนกลับของแขนกลดังเชนการ
วิเคราะหการเคลื่อนที่ของหุนยนตทั่วไปจึงไมเพียงพอสําหรับการหาขอมูลในการควบคุม การ
วิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทจึงตองวิเคราะหหาคาพารามิเตอรอ่ืนๆอีกดังจะไดวิเคราะห
ตอไป 

ในการวิเคราะหการเคลื่อนที่ของหุนยนตทั่วไปนั้นจะตองมีการแปลงรูป (Mapping) จาก
รูปแบบการเคลื่อนที่แบบหนึ่งไปสูอีกแบบหนึ่งเชนในหุนยนตอุตสาหกรรมแบบอารทิคูเลท 
(Articulate) จะมีการแปลงกลับไปกลับมาระหวางกรอบการเคลื่อนที่ที่ปลายแขนซึ่งอาจจะวัด
ออกมาเปนพิกัดในแนวแกน XYZ กับกรอบการเคลื่อนที่ของแตละขอตอซึ่งจะวัดออกมาเปนคา
มุม ที่เปนเชนนี้เนื่องจากในการทํางานจริง คาตัวแปรที่วัดจากกรอบการทํางานแตละกรอบ
อาจจะเปนคนละตัวกันจึงตองมีการแปลงคาตัวแปร ในโคบอทเองก็เชนกัน การวิเคราะหการ
เคลื่อนที่ของโคบอทจะตองมีการแปลงรูประหวางกรอบการทํางานแตละกรอบเพื่อนําคาที่ไดไป
ใชควบคุมตอไป กรอบการเคลื่อนที่ของโคบอทโดยทั่วไปจะแบงเปน 4 ประเภทดวยกัน คือ ปริภูมิ
ตําแหนงปลาย (Configuration Space : TC ) บอกถึงการเคลื่อนที่ของตําแหนงปลายของโคบอท 
ปริภูมิจอยท (Joint Space : jC ) บอกถึงการเคลื่อนที่ของขอตอของโคบอท ปริภูมิการจับคู 
(Coupling Space : i∑ ) บอกถึงความสัมพันธระหวางการเคลื่อนที่ของแตละขอตอซ่ึงสราง
ความสัมพันธกันโดยผานกลไกของซีวีทีและ ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด (Steering Space :Φ ) 
บอกถึงมุมที่ซีวีทีตองหมุนปรับไปซ่ึงก็คือคาสัญญาณของอุปกรณตนกําลัง ที่เราตองควบคุม 
ลําดับการ แปลงรูป จะเร่ิมตนจากการหาการเคลื่อนที่ในปริภูมิตําแหนงปลายจากนั้นแปลงไป
เปนการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทจากนั้นทําการจับคูการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยททีละคูทุกคูซึ่งก็จะ
ไดเปนการเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคูเมื่อไดการเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคูแลวก็สามารถทําการ
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คํานวณมุมที่ซีวีทีตองหมุนปรับไปซึ่งก็คือปริภูมิของมุมปรับอัตราทดนั่นเอง ลําดับการแปลงรูป 
เปนดังรูปที่ 4.3 สวนรายละเอียดของการเคลื่อนที่แตละกรอบตางๆจะไดอธิบายถัดไป 

 

 
รูปที่ 4.3 แผนผังการเปลีย่นกรอบการทาํงานของโคบอท 

 
4.2.1 ปริภูมิตําแหนงปลาย (Configuration Space : TC ) 
 

กรอบการเคลื่อนที่นี้จะเปนการวิเคราะหการเคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลายซึง่ในกรณี
ของแขนกลที่นํามาวิเคราะหนี้จะเปนการเคลื่อนที่ในระบบคารทีเชียนกลาวคือสามารถ
นิยามเวคเตอรตําแหนงไดดังนี้ 

 
 T

x y zR p p p⎡ ⎤= ⎣ ⎦
r      (4.35) 

เมื่อ R
r  คือเวคเตอรที่ระบุตําแหนงที่ปลายแขน 

 [ ]TA  คือทรานสโพสเมตริกซ (Matrix Transpose) [ ]A  
 
ดังที่ไดกลาวไปแลว สําหรับโคบอทการวิเคราะหการเคลื่อนที่ที่สําคัญคือการ

วิเคราะหหาทิศทางการเคลื่อนที่ ดังนั้นในการวิเคราะหจึงตองทําการวิเคราะหหา
เวคเตอรสัมผัสกับการเคลื่อนที่ Tr   และเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ Nκ

r  (เคอรเว
เจอรเวคเตอร) ซึ่งหาไดจาก   

  

 dRT
ds

=
r

r       (4.36) 
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 dTN
ds

κ =
r

r       (4.37) 
เมื่อ s  คือระยะทางที่ปลายแขนเคลื่อนที่ไป 

κ  คือความโคงของการเคลื่อนที่ซึ่งเปนคาผกผันกับรัศมีความโคง
ของการเคลื่อนที่  
N
r  คือเวคเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ 

 
การเคลื่อนที่ในปริภูมิตําแหนงปลายของแขนกลที่นํามาวิเคราะหนี้เปนไปดังรูป

ที่ 4.4 
 

R
r

T
r

Nκ
r

x

y

z

 
รูปที่ 4.4 การเคลื่อนที่ในปรภูิมิตําแหนงปลาย 

 
เมื่อสามารถหาเวคเตอรดังกลาวไดแลวก็จะทําใหทราบทิศทางการเคลื่อนที่ซึ่ง

จะทําใหสามารถควบคุมทิศทางการเคลื่อนที่ได 
 

4.2.2 ปริภูมิจอยท (Joint Space : JC ) 
 
โดยโครงสรางของโคบอทที่ออกแบบไวตางๆนั้นอาจจะทําใหการเคลื่อนที่ของ

จอยทของโคบอทเปนการเคลื่อนที่คนละแบบกับการเคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลาย ดังเชนใน
กรณีตัวอยางที่นํามาวิเคราะหนี้การเคลื่อนที่ของจอยทจะเปนการเคลื่อนที่ของขอตอแต
ละขอตอของแขนกล การควบคุมการทํางานของอุปกรณตนกําลังเพื่อควบคุมการ
เคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลายจึงตองบังคับการเคลื่อนที่ผานทางจอยท ดังนั้นจึงจําเปนตอง
วิเคราะหหาการเคลื่อนที่ของจอยทเพื่อสงผานคาพารามิเตอรเพื่อใชควบคุมตอไป ใน



 

 

27

กรณีตัวอยางโคบอทที่นํามาวิเคราะหนี้สามารถหาเวคเตอรตําแหนงของขอตอ qr  ได
ดังนี้   

 
[ ]1 2 3

Tq θ θ θ=
r       (4.38) 

 
โดยมีความสัมพันธกับเวคเตอรการเคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลาย R

r  ดังนี้ 
 
 ( )q L R=

rr        (4.39) 
 
เมื่อ L  คือจลนศาสตรแบบผกผันดังที่ทําการวิเคราะหในหัวขอ 4.1.2 ซึ่งใน

กรณีโคบอทที่นํามาวิเคราะห สามารถหาสมการผกผันไดจากสมการ (4.12) (4.34) และ 
(4.17) ดังนี้ 

 ),(2tan1 xy ppA=θ  

 2 3 1 2 3
2

2 3 1 2 3

( ),
tan 2

( )
z

z

l c r p l l s
A

l c p r l l s
θ

+ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

   

 ( )2
3 1,2tan KKA −=θ  

   
เพื่อใหสงผานคาพารามิเตอรในการเคลื่อนที่ไดจะตองทําการวิเคราะหหาการ

เคลื่อนที่ของจอยทซึ่งก็คือเวคเตอรสัมผัสกับทิศทางการเคลื่อนที่ JT
r   และเวคเตอรตั้ง

ฉากกับการเคลื่อนที่คือ  JJ N
r

κ  มีนิยามดังนี้ 
 

J
J

dqT
ds

=
rr       (4.40) 

J
J

J

dTN
ds

κ =
r

r       (4.41) 

โดยที่ Js  คือระยะทางการเคลื่อนที่ที่วัดไดในกรอบการเคลื่อนที่ของ 
ปริภูมิจอยท 

 
การเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทของแขนกลที่นํามาวิเคราะหนี้เปนไปดังรูปที่ 4.5 
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qr

JT
r

J JNκ
r

1θ

2θ

3θ

 
รูปที่ 4.5 การเคลื่อนที่ในปรภูิมิจอยท 

 
สามารถหาความสัมพันธระหวางเวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทกับ

เวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิตําแหนงปลายไดดังนี้ 
 

 J
JTT
JT

=
r

r
r        (4.42) 

โดยที่  J  คือจาโคเบียนเมตริกซในการหาความสัมพันธระหวางการ
เคลื่อนที่ที่ปลายแขนกับการเคลื่อนที่ของจอยท 

 
สามารถคํานวณหาคาของ J ไดดังนี้ 
 

LJ
R
∂

=
∂
r       (4.43) 

 
และสามารถหาความสัมพันธระหวางเวคเตอรความโคงไดดังนี้  
 

2

T
J J T

J J i

T T
N T H T J N

JT
κ κ

⎡ ⎤Ι −⎣ ⎦ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦

r r
r r r r

r    (4.44) 

โดยที่  iH  คือเฮเซียนเมตริกซ (Hessian Matrix) ในการหาความสัมพันธ
ระหวางการเคลื่อนที่ที่ตําแหนงปลายกับการเคลื่อนที่ของจอยท  

 
สามารถคํานวณหาคาของ iH  ไดดังนี้ 
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( , )i k

i

J
H

R
∂

=
∂
r       (4.45) 

เมื่อ i  ในสมการ (4.45) บอกถึงลําดับที่ของตัวแปรในปริภูมิจอยท 
k  ในสมการ (4.45) บอกถึงลําดับที่ของตัวแปรในปริภูมิตําแหนงปลาย 

 
การแปลงการเคลื่อนที่จากปริภูมิตําแหนงปลายไปเปนปริภูมิจอยทของแขนกล

ที่นํามาวิเคราะหเปนไปดังรูปที่ 4.6 
 

R
r

T
r

Nκ
r

x

y

z

qr
JT
r

J JNκ
r

1θ

2θ

3θ

TC

JC

Transform

 
รูปที่ 4.6 การแปลงการเคลือ่นที่จากปริภูมิตําแหนงปลายไปเปนการเคลื่อนที่ใน

ปริภูมิจอยท 
 
ในกรณีของโคบอทที่นํามาวิเคราะหนี้ สามารถคํานวณหาคาพารามิเตอรตางๆ

ใน ปริภูมิจอยท ไดดังนี้ 
ทําการหาจาโคเบียนเมตริกซและเฮเซียนเมตริกซดังนี้ 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

zyx

zyx

zyx

J

333

222

111

θθθ

θθθ

θθθ

    (4.46) 

 

2 2 2
1 1 1

2

2 2 2
1 1 1

1 2

2 2 2
1 1 1

2

x x y x z

H
y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

    (4.47) 

2 2 2
2 2 2

2

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2 2
2 2 2

2

x x y x z

H
y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

    (4.48) 

2 2 2
3 3 3

2

2 2 2
3 3 3

3 2

2 2 2
3 3 3

2

x x y x z

H
y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

    (4.49) 

    
สมการ (4.50) ถึง (4.104) ดานลางนี้เปนรายละเอียดของการหาสมาชิกของ

สมการ (4.47) (4.48) และ (4.49) ดังนี้ 
แทนคา 321 ,, θθθ   เพื่อหาคาเมตริกซดังกลาวไดดังตอไปนี้ 
 
ทําการคํานวณจาก 1θ  

จาก  ( ) 2222
1

1

1tan
vu
vuuv

v
vuuv

v
uv

u
+

′−′
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ′−′

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
=

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  จะไดวา 

   

22222
1 )(1)(0

r
y

yx
y

yx
yx

x
−=

+
−=

+
−

=
∂
∂θ    (4.50) 
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22222
1 )(0)(1

r
x

yx
x

yx
yx

y
=

+
=

+
−

=
∂
∂θ    (4.51) 

01 =
∂
∂

z
θ       (4.52) 

 44

2

2
1

2 2)2()(0
r
xy

r
xyr

x
=

−
−=

∂
∂ θ    (4.53) 

 44

2

2
1

2 2)2()(0
r
xy

r
yxr

y
−=

−
=

∂
∂ θ    (4.54) 

4

22

4

2
1

2
1

2 )2()(1
r

xy
r

yyr
xyyx

−
=

−
−=

∂∂
∂

=
∂∂

∂ θθ   (4.55) 

02
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2

=
∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

zyzzyxzzx
θθθθθ   (4.56) 

 
จะไดวา 
 

 ( )1 2 2 0i
y xJ
r r

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
     (4.57) 

โดยที ่ ( )iA  คือสมาชิกในแถวที ่ i ของเมตริกซ A   
 

2 2

2 2
1 4

2 0
1 2 0

0 0 0

xy y x
H y x xy

r

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   (4.58) 

 
ทําการคํานวณจาก 2θ  
คํานวณหาคา 2θ  ไดจาก 
 

2 3 1 2 3
2

2 3 1 2 3

( )
tan 2

, ( )
z

z

l c r p l l s
A

l c p r l l s
θ

+ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

  

 
หรือ 

2
2 1 2

2
2

2 1 2

1 ( )
tan 2

, 1 ( )

l K r z l l K
A

l K z r l l K
θ

⎛ ⎞− + −
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

   (4.59) 

 
โดยที่   
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21

2222
2

2
1

2 ll
pppll

K zyx −−−+
=     (4.60) 

 
จากสมการ (4.59) กําหนดให   
 

)(1 21
2

2 KllzrKlU −+−=     (4.61) 
)(1 21

2
2 KllrzKlV −−−=     (4.62) 

โดยที่ U และ V  เปนตัวแปรที่สรางขึ้นมาเพื่อความสะดวกในการคํานวณ 
  
จะไดวา 
 

1
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2
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1
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l
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∂
∂   (4.63) 

1
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l
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1
l
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−
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∂
∂    (4.68) 
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2 2 2
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2
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1 1

2
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  (4.69) 
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2
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   (4.71) 
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3
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 (4.78) 
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l K l l KV V

xz K xzx z z x
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l l K

⎛ ⎞
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  (4.79) 
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2 2 22 2 1 1 2
2 2

3
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1 2
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(1 )

yK yz
l K l l KV V

yz K yzy z z y
rl

l l K

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂ ∂
= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟− −

⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (4.80) 

 
จากสมการ (4.61) ถึง (4.78) สามารถคํานวณเพื่อหาคาจาโคเบียนและเฮเซียน

ไดดังนี้ 
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U VV U
x xJ

x U V
θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= =

∂ +
    (4.81) 

( )
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y U V
θ

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂= =
∂ +

    (4.82) 

( )
2

23 2 2

U VV U
z zJ

z U V
θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= =

∂ +
    (4.83) 
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θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= =
∂ +

 (4.84) 
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( )
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θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
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 (4.85) 
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z z z zH

z U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂+ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
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 (4.86) 
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+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟+
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+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂

− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎜ ⎟− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠= =

∂ ∂ +
 (4.92) 

โดยที ่ ( )ijA  คือสมาชิกในแถวที ่ i หลักที ่ j  ของเมตริกซ A  
 
จัดรูปแตละสมาชิกของ 2H  ใหอยูในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 

12 12 12(11) (12) (13)

2 12 12 12(21) (22) (23)

12 12 12(31) (32) (33)

H H H

H H H H

H H H

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   (4.93) 

 
ทําการคํานวณจาก 2θ  
จาก 
 

( )2
3 1,2tan KKA −=θ  

  
แทนคาจะไดวา 
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คํานวณหา 3H  ไดดังนี ้
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(4.103) 

 
และสามารถหาจาโคเบยีนเมตริกซไดจาก 
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4.2.3 ปริภูมิการจับคู (Coupling Space : iΣ ) 
 

การทํางานของซีวีทีนั้นจะเปนการควบคุมอัตราทดระหวางความเร็วของจอยท 
1 คู ดังนั้นการสงผานคาพารามิเตอรจากปริภูมิจอยทเพื่อใชควบคุมการทํางานของซีวีที 
นั้นจึงตองสงผานคาพารามิเตอรจากปริภูมิจอยทมาเปนคูๆ ดังนั้นกรอบการทํางานน้ีจึง
เปนการแปลงการเคลื่อนที่จากปริภูมิจอยทใหมาเปนคู  โดยแตละคูก็จะเปน
คาพารามิเตอรที่สงผานไปสูซีวีทีแตละตัวนั่นเอง สามารถวิเคราะหหาความสัมพันธ
ระหวางปริภูมิจอยทและปริภูมิการจับคูไดดังตอไปนี้ 

ความสัมพันธระหวางเวคเตอรตําแหนงในปริภูมิจอยทคือ qr และเวคเตอร
ตําแหนงใน iΣ  คือ ir

r  เปนดังนี้ 
 
 ( )i ir q= Μ

r r       (4.105) 
  

โดยที่ i  ซึ่งเปนดรรชนี (Index) ของเวคเตอร ir
r  คือเปนลําดับที่ของซีวีทีที่ใช

ควบคุมความเร็วของจอยทคูนั้น iΜ  เปนเมตริกซเพื่อหาความสัมพันธระหวางปริภูมิ
จอยทและปริภูมิการจับคู  

ในกรณีนี้กําหนดใหซีวีทีตัวแรกตอเขากับจอยท 1 และจอยท 2 ซีวีทีตัวที่ 2 ตอ
เขากับจอยท 2 และจอยท 3 จะไดวา 

 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Μ

2

1
1 θ

θ       (4.106) 

2
2

3

θ
θ
⎡ ⎤

Μ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

       (4.107) 

 
วิเคราะหหาการเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคู ซึ่งก็คือเวคเตอรสัมผัสกับทิศ

ทางการเคลื่อนที่ it
r   และมีเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่คือ i inκ r   ซึ่งสัมพันธกับ

เวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทไดดังนี้ 
 

 i J
i

i J

DTt
DT

=
r

r
r        (4.108) 

เมื่อ iD  คือเมตริกซแปลงรูปจากปริภูมิจอยทไปยังปริภูมิการจับคู  
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โดยที่สามารถหาคา iD  ไดจาก 
 

i
iD

q
∂Μ

=
∂
r       (4.109) 

และ     
 

2

T
i i

i i i J J

J

t t
n D N

DT
κ κ

⎡ ⎤Ι −⎣ ⎦ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

rr
rr

r     (4.110) 

เมื่อ Ι  คือเมตริกซเอกลักษณ (Identity Matrix) 
 
ในกรณีนี้สามารถหาเมตริกซแปลงรูปไดดังนี้ 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∂
Μ∂

=
010
0011

1 q
D     (4.111) 

 2
2

0 1 0
0 0 1

D
q

⎡ ⎤∂Μ
= = ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

    (4.112) 

 
การ แปลงรูปจากปริภูมิจอยทไปเปนการเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคูและการ

เคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคู ของแขนกลที่นํามาวิเคราะหนี้แสดงไดดังรูปที่ 4.7 

qr
JT
r

J JNκ
r

1θ

2θ

3θ JC

Project to
Project to

1 2θ θ Plane

2 3θ θ Plane

1θ

2θ
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1r
r

1 1nκ r

1t
r

2r
r

2 2nκ r

2t
r

Coupling
Space 1

Coupling
Space 2

1Σ

2Σ

 
รูปที่ 4.7 การเคลื่อนที่ในปรภูิมิการจับคูและการแปลงการเคลื่อนที่จากปริภูมิ

จอยท 
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4.2.4 ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด (Steering Space : iΦ ) 
 
คาของปริภูมิของมุมปรับอัตราทดก็คือปริภูมิการทํางานของอุปกรณตนกําลัง 

นั่นเอง จากการแปลงรูปที่กลาวมาจากปริภูมิตําแหนงปลายมาถึงปริภูมิของมุมปรับ
อัตราทดนี้ทําใหเราสามารถทราบไดวาตองสั่งอุปกรณตนกําลังอยางไรจึงจะไดการ
เคลื่อนที่ที่ตองการ 

มุมที่ซีวีทีแตละตัวหมุนปรับไป จะขึ้นอยูกับลักษณะโครงสรางของซีวีที ในกรณี
ของเราเปนซีวีทีแบบทรงกลมจะไดความสัมพันธระหวางอัตราทดกับมุมปรับอัตราทด
ดังนี้ 

 

 ( ) 2

1

sin( ) 2 cos( )
sin( ) 2 cos( )

i

i

r ω
ω

Φ − Φ
Τ Φ = =

Φ + Φ
   (4.113) 

เมื่อ rΤ  คืออัตราทดที่ซีวีทีสรางขึ้น 
1iω  คือความเร็วเชิงมุมของจอยทที่ตอเขากับซีวีทีทางดานขาเขา 
2iω  คือความเร็วเชิงมุมของจอยทที่ตอเขากับซีวีทีทางดานขาออก 

Φ  คือมุมที่ซีวีทีตองปรับหมุนไปเพื่อใหไดอัตราทดที่ตองการ 
 

สามารถหาคามุมปรับอัตราทดจากพารามิเตอรในปริภูมิการจับคูไดดังนี้ 
กําหนดให iβ  เปนมุมที่ it

r   ทํากับแกน 1iθ ดังรูปที่ 4.8 ใน iΣ  จะไดวา 
     

1 12

1

tan tan ( ( ))i
i i i

i

rωβ
ω

− −⎛ ⎞
= = Τ Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (4.114) 
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ir
r

it
r

1iθ

2iθ
iβ

 
รูปที่ 4.8 การหามมุ iβ  

 
จากความสัมพันธดังกลาวจะไดวาเวคเตอร ซึ่งขนาด 1 หนวยและมีทิศทางไป

ตามมุม iβ  จะมีรูปแบบดังนี้ 
 

 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

2

1

2

2

sin 2 cos

2 2cos

sin 2 cos

2 2cos

i i

i i
i

ii i

i

t
t

t

⎡ ⎤Φ − Φ
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ Φ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥Φ + Φ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ Φ⎣ ⎦

r    (4.115) 

 
จากสมการ(4.113) สามารถหาความสัมพันธระหวาง it

r  และ iΦ  ของแตละซีวี
ทีไดดังนี้ 

 
 ( ) ( ) ( )2

1sin 2 cos 2 2cosi i i itΦ − Φ = + Φ   (4.116) 
 ( ) ( ) ( )2

2sin 2 cos 2 2cosi i i itΦ + Φ = + Φ   (4.117) 
 
นําสมการ (4.116)+(4.117) จะไดวา 
 

( ) ( ) ( )2
1 22sin 2 2cosi i i it tΦ = + + Φ   

 (4.118) 
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นําสมการ (4.117)-(4.116) จะไดวา 
 

( ) ( ) ( )2
2 12 2 cos 2 2cosi i i it tΦ = − + Φ   (4.119) 

 
นําสมการ (4.118)/(4.119) จะไดวา 
 

( ) 2 1

2 1

1 tan
2

i i
i

i i

t t
t t
+

Φ =
−

     (4.120) 

 
จากสมการ (4.120) จะไดวา   
 

1 2 1

2 1

tan 2 i i
i

i i

t t
t t

− ⎛ ⎞+
Φ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

    (4.121) 

 
ใชสําหรับการกําหนดตําแหนงเชิงมุมของซีวีทีแบบทรงกลม 

 



 

บทที่ 5 
 

จลนศาสตรของโคบอทแบบขนาน 

วิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทแบบขนานนั้นจะมีการวิเคราะหโดยสวนใหญคลายกับ
กรณีการตอแบบอนุกรม  กลาวคือจะตองมีการวิเคราะหทั้งจลศาสตรการเคลื่อนที่ของตัว ครุ
ภัณท (Hardware) ที่นํามาใชและการวิเคราะหจลศาสตรการเคลื่อนที่ของโคบอท การวิเคราะห
การเคลื่อนที่ของโคบอทนั้นก็จะตองมีการแปลงรูปจากกรอบการทํางานตางๆเพื่อใหการสามารถ
ควบคุมการเคลื่อนที่ของโคบอทไดจากการควบคุมการทํางานของอุปกรณตนกําลัง กรอบการ
ทํางานในกรณีการตอแบบขนานนี้ก็มี 4 ประเภทเชนเดียวกับในกรณีอนุกรมและมีรูปแบบการ
เคลื่อนที่ในลักษณะเดียวกัน จะมีแตกตางกันในรายละเอียดเฉพาะในกรอบของปริภูมิของมุม
ปรับอัตราทด แตอยางไรก็ตามความแตกตางดังกลาวนั้นก็มีผลโดยตรงตอการทํางานของ 
อุปกรณตนกําลัง ในกรณีการตอแบบขนานนี้จะสามารถเลือกรูปแบบการทํางานของอุปกรณตน
กําลังไดหลายรูปแบบดังจะไดกลาวถึงตอไป สําหรับโคบอทที่ใชเปนตัวอยางในการวิเคราะหใน
บทนี้เปนโคบอท 2 มิติ มีลักษณะเปนรูปหาเหลี่ยม (Pentograph) ซึ่งจะทําการอธิบายตอไป 
 
5.1 การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของแขนกล 

 

ตัวอยางโคบอทที่ใชในการวิเคราะหการการเคลื่อนที่ของโคบอทแบบขนานนี้จะเปนโค
บอทแบบ 2 มิติ ลักษณะภายนอกของโคบอทดังกลาวจะเปนแขนกลแบบหาแขน (5 Bars) ที่มี
การตอกันของกลไกแบบขนาน โดยจอยทลางทั้งสองของโคบอทจะตอตรงกับเพลาขาออก 
(Output Shaft) ของ ซีวีที ที่วางอยูดานลางสุดดังแสดงในรูปที่ 5.2 โคบอทลักษณะของโคบอท
ดังกลาวมีลักษณะดังรูปที่ 5.1 การออกแบบในลักษณะนี้มีขอดีกวาการออกแบบใหเปนกลไก
แบบแขนกล (Serial Link) คือ ไมตองติดตั้งซีวีทีเขาไปในแขนโดยตรง แตตั้งไวตรงฐานจะทําให
กลไกที่ไดมีน้ําหนักเบา ทําใหสะดวกในการทดลองเกี่ยวกับพลวัตร 
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รูปที่ 5.1 โคบอทแบบขนาน 2 มิต ิ

 
รูปที่ 5.2 แบบจําลองของโคบอท 2 มิติ 

การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทนี้สามารถทําไดดังนี้ 

5.1.1 เรขาคณิตวิเคราะห 

ในสวนนี้จะเปนการวิเคราะหหาคามุมตางๆของแขนกลกอนเพื่อใชคามุมที่ไดใน
การหาสมการการเคลื่อนที่ไปขางหนาตอไป การวิเคราะหในขั้นแรกจะสมมติใหแขนกล
วางตัวเปนลักษณะหาเหลี่ยมดังรูปที่ 5.3 เพื่อใหงายแกการวิเคราะหโดยจะนํา
ตรีโกณมติิมาประยุกตใชซึ่งก็จะชวยใหคาตางๆที่คํานวณไดเปนจริงกับแขนกลทุกรูปทรง
ที่ขยับไป นอกเหนือจากรูปทรงหาเหลี่ยมที่ใชในการคํานวณ การคํานวณจะติดคาความ
ยาวตางๆเปนตัวแปรไวเพื่อใหสะดวกตอการคํานวณ โดยคาความยาว 1L  2L  และ d  
เปนคาคงที่ซึ่งไดจากการออกแบบ 
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1θ 2θ

3θ

4θ

1L 1L

2L
2L

 
รูปที่ 5.3 แบบจําลองแขนกลเพื่อใชในการคํานวณหาคามุมตางๆ 

1θ

1L 3L

 
รูปที่ 5.4 สามเหลี่ยม ABE ที่สรางเพื่อใชในการคํานวณ 

การคํานวณทําไดดังนี้ 

สมมติมุมตางๆแทนดวยอักษร A B C D E ดังรูปที่ 5.3 พิจารณาสามเหลี่ยม 
ABE ดังรูปที่ 5.4 จะไดวาคามุมตางๆสามารถคํานวณไดดังนี้ 

 
1 1

1 1

sin( )ˆ tan 2
cos( )

LAEB A
d L

θ
θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (5.1) 

1 1
1

1 1

sin( )ˆ 180 tan 2
cos( )

LABE A
d L

θθ
θ

⎛ ⎞
= − − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.2) 

 
และสามารถคํานวณคาระยะทาง 3L  ไดดังนี้ 

 
3 1

ˆ ˆcos( ) cos( )L d AEB L ABE= +    (5.3) 
 



 

 

47

เมื่อไดคา 3L  แลว พิจารณาสามเหลี่ยม BED สามารถคํานวณคามุมตางๆได
ดังนี้ 

2θ

1L3L
4L

 
รูปที่ 5.5 สามเหลี่ยม BED ที่สรางเพื่อใชในการคํานวณ 

 
1 1

3 1 2

sin( )ˆ tan 2 ˆcos( )
LEBD A

L L ABE
θ
θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

  (5.4) 

2
ˆ ˆ ˆEDB AEB EBDθ= + −     (5.5) 

 
และสามารถคํานวณคาระยะทาง 4L  ไดดังนี้ 

4 1 3
ˆ ˆcos( ) cos( )L L EDB L EBD= +    (5.6) 

 

2L

2L

4

2
L

4L
 

รูปที่ 5.6 สามเหลี่ยม BCD ที่สรางเพื่อใชในการคํานวณ 

เมื่อไดคา 4L แลว พิจารณาสามเหลี่ยม BCD สามารถคํานวณคามุมตางๆได
ดังนี้ 

4

2

ˆ cos
2
LDBC A
L

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (5.7) 
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ˆ ˆ180 2BCD DBC= −      (5.8) 

ดังนั้นจะไดวาคามุม ABC และมุม EDC สามารถคํานวณไดดังนี้ 
 

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( , )ABC ABE EBD DBC ABC θ θ= + + =   (5.9) 

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ( , )EDC EDB DBC EDC θ θ= + =    (5.10) 

ซึ่งจะทําใหเราไดวาจากคาตัวแปรตนคือ 1θ   และ 2θ  จะสามารถคํานวณคา
มุม 3θ  และ 4θ  ไดดังนี้ 

    
( )3 1 2

ˆ180 ,ABCθ θ θ= +     (5.11) 
 4

ˆ180 EDCθ = −      (5.12) 

 

5.1.2 สมการเคลื่อนที่ไปขางหนา 

 
รูปที่ 5.7 แบบจําลองแขนกลเพื่อใชในการคํานวณสมการไปขางหนา 

เมื่อสามารถวิเคราะหหาคามุมตางๆของแขนกลไดแลว เราก็สามารถคํานวณ
ตําแหนงที่ปลายแขนของแขนกลได การวิเคราะหสามารถทําไดโดยการวิเคราะหเสมือน
วาแขนกลที่ใชนั้น เปนแขนกลแบบแขนกล 2 ชุดตอกัน ชุดแรกจะเปนแขนกล 2 ขอตอ
โดยมุมของขอตอแตละอันคือ  1θ  และ 3θ  สวนชุดที่ 2 จะเปนแขนกล 2 ขอตอโดยมุม
ของขอตอแตละอันคือ 2θ  และ 4θ  การคํานวณระยะทางของปลายแขนสามารถทําได
โดยการคํานวณจากชุดไหนก็ได จากรูปที่ 5.7 ตําแหนงปลายแขน ),( yx  จะเปน
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ตําแหนงที่คิดสัมพัทธกับแขนกลชุดแรก โดยตําแหนงปลายแขนที่คิดสัมพัทธกับแขนกล
ชุดที่ 2 ),( 22 yx  จะมีความสัมพันธกับชุดแรกดังนี้ 

 
2x x d= −       (5.13) 
2y y=        (5.14) 

จากมุมที่คํานวณไดสามารถคํานวณหาตําแหนงปลายแขนทั้งจากการคิด
สัมพัทธกับทั้ง 2 ชุดไดโดยใชวิธีการทางหุนยนต (Robotics)[14] ไดผลดังนี้ 

 
( ) ( )1 1 2 1 3cos cosx L Lθ θ θ= + +    (5.15) 
( ) ( )1 1 2 1 3sin siny L Lθ θ θ= + +    (5.16) 
( ) ( )2 1 2 2 2 4cos cosx L Lθ θ θ= + +    (5.17) 
( ) ( )2 1 2 2 2 4sin siny L Lθ θ θ= + +    (5.18) 

 
5.1.3 สมการเคลื่อนที่แบบผกผัน (Inverse Kinematics) 

 
จากสมการการเคลื่อนที่ไปขางหนา เราสามารถคํานวณคาสมการการเคลื่อนที่

แบบผกผันไดดังนี้ 
คาผกผันของ 3θ  หาไดดังนี้ 
 

( )
2 2 2 2

1 2
3

1 2

cos
2

x y L L
L L

θ + − −
=     (5.19) 

( ) ( )2
3 3sin 1 cosθ θ= − −     (5.20) 

( ) ( )( )3 3 3tan 2 sin ,cosAθ θ θ=    (5.21) 
 

และจะไดวาคาผกผันของ 1θ  คือ 
 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 2 3
1

1 2 3 2 3

cos sin ,
tan 2

cos sin

L y L y L x
A

L x L x L y

θ θ
θ

θ θ

⎛ ⎞+ −
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 (5.22) 

 
คาผกผันของ 4θ  หาไดดังนี้ 
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( ) ( )2 2 2 2
1 2

4
1 2

cos
2

x d y L L
L L

θ
− + − −

=    (5.23) 

( ) ( )2
4 4sin 1 cosθ θ= −     (5.24) 

( ) ( )( )4 4 4tan 2 sin ,cosAθ θ θ=    (5.25) 
 

และจะไดวาคาผกผันของ 2θ  คือ 
 

( )
( )( )

( ) ( )( )
( )

1 2 4

2 4
2

1 2 4

2 4

cos
,

sin
tan 2

cos

sin

L y L y

L x d
A

L x d L x d

L y

θ

θ
θ

θ

θ

⎛ ⎞⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠= ⎜ ⎟
⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

 (5.26) 

 
 
5.2 การวิเคราะหจลศาสตรการเคลื่อนที่ของโคบอท 

 

ดังที่ไดกลาวไปแลว การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทแบบขนานจะมีหลักการ
วิเคราะหคลายกับการวิเคราะหการเคลื่อนที่ของโคบอทแบบอนุกรม กลาวคือจะมีการวิเคราะห
หาจลนศาสตรแบบไปขางหนาและยอนกลับของตัวครุภัณทที่นํามาสรางเปนโคบอท มีการแปลง
รูปจากกรอบการทํางานตางๆ กรอบการทํางานในกรณีแบบขนานนี้ก็มี 4 ประเภทเชนเดียวกับ
กรณีแบบอนุกรมคือ ปริภูมิตําแหนงปลาย (Configuration Space : TC ) บอกถึงการเคลื่อนทีข่อง
ปลายแขนของโคบอท ปริภูมิจอยท (Joint Space : jC ) บอกถึงการเคลื่อนที่ของขอตอของโค
บอท ปริภูมิการจับคู (Coupling Space : i∑ ) บอกถึงความสัมพันธระหวางการเคลื่อนที่ของขอ
ตอแตละคูซึ่งสรางความสัมพันธกันโดยผานกลไกของซีวีที และ ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด 
(Steering Space :Φ ) บอกถึงมุมที่ซีวีทีตองหมุนปรับไป แตในรายละเอียดของปริภูมิของมุม
ปรับอัตราทด จะมีความแตกตางกัน รายละเอียดดังกลาวเปนดังนี้ 
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5.2.1 ปริภูมิตําแหนงปลาย (Configuration Space : TC ) 

เชนเดียวกับที่ไดอธิบายไวในหัวขอ 4.2.1 กรอบการเคลื่อนที่นี้จะเปนการ
วิเคราะหการเคลื่อนที่ที่ปลายแขน โดยตําแหนงที่ปลายแขนของโคบอทที่ใชวิเคราะหใน
บทนี้สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

 
 [ ]TR x y=

r       (5.27) 
เมื่อ R

r  คือเวคเตอรที่ระบุตําแหนงที่ปลายแขน 
  
และเวคเตอรที่เกี่ยวของกับการเคลื่อนที่คือ เวคเตอรสัมผัสกับการเคลื่อนที่ Tr   

และเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ Nκ
r  หาไดดังเชนสมการ (4.36) และ (4.37) คือ 

  
dRT
ds

=
r

r   

 dTN
ds

κ =
r

r  

 

5.2.2 ปริภูมิจอยท (Joint Space : JC ) 

เชนเดียวกับที่ไดอธิบายไวในหัวขอ 4.2.2 กรอบการเคลื่อนที่นี้จะเปนการ
วิเคราะหการเคลื่อนที่ของจอยท โดยเวคเตอรตําแหนงของขอตอของโคบอทที่ใช
วิเคราะหในบทนี้สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

[ ]1 2
Tq θ θ=

r       (5.28) 
 
และ qr  มีความสัมพันธกับเวคเตอรการเคลื่อนที่ที่ปลายแขน R

r  ดังนี้ 

 ( )q L R=
rr        

เมื่อ L  คือจลนศาสตรแบบผกผันดังที่ทําการวิเคราะหในหัวขอ 5.1.3 
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สามารถหาเวคเตอรการเคลื่อนที่ใน JC  ไดจากสมการ (4.40) และ (4.41) เพื่อ
หาเวคเตอรสัมผัสกับทิศทางการเคลื่อนที่ JT

r  และเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่คือ 
JJ N
r

κ ไดดังนี้ 

 J
J

dqT
ds

=
rr  

 J
J

J

dTN
ds

κ =
r

r  

โดยที่ Js  คือระยะทางการเคลื่อนที่ที่วัดไดในกรอบการเคลื่อนที่ของ
ปริภูมิจอยท 

สามารถหาความสัมพันธระหวางเวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทกับ
เวคเตอรการเคลื่อนที่ในปริภูมิตําแหนงปลายไดจากสมการ (4.42) และ (4.44) ดังนี้ 

J
JTT
JT

=
r

r
r  

2

T
J J T

J J i

T T
N T H T J N

JT
κ κ

⎡ ⎤Ι −⎣ ⎦ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦

r r
r r r r

r  

โดยการแทนคา 1θ  และ 2θ  สามารถคํานวณหาจาโคเบียนเมตริกซและเฮเซียน
เมตริกซไดดังนี้ 

1 1

2 2

x y
J

x y

θ θ

θ θ

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥=
∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

     (5.29) 

2 2
1 1

2

1 2 2
1 1

2

x x y
H

y x y

θ θ

θ θ

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎦

     (5.30)  

2 2
2 2

2

2 2 2
2 2

2

x x y
H

y x y

θ θ

θ θ

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎦

     (5.31) 
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สมการ (5.29) ถึง (5.72) ดานลางนี้เปนรายละเอียดการหาสมาชิกของสมการ 
(5.29) (5.30) และ (5.31) ดังนี้ 

จากสมการ (5.22) และ (5.26) กําหนดให 

2
1 1 2 1 2 11U L y L K y L K x= + + −    (5.32) 

2
1 1 2 1 2 11V L x L K x L K y= + − −    (5.33) 

( )2
2 1 2 2 2 21U L y L K y L K x d= + − − −   (5.34) 

( ) ( ) 2
2 1 2 2 2 21V L x d L K x d L K y= − + − + −   (5.35) 

โดยที่ 

 ( )
2 2 2 2

1 2
1 3

1 2

cos
2

x y L LK
L L

θ + − −
= =    (5.36) 

 ( ) ( )2 2 2 2
1 2

2 4
1 2

cos
2

x d y L L
K

L L
θ

− + − −
= =   (5.37) 

จะไดวา 

 
2

21 1
2 1 2

1 1 1

1
1

U xy K xL K
x L L K

∂
= + − −

∂ −
   (5.38) 

2
1 1

1 2 1 2
1 1 11

U y K xyL L K
y L L K

∂
= + + −

∂ −
   (5.39) 

2
1 1

1 2 1 2
1 1 11

V x K xyL L K
x L L K

∂
= + + +

∂ −
   (5.40) 

2
21 1

2 1 2
1 1 1

1
1

V xy K yL K
y L L K

∂
= + − +

∂ −
   (5.41) 
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( )

3
1

2 2 2
12 1 1 1 2 1

1
2 32

1
3

2 2 2
1 2 1

3
1 1

1

y K x x
L L K L L KU

K xx

L L K

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.42) 

( )

2
1

2 2 2
12 1 1 1 2 1

1
2 22

1
3

2 2 2
1 2 1

3
1 1

1

y K x xy
L L K L L KU

K xyy

L L K

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.43) 

( )

2
1

2 2 2
12 1 1 1 2 1

1
2 22

1
3

2 2 2
1 2 1

3
1 1

1

x K y x y
L L K L L KV

K x yx

L L K

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.44) 

( )

3
1

2 2 2
12 1 1 1 2 1

1
2 32

1
3

2 2 2
1 2 1

1 1

1

x K y y
L L K L L KV

K yy

L L K

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.45) 

( )

2
1

2 2 2
12 2 1 1 1 2 1

1 1
2 2

1
3

2 2 2
1 2 1

1 1

1

x K y x y
L L K L L KU U

K x yx y y x

L L K

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂ ∂
= = ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (5.46) 

( )

2
1

2 2 2
12 2 1 1 1 2 1

1 1
2 2

1
3

2 2 2
1 2 1

1 1

1

y K x xy
L L K L L KV V

K xyx y y x

L L K

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂ ∂
= = ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (5.47) 

( ) 2
22 2

2 2 2
1 1 2

1
1

x d yU K xL K
x L L K

−∂
= − − +

∂ −
  (5.48) 

( )2
22

1 2 2 2
1 1 21

K x d yU yL L K
y L L K

−∂
= + + +

∂ −
   (5.49) 

( ) ( )2
22

1 2 2 2
1 1 21

x d K x d yV L L K
x L L K

− −∂
= + + −

∂ −
  (5.50) 

( ) 2
22 2

2 2 2
1 1 2

1
1

x d yV K yL K
y L L K

−∂
= + − −

∂ −
  (5.51) 
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( ) ( )

( )

( )

3
2

2 2 2
12 1 2 1 2 2

2
322

2
3

2 2 2
1 2 2

3
1 1

1

K x d x dy
L L K L L KU

K x dx

L L K

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟− −∂ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟−∂
+⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.52) 

( ) ( )

( )

( )

2
2

2 2 2
12 1 2 21 2

2
2 22
2

3
2 2 2
1 2 2

3
11

1

K x d x d yy
L L L KL KU
K x d yy

L L K

⎛ ⎞− −
+ +⎜ ⎟

−−⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟=
−∂ ⎜ ⎟+⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.53) 

( ) ( )

( )

( )

2

2
2 2 2

12 1 2 1 2 2
2

222
2

3
2 2 2
1 2 2

3
1 1

1

x d x d yK y
L L K L L KV

K x d yx

L L K

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −∂ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟−∂
−⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (5.54) 

( )

3
2

2 2 2
12 1 2 1 2 2

2
2 32
2

3
2 2 2
1 2 2

3
1 1

1

x d K y y
L L K L L KV

K yy

L L K

⎛ ⎞−
− −⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (5.55) 

( )

( )

( )

2

2
2 2 2

12 2 1 2 1 2 2
2 2

22
2

3
2 2 2
1 2 2

1 1

1

x d yx d K y
L L K L L KU U
K x d yx y y x

L L K

⎛ ⎞−−⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟− −∂ ∂ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟−∂ ∂ ∂ ∂
+⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

(5.56) 

( ) ( )

( )

( )

2
2

2 2 2
12 2 1 2 1 2 2

2 2
2 2
2

3
2 2 2
1 2 2

1 1

1

K x d x d yy
L L K L L KV V

K x d yx y y x

L L K

⎛ ⎞− −
− −⎜ ⎟

− −⎜ ⎟∂ ∂ ⎜ ⎟= = −∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (5.57) 

 
แทนคาจะไดวา 

 

( )

1 1
1 1

1
11 2 2

1 1

U VV U
x xJ

x U V
θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= =

∂ +
    (5.58) 
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( )

1 1
1 1

1
12 2 2

1 1

U VV U
y yJ

y U V
θ

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂= =
∂ +

    (5.59) 

( )

2 2
2 2

2
21 2 2

2 2

U VV U
x xJ

x U V
θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= =

∂ +
   (5.60) 

( )

2 2
2 2

2
22 2 2

2 2

U VV U
y yJ

y U V
θ

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂= =
∂ +

   (5.61) 

(11) (12)
1

(21) (22)

J J
J

J J
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

     (5.62) 

( )

( )
2 2

2 2 1 1
1 1 1 12 2

1 1
1 1

1 1
2 1 1

1
1 11 2 2 2 2

1 1

2

( )

U VU V V U
x x

U UV U
x x
V VU V
x xH

x U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= =
∂ +

 (5.63) 
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∂ +

 (5.64) 
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− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠= =

∂ ∂ +
 (5.65) 
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 (5.66) 
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     (5.67) 
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(5.71) 
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โดยที ่ ( )ijA  คือสมาชิกในแถวที ่ i หลักที ่ j  ของเมตริกซ A  

 

5.2.3 ปริภูมิการจับคู (Coupling Space : iΣ ) 

 
ดังเชนในกรณีการตอแบบอนุกรม ปริภูมิการจับคู เปนการแสดงความสัมพันธ

ระหวางความเร็วของจอยททีละคู ในกรณีการตอแบบขนานนี้ก็จะไดวาเวคเตอรที่ระบุ
ตําแหนงในปริภูมิการจับคูเปนดังสมการ (4.105) คือ 

 
)(qr ii Μ=        

เมื่อ iΜ  เปนเมตริกซที่ใหความสัมพันธระหวางความเร็วของจอยทเปน
คูๆ 

 
ในกรณีตัวอยางนี้ซึ่งมีจอยทอยู 2 ตัวคือ 1θ  และ 2θ  จะไดวา 
 

 1

2

r
θ
θ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r       (5.73) 

 
และดังเชนในกรณีการตอแบบอนุกรม ปริภูมิการจับคูจะมีเวคเตอรสัมผัสกับทิศ

ทางการเคลื่อนที่ it
r  และเวคเตอรตั้งฉากกับการเคลื่อนที่คือ i inκ r  ซึ่งสัมพันธกับ

เวคเตอรในปริภูมิจอยทเหมือนในกรณีการตอแบบอนุกรมดังนี้ 
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ในกรณีตัวอยางนี้ซึ่งมีจอยทอยู 2 ตัวคือ 1θ  และ 2θ  จะสามารถหาเมตริกซ D  

ไดดังนี้ 
 

 1 0
0 1

D
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

      (5.74) 

 
แตสําหรับโคบอทที่เราวิเคราะหในบทนี้มีเพียง 2 จอยทซึ่งก็คือ 1θ  และ 2θ  

ดังนั้นจึงไมมีความจําเปนที่จะตองจับคูการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทอีกตอไป เพราะมี
ความสัมพันธระหวางความเร็วของจอยทอยูเพียงคูเดียว ดังนั้นจึงไดวาในที่นี้ปริภูมิ
จอยทของเราจึงเปนปริภูมิการจับคูไปในตัวนั่นเอง 

 
5.2.4 ปริภูมิของมุมปรับอัตราทด (Steering Space : iΦ ) 

 
การเคลื่อนที่ในปริภูมิการจับคูในกรณีตัวอยางเปนดังรูปที่ 5.8 เวคเตอรสัมผัส

กับการเคลื่อนที่ tr  สามารถเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังนี้ 
 

[ ]1 2
T

i i it t t=
r       (5.75) 

โดยที่ 1it  คือสมาชิกตัวแรกของเวคเตอร it
r  

 2it  คือสมาชิกตัวที่ 2 ของเวคเตอร it
r  
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รูปที่ 5.8 การเคลื่อนที่ในปรภูิมิการจับคูของโคบอทแบบขนาน 2 มิต ิ

 
ดังเชนในแบบอนุกรมจะไดวาอัตราทดระหวางความเร็วของจอยทแตละคูเปน

ดังนี้ 
 2

1

i
i

i

tr
t

Τ =       (5.76) 

เมื่อ irΤ  คืออัตราทดระหวางความเร็วของจอยทแตละคู 
  
จากคาอัตราทดที่ไดจากสมการ (5.74) ทําใหเราทราบความสัมพันธระหวาง

ความเร็วของจอยทแตละคู แตในกรณีโคบอทแบบขนานนี้ความสัมพันธดังกลาวไม
สามารถนําไปสูการคํานวณคามุมปรับอัตราทดของซีวีทีแตละตัวไดเนื่องจากซีวีทีแตละ
ตัวไมไดใหความสัมพันธระหวางความเร็วของจอยทแตละคู แตจะใหความสัมพันธ
ระหวางความเร็วของแตละจอยทกับความเร็วของเพลากลางดังสมการ (5.75) 

 
 

0

i
cir ω

ω
Τ =       (5.77) 

เมื่อ cirΤ  คืออัตราทดระหวางความเร็วของจอยทที่ i  กับความเร็วของ 
  เพลากลาง 

 iω  คือความเร็วของจอยทที่ i  
 0ω  คือความเร็วของเพลากลาง 
 
ในกรณีที่มีซีวีทีอยูจํานวน n ตัว จะไดวามีความสัมพันธระหวางความเร็วของ

แตละจอยทกับความเร็วของเพลากลางทั้งสิ้นอยู n ความสัมพันธ แตจํานวน
ความสัมพันธระหวางความเร็วของจอยทแตละคูมีทั้งสิ้น n-1 ความสัมพันธ ดังนั้นการ
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จะหาคาอัตราทดของซีวีที cirΤ  จากอัตราทดระหวางจอยทแตละคู irΤ  จึงยังไมสามารถ
ทําไดเนื่องจากจํานวนสมการไมเพียงพอ ดังนั้นจึงตองมีวิธีการสําหรบัการหาคาอตัราทด
ของซีวีทีเพิ่มเติมเชน การกําหนดใหอัตราทดของซีวีที 2 ตัวมีคาเทากันดังเชนที่จะ
กลาวถึงในหัวขอถัดไป ก็ทําใหสามารถหาผลเฉลยของคาอัตราทดของซีวีทีทุกคาได 
และเมื่อทราบคาอัตราทดของซีวีทีทุกคาแลวก็สามารถหาคามุมปรับอัตราทดของซีวีที
แตละตัวไดดังนี้ 

 
tan 2
tan 2

i
ci

i

r Φ −
Τ =

Φ +
     (5.78) 

1tan 2
1

ci
i

ci

rA
r

⎛ ⎞+ Τ
Φ = ⎜ ⎟−Τ⎝ ⎠

    (5.79) 

 
5.3 การเลือกอัตราทดใหเปนคาเดียวกัน (Common Transmission Ratio) 

 

 
รูปที่ 5.9 การสรางอัตราทดของซีวีทีแตละตัวโดยการปรับคามุม Phi (Φ ) การวิเคราะห

ในสวนนี้จะกําหนดใหคามุม Phi ทั้ง 2 คามคีาเทากนั 
 
ดังที่ไดกลาวไวในหัวขอที่แลว วิธีการทํางานของอุปกรณตนกําลังซึ่งก็คือการหมุนของ 

มุมปรับอัตราทดทุกตัวสามารถทําไดหลายวิธีการ ในงานวิจัยชิ้นนี้ไดเลือกใชวิธีการทําใหคามุม
ปรับอัตราทดของซีวีที 2 ตัวเปนคาเดียวกัน วิธีการนี้จะมีขอดีคือทําใหเราสามารถประหยัด
จํานวนอุปกรณตนกําลังลงได 1 ตัว สําหรับโคบอทที่ใชในการวิเคราะหในบทนี้ เปนโคบอทที่ม ี2 
ขอตอ ดังนั้นจํานวนซีวีทีที่ใชในการตอแบบขนานคือ 2 ตัว โดยวิธีการของเราจะไดวาจํานวน 
อุปกรณตนกําลังที่ใชคือตัวเดียวเทานั้น 
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แตในขณะเดียวกันการลดจํานวนของอุปกรณตนกําลัง ก็มีขอเสียอยูบางคือในกรณีที่มี
การลื่นไถลลอปรับอัตราทดนั้นจะทําใหอัตราทดของซีวีทีทั้ง 2 ตัวมีคาไมเทากันจริงดังในทฤษฎี 
ดังนั้นการเลือกวิธีการนี้จึงตองระวังตรงจุดนี้ดวย 

ในกรณโีคบอทตัวอยางที่จะนํามาวิเคราะหนี้ โดยการเลือกใหคามุมปรับอัตราทดของซีวี
ที 2 ตัวเปนคาเดียวกันเราสามารถหาผลเฉลยสําหรับคามุมปรับอัตราทดไดดังนี้ 

หาคาอัตราทดรวมไดดังนี้ 
  
 1 2c cr r rΤ = Τ ×Τ       (5.80) 
เมื่อ rΤ  เปนอัตราทดรวมของระบบซึ่งก็คืออัตราทดระหวางจอยท 1 และจอยท 

2 นั่นเอง 
 1crΤ  เปนอัตราทดระหวางความเร็วของจอยท 1 และความเร็วของเพลากลาง 

หรือก็คืออัตราทดที่ซีวีทีตัวที่ 1 ปรับได 
 1crΤ  เปนอัตราทดระหวางความเร็วของเพลากลางและความเร็วของจอยท 2 

หรือก็คืออัตราทดที่ซีวีที ตัวที่ 2 ปรับได 
  
ในกรณีนี้ คา 1 2c cr rΤ = Τ  แทนคาในสมการ (5.16)จะไดวา 
 
 1 2 ( )c cr r sign r rΤ = Τ = Τ Τ      (5.81) 
เมื่อ ( )sign x  คือเครื่องหมายของ x  
 
และเมื่อหาคาอัตราทดของซีวีทีแตละตัวแลว นําคาที่ไดไปแทนคาลงในสมการ (5.77) ก็

จะทําใหเราไดคามุมปรับอัตราทดที่ตองการได 
 



 

บทที่ 6 
 

การควบคุมและการจําลองการควบคุม 

การควบคุมโคบอทนั้นแตกตางจากการควบคุมหุนยนตทั่วไป กลาวคือนอกจากจะตอง
ทําการควบคุมตําแหนงแลว ยังตองควบคุมใหทิศทางการเคลื่อนที่ของโคบอทหันไปตามเสนทาง
ที่กําหนดไว ณ ตําแหนงที่กําหนดอีกดวย ดังนั้นตัวแปรตนที่ใชในการควบคุมจึงไมใชเวลา แตเปน
ตําแหนงของโคบอท การควบคุมโคบอทจะใชวิธีการควบคุมแบบใหเคลื่อนตามเสนทาง (Path 
Following Control) คือการกําหนดเสนทางที่ตองการจะใหโคบอทวิ่งตาม แลวจึงควบคุมใหโค
บอทวิ่งเขาสู เสนทางนั้น การควบคุมจะอยูในพื้นฐานของวิธีการปอนกลับใหเปนเชิงเสน 
(Feedback Linearization) และการแปลงการเคลื่อนที่ (Curvature Transformation) ดังจะได
อธิบายตอไป 
 
3.4 ทฤษฏีการควบคุม 

 
กําหนดใหเสนทางที่โคบอทตองเดินไปคือ pS  โดยที่ตําแหนงของโคบอทจริงเดินอยูบน

เสนทาง S  ดังรูปที่ 6.1 วิธีการควบคุมทางเดินของโคบอทก็คือตองปรับทิศทางการเดินของโค
บอทจริงใหหันเขาหาเสนทางที่ตองการ และเมื่อโคบอทวิ่งเขาสูเสนทางที่ตองการแลวจึงทําการ
ควบคุมทิศทางการเคลื่อนที่ใหเปนไปตามเสนทางที่ตองการ วิธีการดังกลาวสามารถทําไดโดย
การปรับใหเวคเตอร Tr  มีทิศทางพุงเขาหา pS  จากนั้นเมื่อโคบอทเคลื่อนที่อยูบน pS  แลว ก็ทํา
การปรับเวคเตอร Tr  ใหเปนไปตามเวคเตอร pT

r  ก็จะทําใหโคบอทเคลื่อนที่ไปตามเสนทางที่
ตองการ 

 
รูปที่ 6.1 เสนทางการเดินของโคบอท 

catty
Text Box
6.1
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การปรับทิศทางของเวคเตอร Tr  ในทางปฏิบัติก็สามารถทําไดโดยการปรับอัตราทดของ 
ซีวีทีโดยการแปลงรูประหวางปริภูมิตําแหนงปลายและปริภูมิของคามุมปรับอัตราทดกจ็ะไดคามมุ
ปรับอัตราทดที่ทําใหไดคาเวคเตอร Tr  ที่ตองการได จุดประสงคหลักในการควบคุมก็คือการ
คํานวณหาคาเวคเตอร Tr  ออกมานั่นเอง แตเพื่อใหการควบคุมมีความราบเรียบในลําดับของ
อนุกรม จึงควรคํานวณหาคาอนุพันธของคาเวคเตอร Tr  ออกมาดวยซึ่งก็คือคาเวคเตอรตั้งฉาก
กับการเคลื่อนที่ Nκ

r  (Curvature Vector)  นั่นเอง นอกจากการคํานวณหาคาเวคเตอร Nκ
r  

แลวก็ควรจะตองคํานวณหาตําแหนงบนเสนทางที่ตองการที่จะใหโคบอทเคลื่อนที่เขาหาดวย
เพื่อใหโคบอทสามารถเคลื่อนเขาสูเสนทางที่ตองการไดอยางราบเรียบ การคํานวณหาตําแหนง
ดังกลาวสามารถหาไดโดยการคํานวณหาคาระยะทางบนเสนทางที่ตองการ ps  และกําหนด
จุดเริ่มตนบนเสนทาง เมื่อวัดจากจุดเริ่มตนไปตามเสนทางที่ตองการเปนระยะ ps  แลวก็จะได
ตําแหนงที่โคบอทควรจะเคลื่อนที่เขาไปนั่นเอง 

ดังนั้นในการคํานวณจึงจําเปนตองคํานวณคาเวคเตอร Nκ
r  และระยะ ps  ออกมาใหได

ซึ่งสามารถทําไดโดยใชวิธีปอนกลับใหเปนเชิงเสน (Feedback Linearization) ดังนี้ 
จากรูปที่ 6.1 กําหนดใหเวคเตอรจากจุดกําเนิดถึงทางเดินของโคบอทคือ ( )R s

r อยูบน
เสนทาง S  โดยที่มีเวคเตอรสัมผัสและตั้งฉากกับทิศทางการเคลื่อนที่คือ ( )T s

r และ ( )N sκ
r  

ตามลําดับ เวคเตอรจากจุดกําเนิดถึงทางเดินที่ออกแบบไวคือ ( )p pR s
r อยูบนเสนทาง pS  โดยที่

มีเวคเตอรสัมผัสและตั้งฉากกับทิศทางการเคลื่อนที่ที่ออกแบบไวคือ ( )p pT s
r  และ ( )p p pN sκ

r  
ตามลําดับ เมื่อ s  คือระยะทางโคบอทเคลื่อนที่ไป ps คือระยะทางบนเสนทางที่ออกแบบไว 
ดังนั้นสามารถหาความผิดพลาดของตําแหนงของโคบอทไดดังนี้ 

  
( ) ( )p pR R s R s∆ = −

r r r       (6.1) 
เมื่อ R∆

r  คือเวคเตอรความผิดพลาดของตําแหนง 
 ( )R s

r  คือเวคเตอรตําแหนงจริงที่โคบอทเคลื่อนที่อยู 
 ( )p pR s

r คือเวคเตอรตําแหนงที่ตองการใหโคบอทเคลื่อนที่ไป 
 s  คือระยะที่โคบอทเคลื่อนที่ไปจริง 
 ps  คือระยะบนเสนทางที่โคบอทตองการจะไป 
 
เปาหมายการควบคุมของเราคือทําให R∆

r  เขาสูคา 0 เนื่องจากสัญญาณการควบคุม
ของเราคือ Nκ

r  และ ps  ซึ่งยังไมปรากฏในสมการ (6.1) นี้ ดังนั้นจึงตองทําการหาอนุพันธเทียบ
กับ s  ใหกับสมการ (6.1) จนกวาจะมีพจนของ Nκ

r  และ ps  ปรากฏออกมาดังนี้ 
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 ( ) ( )p p p
d RR T s T s s
ds
∆′ ′∆ = = −
r

r r r      (6.2) 

 
2

2
2 ( ) ( ) ( )p p p p p p p

d RR N s T s s N s
ds

κ κ∆′′ ′′ ′∆ = = − −
r

r r r r   (6.3) 
โดยที่ A′  คืออนุพันธของ A  เทียบกับ s  
 
จากสมการ (6.3) จะไดวาเมื่อทําการหาอนุพันธ 2 คร้ังจะไดพจนของสัญญาณควบคุม

ปรากฏออกมา ดังนั้นสามารถจัดรูปแบบใหอยูในรูปปริภูมิสเตต (State Space) ซึ่งก็คือ  
 

( ),X f X u′ =        (6.4) 
โดยที่ X  คือตัวแปรสเตต 
 u  คือสัญญาณควบคุม 
 
จากระบบของเราสามารถจัดรูปใหเปนไปดังสมการ (6.4) ไดดังนี้ 
 

 ( ) ( )

( ) ( )
p p

p p

R s R s R
x

R s R s R

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ∆
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

′ ′− ′∆⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

r r r

r r r      (6.5) 

เมื่อ x  คือเวคเตอรสเตตของระบบ 
 
โดยที่พลวัตรของระบบจากสมการ (6.4) เปนดังนี้ 
 

2

( ) ( )

( ) ( ) ( )
p p p

p p p p p p p

T s T s sxx
s N s T s s N sκ κ

⎡ ⎤′−∂
= = ⎢ ⎥
∂ ′′ ′− −⎢ ⎥⎣ ⎦

r r

& r r r    (6.6) 

โดยที่ ps′  และ ps′′  เปนอนุพันธลําดับที่ 1 และ 2 ของ ps  เมื่อเทียบกับ s  
 
และเปาหมายในการควบคุมคือตองการใหความผิดพลาดของตําแหนงเปน 0 ดังนั้น 

เอาตพุต (Output) ของระบบคือ 
 

y R= ∆
r        (6.7) 

เมื่อ y  คือเวคเตอรเอาตพุตของระบบควบคุม 
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ทําการออกแบบคอนโทรลลอว (Control Law) U  ของระบบเพื่อใหสามารถคํานวณหา
สัญญาณควบคุม Nκ

r  และ ps  ออกมา ซึ่งสามารถทําไดโดยสมมติวาหาคา Nκ
r  และ ps  ได

โดยการแตกคา คอนโทรลลอว ออกไปตามแนวขนานและตั้งฉากกับทิศทางการเคลื่อนที่ไดดังนี้ 
แตกคอนโทรลลอวในแนวขนานกับการเคลื่อนที่ 
 

T
ps T U′′ =

r        (6.8) 
 

แตกคอนโทรลลอวในแนวตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ 
 

( )TN TT Uκ = Ι −
r r r       (6.9) 

เมื่อ U  คือคอนโทรลลอวของระบบ 
 
แทนคาสมการ (6.8) และ (6.9) ลงในสมการ (6.3) จะสามารถจัดรูปไดวา 
 
 R y mU b′′ ′′∆ = = +

r       (6.10) 
 
โดยที่ 
 
 ( )T T

pm TT T T= Ι − −
r r r r       (6.11) 

 2( )p p pb s Nκ′′= −
r       (6.12) 

 
โดยการกําหนดใหคอนโทรลลอวเปนดังนี้ 
 
 [ ]1U m v b−= −       (6.13) 
 
แทนคาสมการ (6.13) ลงในสมการ (6.10) จะไดวา 
 
 y v′′ =         (6.14) 
 
สมการ (6.13) เปนการทําใหระบบไมเชิงเสนของเรากลายเปนระบบเชิงเสนดังสมการ 

(6.14) โดยการกําหนดให v  มีรูปแบบดังนี้ 
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 RRv ∆−′∆−= 22 λλ       (6.15) 
 
จะทําใหผลตอบสนองของเอาตพุตของระบบ y มีการตอบสนองแบบคริติคัลแดมป 

(Critical Damped) ซึ่งจะทําใหคา y  ซึ่งก็คือคาความผิดพลาดของตําแหนงสามารถวิ่งเขาสูคา 
0 ไดโดยเร็ว และไมมีโอเวอรชูต (Overshoot) ของระบบได 

ทําการเลือกคา λ  ใหมีคาเทากับ 20 ซึ่งปนคาที่ไมมากเกินไปแตใหผลตอบสนองที่เร็ว
มากจะไดวา 

 
 40 400v R R′= − ∆ − ∆

r r       (6.16) 
 
จะทําใหผลตอบสนองของคาผิดพลาดของตําแหนงเปนดังนี้ 
 
 040040 =∆+′∆+′′∆ RRR      (6.17) 
 
วิธีการควบคุมที่ไดกลาวมาแลวสามารถเขียนเปนแผนภูมิการควบคุมไดดังรูปที่ 6.2 และ 

6.3  
 

2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

p p p

p p p p p p p

T s T s s
X

N s T s s N sκ κ
• ′−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥′′ ′− −⎣ ⎦TK

( )T T
pM I TT TT= − − 2( )p p pb s Nκ′′=−

1( )M v b− −

TI TT−

TT
∫

∫

∫

( )

( )
p p

p p p

T s

N sκ

ν U

'
ps

''
ps

ps

Nκ

X  
รูปที่ 6.2 บล็อกไดอะแกรมในการควบคุมโคบอท[7] 
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Define Path

Calculate
Parameter

, ,p p pR T Nκ
r r r

, ,R T Nκ
r r r

Plant

Control

Nκ
r

ps

Transformation

iΦ
Adjust

Steering
Angles

Actual Path

Result

 
รูปที่ 6.3 แผนผังการควบคมุ 

 
 
3.5 การจําลองผลการทดลองของหุนยนตโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ 

 
จากทฤษฎีการควบคุมในหัวขอที่แลว สามารถนํามาประยุกตใชกับหุนยนตโคบอทแบบ 

อนุกรม 3 มิติ ซึ่งเปนตัวอยางในการวิเคราะหในบทที่ 4 โดยกําหนดใหโคบอทวิ่งเขาเสนเฮลิกซ 
(Helical) และอาศัยผลการแปลงรูปซึงไดวิเคราะหในบทที่ 4 จะไดผลดังนี้ 

กําหนดเสนทางที่เราตองการใหโคบอทวิ่งเขาหาคือเสนเฮลิกซดังสมการตอไปนี้คือ 
 
 ( ) 0.5(sin ,cos , )pR t t t t=

r      (6.18) 
เมื่อ t  คือเวลาที่ใชในการเคลื่อนที่  
 

catty
Text Box
6.2
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เสนทางที่ตองการนี้มีรวมผลของความเร็วเขาไปดวย ในการควบคุมจะไมสามารถ
ควบคุมในสวนที่เกี่ยวของกับเวลาได เนื่องจากความเร็วในการเคลื่อนที่จะกําหนดมาจากผูใชงาน 
ดังนั้นการควบคุมจึงตองทําใหอยูในรูปฟงกชันของระยะทาง ซึ่งจะไดดังนี้ 

 

 
0 0

2 2
2 2

t t

p ps R dt dt t′= = =∫ ∫
r     (6.19) 

 2 pt s=        (6.20) 
 
แทนคา  t  จะไดวา 
 
 ( ) 0.5(sin 2 ,cos 2 , 2 )p p p p pR s s s s=

r    (6.21) 
 )1,2sin,2(cos25.0 ppp ssT −=

r     (6.22) 
 )0,2cos,2sin( pppp ssN −−=

r
κ     (6.23) 

 
ใ ห  ( )R s

r เ ร่ิ ม ต น ที่  [ ]0 1 0 T และมี ทิ ศ ท า ง ไปทา งลบขอ ง แกน  x ดั ง นั้ น  
( ) [ ]0 1 0 0 TT = −
r  

จะไดวา  
 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=∆

0
5.0

0

0
0cos
0sin

5.0
0
1
0

)0(R     (6.24) 

 
กําหนดสภาวะเริ่มตนโดยให ( ) ( )0 0 0p ps s′= =  จะได 
 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=′−=′∆

0
0
1

)0())0(()0()0( ppp ssTTR    (6.25) 

 
จากการออกแบบระบบควบคุมในหัวขอ 6.1 จะไดผลตอบสนองของคาผิดพลาดของ

ตําแหนงดังนี้   
  
 040040 =∆+′∆+′′∆ RRR      (6.26) 
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กําหนดให p  คือตัวแปรลาปลาซ (Laplace Variable) เพื่อไมใหสับสนกับ s  ซึ่งในที่นี้
แทนระยะทางที่โคบอทเคลื่อนที่ไป ทําการหาคาลาปลาซใหกับสมการ (6.26) จะไดวา 
  

 
 

40040
)0(40)0()0()( 2 ++

∆+′∆+∆
=∆

pp
RRRppR    (6.27) 

 
แทนคาสภาวะเริ่มตนจากสมการ (6.24) และ (6.25) จะไดวา 
 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

−

++
=∆

0
)40(5.0

1

40040
1

2 p
pp

R     (6.28) 
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R      (6.29) 
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R      (6.30) 

 
ทําการจําลองการควบคุมไดผลดังตอไปนี้  
ในการควบคุมนี้สมมติใหคาความยาวของแขนกล 1 2 2l l= =  ผลของคาผิดพลาดของ

ตําแหนงเปนไปดังรูปที่ 6.3 จากรูปจะเห็นไดวาไมมีความผิดพลาดในแนวแกน z เนื่องจาก
จุดเริ่มตนของโคบอทไมมีความผิดพลาดในแนวแกน z อยูแลว คาความผิดพลาดจึงมีคาเปน 0 
ตั้งแตตน สวนคาผิดพลาดในแนวแกน x และ y นั้นจะเห็นไดวามีการตอบสนองเขาสูคา 0 ไดเร็ว
และยังไมมีคาโอเวอรชูตเกิดขึ้นดวย ที่เปนเชนนั้นก็เนื่องมาจากการออกแบบคา v  ในสมการ 
(6.16) นั่นเอง 

ในสวนของเสนทางเดินของโคบอทจริงนั้นสามารถดูไดจากรูปที่ 6.4 ในรูปที่ 6.5 แสดง
การเคลื่อนที่ของจอยทแตละจอยทและในรูปที่ 6.6 ไดแสดงมุมที่ซีวีทีตองกวาดไปซึ่งก็คือการ
ทํางานของอุปกรณตนกําลังนั่นเอง 
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รูปที่ 6.4 คาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นในการควบคุมปลายแขนโคบอทแบบอนุกรม 3 

มิติ 
 
รูปที่ 6.4 แสดงคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้น ความคลาดเคลื่อนในแนวแกน x เขาสูคา 

0 เมื่อเคลื่อนที่ไปเปนระยะทาง 0.25 เมตรและมีคาสูงสุดประมาณ 0.02 เมตร สวนในแนวแกน y 
เขาสูคา 0 เมื่อเคลื่อนไปไดระยะทาง 0.4 เมตรโดยมีความผิดพลาดเริ่มตน 0.5 เมตรและเปน
คาสูงสุด 
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รูปที่ 6.5 การเคลื่อนเขาหาเสนเฮลิกซของโคบอทแบบอนุกรม 3 มิต ิ

  
รูปที่ 6.5 แสดงการเคลื่อนเขาหาเสนเฮลิกซของโคบอท โคบอทเริ่มตนที่ตําแหนง 

[ ]0 1 0 T  จากนั้นจึงคอยๆเปลี่ยนทิศทางเขาสูเสนเฮลิกซโดยประมาณที่ตําแหนง 
[ ]0.5 0 0.8 T  
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รูปที่ 6.6 การเคลื่อนที่ของจอยทของโคบอทแบบอนุกรม 3 มิติ แตละจอยทเมื่อ

กําหนดให 1 2 2l l= =  
 
รูปที่ 6.6 แสดงการเคลื่อนที่ของจอยททั้ง 3 ของโคบอทเพื่อใหเกิดการเคลื่อนที่ที่

ตําแหนงปลายดังรูปที่ 6.5  
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รูปที่ 6.7 มุมปรับอัตราทดของซีวที ี1 และ 2 ที่ใชในการควบคุมโคบอทแบบอนุกรม 3 

มิติ รูปบนซวีีท ี1 รูปลางซีวที ี2 
 
รูปที่ 6.7 แสดงมุมที่ซีวีทีตองหมุนปรับไปเพื่อใหโคบอทเคลื่อนไปตําแหนงที่ตองการโดย

รูปบนเปนมุมปรับอัตราทดระหวางจอยท 1 และ 2 รูปลางเปนมุมปรับอัตราทดระหวางจอยท 2 
และ 3 ซีวีทีตัวแรกมีการปรับมุมระหวาง -150 ถึง 150 องศา สวนตัวที่ 2 เคลื่อนระหวาง -150 ถึง 
50 องศา 
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3.6 การจําลองผลการทดลองของหุนยนตโคบอทแบบขนาน 2 มิติ 

 
เชนเดียวกับในหัวขอที่ผานมา ในหัวขอนี้จะทําการจําลองผลการทดลองใหกับหุนยนต

โคบอทแบบขนาน 2 มิติ ที่ใชเปนตัวอยางในการวิเคราะหบทที่ 5 โดยนําผลการวิเคราะหการ 
แปลงรูปและการเลือกตําแหนงอุปกรณตนกําลังจากบทที่ 5 จะไดผลการจําลองภาพดังนี้ 

กําหนดใหเสนทางที่เราตองการใหโคบอทวิ่งเขาหาคือเสนวงกลมดังสมการตอไปนี้คือ 
 
 1 2( ) ( cos , sin )pR t A t d A t d= + +

r     (6.31) 
เมื่อ t  คือเวลาที่ใชในการเคลื่อนที่  
 
เชนเดียวกับการวิเคราะหในหัวขอที่แลว เสนทางที่ตองการนี้มีรวมผลของความเรว็เขาไป

ดวย ในการควบคุมจะไมสามารถควบคุมในสวนที่เกี่ยวของกับเวลาได เนื่องจากความเร็วในการ
เคลื่อนที่จะกําหนดมาจากผูใชงาน ดังนั้นการควบคุมจึงตองทําใหอยูในรูปฟงกชันของระยะทาง 
ซึ่งจะไดดังนี้ 

  
 ( ) ( )( )sin ,cospR A t t′ = −

r  

 
0 0

t t

p ps R dt Adt At′= = =∫ ∫
r      (6.32) 

 ps
t

A
=         (6.33) 

 
แทนคา t จะไดวา 
 

 1 2( ) cos , sinp p
p p

s s
R s A d A d

A A
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r    (6.34) 

 sin ,cosp p
p

s s
T

A A
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r      (6.35) 

 1 cos , sinp p
p p

s s
N

A A A
κ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r     (6.36) 

 

catty
Text Box
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กําหนดให 0.1A =  1 0.05d =  2 0.15d = ( )R s
r เร่ิมตนที่ [ ]0.2 0.1 T และมี  

( ) 2 20
2 2

T

T
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

r  

จะไดวา  
 

 ( )
( )

0.1cos 0 0.050.2 0.05
(0)

0.1sin 0 0.150.1 0.05
R

⎡ ⎤+⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∆ = − =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  (6.37) 

 
กําหนดสภาวะเริ่มตนโดยให ( ) ( )0 0 0p ps s′= =  จะได 
 

 
2

2(0) (0) ( (0)) (0)
2

2

p p pR T T s s

⎡ ⎤
−⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′∆ = − =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (6.38) 

 
จากการออกแบบระบบควบคุมในหัวขอ 6.1 จะไดผลตอบสนองของคาผิดพลาดของ

ตําแหนงดังเชนสมการ (6.26) คือ  
  
 040040 =∆+′∆+′′∆ RRR   
 
และเชนเดิม กําหนดให p คือตัวแปรลาปลาซจะไดวา   
 
 

40040
)0(40)0()0()( 2 ++

∆+′∆+∆
=∆

pp
RRRppR    (6.39) 

 
แทนคาสภาวะเริ่มตนจากสมการ (6.37) และ (6.38) จะไดวา 
  

  2

20.05 21 2
40 400 20.05 2

2

p
R

p p
p

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

⎢ ⎥∆ =
+ + ⎢ ⎥

− − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (6.40) 
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( )
( )

20

20

1 20 10 2 1
20
1 20 10 2 1
20

s

s

e s s
R

e s s

−

−

⎡ ⎤− − + −⎢ ⎥
∆ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

   (6.41) 

  
( )
( )

20

20

1 40 20 2 2
2
1 40 20 2 2
2

s

s

e s s
R

e s s

−

−

⎡ ⎤− + −⎢ ⎥
′∆ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥− − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

  (6.42) 

 
ทําการจําลองการควบคุมไดผลดังตอไปนี้ 
ในการควบคุมนี้สมมติใหคาพารามิเตอรของแขนกลคือความยาวของแขนกล 1L และ  

2L  รวมทั้งคาระยะหางระหวางจอยท 1 และจอยท 2 คือคา d  เปนไปตามการออกแบบจริง
ทั้งหมดคือ 1 0.25L =  2 0.3L =  และ 0.1d =  ผลของคาผิดพลาดของตําแหนงเปนไปดังรูปที่ 
6.7 จากรูปจะเห็นไดวาคาผิดพลาดในแนวแกน x และ y นั้นมีการตอบสนองเขาสูคา 0 ไดเร็วและ
ยังไมมีคาโอเวอรชูตเกิดขึ้นดวย ทั้งนี้ก็เนื่องมาจากการออกแบบคา v  ในสมการ (6.16) นั่นเอง 

ในสวนของเสนทางเดินของโคบอทจริงนั้นสามารถดูไดจากรูปที่ 6.8 ในรูปที่ 6.9 แสดง
การเคลื่อนที่ของจอยทแตละจอยทรูปที่ 6.10 แสดงการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทและในรูปที่ 6.11 
ไดแสดงมุมที่ซีวีทีตองกวาดไปซึ่งก็คือการทํางานของอุปกรณตนกําลังนั่นเอง 
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รูปที่ 6.8 คาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นในการควบคุมปลายแขนโคบอทแบบขนาน 2 

มิติ 
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รูปที่ 6.8 แสดงคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นทั้งในแนวแกน x และ y คาผิดพลาดใน
แนวแกน x เร่ิมที่ 0.05 เมตรและเปนคาสูงสุด คาผิดพลาดในแนวแกน y เร่ิมที่ -0.05 เมตรและมี
ขนาดสูงสุด คาผิดพลาดทั้ง 2 เขาสูคา 0 เมื่อเคลื่อนที่ไปเปนระยะทางประมาณ 0.3 เมตร 
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รูปที่ 6.9 เสนทางเดินของโคบอทแบบขนาน 2 มิต ิ

 
รูปที่ 6.9 แสดงเสนทางเดินของโคบอทโดยโคบอทเริ่มตนที่ตําแหนง [ ]0.2 0.1 T

จากนั้นโคบอทจึงเคลื่อนเขาหาเสนวงกลมที่ตําแหนงโดยประมาณที่ [ ]0.05 0.25 T  
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รูปที่ 6.10 การเคลื่อนที่ของจอยทของโคบอทแบบขนาน 2 มิติแตละจอยท 

 
รูปที่ 6.10 แสดงการเคลื่อนที่ของจอยททั้ง 2 ของโคบอท จอยททั้ง 2 เคลื่อนที่อยูใน

ตําแหนงระหวาง -80 องศาถึง 80 องศา 
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รูปที่ 6.11 การเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทของโคบอทแบบขนาน 2 มิต ิ

 
รูปที่ 6.11 แสดงการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทโดยมีจุดเริ่มตนที่ตําแหนง [ ]70 20 T−  

องศาโดยประมาณ จากนั้นการเคลื่อนที่ในปริภูมิจอยทจะเปนการเคลื่อนที่แบบวนซ้ําตําแหนง
เดิมไปเร่ือยๆ 
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รูปที่ 6.12 มมุที่ซีวทีีตองกวาดไปสําหรับโคบอทแบบขนาน 2 มิติ 

 
รูปที่ 6.12 แสดงมุมที่ซีวีทีตองกวาดไป มุมที่ตองกวาดไปมีคาระหวาง -80 ถึง 60 องศา 

 



 

บทที่ 7 
 

บทสรุปและงานวิจัยในอนาคต 
 
7.1 บทสรุป 

 
วิทยานิพนธชิ้นนี้จัดทําขึ้นเพื่อศึกษา พัฒนาแนวความคิดและนําเสนอการวิเคราะหและ

การจําลองของหุนยนตโคบอทในรูปแบบอนุกรมและขนาน ในวิทยานิพนธนี้ไดนําเสนอเกี่ยวกับ
จลนศาตรของโคบอทซึ่งแบงเปน 2 สวนหลักคือ จลศาสตรของกลไกแขนกล (ซึ่งใชหลักการ
เดียวกันกับจลศาสตรของหุนยนตทั่วไป) และจลศาสตรของโคบอทซึ่งแตกตางโดยวิเคราะหบน
พื้นฐานของพารมิเตอรของความยาวของเสนทางเดิน (Path Length Parameter) ผูวิจัยได
วิเคราะหจลนศาสตรแบบไปขางหนาและยอนกลับของตัวกลไกของครุภัณท (Hardware 
Mechanism) แบบแขนกล 3 มิติและแบบขนาน 2 มิติ และนําเสนอการแปลงรูปไปสูกรอบการ
ทํางานตางคือ ปริภูมิตําแหนงปลาย, ปริภูมิจอยท, ปริภูมิการจับคู และ ปริภูมิของมุมปรับอัตรา
ทด เพื่อสงผานคาพารามิเตอรตางๆไปใชในการควบคุม จลนศาตรของโคบอทที่นําเสนอมีทั้งแบบ
อนุกรมและแบบขนาน โดยในงานชิ้นนี้มุงเนนไปในการพัฒนาแบบขนานซึ่งอาศัยแนวคิดของ
แบบอนุกรมเปนพื้นฐาน นอกจากนี้ยังไดเสนอแนวความคิดในการควบคุมเสนทางเดินของโค
บอทซึ่งตองควบคุมทิศทางเดินใหสัมพัทธกับตําแหนงของโคบอท สําหรับโคบอทแบบอนุกรม 3 
มิติไดนําเสนอระบบควบคุมซึ่งใชอุปกรณตนกําลังจํานวน 2 ตัว ปรับอัตราทดของซีวีทีทั้ง 2 ตัว 
ในสวนการควบคุมหุนยนตโคบอทแบบขนาน 2 มิตินั้นไดเสนอแนะการเลือกใชอุปกรณตนกําลัง
ตัวเดียวปรับอัตราทดของซีวีทีทั้ง 2 ตัว 

 
7.2 งานวิจัยในอนาคต   

 
การพัฒนางานวิจัยชิ้นนี้ในอนาคตสามารถทําไดหลายวิธีการ ประการแรกคือการทดลอง

ผลกับหุนยนตโคบอทจริงเพื่อนําผลที่ไดมาพัฒนาโคบอทตอไป ขอดีของโคบอทแบบขนานคือ
ความสามารถในการเพิ่มกําลัง ดังนั้นงานวิจัยตอเนื่องเกี่ยวของกับการพัฒนาการใสกําลังเพื่อ
ชดเชยพลวัตรของระบบในสวนตางๆอีก และในสวนของการหาผลเฉลยมุมปรับอัตราทดก็ยัง
สามารถดัดแปลงวิธีการเพื่อใหไดประโยชนในแงอ่ืนๆอีกดวย 
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ในสวนของการสงกําลังกําลังนั้นไดทําการศึกษาทฤษฏีการสงกําลังเบื้องตนดังจะ
กลาวถึงในหัวขอยอยถัดไป 

 
7.2.1  ทฤษฏีการใสกําลัง 
 

ในการทํางานของโคบอทนั้นถามีแรงมากระทําตอโคบอทที่ปลายแขน แรงใน
สวนที่ตั้งฉากกับการเคลื่อนที่จะถูกขจัดไปโดยตัวกลไกของโคบอทเอง จะคงเหลือก็แต
แรงในแนวที่ขนานกับการเคลื่อนที่ แรงในสวนนี้โคบอทแบบขนานสามารถรองรับไดจาก
การใสกําลังใหกับเพลากลาง โดยจะหาความสัมพันธระหวางแรงภายนอกที่กระทํา
ปลายแขนโคบอทกับแรงบิดที่เพลากลางไดดังนี้ 

 

1θ 2θ

3θ

4θ

T
r

F⊥

r
//F
r

 
รูปที่ 7.1 ทิศทางแรงตามแนวขนานและตั้งฉากกับการเคลื่อนที ่

 
สมมติวาโคบอทถูกกระทําดวยแรงภายนอกที่ปลายแขนในทิศทางขนานกับการ

เคลื่อนที่ //F
r  ดังรูปที่ 7.1 มีการใสกําลังใหกับโคบอทโดยผานจอยท 1 และจอยท 2 ดวย

แรง 1τ  และ 2τ  ตามลําดับ โดยวิธีการงานเสมือน (Virtual Work) จะหาความสัมพันธ
ระหวางแรง //F

r  และ แรง 1τ  2τ  ไดดังนี้ 
 
 //

TF R qδ τ δ• = •
r r r r      (7.1) 
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โดยที่ //F
r  คือแรงภายนอกที่กระทําตอโคบอทในแนวขนานกับการ

 เคลื่อนที่ 
R
r  คือเวคเตอรการเคลื่อนที่ของปลายแขนโคบอท 
τ  คือเวคเตอรของแรงบิดที่กระทําตอจอยทของโคบอท 

 qr  คือเวคเตอรการเคลื่อนที่ของจอยทของโคบอท 
 
ในกรณีที่โคบอทขับเคลื่อนดวยขอตอ 2 ขอตอคือจอยท 1 และจอยท 2 ดังรูปที่ 

7.1 การเคลื่อนที่ของจอยท 1 และจอยท 2 คือ 1θ  และ 2θ  ตามลําดับ โดยแรงบิดที่
กระทําตอขอตอทั้ง 2 คือ 1τ  2τ  และปลายแขนโคบอทเคลื่อนที่ไปตามระนาบ xy จะได
วา 

 

 x
R

y
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r       (7.2) 

 1

2

τ
τ

τ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

      (7.3) 

 1

2

q
θ
θ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

r       (7.4) 

 
กําหนดใหจาโคเบียนเมตริกซแสดงความสัมพันธระหวาง R

r  และ qr  ดังนี้ 
 
 qJ

R
∂

=
∂

r
r       (7.5) 

 
แทนคาจาโคเบียนในสมการ (7.5) ลงในสมการ (7.1) จะไดวา 
 
 //

TF J q qδ τ δ• = •
r r r r      (7.6) 

 
จัดรูปสมการ (7.6) จะไดวา 
 
 //F J τ=

r       (7.7)  
 



 

 

82

โดยการสงกําลังใหกับเพลากลางไปสูจอยททั้ง 2 โดยผานอัตราทดที่ซีวีทีทั้ง 2 
ตัวสรางขึ้นมา จะหาความสัมพันธระหวางแรงบิดที่เพลากลางกับแรงบิดที่กระทําตอ
จอยททั้ง 2 τ  ไดดังนี้ 

 
 [ ]0 1 2r rτ τ= Τ Τ      (7.8) 
โดยที่ 0τ  คือแรงบิดที่ใสใหกับเพลากลาง 

1rΤ  คืออัตราทดระหวางความเร็วของจอยท 1 และความเร็วของ 
เพลากลางซึ่งเปนอัตราทดที่ซีวีที 1 สรางขึ้นมา 

2rΤ  คืออัตราทดระหวางความเร็วของจอยท 2 และความเร็วของ 
เพลากลางซึ่งเปนอัตราทดที่ซีวีที 2 สรางขึ้นมา 

 
จากสมการ (7.5) (7.7) และ (7.8) จะทําใหทราบความสัมพันธระหวางแรง

ภายนอกที่ขนานกับการเคลื่อนที่และแรงบิดที่ตองใสใหกับ เพลากลาง ได 
ในอนาคตการวิเคราะหการใสกําลังดังกลาวอาจครอบคลุมถึงการใสกําลังเพื่อ

ควบคุมแรงภายในซึ่งเกี่ยวของกับพลศาสตรโดยตรงและรวมถึงการควบคุมและสราง
ความรูสึกเสมือนในการจําลองความเฉื่อย (Inertia) ของระบบ ซึ่งอาจทําไดโดยการ
ควบคุมอัตราทด 
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บทคัดยอ 
 การทํางานของหุนยนตในปจจุบันน้ี สวนใหญเปนการทํางานโดย
ใช actuated joints กลาวคือใน joints ของหุนยนต จะถูกขับดวย 
actuators ซ่ึงสงแรงหรือแรงบิดเพื่อใหแขนหุนยนตอุตสาหกรรมเคลื่อน
ที่ไปยังตําแหนงที่ตองการ โดยทั่วไปในระบบ active แบบน้ีตองใช high 
gain servo loop control และนอกจากนั้น actuators ที่ใชตองมีขนาด
และกําลังมากพอ โดยเฉพาะหุนยนตอุตสาหกรรม อยางไรก็ตาม high 
gain servo เอื้อใหเกิด instability  ไดงาย ถึงแมวาจะมีความกาวหนา
ในงานวิจัยที่ทําใหควบคุมหุนยนต ที่ high gain ปญหาดาน stability ก็
ยังปรากฏอยู หุนยนตหรือระบบ active ที่ไม stable นอกจากนี้ความ
ผิดพลาดทาง software และ hardware ทําใหเกิดปญหาดานความ
ปลอดภัย ดวยเหตุผลน้ีหุนยนตอุตสาหกรรมจึงมีร้ัวกั้นไมใหมนุษยเขา
ไปทํางานใน work space ของหุนยนตได  อยางไรก็ตาม ในการทํางาน
บางประเภท จําเปนจะตองใชหุนยนตมาชวยรวมกับการทํางานของ
มนุษยใน workspace เดียวกัน เชน การใชหุนยนตชวยผาตัด หรือการ
ใชหุนยนตชวยในการประกอบชิ้นงานที่มีขนาดใหญและน้ําหนักมาก 
อยางไรก็ตามการทํางานรวมกันระหวางมนุษยกับหุนยนตความปลอด
ภัยเปนส่ิงสําคัญ ในงานวิจัยน้ีเปนการพัฒนา a serial-link Cobot 
(Collaborative Robot) ที่สามารถทํางานรวมกับมนุษยไดอยางปลอด
ภัย Cobot ไมไดใช servo actuated joints แบบหุนยนตทั่วไปแตใช 
servo steered joints ซ่ึงเปนแนวความคิดทางดาน robotics แบบใหม
ที่คิดคนและพัฒนาโดย Wannasuphoprasit, Colgate, และ Peshkin [ 
2,3,4,5]  ดวยการทํางานลักษณะนี้ทําให cobot น้ัน  intrinsically 
passive และปลอดภัย   
 
คํ า สํ า คั ญ  -- ร ะ บ บ  active , ร ะ บ บ  passive, CVT:continuously 
variable transmission, Cobot: Collaborative Robot, Haptic 

 
Abstract 

Robots usually use servo-actuated joints to control their 
motion. Normally, the robots need high gain servo and sizable 

actuators. While there has been significant progress made in the 
active manipulator that admit high gain, some problems inherent 
to the high gain controllers still exist, such as the trade-off 
between controller performance and stability robustness. Stability 
is not usually compatible with a high gain system. An unstable 
active manipulator is potentially an unsafe device. In addition to 
this problem, hardware or software failures may result in injury 
because human operator is in direct physical contact and share 
the same workspace with the device. However, in several 
applications, there are needs for human to work with a robot such 
as robot assist assembly, and robot assist surgery. Nevertheless, 
safety is the critical factor when human and robot share the 
workspace. In this research, we develop a Serial-link Cobot, 
Collaborative Robot. Unlike typical robots that use servo-actuated 
joints to generate direct force, cobots employ servo steering 
joints to redirect human operator force. This unique steering 
system makes cobots intrinsically stable and appropriate for 
safety critical task.   

 
Keywords – active system , passive system, CVT:continuously 
variable transmission, Cobot: Collaborative Robot 
 
1. บทนํา 

มนุษยมีความสามารถดานการใชสัมผัสทั้งหา รวมทั้งความ
สามารถตัดสินใจในการแกปญหาเฉพาะหนาไดดี ตัวอยางเชน การรับรู
จากการสัมผัส การหลบหลีกส่ิงกีดขวาง หรือการตัดสินถูกผิดจากการ
สัมผัสตางๆ แตในขณะเดียวกัน ความสามารถของมนุษยก็ยังมีขีด
จํากัดอยูเชน มนุษยไมมีความสามารถที่จะยกของหนักมากๆได, 
มนุษยไมสามารถทนตอสภาวะบางอยางเชนความรอนได และแมแตใน
งานที่ตองการความแมนยําสูง มนุษยก็ไมสามารถทําไดดีนัก  
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ดังน้ันในทศวรรษที่ผานงานวิจัยทางดาน H u m a n  R o b o t 
Interaction จึงเปนงานวิจัยที่เติบโตข้ึนไมวาจะเปน Haptic Interface
หรือการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตเพื่อใหเกิดประสิทธิ

ภาพ เชน หุนยนตที่ชวยในการผาตัด หรือ Wannasuphoprasit at el 
[2] พัฒนาหุนยนตชวยในการประกอบรถยนต ทั้งน้ันก็เพื่อรวมขอดีของ

มนุษยกับหุนยนตเขาดวยกัน  
การทํางานลักษณะดังกลาวทําใหตองตระหนักถึงการทาํงานรวม

กันของมนุษยและหุนยนต เม่ือมีการทํางานรวมกัน หุนยนตก็จําเปน
ตองทํางานในระบบที่ความปลอดภัยตอมนุษย 

 แนวคิดดังกลาวจึงเปนที่มาของ Cobot: Collaborative Robot  
Cobots คือหุนยนตที่ทํางานรวมกับมนุษย ที่ถูกออกแบบมาเพื่อทํางาน
กับมนุษยโดยตรงใน workspace เดียวกัน. Cobot เปนอุปกรณเชิง 
Robotics ที่มีพฤติกรรมเปน intrinsically passive ทําใหมีความปลอด

ภัยเม่ือทํางานรวมกับมนุษย  
คุณสมบัติเดนประการหนึ่งของ Cobot คือการสรางพื้นผิวเสมือน

หรือ virtual surfaces: virtual surface คือพื้นผิวที่ถูกprogramข้ึนมา
เพื่อใหมนุษยไดสําผัสและรูสึกเสมือนกับวามีกําแพงอยู ทั้งที่ไมมี
กําแพงจริงๆอยูทีน่ั่น virtual surfaces มีประโยชนมาก ตัวอยางของ 
virtual surfaces คือ การใช virtual funnel (พื้นผิวเสมือนทรงกรวย) ใน
การประกอบชิ้นงาน  มนุษยสามารถที่จะผลักชิ้นงานไปตามพื้นผิวทรง
กรวยชึ่งจะนําไปสูเปาหมายไดอยางรวดเร็วและยังปองกันการกระทบ
กันของชิ้นงานไดดวย Cobot จะชวยใหการประกอบแมนยําข้ึนและใช
เวลานอยลง ในการผาตดัก็ใหผลเชนเดียวกัน 

งานวิจัยชิ้นน้ี ในสวนแรกเปนการแนะนํา  Unicycle Cobot ซ่ึง
เปน Cobot ที่การทํางานที่งายและมีลอเดียว การทํางานของมันซ่ึงมี 2 
ลักษณะคือ แบบอิสระและแบบบังคับ จากนั้นก็จะนําเสนอ CVTs 
(Continuous Variable Transmission) ซ่ึงเปนอุปกรณที่ทําหนาที่เปน 
steering mechanism ที่ควบคุมความสัมพันธของ joints ของ Cobot 
นอกจากนั้นจะกลาวถึงการออกแบบ CVTs และ Serial Link Cobot 
หรือ Cobot ชนิดแขนกล  

CVTs ที่ใชในงานวิจัยน้ีมีขนาดเล็กและมีนํ้าหนักเบาเหมาะสําหรับ
การประกอบใชใน Cobot ชนิดแขนกล (Serial Link Cobot) สวนการ
ออกแบบ CVTs ที่มีขนาดและกําลังสูงดูรายละเอียดใน [1] ในตอนทาย
จะกลาวถึงการหา Kinematics ของแขนกล  

 
2. บทนําสู Cobot 
2.1 Cobot คืออะไร 
 Cobot: Collaborative Robot คือหุนยนตที่ทํางานรวมกับมนุษย ที่
ถูกออกแบบมาเพื่อทํางานกับมนุษยโดยตรงใน workspace เดียวกัน. 
Cobot เปนอุปกรณเชิง Robotics ที่มีพฤติกรรมเปน intrinsically 
passive ทําใหมีความปลอดภัยเม่ือทํางานรวมกับมนุษย เหตุผลหลักที่
ทําให Cobot แตกตางกับ หุนยนตและอุปกรณ Haptic ทั่วไปคือ Cobot
ไมไดใชมอเตอรหรือ actuators ขับและสงกําลังผาน joints แตทวา 
Cobot ใช CVTs: Continuous Variable Transmissions ในการควบคุม
ความสัมพันธระหวาง joints ของ Cobot. ไมวาจะมีจํานวน  task 

space dimensions เทาไหรก็ตาม Cobot มีแคเพียง 1 Degree of 
Freedom เทานั้น     
 อุปกรณ Haptic Interface โดนทั่วไปสามารถสรางสภาวะจําลอง 
(virtual environment) ตางๆ ไดโดยใชคอมพิวเตอรควบคุม ยกตัวอยาง
เชนการสรางพื้นผิวหรือกําแพงจําลอง (virtual surfaces, virtual walls) 
ในขณะที่มนุษยเคลื่อนจับ end effector ของอุปกรณ Haptic ไปชนหรือ
ผานเขาไปในกําแพงจําลอง คอมพิวเตอรจะส่ังใหมอเตอรใชแรงผลัก
ตานดันให end effector ออกนอกกําแพง ถาเราตองการจําลองกําแพง
เสมือน (virtual wall) ใหเหมือนกําแพงจริงแลว กําแพงจําลอง (virtual 
wall) ตองมีความแข็งมาก (มี stiffness สูง) มอเตอรที่ใชตองมีขนาด
ใหญเพื่อที่จะขับแรงตานไดเพียงพอและตองใช gain ในการควบคุมสูง 
ทําใหเอื้อตอการเกิด instability  
 ในทางตรงกันขาม ขอแตกตางของ Cobot กับอุปกรณ Haptic ทั่ว
ไปคือ Cobot ไมไดใชแรงตรง (direct force) ขับตานการเคลื่อนที่ของ
มนุษย แตใชการเปลี่ยนทิศทางของแรงที่กระทําโดยมนุษย  (redirect 
applied force) ในทํางานระบบ passive น้ีทําใหไมเปนอนัตรายตอตัวผู
ใช ทําใหมนุษยสามารถทํางานรวมกับ Cobot ไดอยางปลอดภัย  
  
2.2 Unicycle Cobot 
 ตัวอยางของ Cobot ที่จะยกมา ณ ที่น้ีคือ Unicycle Cobot แบบ
ลอเดียวซ่ึงไดถูกพัฒนาโดย Wannasuphoprasit และคณะ [3] มี
ลักษณะเปนหุนยนตลอเดียวเคลื่อนที่ในระนาบ XY เทานั้น แกนของลอ 
Cobot จะตั้งตรงอยูตลอดเวลา มอเตอรของ Unicycle Cobot ทําหนาที่
เพียงปรับเปลี่ยนทิศทางของลอเทานั้นไมสามารถขับเคลื่อนได 
Unicycle Cobot มี Force Sensor ติดอยูเพื่อวัดแรงของมนุษย 
ลักษณะของ Unicycle Cobot เปนดังรูปที่ 1  
 

 
รูปที่ 1 แสดง Unicycle Cobot  ที่มา : จาก [3] 

 
การทํางานของ Cobot ที่จําลองกําแพงเสมือน (virtual walls) แบงเปน 
2 ลักษณะคือ  
1.การทํางานแบบอิสระ ( Virtual Caster ) 
 การทํางานในลักษณะนี้ Cobot จะประพฤติตัวเหมือนกับลอรถเข็น 
(Caster) ทั่วไป คือจะไมบังคับเสนทางการเดินของผูใช ผูใชจึงสามารถ
เคลื่อนที่ไดอยางอิสระ การทํางานในแบบนี้ทําไดโดยตัว Cobot จะวัด
แรงที่กระทําในแนวตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ของลอ จากนั้นก็จะพยายาม
ทําใหแรงน้ันเปนศูนยซ่ึงทําไดโดยการหมุนแกนเพลาขับเพื่อเปลี่ยนทิศ
ของลอใหเปนไปตามทิศทางที่ผูใชออกแรงกระทํา ทําใหแรงที่สงกลับไป
ยังผูใชเปนศูนย ผูใชจึงรูสึกเหมือนเคลื่อนที่ไดอิสระ 
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2.การทํางานแบบบังคับ (Virtual Wall) 
 เม่ือผูใชเคลื่อนที่ไปชนกับกําแพงเสมือน (Virtual Wall) Unicycle 
Cobot จะทําการเปลี่ยนทิศทางของแรงและทิศการเคลื่อนที่ ใหขนาน
กับกําแพงเสมือน โดยจะใชวิธีการเปลี่ยนทิศทางของลอใหสัมผัสกับ
กําแพงเสมือน ทําใหผูใชรูสึกเหมือนการไถลไปตามกําแพง เม่ือผูใช
เคลื่อนที่เขาหากําแพง Unicycle Cobot จะตานการเคลื่อนที่ไว แตถาผู
ใชตองการเคลื่อนที่ออกจากกําแพงเสมือน (วัดไดจากแรงที่ force 
sensor) Unicycle Cobot ก็จะกลับไปทํางานในแบบอิสระ  
 รูปที่ 2 แสดงการทํางานของ Unicycle Cobot ที่จําลอง virtual 
walls ที่ตําแหนง x = 4 จะเห็นจาก path ของการเคลื่อนที่วาเม่ืออยูใน
free mode มนุษยเคลื่อนที่ไดอยางอิสระ แตเม่ือเคลื่อนชนกําแพง 
unicycle cobot จะเปลี่ยนทิศทางใหขนานสัมผัสกับกําแพงใน virtual 
wall mode ในรูปยังไดแสดงทิศทางและขนาดของ แรงกระทําของผูใช(
User’s Applied Force) ที่วัดไดจาก force sensor  
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รูปที่ 2 แสดงการทํางานของ Unicycle Cobot ที่จําลอง virtual   walls 
 
3.การออกแบบ Cobot 
3.1 การออกแบบCVT 

CVT: Continuous Variable Transmission มีอยูหลายชนิดดวย
กันดังที่ไดแสดงไวใน [1] อยางไรก็ตามลักษณะของ CVT ที่เราออก
แบบและจะนําไปใชมีลักษณะที่คลายกับของ Moore [ ]  CVTของ 
Mooreใชทรงกลมโลหะและลูกลอโลหะเชนกันทําใหที่มี friction ต่ํา และ
สงกําลังไดนอย สวนของ วิทยา วัณณสุโภประสิทธิ์ และ ศิริศักดิ์ สิริ
เกษมสุข [1] น้ันมีการออกแบบนาํลูกโบวลิ่งมาทําซึ่งจะทําให CVT ที่ได
มีขนาดใหญเกินไป กลาวคือโครงสรางของ CVT ซ่ึงเปนลูกโบวลิ่งน้ี มี
เสนผานศูนยกลางถึง 8.5 ” ขนาดดังกลาวนี้ไมสะดวกนักในการออก
แบบใหประกอบกับแขนกล เน่ืองจากมีขนาดที่ใหญและมีนํ้าหนักมาก 
เพราะฉะนั้นจึงไดมีการออกแบบ CVT ที่ใชใน  Serial-Link Cobot โดย
เฉพาะ โดย CVT ที่ตองการมีทรงกลมขนาดประมาณ 1.5-2 น้ิว และมี
นํ้าหนักเบา ดังน้ันจึงเลี่ยงทรงกลมที่ทําจากโลหะเชนเหล็ก จากการคน
หาของทีมงานพบวาลูกสนุกเกอรเปนทรงกลมที่มีความเที่ยงตรงสูงมี
ความเปน homogeneous ของวัสดุและมีผิวเรียบ นอกจากนั้นยังหาได
งาย ลูกสนุกเกอรมีขนาดเสนผานศูนยกลาง 2 1/6 “ จึงมีขนาดพอ
เหมาะกับการใชงาน นอกจากนี้การใช CVT –ขนาดเล็กยังสามารถลด

ปญหาในการออกแบบเฟองดอกจอกที่มีมุมของแกนทํามุมกัน 45° อีก
ดวย[1] เฟองดอกจอกที่มีมุมของแกนทํามุมกัน 45° น้ีหาไดยากใน
ประเทศไทย ดังน้ันการออกแบบจึงเปลี่ยนมาใชเฟองดอกจอกที่มีมุม
ของแกนทํามุมกัน 90° แทน การออกแบบในลักษณะนี่ทําใหมีความ
กระทัดรัดงายตอการติดตั้งและประกอบใน serial link cobot. 

 
 

 
 

รูปที่ 3 CVT ใน top view  
 

 
รูปที่ 4 แสดงสวนประกอบของ CVT 

 
3.2 การตอ CVT เขากับ Cobot 
Serial link Cobot ที่ออกแบบในที่น้ี มีลักษณะคือ เปนแขนกล 2 

ขอตอ ขอตอแตละขอตอจะถูกเชื่อมเขากับ CVT โดยผานระบบสงกําลัง 
ดังรูป 5 ในการสงผานการเคลื่อนที่เขาไปยังขอตอแตละขอตอน้ัน ขอ
ตออันหน่ึงจะถูกตอกับเพลาของ drive roller 1 และขอตออีกอันหน่ึงจะ
ถูกตอกับเพลาของ drive roller 2 การในลักษณะนี้คือการตอแบบควบ
คุมความสัมพันธระหวางความเร็วเชิงมุมของขอตอทั้งสอง โดยที่อัตรา
สวนของความเร็วเชิงมุมของขอตอทั้งสองสามารถปรับไดอยางตอเน่ือง
โดนการหมุนเปลี่ยนมุมองศาของ เพลา Steering Axis 
 
 

ตอเขากับขอตอ 1 
ตอเขากับขอตอ2 

Steering axis 
เพื่อปรับแกนหมุน
ของ CVT 

 

Virtual Wall 
Free Mode

Virtual Wall   
Mode 

Unicycle Cobot

Drive 
Roller 1 

Drive 
Roller 2 Steering axis 

ตอเขาขอตอ 1 
ตอเขาขอตอ 2 
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รูปที่ 5 แสดงการตอ CVT เขากับแขนกล 
 

 
รูปที่ 6 แสดงการตอ CVT เขากับแขนกล (top view) 

 
4. Kinamatics ของ Cobot (Simple Model) 

Cobot ที่ออกแบบไวสามารถจําลองแบบไดดังรูป 

 
                รูปที่ 6 แบบจําลองของแขนกล 

 
จากแบบจําลองดังกลาว สามารถหา Transfomation Matrix ของปลาย
แขนหุนไดดังน้ี [7] 

 
เม่ือ c1,s1 คือ sin(q1),cos(q1) และ c12,s12 คือ  
sin(q1+q2),cos(q1+q2) ตามลําดับ 

จะไดวาตําแหนงที่ปลายแขน Cobot เม่ือวัดเทียบกับพิกัดของฐาน 
Cobot คือ 

 
ความเร็วเชิงเสนของปลายแขนเทียบกับฐานคือ 

 
และจะไดวา Jacobian ของระบบคือ 
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ซ่ึงจะทําใหทราบความสัมพันธระหวางความเร็วที่ปลายแขน  และความ 
เร็วเชิงมุมของขอตอได 

การควบคุมทางเดินของแขนกลน้ันไมสามารถทําไดโดยการขับขอ
ตอโดยตรง เน่ืองจากผูใชเปนผูบังคับการเคลื่อนที่ของ Cobot ส่ิงที่ 
Cobot ทําไดก็คือการกําหนดทิศทางของแขนกล การทํางานของ Cobot 
เปนไปดังภาพ 

 

 
รูปที่ 7 แสดงทางเดินของปลายแขนและมุมที่ทํากับแกน X 

เสนทางเดินของปลายแขนกลสามารถกําหนดความสัมพันธไดคือ 
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คือปรับใหมุมลอทํามุม φ กับแกน x ทําใหไดความดังสมการขางตน ดัง
รูป  

รูปที่ 8 แสดงทางเดินของปลายแขนที่มีลอแบบ Unicycle Cobot และ
มุมที่ทํากับแกนระนาบ 

 
เชนเดียวกับกรณีที่มีลอ ถาตองการควบคุมเสนทางของปลายแขน

ก็ทําไดโดยการควบคุมความเร็วที่ปลายแขนใหเปนอัตราสวนที่ตองการ 
อัตราสวนความเร็วที่ปลายแขนสามารถผาน Jacobian ทําใหเปนอัตรา
สวนของอัตราเร็วเชิงมุมของทั้ง 2 ขอตอได ดังน้ัน Cobot สามารถควบ
คุมทางเดินไดโดยการควบคุมอัตราสวนของอัตราเร็วเชิงมุมของทั้ง 2 
ขอตอผานตัว CVT  
 
5.สรุป 
 งานวิจัยฉบับน้ีนําเสนอ Cobots: Collaborative Robots หุนยนตที่
ออกแบบใหทํางานรวมกับมนุษยไดอยางปลอดภัย งานวิจัยฉบับน้ีได
กลาวแนะนําการทํางานและหลักการของ Unicycle Cobot และกลาวถึง 
การพัฒนา Cobot แบบแขนกลและไดออกแบบ Cobotic joint แบบ 
spherical CVT ที่ มี นํ้าหนักเบาและขนาดเล็กเพื่ อใชประกอบและ
ประยุกตใชกับ Cobot แบบแขนกล ในปจจุบันทีมงานวิจัยกําลังดําเนิน
การพัฒนาสรางตนแบบและระบบการควบคุม Serial Link Cobot  
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บทคัดยอ 

โคบอท(Cobot) หรือ COlaborative roBOT เปนแนวความคิดเชิง
วิทยาการหุนยนตในการที่จะทําใหหุนยนตสามารถทํางานรวมกับ
มนุษยไดโดยปลอดภัย การทํางานของระบบหุนยนตโดยทั่วไปจะเปน
การทํางานในระบบแอคทีฟ(Active System) เม่ือทํางานโดยตรงกับ
มนุษยแลวจะออกแรงกระทํากับผูปฏิบัติการโดยตรงซึ่งจะทําใหเกิด
อันตรายได โคบอทเปนการทํางานในระบบแพสซิฟPassive System) 
การทํางานแบบนี้นอกจากจะทําใหเกิดความปลอดภัยในการทํางานแลว 
ยังนําความสามารถของทั้งมนุษยและหุนยนตมาใชรวมกันไดอยางมี
ประสิทธิภาพอีกดวย การทํางานดังกลาว โคบอทตองใชอุปกรณการสง
ถายกําลังที่ปรับอัตราสวนไดอยางตอเน่ืองหรือ ซี วี ที (CVT- 
Continuously Variable Transmission) โดยตอพวง ซี วี ที เขากับขอ
ตอของโคบอท การตอพวง ซี วี ที น้ันมี 2 ลักษณะคือ การตอพวงแบบ
อนุกรมและแบบขนาน การตอพวงแบบขนานนั้นมีขอดีคือ สามารถขจัด
ปญหา Singularity ของ ซี วี ที ได และยังสามารถใสกําลังผานเขาไป
ใหกับโคบอทไดอีกดวย งานวิจัยฉบับน้ีจะเปนการศึกษาถึงการทํางาน
ของโคบอทแบบขนาน โดยอธิบายถึงตัวอยางโคบอทที่ออกแบบไว การ
เชื่อมตอโคบอทแบบขนาน เสปซการทํางานของโคบอท ระบบควบคุม
โคบอทซึ่งเปนการควบคุมโดยใหอินพุทของระบบแปรตามตําแหนงของ
โคบอทซึ่งตางจากระบบควบคุมทั่วไปท่ีอินพุทของระบบแปรตามเวลา 
และการใสกําลังใหกับโคบอท 
 
Abstract 
 Cobot or Collaborative Robot is a novel robotics concept 
designed for directly and safely cooperates with human operator. 
A Cobot is a passive system. (Also can make it active if wanted). 
Unlike a conventional robot that requires power interact directly 
with human, Cobots utilize CVTs (continuous variable 
transmissions) impose nonholonomic constraints on their joints. 
There are two methods of connecting CVTs: parallel and serial 
connections. Parallel connection eliminate singularity and enable 

power to transmit to the system. In this paper we describe a 
parallel cobot, CVT connection, cobot framework and powering 
the cobot. 
 
1.บทนํา (Introduction) 

การทํางานของหุนยนตอุตสาหกรรมในปจจุบันน้ัน เปนการทํางาน
ในระบบแอคทีฟ(Active System) กลาวคือหุนยนตจะมีการออกแรง
กระทําที่ปลายแขน ระบบดังกลาวอาจจะไมปลอดภัยสําหรับมนุษยใน
กรณีที่ตองทํางานรวมกับหุนยนต ความปลอดภัยในการทํางานของ
มนุษยรวมกับหุนยนตน้ีเองที่เปนที่มาของแนวความคิดเกี่ยวกับโคบอท 
แนวความคิดน้ีไดนําเอาขอไดเปรียบของมนุษยเชน การแกปญหา
เฉพาะหนา การรูจักการใชประสาทสัมผัสทั้ง 5 และขอไดเปรียบของหุน
ยนตเชน ความแมนยําหรือ ความคงที่ในการทํางาน มาผสมผสานกัน 

โคบอทจะทํางานในระบบแพสซีฟ(Passive System) กลาวคือ
โคบอทจะไมสรางแรงกระทําโดยตรงตอมนุษย แตจะทําเพียงกําหนด
ทิศทางของมนุษยไปสูเปาหมาย เชนถาตองการใหเกิดการเคลื่อนที่เปน
เสนตรง โคบอทก็จะการสรางกําแพงเสมือน(Virtual wall) เปนเสนตรง
ข้ึนมา จะทําใหมนุษยรูสึกวามีกําแพงอยูจริง จึงสามารถทํางานโดยการ
ไถลไปตามกําแพงได ซ่ึงจะทําใหเกิดทั้งความรวดเร็วและแมนยําในการ
ทํางาน 

หลักการทํางานของโคบอทคือ การเปลี่ยนทิศทางของแรงของผูใช
ใหเปนไปตามเสนทางที่โคบอทออกแบบไว การควบคุมทิศทางดังกลาว
สามารถทําไดโดยการควบคุมอัตราสวนของความเร็วในแตละแกนของ
โคบอท การทํางานของโคบอทสามารถทําได 2 แบบคือ 1.แบบอิสระ 
โคบอทจะยอมใหผูใชเคลื่อนโคบอทไดอยางอิสระโดยการปรับเปลี่ยน
การเคลื่อนที่ของโคบอทใหเปนไปตามการเคลื่อนที่ของผูใช และ 2. 
แบบบังคับ โคบอทจะบังคับเสนทางใหผูใชเคลื่อนที่ ถาผูใชงานเคลื่อนก็
จะตองเคลื่อนไปตามเสนทางที่กําหนดไว หลักการทํางานโดยละเอยีด
สามารถดูไดใน [1] 

อุปกรณที่ควบคุมอัตราสวนความเร็วของโคบอทที่มีโครงสรางแบบ
ขอตอหมุนก็คือ CVT ตัว CVT จะทําหนาที่ควบคุมอัตราสวนความเร็ว
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เชิงมุมของแตละขอตอ อัตราสวนดังกลาวสามารถแปลงเปนอัตราสวน
ของความเร็วเชิงเสนที่ปลายแขนโคบอทได โดยจะกลาวถึงรายละเอียด
ตอไป สําหรับตัวอยางและหลักการทํางานของ CVT น้ันสามารถหาดูได
ใน [2] 

งานวิจัยชิ้นน้ี จะกลาวถึงการเชื่อมตอ CVT เขากับโคบอท โดยจะ
เนนรายละเอียดในการเชื่อมตอแบบขนาน การใสกําลังใหกับโคบอท 
และการควบคุมโคบอทซึ่งตางจากการควบคุมหุนยนตทั่วไป โดยที่การ
ควบคุมโดยทั่วไป สัญญาณการควบคุมจะสัมพันธกับเวลา แตการควบ
คุมโคบอทนั้น สํญญาณควบคุมจะสัมพันธกับตําแหนงของโคบอท  
 
2.ลักษณะของโคบอทแบบขนาน 
 โคบอทที่ใชในงานวิจัยชิ้นน้ีมีการออกแบบโดยมีลักษณะเปน bar 
4 bars โดยลักษณะการวางตัวของทั้ง 4 bar จะวางตัวเปนรูปส่ีเหลี่ยม
ดานขนานดังรูป 
 

 
ปที่ 1 ลักษณะของโคบอทที่ออกแบบไว 

 
การออกแบบดังกลาวจะทําใหโคบอทสามารถเคลื่อนที่ได 2 มิติใน

ระนาบตั้งฉากกับพื้นดิน 

θ2 θ1 

 
รูปที่ 2 Diagram ของหุน 

 สําหรับการออกแบบ CVT จะออกแบบโดยใชหลักการเดียวกับ [2] 
แตจะมีขนาดเล็กกวา ลักษณะของ CVT ที่ออกแบบไวเปนไปดังรูป 
 

 
รูปที่ 3 CVT ที่ออกแบบไวเบ้ืองตน 

3.การเชื่อมตอ CVT  (CVT Connecting) 

การตอ CVT เขากับโคบอทนั้นสามารถทําได 2 ลักษณะคือ 1
.แบบอนุกรม และ 2. แบบขนาน การตอแบบอนุกรมนั้นเปนการเชื่อม
ตอ CVT เขากับขอตอที่ตองการควบคุมอัตราสวนตอกันโดยตรงการตอ
แบบน้ี เครือขายการตอทําโดยการตอ CVT แตละตัว เขากับขอตอทีละ
คูจนไดอัตราสวนระหวางความเร็วเชิงมุมของทุกขอตอ ดังน้ันถาโคบอท
มีขอตออยู n ขอ ก็จะตองใช CVT ทั้งส้ิน n-1 ตัว สวนการตอแบบ
ขนานนั้นจะมีขอตอกลางอยู โดยการตอเชื่อมโครงขายของ CVT น้ันจะ
เปนการตอเชื่อมระหวางขอตอแตละตัวกับขอตอกลาง ความเร็วของขอ
ตอกลาง ω0 จะสัมพันธกับความเร็วของแตละขอตอ ωI ดังสมการ 

 

 1
0

1

n

i
i
n

i
i

ω
ω =

=

=
Τ

∑

∑
 (1) 

 
โดยที่ Ti คืออัตราสวนความเร็วระหวางขอตอแตละขอกับขอตอ

กลางที่ CVT แตละตัวสรางข้ึนมา 
ในกรณีการตอเครือขายแบบขนานนั้นจํานวน CVT ที่ใชกับขอตอ 

n ขอ จะมีจํานวน n จํานวน ซ่ึงจะมากกวาในกรณีการตอแบบอนุกรม
อยู 1 ตัว ขอดีของการตอเครือขายแบบขนานคือ เปนการกําจัด 
singularities ของ CVT แตละตัว กลวคือในขณะที่ตองการใหอัตราสวน
ความเร็วของ 2 ขอตอเขาใกลอนันตน้ัน CVT ไมสามารถสรางอัตรา
สวนขนาดดังกลาวได การใชขอตอกลางจะไมทําใหเกิดอัตราสวนดัง
กลาว[4] จึงปองกันการเกิดปญหา singularity ได นอกจากนี้ขอดีของ
การตอเครือขายแบบขนานอีกอยางคือทําใหใสกําลังใหกับโคบอทได
ดวย 

 

 
รูปที 4 การตอ CVT 2 ตัวแบบขนาน 

 
4.กรอบการทํางานของโคบอท (Cobot’s Framework) 
 ในการควบคุมโคบอทนั้นจําเปนจะตองมีการเปลี่ยนแปลงการ
เคลื่อนที่ไปสูเสปซตางๆ เสปซที่เกี่ยวของกับการทํางานของโคบอท
แบงไดเปน 4 ประเภทคือ 1.Configuration space (CT) บอกถึง
ตําแหนงของปลายแขนโคบอท 2.Joint Space (CJ) บอกถึงตําแหนง
ของแตละขอตอของโคบอท 3.Coupling Space (∑i)บอกถึงความ
สัมพันธของตําแหนงของขอตอ 2 ขอตอซ่ึงคาอนุพันธของมันสัมพันธ
กันโดยผานกลไกของ CVT และ4.Steering Space (Φ)บอกถึงมุมที่ 
CVT ตอง Steer ไป รายละเอียดของแตละ space เปนดังน้ี 
 
 
 

CVT 
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4.1 Configuration Space (CT) 
 เชนเดียวกับระบบหุนยนตทั่วไป CT ก็คือเสปซการเคลื่อนที่ของ
ปลายแขนของโคบอทนั่นเอง โดยถาเปนการเคลื่อนที่ของโคบอทที่ออก
แบบไวใน 2 มิติ อาจแทนเวคเตอรการเคลื่อนที่ไดโดยเวคเตอร R = [x 
y]T เวคเตอรที่สัมผัสกับการเคลื่อนที่ซ่ึงบอกถึงทิศทางความเร็วของ R 
คือ T

r
 และเวคเตอรที่ตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ซ่ึงจะบอกถึงความโคง

ของ R คือ N
r

κ  จะเห็นไดวาหลักการควบคุมโคบอทก็คือการควบคุม
เวคเตอร T

r
ใหเปนไปตามที่ออกแบบไวน่ันเอง 

4.2 Joint Space (CJ) 
 CJ คือเสปซการเคลื่อนที่ที่บอกลักษณะการเคลื่อนที่ของขอตอแต
ละขอตอซ่ึงจะข้ึนอยูกับลักษณะของตัวโคบอทเอง ถาเปนโคบอทที่ออก
แบบไวจะไดวาเวคเตอรการเคลื่อนที่ใน CJ คือ q = [θ1 θ2]T ความ
สัมพันธระหวางเวคเตอรการเคลื่อนที่ใน CJ ,q กับ เวคเตอรการเคลื่อน
ที่ใน CT ,R ดงน้ี 

 ( )q L R=  (2) 
 
 โดยที่ L ก็คือ Inverse Kinematics น่ันเอง 

 เวคเตอรสัมผัสกับการเคลื่อนที่ใน CJ , JT
r

 และเวคเตอรตั้งฉาก

กับการเคลื่อนที่ใน CJ , JJ N
r

κ  มีความสัมพันธกับ T
r

 และ N
r

κ  
ดังสมการ 
 

 J
JTT
JT

=  (3) 

    

 12

T
J J T

J J i

T T
N T H T J N

JT
κ κ

⎡ ⎤Ι −⎣ ⎦ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  (4) 

 

โดยที่  
R
LJ
∂
∂

=   คือ Jacobian Matrix น่ันเอง และ 

R
J

H ki
i ∂

∂
= ),(

1  คือ Hessian Matrix น่ันเอง 

4.3 Coupling Space (∑i) 
 ∑i เปนเสปซการทํางาน 2 มิติที่แสดงความสัมพันธระหวาง
ตําแหนงของขอตอ 2 ขอตอ น่ันคือเปนการมอง CJ ใหเปน 2 มิติทีละคู
น่ันเอง จะเห็นไดวา ∑I เปนเสปซการทํางานที่ใหคาอัตราสวนระหวาง
ความเร็วเชิงมุมของแตละขอตอเพื่อนําไปใชควบคุมการทํางานของ 
CVT น่ันเอง เวคเตอรการเคลื่อนที่ใน ∑I ,ri สามารถเขียนเปนความ
สัมพันธกับ q ไดดังน้ี 
 

 ( )i ir q= Μ  (5) 
 โดยความสัมพันธ M ในที่น้ีจะเปนเพียงการเขียน q ใหเปนคูๆ
ออกมาทีละคูน่ันเอง แตในกรณีที่การตอขอตอเขากับ CVT มีการทด
รอบเกิดข้ึน จะตองมีคาอัตราทดคูณเขากับขอตอที่ทําการทดรอบดวย 

 เวคเตอรสัมผัสกับการเคลื่อนที่ใน ∑I, it
r  และเวคเตอรตั้งฉากกับ

การเคลื่อนที่ใน ∑I , i inκ r
มีความสัมพันธกับ JT

r
 และ JJ N

r
κ ดัง

สมการ 
 

 i J
i

i J

DTt
DT

=  (6) 

 [ ]2

T
i i

i i i J J
J

t t
n D N

DT
κ κ

⎡ ⎤Ι −⎣ ⎦=  (7) 

 

 โดยที่ 
q

D i
i ∂

Μ∂
=   

 ในกรณีการตอแบบขนานนั้นจะเห็นไดวาสมาชิกหน่ึงใน ri จะเปน 
ตําแหนงของขอตอกลางซึ่งดูเหมือนวาจะไมเปนการจับคูระหวาง
สมาชิกใน  CJ แตถาดูจากสมการ (1) จะทําใหทราบไดวาตําแหนงของ
ขอตอกลางนี้มีความสัมพันธกับผลรวมของตําแหนงของขอตอทุกขอน่ัน
เอง 
4.4 Steering Space (Φ) 
 ΦI เปนเสปซการทํางาน 1 มิติที่บอกถึงตําแหนงของมุมที่ CVT 
จะตองปรับเพื่อใหการเคลื่อนที่ในเสปซตางๆเปนไปตามที่กําหนด 
ความสัมพันธระหวาง ΦI กับ ∑I จะข้ึนอยูกับลักษณะของตัว CVT ใน
กรณีของ CVT แบบหมุนที่ใชในงานวิจัยน้ีจะไดวาคาอัตราสวน
ความเร็วที่ CVT สรางออกมา[4]คือ 
 

 ( ) 2

1

sin( ) 2 cos( )
sin( ) 2 cos( )

i

i

ω
ω

Φ − Φ
Τ Φ = =

Φ + Φ
 (8) 

 
  จะไดวาความสัมพันธระหวาง ΦI กับ ∑Iหาไดดังน้ี 
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sin 2 cos
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i i
i

ii i

i

t
t

t

⎡ ⎤Φ − Φ
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ Φ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥Φ + Φ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ Φ⎣ ⎦

r  (9) 

 
 สําหรับการตอแบบขนานนั้น จะเกิดปญหาอยูอยางหน่ึงคือการที่มี
การใช CVT เกินความจําเปนมา 1 ตัว ซ่ึงจะทําใหมีสมการ constraint 
เกินมา 1 สมการ วิธีการแกปญหาดงกลาวทําไดโดยการกําหนดคา
อัตราสวนของ CVT ข้ึนมา 1 คา จากนั้นก็จะสามารถทําการแกสมการ
หาอัตราสวนของ CVT ที่เหลือได 
 เสปซการทํางานที่ไดกลาวถึงน้ีเปนเสปซการทํางานสําหรับกรณี
ทั่วไป อยางไรก็ตามอาจมีโคบอทบางลักษณะที่เสปซการทํางานซ้ํากัน
เชนในกรณีที่โคบอทมีลักษณะเปน x-y Table จะพบวา Cj และ CT เปน
เสปซเดียวกัน การหาการเคลื่อนที่ในเสปซตางๆจึงลดลง 
 ในการแปลงจาก Φ ไปสู CT จะเปน Forward Kinematic 
ธรรมดาซึ่งจะสามารถหาผลการแปลงในรูปทั่วไปไดในกรณีที่โคบอทมี
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ลักษณะโครงสรางแบบอนุกรมเชนโคบอทที่ใชในงานวิจัยน้ี ดังน้ันใน
สวนน้ีจึงไมขอกลาวถึงมากนัก 
 เม่ือหาการเคลื่อนที่ในเสปซการทํางานตางๆไดแลว จะสามารถ
ควบคุมการเคลื่อนที่ของโคบอท โดยการควบคุมการหมุนของมอเตอร
ของ CVT ได 
 
5.การควบคุมโคบอท (Cobot Control) 
 เน่ืองจากระบบการทํางานของโคบอทเปนแบบไมเชิงเสน ดังน้ัน
การควบคุมจะใชวิธี Input-Output Linearizations ในการควบคุม แต 
Parameters ที่ใชในการควบคุมจะข้ึนอยูกับตําแหนง ไมข้ึนอยูกับเวลา 
รายละเอียดในการควบคุมเปนดังน้ี 
 

 
รูปที่ 5 เสนทางการเคลื่อนที่ของโคบอท:ที่มาจาก [3] 

 
 ในการควบคุมจะตองมีเสนทางที่กําหนดไวซ่ึงก็คือ Sp ดังรูป เสน
ทางการเคลื่อนที่ของโคบอทคือ S ดังน้ันเปาหมายการควบคุมก็คือทํา
ให S ≡ SP น่ันเอง 
 ในการเคลื่อนที่ขณะใดๆ โคบอทจะเคลื่อนที่อยูบนเสนทาง S เปน
ระยะ s โดยมีเวคเตอรสัมผัสและตั้งฉากคือ T

r
และ Nκ

r
 ตามลําดับ ใน

เสนทาง SP เสนทางที่สมมูลกับ s คือ sp ซ่ึงไมสามารถวัดได แตจะหา
ไดจากสมการการควบคุม เม่ือทราบคาของ sp ก็จะสามารถหาเวคเตอร
การเคลื่อนที่สมมูลบน Sp ,Rp และเวคเตอรสัมผัสและตั้งฉาก PT

r
และ 

p PNκ
r

 ได เม่ือทราบเวคเตอรการเคลื่อนที่บน Sp ก็สามารถปรับเวค
เตอรการเคลื่อนที่บน S ใหเคลื่อนเขาหา Sp จน S ≡ SP ได สมการ
การควบคุมเปนดังน้ี 
 กําหนดให State ของระบบคือ เวคเตอรความผิดพลาดของการ
เคลื่อนที่ ดังน้ี 
 

 ( ) ( )
( ) ( )

p p

p p

R s R s R
X

R s R s R
−⎡ ⎤ ∆⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′− ′∆⎣ ⎦⎣ ⎦
 (10) 

 
 และกําหนดให Output ของระบบคือความผิดพลาดของการเคลื่อน
ที่ 
 

 Y R= ∆  (11) 
 
 จะสามารถหาพลวัตรของระบบไดดังน้ี 

 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

p p p

p p p p p p p

T s T s s
X

N s T s s N sκ κ
• ′−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥′′ ′− −⎣ ⎦

 (12) 

 

 โดยวิธี Feedback Linearization จะไดวา Control Law ของระบบ
เปนดังน้ี 
 

 1( )U M v b−= −  (13) 
โดยที ่ ( )T T

pM I TT T T= − −  (14) 
และ 2( )p p pb s Nκ′′= −  (15) 

 
 จะเห็นไดวา U ออกแบบมาเพื่อเปลี่ยนผลของความไมเชิงเสนของ
พลวัตรใหเปนเชิงเสน จากนั้น ν จึงทําหนาที่ควบคุมระบบที่เปลียน
เปนเชิงเสนแลวให Output หรือความผิดพลาดในการเคลื่อนที่เขาสู 0 
น่ันเอง  
 จาก Control Law ที่ออกแบบไวจะไดวา U สามารถแยกเปน 2 
แนว คือแนวขนานกับ T

r
และแนวตั้งฉากกับ T

r
 ไดดังสมการ 

  
แนวขนาน T

ps T U′′ =  (16) 
แนวตั้งฉาก ( )TN I TT Uκ = −  (17) 

 
 จากสมการ (16) จะสามารถหา sp ไดซ่ึงจะทําใหนําคาไปใชตอได 
โดยสรุปแลวสามารถเขียนเปน Block Diagram สําหรับการควบคุมได
ดังน้ี 
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รูปที่ 6 Block Diagram สําหรับการควบคุมโคบอท 

 
6.การใสกําลังใหกับโคบอท (Powering Cobot) 
 ในกรณีที่เปนการตอโครงขายแบบขนานนั้น จะสามารถใสกําลังให
กับขอตอกลางได ขณะที่ไมไดใสกําลังน้ัน ขอตอกลางจะหมุนอิสระโดย
ความเร็วของขอตอกลางคือ[5]  

  

 0
( )T

T
J R u

ω
Τ

=
Τ Τ

r

r r
 (18) 

โดยที่ u คือขนาดของความเร็วที่ปลายของโคบอทซึ่งเปนความเร็ว
ที่มนุษยสรางข้ึนมาเอง Τr คือเวคเตอรของ Transmission ratio ของแต
ละ CVT หรือเทากับ [T1 T2]T ในกรณีโคบอทในงานวิจัยน้ี 

ในกรณีที่ใสกําลังใหกับขอตอกลางนั้น ขอตอกลางจะมีทั้งกําลัง
และความเร็วเกิดข้ึน ความเร็วน้ีจะไมตรงกับความเร็วในสมการ (18) 
อีกตอไป ซ่ึงจะทําใหความเร็วที่ปลายโคบอทนั้นไมใชความเร็วที่มนุษย
สรางแตจะมีความเร็วดังน้ี 
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 และแรงที่ปลายโคบอทจะไมเปนไปตามที่ผูใชออกแบบ แตจะเปน
ไปตามสมการดังน้ี 
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 Fxy คือแรงที่ปลายแขนของโคบอทและ τ0 เปนแรงบิดที่ขอตอ
กลางสรางข้ึนมา 
 จะเห็นไดวาการใสกําลังใหกับโคบอทในทิศทางการเคลื่อนที่เทา
น้ัน แตในทิศทางตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ยังคงความเปน passive อยู 
การใสกําลังก็มีขอดีคือสามารถเพิ่มแรงซ่ึงจะชวยเสริมการทํางานของ
มนุษยใหไมตองออกแรงมาก ชวยชดเชยความเสียดทาน ความเรงและ
ความหนวงทรงมวล นอกจากนี้ยังสามารถควบคุมความเร็วในการ
เคลื่อนที่ของโคบอทไดอีกดวย งานวิจัยน้ีไดนําขอไดเปรียบดังกลาวมา
ใชในการชดเชยแรงโนมถวงของระบบซึ่งจากแบบที่ออกแบบไวจะเห็น
ไดวาโคบอทจะตองมีการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง ดังน้ันผูใชจะตองรับภาระ
ของแรงโนมถวงจากน้ําหนักที่โคบอทรับไว การใสกําลังจะทําใหผูใช
สามารถเคลื่อนที่ไดงายข้ึนโดยไมตองคํานึงถึงผลของนํ้าหนัก นอกจาก
น้ีในกรณีที่ไมมีการเคลื่อนที่ โคบอทยังสามารถตั้งอยูในรูปแบบเดิมได
อีกดวย 
 
7.ผลการทดลอง(Simulating Result) 
 ในสวนน้ีจะเปนการนําเสนอผลการทดลอง โดยการจําลองทางเดิน
ของโคบอท 2 แบบ คือ วงกลมและเสนตรงทํามุม 45 องศากับแนว
ระนาบ รูปที่ 7 และ 8 นําเสนอเสนทางเดินของโคบอทแบบวงกลมและ
แบบเสนตรงตามลําดับ โดยกําหนดใหมีความผิดพลาดของตําแหนงใน
ตอนเร่ิมตน จากนั้นจึงทําการควบคุมใหโคบอทวิ่งเขาสูเสนทางที่ออก
แบบไว จากรูปทั้ง 2 จะเห็นไดวาเสนทางเดินของโคบอทซึ่งแสดงดวย
เสนทึบจะวิ่งเขาหาเสนทางที่ออกแบบไวซ่ึงแสดงเครื่องหมาย + 

 
รูปที่ 7 เสนทางการเดินของโคบอทแบบวงกลม 

 
รูปที่ 8 เสนทางการเดินของโคบอทแบบเสนตรง 

 
 ในการทํางานของโคบอทนั้น โคบอทจะตานทานแรงที่กระทําใน
แนวตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ ในกรณีที่มีแรงกระทําในแนวขนานกับการ
เคลื่อนที่ มนุษยจะตองแบกรับภาระนั้นไว ดังเชนในรูปที่ 9 แสดง ภาระ
ที่มนุษยตองรับไวเน่ืองจากน้ําหนัก โดยกําหนดใหภาระดังกลาวมีคาสูง
สุด 5 กิโลกรัมและการเคลื่อนที่เปนแบบสถิต เสนทางที่เคลื่อนที่เปนดัง
รูปที่ 7 จะเห็นไดวาเม่ือตําแหนงของโคบอท อยูดานบนสุดและลางสุด
ของวงกลม มนุษยจะไมตองรับภาระจากแรงโนมถวงเน่ืองจากมีการ
เคลื่อนที่ตั้งฉากกับแรงโนมถวง และในตําแหนงอื่นๆ ภาระดังกลาวจะมี
คาเปลี่ยนไปตามทิศทางการเคลื่อนที่ดังแสดงในรูป 
 

 
รูปที่ 9 แรงโนมถวงที่มนุษยตองรับภาระไวในกรณีการเคลื่อนที่แบบวง

กลม 
 

 รูปที่ 10 แสดงคาแรงบิดที่ขอตอกลางตองกระทําเพื่อใหภาระในรูป
ที่ 9 เปนมีคาเปนศูนย 

 
รูปที่ 10 แรงบิดที่ขอตอกลางบิดเพื่อชดเชยแรงโนมถวงที่มนุษยตองรับ

ภาระ 
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8.สรุป (Conclude) 
 งานวิจัยชิ้นน้ีไดกลาวถึงการเชื่อมตอ CVT เขากับโคบอท จํานวน 
CVT ที่ใชในการเชื่อมตอทั้งในแบบขนาน การใสกําลังใหกับโคบอท 
นอกจากนี้ยังไดอธิบายวิธีการการควบคุมโคบอทซึ่งเปนแบบไมเชิงเสน 
แปรตามคาตําแหนงไมใชเวลาและในวงรอบการควบคุมยังตองหาคา
ความยาวของเสนทางที่กําหนดไว sp ไปพรอมๆกันอีกดวย โดยกอน
หนานี้ก็ไดกลาวถึงการแปลงการเคลื่อนที่ไปสูเสปซตางๆเพื่อที่จะ
สามารถควบคุมตําแหนงมอเตอรของโคบอทใหปลายโคบอทเคลื่อนที่
ตามที่ตองการได 
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333    Parallel CVT Mechanisms* 
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 CVTs are a class of transmissions that have been used extensively in several areas 
especially in automobile applications. This research work describes a mechanism utilizes 
two Infinite Adjustable Variable Transmissions: IACVTs connected together in parallel to 
provide redundant ratios of transmission. In addition, power can separately be added to or 
removed from to the system if required. Simple bond graph models of single IACVTs and 
CVT network are presented. Applications and control issues are also discussed.      

 
Keywords: CVTs, Transmission, Cobots, Collaborative Robot,  

 
 

1.  INTRODUCTION 
 CVTs or Continuous Variable Transmission is one of 
the key elements commonly used in automobile 
applications as well as on several power train systems. 
Currently, there are several commercial CVTs available. 
Most of them use friction principles and have limit range 
of ratios and operation, and in addition, they cannot 
perform positive and negative ratios without additional 
devices. For example in Fig 1, the ratio of a belt CVT 
varies by control input and output pulley diameters which 
have certain range due to geometry constraint.  
 The transmission ratio of CVTs used in this work is 
an infinitely adjustable that range from  -∞  to ∞  
[1,2,4,5]. These CVTs firstly introduced as a components 
for a new class of robotic device called Cobots, 
Collaborative Robots [1].  
   

 
Figure 1: V-belt.  Source from [10] 

 
 Unlike conventional applications of CVTs, this paper 
presents an ongoing work on a mechanical power system 
that used redundant CVTs.  
______________________________________________ 
*Presented at 2004 JSAE Annual Congress 
1), 2) Human Robotics Laboratory, Dept. of Mechanical 
Engineering, Chulalongkorn University 
Bangkok 10330, Thailand 
witaya.w@eng.chula.ac.th 
 
 

 
This mechanical network requires numbers of CVTs 
equal to number of DOF of the mechanism. In our case, a 
two DOF mechanism prototype that connected with two 
parallel CVTs is being build and tested. 
  

2. IACVTs : INFINITELY ADJUSTABLE CVTs 
 A simplest CVT is a mechanism that have been used 
for a long time is a wheel. Colgate, Peshkin and 
Wannsuphoprasit [1] proposed a wheel joints as a CVTs 
to couple linear velocities. Refer to Fig 2, the ratio 
between Vy and Vx is tan(α), where α is a steering angle 
of the wheel. The ratio is adjustable.  
 

           
 
α(deg) 0 45 90 135 
ratios ∞  1 0 -1 
 

Figure 2: Wheel IACVT [1] 
 
While wheel CVT is simple and easy to use, for 
application that required rotational motion, additional 
transmissions or different CVTs are needed. Moore and 
Peshkin [2,4], proposed a spherical IACVT that couple 
angular velocities of input and output shaft.     
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Figure 3: Spherical IACVT [1] 
 
Refer the Fig 3, the sphere acts like a friction gear. The 
sphere is constrained in the center. Only movement that 
allowed is the rotation about so called an axis of rotation. 
The transmission ratio of input to output is ratio of d1/d2 . 
Given φ the steering angle. The details of work can be 
found in ref [4]. The effective transmission ratio T can be 
written as 
     

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ °−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==≡ − 45

2
tantantan 1

1

2

1

2 α
ω
ω

d
dT

 (1) 

 
 

3. PARALLEL IACVTs 
 Most applications utilize one CVT to transmit and 
change ratio of flow/effort between input and output. This 
section describes mechanisms that use several CVTs 
coupling single input and multiple outputs.  
 
3.1 Parallel wheel IACVTs  
 In recent years, several researchers proposed 
mechanisms using several wheel CVTs. In 1997 
Wannasuphoprasit [6] introduced Scooter, a passive 
mechanism that used three wheel CVTs commonly 
coupled to the ground. Scooter has planar workspace 
(x,y,θ). The direction of motions depends on the wheel 
steering angles. Path movement can be controlled by 
steering each wheel according to the control law. Scooter 
can be control in translation (x-y) and rotation (θ). Refer 
to Ref [6] for details of this work.  
  

    
                     Figure 4: Scooter [6]  
 
 Another work introduced later last year was a 3D 
Passive Manipulator that used similar three wheel CVTs 
similar to Scooter. Rather than using ground (floor) as a 
common link, however, all three wheel CVTs are coupled 
directly to a sphere. Another key difference is all wheel 
CVTs are stationary, but the sphere moves. The sphere 
has three-rotation workspace (roll, pitch, yaw). The 
rotation axis of the sphere is determined by wheel 

steering angles.  
 Since the sphere workspace has limited applications, 
here a manipulator mechanism is placed on top of the 
sphere and convert roll, pitch, and yaw sphere rotations to 
x, y, and z transnational workspace [8]. 
 

 
 

Figure 5: 3DP Manipulator 
 
 Parallel wheel IACVT mechanisms have several 
advantages. They are stiff and can handle reasonable 
load. One application of these devices is a guidance 
machine. In an automobile plant, an Industrial version of 
Scooter had developed and tested to guide human 
operator in heavy assembly job.    
 
3.2 Powered Parallel Spherical IACVTs  
 Although parallel wheel IACVT mechanisms 
performed well and even tested in a real application [7], 
there are several shortcomings. First it is difficult to 
extend more than three wheel CVTs. Second there is no 
effective way to inject power to system. One solution is to 
power the wheel itself, but normally will required at least 
two powered wheels. Also this posts a challenge design 
problem on the wheel CVTs requiring quick response and 
continuous steering angle without joint limits.  
 To solve this problems, Moore [2], and 
Wannasuphoprasit [7] used a parallel network of 
spherical CVTs that can add powered to the system.  
 
  
 
 
 
  

 
 

Figure 6: Parallel CVT Network.  
In this case two CVTs are used. 
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 The system has one common input and multiple 
outputs. The number of CVTs required is equal to number 
of outputs. The inputs of each CVT are connected to the 
common link (common input) and the outputs of each 
CVTs are then independently controlled by its own 
transmission ratio. The great advantage of this 
arrangement is that the system requires only one power 
source regardless of numbers of outputs. The system is 
the most efficient because all power will transmit to the 
direction of motion. There were previous works and 
prototypes [2,7] on parallel spherical CVTs. However, 
several issues need to be addressed, for example, CVTs 
compliance effects, Internal Inertia effect of the 
transmission, gravitational compensation on the output, 
and various control issues.  

 
Figure 7: Parallel IACVT Test bed  

 
 To investigate and verify these challenges, we 
designed a parallel CVT test bed consisting of two 
spherical IACVTs [9]. The design is simple and 
symmetry. Both inputs of CVTs are connected together 
by a common shaft, which is attached with a power 
motor. The outputs are intentionally designed to open, so 
they can be used in several configurations. Each CVT is 
preloaded by springs inside stiffeners. The preload force 
can be easily adjusted.     
 
3.3 Modeling 
 To have a better understanding of the Parallel 
IACVT characteristics, we model this mechanism. First 
single spherical CVT is modeled using bond graph. A 
simple bond graph is shown below. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Here, d1 and d2 are the distances from rolling axis of the 
sphere to input and output rollers (see Fig 3), r is the 

roller radius, and J is the moment of inertia of  the sphere 
(Jsphere = 2mr2 / 5). The ratios of both transformers are 
adjustable and are function of steering angle α. From the 
bond graph above, it is easily to see that the overall 
transmission relations of effort and flow from input to 
output are: 
  

2
1 2

1

2
1 2

1

output input input

input output output

de m m e e
d
df m m f f
d

= =

= =

 

 
For bond graphing our test bed, the inputs are connected 
together and have the same velocity.  The motor inertia is 
included. Note that all friction and small pulley, shaft, 
and roller inertia, are neglected. Fig 8 shows the bond 
graph model of complete test bed system.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 8: A Bond Graph Model of Parallel Spherical 
CVTs  

 
3.4 Prototyping 
 According to the design details in last section, the 
test bed is constructed and assembled. The sphere is made 
of 4-inch acrylic. The steering rollers, input and output 
rollers are custom made from polyurethane. All frames 
and structures are made from aluminum. The pictures of 
the test bed prototype are displayed in Fig 9-10.           
  

  
 
 

Figure 9: Top and Bottom Pictures of the Stiffener 
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Figure 10:  Isotropic Picture of the Parallel IACVT 

Prototype 
 

4 SUMMARY 
 We described the parallel network of wheel CVTs 
and spherical CVTs. The spherical CVT network has 
advantage in expandability and flexibility of adding 
power to the system. This unique system requires only 
one power source regardless of numbers of outputs. The 
simple bond graph models of single spherical CVTs and 
parallel spherical CVT mechanism are proposed. In 
addition we designed and developed a test bed prototype 
to investigate characteristic and control aspects.  
 

5 APPLICATIONS AND FUTURE WORK 
 Kinematics of these work have been analyzed in 
some certainS. The details can be found in Ref [2,5,6].  
On-going work are modeling of this system in more 
details such as including slip of roller and sphere. 
Furthermore we are interested in dynamics behavior, 
inertia transparency, and apparent isotropic inertia of 
operation, and gravitational compensation control and for 
an attached mechanism.    
 Applications of these concepts are enormous. For 
examples, we can connect a close chain mechanism at the 
outputs of test bed and become a robotics manipulator. 
Other applications include multi DOF mechanisms such 
as all wheel drive vehicle.    

 
Figure 11: A manipulator prototype. 

   

        

MOTOR

 
  

Figure 12: Illustrations of CVT network applications in 
mobile mechanism 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

 
นายธนโชติ ชีพสุมล เกิดเมื่อวันที่ 24 ตุลาคม พ.ศ.2521 ที่กรุงเทพมหานคร หลังจากจบ

มัธยมศึกษา ปที่ 6 จาก โรงเรียน ปทุมคงคา ไดเขาศึกษาตอในคณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัย และสําเร็จการศึกษาในระดับปริญญาตรีวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิชา
วศิวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปการศึกษา 2542 และได
เขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะ
วิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปพ.ศ. 2543 

ในระหวางศึกษาระดับปริญญาโทนี้ ผูเขียนไดเขียนบทความเขาสูการประชุมวิชาการ
ระดับชาต ิ2 บทความคือ “Cobot แบบแขนกล” ซึ่งตีพิมพในการประชุมวิชาการเครือขายเครื่องกล
แหงประเทศไทยครั้งที่ 15, พศ. 2544 และ “โคบอทแบบขนาน” ซึ่งตีพิมพในการประชุมวิชาการ
เครือขายเครื่องกลแหงประเทศไทยครั้งที่ 17, พศ. 2544 และมีบทความที่รอการตีพิมพในการ
ประชุมวิชาการระดับนานาชาติคือ “Parallel CVT Mechanisms” ซึ่งรอการตีพิมพใน JSAE 
Annual Congress, October 2004 
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