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คําอธิบายสัญลักษณ

 A เมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix) ของ E หรือ F เทียบกับ U

 c ความเร็วของเสียง (speed of sound)

 oc คาความเร็วเสียงอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ

Cp คาความรอนจําเพาะที่ความดันคงที่

Cv คาความรอนจําเพาะที่ปริมาตรคงที่

dpi คาระยะหางของจุดตอ (nodal spacing value)

 e พลังงานภายใน

 E เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน x

F เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืดในทิศแกน y

nF
~ ปริมาณฟลักซแบบเชิงเลข

 g แรงโนมถวงโลก

 h  คาเอนทัลป (enthalpy)

 H คาเอนทัลปรวม (total enthalpy)

 J เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน y

 M เมตริกซการแปลง (transformation matrix) จากตัวแปรเชิงอนุรักษ

 เปนตัวแปรปฐมภูมิ

m มวล
 n̂ เวกเตอรหนึ่งหนวย  ในทิศทางตั้งฉากกับดานของเอลิเมนต
nx, ny ทิศทางโคไซน (direction cosine) ของเวกเตอร  n̂  ในแนวแกน x และ y  ตามลําดับ

p ความดัน

 op   คาความดันอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ

 pc จุดศูนยถวงของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

R คาคงที่ของกาซ (Gas constant)
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คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ)

T อุณหภูมิ

t เวลา

 U เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables)

 nU เวกเตอรความเร็วที่ตั้งฉากกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา

u ความเร็วในแนวแกน x

v ความเร็วในแนวแกน y

 V
r ความเร็วในรูปของเวกเตอร

 tV   เวกเตอรความเร็วที่ขนานกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา

Γ ขอบของการไหล

Ω โดเมนของการไหล

γ อัตราสวนของคาความรอนจําเพาะที่ความดันคงที่ ตอปริมาตรคงที่

 ε พลังงานรวม (total energy)

ρ ความหนาแนน

 oρ คาความหนาแนนอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ

σ ความเคนในแนวตั้งฉาก (normal stress)

τ ความเคนเฉือน (shear stress)

 δ ความยาวของดานรวมของเอลิเมนต

λ คาเจาะจง (Eigenvalue) ของ A

Λ เมตริกซทแยงของคาเจาะจงของ A

α คาสัมประสิทธิ์อัลฟา สําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมน

β คาสัมประสิทธิ์เบตา สําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมน



บทที่  1
บทนํา

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา

การศึกษาถึงผลกระทบของการระเบิดใตน้ําที่มีตอโครงสรางของทองเรือเปนการ
ศึกษาเชิงประยุกต  โดยการนําเอาทฤษฎีทางดานกลศาสตรของของไหล มาประยุกตรวมกับ
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method)  เพื่อทําการคํานวณเพื่อแสดงลักษณะการ
เกิดคลื่นช็อก (shock wave)  อันเนื่องมาจากแรงกดดันของการระเบิดใตน้ํา  โดยผลจากพลังงาน
ของคลื่นช็อกจะทําใหเกิดการกระจายของแรงดัน (pressure) บนโครงสรางทองเรือ  ซึ่งจะทําให
เกิดความเครียดอันจะนําไปสูการเสียหายของโครงสรางทองเรือ  ดังนั้นการศึกษาเชิงประยุกตนี้จะ
ชวยในการพยากรณภาระการรับแรง  และความนาจะเปนของลักษณะการเกิดความเสียหายของ
โครงสรางทองเรืออันเนื่องมาจากพลังงานของคลื่นช็อก นอกจากนี้ยังกอใหเกิดประโยชนทางวิชา
การเปนอยางมาก  ในดานการพัฒนาอัลกอริทึมสําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ (adaptive remeshing)   ดวยวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay 
triangulation) โดยการประยุกตเทคนิคการแบงเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหมีขนาดเล็กลง 
(refinement)   และสามารถควบคุมอัตราสวนระหวางความยาวดานที่ยาวที่สุดและดานตั้งฉาก
ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่นอยที่สุด (aspect ratio)  ซึ่งการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่สามารถ
ปรับตัวได  สามารถที่จะนําไปประยุกตใชไดกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต สําหรับการคํานวณ
ดานกลศาสตรของแข็ง  การถายเทความรอน  และกลศาสตรของไหล  โดยในการศึกษานี้จะนํามา
ประยุกตกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัลกอริทึมอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered) 
สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-
stepping)  สําหรับการคํานวณปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งใน
สภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว (steady state and unsteady state high-speed inviscid 
compressible flows)  ซึ่งถูกควบคุมโดยระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส

สุดทายจะนําเอาผลการศึกษาเชิงทฤษฎีและเชิงประยุกตดังกลาว  มาใชในการ
พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําเร็จรูปที่สามารถนําไปใชแกปญหาในลักษณะเดียวกันแตมีเงื่อนไข
ขอบเขต (boundary conditions) หรือขอบเขตของโดเมนที่แตกตางกัน  โดยโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ไดเปนโปรแกรมที่สามารถสรางรูปทรงทางเรขาคณิตซับซอนของปญหา  และ
ขอบเขตของโดเมนแบบปฏิสัมพันธในโหมดกราฟก (interactive computer graphics)   แกระบบ
สมการของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  และแสดงผลลัพธในรูปแบบกราฟกที่หลาก
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หลาย  ซึ่งจะมีประโยชนอยางมากตอการนําไปใชในทางปฏิบัติ  และสามารถที่จะพัฒนาตอเพื่อ
ชวยในการพัฒนาเทคโนโลยีการคํานวณสําหรับภาคอุตสาหกรรมอื่นๆไดตอไป

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย

1.2.1 ศึกษาระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในระนาบสองมิติ  สําหรับปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว (unsteady state 
high-speed compressible flows)

1.2.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered 
finite element)  สําหรับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส

1.2.3 ประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay Triangulation)  สําหรับการ
แบงโดเมนของปญหาการไหลในระนาบสองมิติ

1.2.4 พัฒนาระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing) ในระนาบ
สองมิติ  ภายใตแนวคิดของวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน

1.2.5 ปรับปรุงผลลัพธของระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  โดยการประยุกตใช
งานรวมกับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

1.2.6 สรางโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยในการสรางโดเมน การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมโดย
อัตโนมัติ  และการแสดงผลลัพธในรูปแบบกราฟก เชน  การแสดงผลความสัมพันธ
แบบ x-y (XY plot)  การแสดงผลเสนชั้น (contour plot)  เปนตน  โดยโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ไดจะทํางานแบบปฏิสัมพันธในโหมดกราฟก (interactive computer 
graphic program)  และนําโปรแกรมที่ไดมาใชในการวิเคราะหปญหาการไหล

1.3 ขอบเขตของการวิจัย

ขอบเขตของการศึกษาที่สอดคลองกับวัตถุประสงคขางตน  มีดังตอไปนี้
1.3.1 ศึกษาระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในระนาบสองมิติ  สําหรับปญหา

การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  และระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

1.3.2 ศึกษาวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay Triangulation) และระเบียบวิธี
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing) ในระนาบสองมิติ

1.3.3 สรางโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยในการสรางโดเมน  การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
โดยอัตโนมัติ  และการแสดงผลลัพธในรูปแบบกราฟก เชน  การแสดงผลความ
สัมพันธแบบ x-y (XY plot)  การแสดงผลเสนชั้น (contour plot)  เปนตน  โดย
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โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดจะทํางานแบบปฏิสัมพันธในโหมดกราฟก (interactive 
computer graphic program)  เพื่อนําไปวิเคราะหปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมี
การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวทั้งสําหรับของไหลที่เปนอากาศและน้ําทะเล

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ

1.4.1 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร  สําหรับระบบสมการเชิง
อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในระนาบสองมิติ  สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแต
มีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

1.4.2 สามารถนําเอาระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  มาใชในการแกปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวในระนาบสองมิติ  
โดยการประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

1.4.3 สามารถประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay Triangulation)  และ
พัฒนาระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติในระนาบสองมิติ  และสามารถที่
จะนํามาประยุกตใชกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

1.4.4 ทําใหเกิดการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรในลักษณะของโปรแกรมสําเร็จรูป 
(application)  ที่สามารถนําไปใชแกไขปญหาที่มีรูปรางหรือเงื่อนไขขอบเขตที่แตก
ตางกันได  ซึ่งโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดสามารถที่จะชวยลดเวลาการสรางโมเดลที่มี
ความซับซอนไดมาก

1.4.5 สามารถที่จะพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรอยางตอเนื่อง  เพื่อใหสามารถนําไปใชใน
เชิงพาณิชย

1.4.6 ลดการพึ่งพาโปรแกรมสําเร็จรูปจากตางประเทศ

1.5 วิธีดําเนินการวิจัย

1.5.1 ศึกษาหลักการและทฤษฎีที่เกี่ยวของกับวิทยานิพนธ
1.5.2 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อทดสอบ  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนโดย

อัตโนมัติ
1.5.3 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร  สําหรับการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

อัปวินดเซลลเซนเตอรสําหรับของไหลที่เปนอากาศ
1.5.4 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร  สําหรับการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

อัปวินดเซลลเซนเตอรสําหรับของไหลที่เปนน้ําทะเล
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1.5.5 ทดสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมา  ดวยการเปรียบ
เทียบผลลัพธที่ไดกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง

1.5.6 ประดิษฐโปรแกรมดานคอมพิวเตอรกราฟก  เพื่อรวมโปรแกรมที่ไดจากขั้นตอนขางตน
เขาดวยกัน

1.5.7 ประยุกตโปรแกรมสําหรับการแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็ว
สูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว

1.5.8 จัดทํารายงานเพื่อนําเสนอ และสรุปผล



บทที่  2
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ

งานวิจัยฉบับนี้มีความเกี่ยวของกับแนวความคิดทางทฤษฎีสองประการหลัก ๆ 
ดังนี้  ประการที่หนึ่ง ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered) 
สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-
stepping)  สําหรับการคํานวณปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง (high-
speed inviscid compressible flows)   ประการที่สองการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน
(Delaunay triangulation)  และระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing 
technique)  โดยมีแนวคิดพื้นฐานโดยสังเขปดังตอไปนี้

2.1 แนวคิดและทฤษฎีเกี่ยวกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  
จะถูกควบคุมโดยระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบ
อนุรักษ (conservation form) ไดดังนี้
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∂
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∂
∂ (2.1)

โดย { } U  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังนี้
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ρ  หมายถึง คาความหนาแนน u  และ v  หมายถึง คาความเร็วในแนวแกน x และ y ตามลําดับ 
และ ε  หมายถึง คาพลังงานรวม (total energy)  สวน { }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของ
ปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน x และ y ตามลําดับ  ดังนี้
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p  หมายถึง คาความดัน และ { }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงและพลังงานเนื่องจากน้ําหนักในทิศ
แกน x และ y ตามลําดับ  ดังตอไปนี้

{ }

( )



















+

=

yx

y

x

vfufρ
ρf
ρf
0

J (2.4)

xf  และ yf  หมายถึงแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน x และ y ตามลําดับ  สําหรับพลังงานรวม 
(total energy)  จะประกอบดวยพลังงานภายใน (internal energy) e และพลังงานจลน (kinetic 
energy)  ดังนี้

2
vueε

22 +
+= (2.5)

การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนต  โดยการประยุกตใชระเบียบวิธีอัปวินดเซลล
เซนเตอร (upwind cell-centered)  จะใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  [1,2]  และเขียน
สมการ (2.1) ใหอยูในรูปอินทิกรัลบนเอลิเมนต [3]  โดย Ω  หมายถึงพื้นที่ของเอลิเมนต ดังนี้
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เมื่อทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method of weighted 
residuals) และประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss theorem) เขากับสมการ (2.6)  ก็จะทําใหได
สมการไฟไนตเอลิเมนตระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร  สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมี
การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  ดังนี้

[ ] { } { } ∆tJGδ∆t∆UAδ
2
∆tI

3

1i

n
i

3

1i
i ∑ +

Ω
−=





∑
Ω

+
==

(2.7)

โดย [ ]I  หมายถึง เมตริกซเอกลักษณขนาด 4x4  สวน iδ  หมายถึง ความยาวของดานลําดับที่ i 
ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  และ { }G  หมายถึง ปริมาณฟลักซแบบไมหนืดเฉลี่ย ดังนี้
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สวน A  หมายถึง คาดีเทอรมิแนนทของเมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix)  ดังจะไดกลาวราย
ละเอียดทั้งสําหรับกรณีที่ของไหลเปนอากาศและน้ําทะเลในบทถัดไป

2.2 แนวคิดและทฤษฎีเกี่ยวกับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน

การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ใชในวิทยานิพนธฉบับนี้  จะอางอิง
จากงานวิจัยของ Weatherill, et. al. [4]  และ Karamete, et. al. [5]   โดยไดนําเสนอเทคนิคการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณสมบัติเดอลอนเน  ซึ่งเปนสามเหลี่ยมที่มีลักษณะใกลเคียงกับ
สามเหลี่ยมดานเทามากที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับสามเหลี่ยมที่สรางดวยวิธีอ่ืน [6]  และวิธีการ
แทรกจุดตอภายในโดเมนเพื่อแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหเล็กลง  โดยแนวคิดทั้งสอง
สามารถที่จะทําการแบงโดเมนออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมไดตามที่ตองการ  โดยสามารถใชได
ทั้งกรณีที่เปนโดเมนอยางงายและโดเมนที่รูปรางซับซอน

แนวคิดโดยสรุปของการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณสมบัติเดอลอนเน  ก็คือ
การเลือกเชื่อมตอเสนตรงระหวางจุดตอสองจุดที่กําหนด  เพื่อใหเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่จะตอง
ไมมีจุดตอใดๆของเอลิเมนตสามเหลี่ยมอยูภายในวงกลมที่ลอมรอบสามเหลี่ยมนั้นๆ  หรืออีกนัย
หนึ่งสามารถกลาวไดวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณสมบัติเดอลอนเน  หมายถึงเอลิเมนต
สามเหลี่ยมที่ผานคุณสมบัติ Empty circumcircle [5,6] เทานั้น

สวนแนวคิดโดยสรุปของวิธีการแทรกจุดตอภายในโดเมน  จะทําการแทรกลงตรง
ตําแหนงจุดศูนยถวง (centroid) ของสามเหลี่ยมที่ผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์อัลฟา (alpha 
test) และเบตา (beta test)  โดยคาสัมประสิทธิ์ทั้งสองจะใชในการควบคุมความหนาแนนของ
จํานวนสามเหลี่ยมซึ่งจะมีผลตอรูปรางของสามเหลี่ยม  และควบคุมความสม่ําเสมอของการสราง
สามเหลี่ยมโดยการตรวจสอบระยะหางจากจุดตอที่ถูกแทรกในครั้งที่ผานมาตามลําดับ  การผสม
ผสานระหวางคาสัมประสิทธิ์ทั้งสองจะสงผลตอรูปราง  ขนาดและจํานวนของสามเหลี่ยมที่ถูก
สรางขึ้นมาทั้งหมด

สําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing 
technique)  ที่ใชในวิทยานิพนธฉบับนี้  เปนเทคนิคที่คิดขึ้นมาใหมโดยอาศัยแนวคิดพื้นฐานมา
จากอัลกอลิทึมเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ผสมผสานกับแนวคิดของการเลือกตัวชี้วัดคา
ความผิดพลาด (error indicator) [2,7]   ซึ่งคาที่ไดจะใชเปนตัวกําหนดขนาดของเอลิเมนต
สามเหลี่ยมที่จะถูกสรางในการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติคร้ังถัด ๆ ไป  ซึ่งเปนวิธีการสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยมขึ้นมาใหมทั้งหมด  จากขอมูลของเอลิเมนตสามเหลี่ยมในครั้งที่ผานมา  และ
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สงผลใหเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากในบริเวณที่เกิดคลื่นช็อก  และเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขนาดใหญในบริเวณอื่น ๆ ที่เหลือ

2.3 เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ

การศึกษานี้เปนการศึกษาในลักษณะของเชิงประยุกต ดังนั้น  จึงไดทําการศึกษา
จากบทความในวารสารที่ใหความรูในเชิงทฤษฎีที่สามารถนํามาประยุกตใชกับงานวิจัย  โดยองค
ความรูที่ทําการศึกษาจากบทความในวารสาร  สามารถแบงออกไดเปนสองกลุม  ดังนี้  กลุมที่หนึ่ง
เกี่ยวกับการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-
centered)  สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง 
(explicit time-stepping)  สําหรับการคํานวณปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่
ความเร็วสูง (high-speed compressible flows)  และการเลือกตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด
(error indicator)  สวนกลุมที่สองเกี่ยวกับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีเดอลอนเน  และ
ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing technique)  ดังตอไปนี้

Roe [8]  ไดทําการศึกษาวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับปญหาที่ถูกควบคุมดวย
สมการเชิงอนุพันธยอยออยเลอรในรูปแบบไฮเปอรโบลิก (hyperbolic) โดยการทดสอบความถูก
ตองกับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ (shock in a tube)  หรือปญหาไลแมนน (Riemann 
problem)  โดยในเอกสารไดนําเสนอใหเขียนสมการเชิงอนุพันธยอยออยเลอรใหอยูในรูปแบบของ
เวกเตอรพารามิเตอร (parameter vector) ประกอบกับสมการสถานะของกาซ (Gas equation of 
state) ก็จะทําใหสามารถหาคาเมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix) ซึ่งสามารถนําไปใชในการแก
ปญหาตอไป  โดยการประยุกตเขากับระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง  เพื่อประมาณผลลัพธของปญหา
ไลแมนน

0HGFu zyxt =+++ (2.9)
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Gnoffo [3]  ไดนําเสนอวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับปญหาที่ถูกควบคุมดวย
สมการเชิงอนุพันธยอยออยเลอร/นาเวียร-สโตกส ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม  โดยอาศัยแนวคิดที่
นําเสนอโดย Roe [8]  มาประยุกตเปนระเบียบวิธีอัปวินดแบบแนบนัย (implicit upwind method) 
บนโดเมนการคํานวณแบบตาขายสี่เหลี่ยม (rectangular mesh)  เพื่อใหอัลกอริทึมมีความเสถียร
อันเปนผลมาจากธรรมชาติของอัปวินดของประมาณปริมาณฟลักซ  ที่ไหลผานผนังของเอลิเมนต

Huang [9]  ไดทําการศึกษาวิธีการคํานวณการตอบสนองทางไดนามิกสของโครง
สรางที่อยูใตน้ําเมื่อถูกกระทบโดยพัลซของความดัน (pressure pulse) ดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  
โดยจะทําการคํานวณสมการการเคลื่อนตัวของแผนระนาบไปพรอม ๆ กับระบบสมการเชิงอนุพันธ
ยอยนาเวียร-สโตกสที่ไมมีสมการพลังงาน  และอาศัยสมการสถานะของ Tait (Tait equation of 
state)  ในการแสดงความสัมพันธระหวางความหนาแนนและความดันของของไหล  ซึ่งสามารถใช
ไดทั้งของไหลที่เปนอากาศ  น้ํา และน้ําทะเล  ซึ่งมีรูปแบบดังนี้
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∂
∂

=   หมายถึง  คาความเร็วเสียงอางอิงในสภาวะที่ไมถูกรบกวน  และ

ในสภาวะเอนโทรปมีคาคงที่ (isentropic)
op   หมายถึง  คาความดันอางอิงในสภาวะที่ไมถูกรบกวน

oρ   หมายถึง  คาความหนาแนนอางอิงในสภาวะที่ไมถูกรบกวน

n  หมายถึง  คาคงที่เทากับ 7.15 ในกรณีของน้ําทะเล

Peraire et al. [7]  ทําการศึกษาเกี่ยวกับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  สําหรับนํามาใชปรับปรุงคุณภาพของผลลัพธในสภาวะคงตัว (steady state) ของระบบ
สมการออยเลอร (Euler equations)  โดยนํามาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิ-
เมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-stepping)  
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ใชในบทความจะใช  อัลกอริทึมการสรางฟอนตแบบคืบหนา 
(advancing front algorithm)  ซึ่งใชหลักการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมโดยเริ่มตนจากบริเวณขอบ
ของโดเมนเขาสูภายในของโดเมน   โดยที่ขนาดของ  เอลิเมนตสามเหลี่ยมจะถูกควบคุมดวยอัตรา
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สวน streching (streching ratio)  ซึ่งเปนอัตราสวนระหวางความยาวของดานที่ยาวที่สุดและ
ความยาวของดานตั้งฉากกัน (ดานที่สั้นที่สุด)

สําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็อาศัยอัลกอริทึมการสราง
ฟอนตแบบคืบหนาเชนกัน  แตขนาดและทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมจะถูกควบคุม
ดวยตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  (error indicator)  โดยในบทความจะใชปริมาณอนุพันธยอย
อันดับสองของคาความหนาแนนของไหลเปนตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  สําหรับเอลิเมนตใด ๆ 
เอลิเมนตหนึ่ง (e) ในหนึ่งมิติสามารถแสดงไดโดยสมการ (2.11) ดังนี้
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e

2
i

2

ieie x
ρxhx

2
1E

∂
∂

−= (2.11)

โดย ix  หมายถึง ตําแหนงใดๆของจุดบนเอลิเมนตตามแนวแกน x  และ eh หมายถึง ความยาว
ของเอลิเมนต  สําหรับคารากที่สองของกําลังสองเฉลี่ยของคาความผิดพลาดทองที่ (local error, 
Ee) จะเปนดังในสมการ (2.12)

( )
e

2
i

2
2
e

2
1

e
2
i

2

iei
RMS
e x

ρh
11
1

x
ρxhx

2
1E

∂
∂

≈








∂
∂

−= (2.12)

ดังนั้น  สําหรับปญหาสองมิติการประมาณขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่สอด
คลองกับขนาดความผิดพลาด  สามารถแสดงไดโดยสมการ (2.13)

max
2
min2

2

2
2
22

1

2
2
1 λhconstant

x
ρh

x
ρh ==

∂
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=
∂
∂ (2.13)

โดยที่ λmax หมายถึง ปริมาณหลักที่มีคามากที่สุดในโดเมน

Probert et al. [10]  ไดทําการศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  และกระบวน
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  สําหรับการคํานวณผลลัพธที่ขึ้นกับเวลาของปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัว  โดยนํามาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิ
เมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบผลตางสืบเนื่องตรงกลาง (central 
difference time-stepping)  สําหรับตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาดที่ใชในบทความจะใชคาตัวแปร
อนุรักษ (conservation variables) ที่ไดจากการคํานวณ  โดยจะนํามาคํานวณในรูปแบบของคา
สัมประสิทธิ์ Pressure-Switch (Pressure-Switch coefficient)  ดังนี้
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โดยที่
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คาคงที่ α จะถูกกําหนดใหมีคาเทากับ 0.01  และ  Cv หมายถึง คาคงที่ที่ถูก
กําหนดโดยผูใช (user-specified constant)   สําหรับขนาดความผิดพลาดที่ไดจากสมการ (2.14) 
จะถูกนํามาใชในการปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมภายในโดเมน  โดยเปรียบเทียบกับคา 
Emin และ Emax ที่กําหนดขึ้นมา  โดยจะทําการปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหเล็กลงถา
หาก EI มากกวา Emax  และในทางกลับกันปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหโตขึ้น  ถาหาก 
EI นอยกวา Emin  โดยในบทความไดเสนอแนะใหใชคา Emin และ Emax เทากับ 0.1 และ 0.25 
ตามลําดับ  สําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ก็อาศัยอัลกอริทึมการสราง
ฟอนตแบบคืบหนาเชนเดียวกับบทความขางตน  เพียงแตในบทความนี้ไมไดเสนอแนะวิธีการปรับ
ทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยม   ดังนั้นอัลกอริทึมการสรางฟอนตแบบคืบหนาในบท
ความนี้จึงไมมีคุณสมบัติการปรับทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  (directional 
control)

Bibb et al. [11]  ทําการศึกษาเกี่ยวกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหา
การไหลที่ความเร็วสูงผานรูปทรงซับซอนในสามมิติ  โดยการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตจากแนว
คิดของการไหลผานดานของเอลิเมนต  ซึ่งเปนแนวคิดที่เร่ิมตนมาจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
(finite volume)  สวนปริมาณของฟลักซจะถูกคํานวณโดยใชเทคนิคการแบงปริมาณเวกเตอร
ฟลักซระหวางดานรวมของเอลิเมนต (flux vector splitting)

( ) 0S FFF
3
1 

V
1

dt
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∈

(2.15)

โดยตัวหอยทาย k หมายถึง แนวแกน x, y และ z ตามลําดับ สวนตัวยกขึ้นบน l, m และ n หมาย
ถึงโหนดทั้งสามของดานของเอลิเมนตทรงเหลี่ยมสี่หนา  iF  หมายถึง ดานทั้งหมดของเอลิเมนต
ทรงเหลี่ยมสี่หนาสามมิติ  iV  หมายถึง ปริมาตรของเอลิเมนตทั้งหมดที่มีจุดปลายเชื่อมตอกับจุด
ที่ i f

kS  หมายถึง เวกเตอรที่ตั้งฉากกับดานของเอลิเมนตสามมิติในแนวแกน x, y และ z  สวน iU
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หมายถึง เวกเตอรซึ่งประกอบดวยตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ของโหนดที่ i  ซึ่ง
สามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปแบบทั่วไปของ { }U  ไดดังนี้

{ }















=

ρε
vρ
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U r

และ Fk(U) หมายถึง เวกเตอรซึ่งประกอบดวยปริมาณฟลักซในทิศแกน x, y และ z ตามลําดับดังนี้
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สมการขางตนไดถูกนําไปประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ชื่อ FELISA  และไดนํา
มาประยุกตเพื่อแสดงลักษณะการไหลและการเกิดคลื่นช็อกของอากาศที่ผานอากาศยานรุน X-33 
ขององการอวกาศ NASA

ปญญา จันทรไพแสง [1]  ไดทําการศึกษาวิธีการคํานวนการไหลแบบไมหนืดแต
มีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัว (steady state high-speed inviscid compressible 
flows)  ในระนาบสองมิติ ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-
centered finite element)  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-stepping)  รวม
กับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing)  เพื่อปรับปรุงคุณภาพของ
ผลลัพธใหมีความแมนยํามากขึ้น

สําหรับการสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  ในงานวิจัยเสนอแนะใหใชปริมาณ
อนุพันธยอยอันดับสองของคาความหนาแนนของไหลในระนาบสองมิติ สามารถเขียนใหอยูในรูป
ของเมตริกซ ดังในสมการ (2.16)
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โดยในการคํานวณคาสูงสุดของปริมาณอนุพันธยอยอันดับสองของคาความหนา
แนนของของไหล  หมายถึงการคํานวณปริมาณหลัก (principal quantities)  ซึ่งจะทําใหผลคูณ
อนุพันธขวาง (cross derivatives)  ในสมการ (2.16) หมดไป  และจะไดความสัมพันธของปริมาณ
หลัก และขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมสําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ดัง
ในสมการ (2.17)

max
2
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2
2
22

2
2
1 λhconstant
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ρh ==

∂
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=
∂
∂ (2.17)

สวนทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมตามแนวคลื่นช็อก  จะถูกกําหนด
ในรูปของมุมที่วัดโดยเทียบกับแนวแกนหลัก (α) ดังในสมการ (2.18)
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การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมในวิทยานิพนธ จะใชอัลกอริทึมการสรางฟอนต
แบบคืบหนา (advancing front algorithm)  ซึ่งใชหลักการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมโดยเริ่มตน
จากบริเวณขอบของโดเมนเขาสูภายในของโดเมน  โดยที่ขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมจะถูกควบ
คุมดวยอัตราสวน streching (streching ratio)  ซึ่งเปนอัตราสวนระหวางความยาวของดานที่ยาว
ที่สุดและความยาวของดานตั้งฉากกัน (ดานที่สั้นที่สุด)

Dechaumphai และ Limtrakarn [2]  อธิบายวิธีการวิเคราะหปญหาการไหล
แบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัว (steady state high-speed inviscid 
compressible flows)  ในระนาบสองมิติดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร 
(upwind cell-centered finite element)  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-
stepping)  รวมกับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing)  เพื่อปรับ
ปรุงคุณภาพของผลลัพธใหมีความแมนยํามากขึ้น  การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็ว
สูงถูกควบคุมโดยระบบ สมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส (Navier-Stokes) โดยอัลกอริทึม
อัปวินดเซลลเซนเตอรที่นํามาใชอาศัยการคํานวณอัตราการไหลของฟลักซ (flux) ระหวางเอลิเมนต
ที่อยูติดกันตามกระบวนการคํานวณคาเฉลี่ยของโรย (Roe's averaging)  ดังในสมการ (2.19) 
โดยที่ G  หมายถึง ปริมาณฟลักซแบบไมหนืดเฉลี่ย  และ U หมายถึงตัวแปรอนุรักษ
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( )[ ]RLRL UU *AGG
2
1G +++= (2.19)

สําหรับการสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  ในบทความเสนอแนะใหใชปริมาณ
อนุพันธยอยอันดับสองของคาความหนาแนนของไหลในระนาบสองมิติ  (การเปลี่ยนแปลง
เกรเดียน) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซ ดังในสมการ (2.15) ขางตน  ในการคํานวณคาสูง
สุดของการเปลี่ยนแปลงเกรเดียนของคาความหนาแนนของไหล  ก็จะหมายถึงการคํานวณปริมาณ
หลัก (principal quantities)  ซึ่งทําใหผลคูณอนุพันธขวาง (cross derivatives)  ในสมการ (2.16) 
หมดไป  และจะไดความสัมพันธของปริมาณหลักและขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมสําหรับการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ดังปรากฏในสมการ (2.17) ขางตน

โดยที่ λmax หมายถึง ปริมาณหลักที่มีคามากที่สุดในโดเมน

สําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  จะอาศัยขอมูลของการ
เปลี่ยนแปลงเกรเดียนของคาความหนาแนนของของไหลที่ไดจากสมการ (2.17) ขางตน  รวมกับ
ขอมูลของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ใชในการคํานวณครั้งที่ผานมา  มาใชในการสรางเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขึ้นมาใหม  โดยเอลิเมนตสามเหลี่ยมในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงเกรเดียนของคา
ความหนาแนนของของไหลสูงก็จะมีขนาดที่เล็กลง  สวนในบริเวณที่การเปลี่ยนแปลงเกรเดียนของ
คาความหนาแนนของของไหลต่ําก็จะมีขนาดเทาเดิมหรือโตขึ้น  ซึ่งจะทําใหผลลัพธที่ไดมีความ
แมนยํามากขึ้น

Liang [12]  ศึกษาเกี่ยวกับปญหาการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก  เพื่อนําไปใชในการ
ประมาณผลกระทบที่จะเกิดกับโครงสรางที่ถูกตกกระทบโดยคลื่นช็อก  โดยในงานวิจัยไดใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อประยุกตระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสสําหรับการไหลที่มี
การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  และใชรูปแบบ WENO ลําดับที่หา (fifth-order 
Weighted essentially non-oscillatory) ในการประมาณพจนการพา (convection term)  และทํา
การอินทิเกรตเวลาโดยใชวีธี Runge-Kutta  สําหรับในกรณีที่ของไหลเปนอากาศในงานวิจัยไดใช
สมการของสถานะของ Tait ในการแสดงความสัมพันธระหวางคาความดันและคาความหนาแนน  
และทําการประยุกตเขากับปญหาการระเบิดในอากาศ

Bowyer [13]  นําเสนออัลกอริทึมการสรางแผนผังโวโรนอย (Voronoi diagram 
หรือ Dirichlet Tesselation)  ซึ่งเปนแผนผังที่ไดจากการเชื่อมตอจุดซึ่งเปนปญหาการคนหาเสน
ทางที่สั้นที่สุด (optimized path searching)  เชน กําหนด n จุดในระนาบหนึ่งๆ  ถาหากตองการที่
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จะสรางโครงสรางขอมูล (data structure) เพื่อคนหาจุด q  โดยใชเวลานอยที่สุด  สามารถกระทํา
ไดโดยการแบงระนาบออกเปนโครงรางทั้งหมด n โครงราง  โดยที่แตละโครงรางจะสัมพันธกับแต
ละจุด ดังนั้นโครงราง P ที่สัมพันธกับจุด p  ถาหาก P เปนเสนทางการเดินของจุดของโครงรางที่
ใกลกับจุด p มากกวาจุดอื่นๆในระนาบ  การแบงระนาบออกเปนโครงรางยอยๆที่ตอเชื่อมกันเรียก
วา  แผนผังโวโรนอย ซึ่งถูกแสดงดวยเสนประ และการสรางสามเหลี่ยมที่ไดจากการเชื่อมตอจุดที่
สัมพันธกับแตละโครงรางเรียกวา การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  (Delaunay Triangulation) ซึ่ง
ถูกแสดงดวยเสนทึบ ดังในรูปที่ 2.1

รูปที่ 2.1  แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน

อัลกอริทึมการสรางแผนผังโวโรนอยจากจุดที่กําหนดให ในระนาบ ไดถูกนําเสนอ  
โดยสมมติวาตองการที่จะแทรกจุดใหม (Q) ลงในแผนผังโวโรนอย สามารถแบงออกเปน 6 ข้ันตอน  
ดังตอไปนี้

1. อานจุดตอของแผนผังโวโรนอยจากโครงสรางขอมูล  โดยกําหนดใหเปนจุดที่จะถูกลบ
ทิ้งออกจากโครงสรางขอมูล

2. คนหาจากโครงสรางขอมูล  เพื่อกําหนดจุดตอของแผนผังโวโรนอยอื่นๆที่จะถูกลบทิ้ง
ออกจากโครงสรางขอมูล  โดยจุดที่จะถูกลบทิ้งออกจากโครงสรางขอมูล  จะหมายถึง
จุดที่อยูใกล Q มากกวาจุดอื่นๆในโครงสรางโวโรนอย

3. กําหนดจุดตอสามเหลี่ยมทั้งหมด  ที่สัมพันธกับจุดตอของแผนผังโวโรนอยที่จะถูกลบ
ทิ้งออกจากโครงสรางขอมูล

4. ลบทิ้งการเชื่อมตอระหวางจุดตอที่ได
5. สรางแผนผังโวโรนอยขึ้นมาใหม
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6. แทนที่จุดตอที่ถูกลบทิ้งดวยจุดตอใหมในโครงสรางขอมูล

Weatherill และ Hassan [4]  ไดนําเสนอวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอ-
ลอนเนในระนาบสามมิติ  และวิธีการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ (automatic point creation)   
โดย อัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาเดอลอนเนในระนาบสามมิติ  จะอางอิงจะ
งานของ Bowyer [13] โดยมีรายละเอียดตามขั้นตอนตอไปนี้

1. กําหนดใหมีเซตของจุดบนขอบเขตของโดเมนแบบนูน (convex hull domain)
2. แทรกจุดหนึ่งจากเซตของจุดลงในโดเมนแบบนูน
3. คนหาจุดตอทั้งหมดของแผนผังโวโรนอยที่จะถูกลบทิ้ง  หมายถึง จุดทั้งหมดที่อยูภาย

ในรัศมีของทรงกลม (r) ที่มีจุดตอของแผนผังโวโรนอยเปนจุดศูนยกลาง (xc)  ดังแสดง
ในสมการ (2.20)

rxx newc <− (2.20)

4. คนหาจุดที่สัมพันธกับแผนผังโวโรนอยที่จะถูกลบทิ้ง  (ไดจากขั้นตอนที่ 3)
5. คนหาจุดตอของแผนผังโวโรนอยใกลเคียง  ซึ่งอยูติดกับแผนผังโวโรนอยที่จะถูกลบทิ้ง
6. สรางแผนผังโวโรนอยขึ้นมาใหม
7. กําหนดจุดตอของแผนผังโวโรนอยที่ถูกสรางขึ้นมาใหม  ใหกับแผนผังโวโรนอยใกล

เคียง
8. ปรับปรุงโครงสรางขอมูลสําหรับแผนผังโวโรนอยที่ถูกสรางขึ้นมาใหม
9. วนซ้ําขั้นตอนที่ 2 ถึง 8 สําหรับจุดตอๆไป

สําหรับอัลกอริทึมการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ  จะใชวิธีการแทรกจุดลงตรง
ตําแหนงจุดศูนยถวงของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนา (tetrahedral)  และควบคุมเงื่อนไขการสรางรูปทรง
เหลี่ยมสี่หนาใหมดวยสัมประสิทธิ์อัลฟา (α)  และสัมประสิทธิ์เบตา (β) โดยที่สัมประสิทธิ์อัลฟา  
เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดที่ตองการแทรกและจุดตอทั้งสามของ
สามเหลี่ยม ซึ่งจะมีผลตอความหนาแนนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม (mesh density)  และ
สัมประสิทธิ์เบตา  เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการทดสอบระยะหางระหวางจุดในบริเวณใกลเคียงที่
มีอยูแลวกับจุดที่ตองการแทรกเขาไปใหม  ซึ่งจะมีผลตอรูปรางของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม 
(regularity of triangulation) โดยมีรายละเอียดตามขั้นตอนตอไปนี้
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รูปที่ 2.2  การคํานวณฟงกชันการกระจายของจุดบนขอบเขตของโดเมน

1. คํานวณคาฟงกชันการกระจายของจุด (point distribution function)  สําหรับจุดบน
ขอบเขตของโดเมน โดยจะมีคาเทากับคาเฉลี่ยของระยะหางระหวางจุดดังกลาวและ
จุดสองจุดที่อยูติดกัน ดังในรูปที่ 2.2 โดยที่    |  | หมายถึง ระยะหางระหวางจุดทั้งสอง

2. สรางเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาในระนาบสามมิติ  สําหรับจุดบนขอบเขตของ
โดเมนทั้งหมด

3. กําหนดใหจํานวนจุดภายในโดเมนเทากับศูนย
4. สรางรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาภายในโดเมน  โดยมีข้ันตอนยอย ดังนี้

4.1. เลือกจุดศูนยถวงของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนา Q เปนจุดที่ตองการแทรกลงในโดเมน
4.2. คํานวณฟงกชันการกระจายของจุด (dpQ) โดยการประมาณคาเฉลี่ยจากจุด

ปลายทั้งสี่ของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนา
4.3. คํานวณระยะหางจากจุด Q ไปยังจุดปลายทั้งสี่ของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนา (dm, m

= 1, …, 4)
4.4. ถาหาก dm < αdpQ ปฏิเสธการสรางจุด  และกระโดดไปยังขั้นตอนที่ 4
4.5. คํานวณระยะหางจากจุด Q ไปยังจุดที่ถูกแทรกกอนหนานี้ที่อยูใกลเคียง (sj) ซึ่ง

หมายถึงจุดในเซต P
4.6. ถาหาก sj < βdpQ ปฏิเสธการสรางจุด  และกระโดดไปยังขั้นตอนที่ 4
4.7. ยอมรับการสรางจุด Q  และจัดเก็บจุด Q ลงในในเซต P
4.8. กําหนดคาฟงกชันการกระจายของจุด  ใหกับจุด Q ที่ถูกจัดเก็บใน P
4.9. ไปยังทรงเหลี่ยมสี่หนาถัดไป

5. ถาหากจํานวนสมาชิกในเซต P = 0 ไปยังขั้นตอนที่ 7
6. สรางเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาเดอลอนเนในระนาบสามมิติ  สําหรับจุดในเซต P

และกลับไปยังขั้นตอนที่ 3
7. ปรับปรุงรูปรางของรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาใหดีข้ึน ดวยอัลกอริทึมลาปลาซ (Laplace 

smoothing algorithm)

2
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Karamete et al. [5]  ไดนําเสนอเทคนิคการเขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (Object 
Oriented Programming, OOP)  และการจัดเก็บขอมูลของจุดและสามเหลี่ยมดวยโครงสรางขอ
มูลแบบแผนภูมิตนไมที่เรียกวา Alternating Digitla Tree (ADT)  มาใชปรับปรุงอัลกอริทึมการ
สรางเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมสี่หนาเดอลอนเนในระนาบสามมิติ  และวิธีการสรางจุดในโดเมนแบบ
อัตโนมัติของ Weatherill [4]  สําหรับวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติ  
โดยอัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติ มีขั้นตอนดังนี้

Read geometrical data from a disk file or by a graphical interface.
Begin with an interior point p

Find the nearest point q to point p.
Set pq as the generating line segment.

 Search for the points in the search list.
Foint point r giving minimum-distance-to-center.
Load Triangle pqr to Triangle_List.
Load Triangle number toeach three points' Point_Triangle_List.
Repeat
Increase active triangle number.
For i:=1 To 2 do
Begin

Extract active triangle pt from Triangle_List.
If i = 1 Then p:=pt.[1]; q:=pt.[3]; r:=pt.[2];
Else p:=pt.[2]; q:=pt.[3]; r:=pt.[1];

The line segment pq is the generating line segment.
Set boolean Skip to False.
Check to see pq to be boundary line segment.
If Yes Then Slip := True.
If Triangle_List size greater Then 1 and not Skip Then
Begin
Extract triangle numbers of point p from Point_Triangle_List.
Extract triangle numbers of point q from Point_Triangle_List.
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Check to see one of the p and q's triangle numbers other than 
the active triangle to coincide.

If Yes Then Skip := True and Break if loop.
End
If not Skip Then
Begin

Extract point coordinate of p from Point_List.
Extract point coordinate of q from Point_List.
Extract point coordinate of r from Point_List.

Search for the points opposite to point r from the 
Search_List.

Find point m satisfying minimum-distance-to-center 
criterion.

If found Then Found := True Else Found := False.
If Found Then
Begin
Load Triangle pqm to Triangel_List.
Check for Boundedness and delete bounded points from 

Search_List.
End (Found)

End (Skip)
End (i)

Until Search_List size equals zero.
End (Triangulize)

สําหรับอัลกอริทึมการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ   จะมีรายละเอียดตามขั้น
ตอนตอไปนี้

1. คํานวณคาฟงกชันการกระจายของจุด (point distribution function)  สําหรับจุดบน
ขอบเขตของโดเมน โดยจะมีคาเทากับคาเฉลี่ยของระยะหางระหวางจุดดังกลาวและ
จุดสองจุดที่อยูติดกัน ดูรูปที่ 2.2
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2. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติ  สําหรับจุดบนขอบเขตของ
โดเมนทั้งหมด

3. กําหนดใหจํานวนจุดภายในโดเมนเทากับ 0
4. สรางสามเหลี่ยมภายในโดเมน  โดยมีข้ันตอนยอย ดังนี้

4.1. เลือกจุดศูนยถวงของรูปสามเหลี่ยม Q เปนจุดที่ตองการแทรกลงในโดเมน
4.2. คํานวณฟงกชันการกระจายของจุด (dpQ) โดยการประมาณคาเฉลี่ยจากจุด

ปลายทั้งสามของรูปสามเหลี่ยม
4.3. คํานวณระยะหางจากจุด Q ไปยังจุดปลายทั้งสี่ของรูปสามเหลี่ยม (dm, m = 1, 

2, 3)
4.4. ถาหาก dm < αdpQ ปฏิเสธการสรางจุด  และกระโดดไปยังขั้นตอนที่ 4
4.5. คํานวณระยะหางจากจุด Q ไปยังจุดที่ถูกแทรกกอนหนานี้ที่อยูใกลเคียง (sj) ซึ่ง

หมายถึงจุดในเซต P
4.6. ถาหาก sj < βdpQ ปฏิเสธการสรางจุด  และกระโดดไปยังขั้นตอนที่ 4
4.7. ยอมรับการสรางจุด Q  และจัดเก็บลงในในโครงสรางขอมูล Point_List  และ 

Point_Triangle_List
4.8. กําหนดคาฟงกชันการกระจายของจุดใหกับจุด Q  ที่ถูกจัดเก็บโครงสรางขอมูล 

Point_List
4.9. ไปยังสามเหลี่ยมถัดไป

5. ถาหากจํานวนสมาชิกในโครงสรางขอมูล Point_List = 0 ไปยังขั้นตอนที่ 7
6. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติ  สําหรับจุดในโครงสรางขอมูล 

Point_List  และ Point_Triangle_List และกลับไปยังขั้นตอนที่ 3
7. ปรับปรุงรูปรางของสามเหลี่ยมใหดีขึ้น ดวยอัลกอริทึมลาปลาซ (Laplace smoothing 

algorithm)

Ruppert [14]  ไดนําเสนออัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  
และวิธีการแบงสามเหลี่ยมภายในโดเมน  โดยที่แตละสามเหลี่ยมที่ถูกสรางจะถูกควบคุมโดยอัตรา
สวนระหวางดานที่ยาวที่สุด  และดานตั้งฉากของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่นอยที่สุด (aspect ratio)   
สําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนภายในโดเมนสองมิติ  ดวยอัลกอริทึม 
DelaunayRefine   จะกําหนดให V  หมายถึง จุดปลายของสามเหลี่ยม  และ  DT(V)  หมายถึง 
เซตของเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  มีรายละเอียดดังตอไปนี้
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subroutine SplitTri(triangle t)
Add circumcenter of  t to V, updating DT(V)

subroutine SplitSeg(segment s)
Add midpoint of s to V, updating DT(V)
Remove s from S, add its two halves s1 and s2 to S

Algorithm DelaunayRefine
INPUT : planar straightline graph X;

desired minimum angle bound α
OUTPUT : triangulation of X, with all angle ≥ α.

Initialize:
add a bounding square B to X:

compute extremes of X: xmin, ymin, xmax, ymax
let span(X) = max(xmax- xmin, ymax- ymin)
let B be the square of side 3 x span(X), centered on X
add the four boundary segments of B to X

let segment list S = edge of X
let vertex list V = vertices of X
compute initial Delaunay triangulation DT(V)

repeat:
while any segments s is encroached upon:

SplitSeg(s)
let t be (any) skinny triangle (min angle < α)
let p be t's circumcenter

if p encroaches upon any segments s1, …, sk then
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for i:=1 to k;
SplitSeg(si)

else
SplitTri(t) (* add p to V *)

endif
until no segments encroached upon, and no angle < α

output current Delaunay triangulation DT(V)

รูปที่ 2.3  โดเมนที่ตองการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน

รูปที่ 2.4  ขั้นตอนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนของอัลกอริทึม DelaunayRefine

Devillers [15]  ไดนําเสนออัลกอริทึมสําหรับทําการลบทิ้งจุดตอออกจากโดเมน
ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  โดยสามเหลี่ยมที่เหลือยังคงเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนทุก
ประการ  โดยอัลกอริทึมที่ถูกนําเสนอจะสามารถทํางานไดรวดเร็วกวา  และยังมีความเที่ยงตรง
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กวาอัลกอริทึมในอดีต  สําหรับข้ันตอนการทํางานของอัลกอริทึมดังกลาว  สามารถแสดงในรูปแบบ
ของการเขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (OOP) สําหรับอัลกอริทึม Delete(DT(S), p)) ไดดังนี้

อัลกอริทึม Delete(DT(S), p))

Let qoq1…qk-1 the vertices incident to p in DT(S) in ccw order around p;
Let Q be a priority queue;
for i = 0 to k – 1

do ear ← qiqi+1qi+2;
if counterclockwise(qiqi+1qi+2)

then p ← ∞;
else p ← -power(p, ear);

Q.insert(p, ear);

while size(Q) > 3
do ear ← Q.minimum();

create triangle ear and linked it to its two existing neighbors;
ear0 ← ear.previous;
ear1 ← ear.next;
ear0.vertex(2) ← ear.vertex(2);  ear0.next ← ear1;
ear1.vertex(0) ← ear.vertex(0);  ear1.previous ← ear2;
Q .delete(ear);
Q.modify-priority(ear0);
Q.modify-priority(ear1);

ear ← Q.minimum();
Create triangle ear and linked it to its three existing neightbors;

Pirzadeh [16]  ไดศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม แบบปรับตัวได  โดย
รวมเอาเทคนิคการแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยม (grid subdivision)  การสรางเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขึ้นมาใหมเฉพาะสวน (local remeshing)  และการยายตําแหนงเอลิเมนตสามเหลี่ยม 
(grid movement)   และไดนําเอาอัลกอริทึมที่พัฒนาข้ึนมาใหมมาใชในการแกปญหาการไหลแบบ
ไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง
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โดยในรูปที่ 2.5  แสดงแผนผังภาพรวมของการทํางานของการแบงขนาดเอลิเมนต
สามเหลี่ยม การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขึ้นมาใหมเฉพาะสวน และการยายตําแหนงเอลิเมนต
สามเหลี่ยม  ซึ่งประกอบดวย 3 สวนหลัก ๆ ดังนี้ สวนที่หนึ่งเปนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
เบื้องตน  สวนที่สองเปนการคํานวณผลลัพธและการประมาณคาความผิดพลาด  และขั้นตอนที่
สามเปนการปรับขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยกระบวนการดังกลาว  และสิ้นสุดดวยการปรับ
ปรุงรูปรางของเอลิเมนตสามเหลี่ยม   ซึ่งในบทความไดนําเสนอเทคนิคลาปลาซ

รูปที่ 2.5  แผนผังภาพรวมของการทํางานของการแบงขนาดของสามเหลี่ยม
 การสรางสามเหลี่ยมขึ้นมาใหมเฉพาะสวน และการยายตําแหนงสามเหลี่ยม

สําหรับการสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  ในบทความเสนอแนะใหใชคา
ความหนาแนนและความดันสถิตยของของไหลในการประมาณคาความผิดพลาด  ดังนี้

i

i

a

i
i p

∆p
δ
δ1E 







+= (2.21)

โดยที่ pi และ ∆pi  หมายถึง ความดันสถิตยที่จุดตอและอัตราการเพิ่มข้ึนของความดันสถิตยที่จุด
ตอ (อัตราการเปลี่ยนแปลงที่ไดจากการคํานวณสมการไมเชิงเสนแบบวนซ้ําตามลําดับ  สวน δi

และ δa หมายถึง  ระยะหางของจุดตอ (local grid spacing)  และระยะหางเฉลี่ยของจุดตอ 
(average grid spacing) ตามลําดับ
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รูปที่ 2.6 แสดงตัวอยางการแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  โดยสมมติวา   
เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีความผิดพลาดมากกวาที่กําหนดไดถูกแสดงดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไม
ถูกระบายดังในรูปทางซายมือ  สวนรูปกลางแสดงการแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหเล็กลง
โดยการสรางจุดลงบนตําแหนงกึ่งกลางของดานของเอลิเมนตสามเหลี่ยมดังกลาว  และรูปทางขวา
มือแสดงเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหมซึ่งจะมีขนาดเล็กลง  การแบงขนาดของ
เอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีดังกลาวในบางครั้งจะถูกเรียกวากระบวนการ mesh enrichment

รูปที่ 2.6  ตัวอยางการแบงขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยม (grid subdivision)



บทที่  3
สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหล

การศึกษาในงานวิจัยนี้  จะตองอาศัยทฤษฎีหรือระเบียบวิธีพื้นฐานที่เกี่ยวของกับ
องคความรูสามประการ  ดังนี้

1. ทฤษฎีพื้นฐานของการไหล  สําหรับการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงใน
สภาวะไมคงตัวในสองมิติ  จะถูกควบคุมโดยระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส 
ซึ่งประกอบดวย  สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล  สมการเชิงอนุพันธยอยของ
การอนุรักษโมเมนตัม  และสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน

2. ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered)  สําหรับระบบ
สมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส

3. ทฤษฎีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  และระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ

เนื่องจากงานวิจัยนี้จะศึกษาเฉพาะการไหลในสองมิติ  ดังนั้นในการพิสูจนสมการ
ที่เกี่ยวของกับทฤษฎีพื้นฐานของการไหล  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร  และ
อัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ก็จะพิจารณาเฉพาะในระบบแกนพิกัดฉากใน
สองมิติเทานั้น  โดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้

3.1  สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล

สําหรับโมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กอยูกับที่ในโดเมน  (Infinitesimally small 
element fixed in space model)  [17]  ดังในรูปที่ 3.1  โดยสมมติใหความหนาของเอลิเมนตใน
แนวแกน z เทากับ 1 หนวย  การไหลของมวลในแนวแกน x  จะไหลเขาทางดานซายและไหลออก
ทางดานขวา  สวนการไหลของมวลในแนวแกน y  จะไหลเขาทางดานลางและไหลออกทางดานบน  
ดังนั้นปริมาณการไหลออกสุทธิของมวล (net outflow of mass) ในแนวแกน x และ y ตามลําดับ  
สามารถแสดงไดดวยสมการ (3.1) และ (3.2) ตามลําดับ

( ) ( ) ( ) dydx 
x
ρudyρudydx
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ρuρu
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และปริมาณการไหลออกสุทธิของมวลผานเอลิเมนต สามารถแสดงไดดวยสมการ (3.3)  ซึ่งไดจาก
การรวมสมการ (3.1) และ (3.2)  เขาดวยกันดังนี้

( ) ( ) dydx 
y
ρv

x
ρu  outflow massnet 








∂

∂
+

∂
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= (3.3)

รูปที่ 3.1  โมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กอยูกับที่ในโดเมนของฟลักซของมวลผานดานของเอลิเมนต

ตามหลักการคงที่ของมวล  ดังนั้นปริมาณการไหลออกสุทธิของมวลผานเอลิเมนต  
จะตองมีคาเทากับอัตราการลดลงของมวลภายในเอลิเมนต  ดังแสดงในสมการ (3.4)

( ) ( ) dydx 
t
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และสามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ (conservation form)  ของสมการเชิงอนุพันธ
ยอยของการอนุรักษมวล  ดังแสดงในสมการ (3.5)

( ) 0Vρ 
t
ρ

=⋅∇+
∂
∂ rr (3.5)

3.2 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม

เมื่อพิจารณาโมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมน  (Infinitesimally small 
element moving in space model)  ดังในรูปที่ 3.2  ซึ่งมีแรงภายนอกมากระทํากับเอลิเมนต  
สําหรับแรงภายนอกดังกลาวสามารถที่จะแบงออกไดเปนสองชนิด  คือแรงเนื่องจากน้ําหนักของ
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วัตถุ (body forces)  และแรงกระทําที่ผิว (surface forces)  เมื่อทําการพิจารณาเฉพาะแรง
ภายนอกที่มากระทําเฉพาะในแนวแกน x  สามารถแสดงแรงเนื่องจากน้ําหนักไดดวยสมการ (3.6)

dydx ρf  forcebody xx = (3.6)

รูปที่ 3.2  โมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมนของแรงภายนอกกระทํากับเอลิเมนต

จากกฏขอที่สองของนิวตัน (Newton's second law)  Fx = max  สามารถที่จะ
เขียนผลรวมของแรงภายนอกในแนวแกน x ที่มากระทํากับเอลิเมนตดังในสมการ (3.7)
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ดังนั้นแรงสุทธิในแนวแกน x ที่กระทํากับเอลิเมนต  จะเทากับผลรวมของสมการ 
(3.6) และ (3.7)
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เนื่องจากความเรงมีคาเทากับอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็วเทียบกับเวลา  
ดังนั้นจึงสามารถแสดงสมการ (3.8) ไดดวยสมการ (3.9)
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x
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เพื่อใหสามารถเขียนสมการ (3.9) ใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ  ก็ตองแทนที่พจน
ทางซายมือของสมการดวยสมการเชิงอนุพันธยอย  โดยอาศัยความสัมพันธของสมการ (3.10)
และ (3.11) ดังนี้

uVρ
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rr (3.10)
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และ  โดยอาศัยความสัมพันธเชิงเอกลักษณของไดเวอรเจนซของผลคูณของปริมาณสกาลารและ
เวกเตอร

( ) ( ) ( ) uVρVρu Vρu ∇⋅+⋅∇=⋅∇
rrrrrr (3.12)

เมื่อแทนที่สมการ (3.10)  (3.11) และ (3.12) ลงในสมการ (3.9)  ก็จะสามารถ
เขียนสมการ (3.9)  ใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ ที่เรียกวา สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษ
โมเมนตัมในแนวแกน x  ไดดังนี้
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สวนสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y ก็สามารถ
สรางไดดวยวิธีเดียวกับสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x  โดยการ
เปลี่ยนตัวแปรของแรงกระทําและความเร็วในแนวแกน x ใหเปนแรงกระทําและความเร็วในแนว
แกน y  ดังนั้นจึงสามารถแสดงสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y ใน
รูปแบบเชิงอนุรักษ ไดดังสมการ (3.14)
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3.3 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน

เมื่อพิจารณาโมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมน  (Infinitesimally small element 
moving in space model)  ดังในรูปที่ 3.3 จากกฏขอที่หนึ่งของเทอรโมไดนามิกส  สามารถแสดง
ความสัมพันธระหวางพลังงานภายใน  ปริมาณความรอนและงานที่กระทําตอเอลิเมนตไดดังนี้

อัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายในเอลิเมนต = ปริมาณฟลักซความรอนสุทธิที่ไหลเขา
สูเอลิเมนต + อัตราของงานที่กระทําตอเอลิเมนต อันเนื่องจากแรงเนื่องจาก
น้ําหนักของวัตถุและแรงกระทําที่ผิว

จากความสัมพันธขางตนอัตราของงานที่กระทําตอเอลิเมนต อันเนื่องจากแรง
เนื่องจากน้ําหนักของวัตถุสําหรับเอลิเมนตของของไหลที่เคลื่อนที่ดวยความเร็ว V

r   สามารถแสดง
ไดดวยสมการ (3.15)

( )dydx VfρWb

rr
⋅= (3.15)

สวนอัตราของงานที่กระทําตอเอลิเมนต  อันเนื่องจากแรงกระทําที่ผิวในแนวแกน 
x สําหรับเอลิเมนตของของไหลที่เคลื่อนที่ดวยความเร็ว u  ในสวนที่เกิดจากแรงดัน (pressure) 
ความเคนหลัก (main stress)  และความเคนเฉือน (shear stress)  สามารถแสดงไดดวยสมการ 
(3.16)  (3.17) และ (3.18)  ตามลําดับดังนี้
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สําหรับอัตราของงานที่กระทําตอเอลิเมนต  อันเนื่องจากแรงกระทําที่ผิวในแนว
แกน y  สําหรับเอลิเมนตของของไหลที่เคลื่อนที่ดวยความเร็ว v  ในสวนที่เกิดจากแรงดัน 
(pressure) ความเคนหลัก (main stress)  และความเคนเฉือน (shear stress)  ก็สามารถสรางขึ้น
มาไดดวยวิธีเชนเดียวกัน  ดังนั้น อัตราของงานสุทธิที่กระทําตอเอลิเมนต  อันเนื่องจากแรงเนื่อง
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จากน้ําหนักของวัตถุและแรงกระทําที่ผิว  จึงเทากับผลรวมของสมการ (3.15) ถึง (3.18)  และงาน
ที่กระทําตอเอลิเมนตอันเนื่องจากแรงกระทําที่ผิวในแนวแกน y ดังนี้
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(3.19)

สําหรับปริมาณฟลักซความรอนสุทธิที่ไหลเขาสูเอลิเมนต  จะประกอบดวยอัตรา
ความรอนสะสมภายในปริมาตรของเอลิเมนตของไหล (volumetric heating)  และปริมาณการ
ถายเทความรอนผานผิวของเอลิเมนต (heat transfer)  ดังในรูปที่ 3.4  โดยที่อัตราความรอนสะสม
ภายในปริมาตรของเอลิเมนตของไหล  จะมีคาเทากับดังที่ปรากฏในสมการ (3.20)  สวนปริมาณ
การถายเทความรอนผานผิวของเอลิเมนตในแนวแกน x  และแกน y  จะมีคาเทากับดังที่ปรากฏใน
สมการ (3.21) และ (3.22) ตามลําดับ ดังนี้

dydx  qρ   heating volumetric &= (3.20)
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โดยที่

y
Tkq         ;       

x
Tkq yx ∂

∂
−=

∂
∂

−= &&

ดังนั้นปริมาณฟลักซความรอนสุทธิที่ไหลเขาสูเอลิเมนต  จึงเทากับผลรวมของ
สมการที่ (3.20) ถึง (3.22)  ดังนี้
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รูปที่ 3.3  โมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมนของฟลักซงานผานเอลิเมนต

รูปที่ 3.4  โมเดลเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนที่ในโดเมนของฟลักซพลังงานผานเอลิเมนต

สําหรับในสวนของพลังงานภายในเอลิเมนตจะเกิดจากสองแหลงดังนี้  พลังงาน
ภายในเนื่องจากการเคลื่อนที่แบบสุมของโมเลกุล  ซึ่งจะรวมเปนพลังงานเฉลี่ยและเรียกวาพลัง
งานภายใน (e)  และพลังงานภายในเนื่องจากการเคลื่อนที่ของเอลิเมนตของของไหล (kinetic 
energy)  ดังในสมการ (3.24)
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เพื่อใหสามารถเขียนสมการ (3.24) ใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ  ก็ตองแทนที่พจน
ทางซายมือของสมการดวยสมการเชิงอนุพันธยอย  โดยอาศัยความสัมพันธดังนี้
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และโดยอาศัยความสัมพันธเชิงเอกลักษณของไดเวอรเจนซของผลคูณของปริมาณสกาลารและ
เวกเตอร

( ) ( ) ( ) eVρVρe Vρe ∇⋅+⋅∇=⋅∇
rrrrrr (3.27)

สวนพจนอัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายใน  เนื่องจากการเคลื่อนที่ของ
เอลิเมนตของของไหล  สามารถหาไดจากการคูณสมการที่ (3.9) ดวย u  ดังนี้
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และเนื่องจาก V2 = u2 + v2  ดังนั้นอัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายในเนื่องจากการเคลื่อนที่
ของเอลิเมนตของของไหล  จึงเทากับผลรวมของสมการ (3.28)  และสมการในรูปแบบเชนเดียวกับ
สมการ (3.28)  แตเปนสมการสําหรับแรงกระทําจนเกิดงานจากการเคลื่อนตัว  และความเร็วใน
แนวแกน y (v)  ดังนี้
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เมื่อแทนที่สมการ (3.15)  (3.19)  (3.23)  (3.25) ถึง (3.29)  ลงในสมการความ
สัมพันธขางตน ก็สามารถที่จะเขียนสมการใหอยูในรูปแบบเชิงอนุรักษ ที่เรียกวา สมการเชิง
อนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน ไดดังนี้
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3.4 สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหลในรูปแบบอนุรักษ

สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล (3.5)  สมการเชิงอนุพันธยอยของ
การอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และ y (3.14 และ 3.15)  และสมการเชิงอนุพันธยอยของการ
อนุรักษพลังงาน (3.30)  สามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปแบบอยางงาย ไดดังนี้
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โดย{ }U  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังนี้
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{ }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซในทิศแกน x และ y ตามลําดับ  ดังนี้
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{ }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน x และ y  และความรอนสะสมภายใน
ดังนี้
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(3.35)

โดย ε แทนพลังงานรวม (total energy)  ซึ่งประกอบดวยพลังงานภายใน (internal energy) e

และพลังงานจลน (kinetic energy)  ดังนี้

2
vueε

22 +
+= (3.36)

เนื่องจากขอบเขตของวิทยานิพนธฉบับนี้  จะมุงเนนศึกษาเฉพาะปญหาการไหล
ไมคงตัวความเร็วสูงแบบอัดตัวไดและไรความหนืด  และไมพิจารณาพจนการนําความรอนรวมทั้ง
ความรอนสะสมภายในของไหล  และพิจารณาเฉพาะแรงเนื่องจากน้ําหนักในแนวแกน y เทานั้น 
ดังนั้นจึงสามารถลดรูปสมการ (3.33) ถึง (3.35)  โดยตัดพจนที่ไมเกี่ยวของออกไป  ก็จะไดระบบ
สมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในรูปแบบอยางงายดังตอไปนี้
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โดยที่ { }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน 
x และ y ตามลําดับ

{ }
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และ { }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน y
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ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสขางตน  เมื่อนํามาแกปญหาการไหล
ในกรณีที่ของไหลเปนอากาศ  ก็จะใชสมมติฐานของอากาศในอุดมคติ (ideal gas) มาพิจารณา
รวมกับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  โดยผานทางสมการสถานะของกาซ (Gas
equation of state)  ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวางความหนาแนนและความดันของของกาซ ดังนี้

ρRTp = (3.39)

และพลังงานภายใน e  สามารถคํานวณไดจากสมการแสดงความสัมพันธทางเทอรโมไดนามิกส  
ดังนี้

Tce v= (3.40)

v

p

c
c

γ = (3.41)

สําหรับในกรณีที่ของไหลเปนน้ําทะเล  เชนการวิเคราะหปญหาการระเบิดใตทอง
น้ําทะเล เปนตน  สมมติฐานของอากาศในอุดมคติจะไมสามารถนํามาใชงานไดอยางถูกตอง  ดัง
นั้นในกรณีนี้จึงจําเปนตองใชสมการสถานะของ Tait สมการ (2.9)  ดังที่กลาวมาแลวในบทที่ผาน
มา  เพื่อนํามาพิจารณารวมกับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  แตเนื่องจากสมการ
ดังกลาวไมแสดงความสัมพันธเฉพาะระหวางความหนาแนนและความดันของของไหล  โดยไม
ปรากฏอุณหภูมิเปนตัวแปรในสมการ  ดังนั้นในกรณีที่ของไหลเปนน้ําทะเล  ระบบสมการเชิง
อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสที่นํามาใชในการสรางระบบสมการไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซน-
เตอรดังที่จะกลาวในบทตอไป  ก็จะมีเฉพาะสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล (3.5)  และ
สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และ y (3.13 และ 3.14) เทานั้น  
เพราะในการประดิษฐเมตริกซแบบยาโคบี (Jacobian matrix)  สําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
อัปวินดเซลลเซนเตอร จะตองแปลงสมการเชิงอนุพันธยอยของอนุรักษพลังงานในรูปของพลังงาน
รวมใหอยูในรูปของความดันโดยอาศัยความสัมพันธจากสมการสถานะ  ดังนั้นสมการในรูปแบบ
อยางงายของตัวแปรอนุรักษสามารถที่จะแสดงไดดังตอไปนี้
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โดย { }U  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังนี้
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(3.43)

{ }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน x และ 
y ตามลําดับ

{ }
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J (3. 44)

และ { }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน y



บทที่  4
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร

ระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอรเพื่อแกปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได  
ถูกปรับปรุงใหสามารถใชไดกับเอลิเมนตรูปรางใด ๆ  เพื่อนําไปใชคํานวณการไหลของอากาศผาน
หนายานที่มีรูปทรงซับซอนโดย Gnoffo [3]  ในวิทยานิพนธฉบับนี้จะทําการศึกษาตอเนื่องสําหรับ
การนํามาประยุกตเปนสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีการวางตัวอยางไม
เปนระเบียบ (unstructured mesh)  ดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 3 ในการสรางระบบสมการ
ไฟไนตเอลิเมนตดวยระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร  จะถูกแบงออกเปนสองกรณี   กรณีแรก
สําหรับปญหาการไหลที่ของไหลเปนอากาศ  ซึ่งจะทําการศึกษาโดยเริ่มตนจากระบบสมการเชิง
อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสที่ประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล  สมการเชิง
อนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และ y  และสมการเชิงอนุพันธยอยของการ
อนุรักษพลังงาน

สวนกรณีที่สองสําหรับปญหาการไหลที่ของไหลเปนน้ําทะเล  เพื่อนําไปใชในการ
วิเคราะหปญหาการแพรกระจายของคลื่นช็อกจากการระเบิดใตทองทะเลซึ่งจะทําการศึกษาโดย
เร่ิมตนจากระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสที่ประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธยอยของ
การอนุรักษมวล  และสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และ y  เทา
นั้น  โดยจะแสดงรายละเอียดตาง ๆ ในหัวขอตอไปนี้

4.1 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับอากาศ

ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสดังที่ไดประดิษฐขึ้นในบทที่ 3 
สําหรับปญหาการไหลที่ของไหลเปนอากาศ  ภายใตศึกษาสมมติฐานของงานวิจัยที่มุงเนนศึกษา
เฉพาะปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  ไมพิจารณาพจน
การนําความรอนรวมทั้งความรอนสะสมภายในของไหล  และพิจารณาเฉพาะแรงเนื่องจากน้ําหนัก
ในแนวแกน y เทานั้น จะถูกนํามาแสดงอีกครั้ง ดังนี้

J
y
F

x
E

t
U

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ (4.1)

โดย{ }U  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังนี้
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U (4.2)

{ }E  และ { }F  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซแบบไมหนืด (inviscid flux) ในทิศแกน x และ 
y ตามลําดับ
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และ { }J  หมายถึง เวกเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในทิศแกน y

{ }





















=

y

y

ρvf
ρf
0
0

J (4.4)

โดย ε แทนพลังงานรวม (total energy)  ซึ่งประกอบดวยพลังงานภายใน (internal energy) e

และพลังงานจลน (kinetic energy)  ดังนี้

2
vueε

22 +
+= (4.5)

ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสขางตน  เมื่อนํามาแกปญหาการไหล
ในกรณีที่ของไหลเปนอากาศ  ก็จะใชสมมติฐานของอากาศในอุดมคติ (ideal gas) มาพิจารณา
รวมกับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  โดยผานทางสมการสถานะของกาซ (Gas 
equation of state)  เนื่องจากจํานวนตัวแปรที่ปรากฏมากกวาจํานวนสมการของระบบสมการเชิง
อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวางความหนาแนนและความดันของของ
กาซ ดังนี้

ρRTp = (4.6)
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และพลังงานภายใน e  ในรูปแบบของความสัมพันธระหวางตัวแปรปฐมภูมิ (primitive variables)
ที่ปรากฏในสมการ (4.2) สามารถคํานวณไดจากสมการแสดงความสัมพันธทางเทอรโมไดนามิกส  
ดังตอไปนี้

ρ
p 

1γ
1    Tc    e v −

== (4.7)

v

p

c
c

γ = (4.8)

สําหรับคาความดัน p  คาเอนทัลป (enthalpy) h  และคาเอนทัลปรวม (total 
enthalpy) H  สามารถเขียนใหอยูในรูปของคาพลังงานรวมและคาความเร็วได ดังนี้

 )
2

)v(u(ε 1)ρ(γ p
22 +

−−= (4.9)

 )
2

)v(uγ(εγeh
22 +

−== (4.10)
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2

)v(uhH
2222 +

−−=
+

+= (4.11)

สําหรับคาความเร็วของเสียง (speed of sound) c  ที่ตําแหนงตางๆภายในโดเมน
ก็จะมีคาไมคงที่  โดนจะมีคาขึ้นกับคาของความดันและคาความหนาแนน  ดวยความสัมพันธดัง
ในสมการ (4.12)

ρ
pγc = (4.12)

การพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตผานโดเมนของการไหลแบบอัดตัวได โดยทั่วไปจะ
ประกอบดวยเงื่อนไขในสามลักษณะ ดังตอไปนี้ (1) เงื่อนไขขอบเขตของการไหลเขาดวยความเร็ว
มากกวาเสียง (supersonic inflow)  (2) เงื่อนไขขอบเขตการไหลออกดวยความเร็วมากกวาเสียง
(supersonic outflow)  และ (3)  เงื่อนไขขอบเขตการไหลในทิศทางขนานกับผนัง (solid wall) ดัง
ในรูปที่ 4.1

(1)  เงื่อนไขขอบเขตของการไหลเขาดวยความเร็วมากกวาเสียง (supersonic 
inflow)  ตลอดขอบ S1 จะกําหนดใหคาตัวแปรปฐมภูมิมีคาเทากับคาเริ่มตน (initial values) ดังนี้
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(2)  เงื่อนไขขอบเขตการไหลออกดวยความเร็วมากกวาเสียง (supersonic 
outflow)  ตลอดขอบ S2 ไมตองมีการแกไขคาตัวแปรปฐมภูมิ  โดยปลอยใหเปนคาที่ไดจากการแก
ระบบสมการไฟไนตเอลิเมนต

(3)  เงื่อนไขขอบเขตการไหลในทิศทางขนานกับผนัง (solid wall)  ตลอดขอบ S3  
ภายใตสมมติฐานของการไหลแบบไมหนืด  ดังนั้นจะกําหนดความเร็วใหอยูในทิศทางที่สัมผัส 
(tangent) กับผนังตลอดแนว  สวนความเร็วในแนวตั้งฉากกับผนังตลอดแนว n̂v ⋅r  จะตองมีคา
เปนศูนยเสมอ

รูปที่ 4.1  เงื่อนไขขอบเขตของการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดผานโดเมน

สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอรในวิทยานิพนธนี้  
จะประดิษฐบนเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ [18] ดังในรูปที่ 4.2  ซึ่งโดยที่แตละจุดตอ
ประกอบดวยตัวแปรอนุรักษที่ไมรูคาสี่ตัว  คือ ρ, ρu, ρv และ ρε  ตามที่ปรากฏในสมการ (4.2)  
เมื่อพิจารณาใหคาฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตมีคาคงที่  ดังนั้นคาเฉลี่ยของตัวแปร
อนุรักษใด ๆ สําหรับแตละเอลิเมนตสามารถคํานวณไดดวยสมการ (4.13)

3

U
U

3

1i
i∑

= = (4.13)

X

Y

เอลิเมนต
แบบอยางS1 S2

S3

n̂

vr
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การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร  จะ
เร่ิมตนดวยการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method of weighted residuals) [18] 
เขากับสมการ (4.1)  และเขียน ใหอยูในรูปอินทิกรัลบนเอลิเมนต [3] ดังนี้

∫ ∫ ∫ =−







∂
∂
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∂

+
∂
∂
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0dΩJdΩ
y
F

x
EdΩ

t
U (4.14)

เพื่อใหสมการ (4.13)  สามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปของปริมาณฟลักซไหลผาน
ผนังรวมของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ก็ตองทําการประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss theorem)  
เขากับพจนปริมาณฟลักซของสมการ (4.14) ก็จะไดสมการ (4.15)

∫ ∫ ∫ ⋅∇−⋅=⋅∇
Ω Γ Ω

dΩ )vu()dΓn̂v(u )dΩv(u rrrrr (4.15)

∫ ∫ ∫ =−++
∂
∂

Ω Γ Ω

0JdΩ)dΓyFnx(EndΩ
t
U (4.16)

โดย ĵn    înn̂ yx +=   หมายถึง เวกเตอรหนึ่งหนวย (unit vector) ตั้งฉากกับขอบเอลิเมนตที่กําลัง
พิจารณา

ดังนั้น ปริมาณฟลักซที่ตั้งฉากกับขอบของเอลิเมนต  หรือพจนที่สองในสมการ 
(4.16) สามารถคํานวณไดจากผลคูณไดเวอรเจนซ (divergence product)  ของสมการ (4.3)  กับ
เวกเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา  ดังนี้
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โดย nU  หมายถึง เวกเตอรความเร็วที่ตั้งฉากกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา  และ tV หมายถึง 
เวกเตอรความเร็วที่ขนานกับขอบเอลิเมนตที่กําลังพิจารณา  ดังนี้

yxn   vn unU += (4.18)

xyt   vn unV +−= (4.19)
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จากสมการ (4.16)  พจนการเปลี่ยนแปลงคาตัวแปรอนุรักษเทียบกับเวลา  
สามารถที่จะประมาณใหอยูในรูปของผลตาง  โดยการประยุกตผลตางสืบเนื่องแบบไปขางหนา
ตามเวลา (forward difference in time)  ไดดังนี้

∫
−

=
∂
∂ +

Ω

m1m

Ω
∆t

UUdΩ
t
U (4.20)

และแทนที่ปริมาณฟลักซแบบไมหนืด  ดวยปริมาณฟลักซแบบเชิงเลข (numerical flux) nF~  ดังใน
สมการ (4.21)

∑∫∫
=

=




 +

3

1n Γ
n

Γ

dΓF~dΓyFnxEn (4. 21)

แทนสมการ (4.20) และ (4.21)  กลับลงในสมการ (4.15) จะได

∫∑∫ +−=−
=

+

Ω

3

1n Γ
n

m1m JdΩ
Ω
∆tdΓF~

Ω
∆tUU (4.22)

ปริมาณฟลักซแบบเชิงเลข nF~   ที่ไหลผานขอบรวมความยาว δ ของเอลิเมนตซาย
มือ L  และเอลิเมนตขวามือ R  ดังแสดงในรูปที่ 4.2  สามารถแสดงในรูปแบบความสัมพันธดังที่
ปรากฏในเอกสารอางอิง [2]  ดังนี้

2
)U(U A   

2
)F(FF~ RLnRnL

n

−
+

+
= (4.23)

โดยที่ ตัวหอยทาย L และ R  หมายถึง ปริมาณของเอลิเมนตซายมือ L และเอลิเมนตขวามือ R 
ตามลําดับ  และ  A    หมายถึง คาดีเทอรมิแนนท (determinant) ของเมตริกซแบบยาโคบี 
(Jacobian matrix) ดังจะไดกลาวถึงวิธีการหาเมตริกซแบบยาโคบีตอไป

รูปที่ 4.2  เอลิเมนตซายมือ L  และเอลิเมนตขวามือ R ที่มีดานรวมยาว δ

δL R
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เมื่อแทนสมการ (4.23) ลงใน (4.22)  จะไดสมการที่ใชในการคํานวณคาการ
เปลี่ยนแปลงของตัวแปรอนุรักษ  ในแตละรอบของการคํานวณ  ซึ่งสามารถที่จะนําไปใชในการ
ปรับปรุงคาตัวแปรอนุรักษ  สําหรับการคํานวณครั้งใหมไดทันที

[ ] ∫+∑ −++−=
=

+

Ω

3

1n

m
R

m
L

mm
nR

m
nL

1m JdΩ
Ω
∆t)U(U A   )F(F nδ2Ω

∆t∆U (4.24)

การตรวจสอบคาความผิดพลาดในแตละรอบของการทําซ้ํา  สามารถคํานวณได
จากคารากที่สองของกําลังสองเฉลี่ย (root mean square) ของผลตางของคาตัวแปรเชิงอนุรักษ
ของทุกเอลิเมนต  ดังนี้

( )2elem

1n
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1m

n UU error ∑ −=
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+ (4.25)

คาตัวแปรเชิงอนุรักษที่คํานวณได โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลล
เซนเตอรขางตน  เปนคาตัวแปรเชิงอนุรักษของแตละเอลิเมนต  ดังนั้นถาหากตองการแปลงคาตัว
แปรเชิงอนุรักษดังกลาวใหเปนคาของแตละจุดตอ (node) ของเอลิเมนต  ก็ตองทําการหาคาเฉลี่ย
ของคาตัวแปรเชิงอนุรักษของทุกเอลิเมนตที่เชื่อมโยงกับจุดตอ ดังนี้

n

U
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n

1i
i

node

∑
= = (4.26)

โดย n หมายถึง จํานวนเอลิเมนตที่เชื่อมโยงกับจุดตอ  หรือจํานวนเอลิเมนตที่ลอมรอบจุดตอ

จากสมการ (4.24) เมตริกซแบบยาโคบี  A
r   ของระบบสมการเชิงอนุพันธยอย

นาเวียร-สโตกส  ถูกกําหนดใหเปนคาการเปลี่ยนแปลงของปริมาณฟลักซเทียบกับคาของตัวแปร
อนุรักษ [19] ซึ่งไดจากการเขียนสมการ (4.1) ใหอยูในรูปแบบ ดังนี้
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การคํานวณหาเมตริกซแบบยาโคบีโดยตรงจากสมการ (4.28) คอนขางยุงยาก  
ดังนั้นจึงตองเขียนสมการ (4.28) ใหอยูในรูปของตัวแปรปฐมภูมิ (primitive variables) แลวจึงทํา
การคํานวณหาเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ  A~

r
  จากนั้นจึงทําการแปลงเมตริกซ

แบบยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ  ใหกลับเปนเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษอีก
คร้ัง โดยผานทางเมตริกซสําหรับการแปลงคา (transformation matrix) M  ดังนี้

W
UM

∂
∂

= (4.29)
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∂
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J~ WA~
t

W
=∇⋅+

∂
∂ rr

(4.32)

ดังนั้น เมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ A~
r

  จะมีความสัมพันธกับ
เมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษ  A

r  ดังนี้

MAMA~ 1
rr

−= (4.33)

1MA~MA −=
rr (4.34)

JMJ~ 1−= (4.35)

นอกจากนี้ โดยอาศัยคุณสมบัติทางคณิตศาสตรของสมการเชิงอนุพันธยอยออย
เลอร  ที่มีพฤติกรรมในลักษณะไฮเปอรโบลิก (hypobolic) ดังนั้นโดยวิธีการหาคาเจาะจง 
(eigenvalue) ของเมตริกซแบบเจาะจง (eigenvector matrix)  ก็สามารถที่จะแสดงเมตริกซแบบ
ยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ  ในลักษณะของเมตริกซแบบเจาะจง [1,19] ไดดังนี้

1LΛLA~ −=
r

(4.36)

โดย L  หมายถึง เมตริกซแบบเจาะจง  และ Λ  หมายถึง เมตริกซแบบเจาะจงเฉียง (diagonal 
eigenvector matrix) ซึ่งประกอบดวยคาเจาะจง λ  เฉพาะในแนวทแยงมุมหลักของเมตริกซ
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เมื่อแทนสมการ (4.36) กลับลงในสมการ (4.34)  ก็จะไดสมการที่ใชในการ
คํานวณหาเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษ  ดังนี้

111 RΛRMLΛLMA −−− ==
r (4.37)
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สําหรับคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ ในเมตริกซทั้งสามขางตน ก็จะมีคาตามที่กําหนดใน
สมการ (4.9) ถึง (4.12) และ (4.18) ถึง (4.19) สวนคาสัมประสิทธิ์ α และ β มีคาดังนี้

2
vuα

22 +
= (4.41)

1γβ −= (4.42)

สวนคาตัวแปรที่จะนําไปใชในสมการ (4.38) ถึง (4.41) จะตองเปนคาของการ
ไหลผานดานรวม δ ระหวางเอลิเมนตซายมือ L  และเอลิเมนตขวามือ R โดยจะถูกประมาณดวย
วิธีการหาคาเฉลี่ยของโรย (Roe’s averaging) [8] ดังนี้
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RL ρρρ = (4.43)

RL

RRLL

ρρ
uρuρ

u
+

+
= (4.44)

RL

RRLL

ρρ
vρvρ

v
+

+
= (4.45)

RL

RRLL

ρρ
HρHρ

H
+

+
= (4.46)

4.2 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับน้ําทะเล

จากหัวขอที่ผานมาจะเห็นวาเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษ  จะถูก
คํานวณมาจากเมตริกซแบบยาโคบีสําหรับตัวแปรปฐมภูมิ  และเนื่องจากสมการของสถานะของ
กาซ (4.6) แตกตางไปจากสมการของสถานะของน้ําทะเล ซึ่งในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชสมการ
ของสถานะของ Tait (Tait equation of state) [9] โดยจะขอยกจากบทที่ 2 มากลาวอีกครั้ง ดังนี้
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 โดย

oρ
o ρ

pc 







∂
∂

= หมายถึง  คาความเร็วเสียงอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ  

ซึ่งกําหนดใหมีคาเทากับ 1,515 m/s.
op   หมายถึง   คาความดันอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ  ซึ่งกําหนดใหมี

คาเทากับ 100,000 Pa.
oρ   หมายถึง   คาความหนาแนนอางอิงที่ระดับความดันบรรยากาศ  ซึ่งกําหนด

ใหมีคาเทากับ 1,020.95 kg/m3.
n  หมายถึง  คาคงที่เทากับ 7.15 ในกรณีของน้ําทะเล

เมื่อดําเนินการตามขั้นตอนดังที่ในหัวขอที่ผานมา  แตใชสมการของสถานะของ 
Tait  แทนสมการของสถานะของกาซ  ก็จะไดสมการที่ใชในการคํานวณหาเมตริกซแบบยาโคบี
สําหรับตัวแปรเชิงอนุรักษที่อยูในรูปแบบเชนเดียวกับสมการ (4.37)  แตจะเปนเมตริกซขนาด 3x3 
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เนื่องจากระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  ที่นํามาประดิษฐโดยระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอรจะไมรวมสมการเชิงอนุพันธยอยของพลังงาน  ดังนั้นคา
สัมประสิทธิ์ตาง ๆ ของเมตริกซดังกลาวจะมีคาเปลี่ยนแปลงไป ดังนี้
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สําหรับคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ ในเมตริกซทั้งสามขางตน ก็จะมีคาตามที่กําหนดใน
สมการ (4.18) ถึง (4.19) สวนคาสัมประสิทธิ์ *ρ  มีคาดังนี้
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= (4.51)

สวนคาตัวแปรที่จะนําไปใชในสมการ (4.48) ถึง (4.51) จะตองเปนคาของการ
ไหลผานดานรวม δ ระหวางเอลิเมนตซายมือ L  และเอลิเมนตขวามือ R โดยจะถูกประมาณดวย
วิธีการหาคาเฉลี่ยของโรย (Roe’s averaging) [8] ดังนี้

RL ρρρ = (4.52)
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RL

RRLL

ρρ
vρvρ

v
+

+
= (4.54)

สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐโดยใชสมการสถานะของ Tait ขางตน  จะใช
เวลาในการประมวลผลคอนขางมาก  เพราะปรากฏการยกกําลังเลขจํานวนจริงหลายครั้งใน
เมตริกซขางตน  ดังนั้นเพื่อเปนการลดเวลาของการประมวลผล  จึงควรที่จะแปลงสมการสถานะ
ของ Tait  ขางตนใหอยูในรูปสมการเชิงเสนตรง  ซึ่งจะทําใหไดสมการไฟไนตเอลิเมนตดังที่ปรากฏ
รายละเอียดในภาคผนวก ก  จากตารางที่ 4.1 จะเห็นวาใหความแตกตางของผลลัพธที่ระดับความ
ดัน 1,000 บารเหนือระดับความดันอางอิงมีคาประมาณ 12.4456 เปอรเซ็นต  เมื่อเปรียบเทียบกับ
สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐโดยใชสมการสถานะของ Tait แบบเต็ม

ตารางที่ 4.1   เปรียบเทียบความแตกตางระหวางอัตราสวนของคาความดันตอคาความดันอางอิง
 ที่ระดับความดันตาง ๆ เหนือระดับความดันอางอิง ที่ไดจากสมการสถานะของ Tait
 แบบสมการเต็ม  และแบบสมการเชิงเสน

(ρ - ρ0) / ρ0

(p- p0) (บาร) Linear Tait Full Tait Error (%)
100 0.004263 0.004208 1.3032
200 0.008525 0.008310 2.5920
300 0.012788 0.012311 3.8668
400 0.017050 0.016218 5.1283
500 0.021313 0.020035 6.3771
600 0.025575 0.023766 7.6135
700 0.029838 0.027415 8.8382
800 0.034100 0.030986 10.0515
900 0.038363 0.034482 11.2538

1000 0.042625 0.037907 12.4456



บทที่  5
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน

การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมในวิทยานิพนธฉบับนี้  จะเลือกใชวิธีการสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay triangulation)  โดยเนื้อหาในบทนี้จะเริ่มตนดวยการ
อธิบายเทคโนโลยีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เปนที่ยอมรับในปจจุบัน  ถัดไปก็จะเปนการ
อธิบายวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ซึ่งจะยึดแนวคิดสําคัญและอัลกอริทึมจาก
เอกสารอางอิง [4,5]  พรอมทั้งแสดงตัวอยางการเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมอยางเปนขั้นเปนตอน  
สุดทายก็จะอธิบายการสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  (error indicator)  และทําการประยุกต
เขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing technique)  ซึ่งเปน
อัลกอริทึมที่ถูกพัฒนาข้ึนมาใหมภายใตเงื่อนไขของการการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  
เพื่อนําไปใชในการตรวจจับช็อกที่เกิดจากการไหลแบบอัดตัวไดที่ความเร็วสูง

5.1 เทคโนโลยีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมในปจจุบัน

จากการสํารวจจากเอกสารงานวิจัยที่ไดรับการเปดเผย และเอกสารเผยแพรจาก
บริษัทผูประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  
ประกอบกับงานสํารวจของ Owen [20] พบวา เทคโนโลยีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เปนที่
ยอมรับในปจจุบันสามารถแบงออกไดเปน 3 กลุมใหญ ๆ ดังนี้

1. Octree/Quadtree
2. Advancing Front
3. Delaunay triangulation

5.1.1 Octree/Quadtree

เทคนิค Octree ไดถูกคิดคนขึ้นครั้งแรกสําหรับใชในการสรางเอลิเมนตทรงเหลี่ยม
ส่ีหนา (tetrahedral) สําหรับโดเมนในสามมิติ Shephard [21,22] เปนบุคคลสําคัญที่ชวยในการ
พัฒนาเทคนิคดังกลาว สําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมในสองมิติจะเรียกเทคนิคเดียวกันนี้
วา Quadtree หลักการโดยสําคัญของ Quadtree  ก็คือ การเริ่มตนสรางสี่เหลี่ยมครอบโดเมนจะ
เรียกสี่เหลี่ยมดังกลาววา root จากนั้นจึงทําการแบงพื้นที่ของสี่เหลี่ยมใหเล็กลงจากสี่เหลี่ยมหนึ่ง
รูปเปนสี่เหลี่ยมสี่รูป และเรียกสี่เหลี่ยมที่เกิดขึ้นจาก root วา leaf  ซึ่งเปนแนวคิดคลายกับแผนภูมิ
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ตนไมไบนารี (binary tree)  ถัดไปก็จะเปนการตรวจสอบดานของสี่เหลี่ยมที่ตัดกับขอบของโดเมน  
ก็ใหทําการคํานวณจุดตัดและแทรกจุดตอลงตรงจุดตัดดังกลาว  และลบทิ้งของของสี่เหลี่ยมที่อยู
นอกโดเมน ลําดับสุดทายก็จะเปนการแบงสี่เหลี่ยมที่ไดออกเปนสามเหลี่ยมสองรูป  ดังตัวอยางใน
รูปที่ 5.1 แสดงตัวอยางการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Quadtree

รูปที่ 5.1  ตัวอยางการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Quadtree

5.1.2 Advancing Front

เทคนิค Advancing Front เปนวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมวิธีหนึ่งที่ไดรับ
ความนิยมอยางมากในปจจุบัน  เนื่องจากสามารถที่จะใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพคอน
ขางดี Lohner [23,24] และ Lo [25,26]  เปนบุคคลสําคัญที่ชวยในการพัฒนาเทคนิคดังกลาวให
เปนที่แพรหลาย  หลักการโดยสําคัญของ Advancing Front เร่ิมตนดวยการสรางจุดตอตามขอบ
ของโดเมนจากนั้นใหเลือกเสนตอระหวางจุดตอข้ึนมาหนึ่งเสน เรียกวา front เพื่อทําการสราง
สามเหลี่ยมดานเทาขึ้นมา  แลวทําการลบทิ้ง front ดังกลาวออกจากบัฟเฟอร พรอมทั้งกําหนดให
เสนขอบที่เหลืออีกสองดานของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหมเปน front สําหรับเลือกใชใน
อนาคตโดยเก็บใสลงในบัฟเฟอร และกระบวนการเลือก front  แลวสรางสามเหลี่ยมจะดําเนินไป
เร่ือยๆจากขอบของโดเมนเขาสูพื้นที่ดานในของโดเมน  ดังตัวอยางในรูปที่ 5.2 แสดงการสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Advancing Front

รูปที่ 5.2  ตัวอยางการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Advancing Front
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5.1.3 Delaunay triangulation

เทคนิค Delaunay triangulation เปนวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดรับ
ความนิยมมากที่สุด [20]  เนื่องจากสามารถที่จะใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพคอนขางดีอัน
เนื่องมาจากเงื่อนไข Delaunay หรือเรียกอีกอยางวาคุณสมบัติ empty sphere ในสามมิติและ 
empty circumcircle ในสองมิติ อันเนื่องมาจากเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน จะตองเปน
สามเหลี่ยมที่จุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยม  จะตองไมอยูภายในวงกลมที่ลอมรอบและลากผาน
จุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยมอื่นๆ  ซึ่งเปนหลักการโดยสําคัญของเทคนิค Delaunay 
triangulation ดวยเหตุผลดังกลาวจึงทําใหสามเหลี่ยมเดอลอนเน  เปนสามเหลี่ยมที่มีมุมภายในที่
เล็กที่สุดโตกวาสามเหลี่ยมที่สรางโดยวิธีอ่ืนๆ [6]  เงื่อนไข Delaunay ถูกนํามาพัฒนาจนเปนวิธีที่
ใชในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม (Delaunay triangulation) โดย Lawson [27] Bowyer [13]
และ Watson [28]  แตเนื่องจากเงื่อนไข Delaunay  ไมไดแนะนําวิธีการสรางจุดตอภายในโดเมน  
ในชวงตอมาไดมีผูทําการศึกษาและพัฒนาวิธีการสรางจุดตอภายในโดเมน  จนทําใหวิธี 
Delaunay triangulation ไดรับการยอมรับอยางแพรหลาย ก็คือ Baker [29]  Weatherill [4]  
George [30]  Chew [31]  Ruppert [14]  และ Shewchuk [6]

รูปที่ 5.3  ตัวอยางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ผานเงื่อนไข Delaunay

จากการศึกษา [20] พบวาในปจจุบันเทคนิค Advancing Front  และเทคนิค 
Delaunay triangulation  เปนสองวิธีที่ไดรับความนิยมและยังคงไดรับการศึกษาในแงของการวิจัย
เพิ่มเติม  และไดถูกนําไปประยุกตลงในโปรแกรมเชิงพาณิชยที่ทําการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนต เชน Nastran หรือ Ansys เปนตน  แตยังไมพบวามีเอกสารงานวิจัยใดที่แยก
แยะขอดีขอเสียหรือเปรียบเทียบจุดเดนจุดดอยของวิธีทั้งสองอยางชัดเจน  แตจากการศึกษาและ
ทดลองสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม  และทําการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัว
ที่ความเร็วสูงโดยการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  พอที่จะ
สรุปขอดีขอเสียของการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีทั้งสอง  ดังตอไปนี้
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เทคนิค Advancing Front

ขอดี
1. เอลิเมนตสามเหลี่ยมจะมีลักษณะที่ใกลเคียงสามเหลี่ยมดานเทาคอนขางมาก  โดยเฉพาะ

อยางยิ่งเอลิเมนตสามเหลี่ยมบริเวณขอบของโดเมน
2. สามารถกําหนดทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยม
3. เมื่อทําการประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing 

technique)  จะทําใหไดเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนไมมากเมื่อเทียบกับที่ไดจากเทคนิค 
Delaunay triangulation  เนื่องจากผลของขอที่ 2

4. อัลกอริทึมมีความซับซอนไมมาก
5. ไดถูกนําไปการประยุกตลงในโปรแกรมเชิงพาณิชย  ที่ทําการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธี

ไฟไนตเอลิเมนต เชน Ansys เปนตน

ขอเสีย
1. กรณีที่โดเมนมีรูปทรงที่เรียวยาวที่ดานใดดานหนึ่ง  อาจจะทําใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมบริเวณ

ดังกลาวมีคุณภาพที่ไมดี
2. เนื่องจากเปนวิธีที่อยูบนพื้นฐานของการสรางสามเหลี่ยมดานเทาจากขอบ  ดังนั้นจึงไมเหมาะ

กับปญหาที่มีเอลิเมนตขนาดเล็กมากและเอลิเมนตขนาดโตมากอยูติด ๆ กัน  เพราะเทคนิค
ดังกลาวตองการการสรางเอลิเมนตที่มีการเปลี่ยนแปลงขนาดจากขนาดเล็กไปหาขนาดใหญ
หรือในทางตรงกันขาม แบบคอยเปนคอยไป (element size grading)

3. ถึงแมวาจะสามารถควบคุมทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมตามแนวของเสนช็อก
ได  แตไมสามารถที่จะปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหโตขึ้นมากๆ  เพราะอัลกอริทึมนี้
ยังคงมีขอจํากัดในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มี aspect ratio มากๆ  ซึ่งจะสงผลใหไม
สามารถประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิ-เมนตโดยอัตโนมัติไดมากครั้งตามที่ตองการ

เทคนิค Delaunay triangulation

ขอดี
1. จากคุณสมบัติเดอลอนเนดังจะกลาวตอไป ทําใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดจะมีมุมที่เล็กที่สุด

โตกวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่สรางโดยวิธีอ่ืนๆภายใตเงื่อนไขเดียวกัน  หรืออีกนัยหนึ่งสามารถ
กลาวไดวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดจะเขาใกลสามเหลี่ยมดานเทามากกวานั่นเอง

2. สามารถสรางเอลิเมนตขนาดเล็กมากและเอลิเมนตขนาดโตมากในบริเวณที่ใกล ๆ กันได
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3. ในโดเมนหนึ่ง ๆ สามารถที่จะสรางเอลิเมนตที่มีขนาดแตกตางกันกวา 100 เทาได  ซึ่งคุณ
สมบัตินี้จะเหมาะกับการนําไปประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

4. สามารถใชไดกับโดเมนรูปทรงใด ๆ หรือโดเมนมีรูปทรงที่เรียวยาวที่ดานใดดานหนึ่ง
5. อัลกอริทึมมีความซับซอนไมมาก
6. ไดถูกนําไปประยุกตลงในโปรแกรมเชิงพาณิชย  ที่ทําการวิเคราะหปญหาโดยอาศัยระเบียบ

วิธีไฟไนตเอลิเมนต เชน Nasrtan หรือ Fluent  ซึ่งเปนโปรแกรมเพียงตัวเดียวในปจจุบันที่
สามารถวิเคราะหการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได (high-speed compressible flow) และ
สามารถประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ เปนตน

ขอเสีย
1. ไมสามารถกําหนดทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยม
2. เนื่องจากสามารถสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กมากและเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดโต

มากในบริเวณที่ใกล ๆ กันได  ดังนั้นการประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  ในบางกรณีอาจจะใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมมีคุณภาพไมดี หรือมีลักษณะเรียวยาว
มาก  ในบริเวณที่ไมสามารถแทรกจุดภายโดเมน

3. โดยทั่วไปสําหรับปญหาหนึ่ง ๆ เมื่อทําการประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  จะทําใหเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนมากกวาที่ไดจากเทคนิค Advancing 
Front

4. การประยุกตเขากับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  จะเกิดความยุงยากในการ
กําหนดคา hmin และ hmax ที่เหมาะสม  เพราะไมมีเงื่อนไขที่ตายตัวในการกําหนดคา hmin

และ hmax  เพราะจะขึ้นกับกายภาพของปญหาและลักษณะของโดเมน

จากการเปรียบเทียบขางตน ประกอบกับงานวิจัยที่ผาน ๆ มา จะใชเทคนิค 
Advancing Front  ในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม  แตไมเคยศึกษาเทคนิค Delaunay 
triangulation มากอน ประกอบกับความสําเร็จในการนําไปใชงานในเชิงพาณิชยของเทคนิค 
Delaunay triangulation ที่ปรากฏในโปรแกรม Fluent  ดังนั้นจึงเลือกที่จะศึกษาและประยุกต
เทคนิค Delaunay triangulation  สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้

5.2 การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนและการสรางจุดตอภายโดเมน

การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  สามารถแบงออกไดเปนสองขั้นตอน
หลัก ๆ  ดังนี้  ขั้นตอนที่หนึ่งเปนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนใหกับจุดตอที่อยูบนขอบ
ของโดเมน (boundary node triangulation)  และขั้นตอนที่สองเปนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
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เดอลอนเนภายในโดเมนโดยการแบงยอยเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากขั้นตอนที่หนึ่ง  
ดวยวิธีการสรางจุดตอภายในโดเมนแบบอัตโนมัติ  และวิธีการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดตอที่
มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรกเขาไปใหม  เพื่อปองกันการเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีรูปราง
แบนราบจนเกินไป  สําหรับอัลกอริทึมในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในบทความนี้  
จะอางอิงถึงอัลกอริทึมที่พัฒนาโดย Bowyer  [13]  ซึ่งไดนําเสนอวิธีการทดสอบจุดภายในวงกลม 
(in-circle test)  มาใชในการทดสอบคุณสมบัติเดอลอนเนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

กอนที่จะกลาวถึงอัลกอริทึมในการสรางสามเหลี่ยมเอลิเมนตเดอลอนเน  ก็จะขอ
อธิบายแนวคิดพื้นฐานเกี่ยวกับสามเหลี่ยมเดอลอนเน  และแผนผังโวโรนอย (Voronoi diagram)  
ซึ่ง Dirichlet [13,28]  เปนบุคคลแรกที่นําเสนอวิธีการสรางแผนผังโวโรนอย หรือเรียกอีกชื่อวา 
Dirichlet tessellation  (ดูตัวอยางในรูปที่ 5.4)  โดยนิยามในดานเรขาคณิตการคํานวณ 
(computational geometry)  แผนผังโวโรนอย หมายถึง แผนผังที่ไดจากการแบงโดเมนออกเปน
กลุมของรูปหลายเหลี่ยม  โดยถาหากกําหนดใหมีจุดตอภายในโดเมน {Pk}, k=1,…, n  เรา
สามารถที่สรางพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยม (region) {Vk}, k=1,…, n ลอมรอบจุดตอดังกลาว  โดย
แตละพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยมจะลอมรอบจุดตอเพียงจุดเดียว  ซึ่งจะทําใหระยะหางจากจุดตอไป
ยังขอบของรูปหลายเหลี่ยมจะเปนระยะทางที่สั้นที่สุด  เมื่อเทียบกับระยะหางจากจุดตอของพื้นที่
ของรูปหลายเหลี่ยมที่ลากมายังขอบของรูปหลายเหลี่ยมดังกลาว

รูปที่ 5.4  แผนผังโวโรนอยของจุดตอภายในโดเมน

ดังนั้นจากนิยามขางตน  ก็สามารถที่จะแสดงความหมายของแผนผังโวโรนอย  
ในรูปแบบของสมการเซต [4] ไดดังนี้

{ }ij ,Pp Pp :P V jiik ≠∀−<−= (5.1)

จากสมการ (5.1) สามารถกลาวไดวาขอบแผนผังโวโรนอยแตละดาน  จะตองวาง
อยูตองกึ่งกลางระหวางจุดตอสองจุดตอที่ขอบดังกลาวเปนขอบรวม (ดูรูปที่ 5.5)  ถาหากทุกจุดตอ
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ที่อยูภายในแผนผังโวโรนอยถูกเชื่อมตอกันดวยเสนตรง โดยการลากเสนตรงเชื่อมตอระหวางจุดตอ
สองจุดตอที่มีขอบเปนขอบรวม (common boundary) ดังในรูปที่ 5.6  รูปสามเหลี่ยมที่เกิดขึ้นจาก
กระบวนการดังกลาวจะถูกเรียกวาสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay triangle)  ในทางทฤษฎี
กราฟ (Graph theory)  สามเหลี่ยมเดอลอนเนจะถูกนิยามใหเปนกราฟ (graph) ที่เมื่อลากวงกลม
ผานจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยมลอมรอบ  จะตองไมมีจุดตออ่ืนอยูภายในวงกลมดังกลาว ยก
เวนจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยมเองซึ่งจะอยูบนเสนรอบวงกลม  คุณลักษณะดังกลาวของ
สามเหลี่ยมเดอลอนเนถูกเรียกวาคุณสมบัติ empty circumcircle

รูปที่ 5.5  ระยะหางที่เทากันของระยะทางจากจุดตอมายังขอบรวม

รูปที่ 5.6  สามเหลี่ยมเดอลอนเนและแผนผังโวโรนอย

อัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน (DelaunayTriangulation) 
ประกอบดวยงานหลัก ๆ สองประการ ดังนี้  ประการที่หนึ่งการแบงจุดตอบนขอบเขตของโดเมน  
และ ประการที่สองการลากเสนเชื่อมโยงจุดตอดังกลาวเพื่อแบงพื่นที่ของโดเมนออกเปนเอลิเมนต
สามเหลี่ยม  ดังนี้

อัลกอริทึมที่ 1  DelaunayTriangulation(P, T)

1. กําหนดให P, k = 1,…, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนขอบเขตของโดเมน  โดยลําดับของจุด
ตอบนขอบของโดเมนจะตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  ถาหากเปนจุดตอ
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บนขอบนอกของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา (cw)  ถาหากเปนจุดตอ
บนขอบในหรือรูของโดเมน ดังในรูปที่ 5.7  ซึ่งการอานจุดตอบนขอบของโดเมนมายัง P ก็จะ
อานตามลําดับการจัดเก็บดังกลาว

รูปที่ 5.7  การจัดเรียงลําดับจุดตอบนขอบของโดเมน

2. กําหนดให T  เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม
3. กําหนดให TD เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ตองการลบทิ้ง
4. กําหนดให T เปนเซตวาง
5. คนหาตําแหนงจุดตอบนขอบของโดเมนที่มีตําแหนงโคออรดิเนตในแนวแกน x และ y  ที่นอยที่

สุดและมากที่สุด  เพื่อใชในการสรางสี่เหลี่ยมนูน (convex hull rectangle)
6. สรางสี่เหลี่ยมนูนที่สามารถบรรจุจุดตอทั้งหมดเอาไวในโดเมนของสี่เหลี่ยมนูน   และจัดเก็บจุด

ปลายทั้งสี่ของสี่เหลี่ยมนูนเขาไปในเซต P  โดยมีสถานะเปนจุดตอที่เคยถูกอานจากเซต P
7. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมรูปที่หนึ่ง  และเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่สองที่ไดจากการแบงครึ่ง

สี่เหลี่ยมนูน (แบงสี่เหลี่ยมนูนออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมสองรูป)  ดังในรูปที่ 5.8

รูปที่ 5.8  การแบงสี่เหลี่ยมนูนออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมสองรูป

8. อานจุดตอลําดับถัดไป pi  จากเซต P
9. คนหาเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti ในเซต T  ที่มีจุดตอลําดับที่ pi  อยูภายในสามเหลี่ยม  ซึ่งวิธีการ

คนหาจะใชทดสอบผลคูณเวกเตอร (cross product)  โดยเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีจุดตอ
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ลําดับที่ pi อยูภายในจะตองมีผลคูณเวกเตอรระหวางดานทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  
กับเสนตรงที่เชื่อมตอระหวางจุดตอ pi กับจุดปลายของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่กําลังทดสอบ
เปนบวกเสมอ  ดังตัวอยางในรูปที่ 5.9

รูปที่ 5.9  การคนหาจุดภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยม

10. กําหนดให TD เปนเซตวาง
11. คนหาเอลิเมนตสามเหลี่ยมในเซต T  ที่ไมผานการทดสอบวงกลมภายใน (in-circle test)  โดย

การลากวงกลมผานจุดปลายทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti ที่ไดจากขั้นตอนที่ 9  และจัด
เก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมดังกลาวลงในเซต TD

12. ลบทิ้งเอลิเมนตสามเหลี่ยมในเซต TD  ออกจากเซต T
13. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  โดยการลากเสนเชื่อมโยงระหวางจุดตอ pi  และจุดตอ

ของเอลิเมนตอ่ืน ๆ ที่มีขอบลอมรอบจุดตอ pi  และใหเพิ่มเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่
ถูกสรางขึ้นมาใหมลงในเซต T

14. ปรับปรุงหมายเลขของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีดานติดกับสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม
15. กลับไปยังขั้นตอนที่ 8  จนกวาจุดตอทั้งหมดจะถูกอานจากเซต P
16. ลบทิ้งเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่อยูนอกโดเมน  เนื่องจากในขั้นตอนที่ 7 มีการสรางเอลิเมนต

สามเหลี่ยมจากการแบงครึ่งสี่เหลี่ยมนูน  ดังนั้นจึงทําใหมีเอลิเมนตสามเหลี่ยมบางสวนในเซต 
T  ที่อยูนอกโดเมน  จึงตองทําการลบทิ้งเอลิเมนตสามเหลี่ยมดังกลาวออกจาก T

17. ทําการเรียงลําดับหมายเลขของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหมอีกครั้ง

ดังที่กลาวมาแลวขางตนวาอัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน
ไมไดแนะนําวิธีการสรางจุดตอภายโดเมน  ดังนั้นจึงตองอาศัยวิธีอ่ืน ๆ ในการสรางจุดภายโดเมน  
สําหรับวิธีการสรางจุดตอลงในโดเมนโดยอัตโนมัติ  มีอยูดวยกันหลากหลายวิธี  เชน  Cavendish 
[32]  ไดแนะนําวิธีการแบงแยกโดเมนออกเปนโซนๆตามความหนาแนนของจุด  และในแตละโซนก็
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จะทําการแบงพื้นที่ออกเปนสี่เหลี่ยมเล็ก  จากนั้นวิธีการสรางจุดตอลงในโดเมนโดยอัตโนมัติลงใน
ส่ีเหลี่ยมขนาดเล็กแตละรูป  โดยตําแหนงการสรางจุดตอจะไดจากการสุมตําแหนงภายในพื้นที่ของ
ส่ีเหลี่ยม  และเงื่อนไขที่ใชในการทดสอบการสรางจุดตอ  ก็คือภายในรัศมีที่กําหนดจากจุดตอที่
สราง  จะตองไมมีจุดตอที่ถูกสรางกอนหนานี้อยูภายในวงกลม  ซึ่งแนวคิดดังกลาวนี้จะถูกนํามา
ประยุกตใชในการสรางจุดตอลงในโดเมนโดยอัตโนมัติ  สวน Frey [33]  ไดมีการนําเสนอแนวคิด
เกี่ยวกับการสรางฟงกชันระยะหางของจุด (point spacing function)  เพื่อใชในการควบคุมความ
หนาแนนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  แนวคิดดังกลาวไดถูกนํามาประยุกตใชในการสรางอัลกอริทึม
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตอไป

สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชเทคนิคที่แนะนําในเอกสารอางอิง [4,5]   โดยการ
สรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ จะถูกควบคุมดวยพารามิเตอรที่สําคัญสองคา คือ 
สัมประสิทธิ์อัลฟา (α) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดตอที่ตองการ
แทรกและจุดตอทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ซึ่งจะมีผลตอความหนาแนนของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม (mesh density)  สวนสัมประสิทธิ์เบตา (β) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการทดสอบ
ระยะหางระหวางจุดตอในบริเวณใกลเคียงที่มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรกเขาไปใหม  ซึ่งจะมี
ผลตอรูปรางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม (regularity of triangulation)  หลังจาก
ที่จุดตอถูกสรางใหมภายในโดเมนผานการทดสอบดวยคาสัมประสิทธิ์ทั้งสอง  เอลิเมนต
สามเหลี่ยมเดอลอนเนก็จะถูกสรางขึ้นมา  ดวยอัลกอริทึม DelaunayTriangulation ขางตนทุก
ประการ  โดยอัลกอริทึมสําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ (MeshRefinement)  มี
ดังตอไปนี้

อัลกอริทึมที่ 2  MeshRefinement(P, T, α, β)

1. กําหนดให P, k = 1 , …, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนขอบเขตของโดเมน  โดยลําดับของ
จุดตอบนขอบของโดเมนจะตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  ถาหากเปนจุด
ตอบนขอบนอกของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา (cw)  ถาหากเปนจุด
ตอบนขอบในหรือรูของโดเมน ดังในรูปที่ 5.7  ซึ่งการอานจุดตอบนขอบของโดเมนมายัง P ก็
จะอานตามลําดับการจัดเก็บดังกลาว

2. กําหนดให V เปนเซตสําหรับจัดเก็บจุดตอที่จะถูกแทรกลงภายในโดเมน
3. กําหนดให T  เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ที่ถูกสรางขึ้นมาโดยอัลกอลิทึม 

DelaunayTriangulation
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4. กําหนดใหคาสัมประสิทธิ์ α เปนคาสําหรับควบคุมความหนาแนน (density) ของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม

5. กําหนดใหคาสัมประสิทธิ์ β เปนคาสําหรับควบคุมรูปราง (shape or regularity) ของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม

6. กําหนดให V เปนเซตวาง
7. คํานวณตําแหนงจุดศูนยถวง (centroid)  ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดวยสมการ 5.2 ดังนี้
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8. คํานวณคาระยะหางของจุดตอ (nodal spacing value, dpi)  ซึ่งเปนคาเฉลี่ยของระยะหาง
ระหวางจุดตอที่มีดานเชื่อมตอกับจุดปลายของสามเหลี่ยม คาดังกลาวจะเปนคาประจําของ
ทุก ๆ จุดตอภายในโดเมน และจะถูกใชในการเปรียบเทียบสําหรับเงื่อนไขการทดสอบอัลฟา
และเบตาตอไป   โดยการคํานวณคาระยะหางของจุดตอจะแบงออกเปน 2 กรณี ดังนี้ กรณีที่
ระยะหางของจุดตอบนขอบเขตของโดเมน (boundary node)  จะมีคาเทากับคาเฉลี่ยของ
ระยะหางระหวางจุดตอสองจุดที่อยูติดดวยสมการ (5.3)  แตถาหากเปนจุดตอภายในโดเมน  
ก็จะมีคาเทากับคาเฉลี่ยของคาระยะหางของจุดตอของทุกจุดตอที่เชื่อมโยงกับจุดตอดังกลาว
ดวยสมการ (5.4) ดังตัวอยางในรูปที่ 5.10
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รูปที่ 5.10  ตัวอยางการคํานวณคาระยะหางของจุดตอ
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9. อานหมายเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti จากเซต T
10. กําหนดใหตําแหนงจุดศูนยถวงเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti  เปนจุดตอ pc  คํานวณคาระยะหาง

ของจุดตอ pc ดวยสมการ (5.4)
11. คํานวณระยะหางจากตําแหนงโคออรดิเนตจุดศูนยถวงไปยังจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยม ti

(dm โดยที่ m = 1, 2, 3)
12. คํานวณระยะหาง sj  จากจุดตอ pc ไปยังจุดตอที่ถูกแทรกกอนหนานี้ สมมติใหเทากับจํานวน 

N จุดตอ
13. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α โดยถาหาก dm < (α dpc)  สําหรับบางคาของ m = 1, 2, 3

แสดงวาจุดตอ pc  ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α  ก็ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 9 เพื่ออาน
หมายเลขเอลิเมนตสามเหลี่ยมถัดไป

14. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β โดยถาหาก sj < (β dpc)  สําหรับบางคาของ j = 1, …, N
แสดงวาจุดตอ pc  ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β  ก็ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 9 เพื่ออาน
หมายเลขเอลิเมนตสามเหลี่ยมถัดไป

15. จัดเก็บจุดตอ pc ลงในเซต V
16. ถาหากยังคงมีเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ยังไมถูกอานจากเซต T  ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 9 เพื่อ

อานหมายเลขเอลิเมนตสามเหลี่ยมถัดไป
17. ทําการแทรกจุดทั้งหมดในเซต V ลงในโดเมน และสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 

DelaunayTriangulation  ดังตัวอยางในรูปที่ 5.11

รูปที่ 5.11  ตัวอยางการแทรกจุดภายในโดเมน

โดยปกติเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากการสรางดวยอัลกอริทึมทั้งสอง
ขางตน  อาจจะยังไมมีคาสัดสวนของดานยาวที่สุดและดานที่ตั้งฉากกัน  (aspect ratio) ที่ดีเพียง
พอ ดังนั้นจึงควรที่จะทําการปรับปรุงรูปรางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมใหดีข้ึน  โดยการทําใหคาสัด
สวนของดานยาวที่สุดและดานที่ตั้งฉากกัน  (aspect ratio) ของแตละเอลิเมนตสามเหลี่ยมมีคา
ใกลเคียงกันดวยวิธีลาปลาซ (Laplacian smoothing technique) ซึ่งเปนวิธีที่ไดรับความนิยมมาก
[34]  เนื่องจากทําใหไดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพดีขึ้นและเปนวิธีที่สามารถที่จะทํางานได
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รวดเร็ว  การปรับปรุงรูปรางของสามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซ  เปนการยายตําแหนงโคออรดิเนตของ
จุดที่ถูกลอมรอบดวยจุดอื่นๆ  ไปยังตําแหนงโคออรดิเนตที่ไดจากคาเฉลี่ยของตําแหนงโคออรดิเนต
ของจุดที่ลอมรอบ  ซึ่งสามารถแสดงไดดวยดังในสมการ (5.5)
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รูปที่ 5.12  การปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซ

จากการทดลองประยุกตการปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซ  
หลังกระบวนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยอลักอริทึม Delaunay triangulation  พบวาโดย
สวนใหญเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดจะมีรูปทรงที่ดีข้ึน  หรืออีกนัยหนึ่งหมายถึงเอลิเมนตสามเหลี่ยม
ที่ไดจะมีลักษณะใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทามากยิ่งขึ้น  แตสําหรับกรณีที่ทําการประยุกตเขา
กับเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดจากระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  พบวาในบางครั้งจะ
ทําใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมในบริเวณแนวเสนช็อกมีขนาดโตขึ้น  อันเนื่องมาจากการเฉลี่ยขนาดกับ
เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดโตหวาและมีเสนขอบติดกัน  ดังนั้นจึงสงผลใหตองทําการปรับขนาด
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติมากครั้งยิ่งขึ้น  เพราะใหผลของการปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวย
วิธีลาปลาซที่มีตอเอลิเมนตสามเหลี่ยมในบริเวณแนวเสนช็อกลดลง

เพื่อแสดงใหเห็นถึงศักยภาพของวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน ดวย
อัลกอริทึมทั้งสองขางตนก็จะขอแสดงตัวอยางการสรางเอลิเมนตสําหรับโดเมนที่มีรูปทรงซับซอน 
ดังตอไปนี้  รูปที่ 5.13 จะแสดงการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของใบเลื่อย  
รูปที่ 5.14 จะแสดงการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของบานอยูอาศัยสอง
ชั้น  สวนรูปที่ 5.15 และ 5.16  จะแสดงใหถึงการเกิดเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนอยางเปนขั้น
เปนตอน  โดยรูปที่ 5.15 จะแสดงการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของ 
airfoil  สวนรูปที่ 5.16 จะแสดงการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของแผน
ระนาบเจาะสองรู
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รูปที่ 5.13 การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของใบเลื่อย

รูปที่ 5.14  การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของบานอยูอาศัยสองชั้น
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Multi-connected domain Boundary Triangulation NP=241, NE=241

Refinement #1 NP=394, NE=547 Refinement #2 NP=748, NE=1255

Refinement #3 NP=1696, NE=3151 Refinement #4 NP=2855, NE=5469

Refinement #5 NP=4324, NE=8407 After Smoothing

รูปที่ 5.15  การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของ airfoil
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Multi-connected Domain Boundary Triangulation NP=135, NE=137

Refinement #1 NP=246, NE=359 Refinement #2 NP=544, NE=955

Refinement #3 NP=810 NE=1487 Refinement #4 NP=1033, NE=1933

Refinement #5 NP=1058, NE=1983 After Smoothing

รูปที่ 5.16  การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนของแผนระนาบเจาะสองรู
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5.3 ตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาดและระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติในวิทยานิพนธฉบับนี้  เปนการ
ประยุกตอัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay triangulation) และการ
สรางจุดภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ (automatic point creation)   เขากับการสรางเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขึ้นมาใหม (remeshing)  โดยอาศัยผลลัพธจากการคํานวณตัวชี้วัดขนาดความผิด
พลาด (error indicator)  และตําแหนงของเอลิเมนตสามเหลี่ยมครั้งที่ผานมาเปนตัวกําหนดเงื่อน
ไขในการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ดวยระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติคร้ังใหม  ซึ่ง
จะใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่วางตัวอยางเหมาะสมกับปญหาการไหลตาง ๆ  และสงผลใหผลลัพธที่
ไดมีความถูกตองมากยิ่งขึ้น

สําหรับการเลือกตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  จะตองเลือกตัวแปรที่สามารถบง
บอกถึงการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียน (gradient) ภายในโดเมนไดเปนอยางดี เชน ความหนาแนน 
ความดัน หรือคาเอนโทรป (entropy) เปนตน [1,2,7]  การสรางตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด
สามารถที่จะกระทําไดในหลาย ๆ รูปแบบ ทั้งนี้ข้ึนกับเวกเตอรนอรม (norm)  ที่ตองการพิจารณา 
[7]  สําหรับในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชคาอนุพันธยอยอันดับที่สองของคาความหนาแนน หรือคา
ความดันในระนาบสองมิติ  ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซ ดังในสมการที่ 5.6
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โดยอาศัยแนวคิดจากการคํานวณคาความเคนหลัก (principal stress)  ในดาน
กลศาสตรของแข็ง  ในการคํานวณคาสูงสุดของอนุพันธยอยอันดับที่สองของคาความหนาแนน  ก็
จะหมายถึงการคํานวณปริมาณหลัก (principal quantities)  ซึ่งจะทําใหผลคูณอนุพันธยอยขวาง 
(cross derivatives)  ในสมการ (5.6) หมดไป  และจะไดความสัมพันธของปริมาณหลักและขนาด
ของเอลิเมนตที่เหมาะสมสําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดดังนี้
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จากนั้น  จึงนําคาปริมาณหลักมากที่สุด (λmax) ที่คํานวณไดมาใชในการคํานวณ
หาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม (h) โดยที่คา hmin และ hmax  ในสมการ (5.8) จะถูกกําหนดโดย
ตัวผูใช

constantλhλh max
2
mini

2
i == (5.8)
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จากสมการ (5.8)  จะเห็นวาในการคํานวณหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม
สําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  จําเปนตองกําหนดขนาดของเอลิเมนตที่เล็กที่
สุด (hmin)  ซึ่งการกําหนดคา hmin ที่นอยเกินไปจะทําใหมีการแบงตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่
มากเกินไป  และในทางกลับกันถาหากกําหนดคา hmin ที่มากเกินไปจะทําใหมีการแบงเอลิเมนต
สามเหลี่ยมนอยเกินไป  ซึ่งอาจจะสงผลตอความแมนยําในการคํานวณผลลัพธ  ดังนั้นการเลือกคา 
hmin ที่เหมาะสมจึงเปนสิ่งที่สําคัญมาก  ในทางปฏิบัติในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับ
ตัวไดขึ้นมาใหมในแตละครั้ง  ยังไมมีวิธีใดที่สามารถบอกไดวาคา hmin ที่เหมาะสมควรมีคาเทาใด  
ทั้งนี้ก็ขึ้นกับลักษณะของปญหาและประสบการณ  โดยในเอกสารอางอิง [7]  ไดแนะนําใหทําการ
ปรับลดคา hmin ลงมาประมาณ 2 ถึง 3 เทาของครั้งกอน

เมื่อสามารถคํานวณขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตรงจุดตอได  ในขั้นตอนถัด
ไปก็จะเปนการประดิษฐระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยม
คร้ังกอนหนาเปนตาขายพื้นหลัง (background grid)  และทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขึ้นมา
ใหมโดยจะปรับขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ใหมีความสอดคลองกับขนาดของเอลิเมนตที่
คํานวณไดจากสมการ (5.8)  โดยมีขั้นตอนดังตอไปนี้

อัลกอริทึมที่ 3 AdaptiveRemeshing(P, T, α, β, hmin, hmax)

1. กําหนดให P, k = 1,…, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนขอบเขตของโดเมน  โดยลําดับของจุด
ตอบนขอบของโดเมนจะตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  ถาหากเปนจุดตอ
บนขอบนอกของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา (cw)  ถาหากเปนจุดตอ
บนขอบในหรือรูของโดเมน ดังในรูปที่ 5.7  ซึ่งการอานจุดตอบนขอบของโดเมนมายัง P ก็จะ
อานตามลําดับการจัดเก็บดังกลาว

2. กําหนดให T, l = 1,…, m  เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมพื้นหลัง (background)
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3. กําหนดให NP เปนเซตสําหรับจัดเก็บจุดตอที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม
4. กําหนดให NT เปนเซตสําหรับจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม
5. กําหนดให hmin และ hmax  เปนคากําหนดขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมเล็กที่สุดและใหญที่สุด

ตามลําดับ
6. กําหนดให NP เปนเซตวาง
7. กําหนดให NT เปนเซตวาง
8. คํานวณหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม (h)  โดยใชสมการ (5.8) และ (5.9)
9. ทําการสรางจุดตอบนขอบของโดเมนขึ้นมาใหมโดยใชคา h การหาระยะหางระหวางจุดตอ  

และทําการคํานวณคาระยะหางของจุดตอ (nodal spacing value, dpi)  สําหรับจุดตอบน
ขอบของโดเมนใหมทั้งหมด  และจัดเก็บจุดตอทั้งหมดลงในเซต NP

10. คาตัวแปรสําหรับจุดตอบนขอบของโดเมนทั้งหมดในในเซต NP  สามารถคํานวณไดจากการ
ประมาณ (interpolate) จากคาตัวแปรของเอลิเมนตสามเหลี่ยมพื้นหลัง

11. สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนเชื่อมโยงจุดตอบนขอบของโดเมนทั้งหมดในเซต NP  
โดยอาศัยอัลกอริทึม DelaunayTriangulation  และจัดเก็บเอลิเมนตสามเหลี่ยมทั้งหมดลงใน
เซต NT

12. ทําการสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอาศัยอัลกอริทึม MeshRefinement  และจัดเก็บจุดตอทั้ง
หมดที่ถูกสรางขึ้นมาในเซต NP

13. อานจุดตอ pi  จากเซต P
14. ถาหาก hi > hmax  กลับไปยังขั้นตอนที่ 13 เพื่ออานจุดตอถัดไป
15. คนหาเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti ภายในเซต NT ที่มีจุดตอ pi  อยูภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยม
16. คํานวณตําแหนงจุดศูนยถวงของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ti  และกําหนดใหเปนจุดตอ pc  และ

คํานวณคาระยะหางของจุดตอ pc ดวยสมการ (5.4)
17. คํานวณระยะหางจากตําแหนงโคออรดิเนตจุดศูนยถวง (pc) ไปยังจุดปลายทั้งสามของ

สามเหลี่ยม ti (dm โดยที่ m = 1, 2, 3)
18. ถาหาก hi > คาเฉลี่ยของ dm โดยที่ m = 1, 2, 3  กลับไปยังขั้นตอนที่ 13  เพื่อทําการอานจุด

ตอถัดไป
19. ถาหาก hmin < dm โดยที่ m = 1, 2, 3  กลับไปยังขั้นตอนที่ 13 เพื่ออานจุดตอถัดไป
20. จัดเก็บจุดตอ pc ลงในเซต NP
21. ถาหากยังคงมีจุดตอที่ยังไมถูกอานจากเซต P  ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 13 เพื่ออานจุดตอถัดไป
22. ทําการแทรกจุดทั้งหมดในเซต NP ลงในโดเมน และสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 

DelaunayTriangulation
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เมื่อเสร็จสิ้นกระบวนการของระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็ควรที่
จะปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซดังที่กลาวมาแลวขางตน  เพื่อชวยลด
จํานวนเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีรูปรางไมเหมาะสม  แตจากการทดลองพบวาเอลิเมนตสามเหลี่ยม
บางสวนในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงเกรเดียนสูงที่ผานการปรับปรุงรูปรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
ดวยวิธีลาปลาซ  อาจจะมีขนาดที่โตขึ้น  ซึ่งจะสงผลใหตองทําการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ
มากครั้งกวาปกติ



บทที่  6
การใชโปรแกรม FEMESH

โปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐข้ึนมา  สําหรับในวิทยานิพนธ
ฉบับนี้เปนโปรแกรมที่ทํางานในโหมดกราฟก  และสามารถที่จะใชงานไดอยางสะดวก  เพราะ
สามารถที่จะออกแบบโมเดลและทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมไดทันที  จากนั้นสามารถที่จะสง
ตอใหกับโปรแกรมที่ทําการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  และสุดทายก็จะนําผลลัพธที่
ไดมาแสดงผลในรูปแบบกราฟกที่หลากหลาย  ในบทนี้ก็จะอธิบายถึงวิธีการใชงานโปรแกรม 
FEMESH  พรอมทั้งรูปแบบมาตรฐานของไฟลนําสงขอมูลที่นําสงเพื่อนําไปคํานวณดวยระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต

6.1 โปรแกรม FEMESH

ในปจจุบันโปรแกรมเชิงพาณิชย  สําหรับการวิเคราะหปญหาเชิงตัวเลขดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่เปนที่รูจักและไดรับความนิยมมีอยูดวยกัน 2 โปรแกรม คือ โปรแกรม 
Nastran  เปนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกออกแบบมาสําหรับการวิเคราะหปญหาดานกลศาสตร
ของแข็งและการถายเทความรอน  และโปรแกรม Ansys เปนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกออกแบบ
มาสําหรับการวิเคราะหปญหาดานกลศาสตรของแข็ง ดานกลศาสตรการแตกราว  การถายเท
ความรอน และปญหาการไหลของของไหลที่ความเร็วต่ําทั้งแบบอัดตัวไดและอัดตัวไมไดในสภาวะ
คงตัวและไมคงตัว  แตโปรแกรมทั้งสองขางตนไมสนับสนุนระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ (adaptive meshing technique)  ในชวงไมกี่ปที่ผานมาไดมีผูผลิตโปรแกรมคอมพิวเตอร 
Fluent  ซึ่งเปนโปรแกรมแรกที่สามารถใชวิเคราะหการไหลแบบอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคง
ตัวและไมคงตัว  และสนับสนุนระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ดังนั้นพอที่จะกลาว
โดยนัยไดวา  สําหรับการวิเคราะหการไหลแบบอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  และระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ยังคงเปนเรื่องที่
คอนขางใหมและยังคงในระดับงานวิจัย

โปรแกรม FEMESH  เปนโปรแกรมประเภท integrated environment  ที่ถูก
ประดิษฐขึ้นมาเองทั้งหมด  โดยรวมเอาความสามารถระหวางสวนที่เกี่ยวของกับงานดาน
คอมพิวเตอรกราฟก  และการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเขาดวยกัน  โปรแกรมที่
ประดิษฐขึ้นเปนโปรแกรมที่รวมเอาความสามารถบางสวนของโปรแกรม Nastran Ansys  และ 
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Fluent  สําหรับการวิเคราะหปญหาในระดับสองมิติเขาดวยกัน  โดยโปรแกรม FEMESH สามารถ
ที่จะวิเคราะหปญหาพื้นฐานดานวิศวกรรมเครื่องกลในระดับสองมิติที่หลากหลาย เชน ปญหาดาน
กลศาสตรของแข็ง  ปญหาดานกลศาสตรการแตกราวและการติดตามรอยราว  ปญหาดานการ
ถายเทความรอนในสภาวะคงตัวและไมคงตัว ปญหาดานการไหลที่ความเร็วต่ําแบบมีความหนืด  
และการไหลแบบศักยในสภาวะคงตัว  และปญหาดานการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว เปนตน  ภาพโดยรวมของโครงสรางการทํางานของ
โปรแกรม FEMESH สามารถที่จะแบงออกไดเปนสามสวนหลัก ๆ ดังนี้

1. สวนทํางานกอนการประมวลผล (Pre-processing)  ซึ่งหมายถึง สวนของ
โปรแกรมที่ชวยในการเตรียมความพรอมของโมเดล  เชน  การวาดเสนตรง หรือเสนโคง  การสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยม  การกําหนดภาระ (load)  หรือการกําหนดเงื่อนไขที่ขอบ (boundary 
constraint) เปนตน  ซึ่งเปนภาระงานลําดับแรก ๆ ของการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนต  ดังนั้น งานหลักของสวนทํางานกอนการประมวลผล  ก็คือ  การทํางานดานคอมพิวเตอร
ชวยการออกแบบ (CAD)  ซึ่งประกอบดวยคําสั่งตางๆมากมายที่ชวยในการสรางรูปทรงเรขาคณิต
ในระดับสองมิติ  โดยรูปแบบและรูปแบบการทํางานของคําสั่งในสวนนี้จะคลายกับคําสั่งของ
โปรแกรม Nastran และ AutoCAD ทั้งนี้เพื่อลดเวลาในการเรียนรูการใชงานโปรแกรมของผูใชที่
เคยใชงานโปรแกรมประเภทเดียวกันกับ FEMESH

2. สวนการประมวลผล (Processing) ซึ่งหมายถึง สวนของโปรแกรมที่ทําการ
คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  สําหรับปญหาตางๆ เชน  ปญหาดานกลศาสตรของแข็ง  
ปญหาดานกลศาสตรการแตกราว  ปญหาดานการไหลที่ความเร็วต่ํา  และปญหาดานการไหลที่
ความเร็วสูง เปนตน  โดยทั่วไปการทํางานในขั้นตอนนี้จะใชเวลามากที่สุด  ทั้งนี้ก็ข้ึนกับอัลกอริทึม
การแกปญหา และจํานวนโหนดของระบบสมการ

3. สวนทํางานหลังการประมวลผล (Post-processing)  ซึ่งหมายถึง สวนของ
โปรแกรมที่ชวยในการแสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณในรูปแบบกราฟก เชน  การแสดงการเสีย
รูปของโดเมน (deformation)  การแสดงเสนชั้น (contour)  หรือการแสดงเวกเตอรของความเร็ว 
(velocity vector) เปนตน  ซึ่งเปนที่ชวยใหการตีความผลลัพธสามารถกระทําไดดีขึ้นกวาการ
พิจารณาโดยตรงจากตัวเลขซึ่งมีอยูเปนจํานวนมาก  นอกจากนี้ในกรณีที่ตองการประยุกตระเบียบ
วิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing technique)  เขากับปญหาเพื่อตองการ
ใหไดผลลัพธที่มีความแมนยํามากยิ่งขึ้น  ก็จะเปนการทํางานในสวนนี้เชนกัน  โดยจะนําผลลัพธที่
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ไดมาทําการคํานวณขนาดของเอลิมนตที่เหมาะสม  และทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขึ้นมา
ใหมอีกครั้ง

รูปที่ 6.1  หนาตางหลักของโปรแกรม FEMESH

6.2  การใชโปรแกรม FEMESH สําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืด
      อัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

การใชงานโปรแกรม FEMESH  เพื่อทําการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความ
หนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  มีขั้นตอนหลัก ๆ ดังนี้

6.2.1 สรางโครงรางของโมเดล (model outline) โดยใชคําสั่งที่เกี่ยวของกับการ
สรางรูปทรงทางเรขาคณิต เชน  การสรางเสนตรง (line)  การสรางสวนของวงกลม (arc) การสราง
วงกลม (circle) หรือการสรางเสนโคง spline (spline curve) เปนตน  เพื่อความสะดวกในการออก
แบบโมเดล  โปรแกรม FEMESH ไดเตรียมวิธีการสรางรูปทรงทางเรขาคณิตในหลาย ๆ วิธี โดย
อาศัยคําสั่งดังตอไปนี้

การสรางเสนตรง (คําสั่ง Create/Line) ประกอบดวยคําสั่งยอยตาง ๆ ที่ชวยใน
การสรางเสนตรงภายใตเงื่อนไขที่สะดวกและเหมาะสมตอการออกแบบรูปทรงเรขาคณิต ดังนี้

คําสั่ง Projected Points สําหรับการสรางเสนตรง  ที่เกิดจากการกําหนดจุดปลาย
สองจุด  ซึ่งการกําหนดสามารถกระทําไดสามวิธี ดังนี้ วิธีที่หนึ่งโดยการใชเมาสคลิกลงในพื้นที่ของ
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หนาตางออกแบบของโปรแกรมโดยตรง  วิธีที่สองเลือกจุด (point) ที่มีอยูแลวในโมเดล  และวิธีที่
สามเลือกจุดตอ (node) ที่มีอยูแลวในโมเดล

คําสั่ง Projected Points with Length สําหรับการสรางเสนตรง  ที่เกิดจากการ
กําหนดจุดปลายสองจุดและการกําหนดความยาวของเสนตรง  โดยโปรแกรมจะลากเสนตรงจาก
จุดปลายแรกไปยังทิศทางของจุดปลายที่สอง  ดวยขนาดความยาวของที่กําหนด

คําสั่ง Horizontal สําหรับการสรางเสนตรงในแนวราบ ดวยความยาวที่กําหนด

คําสั่ง Vertical สําหรับการสรางเสนตรงในแนวตั้ง ดวยความยาวที่กําหนด

คําสั่ง Perpendicular สําหรับการสรางเสนตรง ในทิศทางที่ตั้งฉากกับเสนตรงอีก
หนึ่งเสนที่ถูกเลือก ดวยความยาวที่กําหนด

คําสั่ง Parallel สําหรับการสรางเสนตรง  ในทิศทางที่ขนานกับเสนตรงอีกหนึ่งเสน
ที่ถูกเลือก ดวยความยาวที่กําหนด

คําสั่ง Mid Line สําหรับการสรางเสนตรง ในทิศทางที่แบงกึ่งกลางระหวางเสน
ตรงสองเสนที่ถูกเลือก

คําสั่ง At angle สําหรับการสรางเสนตรง ณ ตําแหนงมุมตางๆ

คําสั่ง Rectangle สําหรับการสรางเสนตรงสี่เสน เพื่อประกอบเปนรูปส่ีเหลี่ยม

คําสั่ง Continuous สําหรับการสรางเสนตรงหลายๆเสนตอเนื่อง (polygon) ซึ่ง
สามารถที่จะกําหนดใหเปนเสนตรงหลายๆเสนตอเนื่องแบบเปด (open-ended) หรือแบบปดก็ได 
(closed-loop)

การสรางสวนของวงกลม (คําสั่ง Create/Arc) ประกอบดวยคําสั่งยอย ดังนี้

คําสั่ง Center-Start-End สําหรับการสรางสวนของวงกลม  ดวยการกําหนด
ตําแหนงจุดศูนยกลาง  ตําแหนงจุดเริ่มตน และตําแหนงจุดสิ้นสุด

คําสั่ง Radius-Start-End สําหรับการสรางสวนของวงกลม ดวยการกําหนดความ
ยาวรัศมี  ตําแหนงจุดเริ่มตน และตําแหนงจุดสิ้นสุด

คําสั่ง Angle-Start-End สําหรับการสรางสวนของวงกลม ดวยการกําหนดขนาด
ของมุม  ตําแหนงจุดเริ่มตน และตําแหนงจุดสิ้นสุด

คําสั่ง Points สําหรับการสรางสวนของวงกลม ดวยการกําหนดตําแหนงจุดสาม
จุด ที่จะอยูบนขอบของสวนของวงกลม
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การสรางวงกลม (คําสั่ง Create/Circle) ประกอบดวยคําสั่งยอย ดังนี้

คําสั่ง Radius สําหรับการสรางวงกลม  ดวยการเลือกจุดสองจุด เพื่อใชในการ
คํานวณหาความยาวของรัศมี

คําสั่ง Diameter สําหรับการสรางวงกลม  ดวยการเลือกจุดสองจุด เพื่อใชในการ
คํานวณหาความยาวของเสนผานศูนยกลาง

คําสั่ง Center สําหรับการสรางวงกลม  ดวยการกําหนดตําแหนงจุดศูนยกลาง

คําสั่ง Points สําหรับการสรางวงกลม  ดวยการกําหนดตําแหนงจุดสามจุด ที่จะ
อยูบนขอบของวงกลม

การสรางเสนโคง spline (คําสั่ง Create/Spline) ประกอบดวยคําสั่งยอยที่ชวยใน
การสรางเสนโคงงอใด ๆ (spline) ดังนี้

คําสั่ง Project Control Points สําหรับการสรางเสนโคง spline ดวยวิธีการ
กําหนดจุดควบคุม (control point) สี่จุด

คําสั่ง Tangents สําหรับการสรางเสนโคง spline ดวยวิธีการกําหนดจุดปลาย
สองจุด  และจุดที่กําหนดทิศทางของเวกเตอรที่จะขนาดของสวนโคงของเสนโคง spline อีกสองจุด

คําสั่ง Points สําหรับการสรางเสนโคง spline ดวยวิธีการกําหนดจุดสี่จุด  เพื่อใช
ในการกําหนดจุดที่เสนโคง spline  จะตองพาดผาน

รูปที่ 6.2   สรางโครงรางของโมเดลสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวได
 ที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาผานวัตถุผิวโคงมน (blunt body)
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6.2.2 กําหนดขอบเขตของโมเดล (boundary) ดวยคําสั่ง Generate/Defined 
Boundary  เพื่อเลือกขอบเขตของโมเดลที่ตองการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม โดยแตละขอบเขตจะ
ตองประกอบดวยเสนที่ตอเนื่องกันเปนแบบวงปด (closed loop) เทานั้น  ดังนั้นถาหากมีวงกลม
หรือการเจาะรูภายในโดเมน  สวนเหลานี้ก็ตองถูกเลือกเปนขอบเขตตางหากของตนเอง

รูปที่ 6.3  ขอบเขตของโมเดล

6.2.3 การสรางวัสดุ  ดวยคําสั่ง Create/Material  ในกรณีของการไหลเปนการ
สรางหรือกําหนดคุณสมบัติของอากาศหรือน้ําทะเล  ที่จะนําไปใชในการคํานวณดังในรูปที่ 6.4 
เนื่องจากเปนการวิเคราะหการไหลแบบไมหนืด  ดังนั้นใหระบุเฉพาะคา γ (ชอง Specific Heat 
Ratio, GAMMA) และ/หรือคาแรงโนมถวง (ชอง Y-gravity) เทานั้น

รูปที่ 6.4  การกําหนดคุณสมบัติของอากาศ
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6.2.4 การสรางคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดวยคําสั่ง Create/Property 
ในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง  ก็ตองเลือกเอลิเมนตสามเหลี่ยม
ประเภท HIGH SPEED FLUID ซึ่งเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  จากนั้นใหเลือกวัสดุที่
ถูกสรางตามขั้นตอนที่ผานมาใหกับคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

รูปที่ 6.5  การสรางคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

6.2.5 การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ดวยคําสั่ง Generate/Boundary Mesh ดัง
ในรูปที่ 6.6  จะตองกําหนดคาพารามิเตอรตางๆที่จําเปนในการเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดังนี้

ชอง Node ID  กําหนดหมายเลขเริ่มตนของจุดตอ

ชอง Elem ID  กําหนดหมายเลขเริ่มตนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม

ชอง Property  เลือกคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ที่ถูกสรางตามขั้นตอน
ที่ 6.1.4 ขางตน

ชอง Laplacian Smoothing Iteration  กําหนดจํานวนครั้งที่จะทําการปรับปรุงรูป
รางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Laplacian  ตามที่ไดอธิบายในบทที่ผานมา

ชอง Smooth To  กําหนดคาตัวเลขที่ใชหยุดการทํางานของการปรับปรุงรูปราง
ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยเทคนิค Laplacian  โดยถาหากระยะทางจุดตอที่ถูกยายที่มากที่สุดมี
คานอยกวาคาที่กําหนด  ก็ใหหยุดการทํางานของการปรับปรุงรูปรางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวย
เทคนิค Laplacian  ทันที

ชอง Alpha Constant  กําหนดคาสัมประสิทธิ์ α

ชอง Beta Constant  กําหนดคาสัมประสิทธิ์ β

ชอง Adaptive Iteration  กําหนดจํานวนครั้งในการสรางจุดตอภายในโดเมน
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กลุม Mesh Type  ใหเลือก 3 nodes สําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไร
ความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง

ตัวเลือก Post Cosmetics  ใชในการปรับแตงเอลิเมนตสามเหลี่ยมบางสวนที่เมื่อ
แสดงผลแลวอาจจะทําใหดูแลวขาดความสวยงาม เชน ปรากฏเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนนอย
ในบริเวณที่มีแตเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดที่ใหญกวา เปนตน  ถึงแมวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมเหลา
นี้จะผานคุณสมบัติเดอลอนเนก็ตาม  สําหรับข้ันตอนการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัติเขากับปญหา  ไมแนะนําใหเลือกตัวเลือกนี้  เพราะอาจจะสงผลตอคุณภาพของ
ผลลัพธในบริเวณที่เกิดเสนช็อก

รูปที่ 6.6  การกําหนดพารามิเตอรสําหรับการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
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รูปที่ 6.7  เอลิเมนตสามเหลี่ยมภายในโดเมน

6.2.6 การกําหนดเงื่อนไขที่ขอบ (constraint)  ที่เกี่ยวของกับปญหา  ดวยคําสั่ง 
Create/Constraint  เงื่อนไขที่ขอบที่เปนไปไดสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูง  มีดังนี้  เงื่อนไขการไหลเขาที่ความเร็วสูงกวาเสียง (Supersonic Inflow)  เงื่อนไขการ
ไหลออกที่ความเร็วสูงกวาเสียง (Supersonic Outflow)  เงื่อนไขผนัง (Solid Wall)  เงื่อนไขการ
ไหลแบบสมมาตรในแนวแกน x (X-Symmetry)  เงื่อนไขการไหลแบบสมมาตรในแนวแกน y (Y-
Symmetry)

รูปที่ 6.8  เงื่อนไขที่ขอบสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง

6.2.7 การกําหนดภาระเริ่มตนที่จุดตอ (initial condition) ที่เกี่ยวของกับปญหา  
ดวยคําสั่ง Create/Load  ภาระเริ่มตนที่จุดตอที่เปนไปไดสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืด
อัดตัวไดที่ความเร็วสูง  มีดังนี้

ชอง X-Velocity  กําหนดคาความเร็วในแนวแกน x

ชอง Y-Velocity  กําหนดคาความเร็วในแนวแกน y

ชอง Fluid Density  กําหนดคาความหนาแนน

ชอง Total Energy  กําหนดคาพลังงานรวม

กรอบ Criteria  ประกอบดวยพารามิเตอรสําหรับกําหนดเงื่อนไขของตําแหนงของ
จุดตอที่จะทําการสรางภาระเริ่มตน  ซึ่งสามารถที่จะกําหนดในรูปแบบของสมการคณิตศาสตร
พรอมๆกับเงื่อนไขทางตรรกศาสตรไดพรอมๆกัน  ดังนี้

ปุมเลือก Domain  หมายถึง  การสรางภาระเริ่มตนสําหรับทุกจุดตอภายในโดเมน
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ปุมเลือก No Load Nodes  หมายถึง  การสรางภาระเริ่มตนเฉพาะสําหรับจุดตอ
ที่ยังไมมีภาระเริ่มตน

ปุมเลือก Conditional  หมายถึง  การสรางภาระเริ่มตนแบบมีเงื่อนไข

ตัวเลือก Cartesian  ใชเลือกเพื่อใหสามารถกําหนดเงื่อนไขของตําแหนงของจุด
ตอในรูปแบบของโคออรดิเนต x และ y  หรือตามแนวรัศมี (r)

ชอง X  กําหนดเงื่อนไขตําแหนงของจุดตอในแนวแกน x

ชอง Y  กําหนดเงื่อนไขตําแหนงของจุดตอในแนวแกน y

ชอง r  กําหนดเงื่อนไขตําแหนงของจุดตอในแนวรัศมี

ชอง CenterX  กําหนดตําแหนงจุดศูนยกลางของรัศมี

ชอง CenterX  กําหนดตําแหนงจุดศูนยกลางในแนวแกน x ของรัศมี

ชอง CenterY  กําหนดตําแหนงจุดศูนยกลางในแนวแกน y ของรัศมี

รูปที่ 6.9  การกําหนดภาระเริ่มตนที่จุดตอ

6.2.8 การวิเคราะหปญหาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ดวยคําสั่ง File/Analyze  
ดังในรูปที่ 6.10  คาพารามิเตอรสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงทั้ง
ในสภาวะคงตัวและไมคงตัว  มีดังนี้
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ชอง Type  กําหนดตัวแกปญหา  โดยสามารถเลือกรายการลําดับที่ 15 สําหรับ
กรณีที่ของไหลเปนอากาศ  หรือรายการลําดับที่ 16 สําหรับกรณีที่ของไหลเปนน้ําทะเล

ชอง Error Ind.  กําหนดคาตัวแปรที่จะใชในการคํานวณคาตัวชี้วัดขนาดความผิด
พลาด

ชอง Title  กําหนดชื่อเร่ืองของปญหาที่กําลังจะวิเคราะห

ชอง Sub Title  กําหนดชื่อเร่ืองยอยของปญหาที่กําลังจะวิเคราะห

ชอง Iteration  กําหนดจํานวนครั้งของการทําซ้ํา

ชอง Tolerance  กําหนดคาความเผื่อของคาความผิดพลาด  เพื่อใชเปนเงื่อนไข
ในการหยุดการทําซ้ํา  ถาหากคาความผิดพลาดที่มากที่สุดในรอบดังกลาวนอยกวาคาความเผื่อ
ของคาความผิดพลาดที่กําหนด

ชอง Transient Time (sec,) or 0 for Steady State  กําหนดชวงเวลา (time 
step) ในการปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวถาหากมีคา
มากกวาศูนย  หรือมีคาเทากับศูนยสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว

ชอง Load Set  กําหนดชุดของภาระที่จะใชในการคํานวณ  ซึ่งจะใชในการกรณีที่
ตองการทดสอบหลายๆกรณีของภาระเริ่มตนของโมเดลเดียวกัน

ชอง Constraint Set  กําหนดชุดของเงื่อนไขที่ขอบที่จะใชในการคํานวณ  ซึ่งจะ
ใชในการกรณีที่ตองการทดสอบหลายๆกรณีของภาระเริ่มตนของโมเดลเดียวกัน

กรอบ Remeshing Parameters  สําหรับกําหนดคาพารามิเตอรสําหรับระเบียบ
วิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ดังนี้

ชอง Minimum  กําหนดคาขนาดเอลิเมนตสามเลี่ยมที่นอยที่สุด (hmin)

ชอง Maximum  กําหนดคาขนาดเอลิเมนตสามเลี่ยมที่มากที่สุด (hmax)

กรอบ Process Priority  สําหรับกําหนดลําดับความสําคัญของกระบวนงานที่
ระบบปฏิบัติการวินโดวสจะเลือกมาประมวลผล  ซึ่งจะชวยใหโปรแกรมสามารถทํางานไดเร็วขึ้น

กรอบ Termination After Analyze  กําหนดใหระบบปฏิบัติการวินโดวสปดตัวเอง 
(terminate) หรือปดเครื่องคอมพิวเตอร  เมื่อการประมวลผลของสวนประมวลผลดวยระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตส้ินสุดการทํางาน
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รูปที่ 6.10   การกําหนดพารามิเตอรสําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวได
  ที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและไมคงตัว

6.2.9 การแสดงผลหลังการวิเคราะหปญหาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต   เมื่อการ
การวิเคราะหปญหาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสิ้นสุด  ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณก็จะถูกอาน
มายังโปรแกรมโดยอัตโนมัติ  จากนั้นก็สามารถที่จะแสดงผลของผลลัพธที่ไดในรูปแบบกราฟกดวย
คําสั่ง View/Select  ดังในรูปที่ 6.11 ซึ่งสามารถที่จะเลือกวิธีหรือรูปแบบการแสดงผลลัพธ  ไดดังนี้

การเลือกชนิดของตัวแปร  ดังนี้ คาความหนาแนน  คาความดัน  คาพลังงานรวม  
คาความเร็วในแนวแกน x  คาความเร็วในแนวแกน y  และคาความเร็วรวม

ตัวเลือก Vector  สําหรับการแสดงผลคาความเร็วรวมในรูปแบบของเวกเตอร

กรอบ Contour  เพื่อกําหนดรูปแบบของการแสดงผลเสนชั้น โดยสามารถที่จะ
แสดงผลไดทั้งที่เปนเสนชั้นแบบเสน (contour line) และเสนชั้นแบบระดับพื้นที่สี (contour area)

ตัวเลือก Draw Model  สําหรับการแสดงผลโมเดลควบคูกับการแสดงผลลัพธ
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กรอบ XY Style  สําหรับเลือกรูปแบบของการแสดงผลกราฟเสนตรง XY เชน 
กราฟเสนตรง XY แสดงความสัมพันธระหวางผลลัพธของตัวแปรที่ถูกเลือกกับตําแหนงในแนวแกน 
x (XY vs X-Position) หรือกราฟเสนตรง XY แสดงความสัมพันธระหวางผลลัพธของตัวแปรที่ถูก
เลือกกับหมายเลขประจําของจุดตอ (XY vs ID) เปนตน

ปุมคําสั่ง Set Contour Colors and Range  จะประกอบดวยคาพารามิเตอร
สําหรับการกําหนดระดับสีและชวงของคาต่ําสุดและคาสูงสุดของเสนชั้นที่ตองการแสดงผล

รูปที่ 6.11  การกําหนดรูปแบบการแสดงผลลัพธ

รูปที่ 6.12  ตัวอยางการแสดงผลลัพธดวยเสนชั้นแบบระดับพื้นที่สี 128 ระดับ
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รูปที่ 6.13  ตัวอยางการแสดงผลลัพธดวยเสนชั้นแบบเสน 16 ระดับ

รูปที่ 6.14   กราฟเสนตรง XY แสดงความสัมพันธระหวางผลลัพธของตัวแปรคาความหนาแนน
 ตลอดขอบลางแนวนอนของโดเมน กับตําแหนงในแนวแกน x

6.3 รูปแบบของไฟลขอมูล

ไฟลขอมูลที่ถูกสรางโดยโปรแกรมประกอบไปดวยไฟลสามประเภท ดังนี้

6.3.1 ไฟลโมเดล (model file)  เปนไฟลไบนารี (binary file) ที่มีนามสกุล .cuf
ดังนั้นไฟลโมเดลจึงไมสามารถที่จะเปดดูดวยโปรแกรมประเภทแกไขขอความ (text editor)  ไฟล
โมเดลเปนไฟลที่มีความสําคัญอยางมาก  เพราะขอมูลทั้งหมดของโมเดลจะถูกจัดเก็บไวในไฟล
ดังกลาว
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6.3.2 ไฟลขอมูล (data file)  เปนไฟลขอความ (text file) ที่มีนามสกุล .dat  ซึ่ง
เปนไฟลที่ถูกแปลงขอมูลจากไฟลโมเดล  เพื่อสงตอไปยังโปรแกรมคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตอีกทอดหนึ่ง  ดังนั้นไฟลขอมูลจึงสามารถที่จะถูกสรางโดยโปรแกรมอื่นๆ เชน Ansys หรือ
Nastran ก็ได  สําหรับการจัดเก็บขอมูลในไฟลขอมูล  ซึ่งสามารถที่จะแบงออกไดเปนสามสวนหลัก
ๆ ดังตอไปนี้

สวนที่ 1  สวนคําสั่ง  (command section)  ประกอบดวยคําสั่งเพื่อใหโปรแกรม
คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถที่จะรูตําแหนงการจัดเก็บ  หรือสรางไฟลผลลัพธ
ตลอดจนคาพารามิเตอรตางๆสําหรับการคํานวณขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เหมาะสม  ในกรณีที่
ตองการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  คําสั่งในสวนนี้จะจบเมื่อพบประโยค
END=CMD

FILEID=FEMESH SCRIPT COMMAND

TITLE=M6 flow pasts cylinder

SUBTITLE=Steady State High Speed Flow

DATE=24-Jan-2002 21:23:20

SOL=15

PROBLEMID=16601

ERRORIND=0

DATADIR=D:\ZDRIVE_D\VBAPPL~1\FEMESH~3\Data\HIGHSP~1

PROGDIR=D:\ZDRIVE_D\VBAPPL~1\FEMESH~3

OUTFILE=BLN00_00.out

REMESH_HMIN=4.5E-2

REMESH_HMAX=2.5E-1

END=CMD

สวนที่ 2  สวนขอมูล  (data section)  สวนนี้จะเร่ิมตนเมื่อพบคําสั่ง BEGIN
BULK  และจะประกอบดวยสวนยอย ดังนี้

สวนที่ 2.1  สวนกําหนดพารามิเตอร  เชน  จํานวนจุดตอ  จํานวนเอลิเมนต
สามเหลี่ยม จํานวนครั้งของการทําซ้ํา  หรือชวงเวลาของการคํานวณในสภาวะไมคงตัว เปนตน

NPOIP       NELEM      NBOUND

426         785        65

EPSLAM      NTIME      SAVITER   TRANSTIMES    NPROP    MPROP

1.0E-4      5000       1000      0.0           1        1

สวนที่ 2.2  สวนกําหนดขอมูลของจุดตอ  ประกอบดวยขอมูลเกี่ยวกับหมายเลข
ประจํา (ID)  และตําแหนงในแนวแกน x และ y ของจุดตอ  โดยจะมีจํานวนขอมูลเทากับจํานวนจุด
ตอที่ถูกกําหนดในสวนที่ 2.1
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NODE          X             Y  [NODE=426]

 1            0.0E+0        0.0E+0

 2            1.5E-1        0.0E+0

 3            3.0E-1        0.0E+0

 4            4.5E-1        0.0E+0

 5            6.0E-1        0.0E+0

สวนที่ 2.3  สวนกําหนดขอมูลของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ประกอบดวยขอมูลเกี่ยว
กับหมายเลขประจํา (ID)  และหมายเลขประจําของจุดตอที่เปนจุดปลายทั้งสามของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม และหมายเลขประจําของคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  โดยจํานวนขอมูลเทา
กับจํานวนเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ถูกกําหนดในสวนที่ 2.1

ELEM       I           J           K        PROP [TRIANGLE=785]

 1         3           4           257      1

 2         156         224         241      1

 3         21          68          163      1

 4         6           7           66       1

 5         6           66          119      1

สวนที่ 2.4  สวนกําหนดคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  ประกอบดวยขอมูล
ที่เกี่ยวของกับคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดังนี้

PROPID        GAMMA         Y-GRAVITY

1             1.4E+0        0.0

สวนที่ 2.5  สวนกําหนดขอบเขตของโดเมน  ประกอบดวยขอมูลที่ระบุหมายเลข
ประจําจุดตอสองจุดที่ประกอบเปนดานซึ่งแสดงขอบเขตของโดเมน หมายเลขประจําเอลิเมนต
สามเหลี่ยมที่เปนเจาของดานดังกลาว  และประเภทของเงื่อนไขขอบเขต

ที่เกี่ยวของกับคุณสมบัติของเอลิเมนตสามเหลี่ยม ดังนี้
NODE#1        NODE#2        ELEM          BNDIDX

  12            11            33            3

 17            16            52            3

 18            17            53            3

  9            21            68            3

 19            18            154           3

สวนที่ 3  สวนสิ้นสุดไฟล  (ending section)  สวนนี้จะประกอบดวยคําสั่ง END
BULK เพียงคําสั่งเดียว  เพื่อระบุตําแหนงการสิ้นสุดของไฟลขอมูล
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6.3.3 ไฟลผลลัพธ (output file)  เปนไฟลขอความ (text file) ที่มีนามสกุล .out
ซึ่งเปนไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ซึ่งสามารถที่จะแบง
ออกไดเปนสองสวนหลัก ๆ ดังตอไปนี้

สวนที่ 1  สวนคําสั่ง (command section)  ซึ่งมีลักษณะเชนเดียวกับสวนคําสั่ง
ของไฟลขอมูล

สวนที่ 2  สวนผลลัพธ (solution section)  ประกอบดวยคตัวแปรที่จุดตอ  ซึ่งเปน
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  โดยจะมีรูปแบบดังนี้

  NODAL VALUES SOLUTIONS [  426]:

  NODE    RHO             U             V

E               P               H

                  1    0.117300E+01    0.204550E+04   0.000000E+00

0.230728E+07    0.100995E+06    0.250000E+00

     2    0.117300E+01    0.204550E+04  0.114661E-12
0.230728E+07    0.100995E+06    0.106894E+00

     3    0.117300E+01    0.204550E+04  0.289320E-12
0.230728E+07    0.100995E+06    0.513886E-01

     4    0.341491E+01    0.887262E+03 -0.759594E+02
0.182810E+07    0.195551E+07    0.139852E+00

     5    0.593808E+01    0.618035E+03 -0.164366E+02
0.175032E+07    0.370347E+07    0.510523E-01

นอกจากนี้โปรแกรม FEMESH ยังสามารถที่จะทําการแปลงขอมูลของโมเดล และ
ผลลัพธทังหมดใหอยูในรูปแบบที่โปรแกรม Ansys และ Nastran  สามารถอานไดอีกดวย  โดย
เลือกใชคําสั่ง File/Export Model  เพื่อทําการแปลงขอมูลของโมเดล (Analysis Model) และผล
ลัพธทั้งหมด (Results Model)  ใหอยูในรูปแบบของไฟลที่มีนามสกุล .nas และ .f06 ตามลําดับ



บทที่  7
การวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง

ในสภาวะไมคงตัว

ในบทนี้จะแสดงผลของการนําโปรแกรม FEMESH ไปใชในการวิเคราะหปญหา
การไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว โดยจะทําการ
ประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับทุก ๆ ปญหาที่ทําการวิเคราะห  เพื่อให
ไดผลลัพธที่มีความแมนยํามากยิ่งขึ้น  และเพื่อใหมั่นใจวาการทํางานของโปรแกรม FEMESH ทั้ง
ในสวนของการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม  การประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  และการประมวลผลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอรเปนไปอยาง
ถูกตอง  ก็จะทําการทวนสอบความถูกตองของโปรแกรมดวยปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ (shock
tube) ซึ่งเปนปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง  จากนั้นจึงทําการวิเคราะหปญหาอื่น ๆ ทั้งสภาวะคงตัว
และไมคงตัว  ดังนี้  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  ปญหาการไหล
ความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย (expansion ramp)  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของ
คลื่นช็อกในชองแคบ  ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก  ปญหาขางตนทั้งหมด
ยกเวนปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ  เปนปญหาของการเกิดคลื่นช็อกอันเนื่องมาจากการไหลที่
ความเร็วสูงกวาความเร็วเสียง  สําหรับปญหาตอนี้จะเปนปญหาของการเกิดคลื่นช็อกอันเนื่องมา
จากผลของแรงอัดตัวของอากาศอันเนื่องมากจากการระเบิดทั้งในอากาศและใตน้ําทะเล ดังนี้
ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้น
ราบ  และปญหาการการระเบิดใตน้ําทะเล

7.1 ปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

ปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอเปนปญหาพื้นฐานในหนึ่งมิติที่มีผลเฉลยแมนตรง 
[35,36]  และเปนปญหาที่ใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่คํานวณ
ปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว  นอกจากนี้ยังเปนปญหาที่
สามารถทําการทดลองในหองปฏิบัติการไดโดยตรง  จึงสามารถเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับ
ผลการทดลองได  ลักษณะของปญหาดังในรูปที่ 7.1 ก็คือ ในขณะที่เวลาเปนศูนยจะกําหนดใหของ
ไหลสองดานภายในทอถูกแบงออกจากกันโดยแผนกั้นตรงกึ่งกลางของทอ  และของไหลทั้งสอง
ดานจะมีคุณสมบัติเร่ิมตนที่แตกตางกัน เชน  คาความหนาแนน  คาความดัน  และอุณหภูมิ 
เปนตน  โดยในที่นี้กําหนดใหคุณสมบัติเร่ิมตนของของไหลทางดานซาย (driver section)  คือ ρ
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4=10, u4 = 0, v4 = 0 และ ε4 = 215,310 (T4 = 300 K)  สวนคุณสมบัติเร่ิมตนของของไหลทาง
ดานขวา (driven section) คือ ρ1=1, u1 = 0, v1 = 0 และ ε1 = 215,310 (T1 = 300 K)  จากนั้นก็
ยกแผนกั้นออกทันทีทันใด  ผลจากความแตกตางของคุณสมบัติของของไหลทั้งสองดาน  ก็จะทํา
ใหเกิดคลื่นช็อกวิ่งไปทางขวามือ  และเกิดคลื่นช็อกแบบขยาย (expansion shock wave) วิ่งไป
ทางซายมือ

รูปที่ 7.1  ปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

เพื่อใหเห็นถึงความถูกตองของโปรแกรมรูปที่ 7.2  ถึง 7.7 แสดงกราฟเปรียบ
เทียบระหวางผลเฉลยแมนตรง  และผลคํานวณเชิงตัวเลขในรูปแบบคาหนึ่งหนวย (normalization)  
ของคาความหนาแนน  คาความดัน และคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา 0.0005 วินาที  และ 
0.001 วินาที  โดยเสนทึบจะแทนผลเฉลยแมนตรงและสี่เหลี่ยมแทนผลเฉลยเชิงตัวเลข

รูปที่ 7.2    กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความหนาแนน
 ที่เวลา 0.0005 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

x

ρ
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1.0

0.5

0.0

y

x

 Computational domain

Driver section Driven sectionDiaphragm

  5.0

1.0

  5.0

Shock  waveExpansion wave
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รูปที่ 7.3     กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความดัน
 ที่เวลา 0.0005 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

รูปที่ 7.4     กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความเร็วในแนว
 แกน x ที่เวลา 0.0005 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ
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รูปที่ 7.5     กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความหนาแนน
 ที่เวลา 0.001 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

รูปที่ 7.6    กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความดัน
 ที่เวลา 0.001 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ
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รูปที่ 7.7     กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยเชิงตัวเลขของคาความเร็วในแนว
 แกน x ที่เวลา 0.001 วินาที  สําหรับปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ

รูปที่ 7.8  แสดงเอลิเมนตที่ผานการปรับตัวโดยอัตโนมัติ  และเสนชั้นของคาความ
ดันและคาความดันของคลื่นช็อก  ที่เวลาตางๆ  ซึ่งจะเห็นวาแนวที่เอลิเมนตสามเหลี่ยมมีความ
หนาแนนมาก  จะเปนบริเวณที่เกิดการเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลันของคาความหนาแนน  ซึ่งเปน
คาที่ใชในการคํานวณคาตัวชี้วัดความผิดพลาด  โดยคลื่นช็อกจะเคลื่อนที่ไปทางขวามือซ่ึงเปนทิศ
ทางการเคลื่อนตัวของของไหลที่มีความหนาแนนมากกวา  ไปยังบริเวณที่ของไหลที่มีความหนา
แนนนอยกวา  สวนทางคลื่นช็อกแบบขยายตัว (expansion wave) ก็จะเคลื่อนตัวไปทางซายมือ  
โดยลักษณะของคลื่นช็อกแบบขยายตัว  จะเปนรูปแบบของคลื่นช็อกที่ติดตามดวยคลื่นช็อกเปน
ชวง ๆ ดานหลังติดตอกัน

เวลา 0.0005 วินาที
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Density

Pressure

Density
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Density
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Density

Pressure

Density

Pressure

Density

Pressure

Density

Pressure

เวลา 0.005 วินาที

เวลา 0.006 วินาที

เวลา 0.007 วินาที

เวลา 0.008 วินาที
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รูปที่ 7.8   เสนชั้นของคาความดันและคาความดัน ณ ชวงเวลาตาง ๆ สําหรับปญหาการ
                       เกิดคลื่นช็อกในทอ

7.2 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ

ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  เปนอีกหนึ่งปญหาพื้น
ฐานที่ถูกนํามาใชในการศึกษาในงานวิจัย  โดยรูปที่ 7.9  แสดงรูปแบบของปญหาการไหลที่มีคา
มัคนัมเบอรตางกันตกกระทบกัน ซึ่งทําใหเกิดคลื่นช็อกเอียง (oblique shock) ทํามุมตกกระทบ 
29o และสะทอนไปทางดานมุมขวาบนของภาพ  สําหรับเงื่อนไขขอบเขตของการไหลเขาตลอดขอบ
ดานซายคือ ρ = 1.0  u = 2.9  v = 0 และ ε = 5.991  และตลอดขอบบนคือ ρ = 1.7  u = 2.6185  
v = -0.5063 และ ε = 5.806  โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

Oblique shock wave
Reflection shock wave

Computational domainM = 2.37

M = 2.9

29°

4.0

1.0

รูปที่ 7.9  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว [1,2,7] ดังในรูปที่ 7.10  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาด
คอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  โดยผลลัพธที่ไดยังคงมีความถูกตองคอนขางนอย  เนื่องจาก

Density

Pressure

เวลา 0.0085 วินาที
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ลักษณะของคลื่นช็อกทั้งกอนตกกระทบและหลังสะทอนจากพื้นราบยังคงเปนเสนที่มีความหนา
มาก  ทั้งนี้เพราะเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ใชในบริเวณที่เกิดคลื่นช็อกมีขนาดใหญเกินไป  ดังนั้นจึง
ควรที่จะประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  เพื่อเพิ่มความถูกตอง
ของผลลัพธใหมากยิ่งขึ้น

  
รูปที่ 7.10   เอลิเมนตสามเหลี่ยมเร่ิมตนและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับปญหา

การตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ ในกรณีการไหลแบบไร
 ความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะคงตัว

เมื่อทําการระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  และทําการ
ปรับขนาดเอลิเมนตไปอยางเปนขั้นเปนตอนดังในรูปที่ 7.11 ก็จะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํา
มากขึ้น  โดยสังเกตไดจากความหนาของคลื่นช็อกทั้งกอนตกกระทบและหลังสะทอนจากพื้นราบ  
จะมีความหนาลดลงอยางมาก และเอลิเมนตสามเหลี่ยมนอกบริเวณที่เกิดคลื่นช็อก  ก็จะมีขนาด
โตขึ้นซึ่งจะชวยประหยัดหนวยความจําและเวลาที่ใชในการประมวลผล

  

  

  

  
รูปที่ 7.11   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ ในกรณีการไหลแบบ
  ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะคงตัว
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ตารางที่ 7.1    คา hmin และ hmax สําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ สําหรับปญหา
    การตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ ในกรณีการไหลแบบ
    ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะคงตัว

Mesh hmin hmax Elements Nodes
Nonadaptive - - 1,974 1,038
1st adaptive 0.030000 0.150 1,647 874
2nd adaptive 0.007500 0.175 3,117 1,634
3rd adaptive 0.001000 0.250 5,382 2,778
4th adaptive 0.000325 0.390 2,301 1,192

  

  

  

  
รูปที่ 7.12   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน สําหรับ

  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  ในกรณีการไหลแบบ
  ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.2 วินาที

เวลา 0.4 วินาที

เวลา 0.6 วินาที

เวลา 0.8 วินาที
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ตารางที่ 7.1 ขางตนแสดงตัวอยางการกําหนดคา hmin และ hmax สําหรับการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ ของปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ
สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว
ดังในรูปที่ 7.12  จะเร่ิมตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้ง
โดเมนเชนเดียวกับขางตน  และทําการประยุกตเมื่อทําการระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติเขากับปญหาในทุก ๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ  ซึ่งจะสงผลใหผลลัพธที่ไดมีความแมน
ยํามากขึ้นในทุก ๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ

7.3 ปญหาการไหลความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย

ปญหาการไหลความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย ดังในรูปที่ 7.13  จะมีของไหล
ที่ความเร็วมากกวาเสียง 6 เทา ผานเขามาจากทางซายมือ  และไหลผานพื้นที่หนาตัดขยายกวาง
ขึ้นโดยทํามุม 10o กับพื้นราบ  ซึ่งสงผลใหคุณสมบัติของของไหล คือ คาความหนาแนน คาความ
ดัน และอุณหภูมิลดลง  อันเนื่องมาจากการขยายตัวของพื้นที่การไหล  และจะเริ่มเกิดคลื่นช็อก
ตรงจุดหักมุม (expansion corner)  เพราะเปนบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงขนาดพื้นที่หนาตัด
อยางฉับพลัน  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  มีดังนี้  ρ = 1.173  u = 2,045.5  v = 0 และ 
ε = 2,307,285.125  โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

M = 6

18.0

6.5

10°

Computational domain
Expansion corner

Mach wave

5.0

รูปที่ 7.13  ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาผานพื้นที่หนาตัดขยาย

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว [1,2] ดังในรูปที่ 7.14  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอน
ขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  โดยผลลัพธที่ไดยังคงมีความถูกตองคอนขางนอย  เนื่องจาก
ลักษณะของคลื่นช็อกตรงบริเวณตรงจุดหักมุมไมไดรวมเปนจุดเดียวกัน  แตเมื่อทําการระเบียบวิธี
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ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  และทําการปรับขนาดเอลิเมนตไปอยางเปนขั้นเปน
ตอน ก็จะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้น

 

 

 

 

 
รูปที่ 7.14     เอลิเมนตสามเหลี่ยมในโดเมนและเสนชั้นของคาความหนาแนน สําหรับปญหา

        การไหลความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืด
 อัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาในสภาวะคงตัว

ถาหากสังเกตลักษณะของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เกิดขึ้น จากระเบียบวิธีปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  จะเห็นวามีเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากวางตัวตรงจุด
หักมุม  และเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดที่ใหญกวาจะวางตัวในแนวของเสนช็อก  แตเนื่องจากคลื่น
ช็อกที่เกิดสําหรับปญหานี้เปนช็อกแบบขยายตัว [7]  ดังนั้นจึงไมจําเปนตองมีเอลิเมนตสามเหลี่ยม
ขนาดเล็กจํานวนมากในบริเวณดังกลาว  เพราะลักษณะของการเปลี่ยนแปลงความหนาแนนใน
บริเวณที่เกิดคลื่นช็อกแบบขยายตัวหลังจากผานจุดหักมุม  จะเปนแบบคอยเปนคอยไป  ซึ่งแตก
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ตางจากการเกิดคลื่นช็อกของปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  และถึง
แมวาเอลิเมนตสามเหลี่ยมในบริเวณที่เกิดคลื่นช็อกแบบขยายตัว  จะมีขนาดใหญและมีจํานวนไม
มาก  แตผลลัพธที่ไดก็ยังคงมีความถูกตอง  เพราะคลื่นช็อกแบบขยายตัวมีลักษณะเปนเสนตรง
ตลอดแนว

ตารางที่ 7.2   คา hmin และ hmax สําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติของปญหา
 การไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทา

   ผานพื้นที่หนาตัดขยายในสภาวะคงตัว
Mesh hmin hmax Elements Nodes

Nonadaptive - - 1,360 749
1st adaptive 0.11000 0.8000 1,686 914
2nd adaptive 0.03000 0.8500 3,103 1,651
3rd adaptive 0.00975 0.9125 3,946 2,079
4th adaptive 0.00600 0.9500 3,236 1,704

ตารางที่ 7.2 ขางตนแสดงตัวอยางการกําหนดคา hmin และ hmax สําหรับการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ ของปญหาการไหลความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย  สําหรับการ
วิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 
7.15  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมนเชน
เดียวกับขางตน  เนื่องจากในชวงเริ่มตนเราไมสามารถที่จะพยากรณปรากฏการณของคลื่นช็อกได  
จากนั้นจึงทําการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาในทุก ๆ ชวง
เวลาที่ทําการคํานวณ  ซึ่งจะสงผลใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้นในทุก ๆ ชวงเวลาที่ทําการ
คํานวณ  เนื่องจากระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสามารถที่จะตรวจจับลักษณะของ
คลื่นช็อกที่เกิดขึ้นภายในโดเมนของการไหล  จึงสามารถที่จะวางเอลิเมนตขนาดเล็ก ๆ ตามแนว
ของคลื่นช็อกไดอยางถูกตอง

จากรูปที่ 7.15  จะเห็นวาคลื่นช็อกคอย ๆ สรางตัวจากแนวระนาบเอียงขึ้นมาทาง
ดานบน  โดยมีจุดเริ่มตนของคลื่นช็อกตรงจุดหักมุม  และหลังจากเวลาผานไปประมาณ 0.008 
วินาที  ลักษณะของคลื่นช็อกจะใกลเคียงกับที่เกิดขึ้นในสภาวะคงตัว (รูปที่ 7.14) ขางตน  และเมื่อ
ทําการที่ตําแหนงคํานวณชวงเวลาถัดไป  พบวาทั้งรูปรางของคลื่นช็อกที่เกิดขึ้น  และคาตัวแปรที่
เกี่ยวของมีการเปลี่ยนแปลงคอนขางนอย  และเมื่อเปรียบเทียบกับคาที่ไดจากการคํานวณใน
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สภาวะคงตัวก็มีคาที่แตกตางกันคอนขางนอยเชนกัน  ซึ่งเปนสภาวะของการไหลที่เขาใกลสภาวะ
ของการไหลแบบคงตัว

 

 

 

 

 
รูปที่ 7.15  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาผานพื้นที่หนาตัดขยายในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.001 วินาที

เวลา 0.003 วินาที

เวลา 0.005 วินาที

เวลา 0.007 วินาที

เวลา 0.008 วินาที
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7.4 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ

ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ  ดังในรูปที่ 7.16  เปน
ปญหาของการไหลที่ความเร็วมากกวาเสียง 3 เทา ผานเขามาจากทางซายมือ  และไหลผานพื้นที่
หนาตัดลดขนาดทํามุม 20o กับพื้นราบ  การหักมุมอยางฉับพลันตรงตําแหนงดังกลาวไดกอใหเกิด
คลื่นช็อกเอียงทํามุมกับระนาบขึ้นไปกระทบกับผนังดานบน  และเชนเดียวกันเมื่อคลื่นช็อกตก
กระทบก็จะเกิดการสะทอนลงมาขางลาง  และในขณะเดียวกันตรงจุดหักมุมที่สองของชองแคบได
กอใหเกิดการขยายตัว  และเกิดการกระจายของคลื่นช็อกคลายกับที่เกิดขึ้นในปญหาการไหล
ความเร็วสูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหลมีดังนี้  ρ = 1.173  u = 
1,022.7  v = 0 และ ε = 2,307,285.125  โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

1.9
20

0.4

0.8

0.2

Shock wave

Computational domain

Mach wave

M = 3

รูปที่ 7.16   ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบดวยความเร็ว
                            สูงกวาเสียง 3 เทา

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว [1,2] ดังในรูปที่ 7.17  และสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 7.18  จะเริ่มตนดวยการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  แลวทําการประยุกต
ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  ซึ่งจะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํา
มากขึ้น  โดยสังเกตไดจากความหนาของคลื่นช็อกทั้งกอนและหลังตกกระทบผนังลดลง  และใน
ขณะเดียวกันคลื่นช็อกแบบขยายตัว (expansion shock wave) ที่เกิดขึ้นตรงจุดหักมุมที่สองของ
ชองแคบก็มีลักษณะเปนเสนตรงตลอดแนว  ดังนั้นผลที่ไดจากการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาด
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็คือ จะมีการวางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากตามแนวของ
คลื่นช็อกทั้งกอนและหลังตกกระทบผนัง  สวนในบริเวณของคลื่นช็อกแบบขยายตัวก็จะมีเอลิเมนต
สามเหลี่ยมขนาดเล็กวางตัวตามแนวของคลื่นช็อกเชนกัน  แตบริเวณปลายช็อกจะใชเอลิเมนต
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สามเหลี่ยมที่มีขนาดใหญกวา  เพราะลักษณะของการเปลี่ยนแปลงความหนาแนนในบริเวณที่เกิด
คลื่นช็อกแบบขยายตัวหลังจากผานจุดหักมุมจะเปนแบบคอยเปนคอยไป

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 7.17   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ  ในกรณีการไหลแบบ
 ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทาในสภาวะคงตัว
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รูปที่ 7.18   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ  ในกรณีการไหลแบบ
 ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทาในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.0005 วินาที

เวลา 0.001 วินาที

เวลา 0.0015 วินาที

เวลา 0.002 วินาที

เวลา 0.003 วินาที
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7.5 ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับ

ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับดังในรูปที่ 7.19  เปนปญหาของการไหล
ที่ความเร็วมากกวาเสียง 3 เทา ผานเขามาจากทางซายมือ  และไหลผานพื้นเอียงทํามุม 20o กับ
แนวราบ  การหักมุมอยางฉับพลันตรงตําแหนงดังกลาวไดกอใหเกิดคลื่นช็อกเอียงทํามุมกับระนาบ
ขึ้นไปทางดานบบน  และในขณะเดียวกันตรงจุดหักมุมที่สองของพื้นราบชั้นบนไดกอใหเกิดการ
ขยายตัว  และเกิดการกระจายของคลื่นช็อกคลายกับที่เกิดขึ้นในปญหาการไหลความเร็วสูงผาน
พื้นที่หนาตัดขยาย  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  มีดังนี้  ρ = 1.173  u = 1,022.7  v = 0 
และ ε = 738,207.645  โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

1.9
20

0.4

0.8

0.2

Shock wave

Computational domain

Mach wave

M = 3

รูปที่ 7.19  ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับดวยความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทา

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัวดังในรูปที่ 7.20  และสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 7.21  เร่ิมตนโดยสรางเอลิเมนต
สามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  จากนั้นทําการประยุกตระเบียบวิธีปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  และทําการปรับขนาดเอลิเมนตไปอยางเปนขั้นเปน
ตอน ก็จะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้น  โดยสังเกตไดจากความหนาของคลื่นช็อกลดลง  
และในขณะเดียวกันคลื่นช็อกแบบขยายตัว (expansion shock wave) ที่เกิดขึ้นตรงจุดหักมุมที่
สองของชองแคบก็มีลักษณะเปนเสนตรงตลอดแนว  ดังนั้นผลที่ไดจากการประยุกตระเบียบวิธีปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็คือ จะมีการวางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากตาม
แนวของคลื่นช็อกทั้งกอนและหลังตกกระทบผนัง  สวนในบริเวณของคลื่นช็อกแบบขยายตัวก็จะมี
เอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กวางตัวตามแนวของคลื่นช็อกเชนกัน  จะเห็นวาลักษณะของคลื่น
ช็อกจะคลายกัน  แตคลื่นช็อกของปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับจะไมมีการสะทอนกลับ
ลงมา เนื่องจากไมมีผนังดานบนของโดเมน
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รูปที่ 7.20   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ
 ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับ  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวได
 ที่ความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทาในสภาวะคงตัว
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รูปที่ 7.21   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการไหลผานแนวระนาบยกระดับ  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวได
 ที่ความเร็วสูงกวาเสียง 3 เทาในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.0005 วินาที

เวลา 0.001 วินาที

เวลา 0.0015 วินาที

เวลา 0.0025 วินาที

เวลา 0.0035 วินาที
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7.6 ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก

ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอกดังในรูปที่ 7.22  เปนปญหาของ
การไหลที่ความเร็วมากกวาเสียง 6 เทา ผานเขามาจากทางซายมือปะทะกับสวนโคงของทรง
กระบอก  เนื่องจากเปนปญหาที่มีความสมมาตร  จึงทําการวิเคราะหเพียงครึ่งดานบนของโดเมน  
โดยคลื่นช็อกที่เกิดจะลักษณะของเสนโคง (bow shock) ตามลักษณะของทรงกระบอก  นอกจาก
นี้ยังเปนปญหาที่มีลักษณะพิเศษเฉพาะที่แตกตางจากปญหาที่ผานมา คือคุณสมบัติของของไหล
บริเวณดานหลังของคลื่นช็อกจะมีคาไมคงที่  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  มีดังนี้  ρ = 
1.173  u = 2,045.5  v = 0 และ ε = 2,307,285.125   โดยคาอัตราสวนความรอนจําเพาะเทากับ
γ = 1.38

2.7

1.5

3.2

Cylinder

Computational domain

Bow shock

M = 6

รูปที่ 7.22  ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาผานทอนทรงกระบอก

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะคงตัว [1] ดังในรูปที่ 7.23  และสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 7.24  จะเริ่มตนดวยการสราง
เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  จากนั้นทําการประยุกตระเบียบ
วิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหา  และทําการปรับขนาดเอลิเมนตไปอยางเปนขั้น
เปนตอน ก็จะทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้น  โดยสังเกตไดจากความหนาของคลื่นช็อก
ลดลง สวนคุณสมบัติของของไหลบริเวณดานหลังของคลื่นช็อกจะมีการเปลี่ยนแปลงแบบคอยเปน
คอยไป  ดังนั้นผลที่ไดจากการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็คือ จะมีการ
วางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากตามแนวโคงของคลื่นช็อก
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รูปที่ 7.23   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืด
 อัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาในสภาวะคงตัว
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เวลา 0.001 วินาที เวลา 0.002 วินาที

เวลา 0.003 วินาที เวลา 0.004 วินาที

เวลา 0.005 วินาที เวลา 0.006 วินาที
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รูปที่ 7.24   เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความหนาแนน  สําหรับ

 ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก  ในกรณีการไหลแบบไรความหนืด
 อัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 6 เทาในสภาวะไมคงตัว

เวลา 0.007 วินาที เวลา 0.008 วินาที

เวลา 0.010 วินาที เวลา 0.012 วินาที

เวลา 0.014 วินาที เวลา 0.016 วินาที
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7.7 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ

ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ [12] ดังในรูปที่ 7.25  เปนปญหาของ
การระเบิดในอากาศ  โดยสมมติใหการระเบิดเปนกระบวนการที่เอนโทรปมีคาคงที่ (isentropic 
process)  ดังนั้น ภายใตสมมติฐานของอากาศในอุดมคติ  คาความหนาแนน (ρ) และคาความดัน 
(p) จะมีความสัมพันธกัน ดังในสมการ (7.1)  และ  (7.2)

constant
ρ
pvp γ

γ == (7.1)
γ

1

2

1

2

ρ
ρ

p
p









= (7.2)

เนื่องจากเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  จะตองกําหนดคาตัวแปรของคาความ
หนาแนน  ดังนั้นในกรณีที่ทราบคาความดันเริ่มตน  ก็ตองใชสมการขางตนในการแปลงใหอยูในรูป
ของคาความหนาแนน  โดยในตัวอยางนี้กําหนดใหคาความดันเริ่มตนของการระเบิดประมาณ 
9.22  เทาของความดันบรรยากาศ  ซึ่งจะทําใหเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในรูปแบบของ
วงกลมออกจากศูนยกลางการระเบิด (พิจารณาในสองมิติ)  สวนของไหลบริเวณดานหลังของคลื่น
ช็อกก็จะมีการเปลี่ยนแปลงแบบคอยเปนคอยไป  ซึ่งการเกิดคลื่นช็อกเชนนี้ไดถูกเรียกชื่อพิเศษวา
blast wave  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหล  มีดังนี้ ภายนอกพื้นที่ระเบิด  ρ1 = 1, u1 = 0, 
v1 = 0 และ ε1 = 0.5  และภายในพื้นที่ระเบิด ρ2 = 5, u2 = 0, v2 = 0 และ ε2 = 0.5 โดยคาอัตรา
สวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

12.0

12.0

6.0

Computational domain

Shock wave

High pressure zone

Low pressure zone

รูปที่ 7.25   ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศที่คาความดันเริ่มตน 9.22  เทา
                            ของความดันบรรยากาศ
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สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะไมคงตัว [12] ดังในรูปที่ 7.26  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาด
คอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขา
กับปญหา  จะเห็นวาคลื่นช็อกเคลื่อนตัวออกจากศูนยกลางการระเบิด  สําหรับปญหานี้ใชคาความ
ดันในการคํานวณตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  เพราะจากการทดลองพบวา  ลักษณะการเคลื่อน
ตัวของคลื่นช็อกมีความสัมพันธกับคาความดันมากกวาคาความหนาแนน

      

        

        
รูปที่ 7.26  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาด เสนชั้นของคาความหนาแนนและคาความดัน

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ  ในกรณีการไหลแบบไรหนืดอัดตัวได
ที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

PressureDensity

เวลา 1.0 วินาที

เวลา 3.0 วินาที

เวลา 5.0 วินาที

PressureDensity

PressureDensity
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7.8 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ

ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ [12] ดังในรูปที่ 7.27 
จะมีลักษณะคลายกับปญหาที่ผานมาแตจะกําหนดใหพื้นดานลางเปนผนัง  เพื่อศึกษาปรากฏ
การณการตกกระทบของคลื่นช็อก  โดยสมมติใหการระเบิดเปนกระบวนการที่เอนโทรปมีคาคงที่ 
(isentropic process)  ดังนั้น ภายใตสมมติฐานของอากาศในอุดมคติ  คาความหนาแนน (ρ) 
และคาความดัน (p) จะมีความสัมพันธกัน ดังในสมการ (7.1)  และ  (7.2) เชนกัน  สําหรับเงื่อนไข
เร่ิมตนสําหรับการไหลก็จะเหมือนกับปญหาที่ผานมา  ดังนี้ ภายนอกพื้นที่ระเบิด  ρ1 = 1, u1 = 0, 
v1 = 0 และ ε1 = 0.5  และภายในพื้นที่ระเบิด ρ2 = 5, u2 = 0, v2 = 0 และ ε2 = 0.5  โดยคาอัตรา
สวนความรอนจําเพาะเทากับ γ = 1.38

9.0

12.0

3.0

Computational domain

Shock wave

High pressure zone

Low pressure zone

รูปที่ 7.27    ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ ที่คาความดันเริ่มตน
                       9.22  เทาของความดันบรรยากาศ

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะไมคงตัว [12] ดังในรูปที่ 7.28  จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาด
คอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขา
กับปญหา  จะเห็นวาคลื่นช็อกเคลื่อนตัวออกจากศูนยกลางการระเบิด และเมื่อตกกระทบกับพื้น
ราบ ก็จะเกิดการกระทําของคลื่นช็อกซึ่งกันและกัน  ซึ่งปรากฏใหเห็นในลักษณะของเสนโคงของ
คลื่นช็อกที่ตกกระทบจะเคลื่อนไปทางขวา และปลายของคลื่นช็อกจะเคลื่อนสูศูนยกลางการ
ระเบิด สําหรับปญหานี้ใชคาความดันในการคํานวณตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาดเชนกัน
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รูปที่ 7.28  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความดัน  สําหรับปญหา

คลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ  ในกรณีการไหลแบบไรความ
        หนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

Pressure

Pressure

Pressure

Pressureเวลา 1.0 วินาที

เวลา 2.0 วินาที

เวลา 4.0 วินาที

เวลา 5.0 วินาที
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7.9 ปญหาการระเบิดใตน้ําทะเล

ปญหาการระเบิดใตน้ําทะเลดังในรูปที่ 7.29  เปนการศึกษาถึงขนาดของแรงตก
กระทบใตทองเรือของคลื่นช็อกที่เกิดจากการระเบิดใตทองน้ําทะเลดวยความดันสูง  ซึ่งการเกิด
ความดันสูงอยางฉับพลันจะทําใหเกิดการอัดตัวของน้ําทะเล  ซึ่งสงผลใหเกิดการเคลื่อนตัวของน้ํา
ทะเลในสวนที่ถูกอัดตัวในลักษณะของคลื่นช็อกพุงสูผิวน้ําทะเล  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการ
ไหลสมมติใหคาความดันเริ่มตนเทากับ 200,000 บาร  (2.0x1010 Pa) และโดยอาศัยสมการ (4.47) 
ก็จะสามารถคํานวณคาความหนาแนนเริ่มตนไดดังนี้  บริเวณพื้นที่ของการระเบิดภายในระยะรัศมี 
1 หนวย  ρ = 1,804 Kg/m3, u = 0 m/s และ v = 0 m/s  และในสวนบริเวณอื่นของโดเมนจะใชคา
ความหนาแนนของน้ําทะเลที่อุณหภูมิ 20 oC และคาความเค็ม (salinity) 30 g/Kg  สามารถ
คํานวณคาความหนาแนนของน้ําทะเลดวยสมการในภาคผนวก ข  ดังนี้ ρ = 1,021 Kg/m3, u = 0 
m/s  และ v = 0 m/s

 

20.0

29.6
59.2

Shock wave

15.0

25.0
45 o

Computational domain Low pressure zone
High pressure zone

2.12

รูปที่ 7.29  ปญหาการระเบิดใตน้ําทะเลที่คาความดันเริ่มตน 200,000 บาร

สําหรับการวิเคราะหในกรณีของการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูง
ในสภาวะไมคงตัวดังในรูปที่ 7.30  จะเห็นวาลักษณะของคลื่นช็อกที่เกิดขึ้นจะเหมือนกับปญหาที่
ผานมา  และเนื่องจากคาความหนาแนนของน้ําทะเลมีคามาก  ดังนั้นจึงทําใหคาความดันสูงสุด
ของคลื่นช็อกลดลงอยางรวดเร็วภายในระยะเวลา 0.001 วินาที  จากคาความดันสูงเมื่อเวลา 
0.0005 วินาที 1.2276 GPa เหลือเพียง 407.38 MPa เมื่อเวลา 0.001 วินาที  เพราะตองสูญเสีย
ภาระสวนหนึ่งในการทําใหเกิดการอัดตัว และการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกที่มวลมีคาความหนา
แนนสูง  และโดยการคํานวณเชิงตัวเลขพบวาพื้นที่ตกกระทบใตทองเรือจะตองรับคาความดันสูง
สุดประมาณ 90 MPa  ตรงบริเวณกลางลําเรือ เมื่อเวลาตกกระทบ 0.011 วินาที



116

  

  

  

  

  

  

เวลา 0.0005 วินาที

เวลา 0.001 วินาที

เวลา 0.003 วินาที

เวลา 0.005 วินาที

เวลา 0.007 วินาที

เวลา 0.009 วินาที
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รูปที่ 7.30    เอลิเมนตสามเหลี่ยมหลังการปรับขนาดและเสนชั้นของคาความดัน  สําหรับ

    ปญหาการระเบิดใตน้ําทะเลที่คาความดันเริ่มตนเทากับ 200,000 บาร
    ในกรณีการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว

จากตัวอยางทั้งหมดที่แสดงขางตน  จะเห็นวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินด
เซลลเซนเตอร  สามารถที่จะประยุกตเขากับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  เพื่อใช
ในการแกปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัว  และไมคงตัว  
ไมวาของไหลจะเปนกาซหรือน้ําทะเล  และเมื่อทําการประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  เขากับเทคนิคดังกลาวก็จะชวยใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตองมากยิ่งขึ้น

เวลา 0.011 วินาที

เวลา 0.012 วินาที

เวลา 0.013 วินาที

เวลา 0.014 วินาที



บทที่  8
บทสรุป ปญหาที่พบ  และขอเสนอแนะ

8.1 บทสรุป

วิทยานิพนธฉบับนี้ไดทําการศึกษาปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว  สําหรับของไหลที่เปนกาซและน้ําทะเล  ซึ่งถูกควบคุมโดย
ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส  ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซน-
เตอร  พรอมทั้งยังไดทําการศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมภายในโดเมนดวยวิธีการสราง
สามเหลี่ยมเดอลอนเน  และคิดคนเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสําหรับระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร  โดยการปรับปรุงวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนขางตน
เขากับแนวคิดพื้นฐานของตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาด  ซึ่งไดกอใหเกิดองคความรูใหมเกี่ยวกับ
ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ภายใตแนวคิดของวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน
ขึ้นมา  ในทายที่สุดองคความรูทั้งหมดขางตนไดถูกรวบรวมและนํามาสรางเปนโปรแกรม
คอมพิวเตอร FEMESH ซึ่งเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมาเองทั้งหมด  ที่ทํางานใน
ลักษณะของโปรแกรมคอมพิวเตอรกราฟก  และสามารถนําไปใชในการวิเคราะหงานไดจริง

บทที่ 3 ไดอธิบายถึงทฤษฎีพื้นฐานเกี่ยวกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินด
เซลลเซนเตอร  และวิธีการประดิษฐเมตริกซที่สําคัญและถูกนํามาใชในการคํานวณเชิงตัวเลข  
สําหรับทั้งในกรณีที่ของไหลเปนกาซและน้ําทะเล  สวนบทที่ 4 ไดอธิบายในสวนที่เกี่ยวของกับ
ทฤษฎีของสามเหลี่ยมเดอลอนเน  และอัลกอริทึมของวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  
พรอมทั้งการสรางจุดตอภายในโดเมน  สวนสุดทายของบทดังกลาว ไดอธิบายถึงระเบียบวิธีการ
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติภายใตแนวคิดของวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  
และสําหรับบทที่ 5 ไดอธิบายวิธีการใชงานโปรแกรม FEMESH สําหรับการแกปญหาการไหลแบบ
ไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว

โปรแกรม FEMESH  ไดถูกนํามาทดสอบความถูกตอง   โดยการนํามาใช
วิเคราะหปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอเปนปญหาพื้นฐานในหนึ่งมิติที่มีผลเฉลยแมนตรง  ซึ่งผล
ลัพธที่ไดก็มีความสอดคลองกันและมีความผิดพลาดต่ํามาก  ซึ่งแสดงใหเห็นวาโปรแกรม 
FEMESH สามารถทํางานไดอยางถูกตอง  จากนั้นไดนําไปใชในการแกปญหาพื้นฐานที่สําคัญใน
การศึกษาพื้นฐานของปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและ
ไมคงตัว ดังนี้ ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกบนพื้นราบ  ปญหาการไหลความเร็ว
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สูงผานพื้นที่หนาตัดขยาย  ปญหาการตกกระทบและสะทอนของคลื่นช็อกในชองแคบ  ปญหาการ
ไหลผานแนวระนาบยกระดับ  ปญหาการไหลความเร็วสูงผานทอนทรงกระบอก  ปญหาคลื่นช็อก
จากการระเบิดในอากาศ  และปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ  ซึ่ง
ปญหาเหลานี้เปนการศึกษาปรากฏการณการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในอากาศ  สวนการศึกษา
เคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในน้ําทะเล  ก็ไดทําการประยุกตโปรแกรมเพื่อแกปญหาการระเบิดใตน้ํา
ทะเล  ซึ่งจะทําใหทราบถึงลักษณะของการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในน้ําทะเล  และคาความดันสูง
สุดตกกระทบโครงสรางของใตทองเรือ

8.2 ปญหาที่พบ

เนื่องจากวิทยานิพนธนี้ไดทําการศึกษาในขอบเขตที่คอนขางกวาง  ครอบคลุม
เนื้อหาในหลายสาขาวิชา  และตองการนําไปประยุกตเขากับปญหาจริง  จึงกอใหเกิดปญหาใน
ขณะทําการวิจัยหลายประการ เชน  การศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  จะ
เปนไปดวยความลําบาก  เพราะวารสารที่เกี่ยวของกับงานดังกลาวหาไดคอนขางยากภายใน
ประเทศจึงทําใหเสียเวลาในการคนหาขอมูลจากแหลงอื่น ๆ  มากทีเดียว  สําหรับในสวนของ
โปรแกรม FEMESH เนื่องจากงานชิ้นนี้เปนงานเริ่มตนที่ทําการศึกษาในลักษณะของการรวมองค
ความรูในหลายสาขาวิชาเขาดวยกัน  จึงทําใหเกิดความสับสนในชวงแรก ๆ ของการเขียน
โปรแกรมคอมพิวเตอร  และดวยขอจํากัดในดานความรูในสวนของการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร
ในเชิงลึก  จึงอาจจะทําใหโปรแกรม FEMESH  ที่ไดอาจจะยังมีความสมบูรณไมเพียงพอ  ดังนั้นจึง
จําเปนตองมีการพัฒนาเพิ่มเติมในอนาคต

สุดทายสําหรับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ภายใตแนวคิดของวิธี
การสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ถูกนําเสนอในวิทยานิพนธนี้  เนื่องจากเปนแนวคิดใหม
ที่ไดจากการพัฒนาเพิ่มเติมจากวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  จึงยังไมมีความ
สมบูรณในตัวเอง  เพราะจากการทดลองพบวาการใชงานจริงยังคงเปนไปดวยความยาก  เพราะ
การกําหนดคา hmin และ hmax สําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติยังคงไมมีขอสรุปตาย
ตัววาควรจะใชคาเทาไหร  ในแตละขั้นตอนของการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ดังนั้นการ
เลือกคาดังกลาว  ก็ตองอยูในดุลพินิจและประสบการณของผูใช  โดยถาหากเลือกคาที่ไมเหมาะ
สมก็จะทําใหไมสามารถปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  และจะทําใหเสียเวลาในการเลือกคาที่
เหมาะสมและคํานวณตัวชี้วัดขนาดความผิดพลาดใหมอีกครั้ง  และนอกจากนี้ถึงแมวาปญหาที่ทํา
การวิเคราะหจะเปนปญหาชนิดเดียวกัน  ถาหากโดเมนมีการเปลี่ยนขนาด (ไมเปลี่ยนแปลงรูปราง)  
ก็จะทําใหจําเปนตองใชคา hmin และ hmax ที่แตกตางกันเชนกัน  ดังนั้นจึงพบสรุปไดวาคา hmin
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และ hmax  นอกจากจะขึ้นกับลักษณะของการไหล และการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกแลว  ยังขึ้นกับ
ลักษณะของโดเมนที่ใชในการวิเคราะห

8.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต
สําหรับขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคตที่เกี่ยวของกับวิทยานิพนธนี้  

สามารถแบงออกไดเปน 2 สวน  ดังนี้  สวนแรกควรที่จะทําการปรับปรุงระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
อัปวินดเซลลเซนเตอร ใหสามารถประยุกตเขากับปญหาการไหลแบบมีความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูงทั้งในสภาวะไมคงตัวและคงตัว เพื่อใหสามารถแสดงปรากฏการณการไหลที่แทจริงซึ่ง
จะมีคาความหนืดเขามาเกี่ยวของไดมากยิ่งขึ้น  และควรมีการขยายผลสูสามมิติเพื่อใหสามารถนํา
ไปใชวิเคราะหปญหาที่แทจริงที่ไมสามารถจําลองอยางสมมาตรในสองมิติ  และสวนที่สองที่เกี่ยว
ของกับการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็ควรที่จะศึกษา
ในเชิงลึกในสวนที่เกี่ยวของกับการเลือกคา hmin และ hmax ที่เหมาะสมใหมากยิ่งขึ้น  เพราะถาหาก
สามารถสรุปเปนหลักเกณฑที่ชัดเจนไดมากเทาไหร  ก็จะทําใหชวยลดเวลาในการวิเคราะหปญหา
ไดมากขึ้นตามลําดับ  เพราะจากการทดลองที่ผานมา  พบวาบางปญหาตองเสียเวลาในการเลือก
คา hmin และ hmax ที่เหมาะสมคอนขางมากทีเดียว  เพื่อใหไดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เหมาะสมกับ
ลักษณะของคลื่นช็อก
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ภาคผนวก ก
การประมาณสมการสถานะของ Tait แบบเชิงเสนตรง

สมการสถานะของ Tait  สามารถที่จะแปลงใหอยูในรูปแบบเชิงเสนตรง (linear 
form) ไดโดยการประยุกตอนุกรมเทยเลอร (Taylor series expansion) เขากับสมการ (4.47) ดังนี้
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การประมาณแบบเชิงเสนตรง ก็จะเฉพาะพจนลําดับที่หนึ่งของสมการ (ก.1)  ซึ่ง
เปนพจนกําลังหนึ่ง  ดังนั้นจึงสามารถเขียนสมการแสดงความสัมพันธระหวางคาความหนาแนน
และความดัน  ดังนี้
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โดยดําเนินการตามขั้นตอนดังที่ไดอธิบายรายละเอียดในบทที่ 4  ก็จะไดเมตริกซ
สําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตอัปวินดเซลลเซนเตอร  ดังตอไปนี้
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ในการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร  ก็ใหแทนที่สมการ (4.48) ถึง (4.50)  ดวย
สมการ (ก.4) ถึง (ก.6)  โดยคงสวนอื่น ๆ ของโปรแกรมไวเชนเดิม
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ภาคผนวก ข
การคํานวณคาความหนาแนนของน้ําทะเล

การคํานวณคาความหนาแนนของน้ําทะเลที่ระดับอางอิง (ρo)  ตามที่ปรากฏใน
สมการ (4.47)  จะหมายถึงคาความหนาแนนของน้ําทะเลที่ระดับความดัน 1 บรรยากาศ  ดังนั้นใน
วิทยานิพนธฉบับนี้จะกําหนดใหใชคาความหนาแนนของน้ําทะเลที่ระดับความดัน 1 บรรยากาศ 
คาความเค็มเทากับ 30 g/KG  และอุณหภูมิ 20 oC  ซึ่งเปนคาความหนาแนนของน้ําทะเลที่ระดับ
อางอิง  โดยคํานวณจากสมการ International Equation of State of Seawater, 1980 [37]  ดังนี้
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โดยที่ S หมายถึง คาความเค็มในหนวย g/Kg, T หมายถึง อุณหภูมิในหนวยองศาเซลเซียส และ  
ρw หมายถึง คาความหนาแนนมาตรฐานกลางของน้ําทะเล (Standard Mean Ocean Water, 
SMOW) ซึ่งถูกกําหนดโดยสมการดังนี้
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