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 งานวิจัยนี้ไดเปรียบเทียบช้ินสวนพันทาง และชิ้นสวนผสมที่สรางจากหลักการแปรผันตางๆสําหรับ
วิเคราะหโครงสรางแผนตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันภายใตภาวะสถิตเชิงเสนโดยใชแผนที่มีความหนา  แรงกระทํา 
และเงื่อนไขที่ขอบที่แตกตางกันไปในการทดสอบ 
 ผลการวิจัยพบวาช้ินสวนอันดับตํ่า (ช้ินสวน  4  ขั้ว) ซึ่งไมมีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่ม คือ ช้ินสวน
พันทางแบบบางสวนจากหลักการจิง-เลียว  และชิ้นสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวย
วิธีทัณฑกรรมใหผลเฉลยแมนยํา   แตจะเกิดการยึดเนื่องจากแรงเฉือนเมื่ออัตราสวนความยาวตอความหนามีคา
เกิน 100      ในขณะที่ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว  และชิ้นสวนผสมจากหลัก
การเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งทั้งสองแบบตางก็มีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่มนั้นใหผลเฉลยแมนยําเชนกัน  แต

ควรที่จะสมมุติใหจํานวนพารามิเตอรตางๆมีคาอัตราสวน  
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  ไมเกิน  3  เพื่อมิใหคาความเคนเฉือนต้ัง

ฉากคลาดเคลื่อนในโครงสรางที่มีอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ  
 ทุกกรณีที่ศึกษา  คาการกระจัดของชิ้นสวนที่ศึกษาสวนใหญแมนยําไมตํ่ากวารอยละ  90  เมื่ออัตราสวน
ความยาวตอความหนามีคาไมเกิน 100    ในโครงสรางแผนตางวัสดุที่มีการรองรับแบบธรรมดานั้น  ความเคนดัด
ของช้ินสวนที่ศึกษาสวนใหญแมนยําไมตํ่ากวารอยละ  90  เชนกัน    สวนความเคนเฉือนตั้งฉากที่ไดจากการ
วิเคราะหโครงสรางแผนตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันจํานวน  9  ช้ันนั้น  ช้ินสวนที่ไมไดใชสนามการกระจัดแบบรวม  
หรือ สนามการกระจัดช้ันเดียวสมมูลจะใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากคลาดเคลื่อนเกินรอยละ  50   ในขณะที่ช้ิน
สวนที่ใชสนามการกระจัดดังกลาวจะใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากคลาดเคลื่อนไมเกินรอยละ  15     ทั้งนี้ช้ินสวนที่
ศึกษาจะใหคาความเคนเฉือนต้ังฉากที่ดีในการวิเคราะหโครงสรางแผนตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันจํานวน  3  ช้ัน   
และมีความยืนยงทุกช้ินสวน    แตในการทดสอบแบบหยอมนั้น    พบวาช้ินสวนที่ศึกษาจะไมผานการดัดและการ
บิด 
 จากการทดสอบหากพิจารณาดานความแมนของการกระจัดและความเคนดัด    ช้ินสวนที่ศึกษาในงาน
วิจัยนี้จะใหคาการกระจัดที่แมนยําใกลเคียงกัน  แตหากจะพิจารณาจากแงของความแมนของความเคนแลวพบวา
ช้ินสวน 4HbHsz2   4HbMd1   และ  4HbMd2  ซึ่งเสนอโดยผูวิจัย  และชิ้นสวน  4HeHsz  ซึ่งเสนอโดยชวง
และได (24) ใหผลคอนขางดี    และในกรณีที่ตองการวิเคราะหโครงสรางแผนที่ไมมีสมมาตรกับระนาบ  xy  พบวา
ช้ินสวน  4HbMd2   จะใหการกระจายตัวของความเคนตลอดความหนาของโครงสรางที่ดีกวาช้ินสวนอื่นที่ได
ศึกษา 
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PIYAWIT  SRICHUMPAUNG : COMPARISON OF HYBRID-STRESS AND MIXED FINITE 
ELEMENTS FOR LAMINATED COMPOSITE PLATES. THESIS ADVISOR : ASST. PROF. 
ROENGDEJA  RAJATABHOTHI, Ph.D.  135 pp. ISBN 974-03-1347-7. 

 This research compares hybrid-stress and mixed finite elements formulated from variational 
principles for analyzing laminated composite plates in static linear problems.  A wide range of plates 
with varying thickness were examined for different loadings and boundary conditions.   
 The results show that two lower-order (4-node) elements which do not assume additional 
displacements, namely, a partial hybrid element based on Jing-Liao principle and a hybrid element 
based on Hellinger-Reissner principle, generally gave good solutions but underwent shear locking 
when the length-to-thickness ratio exceeded 100.  Hybrid elements formulated from modified 
Hellinger-Reissner principle and mixed elements formulated from Hellinger-Reissner principle, both 
assuming additional displacements, also performed similarly.  However, the parameters should be 

assumed such that the ratio  
λ

β

nn
n

q +
  is kept under  3  to prevent error in transverse shear when 

plates become very thin. 
All plates tested showed more than 90 percent accuracy of displacement when the length-

to-thickness ratio does not exceed 100.  For simple supported laminated composite plates, flexural 
stresses were also more than 90 percent accurate.  However, the accuracy of transverse shear 
stresses in investigating nine-layer laminated composite plates using elements in which the 
displacement fields are not MDT or ESLT(with zigzag function) gave errors in transverse shear 
stresses exceeding 50 percent.  Elements using MDT or ESLT(with zigzag function) in their 
displacement fields on the other hand showed less than 15 percent errors.  All elements gave 
accurate transverse shear stresses in three-layer laminated composite plates and are invariant.  
However, none of the elements passed the patch test in bending and twisting. 
 Regarding displacement and flexural stresses, all elements showed comparable accuracy.  
Based on transverse shear stress considerations, however, the 4HbHsz2 element,  the 4HbMd1 
element  and the 4HbMd2 element proposed in this research and the 4HeHsz element proposed by 
Cheung and Di (24) performed equally well.  For laminated plates without symmetric laminations about 
the x-y plane, the 4HbMd2 element gave better transverse shear stress distribution throughout plate 
thickness than all other elements studied. 
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Π   หลักการแปรผัน (variational principle) เชน  PΠ  คือหลักการพลังงานศักยตํ่าสุด 
k   เมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน 
x, y, z  พิกัดฉาก (Cartesian  coordinates) 

ζηξ ,,  พิกัดธรรมชาติของชิ้นสวน (natural coordinates) 
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คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ (ตอ) 
 

σn    จํานวนของพารามิเตอรความเคนของชิ้นสวน 
εn   จํานวนของพารามิเตอรความเครียดของชิ้นสวน 

r   จํานวนรูปแบบการเคลื่อนแบบวัตถุแข็งเกร็งของชิ้นสวน 
qn   จํานวนของการกระจัดที่เขากันไดตอขั้วของชิ้นสวน 
λn   จํานวนพารามิเตอรการกระจัดสวนเพิ่มของชิ้นสวน 

ESLT  ทฤษฎีการกระจัดช้ันเดียวสมมูล (Equivalent Single-Layer Theory) 
CLT  ทฤษฎีแบบชั้นตามแบบฉบับ (Classical Laminate Theory) 
FSDT  ทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับแรก (First-order Shear Deformation Theory) 
HSDT  ทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับสูง (Higher-order Shear Deformation Theory) 
LWT  ทฤษฎีการกระจัดหลายช้ัน (Layer-wise theory) 
PLWT  ทฤษฎีการกระจัดหลายช้ันบางสวน (Partial Layer-wise Theory)   
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MDT  ทฤษฎีการกระจัดแบบรวม (Multiple Displacement Field Theory) 
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Ih   ความหนาของแผนพื้นช้ันที่  I  

t   ความหนาทั้งหมดของโครงสรางโดยที่  ∑
=

=
NL

I
Iht

1
 

E  โมดูลัสยืดหยุน (elastic modulus) 
G  โมดูลัสเฉือน (shear modulus) 
υ   อัตราสวนปวสซอง (Poisson's ratio) 
W, L  ความกวาง และความยาวของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน 



บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความนํา 
 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) เปนวิธีวิเคราะหโครงสรางที่มีประสิทธิภาพซึ่ง
ใชกันอยางกวางขวาง และสามารถนําไปประยุกตกับปญหาหลายๆรูปแบบที่มีความสลับซับซอน  หลักการสําคัญ
ของวิธีไฟไนตเอลิเมนตคือ การแบงโครงสรางที่ตองการวิเคราะหออกเปนช้ินสวนยอยๆ  แลวทําการรวมชิ้นสวน
ดังกลาวโดยสามารถเขียนอยูในรูปสมการเมตริกซ  หลักการวิเคราะหดังกลาวนี้เหมาะที่จะนําไปเขียนเปน
โปรแกรมคอมพิวเตอรซึ่งทําใหการวิเคราะหปญหามีความสะดวกและรวดเร็วยิ่งขึ้น 

 
 ปจจุบันแนวคิดและความสนใจในการนําวัสดุผสม (composite materials) เชน แผน FRP (Fiber-
Reinforced Plastic) มาใชประโยชนไดเพิ่มขึ้นทั้งนี้ เพราะวัสดุดังกลาวมีคากําลังตานทานแรงดึง(tensile 
strength) และความทนทานตอสภาพสภาวะอากาศ (durability) สูง  อีกทั้งงายในการนําไปประยุกต  อาทิเชน 
เพื่อเพิ่มกําลังรับน้ําหนักแก คาน  เสา หรือ แผนพื้น 
  

แตเนื่องจากวัสดุที่ทํามาจาก FRP นั้นคอนขางมีราคาสูง ดังนั้นการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อ
หาปริมาณ, ตําแหนง และทิศทางการวางแผนวัสดุ ก็จะชวยใหสามารถใชวัสดุไดอยางมีประสิทธิภาพ อันนําไปสู
การลดคาใชจายตางๆลงดวย  ทั้งนี้การวิเคราะหโดยใชชิ้นสวนแบบชั้น (laminated element) ก็เปนแนวทางหนึ่ง
ที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางที่เสริมแผน FRP  และการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตนี้ยังสามารถชวยให
เขาใจพฤติกรรมของโครงสรางดังกลาวไดดียิ่งขึ้น 
 
1.2  การศึกษาที่ผานมา 
 
 ทฤษฎีโครงสรางแบบชั้น (laminate theory) มีอยูหลายทฤษฎี  ทฤษฎีแรกที่ถูกเสนอคือ ทฤษฎีแบบชั้น
ตามแบบฉบับ(Classical Laminate Theory, CLT) ซึ่งเปนทฤษฎีอยางงายและใชหลักการตามสมมติฐาน
เคอรชอฟ-เลิฟ(Kirchhoff-Love)ที่กลาวไววา  “เสนตรงที่ต้ังฉากกับระนาบกลาง (midplane) ของแผนพื้นกอน
การผิดรูปนั้นยังคงตั้งฉากกับระนาบกลางของแผนพื้นหลังการผิดรูป” ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธไดวา 
 

φx = 
x
w

∂
∂

−   และ  φy = 
y
w

∂
∂

−  (1.2-1) 

 
ดังแสดงในรูปที่ 1.2-1  โดยที่ทฤษฎีนี้จะไมคิดผลของการผิดรูปจากแรงเฉือน (shear deformation)   

ดังนั้นจึงสงผลใหการวิเคราะหที่ใชสมมติฐานนี้ไดผลไมแมนยํานักโดยเฉพาะอยางยิ่งในวัสดุ FRP ซึ่งมีอัตราสวน
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ของคาโมดูลัสยืดยุน (elastic modulus) กับคาโมดูลัสเฉือน (shear modulus) อยูชวง 20-50 ในขณะที่วัสดุเนื้อ
เดียวที่มีสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic material) ทั่วไปมีคาอัตราสวนดังกลาวไมเกิน 3 (36)     ทั้งนี้พบวา
คาความเคนเฉือนตั้งฉาก (transverse shear) จะมีผลตอการวิเคราะหโครงสรางแผนบางแบบชั้นที่มีคาอัตราสวน
ของความหนากับความยาวของแผนบางนอยกวา 0.05 (23) 
  

ตอมาทฤษฎี CLT ไดถูกปรับปรุงตามแบบจําลองของไรสเนอร (Reisser) และมินดลิน (Mindlin) โดยมี
สมมติฐานวา “เสนตรงที่ต้ังฉากกับระนาบกลางของแผนพื้นกอนการผิดรูปนั้นไมจําเปนตองต้ังฉากกับระนาบ
กลางของแผนพื้นหลังการผิดรูป”  ซึ่งแบบจําลองนี้ถูกเสนอขึ้นมาเพราะมีความสนใจในการวิเคราะหปญหาโครง
สรางแผนแบบชั้นที่เปนวัสดุที่มีสมบัติแตละทิศทางตางกัน (laminated anisotropic plates) โดยรวมผลของการ
ผิดรูปจากแรงเฉือนไวดวย  ทฤษฎีที่ปรับปรุงแลวน้ีรวมเรียกวา “ ทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับแรก (First-
order Shear-Deformation Theory, FSDT)” ซึ่งจะกําหนดใหสนามการกระจัด (displacement) ในแนวระนาบ
ขึ้นอยูกับคาพิกัดความหนากําลังหนึ่งดังในการศึกษาของ จันทราเชการะ(Chandrashekhara) (34)  แสดงในสม
การที่  1.2-2 
 
    u(x,y,z) = u(x,y,0) + zφx(x,y) 

v(x,y,z) = v(x,y,0) + zφy(x,y) (1.2-2) 
w(x,y,z) = w(x,y,0) 

 
โดยที่ u(x,y,z), v(x,y,z) และ w(x,y,z) คือการกระจัดในทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ   u(x,y,0), v(x,y,0) และ 
w(x,y,0) คือการกระจัดที่ระนาบกลาง   และ φx  และ φy คือมุมหมุนต้ังฉาก (normal rotations) 
 

Y, v

Z, w

X, u

H

Xφ

Yφ

Laminate midplane

 
 

รูปที่  1.2-1  โครงสรางแผนพื้นแบบชั้น 
 

ทฤษฎี FSDT นี้สามารถใหผลการวิเคราะหอันนาพอใจสําหรับปญหาโครงสรางทั่วไป แมกระทั่งใน
ปญหาโครงสรางแบบชั้นที่มีความหนาปานกลาง   ทั้งนี้ความแมนยําในการวิเคราะหตามทฤษฎี FSDT ดังกลาว

Y
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ขางตนนั้นจะขึ้นอยูกับคาของตัวประกอบแกไขแรงเฉือน  (shear correction factors) ที่จะตองใชในการ
วิเคราะหวามีความถูกตองเหมาะสมเพียงใด อาทิเชนในการวิเคราะหปญหาแผนบางเนื้อเดียว (homogeneous 

plate) นั้นมักนิยมใชคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนเทากับ 
6
5  

 
 ภายหลังไดมีผูศึกษาคือนัวร (Noor) และคณะ(1989) เสนอวิธีการปรับปรุงผลการวิเคราะหตามทฤษฎี 
FSDT โดยการสมมติคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนเริ่มตนคาหนึ่งขึ้นมาใชวิเคราะหตามทฤษฎี FSDT ในขั้นแรก  
หลังจากนั้นจึงนําผลลัพธที่ไดไปคํานวณหาคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนใหม แลวนําคาที่ไดใหมนี้ไปใชในการ
วิเคราะหตามทฤษฎี FSDT อีกครั้ง หลักการที่เสนอขางตนนี้มีขอจํากัดในการนําไปวิเคราะหทางไฟไนตเอลิเมนต
เพราะหลักการนี้จําเปนอยางยิ่งที่จะตองสามารถวิเคราะหผลลัพธจากสมการสมดุลสามมิติ (three-dimensional 
equilibrium equation) ได 
 
 ลาสุดทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางจากแรงเฉือนอันดับสูง (Higher-order Shear-Deformation Theory, 
HSDT) ไดถูกพัฒนาขึ้นมาเพื่อเอาชนะขอจํากัดของทฤษฎี FSDT ทั้งนี้สามารถแบงยอยลงไปไดอีกเปนสองวิธีคือ
การสรางแบบชั้นเดียว (11)  (single-layer formulation) และแบบหลายชั้น (6, 12) (multi-layer formulation) แบบ
แรกนั้นจะทําการเพิ่มอันดับของพจนในสูตรของการกระจัดในสวนพิกัดของความหนา (thickness coordinates)   
ในสวนของแบบที่สองนั้นจะทําการสมมติสนามการกระจัดในแตละชั้น  
 

ตัวอยางการกําหนดการกระจัดตามทฤษฎี HSDT ในการศึกษาของเรดดี (Reddy) (11) ซึ่งเปนการสราง
แบบชั้นเดียวแสดงในสมการที่  1.2-3 
 

 u(x,y,z) = u(x,y,0) + zφx (x,y) + z2
xξ (x,y) + z3

xζ (x,y) 
v(x,y,z) = v(x,y,0) + zφy (x,y) + z2

yξ (x,y) + z3
yζ (x,y) (1.2-3) 

w(x,y,z) = w(x,y,0) 
 
ดังจะเห็นวาสมการที่  1.2-3  นั้นคลายกับสมการที่  1.2-2    โดยที่สมการที่  1.2-3  นั้นจะมีฟงกชันของ 

xξ   yξ   xζ  และ yζ  ซึ่งจะตองถูกคํานวณหาใหเขากันไดกับสภาวะที่หนวยแรงเฉือนตั้งฉากเทากับศูนยผิว
ของแผนพื้นบนและลาง ดังแสดงในสมการที่  1.2-4 
 

σxz (x,y,± 
2
t ) = 0  และ  σyz (x,y,±

2
t ) = 0 (1.2-4) 

 
เมื่อ  t   คือความหนาของโครงสรางแบบชั้น 
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ตัวอยางการกําหนดการกระจัดซึ่งเปนการสรางแบบหลายชั้นตามทฤษฎี HSDT ในการศึกษาของสปล
เกอร (Spilker) (6) ที่ศึกษาปญหาความเคนในระนาบ (plane strain) ซึ่งขั้วทางซายมือเปนขั้วที่ 1 สวนขั้วทางขวา
มือเปนขั้วที่ 2  ดังแสดงในสมการที่  1.2-5  และรูปที่  1.2-2 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
รูปที่  1.2-2  การกระจัดตามทฤษฎี HSDT แบบหลายชั้น (6) 
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 โดยที่  )(ςnH และ  )(ςnF เปนฟงก ชันของ  ς กําลัง 3 และ  2 ตามลําดับ   เมื่อ  ς  คือคาปรกติ 
(normalized) ของพิกัดความหนาซึ่งจะเทากับ –1 ที่ z=hi และ +1 ที่ z=hi+1 ของแผนช้ันที่ I    ∆hi คือความหนา
ของแผนพื้นช้ันที่ i  
 
 รอบบินสและเรดดี (Robbins and Reddy) (65) พบวาการใชแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎีใดทฤษฎี
หน่ึงเพียงทฤษฎีเดียวอาจไมใชวีธีที่เหมาะสมที่สุดในการวิเคราะหโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันทั่วๆไป     ดัง
นั้นการใชแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎีตางๆรวมกัน และหรือการใชระดับการแบงขนาดของชิ้นสวนที่ตาง
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กันในการวิเคราะหในแตละสวนของโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันตามความแมนยําของผลลัพธที่ตองการซึ่ง
เรียกวา วิธีวิเคราะหโดยแบบจําลองการกระจัดแบบรวม (multiple model analysis) จึงนาจะเปนอีกทางเลือก
หนึ่งที่เหมาะสมที่จะสามารถใหทั้งความแมนยําและความประหยัดในการคํานวณ 
 
 ช้ินสวนแผนพื้นแบบชั้นที่สรางมาจากแบบจําลองการกระจัดสมมติ (assumed displacement model) 
และไดรวมผลของความเคนเฉือนแนวขวางไวแลวนั้นไดถูกพัฒนาขึ้นมาโดยนักวิจัยหลายทาน (3, 5, 7)   นอกจากนี้
ยังไดมีความพยายามปรับปรุงช้ินสวนที่ถูกเสนอโดย Mindlin นี้ดวยการใชวิธีการอินทิเกรตแบบลดและเลือก 
(reduced and selective integration techniques) (4) ซึ่ งช้ินสวนดังกลาวนี้ก็ยังไมสามารถที่จะใหผลการ
วิเคราะหแมนยํานัก คือยังมีผลของการยึดตัวเนื่องจากแรงเฉือน (shear locking) ในแผนบาง (thin plate) และ
หรือการที่มีคาลําดับช้ัน (rank) ของเมตริกซของสติฟเนสไมถูกตอง 
 
 ความยุงยากในการสรางชิ้นสวนแผนพื้นตามแบบจําลองของ Mindlin ใหเขากันไดกับสภาวะของความ
เคนที่จุดตางๆโดยการสมมติการกระจัดนั้นสามารถหลีกเลี่ยงไดดวยการใชแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพันทาง 
(hybrid-stress finite-element model) แทน    โดยการใช วิธี ก ารพั นท างได ถู กพัฒนาขึ้ น ครั้ งแรกโดย
เพียน(Pian)(1964) ทั้งนี้แบบจําลองชิ้นสวนพันทางนั้นจะใชหลักการของพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว 
(modified complementary energy) ซึ่งมีหลักการวาความเคนภายในชิ้นสวน (intra-element stresses) และ
การกระจัดภายใน หรือที่ขอบของชิ้นสวนนั้นจะถูกประมาณคาในชวง (interpolated) ดวยพารามิเตอรของความ
เคน (stress parameter) และคาการกระจัดที่ขั้ว (nodal displacement) โดยไมขึ้นแกกัน 
 
 การศึกษาระยะแรก (1, 7) นั้นสวนมากมักจะสมมติการกระจัดแนวระนาบแปรผันเชิงเสนตลอดความหนา
ของแผนบางแตละช้ัน ในขณะที่การกระจัดแนวขวางจะสมมติใหคงที่ตลอดความหนาของโครงสรางแบบชั้น   
โดยช้ินสวนที่ไดสามารถนําไปใชในการวิเคราะหกับแผนบางที่มีอัตราสวนความหนาตอความยาวของแผนบาง
ไมเกิน 0.25 
 
 สปลเกอร (8, 23) พบวาในจํานวนชิ้นสวนพันทางชั้นเดียว (single-layer hybrid-stress plate element) 
ช้ินสวนแบบ 8 ขั้วใหผลการวิเคราะหที่แมนยําเมื่อคํานึงถึงจํานวนระดับขั้นความเสรี (degree of freedom)  ดัง
นั้นในการศึกษาตอมาในสวนของชิ้นสวนแผนพื้นแบบชั้น สปลเกอรจึงไดเลือกพัฒนาชิ้นสวนแบบ 8 ขั้วเพื่อใช
ในการวิเคราะหแผนบางซึ่งใหคาลําดับช้ันที่ถูกตองและไมเกิดการยึดเนื่องจากแรงเฉือนในแผนบาง 
 
 วิธีการสรางชิ้นสวนพันทางดวยการใชการกระจัดสวนเพิ่ม(additional displacement) และเงื่อนไข
บังคับของพลังงาน (energy constraint) ไดถูกเสนอซึ่งสามารถนําไปประยุกตกับปญหา และชิ้นสวนชนิดตางๆ
ไดอยางดีเยี่ยมโดยที่หลักการของวิธีการดังกลาวไดแสดงไวในการศึกษาของเพียน (Pian) และวู (Wu)(1988) (13)  
เนื่องจากสภาวะสมดุล (equilibrium condition) นั้นไมไดถูกบังคับในหลักการแปรผัน (variational principle)   
ความยุงยากในการเลือกพจนของความเคนที่สมดุลน้ันจึงหมดไป  ทําใหวิธีการนี้เหมาะสมในการวิเคราะหปญหา
ที่เปนโครงสรางแผนพื้นแบบชั้น   
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ชวง (Cheung) และ ได (Di)(1993) (24) ก็ไดทําการศึกษาโดยใชหลักการเบื้องตนกับการแปรผันที่ดัด

แปรแลวของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร (Hellinger-Reissner) ซึ่งจะแบงการกระจัดออกเปนสองสวนคือ การกระจัด
เขากันไดที่ถูกประมาณกับการกระจัดที่ขั้วและการกระจัดสวนเพิ่ม  รวมกับทฤษฎี HSDT โดยใชฟงกชันฟนเลื่อย
ในการจําลองการผิดรูปดวยแรงเฉือนของหนาตัดโครงสรางแบบชั้น  ในการศึกษานี้พบวาช้ินสวนดังกลาวใหผล
ลัพธที่ลูเขา และแมนยําโดยเฉพาะการกระจายตัวของการกระจัดและความเคนตลอดความหนาของโครงสราง 

 
 อยางไรก็ตามปญหาสําคัญของการสรางชิ้นสวนพันทางนั้นพบวาจะอยูที่การสรางสนามความเคนซึ่งมี
ความซับซอนยุงยาก และตองการระยะเวลาที่ยาวนานขึ้นในการคํานวณที่มีพารามิเตอรความเคนจํานวนมากที่
สมมติขึ้นมา   ดังนั้นจึงไดมีการพัฒนาระเบียบวิธีการชิ้นสวนพันทางแบบบางสวน (partial hybrid stress 
method) เพ่ือใชในการแกไขปญหาเบื้องตน   โดยการแบงความเคนออกเปนสองสวนคือ สวนของการดัดและ
แรงเฉือนตั้งฉาก ซึ่งจะทําการสมมติสนามความเคนเฉพาะในสวนของแรงเฉือนต้ังฉากขึ้นมาในแตละช้ัน   จาก
การศึกษาของยอง (Yong) และโช (Cho) (38) พบวาการสรางชิ้นสวนพันทางแบบบางสวนโดยใชหลักการของเฮล
ลิงเกอร-ไรสเนอร  ตามสมมติฐานความเคนของจิง (Jing) และเซง (Tseng) นั้นใชพารามิเตอรความเคนเพียง 
(18NL -12) ในขณะที่การสรางชิ้นสวนพันทางแบบเต็มสวนอยางเชนในการศึกษาของสปลเกอร (23) ใชพารา
มิเตอรความเคน (52NL -12) เมื่อ NL  คือจํานวนชั้นของแผนพื้นในโครงสราง  ในขณะที่ผลการวิเคราะหจะได
การกระจายตัวของหนวยแรงเฉือนต้ังฉากที่มีความแมนยํามากกวาการใชทฤษฎี HSDT อีกดวย 
 
 การศึกษาของออริชิโอ (Auricchio) และแซคโค (Sacco) (26)  ไดเลือกศึกษาชิ้นสวน 4 ขั้วซึ่งเปนช้ิน
สวนที่งายในการแบงโครงสรางที่จะวิเคราะหเปนช้ินสวนยอย และการคํานวณตามขั้นตอนทฤษฎี FSDT ที่จะ
ตองหาคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนคาใหมไปใชในการวิเคราะหครั้งตอไปดังที่กลาวไวแลวขางตน  โดยใชหลัก
การการสรางแบบผสม (mixed formulation) ที่สรางสนามความเคนแบบบางสวน โดยจะปรับปรุงการเปลี่ยนรูป
รางในแนวระนาบ (in-plane deformation) ดวยการใชฟงกชันฟองสบู (bubble function) เพิ่มเขาไปในระดับ
ขั้นความเสรี และฟงกชันที่เช่ือมการกระจัดตั้งฉาก (transverse displacement) กับมุมหมุน (rotation)  ช้ินสวน
ที่ไดจะไมเกิดการยึดจากแรงเฉือน   ไมเกิดรูปแบบการไรพลังงาน (zero energy modes) และสามารถทํานาย
การผิดรูปทั้งแนวระนาบและแนวขวางไดถูกตอง 
 
 จากการศึกษาของผูวิจัยตางๆที่กลาวมาขางตนจึงไดเกิดความสนใจในการนําช้ินสวนพันทางและชิ้น
สวนผสมสําหรับแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันมาเปรียบเทียบ  พัฒนาแบบจําลองและหรือสนามตัวแปรเพื่อจะ
ไดมีช้ินสวนมาใชในการวิเคราะหอยางมีประสิทธิภาพที่ดีขึ้น 
 
1.3  วัตถุประสงคของการศึกษา 
 

1)    เพื่อศึกษาหลักการและการพัฒนาชิ้นสวนแผนพื้นแบบชั้น(laminated plate element) 
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2) เพื่อนําช้ินสวนแผนพื้นแบบชั้นประเภทตางๆมาเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการคํานวณทาง
คอมพิวเตอร 

3) เพ่ือพัฒนาแบบจําลองและหรือสนามตัวแปรในการนําช้ินสวนแผนพื้นแบบชั้นมาไปใชในการ
วิเคราะหไดอยางมีประสิทธิภาพที่ดีขึ้น 

 
1.4 ขอบเขตของงานวิจัย 

 
1) การโกงตัว (deflection) ของแผนพื้นแบบชั้นมีคานอยมากเมื่อเทียบกับความหนา 
2) ทําการศึกษาชิ้นสวนแผนแบบชั้นทั้งที่เปนช้ินสวนพันทาง(hybrid elements)และชิ้นสวนแบบ

ผสม 
(mixed elements) 

3) การวิเคราะหปญหาเชิงเสน (linear analysis) 
4) พิจารณาการวิเคราะหในสภาวะสถิต (static) 
5) วัสดุมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุน 
 

1.5 ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 
1) การทบทวนและรวบรวมขอมูลของการศึกษาที่ผานมาในอดีตใหครอบคลุมเนื้อหาทั้งหมด 
2) ทําการเปรียบเทียบแบบจําลอง และทฤษฎีตางๆที่ไดศึกษาขางตน   โดยเขียนโปรแกรม 

ใหคอมพิวเตอรทําการสรางตามระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ผลลัพธจากการวิเคราะหปญหาโครงสรางแผนพื้น
แบบชั้นอาทิเชน ความเคน และการกระจัด ณ จุดที่สนใจจะถูกนํามาใชเพื่อเปรียบเทียบความแมนยําของคําตอบที่
ได 

3) พยายามเสนอแบบจําลองที่ดีขึ้น หรือหากมีแบบจําลองเดิมที่ดีอยูแลวก็จะยึดแบบ 
จําลองนั้น  และพยายามปรับปรุงประสิทธิภาพการวิเคราะหของชิ้นสวนที่ไดศึกษา 

4) สรุปผลการศึกษา 



บทท่ี  2 
 

ทฤษฎีท่ีเก่ียวของ 
 
 ในการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมนั้นมักตองมีแบบจําลองทางเลขคณิตซึ่งประกอบดวยสมการ
อนุพันธและสภาวะกําหนดเงื่อนไข   โดยที่แบบจําลองจะมีสมมุติฐานเพื่อทําใหปญหางายขึ้นและในที่สุดแบบ
จําลองก็จะใชเปนตัวบงบอกถึงพฤติกรรมของระบบที่จะทําการวิเคราะห    ทั้งนี้สมการอนุพันธดังกลาวมักมีความ
ยุงยากในการหาผลลัพธซึ่งแสดงพฤติกรรมของปญหานั้นๆ     ดวยความกาวหนาทางเทคโนโลยีของคอมพิวเตอร
ทําใหมีการพัฒนาวิธีการหาผลเฉลยเชิงตัวเลข(numerical solution technique) เพื่อหาผลลัพธโดยประมาณจาก
สมการอนุพันธดังกลาว 
 
 วิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนวิธีการหาผลเฉลยเชิงตัวเลขที่นิยมมากวิธีหน่ึงเพราะสามารถเขียนโปรแกรมให
คอมพิวเตอรทําการคํานวณไดงายโดยเฉพาะในปญหาที่มีความซับซอนของรูปรางและสภาวะที่ถูกกําหนด   วิธี
การไฟไนตเอลิมเนตจะทําการแบงปญหาออกเปนช้ินสวนยอยซึ่งปญหาที่จะทําการวิเคราะหก็จะประกอบขึ้นจาก
การรวมชิ้นสวนตางๆเขาดวยกันนั้นเอง   กระบวนการวิเคราะหทางไฟไนตเอลิเมนตสามารถแบงไดดังนี้ 
 

1)  ทําการวางรูปแบบของชิ้นสวนตางๆในปญหาที่ตองการวิเคราะห 
2)  ทําการรวม (assemble) คุณสมบัติของชิ้นสวนตางๆเขาดวยกัน 
3)  หาผลลัพธของระบบสมการ (algebraic equation) แทนการหาผลลัพธจากสมการอนุพันธ 

 
ความแมนยําของผลลัพธที่ไดจากวิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตนั้นจะขึ้นกับจํานวน  รูปรางของชิ้นสวน 

และวิธีการที่ใชสรางช้ินสวนในการวิเคราะหปญหา  โดยที่การสรางชิ้นสวนนั้นจะขึ้นอยูกับหลักการแปร
ผัน(Variational principles) ที่ใช   โดยทั่วไปแลวระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) ในการ
วิเคราะหโครงสรางนั้นจะอยูบนพื้นฐานของการสมมติการกระจัดในแตละช้ินสวน  และอาศัยหลักการงาน
เสมือน หรือหลักการพลังงานศักยตํ่าสุดในการสรางเมตริกซสติฟเนสของแตละช้ินสวน    ในบทนี้จึงจะกลาวถึง
หลักการแปรผันตางๆที่ไดถูกเสนอใหใชในการวิเคราะหทางกลศาสตร  และรวมถึงสนามตัวแปรตางๆที่สามารถ
สมมุติในหลักการแปรผันตางๆนั้นดวยเชนกัน 
 
2.1  หลักการแปรผัน  (Variational Principle) 
 
 หลักการแปรผันสามารถแบงออกเปนหลักการที่มีหนึ่งสนามตัวแปร และหลักการที่มีหลายสนามตัว
แปรซึ่งอาจมีต้ังแตสองสนามตัวแปรหรือมากกวานั้น   ในหลักการของพลังงานศักยตํ่าสุด  (The principle of 
minimum potential energy) แ ล ะห ลั ก ก ารพ ลั ง ง าน ส วน เติ ม เต็ ม ต่ํ าสุ ด  (The principle of minimum 
complementary energy) นั้นจะเปนแบบหนึ่งสนามตัวแปร    ในขณะที่หลักการอื่นๆอาจมีสนามตัวแปรมาก
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กวาหนึ่งซึ่งหลักการแปรผันสวนใหญก็มักจะเหลือเพียงแคการกระจัดที่ขั้วในสมการเมตริกซเชนเดียวกับหลักการ
ของพลังงานศักยตํ่าสุดในทายที่สุด 
2.1.1  หลักการแปรผันเบื้องตนในการวิเคราะหทางกลศาสตร 
 
 หลักการแปรผันในการวิเคราะหทางกลศาสตรที่จะไดกลาวเบื้องตนนี้เปนหลักการแปรผันสําหรับการ
วิเคราะหปญหาที่การโกงตัวมีคานอยทั้งมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุนซึ่งเปนหลักการที่ไดถูกนําเสนอสําหรับวิธี
การทางไฟไนตเอลิเมนตในระยะแรกๆโดยจะประกอบดวยหลักการพลังงานศักยตํ่าสุด   หลักการฮู-วาชิซู (Hu-
Washizu principle)   หลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร (Hellinger-Reissner principle)  และหลักการพลังงาน
สวนเติมเต็มตํ่าสุด    ซึ่งหลักการเหลานี้จะเปนหลักการที่สามารถนําไปดัดแปรไดดวยวิธีการตางๆ เชน วิธีตัวคูณ
ลากรองจ (Lagrange multiplier method)    วิธีทัณฑกรรม (penalty method)  หรือการกําหนดเงื่อนไขของ
พลังงาน (energy constraint condition) เปนตน เพื่อใหไดช้ินสวนที่มีคุณสมบัติท่ีดีขึ้นตามตองการซึ่งไดแสดง
วิธีดังกลาวขางตนไวในหัวขอตางๆที่เปนการเสนอหลักการแปรผันที่ดัดแปรแลวของหลักการแปรผันขางตนใน
สวนตอไป 
 
 สนามตัวแปรทั้งสามในปญหาทางกลศาสตรของแข็งคือ  การกระจัด u     ความเครียด  ε    และความ
เคน  σ    สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

},,{ wvuu =  
},,,,,{ xyxzyzzyx γγγεεεε =  (2.1.1-1) 
},,,,,{ xyxzyzzyx τττσσσσ =  

 
ซึ่งเครื่องหมายขีดเสนใต ( _ ) ใชแสดงวาเปนเวกเตอรสดมภ    ในทํานองเดียวกัน  แรงตัว  f (body force 
loading)  ซึ่งเปนแรงตอหนึ่งหนวยปริมาตร  และแรงกระทําที่ขอบ  T   (แรงตอหนึ่งหนวยพ้ืนที่)  สามารถเขียน
ไดวา 
 

},,{ ZYX ffff =  (2.1.1-2) 
},,{ ZYX TTTT =   (2.1.1-3) 

 
อาศัยหลักการสมดุลของแรงกระทําที่ขอบซึ่งเขียนความสัมพันธไดดังนี้ 
 

                
⎪
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⎩
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⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Z

Y

X
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XZ

YZ

Z

Y

X

XYZ

XZY

YZX

T
T
T

nnn
nnn
nnn

τ
τ
τ
σ
σ
σ

000
000

000
  หรือ  Tn =σ  (2.1.1-4) 
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เมื่อ  n   คือเมตริกซโคไซนแสดงทิศทางบนพื้นผิวของชิ้นสวน V∂     สวนความสัมพันธระหวางความเครียด 
และการกระจัดคือ 
 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

w
v
u

xy

xz

yz

z

y

x

xy

zx

yz

z

y

x

0

0

0

00

00

00

γ
γ
γ
ε
ε
ε

  หรือ  uD=ε  (2.1.1-5) 

 
เมื่อ  D   คือเมตริกซตัวปฏิบัติการการหาอนุพันธ (differential operator)   จากขางตนสมการสมดุลสามารถ
เขียนไดวา 
 

0

000

000

000

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
+

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂
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∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

z

y

x
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Z

Y

X

f
f
f

xyz
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τ
τ
τ
σ
σ
σ

   

 
หรือ  0=+ fDT σ  (2.1.1-6) 

 

wz ,

vy ,
ux ,

σS

uS

T

 
 

รูปที่  2.1.1-1  โครงสรางหรือปญหาที่ตองการวิเคราะห 
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 จากรูปที่  2.1.1-1  แสดงรูปรางสวนตางๆของปญหาที่ตองการวิเคราะหซึ่งมีปริมาตร  V   มีพื้นที่ผิว  
σSSV u +=∂      จะสามารถเขียน หลักการพลังงานศักยตํ่าสุด ไดดังนี้ 

 

imumdSuTdVufC
V

T

S

TT
P min]

2
1[ =−−=Π ∫ ∫

σ

εε  (2.1.1-7) 

 
ซึ่งมีขอกําหนดวา                   0=− uDε  ในปริมาตร  V  (2.1.1-8) 

0=− uu   บนพื้นที่ผิวที่ทราบคาการกระจัด  uS  (2.1.1-9) 
 
เมื่อกําหนดให  V    =  ปริมาตรของโครงสรางที่จะวิเคราะหซึ่งมีแรงตัว f  กระทําอยู 
   σS  =  พื้นที่ผิวที่ไมทราบคาการกระจัดซึ่งมีแรงกระทําที่ขอบ  T   กระทําอยู 
   u    =  คือการกระจัดที่รูคาที่อยูบนพื้นที่ผิว  uS  
   C    = เมตริกซปรุงแตง (constitutive matrix) ที่ทําการเปลี่ยนจากความเคนเปน 
               ความเครียด 
 

ในปญหาทางโครงสราง และทางกลศาสตรคุณสมบัติของชิ้นสวนก็คือเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  
k   ซึ่งไดจากการแปรผันหลักการแปรผัน   โดยที่เมตริกซสิตฟเนส  k  นี้จะแสดงความสัมพันธระหวางแรงที่ขั้ว
และการกระจัดที่ขั้ว ทั้งนี้ขั้นตอนการสรางเมตริกซสติฟเนสจะกลาวในสวนตอไป     โดยที่เมตริกซสติฟเนสของ
ระบบ (global stiffness matrix) K   จะไดจากการรวมคุณสมบัติของช้ินสวนตางๆเขาดวยกัน    ปญหาใน
สภาวะสถิตตามวิธีการกระจัดสามารถเขียนผลลัพธของการกระจัดไมทราบคาที่ขั้ว (unconstrained nodal 
displacement) ใหอยูในรูปของระบบสมการไดคือ 
 

FqK =  (2.1.1-10) 
 

โดยที่   F   คือแรงกระทําที่ขั้ว และ q  คือการกระจัดไมทราบคาที่ขั้ว    หลักการพลังงานศักยตํ่าสุดจะ
เปนหลักการพื้นฐานที่สามารถดัดแปรตามวิธีการตัวคูณลากรองจซึ่งใชกับขอกําหนดในสมการที่ 2.1.1-8  และ
2.1.1-9  ดังเขียนใหมไดวา 
 

∫

∫ ∫

−−

−−−−=Π

US

T

V S

TTTT

dSuu

dSuTdVufuDC

)(

])(
2
1[

µ

ελεε
σ  (2.1.1-11) 
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เมื่อ  ),,( zyxλ   และ  ),,( zyxµ  คือตัวคูณลากรองจที่ไมขึ้นแกกันซึ่งเพิ่มเขาไป  ทําใหหลักการพลังงาน
ใหมที่ไดมีตัวแปร  4  ตัวคือ  λε ,,u   และ  µ       โดยเมื่อทําการแปรผันหลักการพลังงานใหมนี้เทียบกับตัว
แปรทั้ง  4  ตัวนี้จะไดวา 
 

0])([

])()()
2
1[(

=+−−−

−+−−−=Π

∫∫

∫

dSuuudSuT

dVufuDuDC

TT

S

T

S

V

TTTTT

u

δµµδδ

δδλελδεδλεδ

σ

 (2.1.1-12) 

 
เมื่อ  δ แสดงการแปรผัน  และเนื่องจาก  λε ,,u   และ  µ    เปนตัวแปรที่สามารถแปรผันไดอยางอิสระจึง
สรุปไดวาสัมประสิทธิ์ของ  λδεδδ ,,u   และ  µδ   ทั้งในหลักการพลังงานสวนปริมาตร และพื้นที่ผิวสวน
ตางๆจะตองเปนศูนยโดยเปนอิสระตอกัน   จากขอสรุปขางตนทําเขียนความสัมพันธตางๆไดดังนี้ 
 

(1)  จากพจน  εδ   ในสวนปริมาตร  V  ไดวา 
 

0=− TT C λε    หรือ  ελ C=  (2.1.1-13) 
 
โดยจากความสัมพันธระหวางความเคน และความเครียด 
 

σε =C                  ในปริมาตร   V (2.1.1-14) 
จะไดวา                                                                  σλ =                       ในปริมาตร   V (2.1.1-15) 
 

(2)  จากสมการที่  2.1.1-15  และโดยอาศัยความสัมพันธจากทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ(divergence theorem)  
คือ 
 

dSunuDdVuD
SS

T

V

TTT

V U

∫∫∫
+

+−=
σ

σσσ )()()(  (2.1.1-16) 

 
ซึ่งหากทําการแปรผันเทียบกับการกระจัด  u   จะเขียนไดวา 
 

dSunuDdVuD
SS

T

V

TTT

V U

∫∫∫
+

+−=
σ

δσδσδσ )()()(  

 
แทนลงในสมการที่  2.1.1-12  ดังนั้นหากพิจารณาพจน  uδ   ในสวนของปริมาตร  V   สามารถเขียนไดวา 
 

0=+ fDT σ                  ในปริมาตร   V (2.1.1-17) 
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ซึ่งสมการขางตนนี้ก็คือสมการสมดุลนั่นเอง 
 

(3)  และจากการใชความสัมพันธของทฤษฎีบทไดเวอรเจนซซึ่งทําการแปรผันเทียบกับการกระจัดดังใน
ขอ (2)    เมื่อพิจารณาพจน  uδ   ในสวนของพื้นที่ผิวสวนตางๆไดวา 
 

σnT =    บนพื้นที่ผิว  σS   (2.1.1-18) 
 
ซึ่งสมการดังกลาวเปนสมการสมดุลบนพื้นที่ผิว  σS   ที่มีแรงภายนอกกระทํา   และไดความสัมพันธ 

 
σµ n=    บนพื้นที่ผิว  US   (2.1.1-19) 

 
ซึ่งสามารถที่สามารถสรุปไดวา                               T=µ   (2.1.1-20) 
 
 และ                                                                        σnT =  (2.1.1-21) 
 

(4)  พิจารณาพจน  λδ   และ  µδ    จะไดสมการกําหนดเงื่อนไขคือสมการที่  2.1.1-8  และ  2.1.1-9  
และจากการแทนสมการที่ (2.1.1-15) และ (2.1.1-20)  ลงในสมการที่ (2.1.1-11)  จะไดหลักการแปรผันซึ่งเขียน
ใหมคือ 

 

stationarydSuuT

dSuTdVufuDC

T

S

T

SV

TTTT
HW

U

=−−

−−+−=Π

∫

∫∫

)(

])(
2
1[

σ

σεσεε

 (2.1.1-22) 

 
สมการที่ไดนี้เรียกวา  หลักการฮู-วาชิซู  ซึ่งมีการกระจัด  u          ความเครียด ε     และความเคน  σ   เปนสนาม
ตัวแปรที่ทําการสมมุติโดยไมขึ้นแกกัน     เมื่อทําการแปรผันหลักการนี้จะพบวาหลักการ  HWΠ   นั้นเปนหลัก
การที่ไมมีขอจํากัดเลยในสนามตัวแปรตางๆดังนี้ 
 
1. สมการสมดุลตามสมการที่  2.1.1-17 
2. ความสัมพันธระหวางความเครียด และการกระจัดตามสมการที่  2.1.1-8 
3. ความสัมพันธระหวางความเคน และความเครียดตามสมการที่  2.1.1-14 
4. เงื่อนไขสมดุลที่ขอบตามสมการที่  2.1.1-21 
5. การกระจัดทราบคาที่ขอบตามสมการที่  2.1.1-9 
6. แรงกระทําทราบคาที่ขอบตามสมการที่  2.1.1-18 
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นอกจากนี้ยังสามารถเขียนหลักการใหมขึ้นมาจากหลักการ  HWΠ   คือกําจัด  ε   ดวยการแทนความ

สัมพันธระหวางความเคน และความเครียด คือ 
 

σσε SC == −1  (2.1.1-23) 
 
เมื่อ  S   คือเมตริกซสอดคลอง (compliance matrix) ที่ทําการเปลี่ยนจากความเครียดเปนความเคน  แทนสม
การที่  2.1.1-23  ลงในสมการที่  2.1.1-22    จะไดหลักการแปรผันใหมคือ 
 

stationarydSuuT

dSuTdVufuDS

T

S

T

SV

TTT
HR

U

=−−

−−+−=Π

∫

∫∫
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2
1[

σ

σσσ

 (2.1.1-24) 

 
สมการที่ไดนี้เรียกวา  หลักการ เฮลลิงเกอร-ไรสเนอร   ซึ่งหลักการนี้มีสองสนามตัวแปรคือการกระจัด  

u   และความเคน  σ   และหากทําการแปรผันหลักการ  HRΠ   เทียบกับ  u   และ  σ   จะไดความสัมพันธ 
 

                                                                        
0=+

=

fD

uDS
T σ

σ ในสวนของปริมาตร  V  (2.1.1-25) 

 
ดังนั้นหลักการที่ไดใหมนี้จะเปนหลักการแปรผันที่ไมมีขอจํากัดในสวนของสนามการกระจัด  u   และความเคน  
σ   ซึ่งสามารถสมมุติสนามตัวแปรทั้งสองไดโดยไมขึ้นแกกันนั้นเอง   นอกจากนี้หากแทนสมการความสัมพันธ
จากทฤษฎีบทไดเวอรเจนซลงไปในหลักการของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร  ก็จะทําใหไดอีกทางเลือกหนึ่งของหลัก
การของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร  คือ 
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 (2.1.1-26) 

 
หากความเคนมีสมดุลเปนไปตามสมการที่  2.1.1-17  และแรงกระทําที่ขอบเปนไปตามสมการที่  2.1.1-18   จะ
สามารถกําจัดการกระจัด  u   ซึ่งเปนตัวแปรตัวหนึ่งออกไปจากหลักการ   - ∗ΠHR   ได 
 

imumdSuTdVS
V

T

S

T
C

U

min
2
1

=−=Π ∫ ∫σσ  (2.1.1-27) 
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สมการที่  2.1.1-27  นี้ก็คือ  หลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุด ซึ่งไดกลาวไววา  ในสภาวะที่ทั้งระบบสมดุลจะ
ทําให  CΠ   มีคาตํ่าสุด 
 
2.1.2  หลักการแปรผันที่ไดรับการดัดแปร 
 
 จากหลักการแปรผันที่ไดกลาวไปแลวเบื้องตนนั้นสามารถทําการดัดแปรไดโดยวิธีการตางๆ เชน วิธีตัว
คูณลากรองจ    การกําหนดเงื่อนไขเพิ่มเติม เปนตน   เพื่อใหไดช้ินสวนที่มีคุณสมบัติที่ดีขึ้นตามตองการดังนี้ 
2.1.2.1  การดัดแปรหลักการฮู-วาชิซู 
 

โดยในที่นี้หากเปลี่ยนขอกําหนดในสมการที่  2.1.1-9  เปน 
 

0~ =− uu   บนพื้นที่ผิว  V∂  (2.1.2.1-1) 
 
เมื่อกําหนดให  u~    =  คือการกระจัดที่ขอบบนพื้นที่ผิว  V∂  
 
 เมื่อตองการสมมุติใหการกระจัด u   เขากันไมไดกับการกระจัดที่ขอบ  u~    แตจะดําเนินการตามวิธีตัว
คูณลากรองจเพื่อบังคับใหเกิดความเขากันไดดังในหัวขอ 2.1.1  จะไดหลักการฮู-วาชิซูซึ่งสามารถเขียนใหมไดดัง
นี้ (42, 43)    
 

     
stationarydSuT

dSuuTdVufuDC

T

S

T

VV

TTTT
HW

=−

−−−+−=Π

∫

∫∫
∂

~

)~(])(
2
1[

σ

σεσεε
 (2.1.2.1-2) 

 
ซึ่งมีความเคน σ    ความเครียด  ε     การกระจัด  u     และการกระจัดที่ขอบ  u~   เปนตัวแปรที่ตอง

สมมุติ    โดยในที่นี้การกระจัด  u   ก็จะถูกแบงออกเปนสองสวนคือ 
 

λuuu q +=  (2.1.2.1-3) 
 
เมื่อ  qu   คือการกระจัดที่เขากันไดซึ่งเขียนอยูในรูปการกระจัดที่ขั้ว  q       สวน  λu   คือการกระจัดสวนเพิ่ม 
(additional displacement) ซึ่งจะเขียนอยูในรูปพารามิเตอรสวนเพิ่ม (additional parameter)  λ    โดยหาก
กําหนดความสัมพันธวา 
 

uuu ~−=λ   บนพื้นที่ผิว  V∂  (2.1.2.1-4) 
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หากอาศัยความสัมพันธในสมการที่  2.1.1-16  ซึ่งสามารถเขียนไดใหมคือ 
 

dSunuDdVuD
V

T

V

TTT

V
∫∫∫

∂

+−= λλλ σσσ )()()(  (2.1.2.1-5) 

 
อาศัยความสัมพันธในสมการที่  2.1.2.1-4  จะไดวา   
 

quuuu =−= λ
~  บนพื้นที่ผิว  V∂  (2.1.2.1-6) 

 
แทนสมการที่  2.1.2.1-5  และ  2.1.2.1-6  ลงในสมการที่  2.1.2.1-2  ซึ่งละพจนของแรงตัวจะไดหลักการฮู-วาชิ
ซูที่ดัดแปรแลว (42) คือ  

 

∫

∫

−

−+−=Π

σ

λσσεσεε

S
q

T

V

TT
q

TTT
mHW

dSuT

dVuDuDC ])()(
2
1[

 (2.1.2.1-7) 

 
หลักการขางตนนี้จะมีความเคน σ    ความเครียด  ε     การกระจัด  qu     และการกระจัดสวนเพิ่ม  λu   เปนตัว
แปรที่ตองสมมุติ   โดยที่เงื่อนไขการสมดุลของความเคนในพจนสุดทายของสมการที่  2.1.2.1-7  จะมีการกระจัด  

λu ทําหนาที่เปนตัวคูณลากรองจที่บังการสมดุลของความเคนนั้นเอง 
 
2.1.2.2  การดัดแปรหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร 

 
ในทํานองเดียวกันหลักการ  HRΠ   ซึ่งใชขอกําหนดในสมการที่  2.1.2.1-1  และสมการที่  2.1.1-23  

สามารถเขียนไดดังนี้  
 

       
∫

∫∫

−

−−−+−=Π
∂

σ

σσσ

S

T

V

T

V

TTT
HR

dSuT

dSuuTdVufuDS

~

)~(])(
2
1[

 (2.1.2.2-1) 

 
ซึ่งมีความเคน σ     การกระจัด  u     และการกระจัดที่ขอบ  u~   เปนตัวแปรที่ตองสมมุติ   หากอาศัยความ
สัมพันธในสมการที่  2.1.2.1-3  ถึง  2.1.2.1-6  สามารถเขียนหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งละพจนของแรงตัว
จะไดหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว (42, 44) คือ 
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∫

∫

−

−+−=Π

σ

λσσσσ

S
q

T

V

TT
q

TT
mHR

dSuT

dVuDuDS ])()(
2
1[

 (2.1.2.2-2) 

 
เชนเดียวกันหลักการขางตนนี้จะมีความเคน σ      การกระจัด  qu     และการกระจัดที่ขอบ  λu   เปนตัวแปรที่
ตองสมมุติ   โดยที่เง่ือนไขการสมดุลของความเคนในพจนสุดทายของสมการที่  2.1.2.2-2  ก็จะมีการกระจัด  

λu ทําหนาที่เปนตัวคูณลากรองจที่บังคับการสมดุลของความเคนเชนเดียวกับสมการที่  2.1.2.1-7   
 
 นอกจากหลักการขางตนที่จะทําการที่สมมุติสนามความเคนทั้งสวนของแรงดัด (flexural part)  และ
สวนของแรงเฉือนต้ังฉาก (transverse shear part) แลวไดมีผูเสนอคือ จิงและเลียว (Jing and Liao) (45, 46) ใหใช
หลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวซึ่งจะทําการสมมุติความเคนเฉพาะสวนของแรงเฉือนต้ังฉาก 
 
 จากการที่ความเคนเฉือนตั้งฉากจะขึ้นอยูกับเฉพาะความเครียดเฉือนตั้งฉากเทานั้นทําใหสามารถที่จะ
แยกความเคนสวนของแรงเฉือนต้ังฉากออกจากสวนของแรงดัด   อันไดความสัมพันธดังนี้ 
 

)( uDCC fffff == εσ  (2.1.2.2-3) 

ttt P βσ =  (2.1.2.2-4) 
 
เมื่อ  f  จะหมายถึงสวนของแรงดัดโดยที่  },,,{ XYZYXf σσσσσ =   ในขณะที่  t   จะหมายถึงสวน
ของแรงเฉือนต้ังฉาก  ซึ่ง  },{ YZXZt σσσ =   ทั้งนี้สามารถหาความเครียดจากการกระจัดที่สมมุติไดวา 
 

qBuD fff ==ε  (2.1.2.2-5) 
qBuD ttt ==ε  (2.1.2.2-6) 

 
ทั้งนี้  fS  และ tS   เปนเมตริกซสอดคลองที่ทําการเปลี่ยนความเครียดเปนความเคนซึ่งไดจากการหาเมตริกซผก
ผันของเมตริกซปรุงแตง  fC  และ tC   ตามลําดับ  สวน  fD   และ  tD  คือเมตริกซตัวปฏิบัติการหาอนุพันธใน
สวนของแรงดัด และสวนของแรงเฉือนต้ังฉากตามลําดับ     โดยอาจกําหนดให 
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 จากการแยกสวนความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดขางตนทําใหไดหลักการแปรผันใหม
จากการดัดแปรหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรในสมการที่  2.1.1-24  ขึ้นมาซึ่งมีหลักการสําคัญอยูที่การแทนความ
สัมพันธระหวางความเครียด และการกระจัดในสวนของแรงดัด (สมการที่  2.1.2.2-3) ลงไปจะเขียนหลักการ  

HRΠ   ดังกลาวซึ่งละพจนของแรงตัว และการกระจัดที่สมมุติจะมีความเขากันไดบนพื้นที่ผิว  uS   ไดใหมดังนี้ 
 

∫∫ −−+=Π
σ

σσσ
S

T

V
tt

T
tt

T
tff

T
fJL dSuTdVSuDuDCuD ]

2
1)()()(

2
1[  (2.1.2.2-8) 

 
 หลักการในสมการที่  2.1.2.2-8  อาจจะเรียกวา  หลักการจิง-เลียว (47)  ซึ่งจะใชในการสรางชิ้นสวนที่จะ
สมมุติเฉพาะความเคนเฉือนตั้งฉาก  tσ  และการกระจัด  u    ซึ่งการที่สมมุติความเคนเฉือนต้ังฉาก  tσ   ทําให
ใชพารามิเตอรความเคนที่นอยลงอันนําไปสูเวลาที่ใชในการสรางชิ้นสวนที่นอยลงตามไปดวยนั้นเอง 
 
 จากหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรในสมการที่  2.1.1-24  ซึ่งความเคนที่สมมุตินั้นไมจําเปนตองมีสมดุล   
แตอยางไรก็ตามยังสามารถบังคับความเคนใหมีสมดุลโดยการใชวิธีทัณฑกรรมของการสมดุลเพิ่มเขาไปในหลัก
การเฮลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งเสนอโดยวู (Wu) และชวง (Cheung) (48)    หากพิจารณาสมการสมดุลซึ่งไมคิดผลของ
แรงกระทําภายนอกคือ  0=σTD    ทําใหเขียนหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งละพจนของแรงกระทําภาย
นอก และการกระจัดที่สมมุติจะมีความเขากันไดบนพื้นที่ผิว  uS   ไดใหมไดวา 
 

dVDDdVuDS
V

TTT

V

TT
HR ∫∫ −+−=Π )()()](

2
1[* σσχσσσ  (2.1.2.2-9) 

 
เมื่อ  χ   เปนเลขบวกที่มีคามากกวาหนึ่ง  จากการทําการแปรผัน  0* =ΠHRδ   จะไดสมการดังนี้ 
 

0)]([)( =+∫ dVDuD
V

TTT σχδσ  (2.1.2.2-

10) 
 
ทั้งนี้เมื่อ  χ  มีคามากๆจะทําใหสมการที่  2.1.2.2-10 เขียนใหมไดวา 
 
                 0)()( =∫ dVDD

V

TTT σδσ   หรือ  =∫ dVDD
V

TTT )()( σσ minimum (2.1.2.2-

11) 
 
ซึ่งหมายความวาเงื่อนไขสมดุลของความเคนนั้นจะถูกบังคับนั้นเอง   และแมวาวิธีวิธีทัณฑกรรมจะมีขอดีตรงที่ไม
ตองเพิ่มตัวแปรเขาไปในหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรเหมือนในสมการที่  2.1.2.2-2    แตการเลือกคา  χ   นั้น
จะอยูในชวงคาหนึ่งซึ่งมีประสิทธิภาพในการบังคับการสมดุลของความเคน   แตตองไมมีคาที่มากเกินไปอันจะทํา
ใหเกิดความยุงยากในการคํานวณเชิงตัวเลขอันเนื่องมาจากจํานวนหลักของตัวเลขที่สามารถใชในการคํานวณ (73)  
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2.1.2.3  การดัดแปรหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุด 

 
จากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุดขางตนซึ่งตองเลือกใชความเคนที่เขากันไดกับสมการสมดุลแลว  

ยังสามารถทําการดัดแปรสมการพลังงานขึ้นใหมไดจากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มตํ่าสุดไดโดยบังคับใหแรง
กระทําที่ขอบระหวางชิ้นสวนมีความตอเนื่องจากการใชวิธีตัวคูณลากรองจ    จากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ํา
สุดซึ่งมีขอกําหนดการสมดุลของความเคนดังสมการที่  2.1.1-17 และสภาวะสมดุลของแรงกระทําที่ขอบดังสม
การที่   2.1.1-18   
 
 จากการแบงปญหาออกเปนจํานวน NE  ช้ินสวนโดยหากพิจารณาชิ้นสวน  a  และชิ้นสวน  b   ดัง
แสดงในรูปที่  2.1.2.3-1  สมการกําหนดเงื่อนไขตามขอบของชิ้นสวนสามารถเขียนไดวา 
 

a
YT

a
XT

b
YT

b
XT

element  a

element  b

abS

Y

X

 
 

รูปที่  2.1.2.3-1  แรงกระทําที่ขอบระหวางชิ้นสวน 
 

TT =                     บนพื้นที่ผิว  eS σ  (2.1.2.3-1) 
0=+ ba TT        บนพื้นที่ผิว  abS  (2.1.2.3-2) 

 
เมื่อ  abS   คือพ้ืนที่ผิวระหวางชิ้นสวน  a   และชิ้นสวน  b     โดยหากกําหนดใหตัวคูณลากรองจที่ใชคือ  λ   
และ  abλ   เปนตัวคูณลากรองจสําหรับการกําหนดเงื่อนไขในสมการที่  2.1.2.3-1  และ  2.1.2.3-2  ตามลําดับ
เพิ่มในหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุดในสมการที่  2.1.1-27  ไดดังนี้ 
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เมื่อ  eV   คือปริมาตรของชิ้นสวนช้ินที่  e   และ  eS σ   คือพ้ืนที่ผิวที่แรงกระทํา  T  กระทําอยูของชิ้นสวนช้ิน
ที่  e     โดยจากสมการขางตนสามารถสรุปไดวาทั้ง  λ   และ  abλ   จะเปนการกระจัดที่ขอบของชิ้นสวน  -u~   
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แตในการสมมุติการกระจัดหากสมมุติการกระจัดที่มีความเขากันไดระหวางชิ้นสวนคือ  u  = u~  ซึ่งจะเปนการ
ประมาณการกระจัดที่ขั้ว  q      ดังนั้นจะสามารถเขียนหลักการ  mCΠ   ไดใหมเปน (50) 
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และเมื่อนําทฤษฎีบทไดเวอรเจนซในสมการที่  2.1.1-16   โดยที่   0=σTD   จากการที่ความเคนที่ใชมีสมดุล
เมื่อแทนลงไปในสมการที่  2.1.2.3-4  จะเขียนใหมคือ 
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สมการนี้เรียกวา  หลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว (principle of modified complementary energy) 
ซึ่งมีการกระจัด  u   และความเคน  σ   เปนตัวแปรที่ตองสมมุติ   โดยที่สปลเกอร (18, 23) และผูรวมวิจัย(8, 9) ไดใช
หลักการนี้ในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน 
 
 
2.2  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) 
 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นอาจสามารถแบงออกเปนระเบียบวิธีที่มีการสมมุติสนามตัวแปรเพียง
หน่ึงตัวแปร  และระเบียบวิธีที่มีการสมมุติสนามตัวแปรมากกวาหนึ่งตัวแปร  ทั้งนี้ระเบียบวิธีที่มีการสมมุติสนาม
ตัวแปรเพียงหนึ่งตัวแปรประกอบดวยระเบียบวิธีการกระจัด (Displacement method)  และระเบียบวิธีแรง 
(Equilibrium method)  สวนระเบียบวิธีที่มีการสมมุติสนามตัวแปรมากกวาหนึ่งตัวแปรนั้นจะประกอบดวย
ระเบียบวิธีพันทาง (Hybrid method) และระเบียบวิธีผสม (Mixed method) โดยที่ในแตละระเบียบวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนตก็จะมีขั้นตอนการคํานวณเมตริกซสติฟเนสที่แตกตางกันไป 
 
2.2.1  ระเบียบวิธีการกระจัด 
 
 ระเบียบวิธีการกระจัดเปนวิธีที่จะสมมุติเพียงแคสนามการกระจัดโดยอาจสมมุติใหมีความเขากันได
ระหวางชิ้นสวนหรือไมก็ได   ในการคํานวณเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนตามระเบียบวิธีการกระจัดนั้นจะใช
หลักการพลังงานศักยตํ่าสุดในสมการที่  2.1.1-7  ซึ่งการกระจัดที่สมมุติจะเขากันไดระหวางชิ้นสวน   ทั้งนี้หาก
แบงปญหาที่จะวิเคราะหออกเปนจํานวน  NE   ช้ินสวนจะสามารถเขียนหลักการพลังงานศักยตํ่าสุดที่ละพจน
ของแรงตัวไดใหมคือ 
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เมื่อ  eV   คือปริมาตรของชิ้นสวนช้ินที่  e   และ  eS σ   คือพ้ืนที่ผิวที่แรงกระทํา  T  กระทําอยูของชิ้นสวนช้ิน
ที่  e    หากใหการกระจัด  u   ของชิ้นสวนช้ินที่  e  ถูกประมาณดวยการกระจัดที่ขั้ว  q    คือ 
 

qNu =  (2.2.1-2) 
 
เมื่อ  N   คือเมตริกซของฟงกชันสัณฐาน (shape function) จากความสัมพันธในสมการที่  2.1.1-8  สามารถ
เขียนใหมวา 
 

qBuD ==ε  (2.2.1-3) 
 
แทนสมการที่  2.2.1-2  และ  2.2.1-3  ลงในสมการที่  2.2.1-1  โดยพิจารณาเฉพาะชิ้นสวนช้ินที่  e  จะไดวา 
 

qFqkq
Te

P
Te

P −=Π
2
1  (2.2.1-4) 

 
เมื่อ Pk   คือเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนช้ินที่  e   =  ∫

eV

T CBdVB  

 TeF  คือเมตริกซแรงกระทําที่ขั้วของชิ้นสวนช้ินที่  e   =  NdST
T

S e
∫
σ

 

 
เมื่อทําการแปรผันสมการที่  2.2.1-4  เทียบกับการกระจัด  q   จะไดความสัมพันธเหมือนดังไดแสดง

ในสมการที่ 2.1.1-10  เมื่อทําการรวมเมตริกซสติฟเนส และเมตริกซแรงกระทําที่ขั้วของทั้งระบบเขาดวยกันก็จะ
ไดสมการดังแสดงในสมการที่  2.1.1-10  และเมื่อใสสภาวะเงื่อนไขการกระจัดที่ขอบลงในระบบสมการ แลวทํา
การหาคาการกระจัดที่ไมทราบคา  q   ซึ่งสามารถนําคาการกระจัดดังกลาวไปคํานวณหาความเครียด(สมการที่  
2.2.1-3)  และความเคนโดยอาศัยเมตริกซปรุงแตง  C   ไดตอไป 
 
2.2.2  ระเบียบวิธีแรง 
 
 ระเบียบวิธีแรงจะเปนการสมมุติสนามความเคนเพียงอยางเดียวซึ่งอาศัยหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ํา
สุดในสมการที่  2.1.1-27  โดยขั้นตอนในการสรางชิ้นสวนในที่นี้จะทําการสมมุติความเคนที่สมดุล  σ   สําหรับ
การกระจัดทราบคาที่ขอบ  u   ซึ่งถูกเขียนในรูปของการกระจัดที่ขั้ว  q      หากพิจารณาปญหาที่ถูกแบงออก
เปน  NE   ช้ินสวนจะสามารถเขียนสมการของหลักการพลังงานสวนเติมเต็มตํ่าสุดของชิ้นสวนช้ินที่  e   ได
เปน (73)  
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ความเคนที่สมมตินั้นตองมีสมดุลตามสมการที่  2.1.1-6   โดยหากพิจารณาผลของแรงตัวดวยน้ันการสมมติความ
เคนที่สมดุลจะตองมีผลเฉลยเฉพาะราย (particular solution) จากแรงตัวรวมเขาไปดวย   ซึ่งความเคนดังกลาว
สามารถเขียนอยูในรูปดังนี้ 
 
                                                                              βσ *P=  (2.2.2-2) 
โดยที่                                                                    βσ RnT ==  (2.2.2-3) 
 
เมื่อ  *P   คือเมตริกซการประมาณของสนามความเคนที่เขากันไดกับสมการสมดุล    β   คือพารามิเตอรความ
เคน      สวนการกระจัดทราบคาที่ขอบ  u   ถูกประมาณดวยฟงกชันการประมาณ  L   และการกระจัดที่ขั้ว  q    
ดังนี้ 
 
                                                                             qLu =  (2.2.2-4) 
 
จากสมการขางตนสามารถเขียนสมการพลังงานใหมไดวา 
 

qGH C
TTe

C βββ −=Π *

2
1  (2.2.2-5) 

เมื่อ                                                         ∫=
eV

T
dVSPPH ***  (2.2.2-6) 

dSLRG
e

US

T
C ∫=  (2.2.2-7) 

 
โดยหากการทําการแปรผันหลักการ  e

CΠ   เทียบกับ  β   จะได    
 

qGH C=β*   หรือ  qGH C
1* −

=β  (2.2.2-8) 
 
โดยสมการขางตนจะเปนการคํานวณหาสนามความเคนภายในชิ้นสวนเมื่อทราบคาการกระจัดที่ขอบนั้นเอง    ทั้ง

นี้จากที่พลังงานความเครียด (strain energy) จะเขียนไดวา  qkqU Te

2
1

=    ดังนั้นอาจจะเขียนเมตริกซ

สติฟเนสของชิ้นสวน  Ck  ในระเบียบวิธีแรงซึ่งมีรูปแบบสอดคลองกับพลังงานความเครียดขางตนไดวา 
 

C
T

CC GHGk
1* −

=  (2.2.2-9) 
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 ขอดีของการสมมติความเคนแบบนี้คือ  จะเหมาะสมกับการวิเคราะหปญหาที่ตองการการกระจัดภายใน
ช้ินสวนที่มีความตอเนื่องอันดับหนึ่ง เชน  ในการกระจัดตามทฤษฎีของเคอรชอฟซึ่งจะไดกลาวตอไป  เพราะไม
จําเปนตองสรางการกระจัดที่เขากันไดภายในชิ้นสวน  u   อีกตอไป      
 
2.2.3  ระเบียบวิธีผสม 
 
 ระเบียบวิธีผสมในที่นี้จะเปนช้ินสวนที่สรางจากหลักการที่มีการสมมุติสนามตัวแปรมากกวาหนึ่งสนาม
ตัวแปรซึ่งก็คือ  หลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร  และหลักการฮู-วาชิซูที่ยังไมไดทําการดัดแปรหลักการดวยวิธีการ
ใดๆไมวาจะเปน วิธีตัวคูณลากรองจ  หรือวิธีทัณฑกรรม  เพื่อบังคับการตอเนื่องของการกระจัดหรือแรงระหวาง
ช้ินสวน  หรือเพื่อใหไดช้ินสวนที่มีคุณสมบัติที่ดีขึ้น (50)   ดังไดแสดงในหัวขอ  2.1.1     ทั้งนี้ระเบียบวิธีผสมจะ
รวมถึงช้ินสวนที่มีตัวแปรในสติฟเนสเมตริกซขั้นสุดทายมากกวาหนึ่งตัวแปร (51) ซึ่งจะไมกลาวในที่นี้เพราะหลัก
การดังกลาวจะเปนการเพิ่มตัวแปรที่จะตองคํานวณในขั้นตอนสุดทายจึงไมนาสนใจในการศึกษา 
 
2.2.3.1  การสรางชิ้นสวนผสมจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร 
 
 เชนเดียวกับขางตน  หลักการในสมการที่  2.1.1-24  ซึ่งละพจนของแรงตัวและการกระจัดที่สมมุตินั้น
เขากันไดกับการกระจัดที่ขอบบนพื้นที่  e

US  สามารถเขียนหลักการ  e
HRΠ   สําหรับช้ินสวนช้ินที่  e  ไดใหม

ดังนี้ 
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โดยที่ความเคน  σ   จะถูกประมาณดวยพารามิเตอรความเคน  β   ซึ่งไมจําเปนตองเขากันไดกับสมการสมดุล  
คือ 
                                                                              βσ P=  (2.2.3.1-2) 
 
สวนการกระจัดจะถูกประมาณดวยการกระจัดที่ขั้ว  q   ดังในสมการที่  2.2.1-2  และสามารถเขียนการหา
ความเครียดจากการกระจัดไดดังในสมการที่  2.2.1-3    เมื่อแทนความสัมพันธดังกลาวลงในสมการที่  2.2.3.1-1  
ซึ่งละพจนของแรงกระทําจะเขียนหลักการ  e

HRΠ   ไดใหม  คือ 
 

                                                                qGH TTe
HR βββ +−=Π

2
1  (2.2.3.1-3) 

 
เมื่อกําหนดให                                   ∫=

eV

T dVSPPH   และ  ∫=
eV

T dVBPG  (2.2.3.1-4) 



 
 

 

24

 

หากทําการแปรผัน  0=∂
Π∂

i

e
HR

β    จะไดความสัมพันธ 

 
qGH 1−=β  (2.2.3.1-5) 

 
ซึ่งนําไปแทนในสมการที่  2.2.3.1-3  สามารถเขียนเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนได 
 

GHGk T
HR

1−=  (2.2.3.1-6) 
 
 แตทั้งนี้เพื่อที่จะใหไดผลลัพธที่ดีขึ้นช้ินสวนพันทางในสวนนี้มักจะใชเมตริกซ  P   ที่เขากันไดกับสม
การสมดุลซึ่งทําใหตองเขียนเมตริกซ  P   อยูในรูปของพิกัดฉาก  X, Y  และ  Z 
 
 นอกจากจะทําการสมมุติสนามตัวแปรการกระจัด  และความเคนแลว  อาจจะใชหลักการเฮลลิงเกอร-
ไรสเนอรโดยที่ทําการสมมุติเพียงแคสนามการกระจัด  และความเครียด  ดังที่ไดเสนอโดย ปนสกี (Pinsky) และ 
แจสติ (Jasti) (40, 41) และ  วิลต (Wilt)  ซาลีบ (Saleeb)  และ  ชาง (Chang) (58)   หลักการของผูเสนอกลุมหลังนั้น
จะเปนช้ินสวนผสมที่ใชหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรเมื่อแทนความสัมพันธ  εσ C=   ลงในหลักการเฮลลิง
เกอร-ไรสเนอรซึ่งเขียนไดใหมเปน 
 

dVuDCC
eV

TTe
HR ∫ +−=Π )])((

2
1[ εεε  (2.2.3.1-7) 

 
แตแทนที่จะใชความสัมพันธของความเคนดังสมการที่  2.2.3.1-2  ก็จะใชความสัมพันธของความเครียดดังนี้ 
 

αε E=  (2.2.3.1-8) 
 
ในทํานองเดียวกันหากการกระจัดจะถูกประมาณดวยการกระจัดที่ขั้ว  q   คือ  qNu =   และความเครียดจาก
การกระจัด  qDNuD )(=   จากที่ไดกลาวมาขางตนจะสามารถเขียนหลักการ  HRΠ   สําหรับช้ินสวนช้ิน
ที่  e   ใหม  คือ 
 

qGH TTe
HR ααα −−=Π

2
1  (2.2.3.1-9) 

เมื่อกําหนดให                                  ∫=
eV

T dVCEEH   และ  ∫=
eV

T dVDNEG )(  (2.2.3.1-

10) 
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หากทําการแปรผัน  0=∂
Π∂

α    จะไดความสัมพันธ 
 

qGH 1−=α  (2.2.3.1-
11) 

 
ซึ่งนําไปแทนในสมการที่  2.2.3.1-9  สามารถเขียนเมตริกซสติฟเนสไดเหมือนในสมการที่  2.2.3.1-6  โดยที่
เมตริกซ  H   และ  G   จะเปนไปตามสมการที่  2.2.3.1-10   
 
 สวนที่เสนอโดย ปนสกี  และ แจสติ นั้นจะแตกตางจากขางตนคือจะทําการสมมุติสนามการกระจัดเปน  

λuuu q += จะทําใหสามารถเขียนหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e   ไดวา 
 

dSuuTdVuDuDCC
ee S

q
T

V
q

TTe
HR ∫∫ +−++−=Π

σ

λλεεε )()])((
2
1[  (2.2.3.1-

12) 
 
หากกําหนดให        การกระจัด                                    qNu qq = และ λλλ Nu =  (2.2.3.1-
13) 
                                ความเครียดจากการกระจัดคือ      qBqq =ε และ qB λλε =  (2.2.3.1-
14) 
 
สามารถเขียนสมการที่  2.2.3.1-12  ไดใหมวา 
 

λλαααα TTTTTe
HR FqFRqGH 212

1
−−++−=Π  (2.2.3.1-

15) 
 
เมื่อกําหนดให                        ∫=

nV

T dVCPPH  

∫=
nV

q
T dVBPG  

∫=
nV

T dVBPR λ  (2.2.3.1-

16) 
   ∫=

σS
q

TT dSNTF 1  

   ∫=
σ

λ
S

TT dSNTF 2  



 
 

 

26

 
หากทําการแปรผันเทียบกับ   α   และ   λ   จะไดความสัมพันธ 
 

)(1 λα RqGH += −  (2.2.3.1-
17) 

0=αTR  (2.2.3.1-
18) 

 
ซึ่งนําไปแทนในสมการที่  2.2.3.1-15   แลวสามารถเขียนความสัมพันธ 
 

)()( 2
111 FqGHRRHR TT −−= −−−λ  (2.2.3.1-

19) 
 
แทนสมการที่ 2.2.3.1-19  ลงในสมการที่  2.2.3.1-17  ไดวา 
 

2
1111 )(ˆ FRHRRHqGH T −−−− +=α  (2.2.3.1-

20) 
เมื่อ    GHRRHRRGG TT 111 )(ˆ −−−−=  
 
แทนสมการที่  2.2.3.1-19  และ  2.2.3.1-20  ลงในสมการที่  2.2.3.1-15  จะได 
 

qFqkq T
HR

Te
HR −=Π  (2.2.3.1-

21) 
 
โดยเมตริกซสติฟเนส  k   และ เมตริกซแรงกระทําที่ขั้ว F  คือ    
 

GHGk T
HR

ˆˆ 1−=  (2.2.3.1-
22) 

                                                 2
111

1 )( FRHRRHGFF TT −−−−=  (2.2.3.1-
23) 
 
2.2.3.2  การสรางชิ้นสวนผสมจากหลักการฮู-วาชิซู 
 
 ในที่นี้จะเปนช้ินสวนผสมที่มีการสมมุติสนามตัวแปรทั้งการกระจัด   ความเครียด  และความเคนโดย
อาศัยหลักการฮู-วาชิซู   ทั้งนี้สามารถเขียนหลักการดังแสดงในสมการที่   2.1.1-22  เมื่อการกระจัดที่สมมุตินั้น
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เขากันไดกับการกระจัดที่ทราบคาบนพื้นที่  US   และละพจนของแรงกระทําจะไดหลักการฮู-วาชิซูสําหรับช้ิน
สวนช้ินที่  e   ไดดังนี้ (53) 

 

dVuDC
eV

TTTe
HW ∫ +−=Π )](

2
1[ σεσεε  (2.2.3.2-1) 

 
หากกําหนดความสัมพันธใหสนามการกระจัด  u   ตามสมการที่  2.2.1-2     สนามความเคนที่ไมตองเขากันได
กับสมการสมดุล  σ   ตามสมการที่  2.2.3.1-2    และสนามความเครียด  ε   ตามสมการที่  2.2.3.1-8  แทน
ความสัมพันธขางตนลงในสมการที่  2.2.3.2-1    เขียนใหมไดวา 
 

dVqGJH
eV

TTTe
HW ∫ +−=Π )]ˆ

2
1[ βαβαα  (2.2.3.2-2) 

 
เมื่อกําหนดให                                                        ∫=

eV

T CEdVEĤ  

∫=
eV

T EdVPJ  (2.2.3.2-3) 

∫=
eV

T dVDNPG )(  

 
เมื่อทําการแปรผันเทียบกับพารามิเตอร  α   และ  β   จะได 
 

0=− qGJα  (2.2.3.2-4) 
0ˆ =− βα TJH  (2.2.3.2-5) 

 
ทําการขจัดพารามิเตอร  β   และ  α     จะไดเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  HWk   คือ 
 

GJHJGk TT
HW

11 )ˆ( −−=  (2.2.3.2-6) 
 
โดยหากเมตริกซ  J   สามารถหาเมตริกซผกผันไดจะเขียนเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  HWk   ไดใหมวา 
 

GJHJGk TT
HW

1ˆ −−=  (2.2.3.2-7) 
 
ซึ่งจะเปนการหาเมตริกซผกผันเพียงแคเมตริกซ  J  เทานั้น  โดยการที่เมตริกซ  J   สามารถหาเมตริกซผกผันได
นั้นจําเปนตองมีจํานวนของพารามิเตอรความเคนตองเทากับพารามิเตอรความเครียด (53,54)  
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2.2.4  ระเบียบวิธีพันทาง 
 
 เพียน (55) ไดนิยามไววา  ช้ินสวนพันทางจะเปนช้ินสวนที่สรางจากหลักการแปรผันที่ไดรับการดัดแปร
ดวยวิธีตัวคูณลากรองจเพื่อบังคับการตอเนื่องของการกระจัดหรือแรงระหวางชิ้นสวน     แตในปจจุบันนี้ช้ินสวน
พันทางจะรวมไปถึงหลักการแปรผันที่ไดรับการดัดแปรดวยวิธีทัณฑกรรม  และการกําหนดเงื่อนไขพลังงาน  ซึ่ง
ก็คือ  หลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว    หลักการจิง-เลียว   หลักการฮู-วาชิซูที่ดัดแปรแลว  และหลัก
การพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว  ที่ไดกลาวในหัวขอ  2.1.2   นั้นเอง 
 
 นอกจากนี้ช้ินสวนพันทางที่สมมุติการกระจัด รวมกับความเคนอาจเรียกวา  ช้ินสวนความเคนพันทาง 
(hybrid stress element)  ในขณะที่ช้ินสวนพันทางที่สมมุติการกระจัด รวมกับความเครียดอาจเรียกวา  ช้ินสวน
ความเครียดพันทาง (hybrid strain element) (42, 51)  
 
2.2.4.1  การสรางชิ้นสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว 
 
 เพื่อใหความเคนซึ่งสมมุติโดยไมตองเขากันไดกับสมการสมดุลมีสมดุลในแงการแปรผันจึงมีการใชวิธี
ทัณฑกรรมของการสมดุลเพิ่มเขาไปในหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งวิธีการดังกลาวไดเสนอโดยวูและชวง (48) 

ดังแสดงในสมการที่  2.1.2.2-9   โดยสามารถเขียนหลักการดังกลาวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e   โดยใชคา  
2
χ  

แทนคา  χ  จะไดวา 
 

dVDDdVuDS
ee V

TTT

V

TTe
HR ∫∫ −+−=Π )()(

2
)](

2
1[* σσχσσσ  (2.2.4.1-1) 

 
ในทํานองเดียวกัน   หากใชความเคนในสมการที่  2.2.3.1-2   การกระจัดในสมการที่  2.2.1-2    และความเครียด
จากการกระจัดในสมการที่  2.2.1-3  จะเขียนไดใหมวา 
 

ββχβββ p
TTTe

HR HHqG
22

1
* −−=Π  (2.2.4.1-2) 

 
โดยกําหนดใหเมตริกซ  H   และเมตริกซ  G   ไดแสดงไวในสมการที่  2.2.3.1-4 
 
และ                                                 dVPDPDH

eV

TTT
p ∫= )()(  (2.2.4.1-3) 
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 ทํ า ก า ร แ ป ร ผั น ส ม ก า ร ที่   2.2.4.1-2  เ ที ย บ กั บ  β   จ ะ ไ ด ค ว า ม สั ม พั น ธ คื อ  
qGHH p

1)( −+= χβ   และเมื่อแทนลงในสมการที่  2.2.4.1-2  จะไดเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  
*HRk   เปน 

 
GHHGk p

T
HR

1
* )( −+= χ  (2.2.4.1-4) 

 
 นอกจากวิธีการถวงน้ําหนักเพื่อบังคับความเคนที่สมมุติใหเขากันไดกับสมการสมดุลแลวยังสามารถใช
หลักการเฮลลิงเกอรที่ดัดแปรแลวในสมการที่  2.1.2.2-2    หากไมพิจารณาแรงตัวจะสามารถเขียนหลักการเฮลลิง
เกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e    ไดวา 
 

∫∫ −−+−=Π
ee S

q
T

V

TT
q

TTe
mHR dSuTdVuDuDS

σ

λσσσσ ])()(
2
1[  (2.2.4.1-5) 

 
ในการสรางชิ้นสวนจะสมมติความเคน  σ   ซึ่งไมตองเขากันไดกับสมการสมดุลเชนเดียวกับในสมการ

ที่  2.2.3.1-2    ทําใหเมตริกซ  P   สามารถเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติ  และเปนเมตริกซที่ความเคนเปนอิสระ
แกกันระหวางความเคนหนึ่งๆ  
 
 หากการกระจัดที่เขากันได  qu   เปนประมาณการกระจัดที่ขั้ว  q   ดวยเมตริกซ  qN   และการกระจัด
สวนเพิ่ม   λu   เปนประมาณพารามิเตอรสวนเพิ่ม  λ   ดวยเมตริกซ  λN   ดังแสดงในสมการที่  2.2.3.1-13     
ในทํานองเดียวกันความเครียดจากการกระจัดที่สมมุติขางตนก็ไดแสดงไวในสมการที่  2.2.3.1-14          จาก
ความสัมพันธขางตนสามารถเขียนสมการที่  2.2.4.1-5  ซึ่งไดละพจนของแรงกระทําภายนอกไดใหมเปน 

 

λββββ RqGH TTTe
mHR −+−=Π

2
1  (2.2.4.1-6) 

เมื่อกําหนดให                                                        ∫=
eV

T dVSPPH   

∫=
eV

q
T dVDNPG )(  (2.2.4.1-7) 

∫=
eV

TT dVNPDR λ)(   

 
ดําเนินการแปรผันหลักการ  e

mHRΠ   เทียบกับ  β   และ  λ   ไดวา 
 

)(1 λβ RqGH −= −  (2.2.4.1-8) 
และ                                                                        0=βTR  (2.2.4.1-9) 
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ทําการกําจัดพารามิเตอรความเคน  β   โดยแทนสมการที่  2.2.4.1-8  ลงในสมการที่  2.2.4.1-6  แลวทําการแปร
ผันเทียบกับ  λ  จะไดความสัมพันธ 
 

GqHRRHR TT 111 )( −−−=λ  (2.2.4.1-
10) 

 
จากความสัมพันธขางตนจะไดเมตริกซสติฟเนส   mHRk   ของชิ้นสวนดังนี้ 

 
GHRRHRRHGGHGk TTTT

mHR
11111 )( −−−−− −=  (2.2.4.1-

11) 
 
 ในการสรางชิ้นสวนนี้พบวาความเคนในนั้นไมจําเปนตองเขากันไดกับสมการสมดุล  โดยที่เมตริกซ  
P   สามารถเขียนอยูในระบบพิกัดธรรมชาติแทนที่ตองเขียนในระบบพิกัดฉาก  ทําใหเมตริกซสติฟเนสของชิ้น
สวนที่ไดมีคุณสมบัติยืนยง 
 
 นอกจากนี้เมตริกซ  P   อาจเลือกใหเปนอิสระตอกันระหวางความเคนหนึ่งๆ  ซึ่งเปนผลใหเมตริกซ   
เฟลกซิบิลิตี(flexibility matrix)  H   มีรูปแบบเฉพาะที่สามารถทําการหาเมตริกซผกผันไดโดยงาย 
 
 อีกทางเลือกหน่ึงในการสรางช้ินสวนโดยใชสมการที่  2.2.4.1-9  เพื่อเปนสมการที่ใชลดจํานวนพารา
มิเตอรความเคน  β   ใหลดนอยลง (10, 52)    แตทั้งนี้จะสงผลใหเมตริกซ  P   จะไมเปนอิสระตอกันในแตละ
ความเคนหนึ่งๆ  และทําใหการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   ไมสามารถทําไดโดยงาย 
 
2.2.4.2 การสรางชิ้นสวนพันทางจากหลักการจิง-เลียว 
 
 ในสวนนี้จะแสดงการสรางชิ้นสวนพันทางแบบบางสวน (partial hybrid stress element) ที่จะสมมุติ
การกระจัด u    และความเคนเฉือนต้ังฉาก  tσ   โดยจะใชหลักการจิง-เลียวดังแสดงในสมการที่  2.1.2.2-8  ซึ่ง
หลักการจิง-เลียวสําหรับช้ินสวนช้ินที่   e   สามารถเขียนไดวา 
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โดยที่ในขั้นตอนการหาเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนจะทําไดโดยเขียนสมการที่  2.2.4.2-1  ใหมคือ 
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เมื่อกําหนดให 
    ∫=

V
ff

T
f

f
JL dVBCBk  

∫=
V

t
T

tt dVBPG  (2.2.4.2-3) 

    ∫=
V

tt
T

tt dVPSPH  

 
เมื่อทําการแปรผัน  e

JLΠ   เทียบกับ  
t

β   จะไดความสัมพันธ 
 

qGH ttt

1−=β  (2.2.4.2-4) 
 
จากสมการที่  2.2.4.2-4  สามารถเขียนเมตริกซสติฟเนส   JLk  ของชิ้นสวนพันทางแบบบางสวน  คือ 
 

t
JL

f
JLJL kkk +=  (2.2.4.2-5) 

 
เมื่อกําหนดให                                      tt

T
t

t
JL GHGk 1−=  (2.2.4.2-6) 

 
ทั้งนี้หลักการ  JLΠ   ไดถูกนํามาวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันในงานวิจัยหลายงาน(38, 46, 56, 57) 

 
2.2.4.3  การสรางชิ้นสวนพันทางจากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว 
 
 นอกจากหลักการที่ไดกลาวมาแลวขางตน   ช้ินสวนพันทางยังสามารถสรางไดจากหลักการพลังงาน
สวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลวดังในสมการที่  2.1.2.3-5  ซึ่งหลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลวสําหรับช้ิน
สวนช้ินที่  e   เขียนไดวา 
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 ทั้งนี้หากความเคน  σ   มีสมดุลดังสมการที่  2.2.2-2  จะทําใหหลักการ  e

HRΠ   ที่ละพจนของแรงตัว
จะเทากับ  e

mCΠ−      ซึ่งหมายความวาเมื่อความเคนเปนไปตามสมการสมดุล และการกระจัด  u   เขากันไดกับ
การกระจัดที่ขอบช้ินสวน  u~   เมื่อดําเนินขั้นตอนเชนเดียวกับในหลักการ  e

HRΠ   จะทําใหเมตริกซสติฟเนส   
mCk   เหมือนกับเมตริกซสติฟเนสที่ไดจากหลักการ  e

HRΠ     เขียนไดดังนี้ 
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=  (2.2.4.3-2) 
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เมื่อเมตริกซ  *H   และเมตริกซ  G   เปนไปตามสมการที่  2.2.2-6  และ 2.2.3.1-4  ตามลําดับ    โดยในปจจุบัน
นี้ที่การสรางชิ้นสวนจากหลักการ  HRΠ   ก็มักใชความเคนที่เขากันไดกับสมการสมดุลนั้นจะทําใหไดช้ินสวนที่
มีเหมือนกับช้ินสวนที่สรางจากหลักการ  mCΠ  
 
2.2.4.4  การสรางชิ้นสวนพันทางจากหลักการฮู-วาชิซูที่ดัดแปรแลว 
 
 หลักการฮู-วาชิซูที่ดัดแปรแลว (42) ซึ่งเริ่มตนดวยการบังคับความตอเนื่องของการกระจัดที่ขอบ  แลวใช
การกระจัดสวนเพิ่ม  λu   เปนตัวคูณลากรองจในการบังคับความเคนที่สมมุติใหมีสมดุลก็สามารถใชในการสราง
ช้ินสวนพันทางไดเชนกัน   โดยในที่นี้การกระจัด  u   ก็จะถูกแบงออกเปนสองสวนอีกเชนกันซึ่งหลักการฮู-วาชิ
ซูที่ดัดแปรแลวของชิ้นสวนช้ินที่  e   ซึ่งไดละพจนของแรงกระทําไวจะเขียนไดคือ 
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ในที่นี้สนามตัวแปรทั้ง  σ   และ  ε   จะใชเมตริกซการประมาณเดียวกันเพราะตองหาเมตริกซผกผันของ
เมตริกซ  J    ซึ่งจํานวนของพารามิเตอรความเคนตองเทากับพารามิเตอรความเครียดเหมือนขอกําหนดในหลัก
การฮู-วาชิซู   ดังแสดงขางลาง 
 

βσ P=  (2.2.4.4-2) 
αε P=  (2.2.4.4-3) 

 
โดยที่เมตริกซ  P   จะสามารถเขียนใหไมขึ้นแกกันในแตละสวน    ในทํานองเดียวกันการกระจัดสามารถเขียนได
ดังแสดงในสมการที่  2.2.3.1-13  และความเครียดจากการกระจัดที่สมมุติขางตนก็ไดแสดงไวในสมการที่  
2.2.3.1-14   จากที่ไดกลาวมาในขางตนทําใหสามารถเขียนหลักการ  e

mHWΠ   ใหมคือ 
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 เมื่อกําหนดให 
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จากการที่เมตริกซ  P   ไมขึ้นแกกันทําใหเมตริกซ  H   ประกอบดวยเมตริกซยอย(submatrices)ในแนวทแยง
มุมของเมตริกซในลักษณะเดียวกับในการสรางชิ้นสวนตามหลักการ  mHRΠ   ซึ่งเปนผลใหการหาเมตริกซผกผัน
ของเมตริกซ  H   สามารถหาจากเมตริกซผกผันของเมตริกซยอยเหลานั้นแทน 
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เมื่อทําการแปรผันหลักการ  e
mHWΠ   เทียบกับ  α  β    และ  λ  จะไดความสัมพันธ 

 
0ˆ =− βα JH  

0=−+− λα RqGJ q  (2.2.4.4-6) 
0=βTR  

 
จากความสัมพันธดังกลาวสามารถเขียนไดวา 
 

qWGRWRR q
TT 1)( −=λ  (2.2.4.4-7) 

 
เมื่อ                                                                       11 ˆ −−= JHJW  (2.2.4.4-8) 
 
แทนสมการที่  2.2.4.4-6 และ  2.2.4.4-7  ลงในสมการที่  2.2.4.4-5  เพื่อกําจัดสนามตัวแปร  α  β    และ  λ   
จะไดเมตริกซสติฟเนส  mHWk   ของชิ้นสวนช้ินที่  e   คือ 
 

q
TTTT

qq
T

qmHW WGRWRRRWGWGGk 1)( −−=  (2.2.4.4-9) 
 
ทั้งนี้จากการศึกษาของ เพียนและเชน (42)  พบวาหากใชเมตริกซ  P   qN   และ  λN   ที่เหมือนกันจะไดผลลัพธ
ที่เหมือนกับช้ินสวนที่สรางจากหลักการ  mHRΠ    
 
2.2.5  หลักเกณฑเบื้องตนในการพิจารณาการสมมุติสนามตัวแปร 
 
 จากที่การสมมุติสนามตัวแปรตามระเบียบวิธีพันทางและระเบียบวิธีผสมนั้นยังไมมีหลักการที่แนนนอน   
โดยสวนใหญมักจะทําการสมมุติใหสนามความเคน และหรือสนามความเครียดนั้นมีพจนท่ีเขากันไดกับ
ความเครียดที่คํานวณจากการกระจัดที่สมมุติ   ท้ังนี้จะมักพิจารณารวมกับหลักการเบื้องตนในการพิจารณา
จํานวนพารามิเตอรของสนามตัวแปรที่จะกลาวตอไป    แตอยางไรก็ตามการสมมุติสนามตัวแปรตามหลักการที่จะ
กลาวนี้ก็ยังอาจใหชิ้นสวนที่มีรูปแบบปลอมของการกระจัด (spurious kinematic deformation modes) ได (48)   
หากสนามความเคน หรือความเครียดที่สมมุตินั้นไมสามารถครอบคลุมรูปแบบการกระจัดซึ่งไมรวมรูปแบบการ
เคล่ือนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง (rigid body mode) ท่ีจะเกิดขึ้นไดท้ังหมด 
 
2.2.5.1  หลักการแปรผันที่มีการสมมุติสองสนามตัวแปร 
 
 หลักการแปรผันที่สมมุติการกระจัด  และความเคนหรือความเครียดซึ่งก็คือหลักการ  HRΠ   และ  

mHRΠ   นั้นเพียนและเชน(49) ไดเสนอเปนครั้งแรกและผูวิจัยอื่นๆ (13, 44, 58, 59)   ก็ไดใชขอกําหนดเชนเดียวกัน  
คือจะพิจารณาพจนพลังงานที่เกิดจากความเคนที่สมมุติ  σ   หรือความเคนจากความเครียดที่สมมุติ  ε   กับ
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ความเครียดจากการกระจัดที่สมมุติ  )(uD      โดยจะตองไมลืมวาการกระจัด  u   นี้ถาเปนการกระจัดที่เขากัน
ไมไดจะไดวา  λuuu q +=  
 

ดังนั้นเมื่อใหจํานวนของการกระจัดที่นําไปคิดเปนความเครียดเปน  un      สวนจํานวนรูปแบบการ
เคลื่อนแบบวัตถุแข็งเกร็งของชิ้นสวนนั้นเปน  r     จะไดวาจํานวนของพารามิเตอรความเคน  σn หรือจํานวน
ของพารามิเตอรความเครียด  εn   ตองเปนดังนี้ 
 
                                                                            rnnn u −≥),( εσ  (2.2.5.1-1) 
 
มิฉะนั้นแลวชิ้นสวนจะมีรูปแบบปลอมของการกระจัดเม่ือชิ้นสวนดังกลาวจํากัดรูปแบบการเคลื่อนแบบวัตถุแข็ง
เกร็งไมเพียงพอ    หมายความวาการเปลี่ยนรูปรางของโครงสรางบางแบบสามารถเกิดขึ้นโดยที่ไมตองมีแรง
กระทําเลยซึ่งเปนรูปแบบปลอมของการกระจัดนั่นเอง 
 
2.2.5.2  หลักการแปรผันที่มีการสมมุติสามสนามตัวแปร 
 

ในสวนของหลักการแปรผันที่สมมุติการกระจัด   ความเคน และความเครียดซึ่งก็คือหลักการ  HWΠ  
ทั้งนี้เพื่อที่จะเปนไปตามเงื่อนไขเสถียรภาพ (stability conditions) นั้นพบวา (53, 54)  
 

σε nrnn u ≥−+   และ  rnn u −≥σ  (2.2.5.2-1) 
 
และจากการที่เมตริกซ  J   สามารถหาเมตริกซผกผันไดซึ่งก็คือ  εσ nn =   อันสงผลใหสมการแรกในสมการที่  
2.2.5.2-1   เปนจริงโดยทันที      นอกจากนี้หากตองการจํานวนพารามิ เตอรความเคนที่นอยที่สุดอาจใช  

unn =σ   แทนสมการที่สองในสมการที่  2.2.5.2-1   จากหลักเกณฑขางตน 
 
2.3  แบบจําลองการกระจัด (Displacement Models) 
 

จากที่ไดกลาวถึงหลักการแปรผันตางๆไปแลวในหัวขอ 2.1  ในขณะที่ขั้นตอนการสรางเมตริกซสติฟ
เนสของชิ้นสวนตางๆก็ไดแสดงในหัวขอ  2.2      โดยที่การสมมุติสนามการกระจัดนั้นเปนขั้นตอนที่สําคัญขั้น
ตอนหนึ่งในระเบียบวิธีที่ไดกลาวขางตน   ทั้งนี้การสมมุติสนามการกระจัดจําเปนตองพิจารณาถึงสภาพ  และ
ลักษณะของปญหาที่ตองการวิเคราะหเพื่อใหการกระจัดที่สมมุติสามารถใหผลลัพธที่ดีที่สุด  นอกจากนี้ยังตอง
พิจารณาความยุงยากในการสรางชิ้นสวนดวยเชนกัน 
 

โดยหากพิจารณาปญหาที่เปนวัสดุเนื้อเดียว (homogeneous isotropic material) ที่มีคุณสมบัติเทากัน
ทุกทิศทางเปรียบเทียบกับปญหาที่เปนตางวัสดุซึ่งคุณสมบัติไมเหมือนกันในแตละทิศทางโดยเฉพาะในแผนพื้นที่
ซอนเปนช้ันแลวจะพบวาในปญหาอยางหลังนี้การวิเคราะหจะตองใหความสนใจในหลายระดับคือ ทั้งระดับโดย
รวม (global level)  และระดับแตละชั้น (ply level) 
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ในระดับโดยรวม ตัวอยางเชน การโกงตัวของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นจะเกิดจากรูปแบบ

รวมของทั้งการดึง  การดัด  และการเฉือนรวมกัน   โดยจากการที่แผนพื้นตางวัสดุมีคาสติฟเนสแรงเฉือนต่ําก็จะ
ทําใหมีการโกงตัวจากแรงเฉือนเกิดขึ้นมากกวาปญหาที่เปนวัสดุเนื้อเดียวที่มีคุณสมบัติเทากันทุกทิศทางเมื่อคา
อัตราสวนความกวางตอความหนาของโครงสรางมีคานอยๆ 
 

หากพิจารณาในระดับแตละช้ันจะพบวาโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นจะเกิดคาความเคนเฉือนตั้ง
ฉากสูงใกลบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของคุณสมบัติวัสดุ   หรือรูปราง เชนที่ขอบอิสระ เปนตน   ซึ่งทําใหโครง
สรางบริเวณนี้มักเกิดความเสียหายจากการหลุดรอนเปนแผน (delamination), วัสดุแตกแยก (matrix cracking)  
และการแยกตัวของสารตัวยึด (adhesive joint separation) 
 
 แบบจําลองการกระจัดที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นสามารถแบงออกไดเปน  
3  ทฤษฎี (65)  คือ  ทฤษฎีการกระจัดช้ันเดียวสมมูล (Equivalent Single-layer Theory)   ทฤษฎีการกระจัดหลาย
ช้ัน (Layer-wise Theory)  และทฤษฎีการกระจัดแบบรวม (Multiple Displacement Field Theory)  ดังจะกลาว
ตอไปนี้ 
 
2.3.1  ทฤษฎีการกระจัดช้ันเดียวสมมูล (ESLT) 
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รูปที่  2.3.1-1   การเปลี่ยนรูปรางของแผนเคอรชอฟฟในระนาบ xz 
 

ทฤษฎีการกระจัดช้ันเดียวสมมูลสําหรับแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นจะเหมือนกับแบบจําลองการกระจัดที่
ใชในแผนบางชั้นเดียว   โดยสามารถแยกไดเปนแผนเคอรชอฟฟ (Kirchhoff plate)  และแผนมินดลิน (Mindlin 
plate) ซึ่งแผนทั้งสองแบบมีสมมุติฐานวา  0=Zσ   และมีการโกงตัวนอยเมื่อเทียบกับความหนา 
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แผนเคอรชอฟฟจะใชหลักการตามสมมุติฐานของเคอรชอฟฟ  มีการผิดรูปดังแสดงในรูปที่  2.3.1-1     
การผิดรูปมีสมมุติฐานวา  เสนตรงที่ต้ังฉากกับระนาบกลางของแผนกอนการผิดรูป(เสนตรง OP)นั้นยังคงตั้งฉาก
กับระนาบกลางของแผนหลังการผิดรูป   หมายความวาการผิดรูปจะถูกสมมุติใหการผิดรูปเนื่องจากแรงเฉือนต้ัง
ฉากเปนศูนย 

 
จากที่กลาวมาขางตน    ทฤษฎีของแผนที่ซอนเปนช้ันที่ใชตามสมมุติฐานของเคอรชอฟฟดังกลาวเรียก

วา ทฤษฎีแบบชั้นตามแบบฉบับ (Classical Laminate Theory, CLT) สามารถเขียนสมการการกระจัดไดวา 
 

Xwzyxuzyxu ,00 ),(),,( −=  
Ywzyxvzyxv ,00 ),(),,( −=  (2.3.1-1) 

),(),,( 0 yxwzyxw =  
 

โดย  0u ,  0v  และ  0w   คือการกระจัดของระนาบกลางหรือระนาบอางอิงของแผนซึ่งเปนฟงกชันของ x และ 
y  ในแนวแกนพิกัด  X  ,  Y  และ  Z  ตามลําดับ     จากการกระจัดขางตนสามารถหาความเครียดที่เกิดขึ้นจากหลัก
กลศาสตรวัสดุไดเปน  

 
XXXXX zwuu ,0,0, −==ε  

YYYYY zwvv ,0,0, −==ε      
XYXYXYXY zwvuvu ,0,0,0,, 2−+=+=γ  (2.3.1-2) 

0,0, =+= YZYZ wvγ  
0,0, =+= XZXZ wuγ  

 
โดยที่เครื่องหมาย ( x, ) คือการหาอนุพันธเทียบกับ  x       จะเห็นวาจากสมการที่  2.3.1-2  ความเครียดของชิ้น
สวนที่ใชทฤษฎีแบบช้ันตามแบบฉบับนั้นตองการการกระจัดในแนวตั้งฉากที่มีความตอเนื่องอันดับหนึ่ง (C1 
continuity)   สวนการกระจัดในแนวระนาบนั้นตองการเพียงความตอเนื่องอันดับศูนย (C0 continuity)   ดังนั้นจึง
มีความยุงยากในการสรางฟงกชันสัณฐานในชิ้นสวนอันดับตํ่า (lower order element)  เชนช้ินสวน  4  ขั้วซึ่ง
อาจแกปญหาโดยการใชฟงกชันสัณฐานที่ไมสอดคลอง (non-conforming shape function) (36, 38)     ทฤษฎี CLT 
จะใหผลการวิเคราะหที่นาพอใจเฉพาะในปญหาแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันที่มีอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ 
ซึ่งคาความเคนเฉือนต้ังฉากจะมีคานอยมากเมื่อเทียบกับความเคนในระนาบ 
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รูปที่  2.3.1-2   การเปลี่ยนรูปรางของแผนมินดลินในระนาบ xz 
 
 จากการที่แผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นความเคนเฉือนต้ังฉากเปนตัวแปรสําคัญในการหลุดรอนเปนแผน
ของโครงสรางซึ่งไมอาจละทิ้งได    รวมทั้งความยุงยากในการสรางฟงกชันสัณฐานของชิ้นสวนทําใหทฤษฎีแผน
ของมินดลินเปนทางเลือกที่นํามาพิจารณา     โดยการผิดรูปในทฤษฎีนี้ไดแสดงในรูปที่  2.3.1-2   การผิดรูปมี
สมมุติฐานวา  เสนตรงที่ต้ังฉากกับระนาบกลางของแผนกอนการผิดรูป(เสนตรง OP)นั้นไมจําเปนตองตั้งฉากกับ
ระนาบกลางของแผนหลังการผิดรูป   หมายความวาการผิดรูปจะถูกสมมุติใหมีการผิดรูปเนื่องจากแรงเฉือนตั้ง
ฉาก 
 
 ทฤษฎีของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันที่ใชตามสมมุติฐานของมินดลินดังกลาวเรียกวา ทฤษฎีการผิดรูปจาก
แรงเฉือนอันดับแรก (First-order Shear Deformation Theory, FSDT) สามารถเขียนสมการของการกระจัดได
วา 
 

),(),(),,( 0 yxzyxuzyxu Xφ+=  
),(),(),,( 0 yxzyxvzyxv Yφ+=  (2.3.1-3) 

),(),,( 0 yxwzyxw =  
 

โดยที่  Xφ   และ  Yφ  คือมุมหมุนซึ่งเปนฟงกชันของ  x  และ  y  รอบแกนพิกัด   Y  และ  X   ตามลําดับ โดยจะมี
ทิศทางดังในรูปที่  2.3.1-3   ในทํานองเดียวกัน   จากการกระจัดนี้สามารถหาความเครียดที่เกิดขึ้นจากหลักกล
ศาสตรวัสดุไดเปน 
 

XXXXX zuu ,,0, φε +==  
YYYYY zvv ,,0, φε +==      

)( ,,,0,0,, XyYXXYXYXY zvuvu φφγ +++=+=  (2.3.1-4) 
YYYZYZ wwv ,0,0, +=+= φγ  
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XXXZXZ wwu ,0,0, +=+= φγ  
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รูปที่  2.3.1-3   การกระจัดของทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับแรก 
 

จากสมการการกระจัดขางตนตามทฤษฎี FSDT จะเห็นวาการกระจัดในแนวตั้งฉาก  w   และมุมหมุน  
φ   จะสมมุติใหถูกประมาณโดยเปนอิสระแกกันดังนั้นทําใหช้ินสวนที่ใชทฤษฎีนี้ตองการการกระจัดที่มีความตอ
เนื่องอันดับศูนยเทานั้นซึ่งทําใหสามารถใชฟงกชันสัณฐานแบบไอโซพารามิเตริกในการสรางชิ้นสวนได 
 

ทฤษฎี FSDT นี้สามารถใหผลการวิเคราะหที่นาพอใจสําหรับปญหาโครงสรางทั่วไปโดยเฉพาะใน
ปญหาแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันที่มีความหนาปานกลาง   ทั้งนี้ความแมนยําในการวิเคราะหตามทฤษฎี FSDT ดัง
กลาวขางตนนั้นจะขึ้นอยูกับคาของตัวประกอบแกไขแรงเฉือนที่จะตองใชในการวิเคราะหวามีความถูกตองเหมาะ
สมเพียงใด อาทิเชนในการวิเคราะหปญหาแผนเนื้อเดียว (homogeneous plate) และในแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันก็

มักนิยมใชคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนเทากับ 
6
5   เหมือนกัน 

 
แตอยางไรก็ตามชิ้นสวนที่ใชทฤษฎี  FSDT  จะใหคาสติฟเนสจากสวนแรงเฉือนตั้งฉากที่มากไปเมื่อ

แผนมีอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ   โดยที่สาเหตุมาจากการที่ฟงกชันการประมาณที่ใชไมสามารถเขา
กันไดตามสภาวะของเคอรชอฟฟ  คือคาความเครียดเฉือนต้ังฉากเปนศูนย หรือก็คือ XX w ,−=φ  และ  

YY w ,−=φ   เมื่อแผนมีความหนานอยๆ   ทั้งนี้สามารถแกไขขอบกพรองดังกลาวไดโดยใชวิธีการอินทิเกรต
แบบลดและเลือกในการคํานวณเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน       แมวาวิธีการอินทิเกรตแบบลดและเลือกจะเปน
วิธีการที่สะดวกและงายแตก็จะสงผลใหช้ินสวนมีการผิดรูปโดยที่ไมเกิดความเครียดขึ้นได   ซึ่งปรากฏการณดัง
กลาวเรียกวา รูปแบบปลอมของการกระจัดนั่นเอง 

 
นอกจากทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับแรกซึ่งไดสมมุติใหความเคนเฉือนตั้งฉากซึ่งจะคํานวณ

จากความเครียดในสมการที่  2.3.1-4  มีคาคงที่ตลอดความหนาของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันแลว  ไดนํา
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ไปสูทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับสูง (Higher-order Shear Deformation Theory, HSDT) (60) ซึ่งเปน
การสมมุติการกระจัดของชิ้นสวนดวยฟงกชันของ  z  ที่สูงขึ้น    โดยเปนอีกทางเลือกหนึ่งในการแกปญหาคาสติฟ
เนสจากสวนแรงเฉือนตั้งฉากที่มากไปเมื่อแผนมีคาอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ   คือการกระจัด
สามารถที่จะใหคาเขากันไดกับสภาวะของเคอรชอฟฟไดดีขึ้น   ตัวอยางการกระจัดตามทฤษฎี HSDT  กําลังสาม
คือ 
 

),(),(),(),(),,( 32
0 yxzyxzyxzyxuzyxu XXX ωκφ +++=  

),(),(),(),(),,( 32
0 yxzyxzyxzyxvzyxv YYY ωκφ +++=  (2.3.1-5) 

),(),,( 0 yxwzyxw =  
 
ทั้งนี้การกระจัดที่เปนฟงกชันของ  z  ที่มีกําลังสูงตั้งแตกําลังสองขึ้นไปเชน  Xω   yω   Xκ  และ yκ  

ในสมการที่  2.3.1-5  นี้ที่เปนฟงกชันของ  x  และ  y  นั้นแมวาจะไมมีความหมายทางกายภาพแตพบวาจะชวยให
ช้ินสวนดังกลาวใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากที่ดีขึ้น (14) โดยไมจําเปนตองใชคาของตัวประกอบแกไขแรงเฉือน
เหมือนในทฤษฎี  FSDT   
  
 จากการที่ปญหาแผนที่วิเคราะหจะไมมีความเคนเฉือนต้ังฉากที่ขอบบนและขอบลางของโครงสรางแผน
พ้ืนที่ซอนเปนช้ัน   อีกทั้งเปนการลดจํานวนระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนลงดวยจึงมีการคํานวณความสัมพันธ
ของการกระจัดใหเขากันไดกับคาความเคนเฉือนตั้งฉากดังสมการที่  2.3.1-6   โดยที่  t   คือความหนาของแผน
พ้ืนที่ซอนเปนช้ันทุกช้ันรวมกัน 
 

σXZ (x,y,± 
2
t ) = 0  และ  σYZ (x,y,± 

2
t ) = 0 (2.3.1-6) 

 
ในที่นี้หากใชการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT  ในสมการที่  2.3.1-5    เขากันไดกับสมการที่  2.3.1-6  จะไดการ
กระจัดใหมเขียนอยูในรูปทั่วไปคือ 
 

 )]()(
3
4[),,( ,0

2
0 XXX w

t
zzuzyxu +−+= φφ  

)]()(
3
4[),,( ,0

2
0 YYY w

t
zzvzyxv +−+= φφ  (2.3.1-7) 

0),,( wzyxw =  
 

แตอยางไรก็ตามจากสมการการกระจัดที่ไดนี้พบวาความเครียดที่คํานวณจากสมการที่  2.3.1-7  ตามหลักกล
ศาสตรวัสดุจะตองใชการกระจัดในแนวตั้งฉากที่มีความตอเนื่องอันดับหนึ่งเชนเดียวกับในทฤษฎี CLT ซึ่งจะมี
ความยุงยากในการสรางฟงกชันสัณฐานของการกระจัดในแนวตั้งฉากนั้นเอง 
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 นอกจากนี้ในการสมมุติตามแบบจําลองการกระจัดช้ันเดียวสมมูลไดมีผูวิจัย (24, 61, 62) เสนอการใช
ฟงกชันวกเวียน(zigzag function) ในสวนของการกระจัดในแนวระนาบเพื่อวิเคราะหโครงสรางที่ซอนเปนช้ัน    
โดยที่ฟงกชันวกเวียนดังกลาวจะทําใหช้ินสวนสามารถมีความไมตอเนื่องของอนุพันธอันดับหนึ่งของการกระจัด
ในแนวระนาบที่รอยตอแตละช้ันของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน   โดยที่พจนสุดทายในสองสมการแรกของ
สมการที่  2.3.1-8  ซึ่งแสดงฟงกชันวกเวียนอยางงายที่ คารเรรา (Carrera) (61) เปนผูเสนอ 
 

),()1(),(),(),,( 0 yxyxzyxuzyxu X
I

X
I ζϕφ −++=  

),()1(),(),(),,( 0 yxyxzyxvzyxv Y
I

Y
I ζϕφ −++=  (2.3.1-8) 

),(),,( 0 yxwzyxw I =  
 

โดยที่   Iu   Iv   และ  Iw  คือการกระจัดในแนวพิกัดฉาก  X  Y   และ  Z  ตามลําดับของแผนช้ันที่  I    และ  
),()1( yxX

I ζϕ−   และ  ),()1( yxY
I ζϕ−   คือพจนของฟงกชันวกเวียนที่เพิ่มเขาไปในทฤษฎี  FSDT  

ซึ่งเปนฟงกชันของ  x  และ  y    โดยที่  ζ   มีคา –1  ถึง  +1   ตลอดความหนาในแตละชั้นของแผนที่วางซอนเปน
ช้ัน 
 
2.3.2  ทฤษฎีการกระจัดหลายชั้น (LWT) 
 
 การที่กลาวถึงการกระจัดตามทฤษฎี  ESLT  ขางตนพบวาทฤษฎีดังกลาวนั้นมีความงาย และไมสิ้น
เปลืองในการคํานวณ  โดยใหผลการวิเคราะหในระดับโดยรวม เชน การโกงตัว  แรงในแนวแกน   แรงดัดฯลฯ 
สําหรับโครงสรางทั่วไปไดดีพอสมควร   แตทั้งนี้ก็ยังไมสามารถที่จะใหผลการวิเคราะหสนามความเคนสามมิติ
ในระดับแตละช้ันไดดีเพียงพอทําใหไมสามารถใชอธิบายการหลุดรอนเปนแผนของโครงสรางได     เนื่องจาก
ทฤษฎี  ESLT  นั้นสมมุติใหความเครียดเฉือนตั้งฉากมีความตอเนื่องตลอดความหนาของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันซึ่ง
ทําใหความเคนเฉือนตั้งฉากจะไมตอเนื่องกันตรงรอยตอแตละช้ันของโครงสรางอันมีสาเหตุจากการที่แตละช้ันมี
คุณสมบัติของวัสดุที่แตกตางกันนั้นเอง    โดยขอดอยนี้มักพบในโครงสรางที่มีอัตราสวนความยาวตอความหนา
นอย     ในสวนของโครงสรางที่มีความซับซอนแรงกระทํา  หรือมีความไมตอเนื่องของรูปรางของโครงสราง 
 
 ทฤษฎีการกระจัดหลายชั้น (LWT) ไมเหมือนกับทฤษฎี  ESLT  คือจะทําการสมมุติสนามการกระจัดใน
ตลอดความหนาของโครงสรางโดยที่สวนใหญแลวมักจะสมมุติสนามการกระจัดตามแตละช้ันของโครงสรางแผน
พ้ืนที่ซอนเปนช้ัน    สงผลใหความเครียดไมจําเปนตองตอเนื่องกันในแตละช้ันอันนําไปสูความเคนที่สามารถมี
ความตอเนื่องได    ทั้งนี้ทฤษฎีการกระจัดนี้อาจมีหลายวิธีในการทําใหการกระจัดที่ถูกสมมติในแตละช้ันนั้นมี
ความตอเนื่องกันไดเชนการใชตัวคูณลากรองจ หรือกําจัดการกระจัดบางตัวที่ขึ้นแกกันออกไประหวางการสราง
เมตริกซสติฟเนสในแตละชิ้นสวน เปนตน 
 

การกระจัดตามทฤษฎี  LWT  สามารถแบงได 2 ประเภท (64, 65) คือ  ทฤษฎีการกระจัดหลายชั้นบางสวน 
(Partial Layerwise Theories, PLWT )  และทฤษฎีการกระจัดหลายชั้นครบสวน (Full Layerwise Theories,  
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FLWT )    โดยที่ในแตละการกระจัดในทฤษฎี  LWT  ทั้งสองแบบนั้นอาจเปนการสมมุติการกระจัดที่รอยตอของ
แตละช้ัน หรือการสมมุติการกระจัดภายในแตละช้ันก็ได    ความแตกตางของทฤษฎีการกระจัดแบบ  LWT ทั้ง
สองสามารถสรุปไดดังนี้ 
 

• การกระจัดตามทฤษฎี  PLWT  คือทฤษฎีการกระจัดที่สมมุติใหการกระจัดในแนวระนาบ ( vu , ) เพียง
เทานั้นที่มีความตอเนื่องตลอดความหนาของโครงสราง 

 
• การกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  คือทฤษฎีการกระจัดที่สมมุติใหทั้งการกระจัดในแนวระนาบ ( vu , ) 

และ การกระจัดในแนวตั้งฉาก (w )  มีความตอเนื่องตลอดความหนาของโครงสราง 
 

ตัวอยางการกระจัดตามทฤษฎี  PLWT  อยางงายที่สปลเกอร (30) ไดเสนอใชในการวิเคราะหแผนพื้นตาง
วัสดุที่ซอนเปนช้ันแสดงในรูปที่  2.3.2-1  ตามสมการที่  2.3.2-1 และ  2.3.2-2    ซึ่งไดสมมุติการกระจัดในแนว
ระนาบ  ( vu , )  กระจายตลอดความหนาในแตละช้ันของแผนพื้นตางวัสดุ    โดยที่จากรูปที่  2.3.2-2  จะไดวา
สมการที่  2.3.2-1  คือสมการการกระจัดที่ขั้วที่  j   ของชิ้นสวนช้ันที่  I    เมื่อ  ζ   คือพิกัดธรรมชาติในแนวตั้ง
ฉากซึ่งมีคาต้ังแต –1  ถึง  +1  ในแตละช้ันของแผนพื้น      สวนสมการที่  2.3.2-2  ไดนําการกระจัดจากทุกขั้วตาม
สมการที่  2.3.2-1  มาเขียนเปนการกระจัดของชิ้นสวนช้ันที่  I    โดยใชหลักการไอโซพาราเมตริกซเมื่อ  

),( ηξjN   คือฟงกชันสัณฐานที่เขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบเมื่อ  ξ   และ  η   มีคาต้ังแต –1  
ถึง  +1  ในแตละช้ินสวน  และ  ND   คือจํานวนขั้วของชิ้นสวนในแนวระนาบ 
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รูปที่  2.3.2-1  การกระจัดตามทฤษฎี  PLWT โครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ัน 
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รูปที่  2.3.2-2  การกระจัดที่ขั้ว  j   ตามทฤษฎี  PLWT ของแผนพื้นช้ันที่  I  
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จากสมการที่  2.3.2-1  และ  2.3.2-2  อาจสามารถใชเปนตนแบบในการเขียนสนามการกระจัดตาม

ทฤษฎี  FLWT       โดยจะสมมุติการกระจัดในแนวตั้งฉาก  I
jw   ในแตละขั้ว  j   ของแตละช้ัน  I   เพิ่มทําให

การกระจัดในแนวระนาบ ( v,u ) ของชั้นที่  I   สามารถเขียนไดดังสองสมการแรกในสมการที่  2.3.2-1  และ  
2.3.2-2  สวนการกระจัดในแนวตั้งฉาก (w ) ของชิ้นสวนที่ขั้ว j    และของชั้นที่  I   จะเขียนใหมตามลําดับได
ดังนี้ 
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นอกจากนี้การสมมุติการกระจัดภายในแตละช้ันตามทฤษฎี  FLWT  ไดแสดงในรูปที่  2.3.2-3  และ

สามารถเขียนไดดังสมการที่ 2.3.2-4     โดยจะเหมือนกับการใชการกระจัดตามทฤษฎี  ESLT สมมุติการกระจัด
ในแตละช้ันของโครงสรางคือ  การกระจัดที่ขั้วในที่นี้จะเปนฟงกชันของพิกัดฉากในแนวระนาบของแตละช้ัน 
( II yx , )    โดยที่   III wvu ,,   คือการกระจัดของแผนพื้นช้ันที่  I   ในแนวพิกัดฉาก  III zyx ,,   

(2.3.2-3)
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ซึ่งเปนพิกัดฉากของชั้นที่  I   ซึ่งจะขนานกับพิกัดฉากของระบบ   โดยที่โครงสรางจะมีระนาบ  II yx   วางตัว
อยูตรงกลางของความหนาชั้นที่  I     ดังนั้นจึงมีความจําเปนที่ตองใชตัวคูณลากรองจ (66, 67) เพื่อทําใหการกระจัด
ที่สมมุติมีความตอเนื่องระหวางชั้นซึ่งจะคอนขางยุงยาก และมีจํานวนระดับขั้นความเสรีที่มากเพราะจะเปนการ
เพิ่มตัวแปรเขามาในการสรางเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน 
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II wZ ,

II vY ,
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รูปที่  2.3.2-3  ช้ันที่  I    ของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันที่สมมุติการกระจัดภายในแตละช้ัน 
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เมื่อเปรียบเทียบกับทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT  แลวพบวาทฤษฎีการกระจัดแบบ  PLWT  นั้นจะ
สามารถอธิบายการผิดรูปของโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันไดดีกวา    สวนทฤษฎีการกระจัดแบบ  FLWT  จะ
มีสวนเพิ่มจากทฤษฎีการกระจัดแบบ  PLWT  คือสามารถแสดงความเคนต้ังฉาก Zσ  ที่ไมตอเนื่องกันในแตละ
ช้ันซึ่งเปนผลจากการสมมุติการกระจัดในแนวตั้งฉากในแตละชั้นเพิ่มเขามานั้นเอง 
 

ถึงแมวาการใชทฤษฎีการกระจัดแบบ  PLWT  ซึ่งไดละความเครียดตั้งฉากทิ้งไปจะประสบความสําเร็จ
ในการวิเคราะหปญหาสวนใหญ    แตรอบบินสและเรดดี (Robbins and Reddy) (64) พบวาทฤษฎีการกระจัด
แบบ  PLWT  ของชิ้นสวนการกระจัดจะไมสามารถใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากที่แมนยําในบริเวณที่มีความไมตอ
เนื่อง เชน  ที่ขอบอิสระ   ที่รูเจาะ  และ ณ บริเวณที่เริ่มเกิดการหลุดรอนเปนแผนของโครงสรางได     ทั้งนี้ในการ
วิเคราะหในบริเวณดังกลาวมีความจําเปนตองคิดรวมผลจากความเครียดตั้งฉากดวยเหตุสองประการดังนี้ 

 
ประการแรกคือ  ความเคนต้ังฉากมีสวนสําคัญในการเกิดการหลุดรอนเปนแผนของโครงสราง  อีก

ประการหน่ึงคือ  รอบบินสและเรดดี พบวาการไมคิดผลของความเครียดต้ังฉากจะไมสามารถทําใหความเคน
เฉือนตั้งฉากที่ขอบอิสระเขากันไดกับสภาวะที่ขอบอิสระได     ดังนั้นรอบบินสและเรดดีจึงไดเสนอใชทฤษฎีการ
กระจัดแบบ  FLWT  เปนอีกทางเลือกหนึ่งแทนที่จะใชช้ินสวนสามมิติ (three dimensional element)  โดย
ทฤษฎีการกระจัดนี้เรียกวา  ทฤษฎีการกระจัดหลายช้ันสามัญ (Generalized Layerwise Theory, GLWT) ซึ่งคิด
ผลของความเคนทั้งหกสวนคือ }{ XZYZZXYYX ττσσσσσ =  
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การกระจัดตามทฤษฎี  GLWT  สามารถเขียนดังสมการที่  2.3.2-5    ทฤษฎีนี้จะคลายกับสมการที่  

2.3.2-3  คือจะเปนการใชฟงกชันสัณฐานแบบสองมิติในแนวระนาบรวมกับฟงกชันสัณฐานแบบหนึ่งมิติในแนว
ต้ังฉาก ( )(zIΦ ) ซึ่งฟงกชัน )(zIΦ   จะๆไมเปนศูนยเฉพาะที่ขั้ว หรือระนาบที่แบงนั้นทําใหสามารถใช
ฟงกชันการประมาณแบบลากรองจ (Lagrangian interpolation function) ที่ เปนฟงกชันของ  Z       โดยจะ
กําหนดให  n   คือจํานวนขั้ว หรือระนาบที่แบงตลอดความหนาของโครงสราง             โดย  Iu   Iv   และ  

Iw   เปนตัวแปรของการกระจัดบนระนาบที่  I       ทั้งนี้การเพิ่มระดับของการกระจายของการกระจัดตามความ
หนาของโครงสรางสามารทําไดงายๆโดยอาจใชฟงกชัน  )(zIΦ   ที่มีกําลังสูงขึ้น หรือการเพิ่มจํานวนระนาบ  
n   ตลอดความหนา     ในการวิเคราะหสวนใหญมักจะกําหนดใหจํานวนระนาบที่จะแบงตลอดความหนาของ
โครงสรางนั้นมีจํานวนมากกวา หรือเทากันกับจํานวนชั้นของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันของปญหาที่จะวิคราะหนั่น
เอง 
 

∑
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แมวาช้ินสวนที่ใชทฤษฎี  GLWT  จะคลายกับช้ินสวนสามมิติในแงของการใชฟงกชันการประมาณ

กระจายการกระจัดตลอดความหนาของโครงสราง  และขนาดของปญหาหรือจํานวนระดับขั้นความเสรี   แต
ทฤษฎี  GLWT  นั้นจะยังคงมีลักษณะของโครงสรางเปนสองมิติเชนเดียวกับการกระจัดตามทฤษฎี ESLT คือ 
สามารถอินทิเกรตแยกสวนไดเชนเดียวกับการกระจัดตามทฤษฎี ESLT   และการแบงขนาดชิ้นสวนในแนว
ระนาบที่เปนสองมิติกับการแบงขนาดชิ้นสวนในแนวตั้งฉากที่เปนหนึ่งมิตินั้นสามารถทําไดอยางมีอิสระแกกัน
ซึ่งทําใหมีขอดีกวาช้ินสวนสามมิติ 
 
2.3.3  ทฤษฎีการกระจัดแบบรวม (MDT) 
 

รอบบินส และเรดดี (65) พบวาแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎี  ESLT,  PLWT  และ  FLWT  นั้นมีจุด
เดนและจุดดอยแตกตางกันในแตละทฤษฎีทั้งในดานความแมนยําของผลลัพธ,  ความงายในการสรางชิ้นสวน 



 
 

 

45

และความแมนยําของผลลัพธที่ไดเทียบกับประสิทธิภาพทางการคํานวณ     โดยการที่จะใชแบบจําลองการกระจัด
ตามทฤษฎีใดทฤษฎีหนึ่งเพียงทฤษฎีเดียวอาจไมใชวีธีที่เหมาะสมที่สุดในการวิเคราะหโครงสรางตางวัสดุที่ซอน
เปนช้ันทั่วๆไป     ดังนั้นการใชแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎีตางๆรวมกัน และหรือการใชระดับการแบง
ขนาดของชิ้นสวนที่ตางกันในการวิเคราะหในแตละสวนของโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันตามความแมนยํา
ของผลลัพธที่ตองการซึ่งเรียกวา วิธีวิเคราะหโดยแบบจําลองการกระจัดแบบรวม (Multiple model analysis) จึง
นาจะเปนอีกทางเลือกหนึ่งที่เหมาะสมที่จะสามารถใหทั้งความแมนยาํและความประหยัดในการคํานวณ  

 
ทั้งนี้ความยุงยากของวิธีวิเคราะหโดยแบบจําลองการกระจัดแบบรวมซึ่งใชแบบจําลองการกระจัดตาม

ทฤษฎีตางๆรวมกันนั้นจะอยูที่การทําใหการกระจัดมีความตอเนื่อง  และแรงกระทํามีสมดุลที่ขอบของแตละสวน
ของโครงสรางที่เราใชแบบจําลองการกระจัดที่แตกตางกันนั้นเอง     จึงจําเปนท่ีตองใชตัวคูณลากรองจ  หรือใช
ช้ินสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษ (special transition elements) เพื่อบังคับความตอเนื่องระหวางสวนของโครง
สรางที่ใชแบบจําลองการกระจัดตางกัน   แตทั้งนี้ทั้งการใชช้ินสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษ และตัวคูณลากรองจนั้น
มีความยุงยาก 
 

การใชตัวคูณลากรองจจะไปเพิ่มจํานวนตัวแปรในสมการพลังงาน หรือ หลักการแปรผันที่ใชสราง
เมตริกซสติฟเนสจะเปนการเพิ่มงานที่ตองทําในการสรางเมตริกซสติฟเนส คือตองกําจัดตัวแปรดังกลาวใน
ระหวางสรางเมตริกซสติฟเนสของแตละช้ินสวน        ขณะที่การใชช้ินสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษ จะตองใชชนิด
ของชิ้นสวนตามชนิดของชิ้นสวนที่ตองการใหมาเชื่อมตอกัน  อีกทั้งหากวาสวนของโครงสรางที่ตองเชื่อมตอกัน
มีลักษณะเปนมุมก็จะทําใหตองการชนิดของชิ้นสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษเพิ่มในการเชื่อมตอช้ินสวนที่มุมนี้ดวย 
 

เพื่อหลีกเลี่ยงความยุงยากดังกลาวทําใหรอบบินสและเรดดี (65) ไดเสนอแบบจําลองการกระจัดแบบรวม 
(Multiple displacement model) ที่เกิดจากการนําแบบจําลองการกระจัดสองแบบตามทฤษฎีการกระจัด  FSDT  
และ  FLWT  มาใชรวมกันซึ่งสามารถทําใหการกระจัดมีความตอเนื่องในแตละสวนของปญหาในการวิเคราะห    
โดยสามารถเขียนอยูในรูปดังนี้ 
 

),,(),,(),,( zyxuzyxuzyxu LWTESL +=  
),,(),,(),,( zyxvzyxvzyxv LWTESL +=  (2.3.3-1) 

),,(),,(),,( zyxwzyxwzyxw LWTESL +=  
 

โดยที่  ESLu  และ LWTu  คือการกระจัดของแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎี FSDT และ  FLWT  ตามลําดับ    
คือแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎี  FSDT  จะเหมือนกับสมการที่  2.3.1-3    เชนเดียวกันแบบจําลองการ
กระจัดตามทฤษฎี  FLWT  จะเหมือนกับในสมการที่  2.3.2-4     โดยที่สนามการกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  นั้น
จะเปนการกระจัดสวนเพิ่มเติมที่จะทําใหการกระจัดตามทฤษฎี FSDT สามารถที่จะแสดงการผิดรูปไดครบถวน
เมื่อใชวิเคราะหสวนของโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันตามความแมนยําที่ตองการ  ทั้งนี้จะใชการ
กระจัดตามทฤษฎี  FLWT  เพิ่มเขาไปในการวิเคราะหสวนของโครงสรางที่ตองการความแมนยําเปนพิเศษนั่นเอง      



 
 

 

46

ทั้งนี้ความตอเนื่องของการกระจัดระหวางชิ้นสวนตางชนิดกันทําไดโดยบังคับการกระจัดที่ขอบตามทฤษฎี FLWT 
ที่เพิ่มใหหายไปเหลือเพียงการกระจัดตามทฤษฎี FSDT ซึ่งจะเปนการกระจัดที่ใชเช่ือมตอกัน      และดังที่กลาวมา
ทําใหความจําเปนที่ตองใชตัวคูณลากรองจ, ช้ินสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษ หรือวิธีการฟงกชันถวงน้ําหนัก  ใน
การบังคับการกระจัดใหตอเนื่องจึงหมดไป 
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รูปที่  2.3.3-1   การผิดรูปที่ขั้ว  j  (เสนตรง AB) ตามแบบจําลองการกระจัดแบบรวม (65) 

 
ทั้งนี้ประเดนสําคัญตองไมลืมวาการกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  นั้นสามารถจําลองการผิดรูปของโครง

สรางที่การกระจัดตามทฤษฎี  FSDT  จําลองไดดวย    ดังนั้นช้ินสวนที่ใชการกระจัดตามทฤษฎีทั้งสองรวมกันจึงมี
ตัวแปรการกระจัด  5  ตัวแปรที่ตองกําหนดคาใหเปนศูนยหรือละทิ้งเพื่อใหไดผลเฉลยที่เปนไดอยางเดียว 
(unique solution)    และจากการที่การกระจัดตามทฤษฎี  FSDT  นั้นจําเปนตองใชในการเชื่อมตอของช้ินสวนที่
ตางชนิดกันจึงทําใหการกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  ถูกกําหนดคาใหเทากับศูนยดังแสดงในรูปที่  2.3.3-1   

 
051 == jj uu ,  051 == jj vv ,  01 =jw  (2.3.3-2) 

 
รูปที่  2.3.3-1  แสดงการผิดรูปที่เปนไปไดของการกระจัดในแนวระนาบ  (u )  ที่ขั้ว  j   ของชิ้นสวนบนเสน
ตรงในแนวตั้งฉากเสนหนึ่งซึ่งเปนความหนาของโครงสรางที่ไดใชสนามการกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  รวมกับ

ก.  คา 051 == jj uu  

ข. คา  032 == jj uu  
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ทฤษฎี  FSDT    โดยที่เสนตรงนี้ถูกแบงออกเปน  5  ช้ันตลอดความหนาของโครงสรางและเลือกใชระนาบอางอิง
อยูที่ขอบลางของโครงสราง    จากรูปที่  2.3.3-1ก  จะไดวาการเลือกระนาบอางอิงอยูที่ขอบลางของโครงสรางจะ
ทําใหเลือกกําหนดให  01 =jw      นอกจากนี้พบวาของการกระจัด  I

ju   ที่ตองกําหนดคาใหเปนศูนยจะ
เปนตัวใดก็ได   อีกทั้งตําแหนงของระนาบอางอิงนั้นก็ไมจําเปนตองอยูที่ขอบลางของโครงสรางเชนเดียวกัน  
เพราะถึงแมวาการกระจัด  I

ju   ที่กําหนดคาใหเปนศูนยจะตางกัน หรือระนาบอางอิงไมไดอยูที่ขอบลางของ
โครงสรางอันจะทําใหไดการกระจัดที่ไมเปนศูนยที่เหลือมีคาตางกัน  แตอยางไรก็ตามในทายที่สุดแลวก็จะใหการ
ผิดรูปสุดทายที่เหมือนกันดังแสดงในรูปที่  2.3.3-1ข        โดยที่การเลือกกําหนดคาการกระจัด  I

jv   ใหเทากับ
ศูนยนั้นจะทําในทํานองเดียวกันกับการเลือกกําหนดคาของ  I

ju   ที่ไดกลาวไปแลวขางตน 
 
2.4  สนามความเคน (Stress Fields) 
 
 ในการสรางชิ้นสวนพันทาง และชิ้นสวนผสมซึ่งตองมีการสมมติความเคนนั้นเมตริกซการประมาณของ
การกระจัด  u   และ  u~   นั้นจะสามารถเขียนไดโดยงายหากเปนการประมาณการกระจัดที่ขั้ว  q       แตในสวน
ของความเคนนั้นถาจํานวนของพารามิเตอรความเคนมีมากจะสงผลใหช้ินสวนที่ไดแข็งเกินไป  คือจํานวนของ
พารามิเตอรความเคนจําเปนตองสมดุลกับจํานวนของการกระจัดที่สมมติดวย (18) ดังที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.5  
แตอยางไรก็ตามยังไมมีกฏเกณฑที่แนนอนในการเลือกความเคนซึ่งสิ่งนี้เปนจุดดอยที่สําคัญของชิ้นสวนพันทาง 
และชิ้นสวนผสมที่ตองสมมุติสนามความเคน 
 
 สนามความเคนจะตางกันออกไปเนื่องจากหลักการแปรผันที่ใชในการสรางช้ินสวนในแตละระเบียบวิธี
นั้นเอง  ทั้งนี้อาจะแบงการสมมุติความเคนได  2  ประเภทคือ  สนามความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดฉาก  และ
สนามความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติ  ดังนี้ 
 
2.4.1  การสมมุติความเคนโดยเขียนอยูในรูปของพิกัดฉาก (x, y, z) 
 
 การสมมุติสนามความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดฉากนั้นเกิดจากการใชหลักการแปรผันที่กําหนดให
ความเคนที่ใชในการสรางชิ้นสวนนั้นตองเขากันไดกับสมการสมดุล  เชน  หลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุดใน
ระเบียบวิธีแรง  และหลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลวในระเบียบวิธีพันทาง  หรืออาจใชรวมกับหลัก
การเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรในบางครั้งทั้งที่ตามทฤษฎีแลวหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรไมจําเปนตองสมมุติความ
เคนใหเขากันไดกับสมการสมดุลแตอยางใด 
 
 การสมมุติสนามความเคนใหเขากันไดกับสมการสมดุลนั้นมักจะเริ่มดวยการสมมุติความเคนในระนาบ
ของแผนพื้นช้ันที่  I  ( I

XY
I

Y
I
X σσσ ,, ) ใหมีพจนครบถวนที่ระดับหนึ่ง และมีจํานวนพารามิเตอรความเคน  

σn   เขากันไดกับหลักเกณฑในหัวขอที่  2.2.5    โดยอาศัยสมการสมดุลที่ละพจนของแรงตัวจะไดวาความเคน
เฉือนต้ังฉาก ( I

YZ
I
XZ σσ , ) และความเคนต้ังฉาก ( I

Zσ ) ของแผนพื้นช้ันที่  I จะหาไดจากสมการที่  2.4.1-1   
ทั้งนี้คาคงที่ของการอินทิเกรตจะตองเขากันไดกับเงื่อนไขของแรงที่ขอบของโครงสราง 
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 ตัวอยางการใชความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดฉากคือ สปลเกอร (23) ซึ่งสรางช้ินสวนพันทาง 8 ขั้ว
จากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว   โดยจากความเคนที่ใชตองเขากันไดกับสมการสมดุล และเงื่อน
ไขของแรงที่ขอบทําใหมีความยุงยากในการสมมุ ติ  และจํานวนพารามิ เตอรความเคน   σn   ที่ ใชมีถึง  
( 1252 −NL )  พารามิเตอรเมื่อ  NL   คือจํานวนชั้นทั้งหมดของโครงสรางแผนที่ซอนเปนช้ัน      ทั้งนี้ขั้นตอน
ในการสรางช้ินสวนตามระเบียบวิธีพันทางนั้นจําเปนตองหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   ซึ่งมีขนาด  
( σn x σn )  ดังไดกลาวไปแลวทําใหหากใชจํานวนพารามิเตอรความเคน  σn   ที่มากแลวจะสงผลใหใชเวลาใน
การสรางเมตริกซสติฟเนสมากตามไปดวยเชนกัน 
 
 นอกจากการใชความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดฉากจะสิ้นเปลืองเวลาในการสรางชิ้นสวนแลวยังยาก
ที่จะสมมุติความเคนที่มีพจนครบสมบูรณเพื่อใหช้ินสวนมีคุณสมบัติยืนยงพรอมๆกับยังเขากันไดกับสมการสม
ดุลดวย      อีกทั้งการใชความเคนที่มีพจนครบสมบูรณนั้นมักจะทําใหช้ินสวนมีความแข็งเกินไป  ดังนั้นจึงมีผู
เสนอใหใชความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติซึ่งเปนผลใหช้ินสวนมีความยืนยง  และสามารถใหผล
ลัพธที่ดีในชิ้นสวนที่มีการบิดเบี้ยว (distortion)       จากที่กลาวขางตนเปนสาเหตุใหมีการพัฒนาชิ้นสวนที่ไมจํา
เปนตองสมมุติความเคนที่เขากันไดกับสมการสมดุลดังแสดงในหัวขอถัดไป 
 
2.4.2  การสมมุติความเคนโดยเขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติ ( ζηξ ,, )   
 
 ความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติจะเกิดจากการที่สนามความเคนที่ใชไมจําเปนตองเขากันได
กับสมการสมดุลดังในหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ใชขอจํากัดของพลังงานในระเบียบวิธีพันทาง  และใน
ระเบียบวิธีผสม    หรือหลักการฮู-วาชิซูในระเบียบวิธีผสม  เปนตน   ทั้งนี้ เพียน (59) ไดเสนอการสรางชิ้นสวนโดย
จะเลือกความเคนใหเขากันไดกับการกระจัดที่สมมติ     ตัวอยางเชน  กระบวนการสรางช้ินสวนที่ใชการกระจัด
สวนเพิ่ม  λu     เริ่มจากการที่โดยทั่วไปแลวการกระจัดที่เขากันได  qu   ซึ่งจะมีพจนไมครบสมบูรณ ดังนั้นการ
กระจัด  λu   จึงถูกเลือกให  λuuu q +=   มีพจนครบถวนถึงระดับหนึ่ง     สวนการสมมุติความเคนนั้นจะ
เลือกความเคนใหมีพจนครบถวนที่ระดับเดียวกับความเครียดที่คํานวณจากการกระจัด  )(uD   และมีจํานวน
พารามิเตอรความเคน  σn   ดังที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.5   
 

ในหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรสนามความเคนที่เลือกใหเขากันไดกับสนามการกระจัดนั้นอาจเพิ่มขอ
จํากัดของพลังงานดังในการศึกษาของเพียนและวู (13)    โดยเปนทางเลือกหนึ่งในการเลือกสนามความเคนดังนี้ 
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หากพิจารณาชิ้นสวนพันทางที่ใชหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวในสมการที่  2.1.2.2-1  

โดยละสวนของแรงกระทํา  ซึ่งสนามการกระจัดที่สมมุติเขียนไดเปน  λuuu q +=   จะเขียนไดดังนี้ 
 

∑ ∫∫
= ∂

−+−=Π
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e V

T

V

TT
HR

ee

dSuTdVuDS
1

})](
2
1[{ λσσσ  (2.4.2-1) 

 
โดยที่เพียนและวู (13)  ไดเสนอเงื่อนไขบังคับของสนามความเคนที่สมมุติคือ 
 

                    0)(
1

=∑ ∫
= ∂

NE

e V

T

e

dSun λδσ    หรืออาจเขียนวา 0)( =∫
∂ eV

T dSun λσ  (2.4.2-2) 

 
หมายความวาตองไมเกิดงานจากแรงกระทําที่ขอบ  σnT =   กับการกระจัดสวนเพิ่ม  λu   ตามขอบของชิ้น
สวน   eV∂     โดยหากทําการแบงสนามความเคนออกเปนสวนคงที่  cσ  และสวนอันดับสูง hσ   คือ  

hc σσσ +=   จึงทําใหสามารถเขียนเงื่อนไขของพลังงานในสมการที่  2.4.2-2  ไดเปนสองเงื่อนไขคือ 
 

0)( =∫
∂ eV

T
c dSun λσ  หรือ 0=∫

∂ eV

dVuD λ  (2.4.2-3) 

 
และ                                                                       0)( =∫

∂ eV

T
h dSun λσ  (2.4.2-4) 

 
ทั้งนี้สมการที่  2.4.2-3  นั้นเปนเงื่อนไขของการลูเขาของผลเฉลยสําหรับช้ินสวนที่มีการสมมุติการกระจัดสวน
เพิ่มซึ่งสามารถใชในการเลือกการกระจัด  λu   ที่เหมาะสมไดตามการศึกษาของวูและคณะ (68)   สวนสมการที่  
2.4.2-4  จะเปนเงื่อนไขพลังงานที่ใชปรับปรุงสนามความเคนของชิ้นสวนพันทางนั้นเอง 
 
 หากตองการปรับปรุงสนามความเคนดวยสมการที่  2.4.2-4  โดยกําหนดใหการกระจัดสวนเพิ่ม  

λλλ Nu =   และความเคนที่สมมุติคือ  βσ P=    ทั้งนี้สามารถเขียนสนามความเคนใหมเปน 
 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=+=+=

2

1
21 ][

β
β

βββσσσ PPP
chhchc  (2.4.2-5) 

 
ทั้งนี้จํานวนของพารามิเตอรความเคน  

2
β   ตองเทากับจํานวนพารามิเตอรการกระจัด  λ     จึงสามารถเขียนสม

การที่  2.4.2-4  ใหมไดวา 
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เมื่อ                                                   ][][ 2121 MMdSPPnNM

eV

T == ∫
∂

λ  (2.4.2-7) 

 
และจากสมการที่  2.4.2-6  ทําใหสามารถเขียนพารามิเตอรความเคน  

2
β   อยูในรูปของพารามิเตอรความเคน  

1β  ได    ทั้งนี้เมตริกซ  2M   จะตองสามารถหาเมตริกซผกผันได    จากที่ไดกลาวขางตนจึงไดสนามความเคน
สุดทาย  σ)  คือ 
 

β
β
β

σσσ
))))) PPI c

hhc =⎥
⎦

⎤
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=+=

1

][  (2.4.2-8) 

เมื่อ   1
1

221 MMPPPh
−−=

)
 

 
 โดยเมื่อความเคนที่สมมุติเขากันไดกับสมการที่  2.4.2-4  คือ  hc σσσ )) +=   แทนลงไปในสมการที่  
2.4.2-1   และจากการที่พจนของพลังงานที่เกิดจากความเคนสวนอันดับสูง  hσ  กับความเครียดที่จากการกระจัด
สวนเพิ่ม   λuD   นั้นเปนพลังงานที่เกิดจากพจนที่มีอันดับสูงซึ่งมีคานอยจึงสามารถละทิ้งได    ทําใหไดหลักการ
เฮลลิงเกอรอยางงายซี่งไมมีการกระจัดสวนเพิ่ม  λu  ปรากฏอยูในสมการ (13, 24)  คือ 
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ซึ่งจะไดวาขั้นตอนการสรางเมตริกซสติฟเนสจะเหมือนกับในหัวขอ  2.2.3.1  เมื่อการกระจัดที่ใชเปนการกระจัด
ที่เขากันได  qu   นั้นเอง 
 
2.5  สนามความเครียด (Strain Fields) 
 
 การสมมุติสนามความเครียดนั้นจะพบวามักจะใชแทนการสมมุติความเคนรวมกับหลักการเฮลลิงเกอร-
ไรสเนอรหรือหรือหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว    และพบในชิ้นสวนที่มีการสมมุติสามสนามตัว
แปรคือทั้งสนามการกระจัด  ความเคน  และความเครยีดในหลักการฮู-วาชิซู  หรือหลักการหลักการฮู-วาชิซูที่ดัด
แปรแลว   โดยจากที่หลักการที่ดังกลาวนี้ไมไดบังคับวาความเคนที่ไดจากการสมมุติความเครียดขึ้นมานี้ตองเขา
กันไดกับสมการสมดุล     ดังนั้นจึงทําใหสนามความเครียดที่สมมุตินี้จะสามารถเขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติ   
 
 เชนเดียวกับการสมมุติสนามความเคน  คือจํานวนของพารามิเตอรความเครียดจําเปนตองสมดุลกับ
จํานวนของการกระจัดที่สมมติดวย (18) ดังที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.5  แตอยางไรก็ตามยังไมมีกฏเกณฑที่แนนอน
ในการเลือกความเครียด       ตัวอยางเชน กระบวนการสรางชิ้นสวนที่ใชการกระจัดสวนเพิ่ม  λu     เริ่มจากการที่
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โดยทั่ วไปแลวการกระจัด   qu   ซึ่ งจะมีพจน ไมครบสมบูรณ  ดังนั้นการกระจัด   λu   จึงถูก เลือกให  
λuuu q +=   มีพจนครบถวนถึงระดับหนึ่ง     สวนการสมมติความเครียดนั้นจะเลือกความเคนใหมีพจน

ครบถวนที่ระดับเดียวกับความเครียดที่คํานวณจากการกระจัด  )(uD  
 
 ทั้งนี้หลักการสมมุติความเครียดขางตนซึ่งเหมือนกับหลักการสมมุติความเคนจะสอดคลองกับการสราง
ช้ินสวนพันทางจากหลักการ mHWΠ  และชิ้นสวนผสมจากหลักการ HWΠ  ซึ่งมักนิยมใชเมตริกซ  P   ที่ใชใน
การประมาณพารามิเตอรความเคนเปนเมตริกซที่ใชในการประมาณพารามิเตอรความเครียดดวยในขณะเดียวกัน
อันเนื่องมาจากความจําเปนที่ถูกบังคับใหจํานวนพารามิเตอรความเคน σn  เทากับจํานวนพารามิเตอรความเครียด  

εn   ดังแสดงในสมการที่  2.2.4.4-3  และ  2.2.4.4-4   
 
2.6  ความไดเปรียบของชิ้นสวนพันทาง และชิ้นสวนผสม 
 
 จากหัวขอตางๆที่ไดกลาวไปแลวขางตนจะเห็นวามีช้ินสวนแบบตางๆมากมายตามระเบียบวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนตที่ตางกัน   ทําใหเกิดขอสงสัยในการเลือกใชช้ินสวนในการวิเคราะห  แตทั้งนี้ช้ินสวนที่ดีนั้นควรจะมีคุณ
สมบัติดังนี้ (44)  
 
• ไมมีรูปแบบปลอมของการกระจัด 
• มีคุณสมบัติยืนยง 
• มีประสิทธิภาพทางการคํานวณ 
• ไมเปนช้ินสวนที่แข็งเกร็งเกินไป (overly rigid) 
• ใหคาความเคนที่แมนยํา 
 
 ช้ินสวนตามระเบียบวิธีการกระจัดนั้นมักจะสามารถมีคุณสมบัติในสามขอแรกขางตน   คือช้ินสวนตาม
ระเบียบวิธีการกระจัดที่ทําการสมมุติการกระจัดเพียงอยางเดียวซึ่งจะใชหลักการพลังงานศักยตํ่าสุดนั้นจะมีการ
สรางชิ้นสวนที่งายโดยเฉพาะในปญหาที่การกระจัดตองการความตอเนื่องอันดับศูนยซึ่งสามารถใชฟงกชัน
สัณฐานอยางงายที่เขียนในรูปพิกัดธรรมชาติ    ทั้งนี้จากการที่เขียนในรูปพิกัดธรรมชาติทําใหช้ินสวนมีความยืน
ยงดวยเชนกัน   แตอยางไรก็ตามชิ้นสวนการกระจัดก็มีขอดอยดังนี้ 
 

ในปญหาที่ตองการความตอเนื่องอันดับหนึ่ง  ตัวอยางเชนในปญหาแผนพื้นแบบบางซึ่งตองอยูภายใต
เงื่อนไขของเคอรเชอฟ (การกระจัดตามทฤษฎี CLT) ซึ่งเปนการยากที่จะสรางฟงกชันสัณฐานที่ยังคงมีความตอ
เนื่องของอนุพันธต้ังฉาก (normal derivatives) ตามขอบเชื่อมตอระหวางชิ้นสวน   ทั้งนี้หากวาไมมีความตอเนื่อง
ระหวางชิ้นสวนแลวจะจําเปนตองมีการทดสอบแบบหยอม (pacth test) เพื่อทดสอบการลูเขาสูคําตอบ    การแก
ปญหาในขอนี้อาจทําไดโดยรวมความเครียดเฉือนตั้งฉาก หรือมุมหมุน  φ   ในการกระจัดตามทฤษฎี FSDT ใน
การสรางชิ้นสวน   แตอยางไรก็ตามปญหาการยึดตัวเนื่องจากแรงเฉือนนั้นก็จะยังมีอยู     นอกจากนี้ขจัดปญหานี้
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อาจทําไดโดยใชการอินทิเกรตแบบลดหรือเลือกในการสรางชิ้นสวน  แตเชนกันการอินทิเกรตแบบลดหรือเลือก
นั้นก็จะมีขอบกพรองคือจะทําใหเกิดรูปแบบปลอมของการกระจัด 
 

ในชิ้นสวนอันดับต่ํา (lower-order element) เชนช้ินสวนแผนพื้น  4  ขั้วซึ่งการกระจัดจะเปนเสนตรง
ตามขอบของชิ้นสวนอันเปนที่มาของการยึดตัวเนื่องจากแรงเฉือนในปญหาการรับแรงดัด  เพราะชิ้นสวนจะไม
สามารถแสดงพฤติกรรมการรับแรงดัดไดดีโดยเฉพาะในแผนพื้นแบบบาง  ซึ่งสงผลใหเกิดความคลาดเคลื่อนของ
ความเคนที่คํานวณไดจากชิ้นสวนการกระจัด   และนอกจากนี้ช้ินสวนการกระจัดยังเปนช้ินสวนที่แข็งเกินไป  
สวนช้ินสวนตามระเบียบวิธีแรงก็จะออนเกินไปจากการศึกษาของเพียนและคณะ (50) 
 

จากที่ช้ินสวนพันทาง และชิ้นสวนผสมสามารถใหคาความเคนที่แมนยําขึ้น  คือ มีการสมมุติสนามความ
เคน และหรือสนามความเครียดรวมกับการกระจัดทําใหความผิดพลาดของแตละสนามตัวแปรเปนอิสระตอกัน    
นอกจากนี้การสมมุติสนามความเคน และหรือความเครียดทําใหสามารถเลือกพจนของสนามตัวแปรที่เขากันได
กับสภาวะเงื่อนไขของความเคนที่ขอบของโครงสรางซึ่งมักมีคาความเคนเฉือนต้ังฉากเปนศูนยในปญหาสวน
ใหญที่พบ     โดยเฉพาะอยางยิ่งในสวนของชิ้นสวนพันทาง และชิ้นสวนผสมที่สามารถเขียนเมตริกซการ
ประมาณของความเคน   หรือความเครียดในรูปของพิกัดธรรมชาติซึ่งสามารถใหช้ินสวนที่มีความยืนยง และผล
ลัพธไมไดรับผลกระทบมากนักเมื่อใชช้ินสวนที่บิดเบี้ยวในการวิเคราะหปญหา (42, 44) 

 



บทท่ี  3 
 

ชิ้นสวนท่ีทําการศึกษา 
 

จากหลักการแปรผัน   ทฤษฎีการกระจัด   ตลอดจนวิธีทัณฑกรรม  และการกําหนดเงื่อนไขของพลังงาน
ที่ไดกลาวในบทที่  2  จะถูกนํามากลาวโดยละเอียดวาในการศึกษานี้ผูวิจัยไดทําการศึกษาชิ้นสวนใด  มีการสมมุติ
สนามความเคน  และหรือสนามความเครียดอยางไรบาง     ทั้งนี้หลักการแปรผันตางๆ   วิธีทัณฑกรรม  และการ
กําหนดเงื่อนไขของพลังงานขางตนนั้นจะกลาวในลักษณะของปญหาทั่วไปในบทที่  2  แตในที่นี้ซึ่งเปนปญหา
ของแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันจึงตองมีการดัดแปรเปลี่ยนแปลงหลักการแปรผันตางๆ   วิธีทัณฑกรรม  และเงื
อนไขของพลังงานที่ไดกลาวไวแลวดังจะกลาวตอไป 
 

ในบทนี้จะแบงออกเปนชิ้นสวนพันทาง  และชิ้นสวนผสมตามหลักการแปรผันที่ใช  โดยที่ในแตละช้ิน
สวนที่แบงขางตนก็อาจแบงยอยลงไปตามสนามการกระจัด   สนามความเคน  และหรือสนามความเครียดที่ใชได
อีก     ช้ินสวนที่ทําการศึกษาสามารถแบงออกไดดังนี้ 
 
ช้ินสวนพันทาง : 

• ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยการกําหนดเงื่อนไขของพลังงาน 
• ช้ินสวนพันทางแบบบางสวนจากหลักการจิง-เลียว 
• ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยวิธีทัณฑกรรม 
• ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว 
• ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวรวมกับวิธีทัณฑกรรม  
 

ช้ินสวนผสม : 
• ช้ินสวนผสมจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร(โดยสมมุติการกระจัดสวนเพิ่ม) 

 
3.1  ชิ้นสวนพันทาง 
 
3.1.1  ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยการกําหนดเงื่อนไขของพลังงาน 
 
 ระเบียบวิธีพันทางนั้นสามารถใชวิเคราะหแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันหนาไดดี  แตในที่นี้จะมีเพียงช้ินสวน
เดียวที่ศึกษาซึ่งชวงและได (24) ไดนําเสนอชิ้นสวนพันทางนี้โดยไมตองใชสนามความเคนที่เขากันไดกับสมการ
สมดุลเอกพันธุจึงเปนการงายที่ในการเลือกสนามความเคน   โดยที่ใชการกําหนดเงื่อนไขของพลังงานซึ่งเสนอ
โดยเพียน และวู (13) ในหัวขอ  2.4.2  ในการสรางเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน   โดยที่ในที่นี้จะกําหนดชื่อช้ิน
สวนนี้วา  4HeHsz   
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3.1.1.1.หลักการแปรผัน 
 
 โดยในหัวขอ  2.4.2  นั้นจะเปนการใชเงื่อนไขของพลังงานบนปริมาตรของแตละช้ินสวน แตในที่นี้จะ
เปนการใชเงื่อนไขของพลังงานบนปริมาตรแผนพื้นแตละช้ันของแตละช้ินสวนแทนซึ่งทําใหสามารถเขียนหลัก
การไดใหม     จากการสมมุติสนามการกระจัดของชิ้นที่ I   คือ  II

q
I uuu λ+=   และความเคนของชิ้นที่  I   

คือ  I
h

I
c

I σσσ +=   สามารถเขียนหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ถูกดัดแปรแลวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e   
ของโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันที่มีทั้งหมด  NL   ช้ันไดวา 
 

∫

∫∑ ∫

−

−+−=Π
∂

=

Ie

IeIe

S

I
q

TI

V

ITTIITIITI
NL

I
V

e
mHR

dSuT

dSundVuDS

σ

λσσσσ )](
2
1[

1  (3.1.1.1-1) 

 
เมื่อ  eIV   และ eIS σ   คือปริมาตร และพื้นที่ผิวที่แรงภายนอกกระทําของชิ้นสวนช้ินที่  e   ช้ันที่  I   ทั้งนี้ถา
หากความเคนสวนอันดับสูงที่สมมุติตอนแรก  I

hσ   สามารถเปนไปตามเงื่อนไขบังคับของพลังงานคือ 
 

0=∫∂ eIV

ITTI
h dSun λσ   หรือ   0=∫∂ eIV

I
h

TI dSnu σλ  (3.1.1.1-2) 
 
แลวจะเขียนใหมวา  I

hσ)   ดังนั้นความเคนรวมของแผนพื้นช้ันที่  I  จะเขียนใหมไดวา 
 

I
h

I
c

I σσσ )) +=  (3.1.1.1-3) 
 
 หากพิจารณาตามขอกําหนดในสมการที่  3.1.1.1-2   และความเคนในสมการที่  3.1.1.1-3  ทําใหสม
การที่  3.1.1.1-1  สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

∫

∑ ∫

−

++−=Π
=

Ie

eI

S

I
q

TI

ITI
h

I
q

TIIITI
NL

I
V

e
mHR

dSuT

dVuDuDS

σ

λσσσσ )]()(
2
1[

1

))))

 (3.1.1.1-4) 

 
และจากการที่  I

hσ)   เปนความเคนสวนอันดับสูงของความเคนรวมที่สมมติซึ่งทําใหงานเสมือนระหวาง  I
hσ)   

และ  Iu λ   ก็จะเปนพลังงานสวนอันดับสูงของสมการพลังงานซึ่งสามารถที่ละทิ้งได  ดังนั้นสมการพลังงานใน
สมการที่  3.1.1.1-4  จะเขียนใหมไดวา 
 



 

 

54

∫∑ ∫ −+−=Π
=

IeeI S
q

ITI
q

ITIIITI
NL

I
V

e
HRs dSuTdVuDS

σ
σσσ ])(

2
1[

1

)))  (3.1.1.1-5) 

 
 จากสมการพลังงานขางตนจะเห็นวาจะไมมีการกระจัดสวนเพิ่มปรากฏอยูเลยทําใหช้ินสวนที่ไดจากสม
การน้ียังคงเปนไปตามแบบจําลองที่เขากันได (compatible model)  โดยที่ความเคนที่สมมตินั้นตองเขากันไดกับ
สมการที่  3.1.1.1-2   เทานั้น     ในการหาความเคนสวนอันดับสูงซึ่งเขากันไดกับสมการที่  3.1.1.1-2  นั้น  ถา
หากความเคนสวนอันดับสูงที่สมมติเริ่มตนเปน 
 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= I

I
III

h PP
2

1
21 ][

β

β
σ  (3.1.1.1-6) 

 
เมื่อ  P  และ  β   คือเมตริกซการประมาณ และพารามิเตอรความเคนตามลําดับ   โดยที่สนามการกระจัดสวน
เพิ่มนั้นจะประมาณพารามิเตอร  λ  ดวยฟงกชันสัณฐาน  λN   คือ 
 

λλλ Nu I =  (3.1.1.1-7) 
 
ทําการแทนสมการที่ 3.1.1.1-6  และ  3.1.1.1-7  ลงในสมการที่  3.1.1.1-2  จะไดวา 
 

0][
2

1
21 =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

I

I
IIT MM

β

β
λ  (3.1.1.1-8) 

เมื่อกําหนดให 
 

∫∂
= eIV

ITI dSnPNM 11 λ    และ  ∫∂
= eIV

ITI dSnPNM 22 λ  (3.1.1.1-8
ก) 

 
 ทําการแปรผันสมการที่  3.1.1.1-8  เทียบกับพารามิเตอร  λ   จะไดวาพารามิเตอรความเคน  I

2
β   

สามารถเขียนอยูในรูปของพารามิเตอรความเคน  I

1
β   ไดดังนี้ 

 
IIII MM
11

1
22

ββ
−

−=  (3.1.1.1-9) 
 
 แทนสมการที่  3.1.1.1-9  ลงในสมการที่  3.1.1.1-6  ทําใหความเคนใหม  Iσ)   สามารถเขียนเปน 
 

IIII
h

I
c

I PPI βββσ
)))) =+=

15  (3.1.1.1-
10) 
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เมื่อกําหนดให 
 
 
 
 

IIIII
h

I
h

I MMPPPPIP 1
1

2215 ,][
−

−==
)))    

5I   คือ  เมตริกซหนึ่งหนวยขนาด 5x5 
T

c
].....[ 521 ββββ =  (3.1.1.1-

11) 
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β

β
β
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 จากหลักการขางตนจะเห็นวา  1

2
−IM   นั้นจะตองสามารถหาได  ซึ่งกลาวไดวาจะตองมีการเลือก

ฟงกชันการประมาณ  IP2   ที่เหมาะสมนั้นเอง      สนามการกระจัด  I
qu   จะถูกประมาณจากคาการกระจัดที่ขั้ว  

q   คือ 
 

qNu I
qq

I =  (3.1.1.1-
12) 

 
โดยที่ความเครียดจากการกระจัด  I

qu   สามารถหาไดจากความสัมพันธเชิงเสนระหวางความเครียดและการ
กระจัดคือ 
 

qBqDNuD I
q

I
q

I
q

I ===ε  (3.1.1.1-
13) 

 
เมื่อแทนสมการที่  3.1.1.1-11 – 3.1.1.1-13  ลงในสมการที่  3.1.1.1-5  จะไดวา 
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eIITITIITIe
HRs qFqGH
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2
1( βββ  (3.1.1.1-

14) 
เมื่อกําหนดให 

∫= eIV

IITII dVPSPH
))

    

∫= eIV

I
q

TII dVBPG
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 (3.1.1.1-14ก) 

∫= eIS

I
q

TITeI dSNTF
σ
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 จากสมการที่  3.1.1.1-14  อาศัยหลักการแปรผันเทียบกับ  Iβ   ก็จะไดเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน
ช้ินที่  e   ในโครงสรางที่ซอนเปนช้ันคือ 
 

∑ ∑
= =

−
==

NL

I

NL

I

IITII
HRs

e
HRs GHGkK

1 1

1  (3.1.1.1-

15) 
 
เมื่อทําการรวมเมตริกซสติฟเนส และเมตริกซแรงกระทําที่ขั้วของทั้งระบบเขาดวยกันก็จะไดสมการดังแสดงใน
สมการที่  2.1.1-10  และเมื่อใสสภาวะเงื่อนไขการกระจัดที่ขอบลงในระบบสมการ แลวทําการหาคาการกระจัดที่
ไมทราบคา  q   ซึ่งสามารถนําคาการกระจัดดังกลาวไปคํานวณหาความเครียด  และความเคนไดตอไป 
 
3.1.1.2.การสมมุติสนามตัวแปร 
 
 จากหลักการแปรผันขางตนจะมีการสมมุติสนามการกระจัด รวมกับสนามความเคนโดยหากพิจารณาชิ้น
สวนแผนพื้นแบบชั้นที่ประกอบดวย  NL   ช้ันซึ่งแตละช้ันเชื่อมกันโดยสมบูรณ (perfectly bonded) ดังแสดง
ในรูปที่  3.1.1.1-1   
 

xiφiW 0

yiφ
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รูปที่  3.1.1.1-1  ระบบพิกัดของชิ้นสวนแบบชั้น  (ก) ที่ขั้ว i  ของชิ้นสวนแบบชั้น  (ข) ระบบพิกัดธรรมชาติ 
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 จากการอ าศั ยผล เฉลยช วงยื ดห ยุ น ส ามมิ ติ  (three-dimensional elastic solution) โดย  พ ากา
โน(Pagano) (15, 17)  พบวาการเพิ่มสวนกําลังอันดับสาม และฟงกชันวกเวียนสําหรับการกระจัดในระนาบ  u   
และ  v   นาจะสามารถทําใหมีการกระจายของการกระจัด และความเคนที่ถูกตองแมนยําขึ้น  ทั้งนี้สวนที่เพิ่มเขา
มานี้ก็ยังมีสวนสําคัญในการจําลองพฤติกรรมการบิดงอ (warping) ของแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ัน    จากขาง
ต้ันสามารถเขียนการกระจายของการกระจัดตลอดความหนาของโครางสรางแบบชั้นไดดังนี้ 
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 (3.1.1.1-

16) 
0ww I

q =  
 
เมื่อตัวยก  I   จะหมายถึงช้ันลําดับที่  I  ,  0u ,  0v  และ  0w  การกระจัดที่ระนาบกลาง, xφ  และ  yφ   คือ
มุมหมุนต้ังฉากของระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้น,  xω  และ  Yω   คือพารามิเตอรของฟงกชันกําลังสาม  
และ  xϕ   และ  yϕ   คือมุมหมุนตั้งฉากของแตละช้ัน(ฟงกชันวกเวียน)   โดยที่ตัวแปรไมทราบคาตางๆเหลานี้จะ
เปนฟงกชันของพิกัดธรรมชาติ  ξ ,  η   เทานั้นเมื่อใชฟงกชันสัณฐานแบบไอโซพาราเมตริก   โดยที่รูปรางของ
แตละฟงกชันนั้นไดแสดงในรูปที่  3.1.1.1-2  ซึ่งหากใหระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้นมีตําแหนงอยูในแผน
พ้ืนช้ันที่  L   จะสามารถเขียน  z)   ไดวา 
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เมื่อกําหนดให 
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รูปที่  3.1.1.1-2  การกระจัดในระนาบของทฤษฎีอันดับสูงที่มีฟงกชันวกเวียน 
 
กําหนดให  oz   คือระยะระหวางระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้นกับผิวลางของแผนพื้นช้ันที่  L   ดังแสดง
ในรูปที่  3.1.1.1-2    เมื่อ  ih   คือความหนาของแผนพื้นช้ันที่  i   และ  ζ   คือพิกัดธรรมชาติของแตละช้ันซึ่งมี
คาระหวาง  -1  ถึง  +1  ที่ผิวบน และผิวลางของชั้นนั้นๆตามลําดับ 
 
 โดยทั่วไปแลวการเรียงตัวของแผนพื้นแตละช้ันนั้นจะมีสมมาตรกับระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้น  
ทําใหพจนของกําลังสองในสมการที่ 3.1.1.1-16  สําหรับการกระจัดในระนาบนั้นสามารถที่จะละทิ้งไดในกรณี
ดังกลาว   แตอยางไรก็ตามพจนดังกลาวอาจจําเปนตองมีหากตองใชวิเคราะหโครงสรางแบบชั้นที่ไมมีสมมาตร
กับระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้น 
 
 เฉพาะในแผนพื้นแบบชั้นเดียวพจนที่สอง และพจนสุดทายจะมีลักษณะการประมาณที่เหมือนกัน  แต
ในแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นพจนท้ังสองนี้จะใหผลที่แตกตางกันอยางมาก  สวนพจนกําลังสามนั้นสามารถที่จะ
ละทิ้งไดเพื่อลดจํานวนระดับขั้นความเสรี  ทั้งนี้เพราะการกระจายของการกระจัดในระนาบของแผนพื้นแบบชั้น
เดียวจะลักษณะเชิงเสนตามความหนาของแผนพื้น  นอกจากนี้ผลของฟงกชันกําลังสาม และฟงกชันวกเวียน
สามารถละทิ้งไดถาหากวาอัตราสวนความยาวตอความหนาของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันมีคามากๆ   จากที่ไดกลาว
มาขางตนทําใหเลือกการกระจายของการกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  สําหรับการวิเคราะหโดยทั่วๆไป 
 
 สําหรับช้ินสวน  4  ขั้วซึ่งแสดงในรูปที่ 3.1.1.1-1  นั้นอาศัยหลักการไอโซพาราเมตริกที่จะใชฟงกชัน
สัณฐานแบบไอโซพาราเมตริกซึ่งเขียนอยูในพิกัดธรรมชาติ  ξ   และ  η   จะไดวา 
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4
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1 ηξ −−=N  )1)(1(
4
1

2 ηξ −+=N  (3.1.1.1-18) 

)1)(1(
4
1

3 ηξ ++=N  )1)(1(
4
1

4 ηξ +−=N        

 
จากสมการที่  3.1.1.1-16  และ  3.1.1.1-18  จะสามารถเขียนความสัมพันธไดวา 
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19) 
 
จํานวนการกระจัดที่ขั้วทั้งหมดของชิ้นสวนแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน  1  ช้ินสวนซึ่งประกอบดวยแผนพื้น  NL   ช้ัน
มี  36  คาซึ่งไมขึ้นกับจํานวนชั้นของแผนพื้นเมื่อ  

i
q   คือการกระจัดสามัญที่ขั้ว  j   เขียนไดวา 
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20) 
 
โดยที่เมตริกซ  I

qjN
)

  คือ 
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สามารถเขียนความสัมพันธในกรณีของแผนพื้นซึ่งจะมีพิกัดฉากในแนวตั้งฉาก  Z  อยูในแนวเดียวกับพิกัดธรรม
ชาติในแนวตั้งฉากของแผนพื้นแตละชั้น  ζ    
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เมื่อกําหนดให  ξ,x  แทนการหาอนุพันธของ  x   เทียบกับ  ξ     โดยที่  
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โดยที่   ijJ   คือ แถวที่   i   หลักที่   j   ของเมตริกซจาโคบี    ในขณะที่   J   และ  SJ   คือคาตัวกําหนด 
(determinant)ของเมตริกซ  J   และ  SJ   ตามลําดับ 
 

โดยที่ความสัมพันธระหวางความเครียดและการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT  ที่เพิ่มฟงกชันวกเวียน
สําหรับแตละชั้นของแผนพื้นสามารถเขียนไดดังนี้ 
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24) 
 
จากสมการขางตนสามารถเขียนเมตริกซยอย  I

qjB   ไดวา 
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โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานที่ขั้ว  j   เทียบกับพิกัดฉาก  X  และ  Y  สามารถหาไดจากความสัมพันธในสม
การที่  3.1.1.1-23  ตัวอยางเชน  ηξ ,, 1211, jjXj NRNRN +=  และ  ηξ ,, 2221, jjYj NRNRN +=  
เปนตน   โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบคือ 
 

)1(
4
1,1 ηξ −−=N   )1(

4
1,1 ξη −−=N  

)1(
4
1,2 ηξ −+=N   )1(

4
1,2 ξη +−=N  

)1(
4
1,3 ηξ ++=N   )1(

4
1,3 ξη ++=N  

)1(
4
1,4 ηξ +−=N   )1(

4
1,4 ξη −+=N  

 
นอกจากนี้ยังกําหนดความสัมพันธระหวางพิกัดฉาก  z   และพิกัดธรรมชาติ  ζ   ของแผนพื้นช้ันที่  I   คือ 
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 (3.1.1.1-

27) 
 
หลักการเลือกการฟงกชันกระจัดสวนเพิ่ม (24) ( Iu λ ) นั้นจะตองเปนอิสระจากฟงกชันการกระจัดที่เขากันได I

qu   
ซึ่งในกรณีนี้ I

qu  จะใชฟงกชันสัณฐานแบบไอโซพาราเมตริกก็จะทําใหการกระจัดสวนเพิ่มนี้จะเปนการกระจัด
สวนอันดับสูงของการกระจัดรวม Iu    การกระจัดสวนเพิ่มนั้นจะถูกสมมติโดย 
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ในขณะที่ความเคนเริ่มแรกที่สมมติขึ้นคือ 
 

(3.1.1.1-26)
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เมื่อกําหนดให 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2

2

2

2

2

1

00000000000000000000
00000000000000000000
00000000000000000000
00000000000000000000
00000000000000000000

ζηζξζζη
ζηζξζζξ

ζηζξζζξη
ζηζξζζξ

ζηζξζζη

IP
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

ξ
η

ηξ
η

ξ

00000
00000
0000
00000
00000

2
IP  (3.1.1.1-29ก) 

 
หลักการสมมติความเคนเริ่มแรกนั้น   จากที่การกระจัดมีการประมาณคาในชวงแบบเชิงเสน (bilinear 

interpolation) จึงเลือกที่จะใชความเคนมีการกระจายเชิงเสนที่ครบถวนในพิกัดระนาบ  ξ   และ  η      นอกจาก
นี้ความเครียดที่คํานวณจากการกระจัดในสมการที่  3.1.1.1-16  นั้นมีกําลังสองของ  ζ    ดังนั้นจึงเลือกความเคน
ใหมีพจน   2ζ   ในสมการที่  3.1.1.1-29ก      ทั้ งนี้ ตองไมลืมวาเมตริกซ   IP2   นั้นตองทําการเลือกอยาง
ระมัดระวังเพื่อที่เมตริกซ  1

2
−M   สามารถหาคาไดตามสมการที่  3.1.1.1-9   โดยที่จํานวนของพารามิเตอร  λ   

และพารามิเตอรความเคนตองเปนไปตามสมการคือ   )dim()dim(
2

λβ =I   เพื่อที่จะสามารถขจัดพารา
มิเตอร  I

2
β   ไดตามสมการที่  3.1.1.1-2            ดังนั้นความเคนสุดทายที่ไดก็จะประกอบดวยพารามิเตอร  I

c
β   

แ ล ะ   I

1
β   ต าม ที่ เส น อ โ ด ย เพี ย น แ ล ะ วู  (13)   ซึ่ ง จ ะ เป น ไ ป ต าม ที่ เพี ย น แ ล ะ วู ไ ด เส น อ   คื อ   

rq
I

−= )dim()dim( β
)

 30636 =−=  จากสมการที่   3.1.1.1-22 – 3.1.1.1-23  จะสามารถ
เขียนการอินทิเกรตเชิงตัวเลขของสมการที่  3.1.1.1-14ก  ไดวา 
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โดยที่ในพจนของ  TeIF   นั้นในที่นี้แรงกระทําภายนอกที่ทราบคา  T   เปนแรงที่กระทําในแนวตั้งฉากของ
ระนาบของโครงสราง (แรงขนานแกนพิกัด  Z ) จึงทําให  ηξ ddJdS S=  
 
3.1.2  ช้ินสวนพันทางแบบบางสวนจากหลักการจิง-เลียว 
 

ช้ินสวนพันทางสามารถบังคับความตอเนื่องของความเคนใหเขากันไดกับสภาวะที่ขอบของโครงสราง
ไดดวยการสมมติสนามความเคน   แตการสรางชิ้นสวนพันทางนั้นจะใชเวลานานในการหาพารามิเตอรความเคน   
ดังนั้นวิธีพันทางแบบบางสวนจึงเปนอีกทางเลือกหนึ่งที่จะแกไขขอบกพรองขางตนได  โดยที่วิธีนี้จะทําการสมติ
สนามความเคนเฉพาะสวนของหนวยแรงเฉือนต้ังฉากซึ่งจะทําใหพารามิเตอรความเคนมีจํานวนลดลงไปมาก 

 
ในที่นี้ช้ินสวนพันทางแบบบางสวนที่ทําการศึกษาจะมีทั้งหมด  3  ช้ินสวนคือช้ินสวน 8 ขั้วที่เสนอโดย 

ยองและโช (38)  ซึ่งใชสนามการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT   จะกําหนดชื่อช้ินสวนนี้วา  8PhHs    สวนอีกสองชิ้น
สวนที่เหลือจะเปนช้ินสวน 8 ขั้ว และชิ้นสวน 4 ขั้วซึ่งใชสนามการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT ซึ่งมีฟงกชันวก
เวียนเหมือนกับช้ินสวน  4HeHsz   ในที่นี้จะกําหนดชื่อช้ินสวนพันทางแบบบางสวนทั้งสองชิ้นสวนหลังวา  
8PhHsz, 4PhHsz  ตามลําดับ 
 
3.1.2.1 หลักการแปรผัน 
 
 การที่จะทําการสรางชิ้นสวนนั้นโครงสรางที่ตองการวิเคราะหจะตองถูกแบงออกเปน  NE   ช้ินสวน      
ดังนั้นสามารถเขียนสมการพลังงานตามหลักการจิง-เลียวของชิ้นสวนช้ินที่  e   ซึ่งประกอบดวยแผนพื้นทั้งหมด  
NL   ช้ัน คือ 
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โดยที่สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบที่ดูงายไดดังนี้ 

 

]
2
1

2
1[

1
dSqFHqGqkq

TeII

t
I
t

TI

t
I
t

TI

t
I
f

T
NL

I

e −−+=Π ∑
=

βββ  (3.1.2.1-2) 

 
เมื่อกําหนดให 

∫= eIV

I
f

I
f

TI
f

I
f dVBCBk  

∫= eIV

I
t

TI
t

I
t dVBPG  

(3.1.2.1-3)
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∫= eIV

I
t

I
t

TI
t

I
t dVPSPH  

∫= eIS

I
TITeI dSNTF

σ
 

 
การอินทิเกรตที่แสดงขางตนจะทําในแตละช้ันของชิ้นสวนในโครงสรางเนื่องจากคุณสมบัติของวัสดุจะแตกตาง
กันไปในแตละช้ันนั้นเอง   นอกจากนี้ยังกําหนดความสัมพันธระหวางพิกัดฉาก  z   และพิกัดธรรมชาติ  ζ   ของ
แผนพื้นช้ันที่   I   ดังในสมการที่   3.1.1.1-27   และจากสมการที่   3.1.1.1-22 – 3.1.1.1-23  สามารถเขียน
เมตริกซในสมการที่  3.1.2.1-3  ของชิ้นสวนช้ินที่  e   สําหรับช้ันที่  I   ในรูปของการอินทิเกรตเชิงตัวเลขไดวา 
 

II
I

f
I
f

TI
f

I
f dddthJBCBk ζηξ)/(

1

1

1

1

1

1∫ ∫ ∫
+

−
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−
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−
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ζηξ dddthJBPG I
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t
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t
I
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1∫ ∫ ∫
+

−

+

−

+

−
=   

∫ ∫ ∫
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−
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−
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1
)/( ζηξ dddthJPSPH I

I
t

I
t

TI
t

I
t  

 ∫ ∫
+

−

+

−
=

1

1

1

1
ηξ ddJNTF S

I
TITeI  

 
 หลังจากไดดําเนินการรวมทุกช้ันในชิ้นสวนหนึ่งๆดังแสดงในสมการที่  3.1.2.1-2   สามารถเขียนใหม
ไดวา 
 

qFHqGqkq
Te

tt
T

tt
T

tf
Te −−+=Π βββ

2
1

2
1  (3.1.2.1-5) 

โดยที่ 

∑ ∫ ∫ ∫∑
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I
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−
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I

eIe ddJTNFF
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1

1
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ηξ  

 
 โดยที่ในที่นี้ เมตริกซ  I

tG   และ  I
tH   จะทําการรวมตามพารามิเตอรความเคนเฉือน   I

t
β   เปน

เมตริกซ  tG   และ  tH   ซึ่งมีขนาด  unn ×σ   และ  σσ nn ×   ตามลําดับอันเปนผลจากการสมมุติความ
เคนเฉือนที่ตอเนื่องที่ขอบของแผนพื้นแตละช้ันตลอดความหนาของโครงสรางดังจะกลาวในหัวขอถัดไป  จาก
การทําการแปรผันของสมการที่  3.1.2.1-5 เทียบกับ  

t
β   จะได 

 
0=−

ttt HqG β  (3.1.2.1-7) 

(3.1.2.1-4)

(3.1.2.1-6)
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ซึ่งเขียนใหมไดวา 
qGH ttt

1−=β  (3.1.2.1-8) 
 
 แทนสมการที่  3.1.2.1-8  ลงในสมการที่  3.1.2.1-5  จะได 

qFqkq
Te

JL
Te −=Π

2
1  (3.1.2.1-9) 

โดยที่ 
tfJL kkk +=     (3.1.2.1-9ก) 

           tt
T

tt GHGk 1−=     (3.1.2.1-9ข) 
 
 จากการทําการแปรผันของสมการที่  3.1.2.1-9  เทียบกับ  q   จะได 

e
JL Fqk =      (3.1.2.1-10) 

 
 จากสมการที่  3.1.2.1-6ก  จะเห็นวาสติฟเนสแรงดัดของชิ้นสวน  fk  ที่ไดจะเหมือนกับสติฟเนสแรง
ดัดของชิ้นสวนแบบการกระจัด  ในขณะที่สมการที่  3.1.2.1-9ข  จะแสดงสติฟเนสแรงเฉือนของชิ้นสวน  tk   
ซึ่งก็จะเหมือนกับของชิ้นสวนพันทาง   ทั้งนี้ในการคํานวณหาความเคนนั้นจะแบงออกเปนสองแบบคือ  ความเคน
ในสวนของแรงดัดจะหาจากความเครียดซึ่งคํานวณจากการกระจัดคือ  )( II

f
I

f
I

f qBC=σ     สวนความเคน
ในสวนของแรงเฉือนสามารถคํานวณจากพารามิเตอรความเคนเฉือนตั้งฉาก  

t
β  จากสมการที่  3.1.2.1-8  ซึ่งจะ

ไดความเคนเฉือนตั้งฉากของชั้นที่  I   คือ  I

t

I
t

I
t P βσ =        ทั้งนี้เมื่อทําการรวมเมตริกซสติฟเนส และ

เมตริกซแรงกระทําที่ขั้วของทั้งระบบเขาดวยกันก็จะไดสมการที่  2.1.1-10  และเมื่อใสสภาวะเงื่อนไขการกระจัด
ที่ขอบลงในระบบสมการ แลวทําการหาคาการกระจัดที่ไมทราบคา  q   ก็สามารถนําคาการกระจัดดังกลาวไป
คํานวณหาความเครียด  และความเคนไดตอไป 
 
3.1.2.2 การสมมุติสนามตัวแปร 
 
 ในที่นี้จะแสดงรายละเอียดเฉพาะชิ้นสวน  8PhHs   ซึ่งใชการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT     สวนชิ้น
สวน  8PhHsz และ  4PhHsz  นั้นดูรายละเอียดไดจากภาคผนวก    หากพิจารณาโครงสรางแบบชั้นที่ประกอบ
ดวย  NL   ชั้น  โดยที่แตชั้นจะขนานกับแกนพิกัด  X  และ  Y  ท่ีตําแหนงกึ่งกลางชั้นของโครงสรางดังแสดงใน
รูปท่ี  3.1.2.2-1  ซึ่งการกระจัดท่ีจุดใดๆในโครงสรางแบบชั้นจะถูกกระจายในรูปยกกําลังของพิกัดความหนาดังนี้ 
 

XXX
I zzzuuu ωκφ 32

0 +++==  
YYY

I zzzvvv ωκφ 32
0 +++==  (3.1.2.2-1) 

ZZ
I zzwww κφ 2

0 ++==  
 



 

 

66

u , v  และ w   เปนการกระจัดในแกนพิกัด  x , y   และ  z   ตามลําดับ    ทั้งนี้การที่   w   ถูกสมมติให
กระจายแคกําลังสองของ  z  เพื่อทําใหความเครียดเฉือนจากการกระจัดในระนาบ u  และ v  จะมีกําลังเทากับ
ความเครียดที่คิดจาก w  
 

  

Layer NL

Layer NL-1

Layer 2

Layer 1

b

b

H

X,Y

Z

NLh
1−NLh

 
 

รูปที่  3.1.2.2-1  โครงสรางแบบชั้นตามทฤษฎี  HSDT 
 

ในสวนของการสมมติสนามความเคนเฉือนต้ังฉากนั้นจะถูกสมมติใหเปนฟงกชันของพารามิเตอรความ
เคน(

t
β )  โดยที่แรงเฉือนต้ังฉากของโครงสรางชั้นที่  I   สามารถเขียนไดดังนี้ 

 
I

t
I

t
I
t P βσ =  (3.1.2.2-2) 

 
จากที่ไดกลาวมาแลวขางตนจะสามารถเขียนความเคนเฉือนต้ังฉากของชั้นที่  I   ไดเปน 
 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
I

XZ

I

YZ

I
tX

I
tY

I
xz

I
yzI

t
P

P

β

β

τ

τ
σ

0

0  (3.1.2.2-3) 

 
ในการวิเคราะหโครงสรางโดยใชการสมมติสนามความเคนนั้น   สนามความเคนที่เลือกจะยังไมตองเขากันไดกับ
สมการเงื่อนไขใดๆกอน  แตจะตองมีการกระจายที่มีสมมาตรของพจนกําลังอันดับสอง(symmetric second-
order tensor field)   จากที่เปนช้ินสวน  8  ขั้วซึ่งสามารถหาอนุพันธอันดับสองไดในแตละพิกัด  ดังนั้นเมตริกซ  

I
tYP   และ  I

tXP   ในสมการที่  3.1.2.2-3   สามารถสรางตามกระบวนการดังนี้ 
 
 1) จากที่สนามการกระจัดเปนแบบอันดับสูง(higher-order displacement field) ในสมการที่  3.1.2.2-
1  ทําใหความเครียดที่ไดควรประกอบดวย 
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( 2,,1 ζζ ) 
 2) จากการใชช้ินสวน 8 ขั้วทําใหสนามความเครียดในระนาบ (in-plane stress field) ประกอบดวย 

( 2222 ,,,,,,,1 ξηηξηξηξηξ ) 
 3) จาก 2 ขอขางตน และการหาอนุพันธของความเคนในระนาบเทียบกับ ξ  และ η   ทําใหสนามความ
เคนเฉือนต้ังฉากประกอบดวยพจนตอไปนี้ 

[( ηξ ,,1 ), ),,,,,1( 22 ηξηξηξζ , ),,,,,1( 222 ηξηξηξζ ] 
 
 จากการที่สนามความเคนเฉือนตั้งฉากนั้นจะถูกสมมติในแตละช้ันของโครงสราง  ทําให ζ  ซึ่งมีคาอยู  
–1  และ  +1  ที่ขอบลาง และขอบบนของแผนพื้นแตละช้ันตามลําดับ   โดยจะมีสวนเกี่ยวของในเงื่อนไขที่จะตอง
ใชบังคับในการสมมติสนามความเคนคือ 
 
 - เงื่อนไขความตอเนื่องของความเคนระหวางชั้น(interface traction continuity condition) 

1
11

1 ],[],[ −=
++

= = ζζ ττττ I
XZ

I
YZ

I
XZ

I
YZ  

 - เงื่อนไขความเคนที่ขอบโครงสราง(traction-free boundary condition) 
0],[],[ 11

11 == =−= ζζ ττττ NL
XZ

NL
YZXZYZ  

จากขอกําหนดตางๆขางตนสามารถเขียนสนามความเคนทั่วไปที่สําหรับช้ันใดๆของโครงสรางแบบชั้นไดดังนี้ 
 
 (1) ความเคนในสมการที่  3.1.2.2-3  จะถูกแบงออกเปนสองสวนดังนี้ 
 

I

YZ

I
ty

I
YZ P βτ =  และ I

XZ

I
tX

I
XZ P βτ =  

 
โดยที่   I

tP ,  I

YZ
β   และ  I

XZ
β   ถูกกําหนดไวดังตอไปนี้ 

 
สําหรับช้ันลางสุด : 

)],,,,,1)(1(),,,1)(1[( 22211 ηξηξηξζζηξζ +−== tXtY PP  (3.1.2.2-3
ก) 

T

iYZ
ββ =1     เมื่อ    i=1,2,3,…..9  

T

jXZ
ββ =1   j=9(NL -1)+3+ i    เมื่อ NL ≥  2 และ i=1,2,3,…..9 

 
สําหรับช้ันบนสุด : 

)],,1)(1(),,,,,,1)(1([ 222 ηξζηξηξηξζζ −−−== NL
tX

NL
tY PP  (3.1.2.2-3

ข) 
T

k

NL

YZ
ββ =   k=9(NL -2)+3+ i    เมื่อ NL  ≥  2 และ i=1,2,3,…..9 

T

l

NL

XZ
ββ = l=9(2NL -3)+6+ i    เมื่อ NL  ≥  2 และ i=1,2,3,…..9 
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สําหรับช้ันใดๆที่อยูระหวางชั้นลางสุด และชั้นบนสุด :  

)],,,,,1)(1(

),,,1)(1(),,,,,,1)(1([
22

222

ηξηξηξζζ

ηξζηξηξηξζζ

+

−−−== I
tX

I
tY PP  (3.1.2.2-3

ค) 
T

f

I

YZ
ββ =   f=9( I -2)+3+ i    เมื่อ I  ≥  2 และ i=1,2,3,…..15 

T

g

I

XZ
ββ =   g=9(NL -1)+9( I -2)+6+ i    เมื่อ NL  ≥  2 , I  ≥  2 และ i=1,2,3,…..15 

 
 (2) กระบวนการรวม(assembly process) ก็จะทําเชนเดียวกับกระบวนการรวมของชิ้นสวน  ทั้งนี้จาก
การใชความเคนที่สมมติขางตนจะทําใหมีพารามิเตอรความเคนที่ใชในการสรางชิ้นสวนเพียง (18NL -12)  
 
 ในสวนของชิ้นสวน   8PhHsz  และ  4PhHsz  จะแสดงรายละเอียดในภาคผนวกโดยที่ ช้ินสวน  
8PhHsz  จะใชสนามความเคนเฉือนตั้งฉากเดียวกันกับช้ินสวน  8PhHs  ซึ่งไดกลาวไปขางตน   ในขณะที่สนาม
การกระจัดจะใชตามสมการที่  3.1.1.1-16  เชนเดียวกับช้ินสวน  4HeHsz 
 
3.1.3  ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยวิธีทัณฑกรรม 
 
 ช้ินสวนพันทางในที่นี้จะเปนช้ินสวน  4  ขั้วซึ่งใชการกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  โดยอาศัยหลัก
การเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยวิธีทัณฑกรรมดังนั้นจึงกําหนดใหใชช่ือวา  4HpHsz  ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 
 
3.1.3.1 หลักการแปรผัน 
 

จากที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.4.1   เพื่อใหความเคนซึ่งสมมุติโดยไมตองเขากันไดกับสมการสม
ดุลมีสมดุลในแงการแปรผันจึงมีการใชวิธีทัณฑกรรมของการสมดุลเพิ่มเขาไปในหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่ง
วิธีการดังกลาวไดเสนอโดยวูและชวง(48)   โดยสามารถเขียนหลักการดังกลาวที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางแผน
พ้ืนที่ซอนเปนช้ันโดยละพจนของแรงตัวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e   ซึ่งจะไดวา 
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ในที่นี้จะไมสมมุติการกระจัดสวนเพิ่ม  Iu λ  ทําใหไดวา  I
q

I uu =     ในทํานองเดียวกัน   หากสมมติความ
เคนตามสมการที่  2.2.3.1-2   การกระจัดตามสมการที่  2.2.1-2    และความเครียดจาการกระจัดตามสมการที่  
2.2.1-3  จะเขียนไดใหมวา 
 

]
22

1[
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* qFHqGH
TeI
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I
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TIITIIITIe
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=

ββχβββ  (3.1.3.1-2) 

 
โดยกําหนดใหเมตริกซ  IH   และเมตริกซ  IG   ไดแสดงไวในสมการที่  3.1.1.1-30 
 

และ                                                 ∫ ∫ ∫
− − −

=
1

1

1

1

1
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)()( ζηξ dddJPDPDH ITTITI
p  (3.1.3.1-3) 

 
ทําการแปรผันสมการที่  3.1.3.1-2  เทียบกับ Iβ   จะไดความสัมพันธคือ  qGHH II

p
II 1)( −+= χβ   

และเมื่อแทนลงในสมการที่  3.1.3.1-2  จะไดเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  *HRk   เปน 
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3.1.3.2 การสมมุติสนามตัวแปร 
 
 การสมมติสนามการกระจัดจะเหมือนกับช้ินสวน  4HeHsz    สวนการสมมติสนามความเคนนั้นจะ
เหมือนกับในภาคผนวก ข.   
 
 
3.1.4  ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว 
 
 ช้ินสวนพันทางในสวนนี้จะมีทั้งช้ินสวนพันทางที่ใชการกระจัดช้ันเดียวตามสมการที่  3.1.1.1-16  คือ
ช้ินสวน 4HbHsz1  และ  4HbHsz2    ช้ินสวนพันทางที่ใชสนามการกระจัดหลายชั้นแบบบางสวนคือ  4HbPl  
และชิ้นสวนพันทางที่ใชสนามการกระจัดแบบรวมคือ  4HbMd1  และ  4HbMd2   
 
3.1.4.1 หลักการแปรผัน 
 
 จากที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.4.1  ในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน   หากละพจนของ
แรงตัวจะสามารถเขียนหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e    ซึ่งการกระจัดที่เขา
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กันไดของชั้นที่  I  คือ  I
qu   จะเปนประมาณการกระจัดที่ขั้วของชั้นที่  I   คือ  Iq   ดวยเมตริกซ  I

qN   และ
การกระจัดสวนเพิ่ม   Iu λ   เปนประมาณพารามิเตอรสวนเพิ่ม  λ   ดวยเมตริกซ  INλ   ไดดังนี้ 
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จากสมการที่  3.1.4.1-1  สามารถเขียนไดใหมวา 
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เมื่อกําหนดให    ∫ ∫ ∫
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ดําเนินการแปรผันหลักการ  e

mHRΠ   เทียบกับ  Iβ   และ  Iλ   ไดวา 
 

)(
1 IIIIII RqGH λβ −=

−  (3.1.4.1-4) 
และ                                                                        0=ITIR β  (3.1.4.1-5) 
 
ทําการกําจัดพารามิเตอรความเคน  Iβ   โดยแทนสมการที่  3.1.4.1-4  ลงในสมการที่  3.1.4.1-2  แลวทําการ
แปรผันเทียบกับ  Iλ  จะไดความสัมพันธ 
 

IIITIIITII qGHRRHR
111

)(
−−−

=λ  (3.1.4.1-6) 
 
จากความสัมพันธขางตนจะไดเมตริกซสติฟเนส   mHRk   ของชิ้นสวนดังนี้ 

 

(3.1.4.1-3)
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3.1.4.2 การสมมุติสนามตัวแปร 
 
 ในที่นี้จะยกตัวอยางสนามการกระจัดแบบรวมซึ่งเปนสนามการกระจัดแบบหลายชั้น (30) ผสมกับแบบ
ช้ันเดียวของชิ้นสวน  4HbMd2  โดยจะสมมติใหสนามการกระจัดของชิ้นสวนในชั้นที่  I   ขั้วที่  j   มีการกระจัด  

I
jU   และ  I

jV   เปนแบบสนามการกระจัดแบบหลายชั้น   สวนมุมหมุน  Xjκ , Yjκ , Xjω   และ  yjω   นั้นจะ
เปนสนามการกระจัดช้ันเดียว    ดังนั้นสามารถเขียนไดดังนี้ 
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รูปที่  3.1.4.2-1  สนามการกระจัดและพิกัดฉากตามทฤษฎี  PLWT 
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โดยที่  ξ   และ η   คือคาพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบ  สวน  ζ   คือคาพิกัดธรรมชาติในแนวตั้งฉากของแผน

พ้ืนแตละชั้นซึ่งมีคา  –1  ถึง  +1  ในชั้นนั้นๆ   ซึ่งจะไดวา   )]()[(
2
1

11 iiii zzzzz −++= ++ ζ  

 
TI qqqq ],....,,[

421
=  (3.1.4.1-9) 

 



 

 

72

เมื่ อ    T
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การกระจัดที่สมมติในสมการที่   3.1.4.1-1   หรือ  II
q

I
q qNu =   โดย  I

qN   คือเมตริกซประมาณการ
กระจัดซึ่งสามารถเขียนไดวา 
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12) 
 

เมื่อ  
ζ∂
∂

=
∂
∂ )2(

Ihz
  โดยที่  Ih   คือ ความหนาของแผนพื้นช้ันที่  I     ในที่นี้การสมมติสนามความเคน

นั้นจะเหมือนกับในภาคผนวก ข. 
 
3.1.5  ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวรวมกับวิธีทัณฑกรรม 
 
 จากชิ้นสวนพันทางในหัวขอ  3.1.4  ผูวิจัยจึงไดเสนอชิ้นสวน  4  ขั้วที่ใชวิธีทัณฑกรรมเพื่อใชรวมกับ
ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวโดยช่ือของชิ้นสวนนี้คือ  4HbpHsz  ซึ่งใชสนาม
การกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  และสนามความเคนจะใชเหมือนกับช้ินสวน  4HbHsz2   
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3.1.5.1  หลักการแปรผัน 
 
 จากที่ไดกลาวในหัวขอ  3.1.3  และ  3.1.4  ซึ่งกลาวถึงช้ินสวนพันทางที่ใชวิธีการถวงน้ําหนัก  และการ
สมมุติการกระจัดสวนเพิ่มตามลําดับ   ทําใหเกิดความสนใจที่จะใชสองวิธีการสรางชิ้นสวนพันทางขางตนรวมกัน
เพื่อที่อาจจะไดช้ินสวนพันทางที่มีคุณสมบัติที่ดียิ่งขึ้น 
 

ในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันหากละพจนของแรงตัวจะสามารถเขียนหลักการเฮลลิง
เกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวรวมกับวิธีการถวงน้ําหนักสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e    ซึ่งการกระจัดที่เขากันไดของ
ช้ันที่  I  คือ  I

qu   เปนประมาณการกระจัดที่ขั้วของชั้นที่  I   คือ  q   ดวยเมตริกซ  I
qN   และการกระจัดสวน

เพิ่ม   Iu λ   เปนประมาณพารามิเตอรสวนเพิ่ม  λ   ดวยเมตริกซ  INλ   ไดดังนี้ 
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จากสมการที่  3.1.5.1-1  สามารถเขียนไดใหมวา 
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เมื่อกําหนดให  
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ดําเนินการแปรผันหลักการ  e

mHR *Π   เทียบกับ  Iβ   และ  Iλ   ไดวา 
 

)(ˆ 1 IIIII RqGH λβ −=
−  (3.1.5.1-4) 

(3.1.5.1-3)
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และ                                                                        0=ITIR β  (3.1.5.1-5) 
 
ทําการกําจัดพารามิเตอรความเคน  Iβ   โดยแทนสมการที่  3.1.5.1-4  ลงในสมการที่  3.1.5.1-2  แลวทําการ
แปรผันเทียบกับ  Iλ  จะไดความสัมพันธ 
 

qGHRRHR IITIIITII 111 ˆ)ˆ(
−−−

=λ  (3.1.5.1-6) 
 
จากความสัมพันธขางตนจะไดเมตริกซสติฟเนส   *mHRk   ของชิ้นสวนดังนี้ 
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3.1.5.2  การสมมติสนามตัวแปร 
 
 การสมมติสนามการกระจัดจะเหมือนกับช้ินสวน  4HeHsz    สวนการสมมติสนามความเคนนั้น
สามารถดูรายละเอียดไดจากภาคผนวก  ก. 
 
3.2  ชิ้นสวนผสม 
 
3.2.1  ช้ินสวนผสมจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร(โดยสมมุติการกระจัดสวนเพิ่ม) 
 
 ช้ินสวน  4  และ  9  ขั้วซึ่งกําหนดชื่อเปน  4MiFs  และ  9MiFs  ตามลําดับนี้ไดถูกเสนอโดยปนสกี และ
แจสติ (40) เพื่อใชวิเคราะหแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันซึ่งใหคาการกระจัด และความเคนที่แมนยํา  การสรางช้ิน
สวนนั้นจะอาศัยหลักการพลังงานของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรบนพื้นฐานของทฤษฎีแผนพื้นของมินดลิน  ความเคน
ตางๆจะถูกสมมติโดยไมขึ้นแกกัน และยังไมตองเขากันไดกับสมการสมดุลกอนดวย   นอกจากนี้การกระจัดก็จะ
แบงออกเปนสองสวนคือ สวนของการกระจัดที่ขั้ว และสวนของการกระจัดที่เพิ่มเขาไปซึ่งจะมีบทบาทสําคัญใน
ความแมนยําของชิ้นสวนนี้   โดยที่การกระจัดที่เพิ่มเขาไปนี้จะชวยขจัดปญหาการยึดแนนเนื่องจากแรงเฉือน และ
เพิ่มความแมนยําของความเคนในแงของหลักการแปรผัน 
 
3.2.1.1 หลักการแปรผัน 
 
 สมการพลังงานของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรสําหรับช้ินสวนแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันสามารถเขียนไดวา 
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})(

)]([
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1 1

dSTuu

dVuDuDS

T

S

q

q

TI

V

IITI
NE

e

NL

I
R

I

eI

λ

λ

σ

σσσ

+−

++−=∏

∫

∫∑∑
= =  (3.2.1.1-3) 

 

โดยที่  eIV   คือปริมาตรของชิ้นสวนของชั้นที่  I   และ  ∑
=

=
NL

I

eIe VV
1

   เมื่อ  Iσ  และ  IS  คือความ

เคน และเมตริกซสอดคลองกันของชั้นที่  I       สวน  IS σ   คือขอบเขตของชิ้นสวนที่มีแรงกระทําของชั้นที่  I  
 

โดยจาการสมมุติสนามการกระจัดแบบชั้นเดียว และสนามความเครียดซึ่งจะกลาวในหัวขอ  3.2.1.2  
โดยอาศัยหลักความสัมพันธระหวางความเคน และความเครียดเขียนไดวา 
 

αςηξαεσ ),,(IIII PECC ===  (3.2.1.1-2) 
 

ในสมการที่  3.2.1.1-2  สมการพลังงานในสมการที่  3.2.1.1-1  เขียนใหมเปน  
 

∑
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−++−=∏

NE

e

TTTTT FqFRqGH
1

212
1 λλαααα  (3.2.1.1-3) 

เมื่อ                                    ∑
=

=
NL

I

IHH
1

,  ∑
=

=
NL

I

IGG
1

,  ∑
=

=
NL

I

IRR
1

 (3.2.1.1-4) 

∫=
IS

q

TT dSuTqF
σ

1 , ∫= IS

TT dSuTF
σ

λλ2  (3.2.1.1-5) 

∫=
eIV

IITII dVPSPH  

∫=
eIV

q
TII dVBPG  (3.2.1.1-6) 

∫=
eIV

TII dVBPR λ  

 
และจากหลักการคงที่ของพลังงานเมื่อคิดเทียบกับ α  และ λ จะไดวา 
 

)(1 λα RqGH += −  (3.2.1.1-7) 
2FR T =α  (3.2.1.1-8) 

 
จากสมการที่  3.2.1.1-7   และ  3.2.1.1-8 สามารถเขียนใหมไดวา 
 

)()( 2
111 FqGHRRHR TT −−= −−−λ  (3.2.1.1-9) 
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แทนสมการที่  3.2.1.1-9   ลงในสมการที่  3.2.1.1-7 จะได 
 

2
1111 )(

~
FRHRRHqGH T −−−− +=α  (3.2.1.1-

10) 
เมื่อกําหนดให 

GHRRHRRGG TT 111 )(~ −−−−=  (3.2.1.1-
11) 

 
ทําการแทนสมการที่  3.2.1.1-9  และ  3.2.1.1-10   ลงในสมการที่  3.2.1.1-3 จะได 
 

     ∑
=

−=∏
NE

e

Te
HR

T qFqkq
1

]
2
1[  (3.2.1.1-

12) 
 
เมื่อ  HRk   คือเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน   โดยที่ 
 

GHGk T
HR

~~ 1−=  (3.2.1.1-
13) 

  และ 
2

111
1 )( FRHRRHGFF TTe −−−−=  (3.2.1.1-

14) 
 
จากขางตนทําการแปรผันสมการที่  3.2.1.1-12  เทียบกับ  q   สามารถเขียนสมการไดวา  Fqk =  
 
3.2.1.2 การสมมุติสนามตัวแปร 
 

 พิจารณาแผนที่มีครึ่งหนึ่งของความหนาเทากับ  
2
t    และประกอบดวย  NL   ช้ันซึ่งยึดติดกันอยาง

สมบูรณ  ระนาบกลางอางอิงของแผนพื้น (ระนาบ  XY) จะถูกแบงออกเปน  NE   ช้ินสวน โดยแตละช้ินสวนจะ

มีระนาบ eΩ   ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธไดวา  ]
2

,
2

[ ttV ee −×Ω=     เมื่อ  eV   คือปริมาตรของแต

ละช้ินสวน   สนามการกระจัดจะแบงออกสองสวนคือ สวนที่ประมาณโดยการกระจัดที่ขั้ว qu  และสวนที่
ประมาณโดยการกระจัดสวนเพิ่ม λu    สนามการกระจัดจะถูกประมาณดวยระบบพิกัดธรรมชาติ  ξ   และ  η   
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บนระนาบ  eΩ   และ  ς   ตลอดความหนาของชิ้นสวน  ]
2

,
2

[ tt
−   ซึ่งไมเหมือนกับ  ζ   ที่จะเปนพิกัดธรรม

ชาติในแนวตั้งฉากของแตละช้ันของแผนพื้น 
 
 ในที่นี้ทฤษฎีการกระจัดแผนพื้นของมินดลินจะมีเครื่องหมาย และทิศทางที่ตางไปจากที่กลาวในสมการ
ที่  2.3.1-3  และรูปที่  2.3.1-3    โดยไดแสดงการกระจัด  λuuu q +=   ในที่นี้คือ 
 

Yθ0, uX

Xθ

0, vY

0, wZ D

A B

C

mid-plane

Z=Z4

Z=Z3
Z=Z2

Z=Z1

 
 

รูปที่ 3.2.1.2-1  แผนพื้นที่ซอนเปนช้ันตามการกระจัดแผนมินดลิน 
 

   ),(
2

),(0 ηξςθηξ Xqqq
tuu −=  

),(
2

),(0 ηξςθηξ Yqqq
tvv −=  (3.2.1.2-1) 

),(0 ηξqq ww =  
 และ 

),(
2

),(0 ηξθςηξ λλλ X
tuu −=  

),(
2

),(0 ηξςθηξ λλλ Y
tvv −=  (3.2.1.2-2) 

),(0 ηξλλ ww =  
 
เมื่อ  0u  และ 0v   คือการกระจัดที่ระนาบกลางในทิศทางแกน  X  และ  Y  ตามลําดับ   และ  xθ   และ  yθ   คือ
มุมหมุนดังแสดงในรูปที่  3.2.1.2-1     โดยที่ฟงกชันที่ใชประมาณการกระจัดสวนเพิ่ม  λu   จะเลือกฟงกชันที่มี
คาเปนศูนยที่ขอบของชิ้นสวน  ซึ่งจากเหตุผลดังกลาวนี้จึงเรียกฟงกชันนี้วา  ฟงกชันฟองสบู(bubble function)  
โดยจะทําการประมาณพารามิเตอรฟองสบู(bubble parameter)   ทั้งนี้จํานวนของตัวแปรไมทราบคาก็จะไมขึ้น
กับจํานวนชั้นของแผนพื้นอีกดวย 
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 จากการที่การกระจัดในระนาบนั้นถูกประมาณดวยการกระจัดที่ระนาบกลาง และมุมหมุนซึ่งสมมติให
เทากันในทุกช้ันของแผนพื้นตามทฤษฎีแผนของมินดลินทําใหความเคนในแตละช้ันนั้นก็จะถูกประมาณดวยพารา
มิเตอรเดียวกันตลอดความหนาของแผนพื้นเชนเดียวกัน  ดังนั้นจึงทําการสมมติสนามความเครียดที่มีการประมาณ
ตลอดความหนาของแผนพื้น และสามารถคํานวณความเคนไดโดยอาศัยความสัมพันธระหวางความเคนและ
ความเครียด    ทั้งนี้สนามความเครียดที่สมมุติขึ้น (ε )  จะตองไมสับสนกับความเครียดที่คํานวณจากสนามการ
กระจัด     สนามความเครียด  ε   สําหรับช้ินสวนนี้สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

   ),(
2

),( ηξςεηξεε αβαβαβ
bt

+=  

),()1(
8 3

2
2

3 ηξεςε αα −=
t  (3.2.1.2-4) 

   0~
33 =ε  

 
โดยที่  αβε   และ  3αε   จะถูกประกอบดวยฟงกชันที่อยูในระบบพิกัดธรรมชาติ  ดังนั้นสามารถคํานวณความ
เคนไดดังนี้ 
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f C  (3.2.1.2-5) 

และ 

⎭
⎬
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
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23
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23

13

2
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ε
ε

σ

σ
σ I

tI

I

t C  (3.2.1.2-6) 

 
 เมื่อ  I

fC   และ  I
tC   คือเมตริกซผกผันของ  IS   สวนของแรงดัดและสวนของแรงเฉือนตั้งฉากตามลําดับ   

โดยจะสังเกตวาความเคนในระนาบของแตละชั้นจะถูกสมมติใหมีการกระจายเปนเชิงเสนตลอดความหนาของ
แผนพื้น และยอมใหความเคนมีคาไมตอเนื่องที่รอยตอระหวางช้ัน  และยังไมตองเขากันไดกับเงื่อนไขความตอ
เนื่องของความเคนตามพิกัดความหนา 
 
 ฟงกชันการกระจัด  qu 0 ,  qv 0 ,  qw 0   และ  qαθ   จะประมาณการกระจัดที่ขั้วดวยฟงกชันสัณฐาน
แบบลากรองจ(Largrangian shape function)  ดังนี้ 
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θηξ

θ

θ  (3.2.1.2-

11) 
 
เมื่อ  ND   คือจํานวนขั้วในแตละช้ินสวน,  ),( ηξjN   คือฟงกชันสัณฐานสําหรับขั้วที่  j     และ  ju   คือคา
การกระจัดที่ขั้ว  j   ตามลําดับ 
 
 ในทํานองเดียวกันฟงกชันการกระจัดฟองสบู  λ0u ,  λ0v ,  λ0w   และ  αλθ   ก็จะสามารถเขียนไดวา 
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 (3.2.1.2-

12) 
 
เมื่อ  NB   คือจํานวนของพารามิเตอรฟองสบู   โดยที่ฟงกชันฟองสบู  α

jU   และ  α
jΘ   นั้นจะมีคาเปนศูนยที่

ขอบของชิ้นสวนเพื่อความเขากันไดของการกระจัดที่ขอบตามทฤษฎีแผนพื้นของมินดลิน   อาศัยหลักการไอโซ
พาราเมตริก และตัวปฏิบัติการจาโคบีทําใหความเครียดสามารถเขียนอยูในรูปของการกระจัดที่ขั้ว และพารา
มิเตอรฟองสบูไดดังนี้ 

λuDuDuD q +=  (3.2.1.2-
13) 

เมื่อ                                                        qBuD qq ),,( ςηξ=  (3.2.1.2-
14) 
และ                                                       λςηξλλ ),,(BuD =  (3.2.1.2-
15) 
 
 จากสมการที่ 3.2.1.2-4  การหาความเคนนั้นจําเปนตองเลือกฟงกชันการประมาณซึ่งจะทําการประมาณ
พารามิเตอรความเครียด  ดังแสดงตอไปนี้ 
 

2111 ),(
2

),( αηξςαηξε bta +=  
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4312 ),(
2

),( αηξςαηξε bta +=  

6512 ),(
2

),(2 αηξςαηξε bta +=  (3.2.1.2-

16) 

8
2

2

23 ),()1(
8

2 αηξςε ct
−=  

7
2

2

13 ),()1(
8

2 αηξςε ct
−=  

0~
33 =ε  

 
โดยที่  T]2,2,2,,[ 1323122211 εεεεεε =     เมื่อ  a , b   และ  c   จะเปนฟงกชันของระบบพิกัดธรรม
ชาติ ξ   และ  η    
 
 ฟงกชันความเคน และฟงกชันฟองสบูนั้นจะถูกเลือกโดยที่ไมใหไปมีผลตอเงื่อนไขที่จะทําใหช้ินสวน
ตองเสียเสถียรภาพไป   นอกจากนี้ฟงกชันความเคนก็จะถูกเลือกใหมีรูปแบบพิเศษในเฟลกซิบิลิต้ีเมตริกซเพื่อ
ประสิทธิภาพในการสรางชิ้นสวน คือสามารถหาเมตริกซผกผันไดงาย   ในสวนของฟงกชันฟองสบูนั้นจะมีสวน
สําคัญในการขจัดปญหาการยึดแนนเนื่องจากแรงเฉือน  โดยที่เฉพาะฟงกชัน  3U   และ  αΘ   จะเปนฟงกชัน
ฟองสบูที่มีสวนชวยขจัดการยึดแนนเนื่องจากแรงเฉือน  ในขณะที่ฟงกชันฟองสบู  1U   และ  2U   จะไมมีสวน
ชวยขจัดการยึดแนนเนื่องจากแรงเฉือนนี้เลยแตจะเพียงชวยเพิ่มขอจํากัดของสมดุล  ดังนั้นในที่นี้ฟงกชันฟองสบู  

1U   และ  2U   จะถูกสมมติใหมีคาเปนศูนย   โดยที่การกระจัดฟองสบูจะสามารถเขียนไดดังนี้ 
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17) 
เมื่อกําหนดให 
ช้ินสวน  4MiFs ],,,1[ ξηηξ=== cba  
  ],,1)[1)(1( 22

21 ηξηξ −−== LL  
ช้ินสวน  9MiFs ],,,,,,,,,1[ 322322 ηξηηξξηξηξηξ== ba  

],,,,,,,1[ 2222 ξηηξηξηξηξ=c  (3.2.1.2-
18) 

  ],,,1[)1)(1( 2222
1 ξηηξηξηξ −−=L  

  ],,[)1)(1( 2222
2 ξηηξηξηξ −−=L  

 



บทท่ี  4 
 

ประสิทธิภาพของชิ้นสวน 
 
 ในการตรวจสอบประสิทธิภาพของชิ้นสวนนั้นจะทําการตรวจสอบในดานตางๆดังนี้คือ  ความแมนยํา
ของการกระจัด  ซึ่งแบงการทดสอบออกเปนสามสวน  สวนแรกคือการลูเขาของผลเฉลยเมื่อทําการแบงขนาดของ
ปญหาดวยขนาดของชิ้นสวนที่ละเอียดขึ้น   สวนที่สองจะทําการทดสอบความแมนของการกระจัดเมื่ออัตราสวน
ของความยาวตอความหนาของแผนพื้นเปลี่ยนไป   สวนสุดทายจะทําการทดสอบความแมนยําของการกระจัดเมื่อ
อัตราสวนของความกวางตอความยาวของแผนพื้นเปลี่ยนไป 
 
 สมบัติตอมาที่ทําการทดสอบคือ  ความแมนของความเคนโดยจะเปรียบเทียบกับผลเฉลย (15)  ในกรณีที่
เปนการรองรับแบบธรรมดา  สวนการรองรับแบบอื่นๆนั้นจะเปรียบเทียบกับผลจากการวิเคราะหดวยช้ินสวนสาม
มิติจากโปรแกรม  ANSYS 5.4 (74)     สมบัติดานตอมาที่ทําการทดสอบคือประสิทธิภาพทางการคํานวณ  โดยจะ
เปรียบเทียบจํานวนการดําเนินการ (operations) ที่ใชในการสรางเมตริกซสติฟเนสของแตละช้ินสวน   ถัดตอมา
จะเปนการทดสอบความยืนยงของชิ้นสวนซึ่งจะใชคาเจาะจง (eigenvalues) ของชิ้นสวนเปนตัวตรวจสอบ   และ
สมบัติสุดทายที่ทําการทดสอบคือ  การทดสอบแบบหยอม (patch test)   
 
4.1 ความแมนยําของการกระจัด 
 
ตารางที่  4.1-1  การใสเงื่อนไขการกระจัดที่ขอบในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ัน 

ประเภทของการรองรับ เงื่อนไขเมื่อ   x = คงที่ เงื่อนไขเมื่อ   y = คงที่ 
ธรรมดา (simple supports) 0),(),( == zywzyv  0),(),( == zxwzxu  
ยึดรั้ง (Clamped supports) 0),(),(),( === zywzyvzyu  0),(),(),( === zxwzxvzxu  
อิสระ (Free) - - 
เสนสมมาตร (Symmetric line) 0),( =zyu  0),( =zxv  

 
 

 แถวลางสุดของตารางที่  4.1-1  เปนเงื่อนไขที่ขอบของโครงสรางแผนพื้นที่มีการวางตัวของวัสดุของแต
ละช้ันที่ต้ังฉากกัน (cross-ply)  ซึ่งจะสามารถทําการวิเคราะหโดยอาศัยหลักการสมมาตรซึ่งจะลดขนาดของ
ปญหาเหลือเพียง  1  ใน  4  สวน (quarter plate model)    แตหากวาโครงสรางแผนพื้นมีการวางตัวของวัสดุ
ของแตละช้ันที่ไมต้ังฉากกัน (angle-ply) จะไมสามารถทําการวิเคราะหโดยลดอาศัยหลักการสมมาตรได   แตจะ
ตองทําการวิเคราะหปญหาทั้งหมด (entire plate model) แทน   รูปที่  4.1-1(ก)  และ  4.1-1(ข)  ไดแสดงตัวอยาง
การใสเงื่อนไขที่ขอบของแผนพื้นที่มีการรองรับแบบธรรมดา (simple support) ในการวิเคราะหแบบทั้งหมด 
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และแบบ  1  ใน  4  สวนในการศึกษาชิ้นสวนพันทางแบบบางสวนที่เสนอโดยยองและโช (38)  ซึ่งมีสมการการ
กระจัดคือ 
 
 

XXX zzzuu ωκφ 32
0 +++=  

YYY zzzvv ωκφ 32
0 +++=  (4.1-1) 
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(ข) 

รูปที่  4.1-1  ตัวอยางการใสเงื่อนไขการกระจัดที่ขอบของแผนพื้นที่ถูกรองรับแบบธรรมดาในการวิเคราะห 
  (ก) แบบทั้งหมด  (ข) แบบ  1  ใน  4  สวน 

 
ในที่นี้จะทําการทดสอบปญหาที่มีการรองรับ  3  กรณีคือ 

1) การรองรับแบบธรรมดา (SS)  คือ  โครงสรางมีการรองรับแบบธรรมดาทั้ง  4  ดาน 
2) การรองรับแบบยึดรั้ง (CS)   คือ  โครงสรางมีการรองรับแบบยึดรั้งทั้ง  4  ดาน 
3) การรองรับแบบอิสระ (FS)  คือ  โครงสรางมีการรองรับแบบอิสระ  3  ดานและการรองรับแบบยึด

รั้ง  1  ดาน 
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 สวนคาคงที่ของวัสดุที่ใชในการศึกษาในที่นี้มีดังนี้  :  E11/E22=25, G12=G13=0.5E22, G23=0.2E22,             
v 12 =0.25   โดยที่ในแตละช้ันของแผนพื้นมีการวางตัวของวัสดุของที่ต้ังฉากกัน  โดยที่แผนพื้นช้ันนอกสุดจะ
เปนแผนพื้นที่วางตัวเปนมุม  0  องศาเทียบกับแกนพิกัด  X 
 
 รูปแบบของโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันที่ศึกษา 

กรณีที่  1  :  แผนพื้นทุกช้ันมีความหนาเทากัน คือ  
NL
th i =  

กรณีที่  2 : แผนพื้นของชั้นที่มีการวางตัวเหมือนกันจะมีความหนาที่เทากันและรวมแลวเทากับครึ่งหนึ่งของความ
หนาโครงสรางแผนพื้นทุกช้ัน  ตัวอยางเชน  โครงสรางแผน  5  ช้ันแบบวางตั้งฉากกัน (cross-ply)  ในกรณีที่  2  
จะไดวา 

3
2/

111
thhh ===   และ  

4
2/

42
thh ==  

 
4.1.1  การลูเขาของชิ้นสวน 
 

การทดสอบการลูเขาของชิ้นสวนนั้น  ในสวนของปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS) และการรอง
รับแบบยึดรั้ง (CS) จะทําการแบงปญหาดวยจํานวนชิ้นสวนที่เพิ่มขึ้นดังในรูปที่  4.1.1-1  เพื่อทดสอบการลูเขา
ของชิ้นสวนซึ่งเปนการแบงปญหาแบบ  1  ใน  4  สวนโดยจะดําเนินการแบงดังนี้ 

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  4, 16, 36, 64, 100   
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  1, 4, 9, 16, 25 

 
 สวนในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS)  นั้นจะอาศัยหลักการสมมาตรชวยลดขนาดของปญหาลง
เหลือเพียง  1  ใน  2  สวน   โดยที่การแบงช้ินสวนก็จะทําในลักษณะเดียวกันกับปญหาที่มีการรองรับแบบ
ธรรมดา (SS) และการรองรับแบบยึดรั้ง (CS)  แตในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS) นี้จะมีจํานวนชิ้นสวน
เปน  2  เทาเนื่องจากเปนปญหา  1  ใน  2   สวนนั้นเอง    โดยหากกลาวถึงจํานวนชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะหตอ
ไปจากนี้จะหมายถึงจํานวนชิ้นสวนของปญหา  1  ใน  4  สวน    

 
ในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS)  และการรองรับแบบยึดรั้ง (CS) นั้นแรงกระจะเปนแรงกระทํา

คงที่ (uniform loading)    สวนปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS)  แรงกระทําจะเปนปญหาที่มีแรงกระทํา
แบบไซน (sinusoidal loading)  กระทําที่ดานบนของโครงสราง คือ   
 

)sin()sin(),(
W
y

L
xqyxq ππ

=  (4.1.1-1) 

 
เมื่อ  WL,   คือความกวางและความยาวของแผนพื้นที่จะวิเคราะห   และ  q   คือคาคงที่ของแรงกระทําแบบ
ไซน 
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รูปแบบของโครงสรางที่ ศึ กษ าจะเปนแบบกรณี ที่   2  ซึ่ งมี จํ านวนแผนพื้ นวางซ อนกัน   3  

ช้ัน( 3=NL )   ดวยคาอัตราสวนของความยาวตอความหนา (S = L/t)  เทากับ  10   และคาอัตราสวนของความ
กวางตอความยาว ( LW / ) เทากับ  1   
 
 จากรูปที่  4.1.1-2  และ  4.1.1-3  พบวาช้ินสวนที่ศึกษานั้นสามารถใหคาการกระจัดที่ลูเขาสูผลเฉลย 
และช้ินสวนสามมิติจากโปรแกรม  ANSYS 5.4 (74)  ซึ่งอยูในอัตรามากกวารอยละ  90  เมื่อจํานวนชิ้นสวนมาก
กวา  36  ช้ินสวนสําหรับช้ินสวน 4 ขั้ว  และ  9  ช้ินสวนสําหรับช้ินสวน 8 ขั้ว และ  9  ขั้ว 
 
4.1.2  การแปรเปลี่ยนความยาวตอความหนา (S = L/t) 
 
 การทดสอบนี้จะเปนการทดสอบวาเมื่อช้ินสวนมีความหนาที่มาก หรือนอยเกินไปแลวจะทําใหความ  
แมนของการกระจัดเปลี่ยนไปอยางไร  โดยเฉพาะเมื่อช้ินสวนมีความหนาที่นอยเมื่อเทียบกับความยาวนั้นมักพบ
วาอาจเกิดการยึดเนื่องจากแรงเฉือน 
 
 ในการศึกษานี้จะทําการแปรเปลี่ยนคาอัตราสวนความยาวตอความหนา (S) ดังนี้คือ   4, 10, 100 และ 
500     รูปแบบของโครงสรางจะเปนแบบกรณีที่  2   ซึ่งมีจํานวนแผนวางซอนกัน  3  ช้ัน( 3=NL )  โดยที่
จํานวนชิ้นสวนของปญหา  1  ใน  4  สวนจะเปนดังนี้ 

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  64  ช้ินสวน  
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  16  ช้ินสวน 

ในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS)  และการรองรับแบบยึดรั้ง (CS) นั้นแรงกระจะเปนแรงกระทําคงที่     
สวนปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS)  แรงกระทําจะเปนปญหาที่มีแรงกระทําแบบไซนกระทําที่ดานบน
ของโครงสราง  ดวยคาอัตราสวนของความกวางตอความยาว ( LW / ) เทากับ  1   
 
 จากรูปที่  4.1.2-1  และ  4.1.2-2  พบวาช้ินสวนสวนใหญที่ศึกษานั้นสามารถใหคาการกระจัดที่ลูเขาสู
ผลเฉลยซึ่งอยูในอตรามากกวารอยละ  90  ยกเวนช้ินสวน  4PhHsz  และ  4HpHsz  เมื่อคาอัตราสวนความยาว
ตอความหนาเกินกวา  100  ในปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS)     ในขณะที่ในปญหาที่มีการรองรรับแบบ
ยึดรั้ง (CS) และแบบอิสระ (FS)  พบวาช้ินสวน  4  ขั้วที่เสนอในการศึกษานี้จะแสดงการยึดเนื่องจากแรงเฉือน
เมื่อคาอัตราสวนความยาวตอความหนาเกิน   100    แตอยางไรก็ดีในรูปที่  4.1.2-3  ซึ่งไดทําการแบงปญหาดวย
จํานวนชิ้นสวนที่ เพิ่มขึ้นเปน   225  ช้ินสวน  (ปญหา  1  ใน   4  สวน)  พบวาช้ินสวน   4HbHsz2,  4HbPl,  
4HbMd1  และ  4HbMd2  จะใหความแมนของการกระจัดที่มากกวารอยละ  90  เมื่อเทียบกับช้ินสวนสามมิติจาก
โปรแกรม  ANSYS 5.4 (74) 
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ก) การแบงขนาดของชิ้นสวน 4 ขั้ว 
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ข) การแบงขนาดของชิ้นสวน 8 ขั้ว 
 

L/2

W/2

NE=4

 L/2

W/2

NE=9

 



 

 

84

 
ค) การแบงขนาดของชิ้นสวน 9 ขั้ว 

รูปที่  4.1.1-1  ตัวอยางการแบงขนาดที่ละเอียดขึ้น 
 
4.1.3  การแปรเปลี่ยนความกวางตอความยาว ( LW / ) 
 
 การทดสอบความแมนของการกระจัดเมื่อมีการเปลี่ยนอัตราสวนความยาวตอความกวางเปนการทดสอบ
ความสมบูรณของการสมมติสนามความเคนและสนามการกระจัด  เนื่องจากวาหากสนามทั้งสองสมบูรณการ
เปลี่ยนอัตราสวนความยาวตอความกวางจะตองไมมีผลตอความแมนของการกระจัดนั้นเอง 
 
 การทดสอบนี้จะทําเชนเดียวกับการทดสอบอัตราสวนความยาวตอความหนา  แตในที่นี้จะทําการปรับ
เปลี่ยนคาอัตราสวนความกวางตอความยาว ( LW / ) ดวยคาดังนี้  คือ  1, 2, 3  โดยที่คาอัตราสวนความยาวตอ
ความหนา (S) เทากับ 10    ในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS)  และการรองรับแบบยึดรั้ง (CS) นั้นแรง
กระจะเปนแรงกระทําคงที่     สวนปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS)  แรงกระทําจะเปนปญหาที่มีแรง
กระทําแบบไซนกระทําที่ดานบนของโครงสรางตามสมการที่  4.1.1-1   กระทําที่ดานบนของแผนพื้น  รูปแบบ
ของโครงสรางจะเปนแบบกรณีที่  2  ซึ่งมีจํานวนแผนพื้นวางซอนกัน  3  ช้ัน( 3=NL )  โดยจํานวนชิ้นสวน
ของปญหา  1  ใน  4 สวนจะเปนดังนี้ 

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  64  ช้ินสวน  
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  16  ช้ินสวน 

 
จากรูปที่  4.1.3-1  และ  4.1.3-2  พบวาช้ินสวนที่ศึกษานั้นสามารถใหคาการกระจัดที่ลูเขาสูผลเฉลย  

และช้ินสวนสามมิติจากโปรแกรม  ANSYS 5.4 (74)  ซึ่งอยูในอัตรามากกวารอยละ  85  ที่ทุกคาอัตราสวนของ
ความกวางตอความยาวที่ศึกษา   ซึ่งแสดงวาช้ินสวนที่ศึกษาสามารถใหการกระจัดที่แมนยําแมช้ินสวนจะมีรูปราง
ที่ไมเปนจัตุรัสอันแสดงถึงความสมบูรณของการสมมติสนามความเคนและสนามการกระจัดนั้นเอง 
 
4.2 ความแมนของความเคน 
 

การทดสอบความแมนของความเคนก็จะใชตัวอยางการทดสอบเดียวกันกับการทดสอบการลูเขาของชิ้น
สวนซึ่งจะทดสอบคาความเคน  5  ความเคนคือ  XZYZXYYX τττσσ ,,,,   โดยจะเปนปญหาที่มีแรงกระทํา
แบบไซนตามสมการที่ 4.1.1-1   กระทําที่ดานบนของแผนพื้น  การรองรับแบบธรรมดา, รูปแบบของโครงสราง
เปนแบบกรณีที่  2  โดยที่ 

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  36  ช้ินสวน  
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  9  ช้ินสวน 

ดวยคาอัตราสวนของความกวางตอความยาว ( LW / ) เทากับ  1 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.1-2  การลูเขาของชิ้นสวน 4 ขั้วเมื่อแบงขนาดละเอียดขึ้น 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.1-3  การลูเขาของชิ้นสวน 8 ขั้ว และ 9 ขั้วเมื่อแบงขนาดละเอียดขึ้น 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 



 

 

88

0

20

40

60

80

100

120

1 10 100 1000

L/t

W/
W-

3D
 %

4HeHsz(24)
4PhHsz
4HpHsz
4HbHsz1
4HbHsz2
4HbPl
4HbMd1
4HbMd2
4HbpHsz
4MiFs(40)

 
ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.2-1  การลูเขาของชิ้นสวน 4 ขั้วเมื่ออัตราความยาวตอความหนาเปลี่ยนไป 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.2-2  การลูเขาของชิ้นสวน  8  ขั้วและ  9  ขั้วเมื่ออัตราความยาวตอความหนาเปลี่ยนไป 
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ก)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.2-3  การลูเขาของชิ้นสวน 4 ขั้ว (225 ช้ินสวน) เมื่ออัตราความยาวตอความหนาเปลี่ยนไป 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.3-1  การลูเขาของชิ้นสวน 4 ขั้วเมื่ออัตราความกวางตอความยาวเปลี่ยนไป 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.3-2  การลูเขาของชิ้นสวน  8  ขั้วและ  9  ขั้วเมื่ออัตราความกวางตอความยาวเปลี่ยนไป 

ตารางที่  4.2-1  เปรียบเทียบความแมนของความเคนกรณีการรองรับแบบธรรมดา  3=NL ,  S=10  กรณีที่ 2 
คาคลาดเคลื่อน  (%) 

ช้ินสวน 
Xσ (z=t/2) Yσ (z=t/4) XYτ (z=t/2) YZτ (z=0) XZτ (z=0) 

Exact (15) 0.559 0.401 -0.0275 0.196 0.301 
4HeHsz (24) -0.04 -1.24 5.61 -14.10 4.49 

4PhHsz -0.31 -4.54 -1.40 -1.39 -0.42 
4HpHsz 0.75 -1.00 2.02 -12.60 1.34 
4HbHsz1 0.39 -1.91 1.60 -9.92 4.24 
4HbHsz2 0.75 -0.99 2.01 -12.38 1.38 

4HbPl -3.02 -2.16 -2.03 -28.09 -0.63 
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4HbMd1 0.75 -0.99 2.01 -12.38 1.38 
4HbMd2 0.75 -0.99 2.01 -12.38 1.38 
4HbpHsz 0.75 -0.99 2.00 -12.41 1.35 
4MiFs (40) -10.51 -6.34 -9.82 -25.57 -17.55 
8PhHs (38) 5.69 1.56 3.40 -8.64 -1.35 
8PhHsz 4.08 -0.73 1.73 1.06 2.41 

9MiFs (40) -11.50 -7.50 -9.87 -25.95 -17.53 
 
ตารางที่  4.2-2  เปรียบเทียบความแมนของความเคนกรณีการรองรับแบบธรรมดา  3=NL ,  S=100  กรณีที่ 2 

คาคลาดเคลื่อน  (%) 
ช้ินสวน 

Xσ (z=t/2) Yσ (z=t/4) XYτ (z=t/2) YZτ (z=0) XZτ (z=0) 
Exact (15) 0.539 0.271 -0.0214 0.139 0.339 

4HeHsz (24) -0.87 -0.91 0.20 0.89 48.19 
4PhHsz -34.82 -34.73 -34.94 -34.86 -34.90 
4HpHsz 0.61 0.30 0.53 -5.27 -0.25 
4HbHsz1 -0.38 -0.95 -0.80 9.41 42.69 
4HbHsz2 0.75 0.45 0.65 -4.27 -0.02 

4HbPl -1.16 -1.12 -1.34 -28.70 -0.84 
4HbMd1 0.75 0.45 0.65 -4.27 -0.02 
4HbMd2 0.75 0.45 0.65 -4.27 -0.02 
4HbpHsz 0.75 0.45 0.65 -4.46 -0.05 
4MiFs (40) 0.99 0.97 1.14 -19.51 -21.29 
8PhHs (38) 1.31 -0.61 2.79 -1.58 -2.78 
8PhHsz 3.18 3.61 1.50 14.00 2.85 

9MiFs (40) -0.77 -1.28 -0.41 28.24 -13.71 
ตารางที่  4.2-3  เปรียบเทียบความแมนของความเคนกรณีการรองรับแบบธรรมดา 9=NL ,  S=100  กรณีที่ 2 

คาคลาดเคลื่อน  (%) 
ช้ินสวน 

Xσ (z=t/2) Yσ (z=t/4) XYτ (z=t/2) YZτ (z=0) XZτ (z=0) 
Exact (15) 0.539 0.431 -0.0213 0.219 0.259 

4HeHsz (24) -1.14 -0.95 -1.20 -12.22 8.02 
4PhHsz -40.79 -40.68 -40.75 -16.91 -5.26 
4HpHsz -2.25 -2.06 -2.19 -13.88 4.59 
4HbHsz1 -1.15 -0.95 -1.09 -11.72 8.04 
4HbHsz2 -1.15 -0.95 -1.09 -11.99 7.71 
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4HbPl -1.16 -0.99 -1.09 -0.32 -1.62 
4HbMd1 0.89 1.07 0.70 -0.30 -1.48 
4HbMd2 0.89 1.07 0.70 -0.30 -1.48 
4HbpHsz -1.15 -0.95 -1.09 -11.99 7.71 
4MiFs (40) 1.01 1.25 1.46 -51.12 66.02 
8PhHs (38) -0.03 -0.37 2.64 -49.12 79.41 
8PhHsz -0.02 -0.34 2.66 -14.19 12.21 

9MiFs (40) -1.03 -0.93 -0.29 -34.96 101.07 
 

เมื่อ ),,(),,( 2

2

XYYXXYYX
qL
t τσστσσ =  

 ),(),( XZYZXZYZ
qL
t ττττ =  

โดยที่ตําแหนงที่พิจารณาความเคนในตารางที่  4.2-1   4.2-3   และ  4.2-3  นั้นจะแสดงในรูปที่  4.2-1      
 
จากตารางที่  4.2-1   4.2-2   และ  4.2-3  พบวาทุกช้ินสวนยกเวนช้ินสวน  4PhHsz  ซึ่งเกิดการยึดเนื่อง

จากแรงเฉือนเมื่อ S=100 นั้นจะมีความแมนยําของความเคนดัดมากกวาความเคนเฉือนตั้งฉาก     ทั้งนี้ช้ินสวน  
4HbPl, 4MiFs  และ  9MiFS  นั้นมีการคลาดเคลื่อนของความเคนเฉือนต้ังฉากมากกวารอยละ  20  ในโครงสราง
ที่มีจํานวนแผนพื้นวางซอนกัน  3  ช้ัน( 3=NL )     ขณะที่เมื่อโครงสรางที่มีจํานวนแผนพื้นวางซอนกัน  9  
ช้ัน( 9=NL )   ช้ินสวน  8PhHs  4MiFs  และ  9MiFs   ซึ่งใชสนามการกระจัดช้ันเดียวน้ันจะมีการคลาด
เคลื่อนของความเคนเฉือนต้ังฉากมากกวารอยละ  50 
  

นอกจากนี้หากพิจารณาตารางที่  4.2-2  จะพบวาช้ินสวน  4HeHsz  และ  4HbHsz1  จะมีการคลาด
เคลื่อนของความเคนเฉือนต้ังฉาก  XZτ   มากกวารอยละ  40    เมื่อใชวิเคราะหโครงสรางที่มีจํานวนแผนพื้นวาง
ซอนกัน  3  ช้ัน( 3=NL ) และคา  S=100 
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รูปที่  4.2-1  ตําแหนงที่พิจารณาความเคนกรณีการรองรับแบบธรรมดา 
 

 จากปญหาที่วิเคราะหในตารางที่  4.2-3  สามารถนําช้ินสวนที่สนใจซึ่งมีคาคลาดเคลื่อนของความเคน
ไมเกินรอยละ  20  มาเขียนกราฟแสดงการกระจายตัวของความเคนที่จุดที่สนใจซึ่งความเคนจะมีคาสูงสุดตาม
ตําแหนงที่แสดงในรูปที่  4.2-1  ไดดังรูปที่  4.2-2    โดยจะพบวาในสวนของความเคนแรงดัดนั้นทุกช้ินสวนจะมี
การกระจายตัวของความเคนที่ใกลเคียงกับผลเฉลยมากแทบจะไมแตกตางกันเลย    แตจะสามารถพบความแตก
ตางในการกระจายตัวของความเคนเฉือนต้ังฉากซึ่งพบวาช้ินสวน  4HbMd1  และ  4HbMd2  นั้นจะมีการกระจาย
ตัวของความเคนเฉือนต้ังฉากที่ใกลเคียงกับผลเฉลยมากกวาช้ินสวนอื่นๆที่ใชสนามการกระจัดแบบชั้นเดียวสมมูล
ที่ใชฟงกชันวกเวียน 
 
 นอกจากนี้ผูวิจัยยังไดทําการศึกษาการกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่โครง
สรางไมมีสมมาตรกับระนาบ  xy    คือจะมีรูปแบบของโครงสรางตามกรณีที่  1  (ทุกช้ันมีความหนาเทากัน) ซึ่งมี
จํานวนแผนพื้นวางซอนกัน  4  ช้ัน( 4=NL )   โดยที่  ο021 == θθ ο9043 == θθ    เมื่อ  iθ   คือมุม
ที่วัสดุของแผนพื้นช้ันที่  i   เทียบกับแกนพิกัดฉาก  x  

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  36  ช้ินสวน  
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  9  ช้ินสวน 

มีคา 0.1/ =LW ,  100/ == tLS     มีแรงกระทําแบบไซนตามสมการที่ 4.1.1-1   กระทําที่ดานบน
ของโครงสราง  มีการรองรับแบบธรรมดา    การกระจายตัวของความเคนไดแสดงในรูปที่  4.2-3   ซึ่งพบวาความ
เคนแรงดัดนั้นทุกช้ินสวนจะมีการกระจายตัวของความเคนที่ใกลเคียงกับผลเฉลย     แตความเคนเฉือนต้ังฉากจะ
พบวาช้ินสวน  4HbMd2  ซึ่งสนามการกระจัดในระนาบมีพจนของ  Xz κ2   และ  Yz κ2   จะสามารถใหการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนต้ังฉากที่ดีกวา 
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รูปที่  4.2-2   การกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแบบกรณีที่  2 ( 9=NL ,  S=100  ) 
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รูปที่  4.2-2 (ตอ) การกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแบบกรณีที่  2 ( 9=NL ,  S=100  ) 
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รูปที่  4.2-3   การกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแบบกรณีที่  1 ( 4=NL , S=100  ) 
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รูปที่  4.2-3 (ตอ)  การกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแบบกรณีที่  1 ( 4=NL , S=100  ) 

4.3 ประสิทธิภาพทางคอมพิวเตอร 
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ประสิทธิภาพทางคอมพิวเตอรคือตรวจสอบจํานวนการดําเนินการ (operations) ที่ใชในขั้นตอนการ
สรางเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนซึ่งสามารถทําไดโดยการนับจํานวนครั้งของการบวก  ลบ  คูณ  และหารของ
เมตริกซตางๆ   ในที่นี้กําหนดเมตริกซตัวอยาง  A  และ  B   ทั้งสองเมตริกซมีขนาด  nn ×    สามารถนับ
จํานวนการดําเนินการไดดังนี้ 

 
BA +   มีการดําเนินการ 2n  
BA ×   มีการดําเนินการ 32n  

mA   มีการดําเนินการ 32)1( nm ×−  

)(ALU   มีการดําเนินการ 3

3
2 n  

 
 แตอยางไรก็ตามจํานวนการดําเนินการในการสรางเมตริกซสติฟเนสของทุกชิ้นสวนรวมกันนั้นจะมี
ความสําคัญลดนอยลงเมื่อปญหาที่วิเคราะหมีขนาดใหญขึ้น     โดยจะตรงกันขามในปญหาขนาดเล็กซึ่งจํานวน
การดําเนินการในการสรางเมตริกซสติฟเนสของทุกช้ินสวนจะเปนสัดสวนที่สําคัญของจํานวนการดําเนินการทั้ง
หมดในการวิเคราะห     สิ่งที่ทําใหเปนเชนนี้คือจํานวนระดับขั้นความเสรีของปญหาที่ตองคํานวณหาในทายที่สุด
นั้นเอง  
 
4.4 ความยืนยง 
 

จากผลการวิเคราะหปญหาตางๆขางตนนั้นผลลัพธที่ไดควรที่จะไมขึ้นกับการวางตัวบนแกนพิกัดของปญหา    
ตัวอยางเชน  การกระจัด หรือ ความเคนที่เกิดจากแรงกระทํา  P   ในรูปที่  4.4-1  นั้นจะตองไดเทากันไมวาช้ิน
สวนที่ใชวิเคราะหปญหาจะมีการวางตัวแบบในรูปที่  4.4-1(ก)  หรือรูปที่  4.4-1(ข)   หรืออาจกลาวอีกนัยหนึ่งได
วา  เมตริกซสติฟเนสที่ไดจากการวางตัวของชิ้นสวนแตละแบบนั้นตองเทากันนั่นเอง  ทั้งนี้อาจสามารถตรวจสอบ
ไดจากคาเจาะจงจากสองกรณีตองเทากัน  ช้ินสวนที่ใหคาเจาะจงของชิ้นสวนของการวางตัวทั้งสองแบบเทากัน
แสดงวาช้ินสวนนั้นมีความยืนยง (invariance)     ถึงแมวาความยืนยงของชิ้นสวนนั้นไมสามารถบงบอกวาช้ิน
สวนจะมีการลูเขาของผลเฉลยหรือไม  แตความยืนยงก็มีความสําคัญคือทําใหไมตองกังวลในการใชช้ินสวนใน
การวิเคราะหเพราะไมมีขอจํากัดของการวางตัวของปญหานั้นเอง 
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รูปที่  4.4-1  การวางตัวของปญหาแตละแบบเพื่อทดสอบความยืนยง 

 
 ทั้งนี้ความยืนยงของชิ้นสวนการกระจัดที่ฟงกชันสัณฐานเขียนอยูในรูปพิกัดฉากนั้นจําเปนที่จะตองมี
พจนครบตามสามเหลี่ยมปาสคาล (Pascal triangle)  แตในการศึกษานี้ไดทําการศึกษาเฉพาะชิ้นสวนที่ฟงกชัน
การประมาณตางๆเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติซึ่งจากผลการทดสอบในตารางที่  4.5-1  และ  4.5-2  พบวาช้ิน
สวนทุกช้ินสวนมีความยืนยง 
 
 การกําหนดเพื่อทดสอบความยืนยงของชิ้นสวนที่ใชวิเคราะหแผนที่ซอนเปนช้ันในที่นี้จะกําหนดดังนี้ 
- กรณี (ก)  :  0.2/ =LW ,  5/ == tLS ,  5=t ,  3=NL   และ  NLth i /=   โดยที่  

ο9031 == θθ ο02 =θ  
 
- กรณี (ข)  :  5.0/ =LW ,  10/ == tLS ,  5=t ,  3=NL   และ  NLth i /=   โดยที่  

ο031 == θθ ο902 =θ  
 
4.5 การทดสอบคาเจาะจง 
 

การทดสอบคาเจาะจงเปนการทดสอบที่สําคัญซึ่งใชตรวจสอบรูปแบบไรพลังงานของการกระจัดของ
ช้ินสวน   โดยหากแรงกระทํา  eF   ที่กระทํากับช้ินสวนนั้นเปนสัดสวนกับการกระจัดที่ขั้วของชิ้นสวน  q   
ดวยคาตัวคูณ  µ   ดังนี้ 

 
qFqk e µ==  (4.7-1) 

หรือสามารถเขียนใหมไดวา 
0)( =− qIk µ  (4.7-2) 

 
รูปแบบขางตนเรียกวาสมการคาเจาะจง (eigenvalue equation)   โดยที่  iµ   คือคาเจาะจง (eigenvalue) ของ
เมตริกซสติฟเนส  k   ของช้ินสวนที่พิจารณาซึ่งจะมีทั้งหมดเทากับจํานวนระดับขั้นความเสรีใน  q       ทั้งนี้คา
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เจาะจง  iµ   คาหนึ่งจะคูกับเวกเตอรเจาะจง  
i

q   และหากทําการปรับแกให    1=
i

T

i
qq    แลวนําไปคูณ

กับสมการที่  4.7-2  จะไดวา 
 

ii

T

i
qkq µ=   หรือ  iiU µ=2  (4.7-3) 

 
เมื่อ  iU   คือพลังงานความเครียดภายในชิ้นสวนจากการกระจัดที่ขั้ว  

i
q   นั่นเองซึ่งจะพบวาเมตริกซสติฟเนส  

k   อาจใหคาเจาะจง  0=iµ   เมื่อการกระจัดที่ขั้ว  
i

q   เปนการเคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง    โดยที่ช้ินสวนใน
ระนาบ (plane element) จะมีการเคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง  3  รูปแบบ  สวนในชิ้นสวนสามมิติ หรือช้ินสวน
แผนเปลือก (shell element)  นั้นจะมีการเคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง  6  รูปแบบซึ่งในการทดสอบคาเจาะจงนี้จะ
ตองตรวจสอบวาเมตริกซสติฟเนส  k   ของชิ้นสวนที่สนใจนั้นมีคาเจาะจงที่เปนศูนยครบตามจํานวนการเคลื่อน
ที่แบบวัตถุแข็งเกร็งของชิ้นสวนนั้นๆหรือไม   หากชิ้นสวนที่ศึกษามีคาเจาะจงที่เปนศูนยครบตามจํานวนการ
เคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็งจะสามารถสรุปไดวาช้ินสวนดังกลาวมีความเสถียรนั้นเอง     นอกจากนี้คาเจาะจงยัง
สามารถใชตรวจสอบความยืนยงของชิ้นสวนไดดังกลาวแลวในหัวขอ  4.4  ดวยเชนกัน 
 
ตารางที่  4.5-1  ผลการทดสอบความยืนยง และจํานวนการดําเนินการของชิ้นสวน  4  ขั้ว 

จํานวนการดําเนินการ 
ช้ินสวน 

ครั้ง เทียบเทา 
ความยืนยง 

4HeHsz 186399 1.48 ยืนยง 
4PhHsz 154912 1.23 ยืนยง 
4HpHsz 198993 1.58 ยืนยง 

4HbHsz1 178841 1.42 ยืนยง 
4HbHsz2 183881 1.46 ยืนยง 

4HbPl 168767 1.34 ยืนยง 
4HbMd1 190177 1.51 ยืนยง 
4HbMd2 192696 1.53 ยืนยง 
4HbpHsz 198993 1.58 ยืนยง 

4MiFs 125945 1.00 ยืนยง 
 
ตารางที่  4.5-2  ผลการทดสอบความยืนยง และจํานวนการดําเนินการของชิ้นสวน  8 ขั้วและ  9  ขั้ว 

จํานวนการดําเนินการ 
ช้ินสวน 

ครั้ง เทียบเทา 
ความยืนยง 

8PhHs 699885 1.52 ยืนยง 
8PhHsz 699887 1.52 ยืนยง 
9MiFs 460452 1.00 ยืนยง 
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4.6 การทดสอบแบบหยอม (Patch Test) 
 

การทดสอบแบบหยอมนั้นเปนการตรวจสอบคุณสมบัติของชิ้นสวนวามีการลูเขาของผลเฉลยหรือไม   
ทั้งนี้ช้ินสวนที่ผานการทดสอบแบบหยอมนั้นเมื่อทําการแบงปญหาออกเปนช้ินสวนเล็กๆในการวิเคราะหก็จะได
ผลลัพธโดยประมาณที่ลู เขาสูผลเฉลยแมนตรง (exact solution)  ซึ่งเปนคุณสมบัติที่จําเปนอยางยิ่งในการ
วิเคราะหทางไฟไนตเอลิเมนต 
 
 การทดสอบแบบหยอมสามารถทําไดโดยนําช้ินสวนจํานวนนอยๆมารวมกัน  ทั้งนี้ตองมีขั้วอยางนอย
หนึ่งขั้วที่อยูภายในแบบหยอม (patch) เพื่อที่ขั้วดังกลาวจะถูกใชรวมกันโดยชิ้นสวนสองชิ้นสวน หรือมากกวาซึ่ง
สงผลใหมีขอบของชิ้นสวนที่เช่ือมตอกันอยางนอยหน่ึงรอยตอ     รูปที่  4.5-1  แสดงตัวอยางแบบหยอมที่ใชใน
การทดสอบซึ่งขั้วที่ขอบของแบบหยอมจะถูกกระทําดวยแรงกระทําที่ทําใหเกิดสภาพความเคนคงที่ (state of 
constant stress)  ในขณะที่ขั้วภายในจะไมมีแรงกระทํา และการจํากัดของการกระจัดแตอยางใด    แบบหยอม
จะตองมีการจํากัดการกระจัดที่เพียงพอเพื่อปองกันการเคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็งแตสามารถแสดงสภาพความ
เคนคงที่ดังกลาวขางตนได     โดยหากผลลัพธที่ไดเทา หรือมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยของปญหาอยูในเกณฑที่ยอม
รับไดจึงสามารถสรุปไดวาช้ินสวนดังกลาวผานการทดสอบแบบหยอม 
 
 ช้ินสวนที่จะนํามาทดสอบนั้นตองเปนช้ินสวนที่มีความเสถียร (stability)  คือตองไมมีรูปแบบไรพลัง
งานของการการกระจัด หรือ รูปแบบปลอมของการการกระจัดเมื่อมีการจํากัดการกระจัดที่เพียงพอที่จะไมเกิดการ
เคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง     โดยที่สามารถตรวจสอบความเสถียรของชิ้นสวนไดจากการทดสอบคาเจาะจง 
(eigenvalue test) ของชิ้นสวนดังจะกลาวในหัวขอ  4.5  ตอไป 
 

 การทดสอบแบบหยอมนั้นตองทําการทดสอบทุกๆแบบของสภาพความเคนคงที่คือตองทําทุกๆความ
เคนที่ใชในการสรางชิ้นสวน  เชน ในชิ้นสวนสามมิติจะทําการทดสอบสภาพคงที่ของความเคน  Xσ , Yσ , 

Zσ , XYτ , YZτ  และ XZτ   ในขณะที่ ช้ินสวนแผนพื้นรับแรงดัด (plate bending elements)  ตองสามารถ
แสดงสภาพการคงที่ของแรงดัด  XM ,  YM   และแรงบิด  XYM   ได     ในที่นี้ไดทําการทดสอบแบบหยอมโดย
ใชแผนที่มีสมบุติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic material) 
 
 จากผลการทดสอบแบบหยอมในตารางที่  4.6-1  และ  4.6-2  พบวาช้ินสวนทุกช้ินสวนที่ศึกษาจะ
สามารถผานการทดสอบแบบหยอมในสวนของการรับแรงดึง และแรงเฉือนระนาบ   แตจะไมสามารถผานใน
สวนของการดัด และการบิด    ทั้งนี้การทดสอบแบบหยอมในสวนของแรงเฉือนตั้งฉากนั้นจะมีช้ินสวน  4PhHsz   
4MiFs   9MiFs   8PhHs   และ  8PhHsz  ซึ่งสวนทั้ง  5  ช้ินสวนนี้ไดสมมติใหความเคนเฉือนตั้งฉากเปนศูนยที่
ขอบบน และขอบลางของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน      แมวาช้ินสวนจะไมสามารถผานการทดสอบแบบ
หยอมในทุกแบบแตช้ินสวนที่ศึกษาก็ยังมีการลูเขาสูคําตอบอยูดงัไดแสดงในหัวขอ  4.1 
 
 



 

 

104

 
ตารางที่  4.6-1  ผลการทดสอบแบบหยอมของชิ้นสวน  4  ขั้ว 
ช้ินสวน การบิด แรงเฉือนต้ังฉาก การดัด แรงดึง แรงเฉือนระนาบ 
4HeHsz ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4PhHsz ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HpHsz ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 

4HbHsz1 ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HbHsz2 ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 

4HbPl ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HbMd1 ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HbMd2 ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HbpHsz ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 

4MiFs ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 
 
ตารางที่  4.6-2  ผลการทดสอบแบบหยอมของชิ้นสวน  8 ขั้วและ  9  ขั้ว 
ช้ินสวน การบิด แรงเฉือนต้ังฉาก การดัด แรงดึง แรงเฉือนระนาบ 
8PhHs ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 
8PhHsz ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 
9MiFs ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 

 
4.7 ชิ้นสวนในโปรแกรมสําเร็จรูป 
 

ในที่นี้ผูวิจัยไดศึกษาชิ้นสวนในโปรแกรม  ANSYS 5.4 (74) ที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นตาง
วัสดุที่วางซอนเปนช้ันนั้นพบวาช้ินสวนที่มีในโปรแกรมนี้จะไมใชช้ินสวนพันทางหรือช้ินสวนผสมแตอยางใดแต
จะเปนช้ินสวนการกระจัดที่เปนช้ินสวนเปลือกบาง  2 ช้ินสวน  และชิ้นสวนสามมิติ  1  ช้ินสวนดังแสดงในตาราง
ที่  4.7-1 
 
ตารางที่  4.7-1  ช้ินสวนที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่วางซอนเปนช้ันใน ANSYS 5.4 

ช่ือ จํานวนขั้ว DOF ตอขั้ว 
SHELL91 8 6 
SHELL99 8 6 
SOLID46 8 3 
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V
all nodes       :   u(z)=0
nodes 1,4,7  :   w(z)=0

P
nodes 1,3,7  :   w(z)=0
nodes 1        :  u(z)=v(z)=0

M
nodes 1,4,7  :   w(0)=u(z)=0
nodes 1         :   v(z)=0

Xσ
nodes 1,4,7  :   w(0)=u(z)=0
nodes 1         :   v(z)=0

V
nodes  1,4,7      :   w(0)=u(z)=v(z)=0
nodes  2,3,8,9   :   u(z)=0

2.52.5
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t=0.5

X

Y

1.75

0.75 (1) (2) (3)
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in-plane
shearing

 
 

รูปที่  4.5-1  การทดสอบแบบหยอม



บทท่ี  5 
 

สรุปผลการวิจัย 
 

จากงานวิจัยพบวาการกระจัดตามทฤษฎี  ESLT  ที่ใชในชิ้นสวน  4MiFs  และ  9MiFs  มีความงาย และ
ไมสิ้นเปลืองในการคํานวณ  โดยใหผลการวิเคราะหในระดับโดยรวม เชน การโกงตัว  แรงในแนวแกน   แรงดัด
ฯลฯ สําหรับโครงสรางทั่วไปไดดี    แตทั้งนี้ก็ยังไมสามารถที่จะใหผลการวเิคราะหของความเคนเฉือนต้ังฉากใน
ระดับแตละช้ันไดดีเพียงพอ     เนื่องจากทฤษฎี  ESLT  นั้นสมมุติใหความเครียดเฉือนตั้งฉากมีความตอเนื่อง
ตลอดความหนาของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันซึ่งทําใหความเคนเฉือนตั้งฉากจะไมตอเนื่องกันตรงรอยตอแตละช้ัน
ของโครงสรางอันมีสาเหตุจากการที่แตละชั้นมีคุณสมบัติของวัสดุที่แตกตางกันนั้นเอง 
 

ทฤษฎีการกระจัดหลายชั้น (LWT) ไมเหมือนกับทฤษฎี  ESLT  คือจะทําการสมมุติสนามการกระจัด
ตลอดความหนาของโครงสรางโดยที่จะสมมุติสนามการกระจัดตามแตละช้ันของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปน
ช้ัน    สงผลใหความเครียดเฉือนตั้งฉากไมจําเปนตองตอเนื่องกันในแตละช้ันอันนําไปสูความเคนเฉือนตั้งฉากที่
สามารถมีความตอเนื่องได 
 

เมื่อเปรียบเทียบกับทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT  แลวพบวาทฤษฎีการกระจัดแบบ  PLWT ที่ใชในชิ้น
สวน 4HbPL นั้นจะสามารถใหคาการกระจัดและความเคนโดยเฉพาะคาความเคนเฉือนตั้งฉากของโครงสราง
แผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันที่มีจํานวนช้ันมาก (แผนพื้นซอนกัน 9 ช้ัน) ไดดีกวาทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT 
แมวาการใชฟงกชันวกเวียนในทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT จะสามารถใหความเคนเฉือนตั้งฉากที่ดีเมื่อโครง
สรางมีจํานวนชั้นนอยๆ (แผนพื้นซอนกัน  3  ช้ัน) แตในโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่มีจํานวนชั้นมากขึ้นนั้นคา
ความเคนเฉือนตั้งฉากจะคลาดเคลื่อนมากขึ้นตามไปดวย  และพบวาทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT  จะมีการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนต้ังฉากที่ไมตอเนื่องบริเวณรอยตอระหวางชั้นของแผนพื้นตางวัสดุ 
 

โดยการที่จะใชแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎีใดทฤษฎีหนึ่งเพียงทฤษฎีเดียวอาจไมใชวิธีที่เหมาะสม
ท่ีสุดในการวิเคราะหโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันทั่วๆไป     การใชสนามการกระจัดแบบรวมในชิ้นสวน  
4HbMD1  และ  4HbMD2       โดยที่การวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่มีจํานวนชั้นนอย (แผนพื้นซอนกัน  3  
ช้ัน)  นั้นสามารถแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้นเพื่อใหไดความเคนเฉือนต้ังฉากที่แมนยําขึ้น    ช้ินสวนทั้งสองนี้จึงเปนอีก
ทางเลือกหนึ่งแทนการใชช้ินสวนสามมิติ  เพราะสามารถใหทั้งความแมนยําและ ความประหยัดในการคํานวณ  
 
 ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว  และช้ินสวนผสมจากหลักการเฮลลิง
เกอร-ไรสเนอรซึ่งเปนช้ินสวนที่มีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่มนั้นพบวา    ควรที่จะสมมุติจํานวนพารามิเตอร

ตางๆโดยใหคา  CR (
λ

β

nn
n

q +
= )  ไมเกิน  3  เพราะจากการที่ช้ินสวน  4HbHsz1  ซึ่งมีคา  33.3=CR   จะ
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ใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากคลาดเคลื่อนรอยละ 43 เมื่อใชวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนกัน  3  ช้ันที่
มีคาอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ (S=100) 
 

ช้ินสวนอันดับต่ํา (ช้ินสวน  4  ขั้ว) ซึ่งไมมีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่มเชน  ช้ินสวนพันทางแบบบาง
สวนจากหลักการจิง-เลียว (ช้ินสวน 4PhHsz) และช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปร
ดวยวิธีทัณฑกรรม (ช้ินสวน 4HpHsz) จะพบวาเกิดการยึดเนื่องจากแรงเฉือนเมื่อคาอัตราสวนความยาวตอความ
หนามากๆ (S>100)    ดังนั้นการสรางช้ินสวนจากหลักการแปรผันทั้งสองขางตนจึงควรใชช้ินสวนอันดับสูง เชน 
ช้ินสวน  8  ขั้ว  8PhHs  และ  8PhHsz  เพื่อหลีกเลี่ยงปญหาการยึดตัวเนื่องจากแรงเฉือน 

 
จากชิ้นสวน  4HbpHsz  ที่มีการใชวิธีทัณฑกรรมกับช้ินสวน  4HbHsz2  ที่สรางจากหลักการเฮลลิง

เกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวพบวาไมไดทําใหช้ินสวน  4HbpHsz  ใหคาการกระจัดและความเคนตางจากชิ้น
สวน  4HbHsz2  อยางมีนัยสําคัญ 
 
 นอกจากนี้ช้ินสวนพันทางแบบบางสวนนั้นจะมีขอเสียจากการที่สมมุติความเคนเฉือนตอเนื่องกันในแต
ละช้ันของแผนพื้นทําใหในโครงสรางที่ประกอบดวยแผนจํานวนมากขึ้นจะมีจํานวนการดําเนินการเพิ่มมากขึ้น
จากการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   ที่มีขนาดใหญ    โดยจะไมเหมือนกับช้ินสวนพันทาง และชิ้นสวน
ผสมที่มีการสมมุติสนามความเคนในแตละช้ันที่ไมขึ้นแกกัน   ทําใหขนาดของเมตริกซ  H   จะไมขึ้นกับจํานวน
ของแผนพื้นตางวัสดุที่ประกอบกันเปนโครงสราง 

 
จากการทดสอบหากพิจารณาดานความแมนของการกระจัดนั้น  ช้ินสวนที่ศึกษาในงานวิจัยนี้จะใหคา

การกระจัดที่แมนยําใกลเคียงกัน  แตหากจะพิจารณาจากแงของความแมนของความเคนแลวพบวาช้ินสวน 
4HbHsz2 4HbMd1  และ  4HbMd2  ซึ่งเสนอโดยผูวิจัย  และชิ้นสวน  4HeHsz  ซึ่งเสนอโดยชวงและได (24)  
นั้นสามารถใหคาความเคนโดยเฉพาะความเคนเฉือนตั้งฉากที่ดีในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่มีสมมาตรกับ
ระนาบ xy    แตหากตองการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ไมมีสมมาตรกับระนาบ  xy  พบวาช้ินสวน  4HbMd2   
จะใหการกระจายตัวของความเคนตลอดความหนาของโครงสรางที่ดีกวา 
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ภาคผนวก  ก 
 

รายละเอียดชิ้นสวนท่ีศึกษา 
 

ก1.  ชิ้นสวน  4HeHsz   
 
 จากหลักการหาความเคนที่เหมาะสมดังแสดงในสมการที่ 3.1.1.1-8  ซึ่งจะตองมีการคํานวณคา  IM1   
และ  IM2     ทั้งนี้อาศัยหลักการจากสมการที่  2.1.1-16  จะสามารถเขียนสมการที่  3.1.1.1-8ก  ไดใหมดังนี้ 
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โดยที่การหาคาอนุพันธเหลานี้จะอาศัยหลักการไอโซพาราเมตริกกับเมตริกซจาโคบีซึ่งจะไดวา 
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 ทั้งนี้เมื่อนําสมการที่  ก1-3  ถึง  ก1-5  แทนลลงในสมการที่  ก1-1  และ  ก1-2  ซึ่งจะไดเมตริกซ  IM1   
และ  IM2   สามารถคํานวณเมตริกซ  IP

)
  ในสมการที่  3.1.1.1-11  สุดทายก็สามารถไดเมตริกซสติฟเนสจาก

สมการที่  3.1.1.1-14  และ  3.1.1.1-15 
 
ก2.  ชิ้นสวน  8PhHs 
 

จากสมการขางตนการกระจัดในสมการที่  3.1.2.2-1  จะสามารถเขียนไดวา 
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จากสมการที่  ก2-1  ฟงกชันสัณฐานที่แสดงไวสามารถเขียนไดดังนี้ 
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เมื่อฟงกชันสัณฐานที่แตละขั้วของชิ้นสวน  8  ขั้วตามรูปที่  ก2-1  คือ 
 



 

 

115

7 6 5

4

3
21

8
ξ

η

(-1,1) (0,1) (1,1)

(1,0)

(1,-1)

(0,-1)

(0,0)

(-1,0)

(-1,-1)

 
รูปที่  ก2-1  การเรียงขั้วของชิ้นสวน 8 ขั้ว 

 

)1)(1)(1(
4
1

1 ηξηξ −−−−−=N  

)1)(1(
2
1 2

2 ηξ −−=N  

)1)(1)(1(
4
1

3 ηξηξ −+−−+=N  

)1)(1(
2
1 2

4 ηξ −+=N  

)1)(1)(1(
4
1

5 ηξηξ ++−++=N  

)1)(1(
2
1 2

6 ηξ +−=N  

)1)(1)(1(
4
1

7 ηξηξ +−−+−=N   

)1)(1(
2
1 2

8 ηξ −−=N  

 
โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดฉาก  X  และ  Y  สามารถหาไดจากความสัมพันธในสม

การที่  3.1.1.1-23   คือ  ηξ ,, 1211, jjXj NRNRN +=  และ  ηξ ,, 2221, jjYj NRNRN +=  เปนตน   
โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบคือ 
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จากการกระจัดในสมการที่  3.1.2.2-1,  ก2-2  และ  ก2-3  จะไดวา 
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ก3.  ชิ้นสวน  8PhHsz 
 
 ความเคนเฉือนตั้งฉากของชั้นที่  I   หรือ  I

tσ   นั้นจะใชสนามความเคนเฉือนต้ังฉากเหมือนกับช้ิน
สวน  8PhHs ไดเปนดังแสดงในสมการที่  3.1.2.2-3    แตจากการที่ใชสนามการกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  
จะได 
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จํานวนการกระจัดที่ขั้วทั้งหมดของชิ้นสวน  8  ขั้วแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน  1  ช้ินสวนซึ่งประกอบดวยแผนพื้น  
NL   ช้ันมี  72  คาซึ่งไมขึ้นกับจํานวนชั้นของแผนพื้นเมื่อ  

i
q   คือการกระจัดสามัญที่ขั้ว  j   เขียนไดวา 
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จากสมการที่  ก3-4  และ  ก3-5  จะไดวา 
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ก4.  ชิ้นสวน  4PhHsz   
 
 จากการที่ใชสนามการกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  จะได 
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จํานวนการกระจัดที่ขั้วทั้งหมดของชิ้นสวน  4  ขั้วแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน  1  ช้ินสวนซึ่งประกอบดวยแผนพื้น  
NL   ช้ันมี  36  คาซึ่งไมขึ้นกับจํานวนชั้นของแผนพื้นเมื่อ  
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q   คือการกระจัดสามัญที่ขั้ว  j   เขียนไดวา 
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โดยที่เมตริกซ  I

fjB   และ  I
tjB   นั้นจะเหมือนกับสมการที่  ก3-6  และ  ก3-7  ตามลําดับ     ในสวนของการ

สมมติสนามความเคนเฉือนต้ังฉากนั้นก็จะมีลักษณะที่คลายกับช้ินสวน  8PhHs  ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 
 
 (1) จากความเคนในสมการที่  3.1.2.2-3  ซึ่งถูกแบงออกเปนสองสวนดังนี้ 
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โดยที่   I

tP ,  I

YZ
β   และ  I

XZ
β   ถูกกําหนดไวดังตอไปนี้ 

 
สําหรับช้ันลางสุด : 
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ββ =1  เมื่อ  i=1,2,...5  

T

jXZ
ββ =1   j=5(NL -1)+2+ i    เมื่อ NL ≥  2 และ i=1,2,...5 

  
สําหรับช้ันบนสุด : 
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T

l
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XZ
ββ = l=5(2NL -3)+4+ i    เมื่อ NL  ≥  2 และ i=1,2,...5 

 
สําหรับช้ันใดๆที่อยูระหวางชั้นลางสุด และชั้นบนสุด :  
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ββ =   f=5( I -2)+2+ i    เมื่อ I  ≥  2 และ i=1,2,3,…..8 

T
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I

XZ
ββ =   g=5(NL -1)+5( I -2)+4+ i    เมื่อ NL  ≥  2 , I  ≥  2 และ i=1,2,3,…..8 

 



 

 

120

 (2) กระบวนการรวมจะทําเชนเดียวกับกระบวนการรวมของชิ้นสวน  ทั้งนี้จากการใชความเคนที่สมมติ
ขางตนจะทําใหมีพารามิเตอรความเคนที่ใชในการสรางชิ้นสวนเพียง (10NL - 6) 
 
 
 
 
ก5.  ชิ้นสวน  4HpHsz   
 
 ช้ินสวนนี้จะใชสนามการกระจัดเหมือนกับช้ินสวน   4HeHsz, 8PhHsz  และ  4PhHsz  จึงทําให
เมตริกซ  I

qN   และ  I
qB  นั้นเหมือนในชิ้นสวน  4HeHsz    โดยที่สนามความเคนที่ใชคือ 
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เมื่อ 
)],,1(),,,1(),,,1[( 2 ηξζηξζηξ=A  (ก5-2) 

 
โดยที่เมตริกซ  P   จะเปนเมตริกซที่มีเมตริกซ  A   เรียงอยูในแนวทแยงมุมซึ่งทําใหความเคนในแตละสวนนั้น
ไมขึ้นแกกัน  นอกจากนี้จะใชคา  510=χ / E22       ทั้งนี้แมวาสนามความเคนที่สมตินี้จะไมขึ้นแกกันแตเนื่องวิธี
ถวงน้ําหนักทําใหการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  )( I

p
I HH χ+   ไมสามารถทําไดโดยงายเหมือนที่กลาว

ในภาคผนวก  ข.   
 
ก6.  ชิ้นสวน  4HbHsz1   
 
 ช้ินสวนนี้จะใชสนามการกระจัดเหมือนกับช้ินสวน  4HeHsz, 8PhHsz ฯ   จึงทําใหเมตริกซ  I

qN   
และ  I

qB  นั้นเหมือนกับของชิ้นสวน  4HeHsz    โดยที่สนามความเคนที่ใชคือ 
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โดยที่เมตริกซ  P   จะเปนเมตริกซที่มีเมตริกซ  A   เรียงอยูในแนวทแยงมุมซึ่งทําใหความเคนในแตละ

สวนนั้นไมขึ้นแกกันซึ่งทําใหเกิดรูปแบบพิเศษของเมตริกซ  IH   ที่สามารถหาเมตริกซผกผันไดโดยงายดัง
แสดงในภาคผนวก  ข.   
 
 การกระจัดสวนเพิ่มที่ใชในชิ้นสวนนี้คือ 
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 (ก6-3) 

เมื่อ 
)],,([ ξηηξξη=L  (ก6-4) 

 
จากจํ าน วนพ ารามิ เตอ ร ค วาม เค น   การกระจั ดส วน เพิ่ ม   และการกระจั ดที่ ส อดคล อ งพบ ว าค า  
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C     เมื่อ  σn  คือจํานวนของพารามิเตอรความเคนของชิ้นสวน   qn  คือ

จํานวนของการกระจัดที่เขากันไดตอขั้วของชิ้นสวน  และ λn  จํานวนพารามิเตอรการกระจัดสวนเพิ่มของชิ้น
สวน 
 
ก7.  ชิ้นสวน  4HbHsz2   
 
 ช้ินสวน  4HbHsz2  จะใชสนามการกระจัดที่สอดคลอง  และสนามความเคนที่เหมือนกับช้ินสวน  
4HbHsz1    จึงทําใหเมตริกซ  I

qN   และ  I
qB  นั้นเหมือนในชิ้นสวน  4HeHsz      ในขณะที่สนามการกระจัด

สวนเพิ่มซึ่งจะเปนตามสมการที่  ก6-3  แตจะสมมติเมตริกซ   L   ดังนี้ 
 

)],,(),,,([ ξηηξξηζξηηξξη=L  (ก7-1) 
 

สงผลใหคา  22.2
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ก8.  ชิ้นสวน  4HbPl   
 
 การกระจัดที่สอดคลองจะถูกสมมติเปนการกระจัดหลายช้ันแบบบางสวนคือ 
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โดยการกระจัดที่ขั้วสามารถเขียนไดวา 
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N
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wvvvuuuq ],,.....,,,,.....,,[ 121121 ++=      ตามสนามการกระจัดที่สมมติในสม

การที่  ก8-1   หรือ  II
q

I
q qNu =   โดย  I

qN   คือเมตริกซประมาณการกระจัดซึ่งสามารถเขียนไดวา 
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 โดยที่สนามความเคนที่ใชคือ 
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โดยที่เมตริกซ  P   จะเปนเมตริกซที่มีเมตริกซ  A   เรียงอยูในแนวทแยงมุมซึ่งทําใหความเคนในแตละสวนนั้น
ไมขึ้นแกกันซึ่งทําใหเกิดรูปแบบพิเศษของเมตริกซ  IH   ที่สามารถหาเมตริกซผกผันไดโดยงายดังแสดงในภาค
ผนวก  ข.      สวนสนามการกระจัดสวนเพิ่มซึ่งจะเปนตามสมการที่  ก6-3  และ  ก6-4   ซึ่งช้ินสวน  4HbPl   ใน

แตละชั้นจะมีคา  85.2
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ก9.  ชิ้นสวน  4HbMd1   
 
 ช้ินสวน  4HbMd1  จะใชการกระจัดแบบรวมซึ่งเปนการรวมการกระจัดหลายชั้นแบบบางสวนกับการ
กระจัดช้ันเดียวที่เปนพจนของ  3z   คือ 
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 โดยการกระจัดที่ขั้วสามารถเขียนไดวา 
 

TI qqqq ],....,,[
421

=  (ก9-2) 
 
เมื่อ   T

j
N
jjj

N
jjjj

wvvvuuuq ],,.....,,,,.....,,[ 121121 ++=      ตามสนามการกระจัดที่สมมติในสม

การที่  ก9-1   หรือ  II
q

I
q qNu =   โดย  I

qN   คือเมตริกซประมาณการกระจัดซึ่งสามารถเขียนไดวา 
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 (ก9-5) 
 
สนามความเคนที่ใชก็เปนตามสมการที่  ก8-1  โดยกําหนดให 
 

)],,,1(),,,,1(),,,,1[( 2 ξηηξζξηηξζξηηξ=A  (ก9-6) 
 

การที่มีเมตริกซ  A   เรียงอยูในแนวทแยงมุมซึ่งทําใหความเคนในแตละสวนนั้นไมขึ้นแกกันซึ่งทําให
เกิดรูปแบบพิเศษของเมตริกซ  IH   ที่สามารถหาเมตริกซผกผันไดโดยงายดังแสดงในภาคผนวก  ข.   สวน
สนามการกระจัดสวนเพิ่มซึ่งจะเปนตามสมการที่  ก6-3  และ  ก7-1   ซึ่งช้ินสวน  4HbPl   ในแตละช้ันจะมีคา  
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ก10.  ชิ้นสวน  4HbMd2   
 
 ช้ินสวน  4HbMd2  จะใชการกระจัดแบบรวมซึ่งเปนการรวมการกระจัดหลายชั้นแบบบางสวนกับการ
กระจัดช้ันเดียวที่เปนพจนของ  2z  และ 3z   ดังแสดงในสมการที่  3.1.4.1-8    เมตริกซประมาณการกระจัด  

I
qjN   ในสมการที่  3.1.4.1-11  และเมตริกซ   I

qjB   ในสมการที่   3.1.4.1-12   สนามความ เคน   และ
ก าร ก ร ะ จั ด ส ว น เพิ่ ม จ ะ ส ม ม ติ เห มื อ น กั บ ใน ชิ้ น ส ว น   4HbMd1  ทํ า ให ใ น แ ต ล ะ ชั้ น จ ะ มี ค า  
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ก11.  ชิ้นสวน  4HbpHsz   
 
 จะสมมติสนามการกระจัดที่สอดคลอง  การกระจัดสวนเพิ่ม  และความเคนที่ เหมือนกับช้ินสวน  
4HbHsz2   นอกจากนี้จะใชคา  510=χ / E22 
 
ก12.  ชิ้นสวน  4MiFs   
 
 จากสมการที่  3.2.1.1-1  และ  3.2.1.2-11  จะไดวา 
 

]...[ 421 qqqq BBBB =  (ก12-1) 
โดยที่ 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
−

−

=

Xii

Yii

XiYiXiYi

Yiyi

XiXi

iq

NN
NN

zNzNNN
zNN

zNN

B

,000
,000

0,,,,
0,0,0
00,0,

  เมื่อ  ς
2
tz =  (ก12-2) 

 
และจากสมการที่  3.2.1.1-2  และ  3.2.1.2-12  จะไดวา 
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อาศัยเมตริกซจาโคบีจะได 

ηξ ,,, 1211 LRLR
X
LL X +=

∂
∂

=   และ  ηξ ,,, 2221 LRLR
Y
LL Y +=

∂
∂

=  (ก12-3ก) 

โดยที่ 
)](2),1)(31(),1(2[,, 3222

21 ηηξηξηξξξ −−−−−−== LL  
)]31)(1(),2)((),2)(1[(,, 2232

21 ηξηξξηξηη −−−−−−== LL  
 
ก13.  ชิ้นสวน  9MiFs   
 
 จากสมการที่  3.2.1.1-1  และ  3.2.1.2-11  จะไดวา 
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]...[ 921 qqqq BBBB =  (ก13-1) 
โดยที่ 
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รูปที่  ก13-1  การเรียงขั้วของชิ้นสวน  9  ขั้ว 

 
เมื่อกําหนดให 
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โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดฉาก  X  และ  Y  สามารถหาไดจากความสัมพันธในสมการที่  
3.1.1.1-23   คือ  ηξ ,, 1211, jjXj NRNRN +=  และ  ηξ ,, 2221, jjYj NRNRN +=  เปนตน   โดย
ที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบคือ 
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และจากสมการที่  3.2.1.1-2  และ  3.2.1.2-12  จะไดวาเมตริกซ  λB   เชนเดียวกับสมการที่  ก12-3  และการหา
อนุพันธเหมือนในสมการที่  ก12-3ก  แตในที่นี้คาอนุพันธเทียบกับพิกัดธรรมชาติคือ 
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ภาคผนวก  ข 
 

รูปแบบพิเศษของเมตริกซ  H 
 

 หากทําการสมมุติสนามความเคนในรูปของพิกัดธรมชาติโดยไมขึ้นแกกันซึ่งไมจําเปนตองสอดคลอง
กับสมการสมดุล   โดยในปญหาสวนใหญที่ละผลของความเคนต้ังฉาก ( Zσ ) อาจเขียนไดเชน 
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ทําใหสามารถเขียนเมตริก  H   ไดดังนี้ 
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ทังนี้หากสมมุติใหความเคนแรงดัด และความเคนเฉือนนั้นประมาณดวยฟงกชันที่เหมือนกันในความเคนนั้นๆคือ  

0fif PP =   และ  0tit PP =   ตามลําดับจะไดวา 
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เมื่อ  1−= SC   ซึ่งทําใหในการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   นั้นเพียงแคหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  

fA   และ  tA   เทานั้นซึ่งใชเวลานอยกวาการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   ที่มีสมมุติสนามความเคนให
ขึ้นแกกันเพื่อใหสอดคลองกับสมการสมดุล และมีรูปแบบที่ไมเหมือนดังแสดงขางตน 
 
 ทั้งนี้การหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  fA   และ  tA   สามารถทําไดโดยงาย  ตัวอยางเชนในช้ินสวน
พันทาง  4  ขั้วที่มีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่มซึ่งจะชวยบังคับการสมดุลของความเคนดวยนั้นอาจใชสนาม
ความเคนแรงดัดคือ 
 

],,[ 2
0 aaaPf ζζ=                     เมื่อ  ],,,1[ ξηηξ=a  (ข-7) 

 
เมื่อ  ζ   คือพิกัดธรรมชาติในแนวตั้งฉากของแผนพื้นแตละชั้น     ดังนั้นสามารถเขียนเมตริกซ  fA   ไดใหมเปน 
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จากความสัมพันธในกรณีของแผนพื้นซึ่งจะมีพิกัดฉากในแนวตั้งฉาก  Z  อยูในแนวเดียวกับพิกัดธรรมชาติใน
แนวตั้งฉากของแผนพื้นแตละช้ัน  ζ   ซึ่งทําใหเมตริกซจาโคเบียนไมไดเปนฟงกชันของ  ζ   ดังแสดงในสมการ
ที่  3.1.1.1-22,  3.1.1.1-23  และ  3.1.1.1-27    โดยหากกําหนดให 
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จะไดวา 
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เมื่อกําหนดให 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

−

−

90.
9096

15185.4

5/2.
4/23/2
3/22/22

~
1

1

symsym
TT  (ข-11)  



 

 

130

 
และ  11 )(

~ −− == aaAA T  (ข-12) 
 
 

จากสมการขางตนพบวาการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  fA   สามารถทําไดโดยงายเพียงแคหา
เมตริกซผกผันของเมตริกซ  A   และ  T   เทานั้น     สวนการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  tA   ก็สามารถทํา
ไดในทํานองเดียวกัน      นอกจากนี้ยังพบวาหากสมมุติให  000 PPP tf ==   ซึ่งเขียนดวยเมตริกซการ
ประมาณที่เหมือนกัน   ตัวอยางเชน 

 
],,[ 0

2
0000 aaaPP tf ζζ==  (ข-13) 

 
ทําใหในการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   นั้นจําเปนตองหาแตเมตริกซผกผันของเมตริกซ  

∫= dAaaA T
000     และเมตริกซ  T   เทานั้น 
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ภาคผนวก  ค 
 

เมตริกซสมบัติของวัสดุ 
 

ค1  วัสดุท่ีมีสมบัติเทากันทุกทิศทาง (isotropic material) 
 

ในวัสดุที่มีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic material) หากพิจารณาความสัมพันธระหวาง
ความเคน และความเครียดของแผนพื้นจะไดวา 
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โดยที่  E คือโมดูลัสยืดหยุน (elastic modulus)     G คือ โมดูลัสเฉือน (shear modulus)   และ  υ  คืออัตรา
สวนปวสซอง (Poisson's ratio)    นอกจากนี้สําหรับสมมุติฐานที่มักใชในการวิเคราะหแผนพื้นคือ  ความเคนตั้ง
ฉาก  Zσ   นั้นมีคานอยจนสามารถที่จะละทิ้งไดซึ่งทําใหความเครียดตั้งฉาก  Zε   นั้นสามารถขจัดออกไปได
โดยกําหนดคา  0=Zσ   ดังสามารถเขียนความสัมพันธในสวนของการรับแรงดัดไดวา 
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ค2  วัสดุท่ีเปนวัสดุผสม (composite material) 
 
 หากพิจารณาความสัมพันธระหวางความเคน และความเครียดของแผนพื้นช้ันที่  I   จะไดวา 
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เมื่อ  θcos=c   และ  θsin=s   ซึ่ง  θ   คือมุมที่แนวการวางตัวของวัสดุผสม (แกนพิกัดที่  1 ) ถูกวัด
เทียบกับแกนพิกัดฉาก  X  โดยมีคาบวกเมื่อมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกาดังรูปที่  ค2-1   
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รูปที่  ค2-1  มุมแนวการวางตัวของวัสดุผสมของแผนพื้นช้ันที่  I  
 

จากความสัมพันธ  
jj

ji

ii

ij

EE
νν

=   เมื่อ  i   และ j   คือ  1, 2, 3     จะพบวามีคาคงที่  9  คาที่จําเปนในการกําหนด

คุณสมบัติของวัสดุของแผนพื้นแตละช้ันคือ  11E , 22E , 33E , 12G , 23G , 13G , 12ν , 23ν   และ  13ν   
เปนค าคงที่ ของวัสดุของแผนพื้ น ช้ันที่   I   แต ในที่ นี้ กํ าหนดให   2233 EE = ,  1213 GG =   และ  

1213 νν =   ดังนั้นจะเหลือเพียงคาคงที่  6  คาที่จะใชในการกําหนดคุณสมบัติของวัสดุของแผนพื้นแตละช้ัน 
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 นอกจากนี้สําหรับสมมุติฐานที่มักใชในการวิเคราะหแผนพื้นคือ  ความเคนต้ังฉาก  Zσ   นั้นมีคานอย
จนสามารถที่จะละทิ้งไดซึ่งทําใหความเครียดตั้งฉาก  Zε   นั้นสามารถขจัดออกไปไดโดยกําหนดคา  0=Zσ   
ดังสามารถเขียนความสัมพันธในสวนของการรับแรงดัดไดวา 
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เมื่อ  
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โดยที่หากให                          
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

== −

44

3433

242322

14131211

1

.
C
CCsym
CCC
CCCC

SC ff  (ค2-4) 

จะไดวา 
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⋅
−=   เมื่อ  2,1, =ji  

                    )1)(1( −−= jiC  เมื่อ  6,5,4, =ji  
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 

 นายปยวิทย  ศรีชุมพวง เกิดเมื่อวันที่  16  เดือนกันยายน  พุทธศักราช  2519  ที่อําเภอเมือง  จังหวัด
พัทลุง  เปนบุตรคนที่สองในจํานวนพี่นองสองคน  ในวัยเด็กตองยายตามบิดามารดาซึ่งมีอาชีพรับราชการไปยัง
จังหวัดตางๆ  จนกระทั่งไดเขามาศึกษาชั้นมัธยมตนที่โรงเรียนเตรียมอุดมศึกษานอมเกลาในกรุงเทพมหานคร  ช้ัน
มัธยมปลายเปนนักเรียนของโรงเรียนเตรียมอุดมศึกษา  และไดเขาเรียนที่คณะวิศวกรรมศาสตร  จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัยในปพุทธศักราช  2537  ในสาขาวิศวกรรมโยธา  เมื่อสําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตร
บัณฑิตในปพุทธศักราช  2541  ก็ไดเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  ที่จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัยตอทันทีซึ่งไดเสนองานวิจัยฉบับนี้แกคณะกรรมการเพื่อขอจบการศึกษา 
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