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This thesis presents an analysis of electromagnetic wave scattering from 

arbitrary shape conducting objects in 3D space by using the boundary element method. 
One drawback associated with using the boundary element method to analyse 
electromagnetic wave scattering from closed conducting surface is occurrence of 
spurious solution at some frequencies, which is called “internal resonance problem”. 
This thesis proposed a technique to overcome the internal resonance problems by 
placing the location of observation points of integral equation on two fictitious surfaces 
closed to the scatterer surface. In addition, the measurements of scattered wave from 
conducting sphere and conducting cylinder have been carried out. 

The computational results of the presented method have been verified with the 
result from previously published data, for which the observation points are located on 
one fictitious surface, and the results from analytical method. The computational results 
agree well with result from the analytical method, and there is no occurrence of spurious 
solutions. The results of measurement are inclined to the computational results. 
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บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ในปจจุบันไดมีการพัฒนารูปแบบของการประยุกตใชงานคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน
ดานการสื่อสารในหลายรูปแบบดวยกัน เชน ระบบวิทยุติดตามตัว, ระบบไมโครเวฟภาคพื้นดิน, 
ระบบโทรศัพทเคลื่อนที่ และระบบการสื่อสารผานดาวเทียม เปนตน ระบบเหลานี้เปนการ
ติดตอส่ือสารกันระหวางผูสงกับผูรับ และนอกจากนี้ยังมีการพัฒนารูปแบบการใชงานคลื่น
แมเหล็กไฟฟาที่ถือวามีความสําคัญและเปนประโยชนอยางมากอีกรูปแบบหนึ่งคือระบบเรดาร 
ระบบเรดารนั้นไดมีการคนควาและนํามาใชงานโดยกองทัพสหรัฐอเมริกาในป ค.ศ. 1940 ซึ่งคําวา 
radar นั้นมาจากคําวา radio detection and ranging สืบเนื่องมาจากในชวงแรกนั้นเรดารที่มีการ
ใชงานอยูนั้นใชเพื่อวัตถุประสงค 2 ประการดวยกันคือ การตรวจสอบและระบุตําแหนงของวัตถุ
เปาหมาย แตในปจจุบันนี้ไดมีการพัฒนาเรดารเพื่อใชในการจําแนกประเภทของเปาหมาย, ระบุ
ชนิดของเปาหมายและการสรางภาพจําลองของวัตถุเปาหมาย และยังมีการนําระบบเรดารมา
พัฒนาและใชงานในหลายรูปแบบดวยกัน ไดแก ระบบควบคุมการคมนาคมทางอากาศและทาง
ทะเล การตรวจสอบสภาพอากาศ การตรวจจับความเร็ว การศึกษาคนควาและวิจัยทางดารา
ศาสตร การตรวจสอบและศึกษาสภาพของแหลงทรัพยากร นอกจากนี้ยังมีการพัฒนาเพื่อนํามาใช
ในดานการทหาร เชน การตรวจสอบตําแหนงของขาศึกและระบบนําวิถีของอาวุธ  เปนตน จากที่
กลาวมานี้จะเห็นวาระบบเรดารนั้นไดมีการนํามาใชงานในหลายดานดวยกัน 

การทํางานของเรดารอาศัยการศึกษาเกี่ยวกับปรากฏการณการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟาหรือปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา ซึ่งโดยทั่วไปปญหาการกระเจิงของ
คลื่นแมเหล็กไฟฟาจะมีรูปแบบของปญหาดังรูปที่ 1.1 ปญหานี้เกิดจากการที่ภาคสงหรือ
แหลงกําเนิดคลื่นสงคลื่นแมเหล็กไฟฟามาตกกระทบบนวัตถุเปาหมาย และสนามของคลื่นตก
กระทบนี้จะกระตุนใหมีกระแสเหนี่ยวนําเกิดขึ้นที่วัตถุเปาหมาย กระแสเหนี่ยวนําที่เกิดขึ้นนี้จะเปน
เสมือนแหลงกําเนิดคลื่นอันที่สองที่จะแผกระจายคลื่นแมเหลก็ไฟฟาออกจากวัตถุเปาหมายไปยัง
ภาครับ และการพิจารณาเกี่ยวกับปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟานั้นมักจะเรียกวัตถุ
เปาหมายวา ตัวกระเจิงคลื่น (scatterer) และคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่กระจายหรือกระเจิงออกมาจาก
ตัวกระเจิงคลื่นนั้นมักจะเรียกวา คลื่นกระเจิง (scattered wave) 
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ตัวกระเจิงคล่ืน 

 คล่ืนตกกระทบ  

คล่ืนกระเจิง  คล่ืนกระเจิง 

 คล่ืนกระเจิง 
คล่ืนกระเจิง 

 
รูปที่ 1.1 รูปแบบของปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหล็กไฟฟา 

แนวทางในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาแบงไดเปน 2 
วิธีคือ ระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห (analytical method) และระเบียบวิธีตัวเชิงเลข (numerical 
method) การใชระเบียบวิธีเชิงวิเคราะหในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
นั้นจะเหมาะกับปญหาที่ตัวกระเจิงคลื่นมีโครงสรางเปนรูปทรงเรขาคณิตที่สอดคลองกับระบบพิกัด
ที่ใชในการวิเคราะห ตัวอยางเชน ตัวกระเจิงคลื่นที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่มีหนาตัดของ
ทรงกระบอกเปนรูปวงกลมและตัวกระเจิงคลื่นที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกลม เปนตน ระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขนั้นสามารถใชในการวิเคราะหปญหาที่ตัวกระเจิงคลื่นมีรูปรางไมเจาะจงได ในการวิเคราะห
ปญหาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขนั้นสามารถแบงไดเปน 2 ประเภท คือ ประเภทที่ใชสมการอนุพันธ
ในการวิเคราะหปญหาและประเภทที่ใชสมการอินทิกรัลในการวิเคราะหปญหา 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชสมการอนุพันธในการวิเคราะหปญหา ไดแก  วิธีไฟไนต
อีลีเมนต (finite element method) และ วิธีผลตางสืบเนื่อง (finite difference method) วิธีการ
เหลานี้จะพิจารณาบริเวณทั้งหมดของปญหา ทําใหตัวไมทราบคาที่ตองการหานั้นมีจํานวนมาก
และเนื่องจากปญหาการกระเจิงคลื่นนี้มีบริเวณของปญหาเปนบริเวณเปดจึงทําใหไมเหมาะสมที่
จะใชวิธีไฟไนตอีลีเมนตและวิธีผลตางสืบเนื่องในการวิเคราะห แตอยางไรก็ตามไดมีการปรับปรุง
วิธีการทั้งสองนี้ใหสามารถใชกับปญหาในบริเวณเปดได โดยใชเทคนิคอ่ืนๆ รวมดวย ตัวอยางเชน 
อินฟนิตอีลีเมนต (infinite element) และเงื่อนไขขอบเขตแบบดูดกลืน (absorbing boundary 
condition) แตวิธีการเหลานี้จะมีความซับซอนมากเมื่อตัวกระเจิงคลื่นมีโครงสรางไมเจาะจง 
ตัวอยางของงานวิจัยที่ใชวิธีไฟไนตอีลีเมนตและวิธีผลตางสืบเนื่องในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาไดแก 
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Yao-Bi, Nicolas, and Nicolas (1993) เสนอวิธีไฟไนตอีลีเมนตในการวิเคราะห
การกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติโดยใชเงื่อนไขขอบเขตแบบดูดกลืนเปรียบเทียบกับ
วิธีการผสมที่ใชวิธีไฟไนตอีลีเมนตรวมกับวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการแกปญหาการกระเจิงของ
คลื่นแมเหล็กไฟฟาคลื่นใน 2 มิติ 

Belhora and Pichon (1995) เสนอเงื่อนไขขอบเขตแบบดูดกลืนที่ใชรวมกับวิธี 
ไฟไนตอีลีเมนตในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ โดยเงื่อนไข
ขอบเขตแบบดูดกลืนนี้พิจารณาตามเงื่อนไขการแพรกระจายคลื่นของซอมเมอร เฟลด 
(Sommerfeld radiation boundary condition) และเงื่อนไขการแผกระจายคลื่นของเบยลิสสและ
เตอรเคล (Bayliss–Turkel radiation boundary condition) 

Gratkowski (1996) เสนอวิธีไฟไนตอีลีเมนตที่ใชอินฟนติอีลีเมนตในการวิเคราะห
ปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ โดยใหอีลีเมนตที่อยูติดกับบริเวณเปดอยูในรูป
ของอินฟนิตอีลีเมนตที่เปนอีลีเมนตปลายเปดแทนอีลีเมนตแบบทั่วไปที่เปนรูปปดเพื่อใชรูปแบบ
อินฟนิตอีลีเมนตในการประมาณสนามที่ระยะไกล 

Chen and Hong (1997) เสนอวิธีผลตางสืบเนื่องที่ใชกับสมการอินทิกรัลของ
สนามไฟฟาและสนามแมเหล็กและใชสมการวัดความไมแปรปรวน (measured equation of 
invariance, MEI) ในการวิเคราะหการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชสมการอินทิกรัลในการวิเคราะหปญหา ไดแก วิธี
โมเมนต (moment method) และ วิธีเบาวนดารีอีลีเมนต (boundary element method) วิธีการ
เหลานี้เปนการสรางสมการที่ผูกความสัมพันธเฉพาะตรงบริเวณผิวของตัวกระเจิงคลื่นโดยจะเปน
การพิจารณาเฉพาะบริเวณขอบเขตของปญหาเทานั้น จึงทําใหสามารถลดมิติของปญหาลงไดหนึ่ง
มิติเปนผลใหตัวไมทราบคาที่ตองการหานั้นมีจํานวนนอยลง อีกทั้งวิธีการนี้ยังสามารถใชกบัปญหา
ที่มีบริเวณของปญหาเปนบริเวณปดหรือบริเวณเปดก็ได ตัวอยางของงานวิจัยที่ใชวิธีโมเมนตและ
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหปญหาไดแก 

Kagami and Fukai (1984) เสนอการใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะห
ปญหาสนามแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ โดยพิจารณาปญหาของความไมตอเนื่องของทอนําคลื่น 
(waveguide discontinuities problems) ปญหาตัวกลางชนิดหลายชั้น (multi-layered media 
problem) และปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา (electromagnetic scattering 
problems) เปนกรณีของปญหาที่วิเคราะหเพื่อแสดงใหเห็นวาวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเปนวิธีเชิงตัว
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เลขที่มีประสิทธิภาพในการวิเคราะหปญหาสนามแมเหล็กไฟฟาเนื่องจากใชจํานวนตัวไมทราบคา
นอยกวาวิธีไฟไนตอีลีเมนตและใหผลที่มีความแมนยําและยังสามารถใชกับปญหาสนามแมเหล็ก
ไฟฟาในบริเวณเปดไดโดยที่ไมตองใชวิธีการอื่นๆรวมดวย 

Huber, Rieger, Haas, and Rucker (1999) เสนอวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใช
สนามเปนตัวแปรในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยใช           
อีลีเมนตขอบอันดับสูงในการประมาณสนามบนผิวโคงและใชวิธีกาเลอคินในการสรางระบบ
สมการเชิงเสน 

ในงานวิทยานิพนธนี้เลือกใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาเนื่องจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตสามารถลดมิติของปญหาลงไดหนึ่ง
มิติทําใหตัวไมทราบคามีจํานวนนอยลงและสามารถใชกับปญหาที่มีบริเวณของปญหาเปนบริเวณ
เปดไดและกําหนดขอบเขตของงานวิทยานิพนธนี้ไวในกรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําเทานั้น 

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารี        
อีลีเมนตนั้นเปนที่ทราบกันดีวาจะมีปญหาเรโซแนนซภายใน (interior resonance problems) 
เกิดขึ้น ทําใหคําตอบที่ไดมีความผิดพลาดจากคําตอบที่แทจริงมากที่ความถี่บางคา หรือกลาวอีก
นัยหนึ่งคือมีความถี่เอกฐาน (singular frequency) เกิดขึ้น ปญหาเรโซแนนซภายในนี้เกิดขึ้นเมื่อ
ใชวิธีสมการอินทิกรัลตามขอบ (boundary integral equation) กับตัวกระเจิงคลื่นที่เปนผิวปด
ปญหาเรโซแนนซภายในนี้ไดมีผูศึกษามากอนแลวและพบวา ความถี่เอกฐานที่เกิดขึ้นนี้สอดคลอง
กับความถี่เรโซแนนซ (resonant frequency) ของโพรง (cavity) ที่มีรูปรางเชนเดียวกับตัวกระเจิง
คลื่นและตัวกลางภายในโพรงมีสมบัติเชนเดียวกับบริเวณภายนอกตัวกระเจิงคลื่น ที่ความถี่         
เรโซแนนซของโพรงนี้จะไมมีคําตอบสําหรับสมการอินทิกรัลตามขอบ (boundary integral 
equation) เนื่องจากตัวดําเนินการอินทิกรัลอยูในภาวะเอกฐาน ณ ความถี่นี้ แตเมื่อใชวิธีการแบง
สวนยอย (discretization) ในการแกสมการอินทิกรัลนี้ พบวา ดีเทอรมิแนนทของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์จะไมเทากับศูนย แตจะมีคานอยมาก ๆ เนื่องจากความผิดพลาดที่เกิดขึ้นจากวิธีการ
แบงสวนยอยที่ใชในการประมาณคา และจากการศึกษาพบวามีผูเสนอวิธีในการแกไขปญหา       
เรโซแนนซภายในอยูหลายแนวทางดวยกัน เชน การปรับผิวของจุดสังเกตจากตําแหนงที่อยูบนผิว
ของตัวกระเจิงคลื่นใหอยูที่ผิวขอบเขตสมมติ (fictitious boundary) การสมมติใหเลขคลื่นใน
สมการอินทิกรัลตามขอบเปนจํานวนเชิงซอนซึ่งเสมือนกับวามีการสูญเสียเกิดขึ้นในตัวกลางและ
การใชสมการอินทิกรัลของสนามรวม (combined field integral equation) ที่ใชสมการอินทิกรัล
ของสนามไฟฟา (electric field integral equation) และสมการอินทิกรัลของสนามแมเหล็ก 
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(magnetic field integral equation) รวมกัน ตัวอยางของงานวิจัยในการแกปญหาเรโซแนนซ
ภายใน ไดแก 

Toyoda, Matsuhara and Kumagai (1988) เสนอการใชสมการอินทิกรัลแบบ
ขยาย (extended integral equation) และใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชจุดสังเกตอยูบนผิวสมมติ
ที่อยูใกลกับผิวตัวกระเจิงคลื่นเพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายในในการวิเคราะหปญหาการกระเจิง
ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติจากตัวกระเจิงคลื่นที่มีโครงสรางเปนทรงกระบอก วิธีการดังกลาว
นี้สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิวสมมติเพื่อทําใหความถี่ที่เกิด
ปญหาเรโซแนนซภายในเลื่อนไปจากความถี่เดิมที่เคยเกิดปญหาขึ้นทําใหสามารถหาผลเฉลย ณ 
ความถี่ที่ตองการ แตยังคงมีปญหาเรโซแนนซเกิดขึ้นที่ความถี่อ่ืน 

Collins, Jin, and Volakis (1992) เสนอการแกปญหาเรโซแนนซภายในในการ
วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติที่ใชวิธีไฟไนตอีลีเมนตและวิธีสมการ
อินทิกรัลตามขอบรวมกันโดยการใชวิธีสมมติใหเลขคลื่นในสมการอินทิกรัลตามขอบเปนจํานวน
เชิงซอนซึ่งวิธีการนี้สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในได แตตองสมมติใหมีการสูญเสียเกิดขึ้น
ภายในตัวกลางที่คลื่นแพรกระจาย 

Monzon and Damaskos (1994) เสนอวิธีโมเมนตในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่ใชเทคนิควัตถุพาราสิติก (parasitic body technique) ในการ
แกปญหาเรโซแนนซภายใน โดยใชหลักในการแบงผลเฉลยหรอืสนามที่ไดที่ความถี่เรโซแนนซออก
เปนสนามที่เปนผลเฉลยที่ถูกตองและผลเฉลยพาราสิติกที่เปนสวนของสนามเรโซแนนซที่ไมเทากับ
ศูนย ณ ความถี่เรโซแนนซ และอาศัยกลไกการสูญเสียในตัวกลางที่ผิวภายนอกตัวกระเจิงคลื่นใน
การลดผลที่เกิดขึ้นจากผลเฉลยพาราสิติก แตวิธีการนี้ใชการกําหนดใหมีการสูญเสียเกิดขึ้นภายใน
ตัวกลางที่คลื่นแพรกระจายซึ่งในความเปนจริงนั้นไมมกีารสูญเสียเกิดขึ้น 

Sheng, Jin, Chew, and Lu (1998) เสนอวิธีโมเมนตที่ใชสมการอินทิกรัลของ
สนามรวมที่ประกอบดวยสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟาและสมการอินทิกรัลของสนามแมเหล็ก
เพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
ใน 3 มิติจากตัวกระเจิงคลื่นเอกพันธและใชอัลกอริทมึมัลติลีเวลฟาสทมัลติโพล (multilevel fast 
multipole algorithm) เพื่อชวยในการลดหนวยความจําที่ตองการใชซึ่งทําใหลดเวลาในการ
คํานวณ ซึ่งวิธีการสมการอินทิกรัลของสนามรวมนี้สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในได แต
อยางไรก็ตามวิธีการนี้ตองใชสมการอินทิกรัลถึงสองสมการทําใหตองใชเวลาในการคํานวณ
มากกวาวธิีที่ใชสมการอินทิกรัลเพียงสมการเดียวและยังมีความซับซอนเพิ่มข้ึน 
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Yoshii (1999) เสนอวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสอง
ผิวเพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายในในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 
มิติจากตัวกระเจิงคลื่นที่มีโครงสรางเปนทรงกระบอก วิธีการดังกลาวนี้สามารถแกปญหา            
เรโซแนนซภายในไดและไมมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดข้ึนที่ความถี่ใดเลย วิธีการนี้มีขอดีคือไม
ตองดัดแปลงสมการในการคํานวณมากนัก 

Yufa and Shanjia (2000) เสนอวิธีโมเมนตในการวิเคราะหการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติจากตัวกระเจิงคลื่นที่เปนวัตถุตัวนําและแกปญหาเรโซแนนซภายในโดย
อาศัยแนวคิดที่วา กระแสเชิงผิว (surface current) ประกอบดวย กระแสที่ไมใชโหมดเรโซแนนซ 
(non resonant mode current) ซึ่งเปนกระแสที่ทําใหเกิดสนามของคลื่นกระเจิงที่ถูกตองและ
กระแสโหมดเรโซแนนซ (resonant mode current) และจะใชเทคนิคการแตกคาเอกฐาน (singular 
value decomposition) และวิธีอินเวอรสเพาเวอร (inverse power method) เพื่อหากระแสที่ไมใช
โหมดเรโซแนนซโดยใชเงื่อนไขที่วา สนามรวมที่จุดภายใน (interior point) ของตัวกระเจิงคลื่นตอง
เปนศูนย 

จากงานวิจัยที่กลาวมานี้ผูเสนอวิทยานิพนธเห็นวาการแกปญหาเรโซแนนซ
ภายในตามแนวความคิดของ Yoshii ที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้นมีขอดีเนื่องจาก
ไมเกิดปญหาเรโซแนนซภายในที่ความถี่ใด และไมตองดัดแปลงวิธีที่ใชในการคํานวณตามระเบียบ
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนตมากนักเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีการอื่นที่ไดกลาวมาแลว อยางไรก็ตาม
งานวิจัยของ Yoshii ไดพิจารณาเฉพาะปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติเทานั้น 
ดังนั้นผูเสนอวิทยานิพนธจึงมีความคิดที่จะนําวิธีการแกปญหาเรโซแนนซภายในตามแนวคิดของ 
Yoshii มาใชในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติเพื่อใหไดวิธี   
เบาวนดารีอีลีเมนตที่สามารถกําจัดปญหาเรโซแนนซภายในได  

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

1. เพื่อเสนอวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติที่เกิด
จากการตกกระทบของคลื่นระนาบกับวัตถุตัวนําผิวเรียบที่มีรูปรางไมเจาะจงโดยใช วิธีเบาวนดารี 
อีลีเมนต 

2. เพื่อเสนอวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่สามารถคํานวณไดอยางมีเสถียรภาพและไม
มีปญหาเรโซแนนซภายใน โดยใชจุดสังเกตหลายจุดในการสรางสมการตามระเบียบวิธีเบาวนดารี
อีลีเมนต 
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1.3 ขอบเขตของการวิจยั 

1. วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติจากการตกกระทบ
ของคลื่นระนาบบนตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําผิวเรียบโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชจุดสังเกต
หลายจุดเพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายใน 

2. เขียนโปรแกรมเพื่อคํานวณตามวิธีวิเคราะห ในขอ 1  

3. ทดสอบดัชนีแสดงสภาวะเลวของเมตริกซในกรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําทรง
กลม 

4. หาคาภาคตัดขวางเปาเรดารในขอ 3 แลวเทียบกับคําตอบที่ไดจากวิธีเชิง
วิเคราะห 

5. ทดสอบกับกรณีตัวอยางอื่น ๆ ที่มีการตีพิมพไว 

6. ทําการทดลองเกี่ยวกับการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากวัตถุตัวนําและ
เปรียบเทียบผลที่ไดจากการทดลองกับผลที่ไดจากการใชวิธีเชงิตัวเลข 

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1. ไดวิธีการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติจากวัตถุ
ตัวนําที่ไมมีสภาวะเลวของสมการเมตริกซและไมมีปญหาเรโซแนนซภายใน 

2. โปรแกรมจําลองผลการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นใน 3 มิติจากวัตถุ
ตัวนํา 

1.5 ขั้นตอนและวธิีดําเนนิการวิจัย 

1.  ศึกษาวิธีวิ เคราะหตาง  ๆ  ที่ ใช ในการแกปญหาการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟา 

2. ศึกษา วิเคราะห และหาวิธีลดความบกพรองของชุดคําตอบที่ไดจากวิธี   
เบาวนดารีอีลีเมนตในการแกปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา 

3. นําวิธีการในขอ 2 มาประยุกตใชในการแกปญหาการกระเจิงของคลื่นใน 3 มิติ 

4. เขียนโปรแกรมจําลองผลการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่น ในขอ 3 
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5. ทําการทดลองเกี่ยวกับการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากวัตถุตัวนํา 

6. เปรียบเทียบและวิเคราะหผล 

7. จัดทําเอกสารวิทยานิพนธ 



บทที่  2 

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ 
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต 

2.1 ความนาํ 

ในบทนี้จะกลาวถึงวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ทฤษฎีตางๆที่นําเสนอในบทนี้จะเปนหลักการที่ใชในการคํานวณในบท
ตอไป เนื้อหาในบทนี้ประกอบดวย ในหัวขอ 2.2 กลาวถึงสมการพื้นฐานในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติโดยนําเสนอในรูปแบบของสมการสเกลารซึ่งจะใชระเบียบ
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหหาผลเฉลยของปญหานี้และจะกลาวถึงการเลือกผิวของจุด
สังเกตที่ใชในการแกปญหาเรโซแนนซภายใน ในหัวขอ 2.3 จะนําเสนอตัวอยางการคํานวณดวยวิธี
เบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของตัวกระเจิงคลื่นที่ เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูป
ทรงกระบอกหนาตัดเปนรูปวงกลมและยาวเปนอนันต โดยใชการเลือกผิวของจุดสังเกตในการ
แกปญหาเรโซแนนซภายใน ซึ่งจะพิจารณาในกรณีที่ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวและ
กรณีที่ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

2.2 สมการพืน้ฐานในการวิเคราะหปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหลก็ไฟฟาใน 2 มิติ 

ปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติเปนปญหาที่ตัวกระเจิงคลื่นมี
โครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่มีความยาวตามแนวแกนของทรงกระบอกมากกวาความยาวคลื่น
ของคลื่นแมเหล็กไฟฟามาก ทําใหสามารถประมาณไดวา ไมมีการเปลี่ยนแปลงของสนามตาม
แนวแกนของทรงกระบอก เมื่อพิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากตัวกระเจิง
คล่ืนที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่มีหนาตัดของทรงกระบอกคงตัวและทรงกระบอกวางตัวอยู
ในแนวแกน z  ดังรูปที่ 2.1 โดยกําหนดให Γ  เปนผิวของตัวกระเจิงคลื่น, oΩ  เปนบรเิวณภายนอก
ของตัวกระเจิงคลื่น และ iΩ  เปนบริเวณภายในตัวกระเจิงคลื่น 

ในที่นี้จะพิจารณากรณีของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่เปนสนามแมเหล็กไฟฟาฮารมอ
นิกเชิงเวลา (time harmonic electromagnetic field) ซึ่งคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นในปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจะตองสอดคลองกับสมการแมกซเวลลในโดเมนความถี่ดังนี้ 

EjJaH zz

rrr
0ωε+=×∇                 (2.1) 

HjE
rv

0ωµ−=×∇                  (2.2) 
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ในที่นี้ 

E
r  และ H

r  คือ เวกเตอรความเขมสนามไฟฟาและเวกเตอรความเขมสนามแมเหล็ก 

zJ  คือ ความหนาแนนของกระแสไฟฟาในแนวแกน z  

0ε  และ 0µ  คือ สภาพยอมและสภาพซาบซึมไดของอวกาศวาง 

ω  คือ ความถี่เชิงมุมของคลื่นแมเหล็กไฟฟา 

nr

Γ

oΩ iΩ x

y

z

 
รูปที่ 2.1 ตัวกระเจิงคลื่นที่มโีครงสรางรูปทรงกระบอกที่มหีนาตัดของทรงกระบอกคงตัว 

และทรงกระบอกวางตัวอยูในแนวแกน z  

เมื่อแยกองคประกอบของสนามไฟฟา สนามแมเหล็กและตัวดําเนินการเดล 
ออกเปน 2 องคประกอบ  คือ องคประกอบของสนามไฟฟาตามขวางและในแนวแกน  z  
องคประกอบของสนามแมเหล็กตามขวางและในแนวแกน z  แลว สนามไฟฟาและสนามแมเหล็ก
สามารถแสดงไดดังนี้ 

zzt HaHH rrr
+=                  (2.3) 

zzt EaEE rrr
+=                  (2.4) 
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เนื่องจากการประมาณใหไมมีการเปลี่ยนแปลงของสนามตามแนวแกน z  ดังนั้นตัวดําเนินการเดล
สามารถแสดงไดเปนดังนี้ 

tzt z
a ∇=

∂
∂

+∇=∇
r                  (2.5) 

y
a

x
a yxt ∂

∂
+

∂
∂

=∇
rr                  (2.6) 

เมื่อแทนสมการที่ (2.3), (2.4) และ (2.5) ลงในสมการที่ (2.1) และ (2.2) จะได 

tzzzzzzttt EjEjaJaHaH
rvrrr

00 ωεωε ++=×∇+×∇             (2.7) 

tzzzzttt HjHjaEaE
rvrr

00 ωµωµ +−=×∇+×∇               (2.8) 

และจากสมการที่ (2.5) และ (2.6) นี้ทําใหสามารถแบงคลื่นแมเหล็กไฟฟาออกไดเปน 2 ชุดคือ 
zTE  และ zTM  

zTM :  zzzztt EjaJaH 0ωε
vrr

+=×∇                 (2.9) 

tzzt HjEa
rr

0ωµ=×∇                (2.10) 

zTE :  zztt HjaE 0ωµ
vr

−=×∇               (2.11) 

tzzt EjHa
rr

0ωε=×∇                (2.12) 

โดยในกรณีของ zTM  (E-wave) นั้น 0=== zyx HEE  และในกรณีของ zTE  (H-wave) นั้น 
0=== zyx EHH  ซึ่งในกรณีทั้งสองนี้มีสมการคลื่นเปนดังนี้ 

zTM  :  zzzt JjEkE 0
22 ωµ=+∇               (2.13) 

zTE   :  022 =+∇ zzt HkH                (2.14) 

สนามทั้งสองกรณีนี้สามารถแสดงในรูปสมการทั่วไปไดดังนี้ 

gfkft −=+∇ 22   ในบริเวณ oΩ             (2.15) 

โดยที่ f  เปนสนามในบริเวณ oΩ  ซึ่ง zEf =  ในกรณีของ zTM  และ zHf =  ในกรณีของ zTE  
k  เปนเลขคลื่น (wave number) ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในบริเวณ oΩ  และ g  เปนแหลงกําเนิด
ที่อยูในบริเวณ oΩ  
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เงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) ตามขอบเขต Γ  ที่เปนผิวตัวนําสมบูรณ ตองสอดคลอง
กับสมการตอไปนี้ 

กรณีการกระเจิงคลื่นของ zTM   0=f               (2.16) 

กรณีการกระเจิงคลื่นของ zTE   0=∇⋅ fn
r              (2.17) 

โดยที่ nr  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่มีทิศทางพุงออกจากตัวกระเจิงคลื่นและตั้งฉากกับขอบเขต Γ  

เมื่อใชทฤษฎีบทของกรีน (Green‘s theorem) กับสมการที่ (2.15) ในการแปลง
ความสัมพันธจากความสัมพันธในบริเวณทั้งหมดของปญหาการกระเจิงคลื่นแมเหล็กไฟฟาใหเปน
ความสัมพันธที่ขอบเขตของปญหาการกระเจิงคลื่นแมเหล็กไฟฟา ซึ่งก็คือผิวของตัวกระเจิงคลื่น 
จะทําใหไดสมการอินทิกรัลเปนดังนี้ 

เมื่อ op Ω∈
r  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pfpfdlqf
n

qpG
n
qfqpG inc

q
qq

rrr
rrr

rr
−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

−
∂
∂

∫Γ
,,            (2.18) 

เมื่อ ip Ω∈
r  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )pfdlqf
n

qpG
n
qfqpG inc

q
qq

rr
rrr

rr
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

−
∂
∂

∫Γ
,,             (2.19) 

และ 

( ) ( ) ( )∫Ω=
o

q
inc dSqpGqgpf

rrrr
,              (2.20) 

( ) ( )qpkHjqpG rrrr
−−= 2

04
,               (2.21) 

โดยที่ 

( )pf inc r  เปนสนามตกกระทบที่จุด p
r  ที่เกิดขึ้นโดยแหลงกําเนิด ( )qg

r  

( )qpG
rr

,  เปนฟงกชันกรีนแบบ 2 มิติในอวกาศวางไรขอบเขต 

( )qpkH rr
−2

0  เปนฟงกชันแฮงเคลชนิดที่สองอันดับศูนย (Hankel function of 
 second kind of zeroth order) 
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qn∂
∂  เปนอนุพันธในแนวตั้งฉากเทียบกับ qr  ตามขอบเขต Γ  

∫Γ qdl  เปนอินทิกรัลเชิงเสนเทียบกับ qr  ตามขอบเขต Γ  

∫Ω0
qdS  เปนอินทิกรัลเชิงผิวเทียบกับ qr  บนบริเวณ oΩ  

p
r  และ qr  เปนเวกเตอรตําแหนงของจุดสังเกตและจุดแหลงกําเนิด ตามลําดับ 

เมื่อพิจารณาสมการที่ (2.18) แลวพบวา สนามที่จุดใดๆใน oΩ สามารถหาได
จาก f  และ 

qn
f

∂
∂  ที่ขอบเขต Γ  ของตัวกระเจิงคลื่น ดังนั้นจะตองหา f  และ 

qn
f

∂
∂  ที่ขอบเขต Γ  

ใหไดกอนจึงจะสามารถหาสนามใน oΩ ได เราสามารถหา f  และ 
qn

f
∂
∂  ที่ขอบเขต Γ  ของตัว

กระเจิงคลื่นไดจากสมการที่ (2.19) และเมื่อใชเงื่อนไขขอบเขตในสมการที่ (2.16) หรือ (2.17) รวม
ดวยจะทําใหไดสมการอินทิกรัลเปนดังนี้ 

ในกรณีของ zTM  

เมื่อ ip Ω∈
r : 

( ) ( ) ( )pfdl
n
qfqpG inc

q
q

r
r

rr
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

∫Γ ,              (2.22) 

ในกรณีของ zTE  

เมื่อ ip Ω∈
r : 

( ) ( ) ( )pfdlqf
n

qpG inc
q

q

rr
rr

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

− ∫Γ
,              (2.23) 

การแกสมการอินทิกรัลดังในสมการที่ (2.22) และ (2.23) นี้จะใชวิธีเบาวนดารี    
อีลีเมนต โดยจะพิจารณากรณีของคลื่นที่ตกกระทบบนตัวกระเจิงคลื่นเปน zTM  เปนกรณี
ตัวอยางในการแกสมการอินทิกรัลโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ซึ่งมีฟงกชัน ( )

qn
qf

∂
∂

r

 เปนฟงกชันที่

เราตองการหาคําตอบ วิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเปนการรวมเทคนิคของวิธีสมการอินทิกรัลตามขอบ
และเทคนิคการแบงสวนยอยมาใชในการแกปญหา การแกปญหาโดยวิธีนี้นั้นเริ่มโดยการแบง
บริเวณตามแนวขอบเขตของปญหาหรือผิวของตัวกระเจิงคลื่นออกเปนสวนยอยใหมีจํานวนเทากับ 
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N  สวน ซึ่งในปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ บริเวณตามแนวขอบของปญหา
จะเปนเสนรอบรูปของภาคตัดขวางของตัวกระเจิงคลื่น แลวจึงกําหนดหมายเลขใหกับอีลีเมนตโดย
เร่ิมจาก 1 จนถึง N  และกําหนดหมายเลขใหกับจุดหัวและจุดทายของอีลีเมนตที่เรียกวา โนด 
(node) โดยเริ่มต้ังแต 1 จนถึง N  ( )Nnqn ...,,3,2,1; =  ดังรูปที่ 2.2 และสรางคําตอบทดสอบ
โดยกําหนดใหฟงกชันที่ตองการหา ( )

qn
qf

∂
∂

r

 ที่ขอบเขตของปญหาเปนผลรวมของฟงกชันที่ตองการ

หาในแตละชวงอีลีเมนต และในการประมาณฟงกชันในแตละชวงอีลีเมนตจะประมาณดวยฟงกชัน
ฐานแบบ 1 มิติ ดังรูปที่ 2.3 คูณกับพารามิเตอรที่ไมทราบคา ซึ่งแสดงในรูปผลคูณเมตริกซไดดังนี้ 

( ) ( ) { } { }∑ ∑
= =

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=
∂
∂ N

e

N

e

eTe

e

qq

N
n
qf

n
qf

1 1
φ

rr

            (2.24) 

โดยที่ { } ( )
( )⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

qN
qN

N e

e
e

r

r

2

1  เปนเมตริกซขนาด 2×1 เปนฟงกชันรูปรางแบบ 1 มิติ 

{ } ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= e

e
e

2

1

φ
φ

φ  เปนพารามิเตอรที่ไมทราบคา ซึ่งในที่นี้ e
1φ  และ e

2φ  คือ ( )
qn
qf

∂
∂

r

 ที่โนดที่ 1 

และโนดที่ 2 ของอีลีเมนตที่ e  ตามลําดับ 

4

x

y

z

Γ

1
2

3

N

5

6
7

8

N - 2

N - 1

 
รูปที่ 2.2 การแบงขอบเขต Γ  ของตัวกระเจงิคลื่นออกเปนอีลีเมนตยอย 
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1 12 2eN1
eN 2

1 1

 
(ก)     (ข) 

รูปที่ 2.3 ฟงกชันฐานแบบ 1 มิติ (ก) eN1  (ข) eN 2  

เมื่อแทนฟงกชัน ( )
qn
qf

∂
∂

r

 ตามสมการที่ (2.24) ลงในสมการที่ (2.22) จะไดวา 

( ){ } { }[ ] ( )pfdlNqpG inc
q

N

e

eTe r
=∑∫

= Γ1

, φ              (2.25) 

การหาผลเฉลยของสมการที่ (2.25) จะทําโดยใชวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง 
(weighted residual method) ตามวิธีพอยนทแมชชิง (point matching method) กลาวคือจะหา
ผลคูณภายใน (inner product) ของสมการที่ (2.25) กับฟงกชันถวงน้ําหนัก และเลือกฟงกชันถวง
น้ําหนักเปนฟงกชันเดลตา (delta function) โดยใชฟงกชันถวงน้ําหนักจํานวน N  ตัว ซึ่งผลที่ได
คือชุดสมการพีชคณิตเชิงเสนที่มีจํานวนสมการเทากับจํานวนพารามิเตอรที่ไมทราบคา แสดงได
ดังนี้ 

( ){ } { }[ ] ( )j
inc

N

e
q

eTe
j pfdlNqpG rrr∑∫

= Γ

=
1

, φ             (2.26) 

Nj ...,,3,2,1=  

เมื่อจัดรูปสมการที่ (2.26) ใหอยูในรูปสมการเมตริกซ แสดงไดดังนี้ 

[ ][ ] [ ]BA =Φ                 (2.27) 

โดยที่ 

[ ]A  เปนเมตริกซมิติ NN ×   
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และ [ ]A ( ){ }[ ]∑∫
= Γ

=
N

e
q

Te
j dlNqpG

1

, rr              (2.28) 

[ ]B  เปนเมตริกซมิติ 1×N   

และ [ ] ( )j
inc pfB r

=                (2.29) 

[ ]Φ  เปนเมตริกซมิติ 1×N   

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารี        
อีลีเมนตนั้นมักจะมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นซึ่งทําใหคําตอบที่ไดมีความผิดพลาดจาก
คําตอบที่แทจริงมาก ณ ความถี่บางคา หรือ มีความถี่เอกฐานเกิดขึ้นนั่นเอง ปญหาเรโซแนนซ
ภายในนี้เกิดขึ้นเมื่อใชวิธีสมการอินทิกรัลตามขอบกับตัวกระเจิงคลื่นที่เปนผิวปด ซึ่งพบวา ความถี่
เอกฐานที่เกิดขึ้นนี้สอดคลองกับความถี่เรโซแนนซของโพรงที่มีรูปรางเชนเดียวกับตัวกระเจิงคลื่น
และตัวกลางภายในโพรงมีสมบัติเชนเดียวกับบริเวณภายนอกตัวกระเจิง  

จากการศึกษาพบวา แนวทางหนึ่งในการแกไขปญหาเรโซแนนซภายในคือการ
ปรับเลื่อนผิวของจุดสังเกตจากตําแหนงเดิมที่อยูบนผิวของตัวกระเจิงคลื่นใหอยูที่ผิวสมมติซึ่งผิวนี้
จะอยูใกลกับผิวของตัวกระเจิงคลื่นมากโดย Toyoda et al. (1988) ไดเสนอวิธีที่ใชผิวสมมติ       
ผิวเดียว ซึ่งสามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิวสมมติ เมื่อเกดิปญหา  
เรโซแนนซภายในที่ความถี่ที่ตองการ ผลจากการแกปญหาตามวิธีนี้จะทําใหความถี่ที่เกิดปญหา   
เรโซแนนซภายในเลื่อนไปจากความถี่เดิมที่เคยเกิดปญหา จึงทําใหสามารถหาคําตอบ ณ ความถีท่ี่
ตองการได แตปญหาเรโซแนนซภายในก็ยังไมไดถูกกําจัดไป กลาวคือปญหาเรโซแนนซภายในก็ยัง
เกิดขึ้น ณ ความถี่อ่ืน ตอมา Yoshii (1999) ไดเสนอวิธีแกไขปญหาเรโซแนนซภายในโดยใชผิว
สมมติเพิ่มข้ึนอีกผิวหนึ่งจากเดิมที่เคยใชผิวเดียว พบวา สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในได
และไมเกิดปญหาเรโซแนนซภายในที่ความถี่ใดเลย 

2.2.1 การเลือกผิวของจุดสังเกต 

ในงานวิทยานิพนธนี้จะใชการเลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซ
ภายในที่เกิดขึ้นในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารี      
อีลีเมนต ซึ่งประกอบดวย การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวและการใชผิวของจุดสังเกต
เปนผิวสมมติสองผิว 
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2.2.1.1 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผวิสมมติผิวเดียว 

การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวนี้จะกําหนดจุดสังเกต inpp rr
=  ให

อยูบนเสนวงปด iΓ  ที่เปนผิวสมมติซึ่งอยูใกลกับขอบเขต Γ  มาก ดังรูปที่ 2.4 และกําหนดให
ระยะหางระหวางผิว Γ  และ iΓ  เปน δ และกําหนดใหอัตราสวนระหวาง iΓ  ตอ Γ  เปน iα ซึ่ง
ความสัมพันธระหวางพารามิเตอรทั้งสองคือ δα −=1i  ทําใหไดจุดสังเกตบนผิวสมมติเปนดังนี้ 

niin qp rr α=  Nn ...,,3,2,1, =              (2.30) 

โดยที่ 10 << iα  และ iα  ควรมีคาเขาใกล 1  

X

Y

Z

iΩ

oΩ

Γ

iΓ
qr

inpr
0→δ

δ

 
(ก) 

eq1
r

eq2
r

inpr

e

0→δ

iΓ

Γ

X

Y

Z

 
(ข) 

รูปที่ 2.4 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผวิสมมติผิวเดียวในปญหา 2 มิต ิ
(ก) ผิวของจุดสังเกตทีเ่ปนผวิสมมติผิวเดยีว (ข) จุดสังเกตบนผิวสมมติ iΓ  

เมื่อแทนสมการที่ (2.30) ลงในสมการที่ (2.26) จะไดวา 

( ){ } { }[ ] ( )in
inc

N

e
q

eTe
in pfdlNqpG rrr∑∫

= Γ

=
1

, φ              (2.31) 

Nin ...,,3,2,1=  
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เมื่อจัดรูปใหอยูในรูปสมการเมตริกซ [ ][ ] [ ]BA =Φ  โดยมี 

[ ]A ( ){ }[ ]∑∫
= Γ

=
N

e
q

Te
in dlNqpG

1

, rr              (2.32) 

[ ] ( )in
inc pfB r

=                 (2.33) 

2.2.1.2 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนี้จะกําหนดจุดสังเกต 2 จุด ใหอยูบน
เสนวงปด 1iΓ  และ 2iΓ  โดยที่ผิวสมมติทั้งสองนี้อยูใกลกันมากและผิวสมมติทั้งสองยังอยูใกลกับ
ขอบเขต Γ  มากดวย ดังรูปที่ 2.5 

Γ

1iΓ

2iΓ
iΩ

oΩ

x

y

z

 
(ก) 

2qr

1qr

t
r

zar

nr

( )1pr

( )2pr

Γ

1iΓ

2iΓ

x

y

z

 
(ข) 

รูปที่ 2.5 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผวิสมมติสองผิวในปญหา 2 มิต ิ

(ก) ผิวของจุดสังเกตทีเ่ปนผวิสมมติสองผิว (ข) จุดสังเกตบนผิวสมมติ 1iΓ  และ 2iΓ  



 
  19 
กําหนดใหจุดสังเกตบนผิวสมมติทั้งสองเปนดังนี้ 

( ) ( ) ndqqp r
rr

r 1211

2
β+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=               (2.34) 

( ) ( ) ndqqp r
rr

r 2212

2
β+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=               (2.35) 

โดยที่ 

12 qqd rr
−=  เปนระยะระหวางโนด 

( )
d

qq
t 12

rr
r −
=  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่อยูในแนวสัมผัสกับผิวของตัวกระเจิงคลื่น 

tan z

rrr
×=  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่อยูในแนวตั้งฉากกับผิวของตัวกระเจิงคลื่นและมีทิศ

พุงเขาไปภายในตัวกระเจิงคลื่น 

( ) ( )21 ,ββ  เปนจํานวนจริงที่มีคานอยๆ ซึ่งในที่นี้กําหนดให ( ) ( )12 ββ >  

เมื่อแทนจุดสังเกตทั้งสองจากสมการที่ (2.34) และ(2.35) ในแตละอีลีเมนตลงใน
สมการที่ (2.26) ตามลําดับ ใหจุดสังเกตทั้งสองในอีลีเมนตที่ m  เปน ( )1

mpr  และ ( )2
mpr  โดยที่ 

Nm ,...,3,2,1=  จะไดวา 

( )( ){ } { }[ ] ( )( )1

1

1 , m
inc

N

e
q

eTe
m pfdlNqpG rrr∑∫

= Γ

=φ             (2.36) 

( )( ){ } { }[ ] ( )( )2

1

2 , m
inc

N

e
q

eTe
m pfdlNqpG rrr∑∫

= Γ

=φ             (2.37) 

และใชคาสเกลาร ( )1
mα  และ ( )2

mα  ซึ่งเปนคอนจูเกตเชิงซอน คูณสมการที่ (2.36) 
และ (2.37) ตามลําดับ แลวจึงนําสมการทั้งสองมารวมกัน เปนดังนี้ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ } { }[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2211

1

2211 ,, m
inc

mm
inc

m

N

e
q

eTe
mmmm pfpfdlNqpGqpG rrrrrr ααφαα +=+∑∫

= Γ

 

                   (2.38) 
Nm ,...,3,2,1=  
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โดยที่  ( )
( ) ( )12

1 1
mm

m pp
j
rr

−
−=α                (2.39) 

( )
( ) ( )12

2 1
mm

m pp
j
rr

−
+=α                (2.40) 

เมื่อจัดรูปใหอยูในรูปสมการเมตริกซ [ ][ ] [ ]BA =Φ  โดยมี 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ }[ ]∑∫
= Γ

+=
N

e
q

Te
mmmm dlNqpGqpGA

1

2211 ,, rrrr αα            (2.41) 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )2211
m

inc
mm

inc
m pfpfB rr αα +=              (2.42) 

Nm ,...,3,2,1=  

และเมื่อทราบคาของ 
qn

f
∂
∂  ที่ผิวของตัวกระเจิงคลื่นแลวจะสามารถหาสนามที่

ตําแหนงใดๆ ในบริเวณ oΩ ไดจากสมการที่ (2.18) และใชเงื่อนไขขอบเขตรวมดวย และ
เชนเดียวกันจากสมการที่ (2.18) สนามของคลื่นกระเจิงในบริเวณ oΩ  แสดงไดเปนดังนี้ 

( ) ( ) ( )
q

q

sca dl
n
qfqpGpf ∫Γ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

−=
r

rrr ,              (2.43) 

การหาคาของอินทิกรัลในที่นี้ใชการประมาณการอินทิเกรตแบบเกาส (Gauss‘s 
quadrature) (รายละเอียดดังในภาคผนวก ก) และใชการปรับเปลี่ยนรูปของอีลีเมนตเชิงเสนใน
ปริภูมิ 2 มิติ (รายละเอียดดังในภาคผนวก ข) รวมดวย 

2.2.2 การพิจารณาเสถียรภาพของการคํานวณ 

การพิจารณาเสถียรภาพของการคํานวณในที่นี้จะใชเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ (Mittra, 1975) เปนคาดัชนีที่บอกถึงสภาวะเลวของเมตริกซ ซึ่งเมื่อเมตริกซ
สัมประสิทธิ์เปนเมตริกซเอกฐานหรือใกลจะเปนเมตริกซเอกฐานและไมมีคําตอบเฉพาะตัว เลข
แสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะมีคาสูงมากและเขาใกลอนันต และเลขแสดงสภาวะของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์ (condition number) แสดงไดดังนี้ 

( ) 1−⋅= AAAcond                (2.44) 

ซึ่งในที่นี้จะใชนอรมเปนแบบยูคลิเดียน (euclidean norm) 
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ดังนั้นเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปน 

( )
min

max

λ
λ

=Acond                (2.45) 

โดยที่ maxλ  และ minλ  เปนคาเจาะจง (eigenvalue) ที่มากที่สุดและนอยที่สุดของ
เมตริกซ [ ][ ]AAT  

2.3 ผลการคาํนวณในกรณีตัวอยาง 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการคํานวณในกรณีตัวอยางของการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนํา
สมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลม เพื่อตรวจสอบความถูกตอง
ของวิธีการ และผลของการเลือกใชผิวของจุดสังเกตทั้งสองแบบ 

2.3.1 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกหนา
ตัดเปนรูปวงกลมและมีความยาวเปนอนันต 

พิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีคลื่นตกกระทบ zTM  
เปนคลื่นระนาบ ( )jkxE inc

z −=exp  มีการแพรกระจายในทิศทาง x+  ตกกระทบบนตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลมและมีรัศมี
ชองทรงกระบอกเทากับ 1 เมตรและมีความยาวเปนอนันต ดังรูปที่ 2.6 

Y

XZ

incf

inc
zE

inc
yH

 
รูปที่ 2.6 ปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีคลื่นตกกระทบ zTM  ตกกระทบบนตัว
กระเจิงคลืน่ทีเ่ปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลม 
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จะพิจารณาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์เปนคาดัชนีบอกสภาวะเลว 
(ill-condition) ของเมตริกซ และพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารเอกสถิต (monostatic radar 
cross section) ซึ่งเปนภาคตัดขวางเปาเรดารเมื่อกําหนดใหภาครับ (receiver) อยูที่ตําแหนง
เดียวกันกับภาคสง (transmitter) ซึ่งจากสมการที่ (2.34) เมื่อให xarp rr

−= ∞→r;  จะไดวา 

2
2 scafrπσ =

( ) ( )( )
2

exp
4
1
∫
Γ

⋅−⋅
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

= qx
q

dlqajk
n
qf

k
rv

r

          (2.46) 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 99.0=iα  และ 
95.0=iα  พิจารณาในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่น

แมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 100 อีลีเมนต
และมีจํานวนพารามิเตอรที่ไมทราบคาเทากับ 100 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบง
ระยะหางของความถี่อยางสม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

ในกรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  นั้น
ไดผลดังรูปที่ 2.7 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมากและมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น 2 จุดในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  คือที่ 435.2=ka  และ 881.3=ka  ดังในตารางที่ 2.1 
และ 2.2 ตามลําดับ ซึ่งเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและ
มีคาสูงมากเขาใกลอนันตแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ไมมีเสถียรภาพและเปนเมตริกซเอกฐาน ณ 
ตําแหนง 435.2=ka  และ 881.3=ka  เมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดารในรูปที่ 2.8 พบวา
ที่จุดเอกฐานทั้งสองมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่บริเวณรอบๆ ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสองและ
ภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงคาเกิดขึ้นอยางรวดเร็ว 

เชนเดียวกันเมื่อพิจาณากรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว
โดยที่ 95.0=iα  ไดผลดังรูปที่ 2.9 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมาก
และสูงกวาเมื่อใช 99.0=iα  มากและมีจุดเอกฐานเกิดขึ้น 2 จุดในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  คือ
ที่ 532.2=ka  และ 033.4=ka  ดังในตารางที่ 2.3 และ 2.4 ตามลําดับ เลขแสดงสภาวะของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและมีคาสูงมากเขาใกลอนันต เมื่อพิจารณาคา
ภาคตัดขวางเปาเรดารในรูปที่ 2.10 พบวาที่จุดเอกฐานทั้งสองมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่
บริเวณรอบๆ ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสองและภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงคาเกิดขึ้น
อยางรวดเร็ว 



 
  23 
ตารางที่ 2.1 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ณ ความถี่เรโซแนนซที่หนึ่งที่เกิดขึ้นในกรณี
ของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  

ka  ( )Acond  
2.432 12,620 
2.433 12,612 
2.434 12,604 
2.435 20,714 
2.436 12,588 
2.437 12,580 
2.438 12,572 

 

ตารางที่ 2.2 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ณ ความถี่เรโซแนนซที่สองที่เกิดขึ้นในกรณี
ของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  

ka  ( )Acond  
3.878 9,241 
3.879 9,604 
3.880 11,542 
3.881 29,247 
3.882 11,219 
3.883 9,547 
3.884 9,215 
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รูปที่ 2.7 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  พจิารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.8 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผวิเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  พจิารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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ตารางที่ 2.3 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ณ ความถี่เรโซแนนซที่หนึ่งที่เกิดขึ้นในกรณี
ของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 95.0=iα  

ka  ( )Acond  
2.529 4,249,536 
2.530 4,429,717 
2.531 4,746,541 
2.532 12,393,016 
2.533 4,783,755 
2.534 4,396,793 
2.535 4,247,429 

 

ตารางที่ 2.4 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ณ ความถี่เรโซแนนซที่สองที่เกิดขึ้นในกรณี
ของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 95.0=iα  

ka  ( )Acond  
4.030 2,968,304 
4.031 3,104,706 
4.032 3,224,432 
4.033 6,968,859 
4.034 3,283,244 
4.035 3,170,804 
4.036 3,024,504 
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รูปที่ 2.9 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 95.0=iα  พจิารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.10 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 95.0=iα  พจิารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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จากผลของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว  โดยกําหนดให 
99.0=iα  และ 95.0=iα  พบวา เมื่อใช 99.0=iα  จะมีจุดเอกฐานที่หนึ่งอยูที่ตําแหนง 
435.2=ka  และจุดเอกฐานที่สองอยูที่ตําแหนง 881.3=ka  และเมื่อใช 95.0=iα  จะมีจุด     

เอกฐานที่หนึ่งอยูที่ตําแหนง 532.2=ka  และจุดเอกฐานที่สองอยูที่ตําแหนง 033.4=ka  ดังรูปที่ 
2.11 นั่นคือจุดเอกฐานที่เกิดขึ้นมีการปรับเลื่อนไปตามพารามิเตอร iα  ที่เลือกใชดังรูปที่ 2.11 
และ ดังในตารางที่ 2.5 เปนผลใหตําแหนงที่คาภาคตัดขวางเปาเรดารมีความผิดพลาดสูงมากนั้น
เลื่อนตําแหนงไปดวย ดังรูปที่ 2.12 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 2.11 การเลื่อนของความถี่เรโซแนนซเมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα  
(ก) ความถี่เรโซแนนซที่หนึง่ (ข) ความถี่เรโซแนนซที่สอง 
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 2.12 การเลื่อนตําแหนงที่คาภาคตัดขวางเปาเรดารมีความผิดพลาดเกิดขึ้นมาก 
เมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα  

(ก) ความถี่เรโซแนนซที่หนึง่ (ข) ความถี่เรโซแนนซที่สอง 
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ตารางที่ 2.5 การเลื่อนความถี่เรโซแนนซที่หนึ่งเมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα   

iα  ความถีเ่รโซแนนซ ( )ka  
0.99 2.435  (≈ 2.4048 / 0.99) 
0.98 2.454 (≈ 2.4048 / 0.98) 
0.97 2.480 (≈ 2.4048 / 0.97) 
0.96 2.506 (≈ 2.4048 / 0.96) 
0.95 2.532 (≈ 2.4048 / 0.95) 

 

จะเห็นวาการแกปญหาเรโซแนนซภายในโดยใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิว
เดียว พบวาสามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิวสมมติซึ่งก็คือการ
ปรับเปลี่ยนคา iα ของผิวสมมติ เมื่อเกิดปญหาเรโซแนนซภายในที่ความถี่ที่ตองการ ซึ่งทําให
ความถี่ที่เกิดปญหาเรโซแนนซภายในเลื่อนไปจากความถี่เดิมที่เคยเกิดปญหาขึ้น ทําใหสามารถหา
ผลเฉลย ณ ความถี่ที่ตองการได แตอยางไรก็ตามปญหาเรโซแนนซภายในยังไมถูกกําจัดไป
กลาวคือปญหาเรโซแนนซภายในยังคงเกิดขึ้น ณ ความถี่อ่ืน 

ตารางที่ 2.6 การเปรียบเทียบภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ที่ไดจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต 
กรณีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว เมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα  

iα  ( )aRCS π  
0.99 1.0873 
0.98 1.0872 
0.97 1.0874 
0.96 1.0875 
0.95 1.0876 

analytical solution 1.0873 

 

จะเห็นวาเมื่อเปลี่ยนคาของพารามิเตอร iα ที่ใชในการกําหนดผิวของจุดสังเกตที่
เปนผิวสมมติผิวเดียว ภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใช
ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวจะเขาใกลผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห เมื่อ
กําหนด iα  เขาใกล 1 แตเมื่อ iα  มีคาลดลง ภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณดวยวิธี
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เบาวนดารีอีลีเมนตจะมีคาลดลงแลวจึงเพิ่มข้ึน ซึ่งแสดงวาผลการคํานวณดังกลาวนี้มีการแกวง
ของคําตอบที่ไดรอบๆ ผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห ดังในตารางที่ 2.6 

และ เมื่ อ ใ ช ผิ ว ของจุ ดสั ง เ กต เป นผิ วสมมติ สองผิ ว  โดยที่ กํ า หนดให 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )002.0,001.0,02.0,01.0 2121 ==== ββββ  แ ล ะ  ( ) ( )( )0002.0,0001.0 21 == ββ  

และพิจารณาในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
ใน 2 มิติโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 100 อีลีเมนตและมีจํานวน
พารามิเตอรที่ไมทราบคาเทากับ 100 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบงระยะหางของ
ความถี่อยางสม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

ใ น ก รณี ข อ ง ก า ร ใ ช ผิ ว ข อ ง จุ ด สั ง เ ก ต เ ป น ผิ ว ส ม ม ติ ส อ ง ผิ ว โ ด ย ที่ 
( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  นั้นไดผลดัง รูปที่  2.13 ซึ่งพบวาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ

สัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น ซึ่งแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพ และเมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดาร
นั้นจากรูปที่ 2.14 พบวาไมมีตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใดเลย 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวโดยที่ ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  
ไดผลของเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ดังรูปที่ 2.15 และผลของภาคตัดขวางเปาเรดาร
ดังรูปที่ 2.16 และเมื่อใช ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  ไดผลของเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ดังรูปที่ 2.17 และผลของภาคตัดขวางเปาเรดารดังรูปที่ 2.18 จากทั้งสองกรณีนี้พบวา
เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยาง
รวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐานเกิดขึ้นเชนกัน เมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดาร พบวา ไมมี
ตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใดเลย และเมื่อเปรียบเทียบภาคตัด
ขวาเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติ
สองผิวในทั้ง 3 กรณีกับผลของภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะหจะเห็นวา ผลที่ไดมี
คาใกลเคียงกันมากและมีแนวโนมของคาไปในทิศทางเดียวกัน 

 

 

 



 
  31 

 
รูปที่ 2.13 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.14 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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รูปที่ 2.15 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.16 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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รูปที่ 2.17 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  

 
รูปที่ 2.18 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อกําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  พิจารณาในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  
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จากผลการคํานวณของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวโดยให 
( ) ( )( )02.0,01.0 21 == ββ ( ) ( )( )002.0,001.0, 21 == ββ  และ  ( ) ( )( )0002.0,0001.0 21 == ββ  

พบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์เมื่อเลือกใช ( ) ( ) 0002.0,0001.0 21 == ββ  มีคา
ต่ํากวาเมื่อใช ( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  และ ( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  และคาเลขแสดงสภาวะ
ของ เมตริ กซ สั มประสิ ทธิ์ เ มื่ อ เ ลื อก ใช  ( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  มี ค าต่ํ า ก ว า เ มื่ อ ใ ช

( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  ดังรูปที่ 2.19 และจากรูปที่ 2.20 พบวา ภาคตัดขวางเปาเรดารเมื่อใช 
( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  ไดผลที่ใกลเคียงกับภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห

มากกวาเมื่อใช ( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  และ ( ) ( ) 0002.0,0001.0 21 == ββ  โดยที่ เมื่อใช
จํานวนอีลีเมนตเทากับ 100 อีลีเมนตและมีจํานวนพารามิเตอรที่ไมทราบคาเทากับ 100 ตัว 
ภาคตัดขวางเปาเรดารเมื่อใช ( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  จะมีความผิดพลาดจากผลที่ไดจากวิธีเชิง
วิ เคราะหประมาณ  %19.0100

048.1
048.1050.1

=×
−  และ  ภาคตัดขวางเป า เรดาร เมื่ อ ใช 

( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  และ ( ) ( ) 0002.0,0001.0 21 == ββ  จะมีความผิดพลาดจากผลที่ได
จากวิธีเชิงวิเคราะหประมาณ %29.0100

048.1
048.1051.1

=×
−  ดังนั้นจะเห็นวา ภาคตัดขวางเปา

เรดารเมื่อใช ( ) ( ) 002.0,001.0 21 == ββ  และ ( ) ( ) 0002.0,0001.0 21 == ββ จะไดผลที่ตางจาก
เมื่อใช ( ) ( ) 02.0,01.0 21 == ββ  เพียงเล็กนอยเทานั้น 
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 2.19 การเปรียบเทียบเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิก์รณีใชผิวของจุดสังเกตเปน
ผิวสมมติสองผิว เมื่อกําหนดให 1) ( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  2) ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  
และ 3) ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  (ก) กรณีของ 1), 2) และ 3) (ข)-กรณีของ 2) และ 3) 
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รูปที่ 2.20 การเปรียบเทียบภาคตัดขวางเปาเรดารในกรณีของใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสอง

ผิวเมื่อกาํหนดให 1) ( ) 01.01 =β ( ) 02.0, 2 =β  2) ( ) 001.01 =β ( ) 002.0, 2 =β  และ 
 3) ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β   

จะเห็นวาการแกปญหาเรโซแนนซภายในโดยใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติ
สองผิวนั้นสามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยที่จะไมมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นที่
ความถี่ใดเลย และพบวา เมื่อใช ( )1β  และ ( )2β  ที่มีคานอยๆ และ ( )1β  และ ( )2β  มีคาใกลเคียง
กันมากๆนั้นจะทําใหเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําลง ซึ่งแสดงวาเมตริกซมี
เสถียรภาพที่ดีขึ้น 

2.4 สรุป 

ในบทนี้ไดนําเสนอวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติ
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตซึ่งอยูในรูปแบบของสมการสเกลารและการแกปญหาเรโซแนนซภายใน 
โดยใชวิธีการเลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซภายใน และทดสอบการคํานวณ
ดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูป
ทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลม ในกรณีของการเลือกผิวของจุดสังเกตที่ใชผิวของจุด
สังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวนั้นสามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิว
สมมติโดยการปรับเปลี่ยนคา iα  ของผิวสมมติ เมื่อเกิดปญหาเรโซแนนซภายในที่ความถี่ที่
ตองการซึ่งทําใหความถี่ที่เกิดปญหาเรโซแนนซภายในเลื่อนไปจากความถี่เดิมที่เคยเกิดปญหาขึ้น 
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ทําใหสามารถหาผลเฉลย ณ ความถี่ที่ตองการได แตปญหาเรโซแนนซภายในยังคงเกิดขึ้น ณ 
ความถี่อ่ืน และในกรณีของการเลือกผิวของจุดสังเกตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้น
สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยที่ไมมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นที่ความถี่ใดเลย 
และเมื่อเลือกใชพารามิเตอร ( )1β  และ ( )2β  ที่มีคานอยๆ และ ( )1β  และ ( )2β  มีคาใกลเคียงกัน
มากๆนั้นจะไดเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําซึ่งแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มี
เสถียรภาพในการคํานวณดีข้ึน 



บทที่  3 

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ 
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต 

3.1 ความนาํ 

ในบทนี้จะกลาวถึงวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ
โดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต เนื้อหาในบทนี้ประกอบดวย ในหัวขอ 3.2 กลาวถึงสมการพื้นฐานใน
การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติที่จะใชในการคํานวณ โดยนําเสนอ
ในรูปแบบของสมการเวกเตอรซึ่งจะใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหหาผลเฉลยของปญหา
นี้ และกลาวถึงการเลือกผิวของจุดสังเกตที่ใชในการแกปญหาเรโซแนนซภายใน ในหัวขอ 3.3 จะ
นําเสนอตัวอยางการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนํา
สมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมและรูปทรงกระบอกที่มีหนาตัดเปนรูปวงกลม โดยใชการ
เลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซภายในซึ่งจะพิจารณาในกรณีที่ผิวของจุดสังเกต
เปนผิวสมมติผิวเดียวและกรณีที่ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

3.2 สมการพืน้ฐานในการวิเคราะหปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหลก็ไฟฟาใน 3 มิติ 

ปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติในที่นี้เปนปญหาที่ตัวกระเจิง
คลื่นมีรูปรางไมเจาะจง เมื่อพิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากตัวกระเจิงคลื่น
ที่มีรูปรางใดๆ ดังรูปที่ 3.1 โดยกําหนดให S  เปนผิวของตัวกระเจิงคลื่น 0V  เปนบริเวณภายนอก
ของตัวกระเจิงคลื่น และ iV  เปนบริเวณในตัวกระเจิงคลื่น 

0V

iV

S
 คล่ืนตกกระทบ 

คล่ืนกระเจิง 

คล่ืนกระเจิง 
x

y

z

 
รูปที่ 3.1 ปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติจากตัวกระเจิงคลื่นที่มีรูปรางใดๆ 
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ในที่นี้จะพิจารณากรณีของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่เปนสนามแมเหล็กไฟฟาฮารมอ
นิกเชิงเวลาซึ่งคลื่นแมเหล็กไฟฟานี้จะตองสอดคลองกับสมการแมกซเวลลในโดเมนความถี่ดังนี้ 

EjJH
rrr

0ωε+=×∇                  (3.1) 

HjE
rr

0ωµ−=×∇                  (3.2) 

เมื่อพิจารณาสมการคลื่นแบบเวกเตอรของปญหาการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ จะไดเปนดังนี้ 

JjEE
rrr

000
2 ωµεµω =+×∇×∇−                (3.3) 

JHH
rrr

×∇−=+×∇×∇− 00
2 εµω                (3.4) 

และถาพิจารณาในกรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําไฟฟาสมบูรณซึ่งมีเงื่อนไข
ขอบเขตบนผิวตัวนําสมบรูณเปนดังนี้ 

0=× En
rr                   (3.5) 

เมื่อใชทฤษฎีบทของกรีนแบบเวกเตอร (vector Green ‘s theorem) กับสมการที่ 
(3.3) และ (3.4) จะทําใหไดสมการอินทิกรัลเปนดังนี้ 

เมื่อ 0Vp∈r  

( ) ( ) ( )( ){ ( ) ( )( )( ) ( )qpGqHn
j

qpGqHnjpEpE q
S

q
inc rrrrrrrrrrrrrs

,1,
0

0 ∇∇⋅×+×−−= ∫ ωε
ωµ  

 ( )( ) ( ) }qq dSqpGqEn rrrrr ,∇××+                (3.6) 

( ) ( ) ( )( ){ ( ) ( )( )( ) ( )qpGqEn
j

qpGqEnjpHpH q
S

q
inc rrrrrrrrrrrrrr

,1,
0

0 ∇∇⋅×+×−−= ∫ ωµ
ωε  

 ( )( ) ( ) }qq dSqpGqHn rrrrr ,∇××+      .          (3.7) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∇∇+−=
V

qqq
inc dVqpGqJ

j
qpGqJjpE rrrrrrrrr

,.1,
0

0 ωε
ωµ  

     ( )pJ
j

rr

0

1
3
1

ωε
−                  (3.8) 
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( ) ( ) ( ){ }∫ ∇×=
V

qq
inc dVqpGqJpH rrrrr

,                 (3.9) 

และเมื่อ iVp∈r  

( ) ( )( ){ ( ) ( )( )( ) ( )qpGqHn
j

qpGqHnjpE q
S

q
inc rrrrrrrrrrrr

,1,
0

0 ∇∇⋅×+×−= ∫ ωε
ωµ  

     ( )( ) ( )} qq dSqpGqEn rrrrr ,∇××+              (3.10) 

( ) ( )( ){ ( ) ( )( )( ) ( )qpGqEn
j

qpGqEnjpH q
S

q
inc rrrrrrrrrrrr

,1,
0

0 ∇∇⋅×−×= ∫ ωµ
ωε  

      ( )( ) ( )} qq dSqpGqHn rrrrr ,∇××+              (3.11) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∇∇+−=
V

qqq
inc dVqpGqJ

j
qpGqJjpE rrrrrrrrr

,.1,
0

0 ωε
ωµ           (3.12) 

( ) ( ) ( ){ }∫ ∇×=
V

qq
inc dVqpGqJpH rrrrr

,               (3.13) 

จากสมการที่ (3.6) และ (3.7) นั้นพบวา สนามที่จุดใดๆ ใน 0V  สามารถหาได
จาก ( )qH rr  และ ( )qE rr  ที่ผิวขอบเขต S  ของตัวกระเจิงคลื่น ดังนั้นจะตองหา ( )qH rr  และ ( )qE rr  ที่
ผิวขอบเขต S  กอนจึงจะสามารถหาสนามใน 0V  ซึ่งสามารถหา ( )qH rr  และ ( )qE rr  ที่ผิวขอบเขต 
S  ไดจากสมการที่ (3.10) และ (3.11) เมื่อใชเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวของตัวกระเจิงคลื่นรวมดวยจะ
ทําใหไดสมการอินทิกรัลเปนดังนี้ 

( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−=
S

q
inc qpGqHnjpE rrrrrrr

,0ωµ  

     ( )( )( ) ( ) qqqq dSqpGqHn
j ⎭

⎬
⎫

∇∇⋅×+
rrrrr ,1

0ωε
           (3.14) 

และ 

( ) ( )( ) ( ){ }∫ ∇××=
S

qqq
inc dSqpGqHnpH rrrrrrr

,             (3.15) 
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และจากสมการที่ (3.14) และ (3.15) สามารถจัดรูปใหมไดเปนดังนี้ 

( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−=
S

q
inc qpGqHnjpE rrrrrrr

,0ωµ  

     ( )( )( ) ( ) qqqq dSqpGqHnj

⎭
⎬
⎫

∇×∇⋅+
rrrrr ,

0ωε
           (3.16) 

( ) ( )( ) ( ){ }∫ ∇××=
S

qqq
inc dSqpGqHnpH rrrrrrr

,             (3.17) 

ในการแกสมการอินทิกรัลดังสมการที่ (3.16) และ (3.17) นี้จะใชวิธีเบาวนดารี    
อีลีเมนต โดยกําหนดให ( )qH rr  เปนฟงกชันที่ตองการหาคําตอบ โดยในที่นี้จะพิจารณากรณีของ
สมการที่ (3.16) ซึ่งเปนสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟา (electric field integral equation) เปน
กรณีตัวอยางในการแกสมการอินทิกรัลโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ซึ่งมีฟงกชัน ( )qH rr  เปน
ฟงกชันที่ตองการหา การแกปญหาเริ่มโดยการแบงบริเวณตามแนวขอบเขตของปญหาหรือผิวของ
ตัวกระเจิงคลื่นออกเปนสวนยอยหรืออีลีเมนตยอยใหมีจํานวนเทากับ N  อีลีเมนต ในปญหา    
การกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิตินี้ บริเวณตามแนวขอบของปญหาจะเปนพื้นผิวของ  
ตัวกระเจิงคลื่น จากนั้นจึงกําหนดหมายเลขใหกับอีลีเมนตและกําหนดหมายเลขโนดใหกับจุดยอด
ของอีลีเมนตซึ่งกําหนดใหมีจํานวนโนดทั้งหมดเทากับ nN โนด โดยในที่นี้จะใชรูปรางของอีลีเมนต
เปนรูปสามเหลี่ยม ดังรูปที่ 3.2 และสรางคําตอบทดสอบโดยกําหนดใหฟงกชันทีต่องการหา ( )qH rr  
ที่ขอบเขตของปญหาเปนผลรวมของฟงกชันที่ตองการหาในแตละอีลีเมนต การประมาณฟงกชนัใน
แตละชวงอีลีเมนตจะประมาณดวยฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคูณกับพารามิเตอรที่ไมทราบคา 
แสดงในรูปผลคูณเมตริกซไดดังนี้ 

( ) { } { }∑
=

=
N

e

e
t

TeNqH
1

φ
rrr                (3.18) 

โดยที่ 

{ }
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
e

e

e

e

N
N
N

N

3

2

1

r

r

r

r  เปนเมตริกซขนาด 3×1 ซึ่งมี ee NN 21 ,
rr และ eN3

r  เปนฟงกชันรูปราง         

อีลีเมนตขอบ (รายละเอียดดังในภาคผนวก จ) ดังรูปที่ 3.3 
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{ }
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
e
t

e
t

e
t

e
t

3

2

1

φ
φ
φ

φ  เปนพารามิเตอรที่ไมทราบคา ซึ่งในที่นี้ e
t1φ , e

t 2φ  และ e
t3φ  คือ องคประกอบ

ในแนวสัมผัสกับขอบที่ 1 ,  ขอบที่ 2 และ ขอบที่ 3 ของอีลีเมนตของ ( )qH rr  ที่อีลีเมนตที่ e  
ตามลําดับ 

 
รูปที่ 3.2 การแบงผิว S  ของตวักระเจงิคลื่นออกเปนอีลีเมนตรูปสามเหลีย่ม 

1

2

3 1

2

3

 
(ก) eN1

r     (ข) eN 2

r  

3

2

1

 
(ค) eN3

r  

รูปที่ 3.3 ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ (ก) eN1

r  (ข) eN 2

r  (ค) eN3

r  
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เมื่อแทนฟงกชัน ( )qH r  ตามสมการที่ (3.18) ลงในสมการที่ (3.16) จะไดวา 

( ) { } { } ( )∑ ∫
= ⎢
⎢
⎣

⎡

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×−=
N

e S

e
t

Tee
q

inc qpGNnjpE
1

0 , rrrrrr
φωµ  

      { } { }( ) ( ) ⎥
⎦

⎤

⎭
⎬
⎫

∇×∇⋅+ qq
e
t

Te
q

e
q dSqpGNnj rrrr ,

0

φ
ωε

          (3.19)
 

การหาผลเฉลยของสมการที่ (3.19) จะทําโดยใชวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง 
(weighted residual method) ตามวิธีกาเลอคิน (Galerkin method) กลาวคือจะหาผลคูณภายใน 
(inner product) ของสมการที่ (3.19) กับฟงกชันถวงน้ําหนัก ซึ่งตามวิธีกาเลอคินนั้น จะเลือก
ฟงกชันถวงน้ําหนักใหเทากับฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ ซึ่งผลที่ไดคอืชุดสมการพีชคณิตเชิงเสนที่
มีจํานวนสมการเทากับจํานวนพารามิเตอรที่ไมทราบคา แสดงไดดังนี้ 

{ } ( ){ } { } { }( ) ( )∑ ∫ ∫∫
= ⎢
⎢
⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

×⋅−=⋅
N

e S S

Tee
q

ej
p

S

incej

pp

qpGNnNjdSpEN
1

0 , rrrrrrr
ωµ  

  { } { }( )[ ] ( )( ) { }e
tpqq

Te
q

e
q

ej dSdSqpGNnNj φ
ωε ⎥

⎦

⎤

⎭
⎬
⎫

∇×∇⋅⋅+ ,
0

rrr               (3.20) 

Nej ,...,3,2,1=  

เนื่องจากใชฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบในการประมาณฟงกชันในอีลีเมนตแตละ
อีลีเมนตจึงทําใหพารามิเตอรที่ไมทราบคานั้นเปนองคประกอบที่แตละดานของอีลีเมนตรูป
สามเหลี่ยม ดังนั้นจํานวนของพารามิเตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดจะเทากับจํานวนดานของอีลีเมนต
รูปสามเหลี่ยมทั้งหมดที่ประกอบขึ้นเปนผิวของตัวกระเจิงคลื่น ซึ่งในที่นี้จะสมมติใหมีจํานวนดาน
ของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมทั้งหมดเทากับ sN  ดาน ดังนั้นจะมีจํานวนของพารามิเตอรที่ไมทราบ
คาทั้งหมดเทากับ sN  ตัวดวย 

และจากสมการที่ (3.20) เมื่อจัดรูปใหอยูในรูปสมการเมตริกซ แสดงไดดังนี้ 

[ ][ ] [ ]BA =Φ                (3.21) 

โดยที่ 

[ ]A  เปนเมตริกซมิติ ss NN ×  
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[ ] { } { }( ) ( )∑ ∫ ∫
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 { } { }( )[ ] ( )( ) ⎥
⎦

⎤

⎭
⎬
⎫

∇×∇⋅⋅+ pqq
Te

q
e
q

ej dSdSqpGNnNj ,
0

rrr
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         (3.22) 

[ ]B  เปนเมตริกซมิติ 1×sN  

[ ] { } ( ){ } p
S

incej dSpENB
p

∫ ⋅=
rrr                (3.23) 

[ ]Φ  เปนเมตริกซมิติ 1×sN   และ Nej ,...,3,2,1=  

การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารี        
อีลีเมนตใน 3 มิติจะมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นเชนเดียวกันกับการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตใน 2 มิติ ดังนั้นการแกปญหา            
เรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นนี้จึงเลือกใชแนวทางในการแกปญหาแบบเดียวกันกับที่ใชในบทที่ 2 ซึ่งก็
คือการเลือกผิวของจุดสังเกต โดยแบงออกเปนการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวและ
การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

3.2.1 การเลือกผิวของจุดสังเกต 

การเลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นในการ
วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตใน 3 มิตินี้จะ
ประกอบดวย การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวและการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิว
สมมติสองผิว 

3.2.1.1 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดยีวนี้จะกําหนดจุดสังเกตใหอยูบนผิวปด 
iS  ที่เปนผิวสมมติซึ่งอยูใกลกับผิวของตัวกระเจิงคลื่น S  มาก ดังรูปที่ 3.4 และกําหนดให

ระยะหางระหวางผิว S และ iS  เปน δ และกําหนดใหอัตราสวนระหวาง iS  ตอ S  เปน iα  ซึ่ง
ความสัมพันธระหวางพารามิเตอรทั้งสองคือ δα −=1i  ทําใหไดจุดสังเกตบนผิวสมมติเปนดังนี้ 

niin qp rr α=  nNn ...,,3,2,1, =            (3.24) 

โดยที่ 10 << iα  และ iα  ควรมีคาเขาใกล 1  
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รูปที่ 3.4 จุดสงัเกตบนผิวสมมติ iS เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผวิเดียวในปญหา 3 มิต ิ

เมื่อแทนสมการที่ (3.24) ลงในสมการที่ (3.21) จะไดวา 

[ ][ ] [ ]inin BA =Φ                (3.25) 

โดยที่ [ ] [ ]inin BA ,  เปนเมตริกซ [ ]A  และ [ ]B  เมื่อใชผิวของจุดสังเกตตามสมการที่ (3.24) 
ดังนั้นจะได [ ]inA  และ [ ]inB  เปนดังนี้ 
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[ ] { } ( ){ } p
S

in
incej

in dSpENB
i

∫ ⋅=
rrr               (3.27) 

และ ( )in
ejej pNN rrr

=  เปนฟงกชันของจุดสังเกตบนผิว iS  

3.2.1.2 การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

การใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนี้จะกําหนดจุดสังเกตใหอยูบนผิวปด 
1iS  และ 2iS  โดยที่ผิวสมมติทั้งสองนี้อยูใกลกันมากและผิวสมมติทั้งสองยังอยูใกลกับผิวของตัว

กระเจิงคลื่น S  มากดวย ดังรูปที่ 3.5 
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รูปที่ 3.5 จุดสงัเกตบนผิวสมมติ 1iS  และ 2iS เมื่อใชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

ในปญหา 3 มติิ 

กําหนดใหจุดสังเกตทั้งสองบนผิวสมมติ 1iS  และ 2iS เปนดังนี้ 

( ) ( )( ) nn qp rr 11 1 β−=                (3.28) 

( ) ( )( ) nn qp rr 22 1 β−=                (3.29) 

โดยที่ 

( ) ( )21 ,ββ  เปนจํานวนจริงที่มีคานอยๆ ซึ่งในที่นี้กําหนดให ( ) ( )12 ββ >  

และ nNn ...,,3,2,1=  

เมื่อแทนสมการที่ (3.28) และ (3.29) ลงในสมการที่ (3.21) จะไดวา 

( )[ ][ ] ( )[ ]11 BA =Φ                (3.30) 

( )[ ][ ] ( )[ ]22 BA =Φ                (3.31) 

โดยที่ 

( )[ ] ( )[ ]11 , BA  และ ( )[ ] ( )[ ]22 , BA  เปนเมตริกซ [ ]A  และ [ ]B  เมื่อใชผิวของจุด
สังเกตตามสมการที่ (3.28) และ (3.29) ตามลําดับ 
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ถากําหนดใหจุดกึ่งกลางดานของอีลีเมนตสามเหลี่ยมที่อยูบนผิวของจุดสังเกตทั้ง
สองผิวดังเปนดังนี้ 

( )
( ) ( )

2

11
1

e
j

e
ie

mi

pp
p

rr
r +

=                (3.32) 

( )
( ) ( )

2

22
2

e
j

e
ie

mi

pp
p

rr
r +

=                (3.33) 

โดยที่ 

( )1e
ipr  และ ( )2e

ipr  เปนจุดยอดที่ i  ของอีลีเมนตสามเหลี่ยมอีลีเมนตที่ e  บนผิวของจุด
สังเกตผิวที่หนึ่งและที่สองตามลําดับ โดย ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,3,3,2,2,1, =ji  

( ) ( )21 , e
mi

e
mi pp rr  เปนจุดกึ่งกลางดานของอีลีเมนตสามเหลี่ยมอีลีเมนตที่ e  บนผิวของจุด

สังเกตผิวที่หนึ่งและที่สองตามลําดับ โดย 3,2,1 mmmmi =  

และจากสมการที่ (3.32) และ (3.33) จะไดจํานวนจุดกึ่งกลางดานของอีลีเมนต
สามเหลี่ยมทั้งหมดเทากับจํานวนดานทั้งหมดของอีลีเมนตสามเหลี่ยม ( )sN  ซึ่งกําหนดให ( )1

msr  
และ ( )2

msr  เปนจุดกึ่งกลางดานของอีลีเมนตสามเหลี่ยมจุดที่ m  โดยที่ sNm ,...,3,2,1=  

จากนั้นใชคาสเกลาร ( )1
mα  และ ( )2

mα  ซึ่งเปนคอนจูเกตเชิงซอน คูณสมการที่ 
(3.30) และ (3.31) ตามลําดับ แลวจึงนําสมการทั้งสองมารวมกัน ไดผลเปนดังนี้ 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ][ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ]22112211 BBAA mmmm αααα +=Φ+           (3.34) 
sNm ,...,3,2,1=  

โดยที่ 

( )
( ) ( )12

1 1
mm

m ss
j
rr

−
−=α                 (3.35) 

( )
( ) ( )12

2 1
mm

m ss
j
rr

−
+=α                 (3.36) 
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เมื่อทราบ ( )qH rr  ที่ผิวของตัวกระเจิงคลื่นแลว สนามที่จุดใดๆ ใน 0V  สามารถหา
ไดจากสมการที่ (3.6) และใชเงื่อนไขขอบเขตรวมดวย และเชนเดียวกันสนามของคลื่นกระเจิงใน 

0V  แสดงไดดังนี้ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ',1,
0

0 dSqpGqHn
j

qpGqHnjpE
S

qq
s ∫

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∇∇⋅×+×−−=
rrrrrrrrrrrs

ωε
ωµ     (3.37) 

เมื่อพิจารณาในบริเวณของสนามระยะไกลจะไดวา 

( ) ( ) ( )p
s aF

pk
pjk

pE rr
r

r
rr −
=

exp               (3.38) 

โดยที่ 

( )paF rr  เปนฟงกชันเวกเตอร (vectorial function) ที่เรียกวา scattering amplitude ซึ่ง
เปนปริมาณเวกเตอรที่มีองคประกอบในแนวสัมผัสกับผิวของวัตถุเทานั้นโดย 

( ) ( )( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅×××−= ∫

S
pppwp dSaqjkqHnaaZjkaF ''exp

4

2 rrrrrrrrr

π
          (3.39) 

และ wZ  เปนอิมพิแดนซของคลื่นโดย 
ωε
kZw =  

เมื่อพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุในกรณีเอกสถิตที่กําหนดใหภาครับ
อยูที่ตําแหนงเดียวกันกับภาคสงจะไดเปนดังนี้ 

inc

s

p P
Pr 24lim πσ

∞→
= r

( )
2

0
2

2

4lim
Ek

aF p

p r

rr

r π
∞→

=              (3.40) 

การหาคาของอินทิก รัลในที่นี้ ใชการประมาณการอินทิ เกรตแบบเกาส 
(รายละเอียดดังในภาคผนวก ก) และใชการปรับเปลี่ยนรูปของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมในปริภูมิ 3 
มิติ (รายละเอียดดังในภาคผนวก ค) รวมดวย 

3.3 ผลการคาํนวณในกรณีตัวอยาง 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการคํานวณในกรณีตัวอยางของการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยใชวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต ซึ่งตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนํา
สมบูรณเพื่อตรวจสอบความถูกตองของวิธีการและผลของการเลือกใชผิวของจุดสังเกตทั้งสองแบบ 
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3.3.1 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลม 

พิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีที่คลื่นตกกระทบเปน
คลื่นระนาบ ( )jkxaE z

inc −= exprr  ซึ่งมีการแพรกระจายในทิศทาง x+  ตกกระทบบนตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมและมีรัศมีของทรงกลมเทากับ 1 เมตร ดัง
รูปที่ 3.6 

x
y

z

 
รูปที่ 3.6 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบรูณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลม 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 99.0=iα  พิจารณา
ในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดย
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 240 อีลีเมนตและมีจํานวนพารามิเตอรที่
ไมทราบคาเทากับ 360 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบงระยะหางของความถี่อยาง
สม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

กรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  ไดผล   
ดังรูปที่ 3.7 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมากและมีจุดเอกฐานเกิดขึ้น 
3 จุดในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  คือที่ 9007.3,770.2 == kaka  และ 535.4=ka  ซึ่งเลขแสดง
สภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและมีคาสูงมากเขาใกลอนันตแสดงวา
เ ม ต ริ ก ซ สั ม ป ร ะ สิ ท ธิ์ ไ ม มี เ ส ถี ย ร ภ า พ แ ล ะ เ ป น เ ม ต ริ ก ซ เ อ ก ฐ า น  ณ  ตํ า แ ห น ง 

9007.3,770.2 == kaka  และ 535.4=ka   เมื่อพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุใน    
รูปที่ 3.8 พบวาที่บริเวณใกลๆ กับจุดเอกฐานทั้งสามมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่บริเวณรอบๆ 
ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสามและคาภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงเกิดขึ้นอยางรวดเร็วหรือ
กลาวไดวามีความแปรปรวนของคาความผิดพลาดเกิดขึ้นสูงมาก 
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รูปที่ 3.7 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกลม 

 
รูปที่ 3.8 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผวิเดียว 
เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกลม 
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ก ร ณี ข อ ง ก า ร ใ ช ผิ ว ข อ ง จุ ด สั ง เ ก ต เ ป น ผิ ว ส ม ม ติ ส อ ง ผิ ว โ ด ย ที่ 
( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  ไดผลดังรูปที่  3.9 ซึ่งพบวาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ

สัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น และเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ยังมีคาคอนขางคงที่เมื่อ ka  มีคามากขึ้นซึ่ง
แสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพในการคํานวณ และเมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวาง       
เปาเรดารในรูปที่ 3.10 พบวาไมมีตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใด
เลยในชวง 0=ka  จนถึง 5=ka  และเมื่อเปรียบเทียบผลการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารกับ
ผลที่ ไดจากวิธี เชิงวิ เคราะหกรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกลมจะเห็นวา
ภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณตามวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของการใชผิวของจุด
สังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้นในผลที่ใกลเคียงกับผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะหและมีแนวโนมของคา
ในทิศทางเดียวกัน 
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รูปที่ 3.9 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวเมื่อ
กําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตวันาํสมบูรณรูปทรงกลม 

 
รูปที่ 3.10 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวเมื่อกาํหนดให

( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกลม 
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พิจารณาความสัมพันธของจํานวนอีลีเมนตที่ใชในการแบงผิวของตัวกระเจิงคลื่น
กับภาคตัวขวางเปาเรดารเอกสถิตในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 
มิติโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 

99.0=iα  แ ล ะ ก รณี ที่ ใ ช ผิ ว ข อ ง จุ ด สั ง เ ก ต เ ป น ผิ ว ส ม ม ติ ส อ ง ผิ ว โ ด ย กํ า ห น ด ใ ห 
( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  เมื่อตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปน

รูปทรงกลม โดยในที่นี้เปอรเซ็นตความผิดพลาดคือคาสัมบูรณของอัตราสวนที่เปนผลตางของผล
เฉลยที่ไดจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตกับผลเฉลยที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห มีสมการเปนดังนี้ 

100% ×
−

=
solutionanalytical

solutionanalyticalBEMerror            (3.41) 

ผูเสนอวิทยานิพนธไดเขียนโปรแกรมโดยใชภาษาฟอรแทรน90 ดวยโปรแกรม
visual fortran 6.5 บนระบบปฏิบัติการวินโดวส XP ทํางานบนคอมพิวเตอรสวนบุคคลที่ใชซีพียู   
เพนเทียม IV 1.7 GHz หนวยความจําหลัก 512 MB โดยที่ผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห 

( )2/ aRCS π  ที่ 2=ka  เทากับ 1.0081 

ตารางที่ 3.1 การเปรียบเทียบภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ของตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนํา
สมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมที่ไดจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปน
ผิวสมมติผิวเดียวที่กําหนดให 99.0=iα  กับผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห 

จํานวนอีลีเมนต จํานวนตวัแปร เวลา (วนิาที) ( )2aRCS π  error%  
56 84 15.04 0.8956 11.1596 
90 135 24.12 0.9574 5.0293 

132 198 82.36 0.9812 2.6684 
182 273 130.08 0.9974 1.0614 
240 360 262.40 1.0036 0.4464 

ตารางที่ 3.1 เปนการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ของตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิวของ
จุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวที่กําหนดให 99.0=iα  แบงจํานวนอีลีเมนตอยูในชวง 56 ถึง 240 
อีลีเมนตและมีจํานวนตัวแปรหรือพารามิเตอรไมทราบคาของสนามอยูในชวง 84 ถึง 360 ตัว การ
เพิ่มจํานวนอีลีเมนตทําใหมีความผิดพลาดจากผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหนอยลง การลู
เขาหาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหของภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณดวยวิธี
เบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวที่กําหนดให 99.0=iα จะเริ่มที่คา
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นอยกวาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหและคาจะคอยๆเพิ่มข้ึนมากขึ้นหรือลูเขาหาผลการ
คํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหเมื่อเพิ่มจํานวนอีลีเมนต 

ตารางที่ 3.2 การเปรียบเทียบภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ของตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนํา
สมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมที่ไดจากวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปน
ผิวสมมติสองผิวที่กําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β กับผลการคํานวณที่ไดจากวิธีเชิง
วิเคราะห 

จํานวนอีลีเมนต จํานวนตวัแปร เวลา (วนิาที) ( )2/ aRCS π  error%  
56 84 20.22 0.9006 10.6636 
90 135 32.48 0.9580 4.9697 

132 198 116.40 0.9824 2.5494 
182 273 192.82 0.9978 1.0217 
240 360 398.16 1.0038 0.4265 

ตารางที่ 3.2 เปนการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารที่ 2=ka  ของตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิวของ
จุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวที่กําหนดให ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  แบงจํานวนอีลีเมนต
อยูในชวง 56 ถึง 240 อีลีเมนตและมีจํานวนตัวแปรหรือพารามิเตอรไมทราบคาของสนามอยู
ในชวง 84 ถึง 360 ตัว การเพิ่มจํานวนอีลีเมนตทําใหมีความผิดพลาดจากผลการคํานวณดวยวิธี
เชิงวิเคราะหนอยลง การลูเขาหาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหของภาคตัดขวางเปาเรดารทีไ่ด
จากวิธี เบาวนดารี อี ลี เมนต เมื่ อใชผิวของจุดสัง เกตเปนผิวสมมติผิว เดียวที่กํ าหนดให 

( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  จะเริ่มที่คานอยกวาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหและคาจะ
คอยๆเพิ่มข้ึนมากขึ้นหรือลูเขาหาผลการคํานวณดวยวิธีเชิงวิเคราะหเมื่อเพิ่มจํานวนอีลีเมนต 

การพิจารณาเปรียบเทียบเวลาในการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิว
ของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวกับเวลาในการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเมื่อใชผิวของ
จุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว พบวา เวลาในการคํานวณเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสอง
ผิวเพิ่มข้ึนจากเวลาในการคํานวณเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวประมาณ %50  
เชน เมื่อจํานวนตัวแปรไมทราบคาเทากับ 273 ตัว เวลาในการคํานวณเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปน
ผิวสมมติผิวเดียวเทากับ 130.08 วินาทีและเวลาในการคํานวณเมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปน         
ผิวสมมติสองผิวเทากับ 192.82 วินาที ดังนั้นจะใชเวลาในการคํานวณเพิ่มข้ึนประมาณ 

%23.48100
08.130

08.13082.192
=×

−  เปนตน 
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3.3.2 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอก 

พิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีคลื่นตกกระทบเปน
คลื่นระนาบ ( )jkxaE z

inc −= exprr  ซึ่งมีการแพรกระจายในทิศทาง x+  ตกกระทบบนตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีรัศมีของทรงกะบอกเทากับ 1 
เมตร และความสูงของทรงกระบอกเทากับ 2 เมตร ดังรูปที่ 3.11 

x
y

z

 
รูปที่ 3.11 ตัวกระเจิงคลืน่ทีเ่ปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอก 

ที่มีหนาตัดเปนรูปวงกลม 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 99.0=iα  พิจารณา
ในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดย
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 368 อีลีเมนตและมีจํานวนพารามิเตอรที่
ไมทราบคาเทากับ 552 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบงระยะหางของความถี่อยาง
สม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

กรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  ไดผล   
ดังรูปที่ 3.12 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมากและมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น 2 จุดในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  คือที่ 428.2=ka  และ 868.3=ka  ซึ่งเลขแสดง
สภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและมีคาสูงมากเขาใกลอนันตแสดงวา
เมตริกซสัมประสิทธิ์ไมมีเสถียรภาพและเปนเมตริกซเอกฐานที่ ณ ตําแหนง 428.2=ka  และ 

868.3=ka  เมื่อพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุในรูปที่ 3.13 พบวา ที่บริเวณใกลๆ กับ
จุดเอกฐานทั้งสองมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่บริเวณรอบๆ ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสองและคา
ภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงคาเกิดขึ้นอยางรวดเร็ว 
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รูปที่ 3.12 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกระบอก 

 
รูปที่ 3.13 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 
เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปทรงกระบอก 
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และในกรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวโดยกําหนดให
( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  ไดผลดังรูปที่ 3.14 ซึ่งพบวาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ

สัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้นซึ่งแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพ และเมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดารใน
รูปที่ 3.15 พบวา ไมมีตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใดเลยในชวง 

0=ka  จนถึง 5=ka  และเมื่อเปรียบเทียบผลการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารกับผลที่ไดจาก
การใชวิธี เชิงวิ เคราะหกรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณ รูปทรงกระบอกจะเห็นวา 
ภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากการคํานวณตามวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในกรณีของการใชผิวของจุด
สังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้นในผลที่ใกลเคียงกับผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะหและมีแนวโนมของคา
ในทิศทางเดียวกัน 
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รูปที่ 3.14 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 
เมื่อ ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลืน่เปนตัวนําสมบรูณรูปทรงกระบอก 

 
รูปที่ 3.15 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อ ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลืน่เปนตัวนําสมบรูณรูปทรงกระบอก 
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3.3.3 ตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปหัวกระสุน 

พิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีคลื่นตกกระทบเปน
คลื่นระนาบ ( )jkxaE z

inc −= exprr  ซึ่งมีการแพรกระจายในทิศทาง x+  ตกกระทบบนตัวกระเจิง
คลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปหัวกระสุนที่ประกอบดวยรูปทรงกระบอกที่มีรัศมีของ
ทรงกระบอกเทากับ 1 เมตร และความสูงของทรงกระบอกเทากับ 2 เมตร และมีคร่ึงทรงกลมที่มี
รัศมีของทรงกลมเทากับ 1 เมตรประกบอยูที่ฝาดานบนของทรงกระบอก ดังรูปที่ 3.16 

x
y

z

 
รูปที่ 3.16 ตัวกระเจิงคลืน่ทีเ่ปนตัวนําสมบูรณและมีโครงสรางเปนรูปหัวกระสนุ 

เมื่อใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว โดยกําหนดให 99.0=iα  พิจารณา
ในชวง 0=ka  ถึง 5=ka  ในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดย
วิธีเบาวนดารีอีลีเมนต โดยใชจํานวนอีลีเมนต N  เทากับ 368 อีลีเมนตและมีจํานวนพารามิเตอรที่
ไมทราบคาเทากับ 552 ตัว และใชคาความถี่จํานวน 5000 จุด โดยแบงระยะหางของความถี่อยาง
สม่ําเสมอเปน 0.001 ในชวงของโดเมนความถี่จาก 0=ka  ถึง 5=ka   

กรณีของการใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียวโดยที่ 99.0=iα  ไดผล   
ดังรูปที่ 3.17 ซึ่งพบวา เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาสูงมากและมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้น 3 จุดในชวงของ 0=ka  ถึง 5=ka  คือที่ 738.2=ka 126.4, =ka  และ 877.4=ka  ซึ่ง
เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วและมีคาสูงมากเขาใกล
อนันตแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ไมมีเสถียรภาพและเปนเมตริกซเอกฐานที่ ณ ตําแหนง 

738.2=ka 126.4, =ka  และ 877.4=ka  เมื่อพิจารณาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุใน       
รูปที่ 3.18 พบวาที่บริเวณใกลๆ กับจุดเอกฐานทั้งสามมีความผิดพลาดสูงมากเกิดขึ้นที่บริเวณ
รอบๆ ใกลกับจุดเอกฐานทั้งสามและคาภาคตัดขวางเปาเรดารมีการเปลี่ยนแปลงคาเกิดขึ้นอยาง
รวดเร็ว 
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รูปที่ 3.17 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 

เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปหัวกระสนุ 

 
รูปที่ 3.18 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติผิวเดียว 
เมื่อกําหนดให 99.0=iα  กรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนตัวนําสมบูรณรูปหัวกระสนุ 
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กรณีของการใช ผิ วของจุดสั ง เกตเปนผิ วสมมติสอง ผิว โดยกํ าหนดให
( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  ไดผลดังรูปที่ 3.19 ซึ่งพบวาเลขแสดงสภาวะของเมตริกซ

สัมประสิทธิ์มีคาต่ําและไมมีตําแหนงที่เกิดการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วหรือไมมีจุดเอกฐาน
เกิดขึ้นซึ่งแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพ และเมื่อพิจารณาคาภาคตัดขวางเปาเรดารใน
รูปที่ 3.20 พบวาไมมีตําแหนงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาอยางรวดเร็วเกิดขึ้นที่บริเวณใดเลยในชวง 

0=ka  จนถึง 5=ka  
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รูปที่ 3.19 เลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์กรณใีชผิวของจุดสงัเกตเปนผิวสมมติสองผิว 
เมื่อ ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลืน่เปนตัวนําสมบรูณรูปหัวกระสุน 

 
รูปที่ 3.20 ภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว 

เมื่อ ( ) 0001.01 =β ( ) 0002.0, 2 =β  กรณีตัวกระเจิงคลืน่เปนตัวนําสมบรูณรูปหัวกระสุน 
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3.4 สรุป 

ในบทนี้ไดนําเสนอวิธีวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในรูปของสมการเวกเตอรและแกปญหาเรโซแนนซภายในโดยใชวิธีการ
เลือกผิวของจุดสังเกตในการแกปญหาเรโซแนนซภายใน และทดสอบการคํานวณในกรณีของตัว
กระเจิงคลื่นที่เปนตัวนําสมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกลมและตัวกระเจิงคลื่นที่เปนตัวนํา
สมบูรณซึ่งมีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดเปนรูปวงกลม กรณีที่ใชผิวของจุดสังเกต
เปนผิวสมมติผิวเดียวยังคงมีปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้น แตอยางไรก็ตามสามารถแกปญหา  
เรโซแนนซภายในไดโดยอาศัยการปรับเลื่อนผิวสมมติโดยการปรับเปลี่ยนคา iα  ของผิวสมมติเพื่อ
เลื่อนตําแหนงที่เกิดปญหาเรโซแนนซเมื่อเกิดปญหา ณ ความถี่ที่ตองการหาคําตอบ และกรณีที่ใช
ผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิว พบวา สามารถแกปญหาเรโซแนนซภายในไดโดยที่ไมมี
ปญหาเรโซแนนซภายในเกิดขึ้นที่ความถี่ใดเลยโดยใชหลักในการเลือกคาพารามิเตอร ( )1β  และ 

( )2β  ที่ใชในการปรับเลื่อนผิวของจุดสังเกตทั้งสองผิวใหมีคานอยๆ และ ( )1β  และ ( )2β  มีคา
ใกลเคียงกันมากๆ นั้นจะทําใหเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําแสดงวาเมตริกซ
สัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพในการคํานวณดีข้ึน 



บทที่  4 

การทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดาร 

4.1 ความนาํ 

ในบทนี้จะกลาวถึงการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุ ซึ่งในที่นี้จะใช
วัตถุตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําซึ่งเปนตัวนําไฟฟาอยางดีที่มีคาความนําไฟฟาสูงมากๆ ในหัวขอ 
4.2 จะกลาวถึงหลักการและทฤษฎีที่ใชเกี่ยวกับภาคตัดขวางเปาเรดารและการคํานวณหา
ภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุตัวกระเจิงคลื่น ในหัวขอ 4.3 จะเปนผลการทดลองวัดภาคตัดขวาง
เปาเรดารในกรณีตัวอยางซึ่งจะเปรียบเทียบผลการทดลองในการวัดภาคตัดขวางเปาเรดารกับผล
การคํานวณที่ไดจากการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยวิธี  
เบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมตสิองผิวดังที่ไดกลาวไวในหัวขอ 3.2.1.2 และ
ผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห และวัตถุที่ใชในการทดลองจะเปนวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรง
กลมและวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่หนาตัดของทรงกระบอกเปนรูปวงกลม 

4.2 หลักการและทฤษฎีทีใ่ช 

4.2.1 ภาคตัดขวางเปาเรดาร 

ในการพิจารณาปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นโดยตัวกระเจิง
คลื่นนั้นจะมีพารามิเตอรที่สําคัญคือภาคตัดขวางเปาเรดารซึ่งมักจะใชสัญลักษณเปน σ  
ภาคตัดขวางเปาเรดารเปนปริมาณที่บงบอกถึงการรับเอากําลังงานของคลื่นตกกระทบของตัว
กระเจิงคลื่นและการแผกระจายของคลื่นกระเจิงจากวัตถุตัวกระเจิงคลื่นไปยังภาครับ ซึ่ง
ภาคตัดขวางเปาเรดารนั้นเปนอัตราสวนระหวางกําลังงานของคลื่นกระเจิงที่แผกระจายออกจาก
วัตถุตัวกระเจิงคลื่นตอความหนาแนนของกําลังงานของคลื่นตกกระทบ และในการพิจารณา
ภาคตัดขวางเปาเรดารในปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟานี้ยังแบงออกเปน 2 กรณโีดยใช
ตําแหนงของภาครับหรือจุดสังเกตเปนเกณฑคือ ภาคตัดขวางเปาเรดารเอกสถิตซึ่งพิจารณาจาก
ปญหาการกระเจิงคลื่นในกรณีที่ตําแหนงของภาครับหรือจุดสังเกตอยูที่ตําแหนงเดียวกันกับ
ภาคสงหรือแหลงกําเนิดคลื่น และภาคตัดขวางเปาเรดารทวิสถิต (bistatic radar cross section) 
ซึ่งพิจารณาจากปญหาการกระเจิงคลื่นในกรณีที่ตําแหนงของภาครับหรือจุดสังเกตอยูที่ตําแหนง
อ่ืนที่ไมใชตําแหนงของภาคสงหรือแหลงกําเนิดคลื่น และสําหรับรูปแบบของปญหากระเจิงของ
คลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิตินั้นพารามิเตอรของการกระเจิงจะเรียกวา scattering width (SW) 
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หรือ radar cross section per unit length ซึ่งสมการของ scattering width และ radar cross 
section (RCS) เปนดังนี้ 
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โดยที่ 

r,ρ  คือระยะทางจากเปาหมายถึงภาครับจุดหรือสังเกต 

si SS , คือความหนาแนนของกําลังงานของคลื่นตกกระทบและคลื่นกระเจิง ตามลําดับ 

si EE
rr

,  คือความเขมสนามไฟฟาของคลื่นตกกระทบและคลื่นกระเจิง ตามลําดับ 

si HH
rr

,  คือความเขมสนามแมเหล็กของคลื่นตกกระทบและคลื่นกระเจิง ตามลําดับ 

หนวยของ SW จะเปนหนวยของความยาวซึ่งจะมีหนวยเปนเมตรในระบบ SI และ
หนวยของ RCS จะเปนหนวยของพื้นที่ซึ่งจะมีหนวยเปนตารางเมตรในระบบ SI และโดยทั่วไป
มักจะแสดงคาในรูปของเดซิเบลซึ่งจะเปน dB/m (dBm) สําหรับ SW และ dB/m2 (dBsm) สําหรับ 
RCS โดยเทียบกับคาอางอิงเปนความยาว 1 เมตรและพื้นที่ 1 ตารางเมตร ตามลําดับ 
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และโดยทั่วไปแลวภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุนั้นจะขึ้นอยูกับขนาดทางไฟฟา
ของวัตถุ, รูปทรงของวัตถุ, วัสดุที่ใชทําเปนวัตถุ, ทิศทางของมุมที่ตกกระทบและทิศทางของ
ตําแหนงจุดสังเกต และโพลาไรเซชันของภาคสงและภาครับ นอกจากนี้ยังขึ้นกับระยะหางของจุด
สังเกตอีกดวย เชน หากจดุสังเกตอยูในบริเวณของสนามระยะใกล ภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุ
ก็จะข้ึนกับระยะหางของจุดสังเกต และหากมีการเคลื่อนที่สัมพัทธกันของวัตถุและเครื่องรับ จะทํา
ใหภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุขึ้นอยูกับความเร็วสัมพัทธดวย เปนตน 

4.2.2 สมการเรดาร 

ในการหาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุเปาหมายหรือตัวกระเจิงคลื่นน้ันมักจะ
ใชหลักการของเรดารที่ใชในการการตรวจสอบวัตถุเปาหมายดังในรูปที่ 4.1 

ตัวกระเจิงคลื่น 

 สายอากาศสง 

สายอากาศรับ 

 คลื่นตกกระทบ 

คลื่นกระเจิง 

R

R

 
รูปที่ 4.1 หลักการของเรดารที่ใชในการหาภาคตัดขวางเปาเรดารของตัวกระเจิงคลืน่ 

จากหลักการของเรดารนั้นสามารถแสดงในรูปแบบของสมการคณิตศาสตรที่
เรียกวา สมการเรดาร (radar equation) ซึ่งมีรูปแบบของสมการดังนี้ 

( ) 43

2

4 R
GGP

P trt
r π

σλ
=                  (4.3) 

โดยที่ 

rP  เปนกําลังที่รับไดโดยสายอากาศรับ 
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tP  เปนกําลังที่สงโดยสายอากาศสง 

rG  และ tG  อัตราขยายกําลังของสายอากาศรับและสายอากาศสง ตามลําดับ 

λ  เปนความยาวคลื่นของคลื่นแมเหล็กไฟฟา 

σ  เปนภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุเปาหมาย 

R  เปนระยะทางระหวางสายอากาศสงและวัตถุเปาหมายซึ่งในที่นี้กําหนดใหเทากับ
ระยะทางระหวางวัตถุเปาหมายและสายอากาศรับดวย 

แตในระบบที่ใชงานอยูโดยทั่วไปนั้นมักจะมีการสูญเสียเกิดขึ้นระบบดวย ดังนั้น
จากสมการที่ (4.2) จะไดวา 

( ) 43

2

4 R
LGGP

P strt
r π

σλ
=                  (4.4) 

โดยที่ sL  เปนพารามิเตอรที่เกิดจากการสูญเสียของระบบ 

และถานําสมการที่ (4.3) มาจัดรูปใหมใหอยูในรูปแบบของเดซิเบล จะไดวา 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]dBLdBdBdBGdBGdBPdBP srttr +++++= σλ2  

 ( ) [ ] [ ]dBRdB 434 −− π                 (4.5) 

ตัวอยางการคํานวณคาในรูปแบบเดซิเบล เชน [ ] ( )tt GdBG log10=  เปนตน 

4.3 ผลการทดลองในกรณีตัวอยาง 

ในการทดลองนี้จะใชตัวกระเจิงคลื่นที่เปนวัตถุตัวนํารูปทรงกลมและวัตถุตัวนํารูป
ทรงกระบอกเปนกรณีตัวอยางและหาภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุดังกลาวนี้ โดยใชแบบจําลอง
ในการทดลองดังรูปที่ 4.2 และรายละเอียดของคาตางๆที่ใชในการทดลองเปนดังนี้ 

กําลังสง            0     dBm 

สายอากาศที่ใชในการทดลอง          สายอากาศฮอรน 

ความถี่ที่ใช             3.3–4.9     GHz 
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ความสูงของสายอากาศรับ-สง          1.5     m 

ระยะหางระหวางตัวกระเจิงคลื่นและสายอากาศสง       1.5     m 

ระยะหางระหวางตัวกระเจิงคลื่นและสายอากาศรับ       1.5     m 

 สายอากาศภาครับ  สายอากาศภาคสง 

 ตัวกระเจิงคล่ืน 

 1.5 เมตร ตัวดูดกลืนคลื่น 

ตัวดูดกลืนคลื่น 
 

(ก) 
 ตัวกระเจิงคล่ืน 

 สายอากาศภาคสง 

ตัวดูดกลืนคลื่น 

 ตัวดูดกลืนคลื่น 

1.5 เมตร 

 1.5 เมตร 

 
(ข) 

รูปที่ 4.2 แบบจําลองการทดลองวัดการกระเจิงของคลืน่แมเหล็กไฟฟา 
(ก) มุมมองจากดานบน (ข) มุมมองจากดานขาง 
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ในการทดลองนี้ใชระยะระหวางสายอากาศสงถึงตัวกระเจิงคลื่นเทากับระยะ
ระหวางสายอากาศรับถึงตัวกระเจิงคลื่นโดยใชระยะหางเทากับ 1.5 เมตรซึ่งเปนบริเวณสนาม
ระยะไกลของสายอากาศทั้งสอง และใชตัวดูดกลืนคลื่นในการปองกันผลกระทบจากการสะทอน
ของคลื่นในสวนที่เราไมตองการใหเกิดขึ้น เชน การสะทอนของคลื่นจากพื้นดินและการสะทอนของ
คลื่นจากฐานตั้งที่ใชวางตัวกระเจิงคลื่น เปนตน 

4.3.1 กรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนํารูปทรงกลม 

การทดลองในตัวอยางที่หนึ่งนี้ใชตัวกระเจิงคลื่นที่เปนวัตถุตัวนํารูปทรงกลมที่มี
รัศมีของทรงกลมเทากับ 0.056 เมตรและชุบผิวดวยทองแดงเพื่อใหมีสมบัติในการนําไฟฟาที่ดีโดย
ที่คานําไฟฟาของทองแดงเทากับ 5.76×107 ซีเมนตตอเมตร พิจารณาหาภาคตัดขวางเปาเรดาร
เอกสถิตของวัตถุและเปรียบเทียบผลการวัดกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนต
ที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวและผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห พบวา ผลการวัดมี
แนวโนมใกลเคียงและไปในทิศทางเดียวกนักับผลการคํานวณ ดังในรูปที่ 4.3 แตผลการวัดยังมีชวง
หางกับผลการคํานวณ ความแตกตางนี้เกิดจากความแตกตางกันของแบบจําลองในการวัดกับ
แบบจําลองในการคํานวณและผลจากแบบจําลองในการวัดไมเปนอุดมคติ  

 
รูปที่ 4.3 ผลการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารในกรณีตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตวันาํรูปทรงกลม

ที่มีรัศมีของมรงกลมเทากับ 0.056 เมตร 
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4.3.2 กรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนํารูปทรงกระบอก 

ในการทําการทดลองในตัวอยางที่สองนี้ใชตัวกระเจิงคลื่นที่เปนวัตถุตัวนํารูปทรง
กลมที่มีรัศมีของทรงกระบอกเทากับ 0.05 เมตรและมีความสูงของทรงกระบอกเทากับ 0.10 เมตร
และชุบผิวดวยทองแดงเพื่อใหมีสมบัติในการนําไฟฟาที่ดีโดยที่คานําไฟฟาของทองแดงเทากับ 
5.76×107 ซีเมนตตอเมตร พิจารณาหาภาคตัดขวางเปาเรดารเอกสถิตของวัตถุและเปรียบเทียบ
ผลการวัดกับผลที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติ
สองผิวและผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห พบวา ผลการวัดมีแนวโนมไปในทางเดียวกันกับผลการ
คํานวณ ดังในรูปที่ 4.3 แตผลการวัดยังมีชวงหางกับผลการคํานวณ ความแตกตางนี้เกิดจากความ
แตกตางกันของแบบจําลองในการวัดกับแบบจําลองในการคํานวณและผลจากแบบจําลองในการ
วัดไมเปนอุดมคติ 

 
รูปที่ 4.4 ผลการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารกรณีตัวกระเจงิคลื่นเปนวัตถุตวันาํ 

รูปทรงกระบอกที่มีรัศมีของทรงกระบอกเทากับ 0.05 เมตรและมีความสูงของทรงกระบอก 
เทากับ 0.10 เมตร 

ผลของความแตกตางของแบบจําลองในการวัดกับแบบจําลองในการคํานวณทํา
ใหผลการวัดที่ไดจากการทดลองกับผลการคํานวณมีชวงหางกันในกรณีตัวอยางทั้งสองกรณี      
ขอแตกตางของแบบจําลองในการวัดกับแบบจําลองในการคาํนวณ เชน แบบจําลองในการวัดนั้น
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กําหนดใหตําแหนงของสายอากาศรับและสายอากาศสงอยูใกลๆกันหรือก็คือสายอากาศทั้งสอง
ไมไดอยูในตําแหนงเดียวกัน แตแบบจําลองในการคํานวณนั้นกําหนดใหสายอากาศรับและ
สายอากาศสงอยูในตําแหนงเดียวกัน และความไมเปนอุดมคติของแบบจําลองในการวัดทําใหตอง
ชดเชยคาสูญเสียตางๆในการทดลอง เชน การชดเชยสนามสะทอนจากพื้นดิน และผลจาก
สภาพแวดลอมตางๆ ในการทดลองเนื่องจากเปนการทดลองในบริเวณภายนอก (outdoor test) 
เปนตน 

4.4 สรุป 

ในบทนี้ไดนําเสนอการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุตัวนําซึ่งเปน
ตัวนําไฟฟาอยางดีที่มีคาความนําไฟฟาสูงมากๆ โดยวัตถุที่ใชในการทดลองนี้เปนวัตถุตัวนําที่มี
โครงสรางเปนรูปทรงกลมและวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกที่หนาตัดของ
ทรงกระบอกเปนรูปวงกลม และเปรียบเทียบผลการทดลองในการวัดภาคตัดขวางเปาเรดารกับผล
การคํานวณที่ไดจากการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยวิธี  
เบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวและผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห       
ผลการวัดมีแนวโนมไปในทิศทางเดียวกันกับผลการคํานวณ แตผลการวัดยังมีชวงหางกับผลการ
คํานวณ ความแตกตางนี้เกิดจากความแตกตางกันของแบบจําลองในการคํานวณกับแบบจําลอง
ในการวัด เนื่องจากแบบจําลองในการวัดไมเปนอุดมคติ ซึ่งทําใหตองชดเชยคาสูญเสียตางๆในการ
ทดลอง เชน การชดเชยสนามสะทอนจากพื้นดิน เปนตน 



บทที่  5 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

สรุปผลการวจิัย 

ในงานวิทยานิพนธนี้ไดนําเสนอการวิเคราะหการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
จากวัตถุตัวนําโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตและใชวิธีการเลือกผิวของจุดสังเกตที่เปนผิวสมมติสองผิว
เพื่อแกปญหาเรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นในการวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟา
โดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตเนื่องจากปญหาเรโซแนนซภายในจะทําใหคําตอบที่ไดมีความผิดพลาด
จากคําตอบที่แทจริงมากที่ความถี่เรโซแนนซ ในวิทยานิพนธนี้นําเสนอปญหาในรูปแบบของ
สมการสเกลารสําหรับปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติที่ตัวกระเจิงคลื่นมี
โครงสรางเปนทรงกระบอกและนําเสนอปญหาในรูปแบบของสมการเวกเตอรสําหรับปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติที่ตัวกระเจิงคลื่นมีรูปรางไมเจาะจงโดยจะพิจารณาในกรณี
ที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําและเปรียบเทียบผลการคํานวณระหวางวิธีที่ใชผิวของจุดสงัเกตเปน
ผิวสมมติผิวเดียวและวิธีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวโดยใชเลขแสดงสภาวะของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนตัวบงชี้ถึงสภาวะเลวของเมตริกซหรือความไมมีเสถียรภาพของเมตริกซ 
และเปรียบเทียบผลการคํานวณภาคตัดขวางเปาเรดารที่ไดจากทั้งสองวิธีที่กลาวมาแลวกับผลที่ได
จากวิธีเชิงวิเคราะห 

จากผลการคํานวณสามารถสรุปไดวา วิธีการเลือกผิวของจุดสังเกตที่เปนผิว
สมมติสองผิวสามารถใชแกปญหาเรโซแนนซภายในที่เกิดขึ้นในการวิเคราะหปญหาการกระเจิง
ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติและใน 3 มิติโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตได เนื่องจากไมมีจุด      
เอกฐานเกิดขึ้นที่ความถี่ใดเลยและเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ํานั่นคือเมตริกซ
สัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพในการคํานวณซึ่งในการเลือกผิวของจุดสังเกตที่เปนผิวสมมติสองผิวนั้น
จะใชการปรับเปลี่ยนคาพารามิเตอร 2 ตัวคือ ( )1β  และ ( )2β  ในการปรับเลื่อนผิวของจุดสังเกต
และเมื่อเลือกคา ( )1β  และ ( )2β  ที่มีคานอยมากๆและ ( )1β  มีคาใกลเคียงกับ ( )2β  มากๆ นั้นจะ
ทําใหเลขแสดงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาต่ําลงแสดงวาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีเสถียรภาพ
ในการคํานวณที่ดีขึ้น 

และจากการคํานวณตามวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตในการวิเคราะหปญหาการ
กระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยใชผิวของจุดสังเกตที่เปนผิวสมมติสองผิวน้ีจะใชเวลา
ในการคํานวณเพิ่มข้ึนจากแบบเดิมที่ใชผิวของจุดสังเกตที่เปนผิวสมมติผิวเดียวเนื่องจากตองสราง



 
  73 
ระบบสมการเชิงเสนสองชุด แตอยางไรก็ตามวิธีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิวสมมติสองผิวนั้นจะนํา
สมการทั้งสองมาคูณกับคาคงที่กอนแลวจึงนํามารวมกันทําใหสุดทายไดระบบสมการเชิงเสนเพียง
ชุดเดียว ดังนั้นในการแกระบบสมการนั้นจะใชเวลาใกลเคียงกับวิธีที่ใชผิวของจุดสังเกตเปนผิว
สมมติผิวเดียว 

ในการทดลองวัดภาคตัดขวางเปาเรดารของวัตถุตัวนําซึ่งเปนตัวนําไฟฟาอยางดีที่
มีคาความนําไฟฟาสูงมากๆ โดยวัตถุที่ใชในการทดลองนี้เปนวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรง
กลมและวัตถุตัวนําที่มีโครงสรางเปนรูปทรงกระบอกและมีหนาตัดของทรงกระบอกเปนรูปวงกลม
และเปรียบเทียบผลการทดลองในการวัดภาคตัดขวางเปาเรดารกับผลการคํานวณที่ไดจากการ
วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาโดยวิธีเบาวนดารีอีลีเมนตที่ใชผิวของจุดสังเกต
เปนผิวสมมติสองผิวและผลที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะห ผลการวัดมีแนวโนมใกลเคียงและไปในทาง
เดียวกันกับผลการคํานวณ แตผลการวัดยังมีชวงหางกับผลการคํานวณ ความแตกตางนี้เกิดจาก
ความแตกตางกันของแบบจําลองในการคํานวณกับแบบจําลองในการวัด เนื่องจากแบบจําลองใน
การวัดไมเปนอุดมคติ 

ขอเสนอแนะ 

ในวิทยานิพนธนี้วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในกรณีที่ตัว
กระเจิงคลื่นเปนตัวนําไฟฟาสมบรูณเทานั้น ในงานวิจัยตอไปสามารถทําการวิจัยในกรณีที่ตัว
กระเจิงคลื่นเปนวัสดุไดอิเล็กตริกและวัสดุที่มีความสูญเสีย 

นอกจากนั้นในวิทยานิพนธนี้ไมไดใหความสําคัญกับเทคนิคในการประมาณการ
อินทิเกรตและวิธีที่ใชในการแกระบบสมการเชิงเสนเพื่อปรับปรุงวิธีการคํานวณใหมีประสิทธิภาพ
และใชเวลาในการคํานวณนอยลง ดังนั้นในการคํานวณควรเลือกใชเทคนิคประมาณการอินทิเกรต
ที่ใหผลการคํานวณที่แมนยําและเปนวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณนอยและควรเลือกใชวิธีการแก
ระบบสมการเชิงเสนที่มีประสิทธิภาพในการแกสมการเมตริกซที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีสมาชิกทุก
ตัวไมเปนศูนยเพื่อชวยลดเวลาที่ใชในการคํานวณของการแกระบบสมการเชิงเสน 
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ภาคผนวก 



ภาคผนวก  ก 

การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาส 

ก.1 การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 1 มิติ 

การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 1 มิติในสวนนี้จะเปนการประมาณการ
อินทิเกรตบนอีลีเมนตเชิงเสนซึ่งจะอยูในรูปของอีลีเมนตอางอิงใน 1 มิติดังรูปที่ (ก.1) ที่
ประกอบดวย intrinsic coordinate ξ  ซึ่งการประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 1 มิติแสดงได
ดังนี้ 

( ) ( )∑∫
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−

=
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g
gg wfdf
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1

1

ξξξ                 (ก.1) 

1 2
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รูปที่ ก.1 อีลีเมนตอางอิงใน 1 มิต ิ
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ตารางที่ ก.1 พิกัดของจุดอินทิเกรตและตัวถวงน้ําหนักในการประมาณอินทิเกรตแบบเกาสใน 1 มิติ 

G  gξ±  gw  
2 0.5773 5026 9189 6257 6451 1.0000 0000 0000 0000 0000 
3 0.7745 9666 9241 4833 7704 

0.0000 0000 0000 0000 0000 
0.5555 5555 5555 5555 5556 
0.8888 8888 8888 8888 8889 

4 0.8611 3631 1594 0525 7522 
0.3399 8104 3584 8562 6480 

0.3478 5484 5137 4538 5737 
0.6521 4515 4862 5461 4263 

5 0.9061 7984 5938 6639 9280 
0.5384 6931 0105 6830 9104 
0.0000 0000 0000 0000 0000 

0.2369 2688 5056 1890 8751 
0.4786 2867 0499 3664 6804 
0.5688 8888 8888 8888 8889 

6 0.9324 6951 4203 1520 2781 
0.6612 0938 6466 2645 1366 
0.2386 1918 6083 1969 0863 

0.1713 2449 2379 1703 4504 
0.3607 6157 3048 1386 0757 
0.4679 1393 4572 6910 4739 

7 0.9491 0791 2342 7585 2453 
0.7415 3118 5599 3944 3986 
0.4058 4515 1377 3971 6691 
0.0000 0000 0000 0000 0000 

0.1294 8496 6168 8696 9327 
0.2797 0539 1489 2766 6790 
0.3818 3005 0505 1189 4495 
0.4179 5918 3673 4693 8776 

8 0.9602 8985 6497 5362 3168 
0.7966 6647 7413 6267 3959 
0.5255 3240 9916 3289 8582 
0.1834 3464 2495 6498 0494 

0.1012 2853 6290 3762 5915 
0.2223 8103 4453 3744 7054 
0.3137 0664 5877 8872 8734 
0.3626 8378 3378 3619 8297 

9 0.9681 6023 9507 6260 8984 
0.8360 3110 7326 6357 9430 
0.6133 7143 2700 5903 9731 
0.3242 5342 3403 8089 2904 
0.0000 0000 0000 0000 0000 

0.0812 7438 8361 5744 1197 
0.1806 4816 0694 8574 0406 
0.2606 1069 6402 9354 6232 
0.3123 4707 7040 0028 4007 
0.3302 3935 5001 2597 6317 

10 0.9739 0.652 8517 1717 2008 
0.8650 6336 6688 9845 1073 
0.6794 0956 8299 0244 0623 
0.4333 9539 4129 2471 9080 
0.1488 7433 8981 6312 1089 

0.0666 7134 4308 6881 3759 
0.1494 5134 9150 5805 9315 
0.2190 8636 2515 9820 4400 
0.2692 6671 6309 9963 5509 
0.2955 2422 4714 7528 7017 
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ก.2 การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 2 มิติ 

การประมาณการอินทิเกรตแบบเกาสใน 2 มิติในสวนนี้จะจํากัดอยูที่การประมาณ
การอินทิเกรตบนอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมซึ่งจะอยูในรูปของอีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมดังรูปที่ 
(ก.2) ที่ประกอบดวย intrinsic coordinate 21 ,ηη  และ 3η ซึ่งการประมาณการอินทิเกรตแบบ
เกาสใน 2 มิติแสดงไดดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑∑∫
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−
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1 1 1
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fiWIjWJddf ηηηηηη
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             (ก.2) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( )( )jSJjAJjWJ −= 1                 (ก.3) 

( ) ( )jSJj =1η                   (ก.4) 

( ) ( ) ( )( )jSJiRIji −= 1,2η                 (ก.5) 
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21 1 ηη −=
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รูปที่ ก.2 อีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยม 

 

 

 

 

 



 
  81 
ตารางที่ ก.2 พิกัดของจุดอินทิเกรตและตัวถวงน้ําหนักในการประมาณอินทิเกรตแบบเกาสใน 2 มิติ 
Integration 

order 
Number 
of points 

RI  WI  SJ  AJ  

1 1×1 0.5000000000 1.0000000000 0.3333333333 0.7500000000 
3 2×2 0.2113248654 

0.7886751346 
0.5000000000 
0.5000000000 

0.1550510257 
0.6449489743 

0.3764030627 
0.5124858262 

5 3×3 0.1127016654 
0.5000000000 
0.8872983346 

0.2777777778 
0.4444444444 
0.2777777778 

0.0885879595 
0.4094668644 
0.7876594618 

0.2204622112 
0.3881934688 
0.3288443200 

7 4×4 0.0694318442 
0.3300094782 
0.6699905218 
0.9305681558 

0.1739274226 
0.3260725774 
0.3260725774 
0.1739274226 

0.0571041961 
0.2768430136 
0.5835904324 
0.8602401357 

0.1437135608 
0.2813560151 
0.3118265230 
0.2231039011 

9 5×5 0.0469100770 
0.2307653449 
0.5000000000 
0.7692346551 
0.9530899230 

0.1184634425 
0.2393143353 
0.2844444444 
0.2393143353 
0.1184634425 

0.0398098571 
0.1980134179 
0.4379748102 
0.6954642734 
0.9014649142 

0.1007941926 
0.2084506672 
0.2604633916 
0.2426935942 
0.1598203766 

 



ภาคผนวก  ข 

อีลีเมนตเชิงเสน 

ภาคผนวกนี้จะกลาวถึงรูปแบบของอีลีเมนตเชิงเสนในปริภูมิ 2 มิติที่ใชในการ
วิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 2 มิติโดยวิธีเบาวนดาริอีลีเมนต และการ
แปลงระบบพิกัดของอีลีเมนตเชิงเสนในระบบพิกัดฉากเปนระบบพิกัดของอีลีเมนตอางอิงใน 1 มิติ 
เนื่องจากเมื่อผิวขอบเขตของวัตถุถูกแบงออกเปนอีลีเมนตเชิงเสนแลวในการอินทิเกรตเชิงเสนใน
แตละอีลีเมนตมักจะใชการประมาณการอินทิเกรตเชิงตัวเลขโดยใช local intrinsic coordinate ξ  
มากกวาที่จะใชการอินทิเกรตเชิงเสนโดยตรง 

1−=ξ

1=ξ

1

2 Γ

x

y

 
รูปที่ ข.1 อีลีเมนตเชงิเสนทีอ่ยูในปริภูมิ 2 มิต ิ

กําหนดใหพิกัดที่ตําแหนง ( )yx,  ใดๆ ดังรูปที่ ข.1 เปนดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) 2211

2

1
xNxNxNx

c
cc ξξξξ +==∑

=

              (ข.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2211

2

1

yNyNyNy
c

cc ξξξξ +==∑
=

              (ข.2) 

โดยที่ 

( )ξcN  เปนฟงกชันฐานเชิงเสนซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขที่วา ( ) 1=ξcN  ที่โนด c  และ 
( ) 0=ξcN  ที่โนดอื่นๆ 
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ดังนั้นฟงกชันฐาน ( )ξ1N  และ ( )ξ2N  จะอยูในรูปของสมการเชิงเสนดังนี้ 

( ) 211 aaN += ξξ                  (ข.3) 

( ) 432 aaN += ξξ                  (ข.4) 

โดยที่ 321 ,, aaa  และ 4a  เปนคาคงที่ 

เมื่อพิจารณาในเงื่อนไขในการสรางฟงกชันฐาน ( )ξcN  ดังที่กลาวมาแลวจะได
วา 

ที่โนด 1 : 1−=ξ  

( ) 111 =−N                   (ข.5) 

( ) 012 =−N                   (ข.6) 

และที่โนดที่ 2 : 1=ξ  

( ) 011 =N                   (ข.7) 

( ) 112 =N                   (ข.8) 

และจากสมการที่ (ข.5) - (ข.8) เมื่อแทนสมการที่ (ข.3) และ (ข.4) ลงไปเพื่อหา
คาคงที่ 321 ,, aaa  และ 4a ไดผลดังนี้ 

2
1,

2
1,

2
1

321 ==−= aaa  และ 
2
1

4 =a                (ข.9) 

ดังนั้นฟงกชันฐาน ( )ξ1N  และ ( )ξ2N  จะเปนดังนี้ 

( ) ( )ξξ −= 1
2
1

1N                (ข.10) 

( ) ( )ξξ += 1
2
1

2N                (ข.11) 

และใชการแปลงจาคอเบียน (Jacobian transformation) ในการแปลงตัวแปร
จากตัวแปรของเสนโคง  Γ ในระบบพิกัดฉาก  ( )yx,  ไปยังระบบพิกัดในอีกโดเมนหนึ่งที่
ประกอบดวย intrinsic coordinate ξ  เพื่อใหงายในการอางอิงถึงพจนที่อยูในเครื่องหมาย
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อินทิกรัลและเพื่อใชการแปลงตัวแปรจากเสนโคงของการอินทิเกรตจริงไปยังระบบที่ประกอบดวย 
intrinsic coordinate ξ  ซึ่งอยูในรูปแบบของอีลีเมนตใน 1 มิติ ดังรูปที่ ข.1 

เมื่อพิจารณาสวนยอยของอีลีเมนตเชิงเสนจะไดวา 

( ) ( ) ( ) ξ
ξ
ξ

ξ
ξξξ d

d
dy

d
dxdJdl

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==             (ข.12) 

โดยที่ 

( ) ( )
2

12 xx
d

dx −
=

ξ
ξ                (ข.13) 

( ) ( )
2

12 yy
d

dy −
=

ξ
ξ                (ข.14) 

ดังนั้นจะไดการแปลงจาคอเบียนเปนดังนี้ 

( ) ( ) ( )
44

1 2
12

2
12

lyyxxJ =−+−=ξ              (ข.15) 

โดยที่ 

l  เปนความยาวของอีลีเมนตเชิงเสนซึ่งเทากับระยะทางจากโนดที่ 1 ไปยังโนดที่ 2 ใน
ระบบพิกัดฉาก ( )yx,  

ซึ่ งจะใชการแปลงจาคอเบียนในการแปลงพจนของการอินทิ เกรตจาก 
[ ] [ ] ( ) ξξ dJdl ∫∫ −=−  



ภาคผนวก  ค 

อีลีเมนตรูปสามเหลี่ยม 

ภาคผนวกนี้จะกลาวถึงรูปแบบของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมในปริภูมิ 3 มิติที่ใชใน
การวิเคราะหปญหาการกระเจิงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติโดยวิธีเบาวนดาริอีลีเมนต และการ
แปลงระบบพิกัดของอีลีเมนตสามเหลี่ยมในระบบพิกัดฉากเปนระบบพิกัดของอีลีเมนตอางอิงรูป
สามเหลี่ยมเนื่องจากเมื่อผิววัตถุถูกแบงออกเปนอลีีเมนตรูปสามเหลี่ยมแลวในการอินทิเกรตเชิงผิว
ในแตละอีลีเมนตมักจะใชการประมาณการอินทิเกรตเชิงตัวเลขโดยใช local intrinsic coordinate 

21 ,ηη  มากกวาที่จะใชการอินทิเกรตเชิงผิวโดยตรง 

x

y
xar

yar
zar

rr

1

2

3
1er

2er

3er

1η

2η

( )0,0 ( )0,1

( )1,0

ζ

z

 
รูปที่ ค.1 อีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมที่อยูในปริภูมิ 3 มิติ 

เวกเตอรบอกตําแหนง ( )rr  ที่ตําแหนงใดๆ ดังรูปที่ ค.1 เปนดังนี้ 

zyx azayaxr rrrr
++= ( )222331333 elelazayax zyx

rrrrr
−++++= ηη   (ค.1) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( )[ ]zyx azzayyaxx
l

e rrrr
121212

1
1

1
−+−+−=              (ค.2) 

( ) ( ) ( )[ ]zyx azzayyaxx
l

e rrrr
232323

2
2

1
−+−+−=              (ค.3) 
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( ) ( ) ( )[ ]zyx azzayyaxx
l

e rrrr
313131

3
3

1
−+−+−=              (ค.4) 

เมื่อแทน 2er  และ 3er  ลงในสมการที่ (ค.1) จะไดวา 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) zyx

zyxzyx

azzayyaxx

azzayyaxxazayaxr
rrr

rrrrrrr

322322322

311311311333

−+−+−

+−+−+−+++=

ηηη

ηηη  

    ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) z

yx

azzzzz

ayyyyyaxxxxx
r

rr

3223113

32231133223113

−+−++

−+−++−+−+=

ηη

ηηηη             (ค.5) 

และจากสมการที่ (ค.1) ซึ่ง zyx azayaxr rrrr
++=  ดังนั้น 

( ) 3212211 1 xxxx ηηηη −−++=                (ค.6) 

( ) 3212211 1 yyyy ηηηη −−++=                (ค.7) 

( ) 3212211 1 zzzz ηηηη −−++=                (ค.8) 

และถากําหนดให 213 1 ηηη −−=  หรือก็คือ 1321 =++ ηηη               (ค.9) 

จากสมการที่ (ค.6)-(ค.8) ทั้งสามสมการจัดรูปใหอยูในรูปสมการเมตริกซไดดังนี้ 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

321

321

321

η
η
η

zzz
yyy
xxx

z
y
x

              (ค.10) 

เมื่อพิจารณา 21 ,ηη  ในรูปของตัวแปร zyx ,,  โดยเริ่มจากสมการที่ (ค.6) และ 
(ค.7) จะไดวา 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )32313231

23322332
1 xxyyyyxx

yxxxyyyxyx
−−−−−
−+−+−

=η             (ค.11) 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )32313231

31133113
2 xxyyyyxx

yxxxyyyxyx
−−−−−

−+−+−
=η             (ค.12) 

และ 3η สามารถหาไดจาก 1η  และ 2η  จาก  213 1 ηηη −−=  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )32313231

12211221
3 xxyyyyxx

yxxxyyyxyx
−−−−−
−+−+−

=η             (ค.13) 
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และพบวาพื้นที่ของภาพฉายของอีลีเมนตสามเหลี่ยมบนระนาบ xy  

( )( ) ( )( )( )31323231

321

321 2
1

111

2
1 yyxxyyxx

yyy
xxxA −−−−−==      (ค.14) 

ดังนั้น 321 ,, ηηη  แสดงในรูปทั่วไปไดดังนี้ 

( )yaxbA
A iiii ++= 02

2
1η               (ค.15) 

โดยที่ 

jki xxa −=                  (ค.16) 

kji yyb −=                  (ค.17) 

jkkji yxyxA −=02                 (ค.18) 

และ [ ]21122
1 babaA −=                (ค.19) 

ซึ่งมี ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,3,1,3,2,3,2,1,, =kji  เปนรูปรหัสเวียน (cyclic code) 

เมื่อพิจารณาพิกัดพื้นที่ (area coordinate) ของอีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมดัง
รูปที่ ค.2 พบวา พิกัดพื้นที่ของอีลีเมนต ( )321 ,, LLL  เปนดังนี้ 

11 η=L                 (ค.20) 

22 η=L                 (ค.21) 

33 η=L                 (ค.22) 

และใชการแปลงจาคอเบียนในการแปลงอนุพันธของฟงกชันใดๆ ในระบบพิกัด
ฉาก ( )zyx ,,  ไปยังระบบพิกัดในอีกโดเมนหนึ่งที่ประกอบดวย intrinsic coordinate ( )ξηη ,, 21  
เพื่อใหงายในการอางอิงถึงพจนที่อยูในเครื่องหมายอินทิกรัลและเพื่อใชการแปลงตัวแปรจาก
พื้นผิวของการอินทิเกรตจริงไปยังระบบที่ประกอบดวย intrinsic coordinate 1η  และ 2η  ซึ่งอยูใน
รูปแบบของอีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมใน 2 มิติดังรูปที่ ค.1 และเนื่องจากพื้นผิวของการ     
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อินทิเกรตจริงๆ นั้นอยูในปริภูมิ 3 มิติทําใหมีการเปลี่ยนแปลงคาของพิกัดในทั้ง 3 ตัวแปรคือ yx ,  
และ z  

( )0,0

( )1,0

( )0,1
1η

2η

1

2

3

 
รูปที่ ค.2 อีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมในโดเมน ( )21 ,ηη  

สําหรับฟงกชัน u ใดๆ 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂
∂
∂

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂
∂
∂

z
u
y
u
x
u

zyx

zyx

zyx

u

u

u

ζζζ

ηηη

ηηη

ζ

η

η

222

111

2

1

            (ค.23) 

หรือ  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂
∂
∂

z
u
y
u
x
u

J

u

u

u

ζ

η

η

2

1

  และในทางกลับกันดวย 

เมื่อพิจารณาสวนยอยเชิงผิวของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยม 

( ) dSaread =  

   21
21

ηη
ηη

ddrr
∂
∂

×
∂
∂

=
rr

 

   21 ηη ddG=                (ค.24) 
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โดยที่ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

1111

,,
ηηηη
zyxrr                (ค.25) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

2222

,,
ηηηη
zyxrr                (ค.26) 

และ G  มีคาเทากับขนาดของเวกเตอรในแนวตั้งฉากกับอีลีเมนต 0nr  

และเวกเตอรในแนวตั้งฉากกับอีลีเมนต 0nr  แสดงไดดังนี้ 

( )321
21

0 ,,,, gggzyxrrn =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

×
∂
∂

=
ζζζηη

rr
r            (ค.27) 

โดยที่ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
2121

1 ηηηη
yzzyg                (ค.28) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
2121

2 ηηηη
zxxzg                (ค.29) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
2121

3 ηηηη
xyyxg                (ค.30) 

และจากสมการที่ (ค.6)-(ค.8) ซึ่งแสดงพิกัด yx ,  และ z  ในรูปของ 1η -และ 2η  
จะไดวา 

( )( ) ( )( )323132311 yyzzzzyyg −−−−−=             (ค.31) 

( )( ) ( )( )323132312 zzxxxxzzg −−−−−=             (ค.32) 

( )( ) ( )( )323132313 xxyyyyxxg −−−−−=             (ค.33) 

ดังนั้นคาของ G  แสดงไดดังนี้ 

( )2
1

2
3

2
2

2
1 gggG ++=               (ค.34) 
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ซึ่ งจะใชการแปลงจาคอเบียนในการแปลงพจนของการอินทิ เกรตจาก 
[ ] [ ] 21 ηη ddGdS ∫∫ −=−  



ภาคผนวก  ง 

การพิสูจนสมการอินทิกรัลของปญหาการกระเจิงคลื่นใน 3 มิติ 

ภาคผนวกนี้กลาวถึงการพิสูจนสมการอินทิกรัลในปญหาการกระเจิงของคลื่น
แมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ ซึ่งในที่นี้จะพิจารณาในกรณีของสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟาเทานั้น 
และในกรณีของสมการอินทิกรัลของสนามแมเหล็กนั้นสามารถหาไดโดยใชวิธีเดียวกันนี้ ในการ
พิสูจนสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟานี้จะเริ่มพิจารณาจากสมการคลื่นแบบเวกเตอรของปญหา
ดังรูปที่ ง.1 

1

2

1V

2V

S

11 ,εµ

22 ,εµ

ตวักระเจิงคลื่น 

คล่ืนตกกระทบ 

คลื่นกระเจิง 

คลื่นกระเจิง 

 
รูปที่ ง.1 ปญหาการกระเจงิของคลื่นแมเหล็กไฟฟาจากตัวกระเจิงคลืน่ 

เมื่อพิจารณาในบริเวณที่ 1 ซึ่งสมการคลื่นแบบเวกเตอรเปนดังนี้ 

( ) ( ) ( )pJjpEpE rrrrrr
11111

2
1 ωµεµω =+×∇×∇−               (ง.1) 

และในบริเวณที่ 2 มีสมการคลื่นแบบเวกเตอรเปนดังนี้ 

( ) ( ) 0222
2

2 =+×∇×∇− pEpE rrrr
εµω                (ง.2) 

และเมื่อพิจารณา dyadic Green ‘s function ในบริเวณที่ 1 และ 2 ตามลําดับ 

( ) ( ) ( )qpIqpGqpG rrrrrr
−=+×∇×∇− δεµω ,, 111

2
1              (ง.3) 

( ) ( ) ( )qpIqpGqpG rrrrrr
−=+×∇×∇− δεµω ,, 222

2
2              (ง.4) 
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และในที่นี้บริเวณที่ 1 จะกําหนดใหเปนอวกาศวาง ดังนั้น 0101 , εεµµ == และ 
dyadic Green ‘s function ในบริเวณที่ 1 คือ 

( ) ( ) ( )qpG
k

IqpGqpG rrrrrr ,,, 02
0

01 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∇∇
+==               (ง.5) 

โดยที่ 

( ) ( )
qp

qpjk
qpG rr

rr
rr

−

−−
= 0

0

exp
4
1,
π

 เปนฟงกชันกรีนแบบสเกลารของอวกาศวางใน

ปริภูมิ 3 มิติ 

เมื่อพิจารณาปญหาของสนามแมเหล็กไฟฟาในบริเวณที่ 1 ซึ่งถือวาเปน ปญหา
ภายนอก (exterior problem) ซึ่งสนามรวมในบริเวณที่ 1 นี้ประกอบดวยสนามของคลื่นตกกระทบ
และสนามของคลื่นกระเจิง   และใชทฤษฎีบทของกรีนแบบเวกเตอรกับสมการที่ (ง.1) และ (ง.3) 
จะได 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pJqpGjpEqpGpEqpG rrrrrrrrrrrr
1101100

2
11 ,,, ⋅=⋅+×∇×∇⋅− ωµεµω    (ง.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) IpEqpqpGpEqpGpE ⋅−=⋅+×∇×∇⋅−
rrrrrrrrrrrr

11100
2

11 ,, δεµω        (ง.7) 

และเมื่อนําสมการที่ (ง.6) และ (ง.7) ทั้งสองสมการนี้มาลบกันจะไดวา 

( ) ( ) ( ) ( )qpGpEpEqpG rvvrvrrv ,, 1111 ×∇×∇⋅+×∇×∇⋅−  

( ) ( ) ( ) ( ) IpEqppJqpGj ⋅−−⋅= vrrvvrrv
110 , δωµ               (ง.8) 

และจากสมการที่ (ง.8) นี้อินทิเกรตบนปริมาตร 1V ทั้งสองขางของสมการจะได 

( ) ( ) ( ) ( ){ }dVqpGpEpEqpG
V
∫ ×∇×∇⋅+×∇×∇⋅−

1

,, 1111
rvvrvrrv  

( ) ( ) ( )∫ −−=
1

1
V

inc dVqEqppE rrrrvr
δ                (ง.9) 

โดยที่ 

( ) ( ) ( ){ }∫ ⋅=
1

110 ,
V

inc dVpJqpGjqE vrrvrr
ωµ               (ง.10) 
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และใหเมื่อพิจารณาพจนที่ 2 ของสมการที่ (ง.9) ดังนี้ 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
∫∫

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=−=⋅−
11 1

11
11 ,0

,

VV Vq
VqqE

dVpEqpdVIpEqp r

rrr
vrrvvrrv δδ     (ง.11) 

และจาก 

( ) ( ) ( ) ( )qpGpEpEqpG rvvrvrrv ,, 1111 ×∇×∇⋅+×∇×∇⋅−  

( ) ( ) ( ) ( ){ }qpGpEpEqpG rvvrvrrv ,, 1111 ××∇−××∇⋅∇=            (ง.12) 

เมื่อแทนสมการที่ (ง.12) ลงในสมการที่ (ง.9) และใชทฤษฎีบทของไดเวอรเจนซ 
(divergence ‘s theorem) กับพจนทางซายมือของสมการที่ (ง.9) ผลที่ไดคือ 

( ) ( ) ( ) ( ){ }[ ]∫ ××∇−××∇⋅∇
1

,, 1111
V

dVqpGpEpEqpG rvvrvrrv

 
( ) ( ) ( ) ( ){ }∫

+

⋅××∇−××∇=
inf

1
,, 1111

SS
Vout dSnqpGpEpEqpG rrvvrvrrv

 

( ) ( ) ( ) ( ){ } dSnqpGpEqpEqpG inV
SS

1

inf

,,, 1111
rrrrrrrrrr
⋅××∇−××∇−= ∫

+

      (ง.13) 

จาก ( ) ( )qpGqpG rvrv ,, 01 =  โดยที่ ( )qpG rv,0  เปน dyadic Green ‘s function 
ของอวกาศวางซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขของการแผกระจายคลื่น (radiation boundary condition) 
ทําใหพจนของอินทิกรัลที่ผิว infS มีคาเขาใกลศูนย  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ } q
S

inc dSnqpGpEpEqpGqE
Vq

qEVq rrrrrrrrrrr
r

rrr

⋅××∇−××∇+=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

∫ ,,
0,

,
1111

1

11  (ง.14) 

โดยที่ 

1inVnn rr
=  ซึ่งเปนเวกเตอรที่ตั้งฉากกับผิว S  และมีทิศทางพุงเขาสูบริเวณ 1V  

 

และเมื่อพิจารณาพจนที่หนึ่งภายในอินทิกรัลและใชสมการที่ (ง.5) และใชสมบัติ
ที่วา ( ) ( ) ( )qpGIqpGIqpG rrrrrr ,,, 001 ∇×−=×∇=×∇  จะไดวา 
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( )( ) ( ) ( ) ( )( )pEnqpGpEqpGn rrrrrrrrrr
1111 ,, ×⋅×∇−=××∇⋅   

     ( ) ( )( )pEnqpGI rrrrr
10 , ×⋅∇×=  

     ( )( ) ( )qpGIpEn rrrrr ,01 ∇×⋅×=  

     ( ) ( )( )pEnqpGI rrrrr
10 , ××∇⋅=  

     ( ) ( )( )pEnqpG rrrrr
10 , ××∇=  

     ( )( ) ( )qpGpEn rrrrr ,01 ∇××−=              (ง.15) 

และเมื่อพิจารณาพจนที่สองภายในอินทิกรัลและใชสมการที่ (ง.5) จะได 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )pEnqpGqpGpEn rrrrrrrrrr
1111 ,, ×∇×⋅=××∇⋅  

      ( ) ( )( )pHjnqpG rrrrr
101 , ωµ−×⋅=  

      ( ) ( )( )pHnqpGj rrrrr
110 , ×⋅−= ωµ  

      ( ) ( )( )pHnqpG
k

Ij rrrrr
1020 , ×⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇∇

+−= ωµ  

      ( )( )( ) ( )+×⋅−= qpGpHnIj rrrrr ,010ωµ  

          ( )( ) ( )qpGpHn
j

rrrrr ,1
01

0

∇∇⋅×
ωε

 

      ( )( ) ( )+×−= qpGpHnj rrrrr ,010ωµ  

        ( )( ) ( )qpGpHn
j

rrrrr ,1
0

0

∇∇⋅×
ωε

            (ง.16) 

เมื่อแทนสมการที่ (ง.15) และ (ง.16) ทั้งสองนี้ลงในสมการอินทิกรัลที่ (ง.14) จะไดวา 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−−=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

S

inc qpGpHnjqE
Vq

qEVq rrrrrrr
r

rrr

,
0,

,
010

1

11 ωµ  

           ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) dSqpGpEnqpGpHn
j ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∇××+∇∇⋅×+
rrrrrrrrrr ,,1

0101
0ωε

     (ง.17) 
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จากนั้นสลับตัวแปรระหวาง pr  กับ qr  และใชสมบัติความสมมาตรของฟงกชันกรีนจะไดวา 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−−=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

S
q

inc qpGqHnjpE
Vp

pEVp rrrrrrr
r

rrr

,
0,

,
010

1

11 ωµ  

         ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) qqqqqq dSqpGqEnqpGqHn
j ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∇××+∇∇⋅×+
rrrrrrrrrr ,,1

0101
0ωε

 

                   (ง.18) 

โดยที่ 

( )pE inc rr  เปนสนามไฟฟาของคลื่นตกกระทบ 

และ ( ) ( ) ( ){ }∫ ⋅−=
1

,00
V

q
inc dVqJqpGjpE rrrrrv

ωµ              (ง.19) 

เมื่อจัดรูปสมการที่ (ง.18) ใหมจะไดวา 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ⎩⎨
⎧

×−−=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

S
q

inc qpGqHnjpE
Vp

pEVp rrrrrrr
r

rrr

,
0,

,
010

1

11 ωµ  

       ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) qqqqqq dSqpGqEnqpGqHn
j ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∇××+∇∇⋅×+
rrrrrrrrrr ,,1

0101
0ωε

                   (ง.20) 

ซึ่งสมการที่ (ง.20) นี้เปนสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟาในปญหาการกระเจิง
ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติ 

 กรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําไฟฟาสมบูรณ 

กําหนดใหตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําไฟฟาสมบูรณซึ่งจะทําใหเงื่อนไขขอบเขต
ระหวางผิวรอยตอของบริเวณที่ 1 และ บริเวณที่ 2 เปนดังนี้ 

เงื่อนไขขอบเขต 0=× En
rr  ที่ผิวตัวนําไฟฟาสมบูรณ           (ง.21) 

โดยที่ 

nr  เปนเวกเตอรที่ตั้งฉากกับผิวตัวนําไฟฟาสมบูรณ 
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เมื่อแทนเงื่อนไขขอบเขตนี้ลงในสมการอินทิกรัลจะไดสมการอินทิกรัลใหม เปน
ดังนี้ 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ⎪⎩
⎪
⎨
⎧

×−−=
⎭
⎬
⎫

∉
∈

S
q

inc qpGqHnjpE
Vp

pEVp rrrrrrr
r

rrr

,
0,

,
010

1

11 ωµ  

( )( )( ) ( ) qqqq dSqpGqHn
j ⎭

⎬
⎫

∇∇⋅×+
rrrrr ,1

01
0ωε

            (ง.22) 

สมการที่ (ง.22) นี้เปนสมการอินทิกรัลของสนามไฟฟาในปญหาการกระเจิงของ
คลื่นแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติในกรณีที่ตัวกระเจิงคลื่นเปนวัตถุตัวนําไฟฟาสมบูรณ 



ภาคผนวก จ 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบ 

ฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบเปนฟงกชันรูปรางซึ่งมีลักษณะที่สําคัญคือมีการ
กําหนดใหตัวแปรไมทราบคาของสนามอยูที่ตําแหนงขอบบนแตละดานของอีลีเมนตและเปน
เวกเตอรที่หมุนวนและมีทิศทางที่สัมผัสกับแตละดานของอีลีเมนต ซึ่งในที่นี้จะพิจารณาฟงกชัน
รูปรางแบบที่เปนฟงกชันรูปรางอีลีเมนตขอบคงที่ดังในรูปที่ 3.3 ซึ่งมีสมการเปนดังนี้ 

( ) e
i

e
j

e
i

e
j

e
i

e
i lLLLLN ∇−∇=
r                  (จ.1) 

โดยที่ 

e
iL  เปนพิกัดพื้นที่ของอีลีเมนตที่ e  

e
il  เปนความยาวดานที่ i  ของอีลีเมนตสามเหลี่ยมอีลีเมนตที่ e  และเปนคาที่กําหนด

ทิศทางของเวกเตอรใหอยูในทิศทางที่เสริมกัน 

และ ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,3,3,2,2,1, =ji  

สําหรับอีลีเมนตสามเหลี่ยมใดๆในปริภูมิ 3 มิตินั้นความยาวดานที่ i  ของ          
อีลีเมนตที่ e จะมีสูตรการคํานวณเปนดังนี้ 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>==<=>++−

<==>=<++
=

0,0,00,00
0,0,00,00

222

222

kkkkkkkkk

kkkkkkkkke
i

acborcborbforabc
acborcborbforabc

l         (จ.2) 

และ 

e
i

e
jk xxc −=                   (จ.3) 

e
j

e
ik yyb −=                   (จ.4) 

e
j

e
ik zza −=                   (จ.5) 

โดยที่ e
i

e
i yx ,  และ e

iz  เปนพิกัด yx,  และ z  ของโนดที่ i  ของอีลีเมนตสามเหลี่ยมอีลีเมนตที่ e  
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เมื่อใชการแปลงระบบพิกัดของอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมในระบบพิกัดฉากเปน
ระบบพิกัดของอีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมแลว และจากสมการที่ (ค.20)-(ค.22) และใชสมการที่ 
(ค.9) รวมดวย จะไดวา 

( ) ( ) eee llN 12112112211 ηηηηηηηη ∇+∇−=∇−∇=
r              (จ.6) 

( ) ( )( ) eee llN 22112223322 1 ηηηηηηηη ∇−+∇−=∇−∇=
r             (จ.7) 

( ) ( )( ) eee llN 32112313133 1 ηηηηηηηη ∇+∇−=∇−∇=
r              (จ.8) 

และแทนพจนของเกรเดียน  ∇  ดวย  s∇  เนื่องจากในอีลีเมนตอางอิงรูป
สามเหลี่ยมนั้น local intrinsic coordinate 21 ,ηη  จะมีการเปลี่ยนแปลงคาเฉพาะบนผิวของ       
อีลีเมนตอางอิงรูปสามเหลี่ยมเทานั้น ดังนั้นจะไดวา 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

∂
∂

⋅
∂
∂

×
∂
∂

=∇
nrr

nr

s
r

rr

r
r

21

2
1

ηη

η
η                 (จ.9) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

∂
∂

⋅
∂
∂

∂
∂

×
=∇

nrr

rn

s
r

rr

r
r

21

1
2

ηη

η
η               (จ.10) 

โดยที่ 

rr  เปนเวกเตอรบอกตําแหนงดังในสมการที่ (ค.1) 

nr  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับอีลีเมนตรูปสามเหลี่ยมและมีทิศพุงออก 
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