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 รูปแบบการแทนคาของจํานวนมีประวัติที่ยาวนาน และนาหลงใหล บางสวนของการพฒันามุง
ไปที่การทําใหเกิดผลของระบบเลขคณิตสําหรับคอมพิวเตอร โดยปกติจํานวนหนึ่งจํานวนจะถูกแทน
คาดวยสายอักขระของดิจิตในระบบดิจิทัล แตเนื่องจากความแมนยําของระบบการประมวลผล
สัญญาณดิจิทัลที่สูงจะเกิดขึ้นพรอมกับคาใชจายที่สูงอันเนื่องมาจากขอจํากัดทางเวลา งานวิจัย  
สวนหนึ่งจึงสนใจระบบแอนะล็อก แตสิ่งหนึ่งที่ เปนปญหาสําคัญคือสัญญาณรบกวนในวงจร  
ที่สามารถเปลี่ยนไปเปนคาความผิดพลาดในระบบได ดวยสาเหตุนี้ทําใหระบบจํานวนคาตอเนื่องถูก
นําเสนอขึ้นในป ค.ศ. 1997 โดยเทคนิคการใชสัญญาณหลายสัญญาณไดถูกเสนอขึ้นเพื่อใชแทน
จํานวนหนึ่งจํานวน สัญญาณเหลานี้ไดถูกนํามาใชในการปรับปรุงสัญญาณที่มีลําดับสูงกวาจนกระทั่ง
ทุกสัญญาณถูกปรับปรุง คาความซับซอนเชิงเวลาสําหรับกระบวนการกูคาความผิดพลาดจะเปน  
เชิงเสนเทียบกับจํานวนสัญญาณที่ใช และคาความผิดพลาดนี้ก็ยังไมสามารถที่จะถูกกําจัดออกไป
จากระบบไดทั้งหมด 
                 ในงานวิจัยนี้จึงไดทําการเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนแบบใหม ที่ผลลัพธทาง
ทฤษฎีแสดงใหเห็นวา คาความผิดพลาดจากสัญญาณรบกวนนั้นสามารถถูกกําจัดไดอยางสมบูรณใน
ระบบนี้ และงานวิจัยนี้ยังพิสูจนวาเพียงสองสัญญาณก็เพียงพอที่จะใชแทนคาจํานวนหนึ่งจํานวน 
สัญญาณที่หนึ่งคือดิจิตแสดงคา และอีกสัญญาณคือดิจิตซ้ําซอน ทําใหความซับซอนเชิงเวลาสําหรับ
กระบวนการกําจัดขอผิดพลาดเปนคาคงที่ การคํานวณทางเลขคณิตพื้นฐานคือ การบวก ลบ คูณ และ
หาร ดวยเวลาคงที่ ก็ไดถูกเสนอในงานนี้ดวย หลักการของระบบจํานวนที่นําเสนอนีส้ามารถถกูกาํหนด
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 Number representation has a long and fascinating history: some of its 
developments are focused on an implementation of computer arithmetic system. Usually a 
number is represented by a string of digits in digital system. Since the high accuracy of 
digital signal processing comes with the high cost of speed limitation, certain researches 
are interested in an analog system. One must be an important problem is noise in the 
circuit that becomes an error in the system. For this reason, a continuous valued number 
system was proposed in 1997. Multiple signals technique is introduced to represent a 
number. These signals are used to refine the higher order signal until the entire signals are 
refined. Time complexity for an error recovery process is linear up to the number of 
signals. It is also not in the case that the error can be removed from the system. 
            This thesis proposes a novel redundant analog number system. Theoretical results 
show that such the error from noise can be completely removed from the system. It is 
demonstrated that only two signals are enough to represent a number, one is a valued 
digit and the other is a redundant digit. Time complexity for the error removable process 
becomes constant. Fundamental arithmetic operations such as addition, subtraction, 
multiplication and division with a constant time are also introduced in this work. The 
principle of the proposed number system is characterized by an error tolerance which is 
also included in this study. 
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บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

 เนื่องจากปจจุบัน มีความตองการในการนําคอมพิวเตอรไปใชในการคํานวณสิ่งที่มีความ
ซับซอนมากขึ้น พรอมทั้งตองการความรวดเร็วในการคํานวณผลลัพธใหเพิ่มข้ึนดวยเชนกัน 
นอกจากการพัฒนาใหตัวประมวลผลทํางานดวยสัญญาณนาฬิกาที่เร็วขึ้น และการเพิ่มความเร็ว
กับอุปกรณตางๆ ของคอมพิวเตอรใหทํางานเร็วขึ้นแลวนั้น วิธีการคํานวณทางคณิตศาสตรของตัว
ประมวลผลเองก็เปนสวนหนึ่งที่ทําใหคอมพิวเตอรสามารถทํางานไดเร็วขึ้นเชนกัน จึงไดมีการ
คนควาวิจัยเกี่ยวกับวงจรการคํานวณทางคณิตศาสตรทั้งทางดิจิทัล (Digital) และแอนะล็อก 
(Analog) เพื่อชวยใหการคํานวณของคอมพิวเตอรรวดเร็วและมีประสิทธิภาพมากขึ้น 
 ในการคํานวณของวงจรดิจิทัลนั้น ขอมูลที่อยูในวงจรนั้นจะมีคาความแมนยําของขอมูล
ภายในวงจรสูง แตเวลาที่ใชในการคํานวณก็จะสูงดวยเชนกัน [1] ในป 1961 ไดมีการนําเสนอ
ระบบจํานวนเครื่องหมาย (Signed digit number system) ขึ้นเพื่อทําการจํากัดการแพรกระจาย
ตัวทด (Carry propagation) ใหเปนคาคงที่ [2] ซึ่งคุณสมบัตินี้ทําใหเราสามารถทําการคํานวณบน
วงจรดิจิทัลไดทั้งแบบขนาน [3] และแบบเชื่อมตรง [4, 5, 6, 7, 8, 9] ซึ่งทั้งสองวิธีก็เปนวิธีการ
คํานวณที่สามารถเพิ่มความเร็วในการคํานวณไดเชนกัน แตจะตองเสียทรัพยากร และคาใชจายใน
การเพิ่มความเร็วนี้เพิ่มข้ึน [1]  

สําหรับการคํานวณทางคณิตศาสตรของวงจรแอนะล็อก มีขอดีตรงที่การคํานวณนั้นเปน
การคํานวณที่ปราศจากตัวทดดวยความสามารถของวงจรแอนะล็อกเอง [10] ทําใหความเร็วที่ได
จากการคํานวณของวงจรแอนะล็อกนั้นมีความเร็วในการคํานวณสูงเปนแบบทันกาล (Real time) 
โดยวงจรการคํานวณทางแอนะล็อกที่เปนที่รูจักกันเปนอยางมากก็คือ คอมพิวเตอรแอนะล็อกสาม
มิติ (Three-dimensional analogue computer, TRIDAC) [11] ซึ่งเปนคอมพิวเตอรที่ใชในการ
จําลองการบินของเครื่องบินเปนแบบสามมิติ สําหรับวงจรคํานวณทางแอนะล็อกนั้นมักจะถูกสราง
ขึ้นมาเพื่อแกปญหาเฉพาะดาน โดยที่พบสวนใหญนั้นจะอยูในระบบควบคุมตางๆ ที่จําเปนตอง
ตองแกปญหาสมการเชิงอนุพันธ (Differential equation) ยกตัวอยางเชน การประมวลขอมูลที่มา
จากเครื่องรับรู (Sensor) จํานวนเปนพันๆ ในกรณีเชนนี้การจําลองปญหาและแกปญหาไดโดยตรง
ในหนึ่งขั้นตอนของการทํางาน ทําใหวงจรการคํานวณทางแอนะล็อกนั้นสามารถทํางานไดเร็วกวา 
[12] แตวาวงจรแอนะล็อกไมสามารถทําใหเปนอยางที่คิดได เนื่องจากขอจํากัดของคาความ
ผิดพลาด (Error) ของสัญญาณในวงจรที่เกิดขึ้นเนื่องจากสัญญาณรบกวน ทําใหคาของสัญญาณ
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ที่เปนลักษณะตอเนื่องนั้นเปล่ียนแปลงไป ในป 1997 Saed Ahmadi Jullien และ Miller ได
นําเสนอระบบจํานวนคาซอนทับ (Overlap resolution number system) โดยระบบจํานวนนี้อาศัย
หลักการในการเพิ่มสัญญาณซ้ําซอนเพิ่มเขาไปเพื่อทําการแทนคาจํานวนเพียงจํานวนเดียว โดยที่
สัญญาณที่ไดเพิ่มข้ึนไปเหลานี้จะเรียกวา ดิจิตซ้ําซอน (Redundancy digit) โดยที่ดิจิตแรกเทานั้น
ที่มีหนาที่ในการแทนคาแอนะล็อกที่เราตองการจะแสดงทั้งหมด สวนในดิจิตอื่นๆ จะบอกคาใน
สวนของรายละเอียดที่ลดลงไปเรื่อยๆ  ซึ่งก็หมายความวาถาดิจิตแรกนั้นสามารถแสดงคาที่ถูกตอง
ไดแบบไมมีความผิดพลาด ก็ไมมีความจําเปนที่จะตองมีดิจิตอื่นๆ ที่เหลือ หนาที่ของดิจิตซ้ําซอนที่
เพิ่มเขามา คือการปรับปรุงคาของดิจิตที่มีลําดับสูงกวาที่อยูติดกันในกรณีที่มีความผิดพลาดเกิด
ขึ้นกับดิจิตเหลานั้นใหใกลเคียงคาที่ถูกตองมากขึ้น โดยวิธีลดคาความผิดพลาด (ในที่นี้จะเรียก
แทนวา วิธีการกูคาความผิดพลาด)นั้นจะเริ่มจากดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุด ทําการปรับปรุงคาของ
ดิจิตที่อยูติดกันไปเรื่อยๆ จนถึงการปรับปรุงคาของดิจิตที่มีลําดับสูงสุด ทําใหคาความซับซอน 
(Complexity) ของการลดคาความผิดพลาดเปนเชิงเสนตรง Θ(n) ซึ่ง n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน 
โดยที่คาความซับซอนนี้มีคาเทากับการแพรกระจายของตัวทดในวงจรดิจิทัล [13] ทําใหเราทําการ
คํานวณทางคณิตศาสตรไดเหมือนกับวงจรดิจิตทัลที่มีการแพรกระจายของตัวทด ประโยชนที่ได
จากการคํานวณแบบปราศจากตัวทดของวงจรแอนะล็อกจึงไมไดใชอยางมีประสิทธิภาพ 

งานวิจัยนี้จึงไดนําเสนอระบบจํานวนคาตอเนื่องใหมขึ้นมา ซึ่งมีคาความซับซอนของเวลา
ที่ใชในการกูคาความผิดพลาดนั้นนอยกวาระบบจํานวนคาตอเนื่องเดิม ที่เรียกวาระบบจํานวน   
แอนะล็อกซ้ําซอน พรอมทั้งนําเสนออัลกอริทึมการคํานวณพื้นฐาน คือ การบวก ลบ คูณ และหาร 
สําหรับระบบจํานวนใหมที่ไดออกแบบมานี้ 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

ออกแบบระบบจํานวนซ้ําซอนคาตอเนื่องรูปแบบใหม ที่ใชเวลาในการกูคาความผิดพลาด
ลดลงเมื่อเทียบกับแบบดั่งเดิม พรอมทั้งออกแบบอัลกอริทึมการคํานวณของตัวดําเนินการทาง
คณิตศาสตรพื้นฐาน คือการบวก ลบ คูณ และหารของระบบจํานวนใหมนี้ 

1.3 ขอบเขตของการวิจยั 

 1. สนใจในระบบที่มีคาความผิดพลาดอยูในรูปของเปอรเซ็นตที่ไมทราบคา ซึ่งคาความ
ผิดพลาดนี้จะตองคงที่สําหรับทุกดิจิตของตัวถูกดําเนินการตัวเดียวกันเทานั้น 
 2. เสนออัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพื้นฐานสําหรับระบบจํานวนแบบใหม 
เฉพาะการบวก ลบ คูณ และหารเทานั้น 
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 3. คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นจะไมเกิดระหวางดําเนินการกูคาความผิดพลาด และ
ดําเนินการทางคณิตศาสตรอีก 
 4. คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบจะอยูในขอบเขตที่ระบบจํานวนสามารถจะทนได
เทานั้น จึงจะสามารถทําการกูคาออกมาไดถูกตอง 
 5. ตัวถูกดําเนินการที่จะทําการคํานวณทางคณิตศาสตรจะตองถูกกูคาความผิดพลาด
กอน เพื่อใหเปนคาที่ถูกตองกอนที่จะทําเริ่มการคํานวณผลลัพธ 

6. ทําการออกแบบระบบจํานวน อัลกอริทึมกูคาความผิดพลาด อัลกอริทึมการคํานวณ
ทางคณิตศาสตรพื้นฐาน และเสนอวิธีการพิสูจนอัลกอริทึมเหลานี้เทานั้น ไมไดมีการสรางออกมา
เปนวงจร 

1.4 ขั้นตอนและวิธีดําเนินการวิจัย 

1. ศึกษาของงานวิจัยระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
2. วิเคราะหปญหาของงานวิจัยที่มีความสอดคลองกับงานวิจัยที่สนใจ 
3. ออกแบบระบบจํานวนคาตอเนื่องแบบใหม 
4. ออกแบบอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดและการคํานวณทางคณิตศาสตรพื้นฐาน 
5.พิสูจนอัลกอริทึมที่ไดออกแบบไว 
6.จัดทําวิทยานิพนธ 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย 

1. ไดระบบจํานวนคาตอเนื่องแบบใหมที่สามารถทําการลดเวลาที่เกิดขึ้นในการกูคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบได 
 2. อัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพื้นฐาน (บวก, ลบ, คูณ และ หาร) สําหรับ
ระบบจํานวนคาตอเนื่องแบบใหม 
 
1.6 ผลงานที่ตีพิมพจากวิทยานิพนธ 
 สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนี้ไดรับการตีพิมพเปนผลงานวิชาการในหัวขอเร่ืองดังตอไปนี้ 
 1. “An On-line Addition for Compressed Signed Digit Representation” โดย สิร    

ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ National Computer 
Science and Engineering Conference (NCSEC2003) 
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2.  “On-Line Addition in compressed Signed Digit Representation Using On-the-
fly Technique” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ
นานาชาติ Hawaii International Conference on Computer Science 
(HICCS2004) 

3.  “Modified Continuous Valued Number System” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และ    
อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ  2004 International Conference 
on Algorithmic Mathematics and Computer Science (AMCS’04) 

4.  “Reducing Error Recovery Time in CVNS” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์  
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ  8th Annual National Symposium on Computational 
Science and Engineering (ANSCSE8) 

5.  “Parallel Error Recovery in CVNS” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ใน
งานประชุมวิชาการ 8th National Computer Science and Engineering 
Conference (NCSEC2004) 

6.  “On-Line multiplication in compressed Signed Digit Representation Using 
On-the-fly Technique” โดย นพคุณ ศรีมโนธรรม สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์    
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 8th National Computer Science and Engineering 
Conference (NCSEC2004) 

7.  “Redundant Analog Number System” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และอรรถสิทธิ์         
สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ IEEE TENCON 2004 (TENCON2004) 

8.  “Digit Conversion in Redundant Analog Number System” โดย สิร ศรีวนาสณฑ 
และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 9th Annual National Symposium on 
Computational Science and Engineering (ANSCSE9) 

9.  “RANS and Analog Variable Conversion Algorithm” โดย สิร ศรีวนาสณฑ และ
อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการนานาชาติ 2nd ECTI Annual Conference 
(ECTI-CON 2005) 



บทที่  2 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

2.1 ระบบจํานวนคาตอเนือ่ง (Continuous valued number system) 

 เนื่องจากปญหาของสัญญาณรบกวนที่เกิดขึ้นในวงจรแอนะล็อกทําใหคาที่มีอยูในวงจร
นั้นเกิดความผิดพลาดขึ้นได จึงไดมีแนวคิดของระบบเลขคณิตแบบแอนะล็อกที่สามารถจะทําการ
ลดขอผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับจํานวนเหลานั้นภายในระบบได ในป 1997 Saed Ahmadi Jullien และ 
Miller [1] ไดเสนอ ระบบจํานวนคาซอนทับ (Overlap resolution number system) ขึ้นมาและ
หลังจากนั้นในป 2002 ไดมีการเปลี่ยนชื่อเปน ระบบจํานวนคาตอเนื่อง [14] 
 ระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นถูกนําเสนอมาสําหรับการคํานวณทางคณิตศาสตรที่มี
สัญญาณรบกวนนอย (Low noise arithmetic) โดยใชรูปแบบการแทนคา (Representation) และ
การดําเนินการ (Operation) แบบแอนะล็อก ซึ่งการคํานวณสําหรับระบบจํานวนนี้จะสามารถ
คํานวณแบบไมมีตัวทด (Carry free arithmetic) ไดโดยการใชคุณสมบัติของการทํางานของวงจร
แอนะล็อก ระบบจํานวนคาตอเนื่องใชจํานวนสัญญาณหลายสัญญาณในการแทนคาจํานวนเพียง
จํานวนเดียว โดยที่สัญญาณที่เพิ่มเขาไปเหลานี้จะเรียกวา ดิจิตซ้ําซอน (Redundancy digit) 
เพื่อที่จะทําการลดคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในแตละดิจิตลง โดยที่ดิจิตที่มีลําดับสูงสุดเทานั้นที่
เปนดิจิตที่แสดงถึงคาทั้งหมดที่เราตองการ สวนดิจิตอ่ืนๆ นั้นจะเปนดิจิตที่ถูกสรางขึ้นมาเพื่อบอก
รายละเอียดที่ลดลงไปเรื่อยๆ ของแตละดิจิต โดยวิธีการการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนนี้ 
จะใชคุณสมบัติของดิจิตซ้ําซอนเหลานั้นทําการปรับปรุงคาของดิจิตที่มีลําดับสูงกวาที่อยูติดกัน
เพื่อเพิ่มคาความถูกตองใหสูงขึ้นเรื่อยๆ จนกวาจะถึงดิจิตตัวแรกสุด โดยขบวนการที่ใชในการเพิ่ม
คาความถูกตองนั้นจะเริ่มจากดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุด (ตัวทางขวาสุด) ไปยังดิจิตที่มีลําดับมาก
ที่สุด (ตัวซายสุด) ทําใหเวลาที่ถูกใชในการเพิ่มคาความถูกตองนี้ขึ้นกับจํานวนของดิจิตซ้ําซอน 
หรือสามารถบอกไดวาคาความซับซอนของเวลา (Time complexity)สําหรับการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องเปน Θ(n) โดยที่ n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน โดยที่ในระบบ
ที่คํานึงถึงความถูกตองที่มากขึ้นก็จะตองการจํานวนดิจิตที่ซ้ําซอนมากขึ้นดวยเชนกัน ดังที่ไดกลาว
ไวใน [14] หลักการของดิจิตแบบแอนะล็อกนั้นไดถูกนําเสนอเล็กนอยมากอนหนานี้แลวโดย 
Pulliam ซึ่งเปนแนวคิดในการคํานวณเชิงแสง (Optical computing) แตวาสามารถทําการบวกใน
ระบบเชิงแสงเทานั้น 
 สําหรับฐาน β ที่เปนจํานวนจริงใดๆ ที่  β ≥ 2 กําหนดใหจํานวนจริง X โดยคาสูงสุดของ X 
จะถูกจํากัดดวยคา M ซึ่ง |X| < M และคาจํานวนจริง X นั้นจะประกอบไปดวยดิจิตคาตอเนื่อง 
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(Continuous valued digit) xn หลายดิจิต ซึ่ง K ≤ n ≤ L โดยที่ K และ L เปนจํานวนเต็มที่ K > 0 
และ 0 ≤ L คาระยะสูงสุดแบบพลวัต (Maximum dynamic range) สามารถคํานวณไดจาก 

 M = βL+1
     (2.1) 

รูปแบบการแสดงคาของ X สามารถเขียนออกมาไดเปน 

(xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) 

เครื่องหมาย | ใชในการแยกสวนที่เปนจํานวนเต็มทางดานขวาออกจากสวนที่เปนทศนิยมทาง
ดานซาย ในการสรางดิจิตคาตอเนื่องนั้นจะถูกสรางเริ่มตนจากดิจิตที่มีคาลําดับมากที่สุด หรือ xL 
ซึ่งสามารถคํานวณไดจาก 

 
M
XxL ×= β     (2.2) 

และดิจิตอื่นที่เหลือสามารถทําการคํานวณไดดวย 

  ( )β11 ++ −= nnn xxx   (2.3) 

ดวยสมการที่ 2.2 และ 2.3 เราสามารถทําการสรุปไดวา |xn| < β และ   1−≤ βnx และจาก
สมการที่ 2.1 นั้นเราก็สามารถทําการหาคาของ L ในกรณีที่เราทราบ M ไดโดย βL+1

 ≥ |M| 
นอกจากนั้นยังสามารถทําการคํานวณดิจิต n > L ไดโดยเราจะเรียกดิจิตที่มีเลขลําดับมากกวาคา 
L นี้วา ดิจิตที่ถูกสรางเกิน (Excessively evolved digits, EEDs) โดยยังคงใชสมการเดิมคือ
สมการที่ 2.3 ซึ่งสามารถทําใหงายขึ้นไดวา xn = xn-1 / β โดยดิจิตที่ถูกสรางเกินนี้จะใชในการ
คํานวณที่คําตอบของการดําเนินการนั้นเกินกวาคา M ทําใหตองมีการเพิ่มคาของ L ซึง่นัน่กค็อืเพิม่
คาระยะสูงสุดแบบพลวัต 
 เนื่องจากในระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นเปนระบบจํานวนสําหรับวงจรแอนะล็อก นั่นก็
หมายความวาดิจิตแบบตอเนื่องนั้นจะตองถูกแสดงคาที่อยูในรูปของตัวแปรทางไฟฟา ที่เรียกวา 
แอนะล็อกดิจิต (Analog digit) ซึ่งเปนตัวแปรทางไฟฟามีลักษณะเปนเชิงเสน เชน กระแส หรือ
ความตางศักย เปนตน ที่อยูในชวงของ 0 ถึง ±Q หนวย นั่นก็หมายความวาเราสามารถแปลงคา
ของ xn ที่เปนดิจิตแบบตอเนื่องใหตรงเขากับคาตัวแปร qn ที่เหมาะสมได โดยสมการดังตอไปนี้  

qn = xn (Q / β) 
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ตัวอยางที่ 2.1 ถา X = 58.742 ซึ่งมีคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M = 100 ตองการทําการแสดงคา
ใหอยูในรูปของดิจิตแบบตอเนื่องในชวง 0µA ถึง 50µA บนฐาน β  = 10 และ β  = 2 ทําการหาคา 
L ที่เหมาะสมตามสมการที่ 2.1 ได L = 1 และ L = 6 สําหรับฐาน 10 และฐาน 2 ตามลําดับ ซึ่งผล
การคํานวณออกมาดังตารางที่ 2.1 

ตารางที่ 2.1 แสดงคาดิจิตคาตอเนื่อง และคาตัวแปรทางไฟฟาของ X = 58.742 
 ฐานสิบ ฐานสอง 
n xn qn (µA) xn qn (µA) 
6 - - 1.17484 29.371 
5 - - 0.34968 8.742 
4 - - 0.69936 17.484 
3 - - 1.39672 34.918 
2 - - 0.79744 19.936 
1 5.87420 29.3710 1.59488 39.872 
0 8.7420 43.71 1.18795 29.699 
-1 7.420 37.1 0.37952 9.488 

 � 

โดยทางทฤษฎีแลวนั้น ในกรณีที่ไมเกิดขอผิดพลาดเลยในระบบ รูปแบบการแทนคาที่เรา
ไดมาจากระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นสามารถดึงจํานวนที่ทําการแทนคาไดโดยใชดิจิตที่มีลําดับ
มากที่สุดเพียงลําดับเดียวเทานั้น  

X = xL (M / β) 

แตในทางปฏิบัติไมสามารถเปนไปไดเนื่องจากมีสัญญาณรบกวนเกิดขึ้นภายในระบบทําใหคาที่มี
อยูในระบบนั้นมีความผิดพลาดเกิดขึ้น อยางที่ไดกลาวไวแลววาระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นมีการ
ใชหลายดิจิตเขามาชวยในการเพิ่มคาความถูกตองนี้โดยดิจิตนั้นจะถูกใชในการปรับคาของดิจิตที่
มีลําดับสูงกวาที่อยูติดกันใหมีคาใกลเคียงกับความเปนจริงไดมากขึ้น หลักการนี้เองเปนหลักการที่
ใชในการกูคาความผิดพลาด (Error recovery) ของระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
 เราสนใจคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นเปนแบบ  

x'n = xn + εn 

ซึ่ง x'n หมายถึงคาของ xn ที่รวมกับคาของความผิดพลาดเขาไวดวยกัน สวนวิธีการกูคาความ
ผิดพลาดของดิจิตลําดับที่ n (x'n = xn + εn) ของระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้น สามารถทําได โดย
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การกําหนดใหดิจิตที่มีลําดับตํ่ากวาที่ติดกันนั้นเปนคาที่ถูกตอง หรือไมมีคาความผิดพลาด         
x'n-1 = xn-1 และดวยเงื่อนไขเพิ่มเติมอีกหนึ่งเงื่อนไขคือ 

    nn xx =′  (2.4) 

ดวยเงื่อนไขเหลานี้เองทําใหเราสามารถทําการกูคืนคาของ x'n ออกมาเปน x''n ที่มีคาเทากับ xn ดงั
สมการที่ 2.5 

   ( )




=′
>′+′

=′′ −

Knx
Knxx

x
K

nn
n

β/1  (2.5) 

ซึ่งจะเรียกวิธีการกูคืนขอมูลนี้วา ขบวนการวิวัฒนาการยอนกลับ (Reverse evolution process) 
ซึ่งขบวนการนี้จะสามารถกูคืนไดอยางถูกตองก็เมื่อทําการคํานวณฟงกชันพื้น (Floor function) 
ตามสมการที่ 2.4 ไดอยางถูกตอง ซึ่งเทคนิคการกูคาความผิดพลาดนี้จะไมสามารถทําไดก็ในกรณี
ที่    nnn xx >+ ε  หรือ    nnn xx <+ ε   จึงไดมีการปรับปรุงโดยการเปลี่ยนฟงกชันพื้นให
เปนฟงกชันการถูกปดเศษ (Rounded function) แทน  nx′  ไดดังนี้  

  ( )[ ]RoundednnRn xxx β/1−′−′=′    
ดวยเงื่อนไขทีว่า  

 ( ) 2/1/1 <− − βεε nn  (2.6) 

และเมื่อเอาไปแทนในสมการที่ 2.5 แลวเราจะไดสมการในการกูคาความผิดพลาดออกมาดังนี ้

  ( )[ ]RoundednnRn xxx β/1−′′−′=′  

 [ ]
  ( )









=′

>′′+′

=′′
−

Knx

Knxx
x

K

nRn

Rn

β/1

 (2.7) 

ซึ่งเทคนิคที่ใชในการกูคาความผิดพลาดนั้นจะทําการปรับปรุงคาความแมนยําของดิจิตที่มีลําดับ
สูงกวาที่อยูติดกันทีละดิจิตในหนึ่งรอบ นั่นก็หมายความวา คาความซับซอนของเวลาในการกูคา
ความผิดพลาดนั้นมีคาเทากับ Θ (n) โดยที่ n เทากับจํานวนของดิจิตซ้ําซอน ซึ่งคาความซับซอนนี้
มีคาเทากับการแพรกระจายของตัวทดในระบบดิจิทัล 
 และจากสมการที่ 2.7 แสดงใหเห็นวาการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่อง
นั้นไมสามารถทําการกูคาความผิดพลาดสําหรับดิจิตที่มีบลําดับตํ่าที่สุด (xK) ซึ่งเปนดิจิตตัวขวา
สุดได ทําใหคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิตนั้นจะเกิดการแพรกระจายไปยังดิจิตอื่นๆ ของ
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รูปแบบการแทนคาซึ่งเหตุการณนี้จะเรียกวา การแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตทีม่ี
คาความสําคัญนอยที่สุด (Least significant digit error propagation) โดยที่คาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นกับดิจิต xK นั้นไดสงผลกระทบไปยังดิจิต xL ดวยคาความผิดพลาดที่สามารถจะคํานวณได
ดังสมการที่ 2.8 

 εL = εK / βL-K  (2.8) 

ตัวอยางที ่2.2 กําหนดใหเกิดคาความผดิพลาดขึ้นในระบบแอนะลอ็กขณะนั้นเทากับ 4 % บน
ฐาน β = 10 ดวย M = 100 การแทนคาของ X = 78.459 ที่ถูกใสคาความผิดพลาด x'n ในระบบ
จํานวนคาตอเนื่อง พรอมทั้งวิธีการกูคาความผิดพลาดไดถูกแสดงไวดงัตารางที ่2.2 

ตารางที่ 2.2 แสดงการกูคาความผิดพลาดของ X = 78.459 ในระบบทีม่ีคาความผิดพลาด 4% 
n 1 0 -1 -2 -3 
xn 7.8459 8.459 4.59 5.9 9 
x'n 8.159736 8.79736 4.7736 6.136 9.36 

[xn'']R 7.845936 8.45936 4.5936 5.936 9.36 
� 

 จากตัวอยางที่ 2.2 จะสังเกตไดวาคาของคําตอบที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดนั้นมีคา
เทากับ (7.845936, 8.45936, 4.5936 | 5.936, 9.36) เทียบกับคาเริ่มตน (7.8459, 8.459, 4.59 | 
5.9, 9) จะเห็นวา ยังเหลือคาความผิดพลาด 0.36 ที่ดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุดอยู และคาความ
ผิดพลาดนี้สงผลกระทบกับทุกๆ ดิจิตที่ทําการกูคาความผิดพลาด ทําใหคาคําตอบที่ไดไมตรงกับ
คาจริงเริ่มตน โดยเหตุการณที่เกิดคาความผิดพลาดจากดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุดกระจายไปยังทุกๆ 
ดิจิตนั้นที่เรียกวา การแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด 
ซึ่งคาความผิดพลาดนี้เกิดจากการที่เราไมสามารถจะทําการปรับปรุงคาของดิจิต xk ไดตามสมการ
การกูคาความผิดพลาดในกรณีที่ n = K 
 อสมการที่ 2.6 จะกําหนดของเขตของคาความผิดพลาดของดิจิตที่อยูติดกัน ที่จะทําให
ฟงกชันการปดเศษ คํานวณคาไดถูกตองตามสมมุติฐานที่เราไดตั้งไว ในกรณีที่คาความผิดพลาดนี้
อยูนอกขอบเขตนี้จะทําใหการกูคาความผิดพลาดนั้นไมสามารถใหคําตอบที่ถูกตองได จึงทําให
เกิดคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม (Error tolerance) [15] ดังสมการที่ 2.9 

 
β

ϑ
2
1

=  (2.9) 
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นั่นคือในแตละฐานนั้นมีคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมไมเทากัน ยกตัวอยางเชนฐานสิบ 
จะมีคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมเทากับ 0.05 หมายความวาในระบบจํานวนคา
ตอเนื่องของฐานสิบนั้นคาผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับแตละดิจิตในระบบนั้นจะตองนอยกวา 5 % ถาเกิด
มีคาความผิดพลาดเกินจากคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมจะทําใหคําตอบที่ไดจากการ
กูคาความผิดพลาดนั้นจะเกิดความผิดพลาดมากกวาคาความผิดพลาดที่เกิดจากการแพรกระจาย
ของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด 

2.2. การคํานวณทางคณิตศาสตรสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 ทฤษฎีการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้นที่ไดถูกนําเสนอไปแลว
คือ การบวก การลบ และการคูณ โดยทฤษฎีการบวกของระบบจํานวนคาตอเนื่องนี้สามารถแสดง
ไดดังทฤษฎีบทที่2.1 [13, 16] 

ทฤษฎีบทที่ 2.1 กําหนดให (xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) และ (yL, yL-1, …, y0 | y-1, …, 
yK+1, yK) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริง X และ Y ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β 
ตามลําดับ เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 ดิจิตคาตอเนื่องของผลลัพธของการบวก Z = X + Y 
สามารถทําไดดังตอไปนี้ 
 zn = (xn + yn) mod β    (2.10) 

สําหรับทุกคาของ n ที่ K ≤ n ≤ L และ (zL, zL-1, …, z0 | z-1, …, zK+1, zK) เปนรูปแบบการแทน
คาของ Z ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β 

ตัวอยางที่ 2.3 การบวก X = 58.34 และ Y = 72.89 ดวยคา M = 1000 สําหรับฐาน β = 10 ดวย
คาความผิดพลาดหลังการทําการคํานวณทางคณิตศาสตรเทากับ 4% เราทําการเลือกคา L = 2 
และ K = -2 ผลลัพธของการคํานวณถูกแสดงไดดังตารางที่ 2.3 
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ตารางที่ 2.3 แสดงการบวก X = 58.34 และ Y = 72.89 ซึ่งมีคาความผิดพลาด 4% 
N 2 1 0 -1 -2 
xn 0.5834 5.834 8.34 3.4 4 
yn 0.7289 7.289 2.89 8.9 9 

zn= (xn + yn) 1.3123 3.123 1.23 2.3 3 
z'n 1.364792 3.24792 1.2792 2.392 3.12 
z''n 1.312312 3.12312 1.2312 2.312 3.12 

� 

สวนการลบของสองจํานวนในระบบจํานวนคาตอเนื่องนั้น เราสามารถทําไดดวยการบวก
จํานวนที่ติดลบ [14] โดยเราจะใชทฤษฎีบทที่ 2.1 ในการทําการลบระหวางดิจิตคาตอเนื่องซึ่ง
สามารถทําไดดังตอไปนี้ 

zn = (xn + (-yn)) mod β = (xn – yn) mod β 

แตเนื่องจากเครื่องหมายของจํานวนหลังจากทําการลบนั้นจะมีแคดิจิตที่มีคาลําดับสูงสุดเทานั้นที่
จะสามารถรับรองไดวามีเครื่องหมายของคําตอบที่ถูกตอง เนื่องจากดิจิตที่เหลือไมจําเปนที่จะตอง
มีเครื่องหมายถูกตองตามตัวแรกเสมอไป เราจึงจําเปนตองใชเครื่องหมายของดิจิตที่มีลําดับสูงสุด
เพื่อทําการแปลงเครื่องหมายของดิจิตที่เหลือของคําตอบใหถูกตอง เพื่อทําใหเครื่องหมายเหลานั้น
ถูกตอง จึงไดมีการทําการปรับปรุงวิธีการคํานวณการบวกในสมการที่ (2.10) ซึ่งเราสามารถทําให
คาเครื่องหมายนั้นถูกไดดวยตัวดําเนินการมอดุโล (mod) 







<++

≥++
=

−

+

0)(mod)(

0)(mod)(

LLnn

LLnn
n

yxyx

yxyx
z

β

β  

โดยที่ฟงกชัน mod+ และ mod- ไดถูกนิยามไวดังตอไปนี ้
(a) mod+ β = a + Iβ 0 ≤ (a) mod+β < β 

(a) mod- β = a + Iβ -β < (a) mod-β ≤ 0 

และ I เปนจาํนวนเต็ม 
 

 

 



                                                                                                              
                                                                                                                                                              12 

 

 

ตัวอยางที ่2.4 การลบ X = 58.34 และ Y = 72.89 ดวยคา M = 1000 สําหรับฐาน β = 10 ดวย
คาความผิดพลาดหลังการคาํนวณทางคณิตศาสตรเทากับ 4% เราทําการเลือกคา L = 2 และ K = 
-2 ผลลัพธของการคํานวณถูกแสดงไดดังตารางที่ 2.4 

ตารางที่ 2.4 แสดงการลบ X = 58.34 และ Y = 72.89 ซึ่งมีคาความผดิพลาด 4% 
N 2 1 0 -1 -2 
xn 0.5834 5.834 8.34 3.4 4 
yn 0.7289 7.289 2.89 8.9 9 

zn= (xn - yn) -0.1455 -1.455 5.45 -5.5 -5 
zn = (xn - yn)mod-β -0.1455 -1.455 -4.55 -5.5 -5 

z'n -0.15132 -1.5132 -4.732 -5.72 -5.2 
z''n -0.14552 -1.4552 -4.552 -5.52 -5.2 

� 

สําหรับการคูณในระบบจํานวนนี้ [17] ไมสามารถทําไดเหมือนกับการบวกและการลบ 
เนื่องจากเราไมสามารถทําการคํานวณแตละดิจิตที่แยกออกจากกันได งานวิจัยนี้จึงไดทําการเสนอ
อัลกอริทึมการคูณโดยการรวมของผลคูณยอย (Partial product) ซึ่งสามารถเปนไปไดเนื่องจาก
ทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 

ทฤษฎีบทที่ 2.2 กําหนดให (xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) เปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง X ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 ดิจิตคา
ตอเนื่องของผลลัพธ λxn สําหรับทุกคาของ n ที่ K ≤ n ≤ L ซึ่ง λ เปนจํานวนเต็มสามารถทําได
ดังตอไปนี้ 

(λX)n = (λxn) mod β 

เราทําการกําหนดให ∑
=

=
j

ik

k
kY βλ แทนแตละดิจิตของรูปแบบการแทนคา yiyi-1…y0.y-1…yj 

โดยที่คา λ มีคาเปนจํานวนเต็ม ดังนั้นวิธีการคูณคา X และ Y ในระบบจํานวนคาตอเนื่องสามารถ
ทําไดดังทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 
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ทฤษฎีบทที่ 2.3 กําหนดให (xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) และ (yL, yL-1, …, y0 | y-1, …, 
yK+1, yK) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริง X และ Y ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β 

เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และ λ เปนจํานวนเต็ม โดยที่ ∑
=

=
j

ik

k
kY βλ  ดิจิตคาตอเนื่องของ

ผลลัพธของการคูณ Z = X.Y สามารถทําไดดังตอไปนี้ 

( ) βλβλ modmod 







=








⋅=⋅= ∑∑

=∀
−

m

ni
ni

k
knknn xxXYz

r  

สําหรับทุกคาของ n ที่ K ≤ n ≤ L และ (zL, zL-1, …, z0 | z-1, …, zK+1, zK) เปนรูปแบบการแทน
คาของ Z ในระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β และสัญลักษณ iλ

r หมายถึงทาํการเลื่อนคา xn ไป
ทางซาย i ตําแหนงในกรณทีี่ i เปนบวก หรือทําการเลือ่นคา xn ไปทางขวา i ตําแหนงในกรณีที ่i 
เปนลบ 

ตัวอยางที่ 2.5 การคูณ X = 31.89 และ Y = 19.5 ดวยคา M = 1000 สําหรับฐาน β = 10 ดวยคา
ความผิดพลาดหลังการทําการคํานวณทางคณิตศาสตรเทากับ 4% เราทําการเลือกคา L = 2 และ 
K = -2 ผลลัพธของการคํานวณถูกแสดงไดดังตารางที่ 2.5 

ตารางที่ 2.5 แสดงการคูณ X = 31.89 และ Y = 19.5 ซึ่งมีคาความผิดพลาด 4%  
N 2 1 0 -1 -2 
xn 0.3189 3.189 1.89 8.9 9 

).( 1 nxλ
r

 3.189 1.89 8.9 9 0 
).( 0 nxλ

r  2.8701 8.701 7.01 0.1 1 
).( 1 nx−λ

r  0.15945 1.5945 5.945 9.45 4.5 
zn 6.21855 2.1855 1.855 8.55 5.5 
z'n 6.467292 2.27292 1.94775 8.892 5.72 
z''n 6.218572 2.18572 1.8572 8.572 5.72 

� 
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2.3 วงจรการคํานวณของระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 สําหรับวงจรการบวกบนระบบจํานวนคาตอเนื่องนี้ไดมีการนําเอามาสรางเปนวงจรวี
แอลเอสไอ (VLSI) ดังในงานวิจัย [18] ซึ่งเปนวงจรที่ทํางานบนฐานสอง โดยวงจรนี้จะทําการแปลง
รูปแบบการแทนคาแบบดิจิทัลจํานวนแปดบิตมาเปนรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนคา
ตอเนื่องแลวทําการแปลงกลับเปนรูปแบบการแทนคาแบบดิจิทัลอีกทีหนึ่ง สําหรับการที่จะนําเอา
วิธีการแบบแอนะล็อกดิจิตนั้นไปใชกับระบบดิจิทัลจึงไดมีการแบงสวนของวงจรออกเปนสามสวน 
คือ สวนที่ใชในการแปลงคาทางดิจิทัลเปนแอนะล็อกจํานวนแปดบิต วงจรที่ใชในการคํานวณ     
มอดุลาร (Modular) และวงจรในการแกไขคาความผิดพลาด 

ในงานวิจัย [13] ไดเสนอถึงหลักการทําคํานวณทางดิจิทัลดวยสวนประกอบ 
(Component) ที่ทํางานแบบแอนะล็อก พรอมทั้งไดทําการเสนอถึงหลักการของสวนตอประสาน
ระหวางดิจิตทางดิจิทัลหรือดิจิตตรรกะหลายคา (Multiple-Valued Logic) กับดิจิตคาตอเนื่องดวย 



บทที่  3 

การกูคาความผิดพลาดแบบขนานสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

ในบทนี้จะกลาวถึงวิธีการในการลดคาความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยอาศัยหลักการของการเปลี่ยน   ดิจิตเซต
แบบออนเดอะฟลาย (On-the-fly digit set conversion) [19] เขามาประยุกต ซึ่งมีสถาปตยกรรม
การทํางานแบบขนาน ทําใหสามารถลดคาความซับซอนของเวลาลงจากความซับซอนเชิงเสนตรง 
Θ (n) เปนความซับซอนเชิงลอการิทึม Θ(log n) ซึ่ง n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน โดยทีว่ธิกีารทีไ่ด
นําเสนอในบทนี้จะไมไดทําการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนคาตอเนื่องเลย 
ทําใหระบบยังคงตองการจํานวนดิจิตซ้ําซอนที่มากขึ้นสําหรับระบบที่มีการคํานึงความแมนยําที่
มากข้ึนดวย ซึ่งจะแตกตางจากระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่มีการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการ
แทนคาเปนรูปแบบใหม ดังที่จะไดกลาวในรายละเอียดตอไปในบทที่ 4 

3.1 การกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องโดยหลักการของออนเดอะฟลาย 

ในสวนนี้จะกลาวถึงหลักการในการกูคาความผิดพลาดสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่องใน
รูปแบบใหม ซึ่งทําใหคาความซับซอนของเวลาสามารถลดลงจาก Θ (n) เปน Θ (log n) โดยที่ n 
คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน ซึ่งเราจะอาศัยรูปแบบการคํานวณของอัลกอริทึมของการเปลี่ยนดิจิต
เซตแบบออนเดอะฟลาย ซึ่งมีรูปแบบการทํางานแบบขนานเขามาชวย [20] 
 จากเนื้อหาในบทที่ 2 รูปแบบการกูคาความผิดของระบบจํานวนคาตอเนื่องแบบเดิมนั้น
สามารถนํามาแสดงไดดังรูปที่ 3.1 โดยที่แตละหนวยของการกูคาความผิดพลาด (ER) นั้นคือวงจร
ที่ใชทําหนาที่ในการกูคาความผิดพลาด โดยเปนวงจรในการกูคาความผิดพลาดขนาดสองดิจิต ที่
ประกอบดวยดิจิตที่ใชในการปรับปรุงคา และดิจิตที่ถูกปรับปรุงคา ซึ่งวงจรจะทําหนาที่เหมือนกับ
อัลกอริทึมที่ใชในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่อง ดังสมการที่ 2.7 
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รูปที่ 3.1 สถาปตยกรรมของการกูคาความผิดพลาดแบบเดิม 

เราจะทําการเปลี่ยนแปลงสถาปตยกรรมของการกูคาความผิดพลาดเปนรูปแบบใหม ดังรูปที่ 3.2 
ซึ่งสถาปตยกรรมแบบนี้จะมีลักษณะการคํานวณคลายกับการคํานวณการเปลี่ยน   ดิจิตเซตแบบ
ออนเดอะฟลาย 

 
รูปที่ 3.2 สถาปตยกรรมของการกูคาความผิดพลาดแบบขนาน 

… x'-2 x'-1 x'0 x'1 x'K … x'L 

ER 

x*
L 

ER 

ER 

ER ER ER 

… x*
-2 x*

-1 x*
0 x*

1 x*
K … 

ER ER ER 

ER ER ER 

… x'-1 x'0 x'1 x'2 x'K 

ER 

ER 

ER 

ER 

ER 

… x*
-1 x*

0 x*
1 x*

2 x*
K 

… x'L 

ER 

ER 

… x*
L 
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ซึ่งเราจะทําการเปลี่ยนฟงกชันการประกอบ (composition function) ของการคํานวณการเปลี่ยน
ดิจิตเซตแบบออนเดอะฟลายเปนฟงกชันที่ใชในการกูคาความผิดพลาดใหมดังสมการที่ 3.1 

 ( ) [ ] ji
jji

Roundedj
ji

i
jin x

xx
xxf −

−−

−−

′+












 ′−′
=′′ β

β

ββ
/

/
, 1

1

  (3.1) 

จะสังเกตเห็นไดวาจากฟงกชันกูคาความผิดพลาดเดิมนั้นจะเปนการกูคาความผิดพลาดของดิจิตที่
อยูติดกันเทานั้น แตในสมการที่ 3.1 ไดมีการปรับปรุงฟงกชันเดิมทําใหสามารถกูคาความผิดพลาด
ของดิจิตสองดิจิตใดๆ ในระบบที่ไมจําเปนวาจะตองอยูติดกัน 

ทฤษฎีบทที่ 3.1 กําหนดให (x'L x'L-1 … x'0 | x'-1 x'-2 …x'K) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวน
จริง X' จํานวนจริงในระบบจํานวนคาตอเนื่อง บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 โดย X' 
เปนจํานวนที่เกิดคาความผิดพลาด ε% ขึ้นกับจํานวน X การกูคาความผิดพลาดสําหรับ X' โดยใช
สมการ 
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สามารถทําไดโดยใชสถาปตยกรรมแบบออนเดอะฟลาย สําหรับ i และ j ที่เปนจํานวนเต็มใดๆ ที่ 
L ≥  i > j ≥ K และผลลัพธที่ไดจากวิธีการนี้มีคาเทากับผลลัพธที่ไดจากวิธีการกูคาความ
ผิดพลาดโดยวิธีขบวนการวิวัฒนาการยอนกลับ 

พิสูจน  เราจะทําการพิสูจนทฤษฎีบทที่ 3.1 วาเปนจริงโดยแสดงใหเห็นวาฟงกชันที่ใชในการกูคา
ความผิดพลาดดังสมการที่ 3.1 นั้นมีคุณสมบัติของการเปลี่ยนกลุมได นั่นคือ 
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จากสมการทั้งสอง ทําใหสมการ ( )( ) ( )( )cbnancbann xxfxfxxxff ′′′=′′′ ,,,,  จะเปนจริงก็ตอเมื่อ
สมการ 
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เราจะทาํการแบงการพิจารณา ในกรณีแรก 
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 ดังนั้นทฤษฎีบทที่ 3.1 จะเปนจริงไดภายใตเงื่อนไขที่วา  
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ซึ่งก็มีคาเทากันกับสมการคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมของระบบจํานวนคาตอเนือ่ง ทาํ
ใหเราสามารถสรุปไดวาทฤษฎีบทที่ 3.1 นั้นเปนจริงภายใตเงื่อนไขคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อน
ที่ยินยอมของระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

จากทฤษฎีบทที่ 3.1 แสดงใหเห็นวาถาเราตองการทําการกูคาความผิดพลาดของดิจิตใน
ลําดับที่ n ดวยขบวนการวิวัฒนาการยอนกลับนั้นเราจะทําการกูคาความผิดพลาดจากดิจิตใน
ตําแหนงที่ n-1 กอนแลว ซึ่งดิจิต n-1 ก็จะตองไดรับการกูคาความผิดพลาดจากดิจิตที่ n-2 กอน
เชนเดียวกันเปนเชนนี้ไป จนกระทั่งถึงดิจิตที่ K+1 ซึ่งจะไดรับการกูคาความผิดพลาดจากดิจิตที่ K 
ซึ่งเปนดิจิตสุดทาย ทําใหเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

( )( )( )( )( )LLnnnnnnnnn xxfxfxfxfxfx ′′′′′= +−−− ,...,,,,, 1321
*  

กําหนดให x*
n คือคาของดิจิตในตําแหนงที่ n ที่ไดรับการกูคาความผิดพลาดจากดิจิต x*

n-1 แลว 
จากทฤษฎีบทที่ 3.1 ทําใหเราสามารถทําการกูคาความผิดพลาดทีละคูและคอยขยายวงของการกู
คาความผิดพลาดใหใหญขึ้นไปเรื่อยๆ จนถึงดิจิตที่ n ไดดังสมการ 

( ) ( )( )*
21

*
1

* ,,, −−− ′′=′= nnnnnnnnn xxfxfxxfx  

( )( ) ( ) ( )( )( )*
4321

*
21 ,,,,,, −−−−−− ′′′′=′′= nnnnnnnnnnnnnn xxfxfxxffxxxff  

( ) ( )( )( )*
4321 ,,,, xxxfxxff nnnnnnn −−− ′′′′=  

     ... 

( ) ( )( )( ) ( )( )*
1321 ,....,,,,,... KKnnnnnnnnn xxfxxfxxfff +−−− ′′′′′=  

ทําใหเราสามารถทําการเปลี่ยนสถาปตยกรรมของการกูคาความผิดพลาดเปนดังรูปที่ 3.2 ได 

ตัวอยางที่ 3.1 กําหนด X = 653495.49 และมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นในระบบ 5% ในระบบ
จํานวนฐาน 10 ดวยคา X = 1000000 และ K = -2 รูปแบบการแทนคาสามารถแสดงออกมาไดดัง
ตารางที่ 3.1 และวิธีการกูคาความผิดพลาดแสดงไดดังรูปที่ 3.3 
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ตารางที่ 3.1 แสดงรูปแบบการแทนคาของ xn = 653495.49 และ x'n ที่ไดมีการใสคาความ
ผิดพลาด 5% 

n xn x'n 

5 6.5349549 6.861702645 
4 5.349549 5.61702645 
3 3.49549 3.6702645 
2 4.9549 5.202645 
1 9.549 10.02645 
0 5.49 5.7645 
-1 4.9 5.145 
-2 9 9.45 

  
 

รูปที่ 3.3 วิธีการกูคาความผดิพลาดในวิธดีังเดิมของ X = 653495.49 
 

 

5.145 5.7645 10.02645 5.202645 3.6702645 9.45 

4.945 

5.4945 

9.54945 

4.954945 

3.4954945 

4.945 

5.4945 

9.54945 

4.954945 

3.4954945 

9.45 

5.61702645 6.861702645 

5.34954945 

6.53495494

5.34954945 

6.534954945 
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ในสวนของวิธีการกูคาความผิดพลาดแบบขนานสามารถแสดงไดดังรูปที่ 3.4 

 
รูปที่ 3.4 วิธีการกูคาความผดิพลาดแบบขนานของ X = 653495.49 

 โดยที่ผลลัพธของการกูคาความผิดพลาดทั้งสองวิธีนั้นแสดงไดดังตารางที่ 3.2 จะเห็นได
วาคําตอบที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดของทั้งสองวิธีนั้นไดคําตอบที่เทากัน 

ตารางที่ 3.2 แสดงคําตอบทีไ่ดจากการกูคาความผิดพลาดทั้งแบบดงัเดิมและแบบขนานของ  
X = 653495.49 

n xn (แบบดังเดมิ) n xn (แบบขนาน) 
5 6.534954945 7 6.534954945 

4 5.34954945 6 5.34954945 
3 3.4954945 5 3.4954945 
2 4.954945 4 4.954945 
1 9.54945 3 9.54945 
0 5.4945 2 5.4945 
-1 4.945 1 4.945 
-2 9.45 0 9.45 

 

5.145 5.7645 10.02645 5.202645 3.6702645 9.45 

 
4.945 9.57645 3.5202645 

4.945 5.4945 9.54945 4.954945 3.4954945 9.45 

5.61702645 6.861702645 

6.51702645 

5.34954945 6.534954945 

9.54945 5.4945 6.535202645 5.35202645 

6.534954945 5.34954945 3.4954945 4.954945 
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3.2 สรุป 

 ในบทนี้เราไดกลาวถึงวิธีในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนือ่งแบบขนาน 
โดยการนําเอาสถาปตยกรรมของการทําออนเดอะฟลายเขามาใช เพื่อลดคาความซับซอนของเวลา
ลงจากความซับซอนเชิงเสนตรง Θ(n) โดยที่ n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอนที่ใช เหลือความซับซอน
เชิงลอการิทึม Θ (log n) โดยที่คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมยังมีคาเทาเดิม แตวิธีการ
นี้จะตองใชจํานวนของวงจรที่ใชในการกูคาความผิดพลาดมากขึ้นกวาแบบดังเดิม โดยจะเพิ่มขึ้น
จาก 1 วงจรเปน n/2 วงจรโดยที่ n คือจํานวนของดิจิตซ้ําซอน  

 
 



บทที่  4 

ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 จุดประสงคหลักของงานวิจัยชิ้นนี้คือ การเสนอรูปแบบการแทนคาของระบบจํานวนคา
ตอเนื่องใหม ที่เรียกวาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน (Redundant Analog Number System, 
RANS) [21] โดยที่ระบบจํานวนแบบใหมนี้สามารถลดคาความซับซอนของเวลาจาก O(n) โดยที ่n 
เปนจํานวนของดิจิตซ้ําซอนที่ใชในระบบใหเหลือคาความซับซอนของเวลาเปนคาคงที่ได พรอมทั้ง
สามารถทําการกูคาความผิดพลาดโดยปราศจาก การแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุดได ซึ่งระบบจํานวนคาตอเนื่องไมสามารถกําจัดขอผิดพลาดนี้ได 
 เนื้อหาในบทนี้จะกลาวถึงแรงจูงใจในการตองการที่จะลดคาความซับซอนของเวลาในการ
กูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องใหลดลง และวิเคราะหคาความผิดพลาดในระบบ
จํานวนคาตอเนื่อง พรอมทั้งไดเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน การกูคาความผิดพลาดของ
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน และตัวดําเนินการพื้นฐาน (บวก ลบ คูณ และหาร) สําหรับระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

4.1 บทกลาวนํา 

 ระบบจํานวนคาตอเนื่องเปนระบบจํานวนที่ถูกนําเสนอเพื่อลดคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้น
ในวงจรจากสัญญาณรบกวน โดยไดนําเสนอการใชดิจิตซ้ําซอนหลายๆ ดิจิตเพื่อทําการแทนคา
สัญญาณเพียงหนึ่งสัญญาณ การลดคาความผิดพลาดนี้สามารถทําไดโดยการกูคาความผิดพลาด
ดวยอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดสําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยอัลกอริทึมที่ใชในการกู
คาความผิดพลาดนี้จะทําการกูคาความผิดพลาดทีละดิจิต ดิจิตที่มีคาความสําคัญต่ํากวาจะทํา
หนาที่ในการลดคาความผิดพลาดสําหรับดิจิตที่มีคาความสําคัญสูงกวาที่อยูติดกัน การกูคาความ
ผิดพลาดนี้สามารถทําไดทีละดิจิตเทานั้น ทําใหคาความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความ
ผิดพลาดเทากับ Θ(n) โดยที่ n คือจํานวนของดิจิตซับซอนที่ระบบนั้นใช ถึงแมวาสถาปตยกรรม
แบบออนเดอะฟลายถูกนํามาประยุกตใชก็ตาม เวลายังคงขึ้นกับจํานวนดิจิต โดยอยูในรูปของ 
Θ(log n) ซึ่งไดกลาวมาแลวในบทที่ 3 โดยถาระบบใหความสําคัญกับคาความแมนยําหลังจาก
การกูคาความผิดพลาดมากเทาไร ก็ยิ่งทําใหตองใชจํานวนของดิจิตซ้ําซอนนี้เพิ่มข้ึนดวย เนื่องจาก
ผลกระทบของการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด 
 จากที่ไดกลาวมาขางตน เราจึงไดสนใจในการลดคาความซับซอนของเวลาในการกูคา
ความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่องลง โดยการนําเสนอระบบจํานวนสําหรับการทํางาน
แบบแอนะล็อกขึ้นมาให ซึ่งเปนแบบปรับปรุงของระบบจํานวนคาตอเนื่อง ที่เรียกวา ระบบจํานวน
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แอนะล็อกซ้ําซอน โดยที่ระบบจํานวนนี้จะใชเพียงแคสองดิจิตในการแทนคาจํานวนหนึ่งจํานวน 
พรอมทั้งระบบจํานวนนี้สามารถกําจัดการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุดไดในระบบที่คาความผิดพลาดอยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน (Equal 
error factor) [22, 23] ทําใหระบบจํานวนนี้จะใชเพียงแคสองดิจิตสําหรับทุกๆ ระบบที่ให
ความสําคัญกับดิจิตหลังจากที่กูคาความผิดพลาดตางๆ กัน ซึ่งก็หมายความวาเราสามารถลดคา
ความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนใหมนี้เปนคาคงที่  พรอมทั้ง
ไดเสนออัลกอริทึมตัวดําเนินการพื้นฐานทางคณิตศาสตร คือ การบวก ลบ คูณ หาร สําหรับระบบ
จํานวนใหมนี้ดวย 

4.2 ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน (Redundant analog number system) 

 กําหนดให X เปนคาเชิงตัวเลข (Numerical value) สําหรับจํานวนจริงใดๆ บนฐาน β (β 

≥ 2) ซึ่งเปนจํานวนจริง โดยที่ |X| < M ซึ่ง M เปนคาระยะสูงสุดแบบพลวัต (Maximum dynamic 
range) รูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะใชดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน 
(Redundant analog digit) จํานวนสองดิจิต ในการแทนคา X ประกอบดวย xv (ดิจิตแอนะล็อกคา
, Valued analog digit) คือดิจิตที่ทําหนาที่แทนคาของ X และ xr (ดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน, 
Redundancy analog digit) คือดิจิตที่เปนดิจิตซ้ําซอนของ xv โดยที่รูปแบบการแทนคาของ X ใน
ระบบจํานวน แอนะล็อกซ้ําซอนที่ประกอบไปดวย xv และ xr สามารถคํานวณไดจากสมการที่ 4.1 
และ 4.2 

 xv = β × (X / M)  (4.1) 

 
 ( )

 ( )







<×−

≥×−
=

0

0

vvv

vvv

r

xxx

xxx
x

β

β
  (4.2) 

สมการที ่4.2 สามารถนําสมการทัง้สองมารวมกนัไดดังสมการที ่4.3 

 ( )  ( )( ) β×−×= vvvr xxxsignx   (4.3) 

 สําหรับคาตัวแปรทางแอนะล็อกของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นจะเปนตัวแปรทางไฟฟาเชิง
เสน (linear electronic variable) ยกตัวอยางเชน กระแสไฟฟา หรือคาความตางศักย เปนตน ซึ่ง
สามารถคํานวณไดเหมือนกับระบบจํานวนคาตอเนื่องดังสมการที่ 4.4 และ 4.5  

 qv = xv × (Q / β)  (4.4) 
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 qr = xr × (Q / β)  (4.5) 

โดยที่ qv และ qr คือคาตัวแปรทางแอนะล็อกของดิจิต xv และ xr  ตามลําดับ และคา Q คือ
ขอบเขตสูงสุดทางแอนะล็อกที่ระบบรองรับไดนั้นจะตองอยูในชวง 0 ถึง ± Q เทานั้น ซึ่งในความ
เปนจริงแลวในวงจรแอนะล็อกนั้นจะทําการดําเนินการตางๆ ดวยคาตัวแปรทางแอนะล็อกนี้ แต
เพื่อใหวิทยานิพนธเลมนี้เขาใจไดงายขึ้น จึงขอใหดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนในการคํานวณ และ
ดําเนินการตางๆ แทนคาตัวแปรทางแอนะล็อก 

ทฤษฎีบทที่ 4.1 กําหนดให X เปนจํานวนจริงใดๆ ที่มีรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน         
แอนะล็อกซ้ําซอนคือ xv และ xr บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบ
พลวัต M คาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกคา (xv) และคาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน (xr) 
สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะมีคาไมเกินคาของ β 

พิสูจน 
จากสมการที่ 4.1 และจากขอกําหนดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่บอกวา |X| < M เสมอ 
ทําให |X / M| < 1 ดังนั้น 

βββ <<−
M
X  

จากสมการที ่4.3 เหน็ไดชัดเจนวา ( )  ( ) 1<−× vvv xxxsign  และสมการที ่4.1 ทําให 

( )  ( )( ) βββ <×−×<− vvv xxxsign  
เราก็สามารถสรุปไดวาคาสัมบูรณของดิจิตแอนะล็อกคา และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนสําหรับระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนัน้จะมีคาไมเกนิ β ■ 

ทฤษฎีบทที่ 4.2 กําหนดให X เปนจํานวนจริงใดๆ ที่มีรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน       
แอนะล็อกซ้ําซอนคือ xv และ xr โดยมีคาตัวแปรทางแอนะล็อกคือ qv และ qr ตามลําดับ บนฐาน 
β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M คาตัวแปรทางแอนะล็อกของ
ดิจิตแอนะล็อกคา (qv) และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอน (qr) สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะ
ไมเกินคา ±Q 

พิสูจน 
จากทฤษฎีบทที่ 4.1 ไดกลาวไววา |xv| และ |xr| < β สามารถสรุปไดวา 

|xn / β| < 1 
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และจากสมการที่ 4.4 และ 4.5 จะสรุปไดวา 
 -Q < xn × (Q / β) < Q 

 -Q < xr × (Q / β) < Q ■ 

 สมมุติใหดิจิตแอนะล็อกทั้งดิจิตแอนะล็อกแสดงคา และดิจิตแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นเกิดคา
ความผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน ในชวงเวลาเดียวกัน ดังนั้นดิจิต xv และ xr 
หลังจากที่ไดทําการใสตัวประกอบของคาความผิดพลาดแลวสามารถแสดงออกมาไดดังสมการที่ 
4.6 และ 4.7  

 x'v = xv × ε  (4.6) 

 x'r = xr × ε  (4.7) 

ตัวอยางที่ 4.1 กําหนดใหคา β = 2 และ 10 และคาระยะสูงสุดแบบพลวัตเทากับ 1000 รูปแบบ
การแทนคา และคาตัวแปรทางแอนะล็อกของ X = 204.86 ในกรณีที่วงจรมีคาตัวแปรทาง          
แอนะล็อกเทากับ 0 µA to 50 µA เทียบกับระบบจํานวนคาตอเนื่องสามารถแสดงไดดังตารางที่ 
4.1 และ 4.2 ตามลําดับ 

ตารางที่ 4.1 แสดงรูปแบบการแทนคาของ X = 204.86 สําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
β xv xr qv qr 
2 0.40972 1.0056 10.243 25.14 
10 2.0486 9.514 10.243 47.57 

ตารางที่ 4.2 แสดงรูปแบบการแทนคาของ X = 204.86 สําหรับระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
 2 1 0 -1 -2 

xn (β = 2) 0.40972 0.81944 1.63888 1.27776 0.55552 
xn (β = 10) 2.0486 0.486 4.86 8.6 6 

� 

4.3 การกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 ในสวนนี้นําเสนออัลกอริทึมที่ใชสําหรับการกูคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบของระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนซึ่งไดแสดงใหเห็นวาการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนนี้ โดยที่คา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นอยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน สามารถทําใหผลลัพธที่ไดจากการกู
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คาความผิดพลาดนั้น ปราศจากการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอย
ที่สุดได และเนื่องจากระบบจํานวนนี้จะใชแคสองดิจิตสําหรับการแทนคาในทุกๆ ความแมนยําที่
สนใจของคําตอบที่ไดหลังจากการกูคาความผิดพลาด ทําใหคาความซับซอนของเวลาที่ใชในระบบ
จํานวนนี้สามารถลดลงเปนเวลาคงที่ได เมื่อเทียบกับระบบจํานวนคาตอเนื่องที่มีคาความซับซอน
ของเวลาเปน O(n) โดยที่ n เปนจํานวนของดิจิตซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.3 กําหนดให (xv, xr) และ (x'v, x'r) เปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน      
แอนะล็อกซ้ําซอนของจํานวนจริง X และ X' ตามลําดับ โดยที่ X' เปนจํานวนที่เกิดขอผิดพลาดที่
อยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน ε ขึ้นกับจํานวนจริง X บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ 
β ≥ 2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M และ (x*

v, x*
r) คือรูปแบบการแทนคาของคําตอบที่ไดจาก

การกูคาความผิดพลาด ซึ่งสามารถหาไดจากอัลกอริทึม4.1 โดย x*
v= xv และ x*

r= xr 

อัลกอริทึมที ่4.1 อัลกอริทมึในการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
Input:  (x'v, x'r) 
Output:  (x*

v, x*
r) 

begin  if x'v = 0 and x'r = 0 then 
   x*

v ← 0,  x*
r ← 0 

  else 
[ ] ββ

β
ε

×′+′

′+′
=

Roundedrv

vr

xx
xx

)/(
 

x*
v = x'v / ε,  x*

r = x'r / ε  
end if 

end 

ภายใตเงื่อนไขดังสมการที่ 4.8 และ 4.9 

ถา xv > 0 xv = [ x'v + (x'r / β) ]Rounded (4.8) 

นอกเหนือจากนั้น xv = [ x'v + (x'r / β) ]Rounded (4.9) 
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พิสูจน 
การพิสูจนนีจ้ะถูกแบงออกเปนสองกรณี คือ 

กรณีที่ 1 คือ x'v > 0 
จากสมการที ่4.2 4.6 และ 4.7 สามารถสรุปไดวา 

  β
εε

×





 ′

−=
′ v

v
r x

xx  

ซึ่งก็คือ  
 v

vr
x
xx

β
β

ε
′+′

=  

และดวยเงื่อนไขในสมการที ่ 4.8 สามารถหาคา ε จากดิจิตที่มีคาความผิดพลาด x'v และ x'r ได
โดย 

[ ] ββ
β

ε
×′+′

′+′
=

Roundedrv

vr

xx
xx

)/(
 

กรณีที่ 2 คือ x'v < 0 จากสมการที ่4.2 4.6 และ 4.7 สามารถสรุปไดวา 

  β
εε

×






 ′
−=

′ v
v

r xxx  

ซึ่งก็คือ  
 v

vr

x
xx

β
β

ε
′+′

=  

และดวยเงื่อนไขในสมการที ่4.9 เราสามารถหาคา ε จากดิจิตที่มีคาความผิดพลาด x'v และ x'r ได
โดย 

[ ] ββ
β

ε
×′+′

′+′
=

Roundedrv

vr

xx
xx

)/(
 

จาก  x*
v = x'v / ε และสมการที่ 4.6 สามารถสรุปไดวา x*

v = xv 

และจาก x*
r = x'r / ε และสมการที่ 4.6 สามารถสรุปไดวา x*

r = xr 

หมายเหตุ ฟงกชันการ Rounded ที่ใชในอัลกอริทึมที่ 4.1 นั้นคือฟงกชันการปดเศษใกลเคียงลง 
(rounded floor function) กําหนดใหจํานวนจริง X = Y + Z โดยที่ Y เปนภาคจํานวนเต็ม 
(integer part) และ Z เปนภาคเศษสวน (fractional part) ของ X ซึ่ง 0 ≤ Z < 1 ฟงกชนัการปดเศษ
ใกลเคียงลงสามารถนิยามไดดังสมการที่ 4.10 



                                                                                                              
                                                                                                                                                              30 

 

 

 [ ]




≤≤
<<+

=
5.00
15.01

ZY
ZY

X Rounded  (4.10) 

  ■ 

ตัวอยางที่ 4.2 กําหนดให β = 2 และใหคาระยะสูงสุดแบบพลวัตเทากับ 32 รูปแบบการแทนคา
ของ X ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.3 โดยในระบบนี้ใหคา
แอนะล็อกนั้นอยูในชวงของ 0 µA ถึง 50 µA และมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นในระบบเทากับ 25% 
คาแอนะล็อกและผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.3  

ตารางที่ 4.3 แสดงถึงการกูคาความผิดพลาดของ X = 24.727 โดยที่ระบบมีคาความผิดพลาด
เทากับ 25% 

 xv xr 

xn 1.5454375 0.909125 
qn 38.6359375 22.728125 
X'n 1.931796875 1.13640625 
x*

n 1.5454375 0.909125 
� 

จากตัวอยางที่ 4.2 จะเห็นไดวาดิจิตซ้ําซอนเพียงดิจิตเดียวนั้นก็เพียงพอสําหรับการกูคา
ความผิดพลาดของระบบสําหรับระบบที่คาความผิดพลาดอยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน 
โดยที่คําตอบที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดนั้นจะมีคาตรงกับคาเร่ิมตน xn = x*

n เนื่องจากใน
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นจะไมมีการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุด และคาความซับซอนของเวลาเราก็สามารถลดลงไดจาก O(n) เหลือ O(1)  

ทฤษฎีบทที่ 4.4 กําหนดให (xv, xr) และ (x'v, x'r) เปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน      
แอนะล็อกซ้ําซอนของจํานวนจริง X และ X' ตามลําดับ โดยที่ X' เปนจํานวนที่เกิดขอผิดพลาดที่
อยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน ε ขึ้นกับจํานวน X บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 
2 ดวยคาระยะสูงสุดแบบพลวัต M คาความผิดพลาดที่หาไดจากอัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาด ε จะเปนจํานวนบวกเสมอ ถา xv ไมไดมีคาเทากับศูนย ดังนั้นเราสามารถหา(x*

v, x*
r) ที่

เปนรูปแบบการแทนคาของผลลัพธจากอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดไดเสมอ 
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พิสูจน  การพสิูจนถูกแบงออกเปนสองกรณี 

กรณีที ่1 คือ xv > 0 

 ( ) βεβεβ vvvvr xxxxx +−=′+′  

  0>= βεvx  

( )[ ] ( )  ( )[ ]RoundedvvvRoundedrv xxxxx εεβ −+=′+′ /  

 [ ] 0>= Roundedvx ε  
 ดังนัน้จากกรณีนี้เราสามารถสรุปไดวา ε >0 

กรณีที่ 2 คือ xv > 0 

 ( ) βεβεβ vvvvr xxxxx +−=′+′  

  0<= βεvx  

( )[ ] ( )  ( )[ ]RoundedvvvRoundedrv xxxxx εεβ −+=′+′ /  

 [ ] 0<= Roundedvx ε  
จากกรณนีี้เราก็สามารถสรุปไดวาε > 0 

จากทั้งสองกรณีเราสรุปไดวาถา xv ไมไดมีคาเทากับศูนยแลวคา ε จะมคีาเปนจาํนวนบวกเสมอ ■ 

4.4 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 จากสมการที่ 4.8 และ 4.9 เปนสมการที่บงบอกถึงคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน โดยคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม คือ
ขอบเขตของคาความผิดพลาดสูงสุดเกิดขึ้นไดในวงจร ถาคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นนั้นเกิน
ขอบเขตนี้จะทําใหอัลกอริทึมกูคาความผิดพลาดนั้นไมสามารถคํานวณผลลัพธที่ออกมาได 

ทฤษฎีบทที่ 4.5 กําหนดให X เปนจํานวนจริงใดๆ ที่มีรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวน       
แอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 คือ (xv, xr) และ (x'v, x'r) เปน
รูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนของจํานวนจริง X' ซึ่งเปนจํานวนที่เกิด
ขอผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบที่มีคาเทากัน ε ขึ้นกับจํานวนจริง X คาความผิดพลาด
คลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นสามารถแสดงไดดังสมการตอไปนี้ 
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 1
2
1

2
11 +≤≤−

β
ε

β
  (4.11) 

พิสูจน  จากทฤษฎีบทที่ 4.3 จะใหคําตอบที่ถูกตองไดก็ตอเมื่อสมการที่ 4.8 และ 4.9 เปนจริง 
ดังนั้นการพิสูจนนี้จะทําการแสดงใหเห็นวาสมการที่ 4.8 และ 4.9 จะเปนจริงก็ตอเมื่อสมการที่ 
4.11 เปนจริงเชนกัน การพิสูจนนี้จะถูกแบงออกเปนสองกรณี 

กรณีที่ 1 คือกรณีที่ xv > 0 และสมการที่ 4.8 เปนจริง 

  [ ]Roundedrvv xxx )/( β′+′=  

 ( )
Rounded

vv
v

xx
x











 −
+=

β
βε

ε  

 [ ]Roundedvx ε=  

ซึ่งก็คือ 

2
1)1(

2
1

≤−≤− εβ  

เราสามารถนาํมาเขียนใหมไดวา 

1
2
1

2
11 +≤≤−

β
ε

β
 

กรณีที่ 2 คือกรณีที่ xv < 0 และสมการที่ 4.9 เปนจริง 
  [ ]Roundedrvv xxx )/( β′+′=   

 ( )
Rounded

vv
v

xxx 






 −
+=

β
βε

ε   

 [ ]Roundedvx ε=  

ซึ่งก็คือ 

2
1)1)((

2
1

≤−−≤− εβ  

เราสามารถนาํมาเขียนใหมไดวา 

1
2
1

2
11 +≤≤−

β
ε

β
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จากทั้งสองกรณีเราสามารถสรุปไดวาทฤษฎีบทที่ 4.3 จะใหคําตอบที่ถูกตองก็ตอเมื่อสมการที่ 
4.11 เปนจริง ■ 

 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมสําหรับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะลดลง
เมื่อคาของฐานนั้นมีคาเพิ่มข้ึน ยกตัวอยางเชน บนฐาน β = 2 คาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมเทากับ 25 % และมีคาเทากับ 5% สําหรับฐาน β = 10  

4.5 ชวงของคาที่ถูกตองที่เกิดขึ้นในกรณทีี่ความผิดพลาดทีอ่ยูในรูปของตัวประกอบไม
เทากันของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 ในงานวิจัยชิ้นนี้นั้นไดกําหนดใหคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นนั้นจะตองอยูในรูปของตัว
ประกอบที่เทากัน ในสวนนี้จึงไดทําการพิจารณาถึงกรณีที่ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นอยูในรูปของตัว
ประกอบที่ไมเทากัน ซึ่งก็คือ x'v = xv × εv และ x'r = xr × εr โดยที่ εv ≠ εr โดยทฤษฎีตอไปนี้จะ
กลาวถึงคาความผิดพลาดสูงสุดของผลลัพธจากอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นไดใน
กรณีที่ความผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบนั้นไมเทากัน 

ทฤษฎีบทที่ 4.6 กําหนดให (xv, xr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริง X และ (x'v, x'r) เปน
รูปแบบการแทนคาของจํานวนจริง X' ซึ่งเปนจํานวนที่เกิดความผิดพลาดขึ้นกับ X สําหรับระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่   β ≥ 2 โดยที่ระบบนี้มีคาความ
ผิดพลาดที่อยูในรูปของตัวประกอบที่ไมเทากันคือ εv และ εr ซึ่งเกิดขึ้นกับดิจิต xv และ xr 
ตามลําดับ และคาความผิดพลาดนั้นยังคงอยูในชวงของคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม 
คาที่ถูกตองของดิจิต xv นั้นจะตองอยูในชวงดังสมการตอไปนี้ 
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v
xxQ
′

+′=  

พิสูจน 
กําหนดให x'v = xv × εv และ x'r = xr × εr จากอัลกอริทมึในการกูคาความผิดพลาด 

( )
( )[ ] Roundedrv

rv

xx
xx

β
β

ε
/
/

′+′

′+′
=  

และกําหนดให ( )β/rv xxQ ′+′=  
 
ดังนัน้ 

[ ]RoundedQ
Q

=ε  

คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xv นั้นสามารถเขียนออกมาไดวา 

คาความผิดพลาดที่เกิดขึน้กบัดิจิต xv ( )β/vv xx ′−=   

[ ]Rounded

vv
v

Q
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x
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−=   
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จากสมการนี้สามารถสรุปไดวา [ ]










−

Q
Q Roundedvε1 คือคาความผิดพลาดที่เปนเปอรเซ็นตของ 

xv (Γ) 

ถา [Q]Rounded ≥ Q ดังนั้น ([Q]Rounded / Q) ≥1เราสามารถสรุปไดวา 
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แตถา [Q]Rounded < Q ทําให ([Q]Rounded / Q) <1เราก็สามารถสรุปไดวา 

 
[ ] [ ]
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1
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1   (4.14) 

จากสมการที่ 4.13 และ 4.14 เราสามารถสรุปไดวา +− Γ≤Γ≤Γ  
จาก Γ คือจํานวนเปอรเซ็นตของคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xv เราก็สามารถสรุปไดวา 

xv + (xvΓ-) ≤ x'v  ≤ xv + (xvΓ+) 

ซึ่งก็คือ 
xv(1 + Γ-) ≤ x'v  ≤ xv(1 + Γ+) 

ทําใหสามารถสรุปถึงคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในกรณีที่คาความผิดพลาดที่อยูในรูปตัวประกอบ
ที่ไมเทากันไดวา  

 
−+ Γ+

′
≤≤

Γ+

′

11
v

v
v xxx   

จึงสรุปไดวาคาของ xv ที่ถกูตองนัน้จะตองอยูในชวงดงัที่แสดงในสมการที ่4.12 ■ 

ตัวอยางที ่4.3 กําหนดใหคา X = 20.486 และ M = 100 ใน β =10 โดยที่คาความผิดพลาดที่เกดิ
ขึ้นกับดิจิต xv เทากับ 5% และคาความผิดพลาดที่เกดิขึ้นกับดิจิต xr เทากับ 0.5% การประมาณ
คา xv ที่ถูกตองจาก x'v และ x'r สามารถทาํไดดังตารางที่ 4.4 

ตารางที่ 4.4 แสดงผลลัพธของการกูคาความผิดพลาดในกรณีที่คาความผิดพลาดระหวางตวั
ดําเนนิการไมเทากับในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 v r 

xn 2.0486 9.514 
x'n 2.15103 9.56157 
x*

v ≈ 2.07682704645713309 ≈9.2317295354286691 

จากอัลกอริทึมในการกูคาความผิดพลาดคํานวณคา ε ออกมาไดเทากับ 1.035729 จะเห็นไดวา
การกูคาความผิดพลาดนั้นไมตรงกับคาเร่ิมตน สําหรับการประมาณคาเริ่มตนเราสามารถคํานวณ
ไดโดยการนําเอาทฤษฎีบทที่ 4.6 มาชวยโดยชวงของคาเริ่มตนนั้นจะตองอยูในชวงของ 

1.986596155 ≤ xv ≤ 2.181082483 
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ซึ่งก็จะเหน็วาคา xv ที่ถูกตองนัน้ก็อยูในชวงนี้จริง � 

4.6 การวิเคราะหระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 ในสวนนี้จะกลาวถึงการวิเคราะหระบบจํานวนคาตอเนื่องในดานปจจัยตางๆ รวมถึงกรณี
ตางๆ ที่จะทําใหเกิดขอผิดพลาดเหลานั้นขึ้นมาได เพื่อจะไดนําไปเปรียบเทียบกับระบบจํานวน    
แอนะล็อกซ้ําซอน 

4.6.1 การวิเคราะหระบบจํานวนคาตอเนื่องที่ใชเพียงแคสองดิจิตในการกูคาความ
ผิดพลาด 

 งานวิจัยชิ้นนี้เราไดเสนอระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่ใชดิจิตเพียงแคสองดิจิตเทานั้น 
ในสวนนี้เราจึงไดทําการวิเคราะหถึงระบบจํานวนคาตอเนื่องที่มีการใชดิจิตเพียงแคสองดิจิต
เทากันวาจะมีคาความผิดพลาดอันเนื่องมากจากการแพรกระจายของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุดเปนเทาไรเมื่อเทียบกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่ไมมีการแพรกระจาย
ของขอผิดพลาดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุดวาแตกตางกันเทาใด 

ประพจนที่ 4.1 กําหนดให X เปนจํานวนจริงที่มีรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนคาตอเนื่อง
ดวยดิจิตสองดิจิต คือ xL และ xK โดยที่ K = L - 1 บนฐาน β เมื่อ β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 
โดยที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับดิจิต xL และ xK คือ εL และεK ตามลําดับ คาความผิดพลาด
สูงสุดของรูปแบบการแทนคาในลักษณะนี้ อันเนื่องมาจากการแพรกระจายของความผิดพลาดที่
เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด ε'L สามารถแสดงไดดังอสมการดังตอไปนี้ 
 ε'L < 1 / 2β (4.15) 

พิสูจน 
สมการที ่2.8 แสดงใหเหน็ถงึความสัมพนัธของคาความผิดพลาดระหวางดิจิตที่ L และดิจิตที่ K ซึ่ง
ในกรณีนี ้K = L-1 คาความผิดพลาดของดิจิตตําแหนงที่ L สามารถแสดงไดดังสมการ 

εL = εK / β 

ดังนัน้คาความผิดพลาดของดิจิตตําแหนงที ่K จะสงผลกระทบไปยงัดิจิตตําแหนงที่ L สูงสุดเมื่อ 
εK มีคาใกลเคียงคาความผดิพลาดคลาดเคลื่อนที่ยนิยอม ทาํใหสามารถจะสรุปไดวา 

ε'L       < (β(1 / 2β)) / β 
                                                               < 1 / 2β  
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ทําใหเราสามารถสรุปไดวาคาความผิดพลาดสูงสุดที่จะเกิดขึ้นไดกับดิจิต xL นั้นจะเปนไดดัง
อสมการที ่4.15 ■ 

 จากประพจนนี้ทําใหเราสามารถสรุปไดวาคาความผิดพลาดสูงสุดที่อาจจะเกิดขึ้นกับดิจิต 
xL ในกรณีที่ใชเพียงแคสองดิจิตคือ 1/2β เมื่อเทียบกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนที่ไมเกิดคา
ความผิดพลาดขึ้นระหวางผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดกับจํานวนที่ตองการแสดงจริง 

4.6.2 การวิเคราะหการดําเนินการทางคณิตศาสตรของระบบจํานวนคาตอเนื่องในกรณีที่
คาความผิดพลาดที่เกิดกับแตละตัวถูกดําเนินการไมเทากัน 

 ในสวนนี้จะทําการวิเคราะหถึงระบบจํานวนคาตอเนื่องในกรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิด
ข้ึนกับทั้งสองจํานวนนั้นมีคาไมเทากันจะทําใหเกิดความผิดพลาดในการดําเนินการทาง
คณิตศาสตรได 
 กําหนดใหรูปแบบการแทนคาของ X = 20.4894 และ Y = 20.4891 แสดงไดดังตารางที่ 
4.5 และมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นในระบบเทากับ 1% สําหรับ X และ 5% สําหรับ Y โดยที่ระบบ
นี้ทํางานอยูบน β = 10 และ M =100 

ตารางที่ 4.5 แสดงถึงการกูคาความผิดพลาดในกรณีทีม่คีาความผิดพลาดที่ไมเทากบัระหวาง    
ถูกตัวดําเนนิการในระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 1 0 -1 -2 -3 
xn 2.04894 0.4894 4.894 8.94 9.4 
yn 2.04891 0.4891 4.891 8.91 9.1 
x'n 2.0694294 0.494294 4.94294 9.0294 9.494 
y'n 2.1513555 0.513555 5.13555 9.3555 9.555 
x*n 2.0489494 0.489494 4.89494 8.9494 9.494 
y*n 2.0489555 0.489555 4.89555 8.9555 9.555 

และถาเกิดการดําเนินการทางคณิตศาสตรหลังจากที่ไดทําการกูคาความผิดพลาดแลว ยกตวัอยาง
เชน Z = X – Y ผลลัพธที่ไดจะสามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.6 
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ตารางที่ 4.6 แสดงถึงผลลพัธที่ไดจากการดําเนนิการลบของตัวถูกดําเนินการที่ไดรับคาความ
ผิดพลาดที่ไมเทากนัในระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 1 0 -1 -2 -3 
z*n -0.0000061 -0.000061 -0.00061 -0.0061 -0.061 

จะเห็นไดวาจากตัวอยางนี้ผลลัพธที่ไดจากการลบเปนคาลบ โดยที่ผลลัพธตั้งตนนั้นจะตองมีคา
เปนบวก ซึ่งสามารถที่จะสรุปไดวาในระบบจํานวนคาตอเนื่องคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับตัว   
ถูกดําเนินนั้นตองอยูในรูปของเปอรเซ็นตที่เทากันเชนเดียวกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

4.7 การแปลงดิจิตเซตดวยคาฐานที่มคีาไมเทากันของระบบจาํนวนแอนะลอ็กซ้ําซอน 

 ในสวนนี้เราจะกลาวถึงวิธีการในการแปลงรูปแบบการแทนคาบนฐานหนึ่งๆ ไปยังรูปแบบ
การแทนคาอีกรูปแบบบนฐานที่มีคาที่แตกตางกัน เนื่องจากในวงจรนั้นไมมีความจําเปนตองใหคา
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมในแตละสวนของวงจรจะตองมีคาเทากัน และเนื่องจาก
การศึกษาถึงระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนไดแสดงใหเห็นถึงคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยินยอมกับคาฐานที่ไดเลือกใชดังในสมการที่ 4.12 ในสวนนี้จึงไดเสนอถึงอัลกอริทึมที่ใชในการ
แปลงรูปแบบการแทนคาระหวางคาฐานตางๆ ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน [24] 

ทฤษฎบีทที่ 4.7 กําหนดให (xv1, xr1) เปนรูปแบบการแทนคาของ X สําหรับฐานจํานวนจริงบน
ฐาน β1 ที ่β1 ≥ 2 และกําหนดให (xv2, xr2) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวน X ตัวเดียวกัน
สําหรับฐานจาํนวนจริงบนฐาน β2 ที ่ β2 ≥ 2 แลวรูปแบบการแทนคา (xv2, xr2) บนฐาน β2 นี้
สามารถคาํนวณจาก (xv1, xr1) บนฐาน β1 ไดจากสมการดังตอไปนี้ 

xv2 = (xv1/β1) × β2 
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พิสูจน 
การพิสูจนในทฤษฎนีี้จะแบงออกเปนสองสวนคือกรณีของ xv2 และ xr2   

กรณีของ xv2 จากสมการที ่4.2 จะไดวา 
x = (xv1 / β1)X 

และ 
x = (xv2 / β2)X 

ดังนัน้ 

 xv2 = (xv1 / β1)β2 (4.16) 

กรณีที่สอง xr2 สําหรับการพสิูจนในกรณีนีจ้ะถูกแบงไดเปนสองกรณียอย 

กรณีที่ xv ≥ 0  
จากสมการที ่4.3   

xv = xv - (xr / β) 

และจากสมการที่ 4.1 ทีว่า x = (xv × X) / β สามารถสรปุไดวา  
x = ( xv - (xr / β) ) × (X / β) 

ซึ่งจะเห็นไดวา 

 x = ( xv1 - (xr1 / β1) ) × (X / β1) (4.17) 

และ 

 x = ( xv2 - (xr2 / β2) ) × (X / β2)  (4.18) 

จากสมการที ่4.17 และ 4.18 เราสามารถสรุปไดวา  
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (X / β1)  = ( xv2 - (xr2 / β2) ) × (X / β2) 
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (β2 / β1)  = xv2 - (xr2 / β2) 
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (β2

2 / β1) = xv2 β2 – xr2 

     xr2  = ( xv2β2 ) – ( xv1 ( β 22 / β1 ) ) + ((xr1 β 22)/ β 21) 
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จากสมการที ่4.16 จะไดวา  
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กรณีที่ xv < 0 
จากสมการที ่4.3   

xv = xv - (xr / β) 
และจากสมการที่ 4.1 ทีว่า x = (xv × X) / β สามารถสรุปไดวา  

x = ( xv - (xr / β) ) × (X / β) 
ซึ่งจะเห็นไดวา 

 x = ( xv1 - (xr1 / β1) ) × (X / β1) (4.20) 

และ 

 x = ( xv2 - (xr2 / β2) ) × (X / β2)  (4.21) 

จากสมการที ่4.20 และ 4.21 เราสามารถสรุปไดวา  
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (X / β1)  = ( xv2 - (xr2 / β2) ) × (X / β2) 
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (β2 / β1)  = xv2 - (xr2 / β2) 
( xv1 - (xr1 / β1) ) × (β 2

2 / β1) = xv2 β2 – xr2 

     xr2  = ( xvβ2 ) – ( xv (β 2
2 / β1)) + ((xr1 β 2

2) / β 21) 
จากสมการที ่4.16 จะไดวา  
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■ 

ทฤษฎีบทที่ 4.8 กําหนดให (qv1, qr1) เปนคาตัวแปรทางแอนะล็อกของรูปแบบการแทนคาใน
ระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน (xv1, xr1) บนฐาน β1 ที่ β1 ≥ 2 และกําหนดให (qv2, qr2) เปน
คาตัวแปรทางแอนะล็อกของรูปแบบการแทนคาของ (xv2, xr2) บนฐาน β2 ที่ β2 ≥ 2 คาตัวแปร
ทางแอนะล็อก (qv2, qr2) สามารถคํานวณจาก (qv1, qr1) ไดจากสมการดังตอไปนี้ 

qv1 = qv2 



                                                                                                              
                                                                                                                                                              41 

 

 

และ 














<








 ×
+














×










 ×
−














×










 ×

≥








 ×
+














×










 ×
−














×










 ×

=

0

0

1

21

1

21121

1

21

1

21121

2

v
rvv

v
rvv

r

xqQ
Q

q
Q

Q
q

xqQ
Q

q
Q

Q
q

q

β
β

β
βββ

β
β

β
βββ

 

พิสูจน 
การพิสูจนสําหรับทฤษฎีนี้เราสามารถทาํไดโดยการแบงออกเปนสองกรณีคือของ qv2 และ qr2 

สําหรับ qv2 จาก x = (qβ)/Q และสมการที่ 4.14 จะไดวา  
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ซึ่งก็คือ qv2 = qv1 

สําหรับ qr2 เราก็จะทําการแบงออกเปนสองกรณียอยเชนเดียวกนั 
กรณีที่ xv ≥ 0 จาก x = (qβ)/Q และสมการที่ 4.19 จะไดวา  
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กรณีที ่xv < 0 จาก x = (qβ)/Q และสมการที่ 4.22 จะไดวา  
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ตัวอยางที่ 4.4 ทําการแปลงคาของ X = 4.53 บนฐาน 10 ไปยังฐานอื่นๆ (2 ถึง 9) โดยที่ X =10 
และ Q = 75µA รูปแบบการแทนคาและคาตัวแปรทางแอนะล็อกของ X สามารถแสดงไดดังตาราง
ที่ 4.7 
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ตารางที่ 4.7 แสดงถึงการแปลงคา X = 4.53 บนฐาน 10 ไปยังฐานอืน่ๆ 
Base xv xr qv(µA) qr (µA) 

10 4.53 4.7 33.975 35.25 
9 4.077 8.307 33.975 69.225 
8 3.624 3.008 33.975 28.2 
7 3.171 5.803 33.975 62.175 
6 2.718 1.692 33.975 21.15 
5 2.265 3.675 33.975 55.125 
4 1.812 0.752 33.975 14.1 
3 1.359 1.923 33.975 48.075 
2 0.906 0.188 33.975 7.05 

 � 

4.8 ตัวดําเนนิการทางคณิตศาสตรพืน้ฐานของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

 ในสวนนี้เราไดเสนอถึงตัวดําเนินการพื้นฐานทางคณิตศาสตรของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอน โดยที่สวนที่ใชการคํานวณสามารถเขียนออกมาใหอยูในรูปของแผนภาพบล็อกไดดังรูปที่  
4.1 ซึ่งตัวดําเนินการนั้นจะตองมีการทําการกูคาความผิดพลาดกอนเขาไปทําการคํานวณทาง
คณิตศาสตร ดังนั้นเราจะพิจารณาคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นจากตัวดําเนินการเทานั้น โดยเราจะ
ทําการพิสูจนวาหลังจากที่เราไดดําเนินการทางคณิตศาสตรแลวนั้นผลลัพธที่ออกมาไดจะตองมี
คุณสมบัติเดียวกันกับคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ซึ่งจะเปนการพิสูจนวาผลลัพธ
นั้นถาเกิดมีขอผิดพลาดเกิดขึ้นแลวละก็ยังสามารถกูคาความผิดพลาดกลับมาไดดวยวิธีการกูคา
ความผิดพลาดเดิมจากทฤษฎีบทที่ 4.3 

 
รูปที่ 4.1 แผนภาพบล็อกแสดงถึงสวนที่ดําเนินการคํานวณทางคณิตศาสตรของระบบจํานวน     

แอนะล็อกซ้ําซอน 
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4.8.1 ตัวดําเนินการบวกของระบบจาํนวนแอนะลอ็กซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.9 กําหนดให (xv, xr) และ (yv, yr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริงสอง
จํานวน คือ X และ Y ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ 
β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และกําหนดให M เปนระยะสูงสุดแบบพลวัตของระบบนี้ ผลลัพธของ
การบวกของ (xv, xr) และ (yv, yr) สามารถแทนไดดวย (zv, zr) ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง Z ที่เปนคําตอบของสมการ Z = X + Y สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปนี้ 
 ( )β,vvv yxFz +=  (4.23) 

 



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vrr
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โดยที ่  
 



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),(
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baF  

พิสูจน กําหนดให X Y และ Z เปนคาตัวเลขของ (xv, xr) (yv, yr) และ (zv, zr) ตามลําดับ โดยที่
คุณสมบัติของ zv และ zr จะตองคงคุณสมบัติระหวางดิจิตเหมือนกับระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอน เพื่อใหดิจิตเหลานี้สามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดโดยอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที่ 4.3 
หลังจากดําเนินการบวกแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น โดยที่คุณสมบัติของดิจิต zv และ zr 
สามารถนิยามไดดังสมการที่ 4.25 และ 4.26 

 
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จากสมการที ่4.23  
zv = F(xv + yv , β) 

    = F(Xβ/M + Yβ/M, β) 

    = F((X + Y) β/M, β) 

    = F(Zβ/M, β) 

ทําใหเราสามารถสรุปไดวา zv นั้นคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้าํซอน 
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 จากทฤษฎีบทที่ 4.1 ที่ไดกลาววา | xv | | yv | จะตองมีคานอยกวา β เราจะทําการแบง
การพิสูจนคา zr ออกเปนทั้งหมดสี่กรณี 

กรณีที่ 1 คือ 0 ≤  xv < β  และ 0 ≤  yv < β  
การบวกของจํานวนที่มากกวาหรือเทากับศูนยทั้งสองตัวนั้น สงผลใหคําตอบเปนไปไดเพียงกรณี
เดียวคือมากกวาหรือเทากับศูนยเชนกัน 
จากสมการที ่(4.24) 

( )ββ ,++= rrr yxFz  

 ( )  ( )( )ββββ ,+−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,++−+= vvvv yxyxF  (4.27) 

จากสมการที ่4.27 ถา       1++=+ vvvv yxyx เราจะสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 ++−++= vvvvr yxyxFz  

  ( )( )( )βββ ,2++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

   ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.28) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  และสมการที ่4.27 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=   

 ( )βvv zz −=   (4.29) 

จากสมการที่ 4.28 และ 4.29 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤  xv < β  และ 0 ≤  yv < β แลว 
 ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่       

zv ≥ 0 
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กรณีที่ 2 คือ 0 ≤ xv < β และ -β < yv < 0 
ในกรณีนี้คําตอบ (zv, zr) สามารถเปนไดทั้งบวกและลบ เนื่องจากตัวดําเนินการนั้นมีเครื่องหมาย
ตางกัน ทําใหคําตอบในกรณีที่ 2 นี้ก็จะสามารถแบงออกไดเปนอีกสองกรณียอยดังนี้ 

กรณีที่ 2.1 คือ zv ≥  0. 

จากสมการที ่4.24 จะไดวา  

( )ββ ,++= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,+−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,++−+= vvvv yxyxF  (4.30) 

ถา       1−+=+ vvvv yxyx  และสมการที่ 4.30 เราสามารถสรุปไดวา  

    ( )( )( )βββ ,1 ++−−+= vvvvr yxyxFz  

    ( )( )( )ββ ,vvvvr yxyxFz +−+=  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=  (4.31) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  จากสมการที ่4.30 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น  

    ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.32) 
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จากสมการที่ 4.31 และ 4.32 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤ xv < β และ -β < yv < 0 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      
zv ≥ 0 

กรณีที่ 2.2 คือ zv < 0 

จากสมการที ่4.24 จะไดวา 

( )ββ ,−+= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,−−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvv yxyxF  (4.33) 

ถา       1++=+ vvvv yxyx  และสมการที่ 4.33 เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −+−++= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF +−+=  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.34) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  และสมการที ่4.33 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.35) 

จากสมการที่ 4.34 และ 4.35 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤ xv < β และ -β < yv < 0 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่     
zv < 0 
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กรณีที่ 3 คือ –β < xv < 0 และ 0 ≤ yv < β 
ในกรณีนี้คําตอบ (zv, zr) สามารถเปนไดทั้งบวกและลบ เนื่องจากตัวดําเนินการนั้นมีเครื่องหมาย
ตางกัน ทําใหในกรณีที่ 3 นี้ก็จะสามารถแบงออกไดเปนอีกสองกรณียอยโดยการพิสูจนนั้นจะ
เหมือนกับการพิสูจนในกรณีที่สอง  

กรณีที่ 3.1 คือ zv ≥ 0   
จากสมการที ่4.24 จะไดวา  

( )ββ ,++= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,+−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,++−+= vvvv yxyxF  (4.36) 

ถา       1−+=+ vvvv yxyx  และสมการที่ 4.36 เราสามารถสรุปไดวา  

    ( )( )( )βββ ,1 ++−−+= vvvvr yxyxFz  

    ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF +−+=  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=  (4.37) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  จากสมการที ่4.36 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <+−+≤ vvvv yxyx  ดังนั้น  

    ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.38) 
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จากสมการที่ 4.37 และ 4.38 เราสามารถสรุปไดวา ถา –β < xv < 0 และ 0 ≤ yv < β 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่     
zv ≥ 0 

กรณีที่ 3.2 คือ zv < 0 

จากสมการที ่4.24 จะไดวา 

( )ββ ,−+= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,−−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvv yxyxF  (4.39) 

ถา       1++=+ vvvv yxyx  และสมการที่ 4.39 เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −+−++= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF +−+=  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvvr zzz −=   (4.40) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  และสมการที ่4.39 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.41) 

จากสมการที่ 4.40 และ 4.41 เราสามารถสรุปไดวา ถา –β < xv < 0 และ 0 ≤ yv < β 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      
zv < 0 
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กรณีที่ 4  คือ –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 
การพิสูจนในกรณีนี้ก็จะเหมอืนกับการพิสจูนในกรณีที่หนึ่ง จากสมการที่ 4.24 

( )ββ ,−+= rrr yxFz  

 ( )  ( )( )ββββ ,−−+−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−+−+= vvvv yxyxF  (4.42) 

จากสมการที ่4.42 ถา       1−+=+ vvvv yxyx เราจะสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −+−−+= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )βββ ,2−+−+= vvvv yxyxF  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

   ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=  

 ( )βvv zz −=   (4.43) 

แตถา      vvvv yxyx +=+  และสมการที ่4.42 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,++−+= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <+−+<− vvvv yxyx  ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz +−+=   

 ( )βvv zz −=   (4.44) 

จากสมการที่ 4.43 และ 4.44 เราสามารถสรุปไดวา ถา –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 แลว 
 ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      

zv < 0 
 
จากทั้งสี่กรณีเราสามารถสรุปไดวาผลลัพธที่ไดจากอัลกอริทึมการบวกของระบบจํานวนแอนะล็อก
ซ้ําซอนดังในทฤษฎีบทที่ 4.9 นั้นยังคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

■ 
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ตัวอยางที่ 4.5 การบวกในเลขฐาน 2 ของ X = 2.4727 และ Y = -6.430 โดยที่ M = 32 ดวยคา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเปน 25% การดําเนินการบวกในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.8 

ตารางที่ 4.8 แสดงการดําเนนิการบวกของ X = 2.4727 และ Y = -6.430 
n v r 

xn 0.15454375 1.6909125 
yn -0.401875 -1.19625 
zn -0.24733125 -1.5053375 
z'n -0.3091640625 -1.881671875 
z*

n -0.24733125 -1.5053375 
คําตอบที่ไดคือ (-0.24733125, -1.5053375) = -3.9573 � 

4.8.2 ตัวดําเนินการลบของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.10 กําหนดให (xv, xr) และ (yv, yr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริงสอง
จํานวน คือ X และ Y ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ 
β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และกําหนดให M เปนระยะสูงสุดแบบพลวัตของระบบนี้ ผลลัพธของ
การลบของ (xv, xr) ดวย (yv, yr) สามารถแทนไดดวย (zv, zr) ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง Z ที่เปนคําตอบของสมการ Z = X - Y สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปนี้ 
 ( )β,vvv yxFz −=  (4.45) 

และ 




<−−
≥+−

=
0),(
0),(

vrr

vrr
r zyxF

zyxF
z

ββ
ββ  (4.46) 

โดยที ่  
 




<−
≥−

=
0/
0/

),(
ababa
ababa

baF  

พิสูจน  
กําหนดให X Y และ Z เปนคาตัวเลขของ (xv, xr) (yv, yr) และ (zv, zr) ตามลําดับ โดยที่คุณสมบัติ
ของ zv และ zr จะตองคงคุณสมบัติระหวางดิจิตเหมือนกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน เพื่อให
ดิจิตเหลานี้สามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดโดยอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที่ 4.3 หลังจาก
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ดําเนินการลบแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น โดยที่คุณสมบัติของดิจิต zv และ zr สามารถนิยาม
ไดดังสมการที่ 4.47 และ 4.48 

 







×= ββ ,

M
ZFzv  (4.47) 

  ( )
 ( )




<−
≥−

=
0
0

vvv

vvv
r zzz

zzz
z

β
β  (4.48) 

จากสมการที ่4.45  
zv = F(xv - yv, β)  
   = F(Xβ/M - Yβ/M, β)  
    = F((X - Y) β/X, β)  
    = F(Zβ/X, β)  

ทําใหเราสามารถสรุปไดวา zv นั้นคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้าํซอน 
 จากทฤษฎีบทที่ 4.1 ที่ไดกลาววา | xv | | yv | ตองมีคานอยกวา β  เราจะทําการแบงการ
พิสูจนคา zr ออกเปนทั้งหมดสี่กรณีเชนเดียวกันโดยรูปแบบของการพิสูจนนั้นคลายกับการพิสูจน
ทฤษฎีของการบวกในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

กรณีที่ 1 คือ 0 ≤  xv < β และ 0 ≤  yv < β 
เนื่องจากการดําเนินการลบของตัวดําเนินการที่มีเคร่ืองหมายเดียวกัน อาจจะทําใหคําตอบ
สามารถเปนบวกหรือลบก็ได ดังนั้นเราจึงทําการแบงการพิสูจนนี้ออกเปนสองกรณียอยคือ 
กรณีที่ 1.1 คือ zv ≥ 0 
จากสมการที ่4.46 จะไดวา  

( )ββ ,+−= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,+−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvv yxyxF  (4.49) 

ถา       1−−=− vvvv yxyx  และสมการที่ 4.49 เราสามารถสรุปไดวา  

    ( )( )( )βββ ,1 +−−−−= vvvvr yxyxFz  
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    ( )( )( )ββ ,vvvvr yxyxFz −−−=  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=  (4.50) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  จากสมการที ่4.49 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น  

    ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.51) 

จากสมการที่ 4.50 และ 4.51 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤  xv < β และ 0 ≤  yv < β 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่       
zv ≥ 0 

กรณีที1่.2 คือ zv < 0 

จากสมการที ่4.46 จะไดวา 

( )ββ ,−−= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,−−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvv yxyxF  (4.52) 

ถา       1+−=− vvvv yxyx  และสมการที่ 4.52 เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −−−+−= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF −−−=  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx ดังนัน้ 
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  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.53) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  และสมการที ่4.52 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.54) 

จากสมการที่ 4.53 และ 4.54 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤  xv < β และ 0 ≤  yv < β 
แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      
zv < 0 

กรณีที่ 2 คือ 0 ≤  xv < β และ –β < yv < 0 
จากสมการที ่4.46 

( )ββ ,+−= rrr yxFz  

 ( )  ( )( )ββββ ,+−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvv yxyxF  (4.55) 

จากสมการที ่4.55 ถา       1+−=− vvvv yxyx เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 +−−+−= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )βββ ,2+−−−= vvvv yxyxF  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

   ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.56) 



                                                                                                              
                                                                                                                                                              54 

 

 

แตถา      vvvv yxyx −=−  และสมการที ่4.55 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=   

 ( )βvv zz −=   (4.57) 

จากสมการที่ 4.56 และ 4.57 เราสามารถสรุปไดวา ถา 0 ≤  xv < β และ –β < yv < 0 แลว 
 ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      

zv ≥ 0 

กรณีที่ 3 คือ –β < xv < 0 และ 0 ≤  yv < β 
จากสมการที ่4.46 

( )ββ ,−−= rrr yxFz  

 ( )  ( )( )ββββ ,−−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvv yxyxF  (4.58) 

จากสมการที ่4.58 ถา       1−−=− vvvv yxyx เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −−−−−= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )βββ ,2−−−−= vvvv yxyxF  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

   ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.59) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  และสมการที ่4.58 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvvr yxyxFz  
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จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx  ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=   

 ( )βvv zz −=   (4.60) 

จากสมการที่ 4.59 และ 4.60 เราสามารถสรุปไ ดวา ถา –β < xv < 0 และ 0 ≤  yv < β แลว 
 ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่      

zv < 0 

กรณีที่ 4 คือ –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 
เนื่องจากการดําเนินการลบของตัวดําเนินการที่มีเครื่องหมายเดียวกัน อาจจะทําใหคําตอบ
สามารถเปนบวกหรือลบก็ได ดังนั้นเราจึงทําการแบงการพิสูจนนี้ออกเปนสองกรณียอยคือ 

กรณีที่ 4.1 คือ zv ≥ 0 
จากสมการที ่4.46 จะไดวา  

( )ββ ,+−= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,+−−−= vvvv yyxxF  

    ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvv yxyxF  (4.61) 

ถา       1−−=− vvvv yxyx  และสมการที่ 4.61 เราสามารถสรุปไดวา  

    ( )( )( )βββ ,1 +−−−−= vvvvr yxyxFz  

    ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF −−−=  

จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvvr zzz −=  (4.62) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  จากสมการที ่4.61 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,+−−−= vvvvr yxyxFz  
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จาก   ( ) 10 <−−−≤ vvvv yxyx  ดังนั้น  

    ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.63) 

จากสมการที่ 4.62 และ 4.63 เราสามารถสรุปไดวา ถา –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 

แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่     
zv ≥ 0 

กรณีที่ 4.2 คือ zv < 0 

จากสมการที ่4.46 จะไดวา 

( )ββ ,−+= rrr yxFz   

 ( )  ( )( )ββββ ,−−+−= vvvvr yyxxFz  

    ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvv yxyxF  (4.64) 

ถา       1+−=− vvvv yxyx  และสมการที่ 4.64 เราสามารถสรุปไดวา 

  ( )( )( )βββ ,1 −−−+−= vvvvr yxyxFz   

  ( )( )( )ββ ,vvvv yxyxF −−−=  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx ดังนัน้ 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  

 ( )βvv zz −=   (4.65) 

แตถา      vvvv yxyx −=−  และสมการที ่4.64 เราสามารถสรุปไดวา  

  ( )( )( )βββ ,−−−−= vvvvr yxyxFz  

จาก   ( ) 01 <−−−<− vvvv yxyx  ดังนั้น 

  ( )( )βvvvvr yxyxz −−−=  
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 ( )βvvr zzz −=   (4.66) 

จากสมการที่ 4.65 และ 4.66 เราสามารถสรุปไดวา –β < xv < 0 และ –β < yv < 0 

แลว  ( )βvvr zzz −=  ซึ่งก็ยังคงคุณสมบัติของ zr ในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในกรณีที่     
zv < 0 
จากทั้งสี่กรณีที่ไดทําการพิสูจนไปนั้น ทําใหสามารถบอกไดวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณการลบ
ดวยอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที่ 4.10 นั้นสามารถคํานวณไดถูกตองพรอมยังคงคุณสมบัติเดิมของ
ระบบจํานวนไวดวย ■ 

ตัวอยางที่ 4.6 การลบในเลขฐาน 2 ของ Y = -6.430 จาก X = -2.4727 โดยที่ M = 32 ดวยคา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบเปน 25% การดําเนินการลบในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.9 

ตารางที่ 4.9 แสดงการดําเนนิการลบของ Y = -6.430 จาก X = -2.4727 
n v r 

xn -0.15454375 -1.6909125 
yn -0.401875 -1.19625 
zn 0.24733125 1.5053375 
z'n 0.3091640625 1.881671875 
z*

n 0.24733125 1.5053375 

ผลลัพธที่ไดคอื (0.24733125, 1.5053375) = 3.9573 � 

4.8.3 ตัวดําเนินการคณูของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.11 กําหนดให (xv, xr) และ (yv, yr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริงสอง
จํานวน คือ X และ Y ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ 
β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และกําหนดให M เปนระยะสูงสุดแบบพลวัตของระบบนี้ ผลลัพธของ
การคูณของ (xv, xr) และ (yv, yr) สามารถแทนไดดวย (zv, zr) ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง Z ที่เปนคําตอบของสมการ Z = X × Y สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปนี้ 

 ( ) 









××= β
β

,MyxFz vvv                  (4.67) 
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    (4.69) 

และ f (a,b)= sign(a)× |a| × b 

พิสูจน 
กําหนดให X Y และ Z เปนคาตัวเลขของ (xv, xr) (yv, yr) และ (zv, zr) ตามลําดับ โดยที่คุณสมบัติ
ของ zv และ zr จะตองคงคุณสมบัติระหวางดิจิตเหมือนกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน เพื่อให
ดิจิตเหลานี้สามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดโดยอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที่ 4.3 หลังจาก
ดําเนินการคูณแลวมีคาความผิดพลาดเกิดขึ้นโดยที่คุณสมบัติของดิจิต zv และ zr สามารถนิยาม
ไดดังสมการที่ 4.70 และ 4.71 

 







×= ββ ,

M
ZFzv  (4.70) 

  ( )
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vvv

vvv
r zzz

zzz
z

β
β  (4.71) 

จากสมการที ่4.67 เราสามารถสรุปไดวา 


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







××= ββ ,

M
YXF  









×= ββ ,

M
ZF  

ทําใหเราสามารถสรุปไดวา zv นั้นคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้าํซอน 
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 จากสมการที่ 4.68 และ 4.69 เมื่อนํามาเทียบกับสมการที่ 4.71 จะเห็นไดวา zr จะคง
คุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนก็ตอเมื่อ w มีคาเทากับ zv ดังนั้นจากสมการที่ 4.69 
เราจะไดวา 
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เราสามารถสรุปไดวา 

vvv zMyxFw =























××= β
β

,  

จาก w = zv เราก็สามารถสรุปไดวาการหา zr จากอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที ่4.11 ยังคงคุณสมบัติ
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนอยูเชนเดิม ■ 

ตัวอยางที่ 4.7 การคูณในเลขฐาน 2 ของ X = 2.4727 กับ Y = 6.430 ดวยคา M = 32 และคา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นเทากับ 25% การดําเนินการคูณของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้น
สามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.10 
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ตารางที่ 4.10 แสดงการดําเนินการคูณของ X = 2.4727 กับ Y = 6.430 
n v r 

xn 0.15454375 1.6909125 
yn 0.401875 1.19625 
zn 0.9937163125 0.012567375 
z'n 1.242145390625 0.01570921875 
z*

n 0.9937163125 0.012567375 

โดยที่คําตอบคือ (0.9937163125, 0.012567375)  = 15.899461 � 

4.8.4 ตัวดําเนินการหารของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 

ทฤษฎีบทที่ 4.12 กําหนดให (xv, xr) และ (yv, yr) เปนรูปแบบการแทนคาของจํานวนจริงสอง
จํานวน คือ X และ Y ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาในระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนบนฐาน β เมื่อ 
β เปนจํานวนจริงที่ β ≥ 2 และกําหนดให M เปนระยะสูงสุดแบบพลวัตของระบบนี้ ผลลัพธของ
การหารของ (xv, xr) ดวย (yv, yr) สามารถแทนไดดวย (zv, zr) ซึ่งเปนรูปแบบการแทนคาของ
จํานวนจริง Z ที่เปนคําตอบของสมการ Z = X / Y สามารถคํานวณไดจากสมการดังตอไปนี้ 

 ( ) ββ mod/ 
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พิสูจน  
จากสมการที ่4.72 
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ทําใหเราสามารถสรุปไดวา zv นั้นคงคุณสมบัติเดิมของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน 
จากสมการที ่4.73 และ 4.74 จะเหน็ไดวา zr จะคงคุณสมบัติของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนก็
ตอเมื่อ w มีคาเทากับ zv ดังนั้นจากสมการที่ 4.74 เราจะไดวา 
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เราสามารถสรุปไดวา 

vvv zMyxFw =
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,  

จาก w = zv เราสามารถสรุปไดวาการหา zr จากอัลกอริทึมในทฤษฎีบทที ่4.11 ยังคงคุณสมบัติ
ของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนอยูเชนเดิม ■ 

ตัวอยางที่ 4.8 การหารในเลขฐาน 2 ของ X = 2.4 ดวย Y = 6.4 ดวยคา M = 32 และคาความ
ผิดพลาดที่เกดิขึ้นเทากับ 25% การดําเนนิการหารของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนัน้สามารถ
แสดงไดดังตารางที ่4.11 
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ตารางที่ 4.11 แสดงการหารของ X = 2.4 ดวย Y = 6.4 
n v r 

xn 0.15 1.7 
yn 0.4 1.2 
zn 0.0234375 1.953125 
z'n 0.029296875 2.44140625 
z*

n 0.0234375 1.953125 

ดังนัน้ผลลัพธที่ไดคือ (0.0234375, 1.953125) = 0.375 � 

4.9 สรุป 

 ในบทนี้เราไดนําเสนอถึงระบบจํานวนสําหรับการทํางานแบบแอนะล็อกรูปแบบใหม ที่
เรียกวาระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ซึ่งถูกนําเสนอมาเพื่อจะทําการลดคาความซับซอนของ
เวลาของการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนคาตอเนื่อง ซึ่งสามารถลดเวลาจากแบบเชิงเสน
ที่ขึ้นกับจํานวนของดิจิตซ้ําซอนที่ใช ใหเปนเวลาแบบคงที่ ในระบบที่มีคาความผิดพลาดอยูในรูป
ของตัวประกอบที่มีคาเทากัน โดยผลลัพธที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็
อกซ้ําซอนปราศจากการแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอย
ที่สุดทําใหคําตอบที่ไดนั้นตรงกับคาเริ่มตน พรอมทั้งไดนําเสนออัลกอริทึมการดําเนินการทาง
คณิตศาสตรพื้นฐาน และอัลกอริทึมการแปลงรูปแบบการแทนคาระหวางฐานตางๆ ของระบบ
จํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนดวย 

 

 

 

 



                                                                                                              
                                                                                                              
 

 

บทที่  5 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

5.1 สรุปผลการวิจยั 

 งานวิจัยชิ้นนี้ไดนําเสนอวิธีการลดคาความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความผิดพลาด
ของระบบจํานวนคาตอเนื่อง ซึ่งคาความซับซอนของเวลาที่ใชในการกูคาความผิดพลาดเดิมของ
ระบบจํานวนคาตอเนื่องเทากับ O(n) โดยที่ n คือจํานวนดิจิตซ้ําซอน โดยจํานวนของดิจิตซ้ําซอน
นั้นจะตองใชมากขึ้นเมื่อมีการคํานึงถึงคาความแมนยําผลลัพธที่ไดหลังจากการกูคาความ
ผิดพลาดสูงขึ้น  เนื่องมาจากการที่ระบบจํานวนคาตอเนื่องไมสามารถทําการกําจัดการ
แพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุดได ทําใหเมื่อมีการใช
ดิจิตซ้ําซอนที่มีจํานวนมากขึ้นจะทําใหผลกระทบของการแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิด
จากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุดนั้นลดลง 
 ดังนั้นในงานวิจัยชิ้นนี้จึงไดเสนอวิธีในการลดคาความซับซอนของเวลานี้สองวธิดีวยกนั วธิี
แรกคือการนํา เอาสถาปตยกรรมการทํางานแบบขนานของการเปลี่ ยนดิจิตเซตแบบ                 
ออนเดอะฟลายเขามาใชเพื่อลดคาความซับซอนของเวลาในการกูคาความผิดพลาดลงเหลือ 
O(log n) สวนวิธีที่สองนั้นคือการนําเสนอถึงระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน ที่ไดทําการพิสูจนวา
การใชดิจิตซ้ําซอนเพียงหนึ่งดิจิตก็เพียงพอในการกูคาความผิดพลาดดวยอัลกอริทึมการกูคาความ
ผิดพลาดของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนในระบบที่คาความผิดพลาดอยูในรูปของตัวประกอบ
ที่มีคาเทากัน โดยที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นนั้นจะตองอยูในชวงของคาความคาดเคลื่อนที่
ยินยอมเทานั้นจึงจะสามารถหาผลลัพธที่ถูกตองได พรอมทั้งคําตอบที่ไดจากการกูคาความ
ผิดพลาดนั้นจะไมมีผลกระทบของการแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคา
ความสําคัญนอยที่สุดทําใหผลลัพธที่ไดนั้นมีคาตรงกับคาเริ่มตน พรอมทั้งงานวิจัยชิ้นนี้ไดทําการ
นําเสนอถึงทฤษฎี และการวิเคราะหในแงมุมตางๆ ที่เกี่ยวกับระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอน เชน
อัลกอริทึมในการกูคาความผิดพลาด อัลกอริทึมในการคํานวณทางคณิตศาสตรพื้นฐาน เปนตน  
 หลักการของระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนนั้นสามารถที่จะนําไปใชในระบบดิจิทัลได แต
เนื่องจากคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบดิจิทัลนั้นไมไดอยูในรูปแบบเดียวกับวงจรแอนะล็อก 
ซึ่งไมตรงกันกับขอจํากัดของระบบจํานวน ทําใหไมสามารถจะทําการกูคาความผิดพลาดได จึง
สรุปไดวา ในระบบดิจิทัลนั้นระบบจํานวนแอนะล็อกซ้ําซอนจะไมสามารถทํางานไดอยางเต็ม
ประสิทธิภาพ 
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5.2 ขอเสนอแนะ 

 ในงานวิจัยนี้ยังไมไดคํานึงถึงคาความผิดพลาดที่อาจจะเกิดขึ้นไดระหวางการกูคาความ
ผิดพลาด ซึ่งในความเปนจริงแลวนั้นเราไมสามารถที่จะควบคุมความผิดพลาดในสวนนั้นใหมีคา
เทากับศูนยไดทั้งหมด เนื่องจากยังมีการใชคาของดิจิตซ้ําซอนเขามาชวยในการลดคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้น ทําใหคาคําตอบที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดนั้น อาจจะไมไดมีคาเทากับคา
เร่ิมตนที่เราตองการแสดง ในกรณีที่คาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในข้ันตอนการกูคาความผิดพลาด
นั้น ยังคงอยูในชวงของคาความผิดพลาดคาดเคลื่อนที่ยินยอม ส่ิงที่เปนประเด็นในการวิจัยตอไป
คือ คําตอบที่ไดนั้นมีความนาเชื่อถือมากนอยเพียงใด และสามารถคํานวณขอบเขตที่เล็กที่สุดของ
คาที่ถูกตองไดวาเปนเทาใด 
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