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This thesis presents the application of iterative methods to solve a linear equation 
system obtained from the surface charge method. The objective is to solve a large linear 
equation system which can not be solved by ordinary methods such as the Gauss-elimination 
method because of insufficient memory. The iterative methods utilized here, which are non-
stationary, are the conjugate gradient, biconjugate gradient, generalize minimal residual and 
biconjugate gradient stabilized methods. The calculation time of the iterative methods is 
reduced by using the preconditioners. The preconditioners used in this thesis are the Jacobi, 
Gauss-Seidel, successive overrelaxation and symmetric successive overrelaxation
preconditioners.

The study has been carried out for dielectric spheres under a uniform field. The 
results show that, for the sphere with relative-permittivity of 4, the iterative methods can solve 
the linear equation system, which has an unsymmetrical, dense coefficient-matrix, obtained 
from the surface charge method. Without the preconditioners, the biconjugate gradient 
stabilized method gave the best convergence rate, which is 6 iterations, and calculation time 
of 5,940.98 s. With the preconditioners, it was found that the symmetric successive 
overrelaxation preconditioner reduced the number of iterations to 2 and calculation time to 
4,294.85 s. The increase of relative permittivity resulted in more iterations. For the relative 
permittivity of 80, the use of symmetric successive overrelaxation preconditioner with the 
biconjugate gradient stabilized method gave the least number of iterations. The iterations 
decreased from 17 to 9 and the time was reduced by about 20%.
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บทที่ 1

บทนํ า

การคํ านวณหาคาสนามไฟฟาเปนสิ่งที่สํ าคัญอยางยิ่งในการออกแบบอุปกรณและวิเคราะห
ปญหาทางดานวศิวกรรมไฟฟาแรงสูง. ในปจจุบันการคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีเชิงตัวเลข ทํ าให
เราทราบถงึลกัษณะการกระจายของศกัยและสนามไฟฟาของวสัดอุุปกรณตางๆ ทีม่รูีปแบบซบัซอน.
วิธีเชิงตัวเลขที่นิยมและรูจักโดยทั่วไปมีอยูหลายวิธี เชน วิธีไฟไนตเอลิเมนต(Finite Element 
Method: FEM) วธิชีิน้ประกอบขอบเขต(Boundary Element Method: BEM) วิธีผลตางสืบเนื่อง
(Finite Difference Method: FDM) วธิจี ําลองประจุ (Charge Simulation Method: CSM) และวิธี
ประจพุืน้ผิว(Surface Charge Method: SCM) เปนตน.

วิทยานิพนธนี้ไดปรับปรุงวิธีการคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว ซึ่งมีขอดีในการใช
งาน ดังนี้

1) วธิปีระจพุืน้ผวิค ํานวณสนามไฟฟาโดยตรงจากความหนาแนนประจจุงึมคีวามแมนย ําของคา
สนามไฟฟาสงู

2) สามารถใชกับบริเวณเปดไดโดยงาย
3) ตองการหนวยความจํ าในการคํ านวณนอยกวาเมื่อเทียบกับวิธีแบงขอบเขตอื่นๆ.
ในการค ํานวณสนามไฟฟาโดยวิธีประจุพื้นผิว พื้นที่ผิวของแบบจํ าลองจะถูกแบงออกเปนเอ-

ลิเมนตยอยๆ. การคํ านวณจะแกระบบสมการเชิงเสนหาคาความหนาแนนประจุที่แตละเอลิเมนต
ออกมา หลังจากนั้นจะคํ านวณสนามไฟฟาจากความหนาแนนประจุที่หาออกมาได. กรณีที่แบบ
จํ าลองมีขนาดใหญหรือมีรูปรางที่ซับซอน การคํ านวณจํ าเปนตองใชจํ านวนเอลิเมนตมากๆ เพื่อ
ความถูกตองของผลเฉลย. จํ านวนเอลิเมนตที่เพิ่มข้ึนมีผลทํ าใหระบบสมการเชิงเสนมีขนาดใหญ
ขึน้. ในกรณนีี ้ เราไมสามารถหาผลเฉลยของระบบสมการเชิ้งเสนดวยวิธีโดยตรง เชน วิธีการกํ าจัด
แบบเกาส(Gauss Elimination Method) เนื่องจากขอจํ ากัดทางหนวยความจํ าของเครื่อง
คอมพวิเตอร. วิธีการกํ าจัดแบบเกาสคํ านวณโดยใชคาเมตริกซสัมประสิทธ ซึ่งมีการเปลี่ยนแปลง
เมือ่ท ําการคํ านวณแตละแถว ทํ าใหตองมีการเก็บคาของเมตริกซสัมประสิทธทั้งหมด. ดังนั้นทาง
หนึ่งที่ทํ าไดคือ การใชวิธีทํ าซํ้ า(Iterative Method)แกระบบสมการ เนื่องจากวิธีทํ าซํ้ านั้นใชคา
เมตรกิซสมัประสทิธิ์เดิมตลอดการคํ านวณ ทํ าใหสามารถเก็บคาเฉพาะแถวในระหวางการคํ านวณ
ได. ตัวอยางของวิธีทํ าซํ้ าไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุค(Conjugate Gradient Method) เปนตน.

ความเร็วในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ ากํ าหนดโดยจํ านวนรอบที่
ใชในการทํ าซํ้ า ซึ่งขึ้นอยูกับลักษณะของระบบสมการเชิงเสนและวิธีทํ าซํ้ าที่ใช. การเลือกใชตัว
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ปรับสภาพลวงหนา(Preconditioner)ที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงเสนเปนสิ่งที่สํ าคัญอยางหนึ่ง
ทีจ่ะชวยลดจ ํานวนรอบการท ําซํ ้าของวธิที ําซํ ้าได. ดงันัน้วทิยานพินธนีจ้งึไดศกึษาการใชตวัปรับสภาพ
ลวงหนากบัวธิที ําซํ้ าเพื่อแกระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากการคํ านวณสนามไฟฟาโดยวิธีประจุพื้น
ผิว.

1.1 งานวิจัยในอดีตที่ผานมา
การศึกษาเกี่ยวกับการใชตัวปรับสภาพลวงหนาชนิดตางๆ กับการแกระบบสมการเชิงเสน

โดยวิธีทํ าซํ้ า.
งานวจิยัของ A. Heldiring et al.[1] น ําเสนอวิธีปรับปรุงขัน้ตอนวิธีการแกระบบสมการเชิง

เสนโดยอาศัยตัวปรับสภาพลวงหนาแบบแยกตัวประกอบแบบแอลยูไมสมบูรณ(Incomplete LU 
Decomposition)ใหมเพือ่ลดปริมาณการใชหนวยความจํ าของเครื่องคอมพิวเตอรในการคํ านวณ.

W. Jinming et al.[2] ไดค ํานวณสนามไฟฟาที่เกิดจากกระแสไหลวนในแกนเหล็กของหมอ
แปลงไฟฟาโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนตและใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบแยกตัวประกอบแบบโชเลสกี
ไมสมบูรณ (Incomplete Cholesky Decomposition)และแบบแยกตัวประกอบแบบโชเลสกี
สมบูรณ (Complete Cholesky Decomposition)กับวิธีการแกระบบสมการเชิงเสนวิธีเกรเดียนต
สังยุค.

R.S. Chen et al.[3] น ําเสนอวธิลีดเวลาการแกระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากการคํ านวณ
สนามแมเหล็กไฟฟาโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต. ตัวปรับสภาพลวงหนาที่ใชลดเวลาการแกระบบสม-
การเชิงเสนเปนตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร(Symmetric Successive 
Overrelaxation).

J. Shen et al.[4] น ําเสนอวธิกีารแกระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากการใชวิธีผสมระหวางวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตและวิธีชิ้นประกอบขอบเขต. ตัวปรับสภาพลวงหนาใชหลักการการแยกตัว
ประกอบแบบโชเลสกีไมสมบูรณ. วิธีทํ าซํ้ าที่ใชแกระบบสมการคือ วิธีกํ าลังสองเกรเดียนตสังยุค
(Conjugate Gradient Squared Method) วิธีเกรเดียนตสังยุคคู(Biconjugate Gradient 
Method)และวธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป(Generalized Minimal Residual Method).

N. Boukari et al.[5] ใชตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรกับวิธีเกร
เดียนตสังยุค เพือ่แกระบบสมการเชงิเสนทีไ่ดจากการค ํานวณเกีย่วกบัมอเตอรไฟฟาสถติโดยวธิไีฟ-
ไนตเอลิเมนต. งานวิจัยทั้งหมดดังกลาว เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนมีลักษณะ
เปนเมตรกิซมากเลขศนูยสมมาตร.

A.R. Clark et al.[6] ใชวธิที ําซํ้ าแบบคงตัว(Stationary iterative method)สรางเมตริกซมาก
เลขศนูยเพือ่เปนตวัปรบัสภาพลวงหนาในการแกระบบสมการเชงิเสนโดยวธิเีกรเดยีนตสงัยคุคูแบบเสถยีร
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(Biconjugate Gradient Stabilized) เพือ่หากระแสบนแบบจํ าลองตัวนํ ารูปทรงตางๆ โดยวิธีการ
ของโมเมนต(The Method of Moment). งานวิจัยนี้ เมตริกซสัมประสิทธของระบบสมการเชิงเสนมี
ลักษณะเปนเมตริกซหนาแนนและไมสมมาตร.

K.F. Tsang et al.[7] นํ าเสนอวิธีการแกสมการเชิงเสนโดยใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบ
ผอนปรนเกนิสบืเนื่องสมมาตรและเมตริกซแถบทแยงมุม ในการคํ านวณการกระจายตัวของกระแส
บนโครงสรางเสาอากาศแบบไมโครสตรปิ. ลกัษณะเมตรกิซสมัประสทิธิข์องระบบสมการเชงิเสนที่หาผล
เฉลยมีอยูสองลักษณะคือ เมตริกซโทปลิทซ(Toeplitz Matrix) และเมตริกซสมมาตร.

Y.Y. Botros et al.[8] น ําเสนอวธิีการเพิ่มอัตราการลูเขาของผลเฉลยในการแกระบบสมการ
เชงิเสนทีไ่ดจากวธิไีฟไนตเอลเิมนต. โดยการประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเมตริกซผกผันโดย
ประมาณ(Approximate Inverse Matrix)กับวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป.

J.N. Hoffmann et al.[9] ไดทํ าการคํ านวณหาคาศักยและสนามไฟฟาบนตัวนํ าทรง
กระบอกโดยวธิจี ําลองประจุและวิธีผลตางสืบเนื่องรวมกัน ใชวิธีการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธี
กํ าลังสองเกรเดียนตสังยุคและใชตัวปรับสภาพลวงหนาที่เปนเมตรกิซทแยงมมุและเมตรกิซสามแนว
เฉยีง.

1.2 วัตถุประสงค
เพือ่ลดเวลาการคํ านวณหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากวิธีประจุพื้นผิว ในกรณี

ระบบสมการมีจํ านวนตัวแปรมากๆ โดย
1) ศกึษาวธิที ําซํ ้าที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงเสนที่จะประยุกตใช
2) ทดลองใชตวัปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ เพื่อลดจํ านวนรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ า.

1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ
วทิยานิพนธนี้ไดทดลองประยกุตใชวิธีทํ าซํ้ าแบบตางๆ ดังตอไปนี้ ในการคํ านวณสนามไฟ-

ฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว.
1) วธิเีกรเดียนตสังยุค(Conjugate Gradient Method)
2) วธิเีกรเดียนตสังยุคคู(Biconjugate Gradient Method)
3) วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป(Generalized Minimal Residual Method)
4) วธิเีกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร(Biconjugate Gradient Stabilized)
และไดทดลองตัวปรับสภาพลวงหนาที่เหมาะสมกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการที่

ไดจากวิธีประจุพื้นผิว.
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1.4 เนือ้หาของวิทยานิพนธ
เนือ้หาของวิทยานิพนธในแตละบทมีรายละเอียดดังนี้
บทที่ 2 กลาวถึงหลักการคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว เงื่อนไขขอบเขตในการ

ค ํานวณหาผลเฉลย และการสรางระบบสมการเชิงเสนจากแบบจํ าลอง.
บทที่ 3 อธบิายหลกัการพื้นฐานของการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ าแบบตางๆ ที่ใช

ในวทิยานิพนธนี้.
บทที่ 4 กลาวถงึชนดิของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ ที่ไดนํ ามาใชกับวิธีทํ าซํ้ า.
บทที่ 5 แสดงผลของการแกระบบสมการเชิงเสนของปญหาตัวอยาง เมื่อใชตัวปรับสภาพ

ลวงหนาและวธิที ําซํ้ าแบบตางๆ และเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํ านวณ จํ านวนรอบการคํ านวณ 
และความผิดพลาดของผลเฉลยในแตละกรณี.

บทที่ 6 แสดงขอสรุปของวิทยานิพนธนี้.



บทที่ 2

การคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว

วธิปีระจพุืน้ผวิเปนวธิเีชงิตวัเลขทีใ่ชในการค ํานวณสนามไฟฟาซึง่ถกูพฒันามาจากวธิจี ําลองประจ.ุ
วธิปีระจพุืน้ผวิเปนวธิหีนึง่ทีน่ยิมใชค ํานวณศกัยและสนามไฟฟาในระบบ 3 มติ ิเนือ่งจากงายตอการเขยีน
โปรแกรมค ํานวณ. หลกัการค ํานวณของวธิปีระจุพืน้ผวิ สามารถอธบิายโดยการพจิารณาจากรปูแบบของ
ปญหาในบรเิวณเปดใดๆ ทีป่ระกอบดวยตวัน ําและฉนวน(ฉนวนโดยสมบรูณไมมสีภาพน ํา). ในการ
คํ านวณ เราสมมติใหตัวกลางทั้งหมดเปนแบบไอโซทรอปก(Isotropic)และปราศจากประจุคาง
(Space Charge) ดงัรูปที ่2.1.

รูปที่ 2.1 รูปแบบของปญหาที่ประกอบดวยตัวนํ าและฉนวนสองชนิด

จากรูปที่ 2.1 บริเวณทีเ่ปนฉนวนกํ าหนดใหมีคาสภาพยอมสัมพัทธเทากับ 
1r

ε  และ 
2r

ε

ตามล ําดบั. ในกรณตีวันํ า สนามไฟฟาภายในตัวนํ าจะมีคาเทากับศูนย. ดังนั้น จึงกํ าหนดคาสภาพ
ยอม rε  ใหมคีาเปนอนันตเพื่อใหเงื่อนไขขอบเขตเปนจริง. การค ํานวณจะสมมติใหมีประจุกระจาย
อยูที่ผิวของแบบจํ าลองและคํ านวณหาคาประจุที่ผิวนี้ออกมา. ดังนั้น หากเราทราบคาประจุดัง
กลาวไดเราก็จะสามารถคํ านวณสนามไฟฟาในบริเวณตางๆ ของแบบจํ าลองออกมาได.

2.1 เงือ่นไขขอบเขตการคํ านวณศักยและสนามไฟฟา
การสรางระบบสมการเชิงเสนเพื่อคํ านวณหาความหนาแนนประจุเชิงผิว อาศัยเงื่อนไข

ขอบเขตดังตอไปนี้
1) ศกัยไฟฟา φ  ทีผ่วิตวันํ ามีคาคงที่เทากับ oφ

   oφ=φ   (2.1)

ฉนวน 1

ฉนวน 2
ตัวนํ า

oφ=φ

∞=εr

2r0εε

1r0εε
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รูปที่ 2.2 สนามไฟฟาบริเวณรอยตอของไดอิเล็กตริกสองชนิด

2) ความหนาแนนฟลักซไฟฟาในแนวตั้งฉากบนรอยตอระหวางฉนวนสองชนดิมคีาตอเนือ่ง 
ดงัแสดงในรปูที ่2.2

    0EE
1n1ro2n2ro =εε−εε (2.2)

โดย nE คอืสนามไฟฟาแนวตั้งฉาก ( )m/V

oε คือคาสภาพยอมของสญุญากาศ ( )m/F

rε คือคาสภาพยอมสัมพัทธของฉนวน
และมดีรรชนลีาง 1 และ 2 เปนตัวระบุดานของฉนวน.

3) ตวัน ําทีไ่มไดรับการปอนพลงังานมผีลรวมของประจเุทากบัศูนย.

2.2 การค ํานวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว
การค ํานวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว จะแบงพื้นผิวของแบบจํ าลองออกเปนเอลิเมนต

ยอยๆ ดังรูปที่ 2.3. รูปรางของเอลิเมนตสามารถเปนไดหลายลักษณะ ตัวอยางเชนรูปสามเหลี่ยม 
รูปส่ีเหลีย่ม เปนตน. ตัวแปรไมทราบคาในการคํ านวณคือคาความหนาแนนของประจุไฟฟาที่เอลิ-
เมนตแตละเอลิเมนต. จํ านวนตัวแปรดังกลาวขึ้นอยูกับจํ านวนเอลิเมนตทั้งหมดในแบบจํ าลอง. 
การหาผลเฉลยเราจะแกสมการหาความหนาแนนประจุที่ทํ าใหเงื่อนไขขอบเขตเปนจริง. สมการดัง
กลาวจะอยูในลักษณะของระบบสมการเชิงเสน คือ

   bAσ = (2.3)

โดย jiA คอืตัวประกอบศักยไฟฟาหรือสนามไฟฟา (V            หรือ )C/mV

iσ  คอืความหนาแนนประจุเชิงผิว ( )/C

ib   คอืคาซึ่งขึ้นอยูกับเงื่อนไขขอบเขต ( Vหรือ )m/V .

ฉนวน 2
ฉนวน 1

1nE
K

2nE
K

1roεε

2roεε

C/m2

2m
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รูปที่ 2.3 ลักษณะของแบบจํ าลองเมื่อพื้นผิวถูกแบงออกเปนเอลิเมนตยอยๆ

2.2.1 การสรางระบบสมการของวิธีประจุพื้นผิว
การหาคาตวัประกอบศักยไฟฟาและสนามไฟฟา เพื่อสรางระบบสมการที่ใชหาคาความหนา

แนนประจเุชงิผิว อาศัยสมการการหาคาศักยไฟฟาและสนามไฟฟา ณ จุด ( )z,y,x ใดๆ คือ

                     ( ) ∫ επε
σ

=φ ds
r4

z,y,x
ro

(2.4)

   ( ) φ−∇=z,y,xE
K (2.5)

โดย φ  คอืศักยไฟฟาที่จุด ( )z,y,x มหีนวยเปน V

E
K  คอืสนามไฟฟาที่จุด ( )z,y,x มหีนวยเปน m/V

r  คอืเวกเตอรจากพื้นผิว s  ไปยังจุด ( )z,y,x .

การหาคาของสมาชิกในเมตริกซ A  และเวกเตอร b  อาศยัเงื่อนไขขอบเขตที่ไดกลาวมา
แลว. การพจิารณาแบงออกเปนสองกรณีดวยกันคือ บนพื้นผิวแบบจํ าลองที่เปนตัวนํ าและบนพื้น
ผวิแบบจํ าลองที่เปนฉนวน.

พจิารณาผวิของตัวนํ า ซึ่งมีคาศักยไฟฟาคงที่ตามเงื่อนไขขอบเขต oφ=φ  และถูกแบงออก
เปนเอลิเมนตยอยๆ จํ านวน N  เอลิเมนต ดังรูปที่ 2.3. ศกัยไฟฟา iφ  ทีผ่วิของเอลิเมนต i  เนือ่งจาก
ประจุ jσ  บนเอลิเมนต j  ค ํานวณจากสมการ

        ∫ πε

σ
=φ

e jio

j
i ds

r4
(2.6)

โดย e คอืการอินทิเกรตบนหนึ่งเอลิเมนต

จ ํานวนเอลิเมนต = N เอลิเมนต

จ ํานวนเอลิเมนต = M เอลิเมนต

MN1N ~ ++ σσ
N1 ~ σσ

oφ=φ

d
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จากสมการที่ (2.6) จดัรูปสมการใหม ได

         ijjiP φ=σ (2.7)

เมื่อ             ∫ πε
=

e jio
ji ds

r4
1

P  (2.8)

โดย jiP  คอืตัวประกอบศักยไฟฟาระหวางเอลิเมนต i  และ j ( )C/V

jir  คอืเวกเตอรจากเอลิเมนต j  มายงัเอลิเมนต i .

การหาคา jiP  ในสมการที่ (2.8) สามารถใชการอินทิเกรตเชิงเลขโดยวิธีทั่วๆ ไปเชน วิธีการ
อินทเิกรตแบบเกาส. เมื่อรวมผลของประจุบนทุกๆ เอลิเมนต จะไดสมการผลรวมของศักยไฟฟาที่
เกดิจากประจุบนเอลิเมนตแตละเอลิเมนตดังนี้

MNMN,11N1N,1NN,122,111,1o PPPPP ++++ σ++σ+σ++σ+σ=φ ……

MNMN,21N1N,2NN,222,211,2o PPPPP ++++ σ++σ+σ++σ+σ=φ …… (2.9)
#                #

MNMN,N1N1N,NNN,N22,N11,No PPPPP ++++ σ++σ+σ++σ+σ=φ ……

ตอมา พจิารณาผวิของฉนวน. ใหพื้นผิวนี้ถูกแบงออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จํ านวน M  เอลิ-
เมนต ดังรูปที่ 2.3. จากสมการคํ านวณสนามไฟฟาที่จุด ( )z,y,x ใดๆ

   ds
r4

aE 2
o

r ∫ πε
σ

=
KK (2.10)

พจิารณาสนามไฟฟา ณ จุดกึ่งกลางเอลิเมนต i  เนือ่งจากประจุบนเอลิเมนต j  ดังรูปที่ 2.4 จะได

    ∫ πε

σ
=

e
2
jio

j
jiri ds

r4
aE
KK (2.11)

2m
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   รูปที่ 2.4 สนามไฟฟา iE
K  เนือ่งจากประจุ jσ

จากสมการที่ (2.11) จดัรูปสมการใหม

   jiji FE σ=
KK (2.12)

เมื่อ             ∫ πε
=

e
2
jio

jirij ds
r4

1
aF
KK (2.13)

โดย jiF
K  คอืตัวประกอบสนามไฟฟาระหวางเอลิเมนต i  และ j ( )C/mV .

จากเงือ่นไขขอบเขตในสมการที ่ (2.2) ไดความสมัพนัธของความหนาแนนฟลกัซไฟฟาในแนวตัง้ฉาก
ณ จดุกึ่งกลางเอลิเมนต i  เปน

   
2n2ro1n1ro EE εε=εε (2.14)

แทนคา 
1nE  และ 

2nE  จะได

      ( ) ( )∑∑
==

σεε=σεε
M

1j
j2ijn2ro

M

1j
j1ijn1ro FF (2.15)

เมื่อ     ( ) ( )
injijin2ijn1ijn aFFFF

KK
⋅=== สํ าหรับ ji ≠ (2.16)

โดย 
ina

K  คอืเวกเตอรตั้งฉาก ณ จุดกึ่งกลางเอลิเมนต i
jinF คอืตัวประกอบสนามไฟฟาในทศิทางเวกเตอรตัง้ฉาก ณ จดุกึง่กลางเอลเิมนต i  ( )C/mV .

jir
K

jσ

ina
K

iE
K

เอลิเมนต i

เอลิเมนต j
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สนามไฟฟาแนวตั้งฉาก ณ เอลิเมนต i  เนือ่งจากประจุบนเอลิเมนต i  เอง มีคาดังนี้

   ( )
o

i
i1n 2

E
ε
σ

−= (2.17)

และ    ( )
o

i
i2n 2

E
ε
σ

= (2.18)

เมือ่อางอิงทิศทางของ nE
K  ตามรูปที่ 2.2 แทนคา ( )

i1nE  และ ( )
i2nE  ลงในสมการที่ (15)

∑∑
≠
=

≠
=

ε
σ

+σεε=ε
σ

−σεε
M

ij
1j

2r
i

jjin2ro

M

ij
1j

1r
i

jjin1ro 22
FF (2.19)

จากสมการที่ (2.19) จดัรูปสมการใหมไดเปน

          0'F jji =σ (2.20)

       ( )
jino1r2rji F'F εε−ε= เมื่อ ji ≠ (2.21)

และ    ( )
2r1rii'F ε+ε= (2.22)

เมือ่รวมผลของประจบุนทกุๆ เอลิเมนต และคดิผลของสนามไฟฟาภายนอก oE
K  จะไดสมการ

ความสมัพนัธของความหนาแนนฟลกัซ ไฟฟาในแนวตั้งฉากบนเอลิเมนตแตละเอลิเมนตดังนี้

MNMN,1N22,1N11,1N 'F...'F'F +++++ σ++σ+σ ( )
1Nno1r2ro aE

+
⋅ε−εε=
KK

MNMN,2N22,2N11,2N 'F...'F'F +++++ σ++σ+σ ( )
2Nno1r2ro aE

+
⋅ε−εε=
KK (2.23)

   #               #

MNMN,MN22,MN11,MN 'F...'F'F +++++ σ++σ+σ ( )
MNno1r2ro aE

+
⋅ε−εε=
KK
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รวมสมการที่ (2.9) และ (2.23) เขาดวยกนัจะไดระบบสมการเชิงเสนที่ใชหาคาความหนาแนน
ประจุบนทุกๆ เอลิเมนตดังนี้

( )
( )

( ) 































⋅ε−εε

⋅ε−εε

⋅ε−εε
φ

φ
φ

=

































σ

σ
σ
σ

σ
σ

































+

+

+

+

+

+

+++++++++

+++++++++

+++++++++

+++

+++

+++

MNno1r2ro

2Nno1r2ro

1Nno1r2ro

o

o

o

MN

2N

1N

N

2

1

'
MN,MN

'
2N,MN

'
1N,MN

'
N,MN

'
2,MN

'
1,MN

'
MN,2N

'
2N,2N

'
1N,2N

'
N,2N

'
2,2N

'
1,2N

'
MN,1N

'
2N,1N

'
1N,1N

'
N,1N

'
2,1N

'
1,1N

MN,N2N,N1N,NN,N2,N1,N

MN,22N,21N,2N,22,21,2

MN,12N,11N,1N,12,11,1

aE

aE

aE

FFFFFF

FFFFFF
FFFFFF
PPPPPP

PPPPPP
PPPPPP

KK#

KK
KK

#

#

#

""
#%###%##

""
""
""

#%###%##
""
""

การหาคา jiP  และ jiF
K  ในสมการที่ (2.8) และ (2.13) ส ําหรบัเอลิเมนตรูปทรงสามเหลี่ยมใดๆ 

สามารถดูตัวอยางไดจากภาคผนวก ก.
การแกระบบสมการในสมการที่ (2.24) ผลเฉลยที่ไดจะอยูในรูปของความหนาแนนประจุ

เชิงผิว 1σ  จนถึง MN+σ . การค ํานวณศกัยและสนามไฟฟา ณ จุดใดๆ บนแบบจํ าลองทํ าโดยการ
ค ํานวณคาตวัประกอบศักยและสนามไฟฟา ณ จุดดังกลาว แลวนํ าไปคูณกับความหนาแนนประจุ
ของแตละเอลิเมนต. การคํ านวณตัวประกอบศักยไฟฟาและสนามไฟฟาใชสมการที่ (2.8) และ 
(2.13) แตเปลี่ยนจุดคํ านวณจากบนเอลิเมนต i  เปนจดุใดๆ ที่เราตองการทราบคาศักยและสนาม-
ไฟฟา. ตวัอยางเชน ถาเราตองการคํ านวณศักยและสนามไฟฟา ณ จุด d  ในรูปที่ 3 สมการ
ค ํานวณตัวประกอบศักยไฟฟาที่ไดเปน

     ∫ πε
=

e jdo
jd ds

r4
1

P เมื่อ M,,2,1j …= (2.25)

โดย jdr คอืเวกเตอรจากจุดกึ่งกลางเอลิเมนต j  ไปยังจุด d .

การค ํานวณตัวประกอบสนามไฟฟา ณ จุด d  ใชสมการ

    ∫ πε
=

e
2
jdo

jdrjd ds
r4

1
aF
KK เมื่อ M,,2,1j …= (2.26)

    ( ) ( ) ( ) zzj,dyyj,dxxj,djd aFaFaFF
KKKK

++= (2.27)

(2.24)
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โดย jdjd Fy,Fx  และ jdFz  เปนตวัประกอบสนามไฟฟา ณ จุด d  ในทิศทาง y,x  และ z  ตาม
ลํ าดับ. ศักยไฟฟา ณ จุด d  มคีาเทากับ

MM,d1N1N,dNN,d11,dd P...PP...P σ++σ+σ++σ=φ ++ (2.28)

สนามไฟฟา ณ จุด d  แบงออกเปน 3 สวน คอืสนามไฟฟาในทิศทางแกน y,x และ z

   zzyyxxd aEaEaEE
KKKK

++=

โดยที่
( ) ( ) ( ) ( ) MxM,d1Nx1N,dNxN,d1x1,dx F...FF...FE σ++σ+σ++σ= ++

( ) ( ) ( ) ( ) MyM,d1Ny1N,dNyN,d1y1,dy F...FF...FE σ++σ+σ++σ= ++ (2.29)
( ) ( ) ( ) ( ) MzM,d1Nz1N,dNzN,d1z1,dz F...FF...FE σ++σ+σ++σ= ++



บทที่ 3

การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า

วิธีทํ าซํ้ าเปนวิธีเชิงตัวเลขสํ าหรับแกระบบสมการเชิงเสนโดยอาศัยการสุมกํ าหนดคาเริ่มตน
ของผลเฉลยขึ้น จากนั้นทํ าการคํ านวณซํ้ ากระบวนการจนผลเฉลยลูเขาสูคํ าตอบจริง. วิธีทํ าซํ้ า
เหมาะสมกับการแกระบบสมการเชิงเสนที่มีจํ านวนตัวแปรมากๆ. โดยทัว่ไปเราสามารถแบงวิธีทํ า
ซํ้ าออกเปน 2 กลุมใหญ ไดแก วิธีทํ าซํ้ าแบบคงตัว(Stationary Iterative Method) และวิธีทํ าซํ้ า
แบบไมคงตวั(Non-Stationary Iterative Method). ตวัอยางของวิธีทํ าซํ้ าแบบคงตัวที่นิยมใช ไดแก 
วธิีเกาส-ไซเดล(Gauss-Seidel Method).

วทิยานพินธนีใ้ชวธิีทํ าซํ้ าแบบไมคงตัวในการแกระบบสมการเชิงเสน เนื่องจากมีอัตราการลู
เขาของผลเฉลยดีกวาวธิที ําซํ ้าแบบคงตวั. ความแตกตางระหวางวธิที ําซํ ้าแบบไมคงตวักบัวธิที ําซํ ้า
แบบคงตวัทีเ่หน็ไดชดัคอื วธิที ําซํ ้าแบบไมคงตวัคาสมัประสทิธิต์างๆ ในแตละรอบการค ํานวณซํ ้ามกีาร
เปลีย่นแปลงคาอยูตลอดเวลา.   

3.1 หลกัการเบื้องตนของวิธีทํ าซ้ํ า
การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า เปนการหาคํ าตอบโดยประมาณของระบบสมการ 
bAx =  โดยคํ าตอบที่ไดเปนสมาชิกของปริภูมิ Krylov.

    ( )bAx ,k κ∈ (3.1)

เมื่อ ( ) { },,,,,span, 1k2 bAbAAbbbA −=κ … …,2,1k = (3.2)

โดย ( )bA,κ คือปริภูมิ Krylov
A คือเมตริกซสัมประสิทธิ์
x คือเวกเตอรตัวแปรไมทราบคา
b คอืเวกเตอรดานขวามือของระบบสมการ
k คือรอบการคํ านวณซํ้ า
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รูปที ่3.1 ทิศทางการลูเขาของคา x  บนเสนความชันเทาของ ( )xf  ทีเ่ร่ิมจากจุด 0P

สมาชิกภายในปริภูมิ Krylov ประกอบดวยเวกเตอรซึง่เปนอิสระเชิงเสนซึ่งกันและกัน และ
สามารถเขียนใหอยูในรูปของผลบวกเชิงเสนได. ขนาดของปริภูมิ Krylov จะมขีนาดเพิ่มข้ึนตาม
จ ํานวนรอบการคํ านวณซํ้ า.

จากระบบสมการเชิงเสน bAx =  เราสามารถเขียนฟงกชันกํ าลังสองขนาด N  ตัวแปร

         ( ) xbxAxx TT

2
1

f −= (3.3)

สมการที่ (3.3) ถา A  เปนเมตริกซบวกแนนอน(Positive Definite Matrix) เมือ่แทนคา x  ที่
ท ําให ( )xf  มคีาตํ่ าสุด คา x  ดงักลาวจะเปนคํ าตอบโดยประมาณของระบบสมการเชิงเสน. จุดที่ 
x  เปนคํ าตอบของระบบสมการคา ( )xf∇  มคีาเทากับศูนย. นั่นคือ

          ( ) ( ) 0'ff =−==∇ bxAxx (3.4)

การค ํานวณดวยวิธีทํ าซํ้ า เพื่อหาผลเฉลยของระบบสมการ สามารถอธิบายโดยใชหลักการ
ของวิธีการลดอยางชัน(Steepest Descent Method) ซึง่เปนการหาคาตํ่ าสุดของฟงกชัน ( )xf  ใน
สมการที ่ (3.3). การคํ านวณเริ่มจากการสุมกํ าหนดคาเริ่มตน )0(x  ที่จุด 0P  ดงัรูปที่ 3.1 จากนั้น
จะค ํานวณซํ้ าเพื่อหา )1(x  และตัวถัดๆ ไปจากสมการ

    )k()k()1k( rxx α+=+ (3.5)

โดย r  คอืเวกเตอรตกคาง(Residual Vector).

)1(
1,P x )0(

0 ,P x

)2(
2 ,P x

)1(r

)0(r
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เวกเตอรตกคาง )k(r  ในแตละรอบการคํ านวณจะตั้งฉากกัน นั่นคือ

       ( ) 0)1k(
T

)k( =−rr (3.6)

การตรวจสอบความคลาดเคลื่อนของคํ าตอบ )k(x  ทีค่ ํานวณได ดูจากคา )k()k( ,rr  โดยที่
bAxr −= )k()k( . การหาคา α  ในสมการที่ (3.5) ทํ าโดยอาศัยสมการที่ (3.6).

จากสมการที่ (3.6) เมื่อ  1k =  แทนคา bAxr −= )1()1(  จะได

     ( ) 0)0(T)1( =− rbAx (3.7)

แทนคา )1(x ดวยสมการที่ (3.5) ไดเปน

         ( )( ) 0)0(T)0()0( =−α+ rbrxA (3.8)

จดัรปูสมการใหม และยายขางสมการ จะไดสมการเพื่อหาคา α  เปน

    ( )
( ) )0(T)0(

)0(T)0(

rAr

rr
=α (3.9)

จากหลกัการค ํานวณพื้นฐานดังที่ไดกลาวมาขางตน สามารถนํ ามาปรับปรุงกระบวนการ
ค ํานวณ โดยเฉพาะการคํ านวณหาคา )k(r  เพือ่ใหอัตราการลูเขาของผลเฉลยดียิ่งขึ้น.

3.2 วธิเีกรเดียนตสังยุค(Conjugate Gradient Method, CG)
วิธีเกรเดียนสังยุคเปนวิธีทํ าซํ้ าที่รูจักกันโดยทั่วไป เหมาะกับการแกระบบสมการเชิงเสนที่

เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตร และมีคาบวกแนนอน. การแกระบบสมการดวยวิธีนี้มีข้ัน
ตอนการคํ านวณที่ไมยุงยาก.

คํ าตอบ x  ทีค่ ํานวณไดเปนสมาชิกของปริภูมิยอย ( ))0()0( ,rAx κ+ . โดย ( ))0(,rAκ   
เปนปริภูมิ Krylov ดงัสมการ

( ) { })0(1k)0()0()0( ,,,span, rArArrA −=κ … (3.10)
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การคํ านวณหาคา )k(x  ในแตละรอบการคํ านวณ คํ านวณจากสมการ

     )k()k()k()1k( pxx α+=+ (3.11)

โดย )k(p  เปนเวกเตอรทิศทาง ซึง่สมัพนัธกับเวกเตอรตกคาง )k(r .  เวกเตอรตกคางและเวกเตอร
ทศิทาง ณ รอบการคํ านวณ k  ใดๆ คํ านวณจากสมการ

   )k()k()k()1k( pArr α−=+ (3.12)

และ     )k()k()1k()1k( prp β+= ++ (3.13)

สัมประสิทธิ์ )k(α  และ )k(β  ค ํานวณไดจาก

   ( )
( ) )k(T)k(

)k(T)k(
)k(

pAp

rr
=α (3.14)

     ( )
( ) )k(T)k(

)1k(T)1k(
)k(

rr

rr ++

=β (3.15)

เมื่อ )k(α  และ )k(β  เปนสัมประสิทธิ์ที่ทํ าให )1k( +p  ตั้งฉากกับ )k(pA  ดังรูปที่ 3.2. การคํ านวณ
โดยใชวิธีเกรเดียนตสังยุคสามารถแสดงลํ าดับข้ันการคํ านวณไดดังนี้

1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x  และคํ านวณ )0()0( xAbr −= โดยกํ าหนด )0()0( rp =

2) ค ํานวณซํ้ า เมื่อ …,3,2,1k =

2.1) ค ํานวณ )1k( −pA

2.2) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( −−− α+= pxx

   เมื่อ 
)1k()1k(

)1k()1k(
)1k(

,

,
−−

−−
− =α

pAp

rr

2.3) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( −−− α−= pArr

2.4) ค ํานวณ )1k()1k()k()k( −−β+= prp

   เมื่อ 
)1k()1k(

)k()k(
)1k(

,

,
−−

− =β
rr

rr .
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รูปที่ 3.2 ลักษณะของเวกเตอรตกคางและเวกเตอรทิศทางที่คํ านวณ
    ไดในแตละรอบการคํ านวณซํ้ า

3.3 วธิเีกรเดียนตสังยุคคู(BiConjugate Gradient Method, BiCG)
วธิเีกรเดยีนตสังยุคคูเปนวิธีที่พัฒนาจากวิธีเกรเดียนตสังยุค เพื่อใหเหมาะกับระบบสมการที่

เมตริกซสัมประสิทธเปนเมตริกซไมสมมาตร. การค ํานวณอาศัยกระบวนการ Two-side Lanczos 
เพือ่สรางเวกเตอรเชิงตั้งฉากสองชุด (v กับ )w ทีส่มัพันธกับเมตริกซ A  และ TA . เวกเตอรเชิงตั้ง-
ฉากดงักลาวเปนสมาชิกของปริภูมิ Krylov ( ))0(,rAκ  และ ( ))0(T ,rAκ  นั่นคือ

   ( ))0()k()1( ,,, rAvv κ∈… (3.16)

   ( ))0(T)k()1( ,, rAww κ∈… (3.17)

โดย v  และ w  คอืเวกเตอรที่เปนสมาชิกของปริภูมิ Krylov ( ))0(,rAκ  และ ( ))0(T ,rAκ
ตามลํ าดับ ซึง่ค ํานวณโดยกระบวนการ Two-side Lanczos.

กระบวนการ Two-side Lanczos มลี ําดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) จาก )0(r  และ )0(~r  ซึ่ง 0~, )0()0( ≠rr

ค ํานวณ 
)0(

)0(
)1(

r
rv =  และ 

)1()0(

)0(
)1(

,~

~

vr
rw =

2) ก ําหนด 0)0()0( =γ=β  และ 0)0()0( == wv

3) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1j =

3.1) ค ํานวณ )j(vA  และ )j(T wA

3.2) ค ํานวณ )j()j()j( , wvA=α

3.3) ค ํานวณ )1j()1j()j()j()j()1j(~ −−+ β−α−= vvvAv

)1k( +p

)k(r
)1k( +r

)k(Ap
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   และ )1j()1j()j()j()j(T)1j( ~~ −−+ γ−α−= wwwAw

3.4) ค ํานวณ )1j()j( ~ +=γ v  และ )j(

)1j(
)1j(

~

γ
=

+
+ vv

3.5) ค ํานวณ )1j()1j()j( ~, ++=β wv  และ )j(

)1j(
)1j(

~

β
=

+
+ ww

เวกเตอรเร่ิมตน )0(r  และ )0(~r  ในการค ํานวณตองไมตัง้ฉากกันนั่นคือ 0~, )0()0( ≠rr . 
โดยวิธีขางตน เราได 0, )j()i( =wv  เมื่อ ji ≠ . การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวธิีเกรเดียนตสัง
ยคุคู ใชเวกเตอรทั้งสองในการหาคํ าตอบ )k(x  โดย

   )k()k()0()k( yVxx += (3.18)

เมื่อ       [ ]k21
)k( vvvV …= (3.19)

โดย )k(y  คอืเวกเตอรที่ทํ าให )k(r  ตัง้ฉากกับ )k()1( , ww … .

คา )k(y  ทีท่ ําใหเงือ่นไขขางตนเปนจริง สามารถคํ านวณจากสมการ

   1
)0()k()k( ξryT = (3.20)

เมื่อ )k(T  เปนเมตริกซสามแนวเฉียง(Tridiagonal Matrix)ขนาด ( )kk ×  โดยสมาชิกประกอบดวย
ตัวประกอบ βα,  และ γ  ทีค่ ํานวณไดจากกระบวนการ Two-side Lanczos. โครงสรางของ )k(T

แสดงในสมการที่ (3.21) 1ξ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยขนาดเทากับ k  โดยสมาชิก ณ ตํ าแหนงแรกมี
คาเทากับ 1  ดงัสมการที่ (3.22).

    




















αγ
β

γ
βα

=

−

−

)k()1k(

)1k(

)1(

)1()1(

)k(

%%
%%T (3.21)

    [ ]T1 001 …=ξ (3.22)
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การค ํานวณเวกเตอรตกคางและเวกเตอรทิศทางที่สัมพันธกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  และ 
TA ค ํานวณโดยสมการ

     )k()k()k()1k( a pArr −=+ (3.23)

    )k(T)k()k()1k( ~a~~ pArr −=+ (3.24)

   )k()k()1k()1k( b prp += ++ (3.25)

   )k()k()1k()1k( ~b~~ prp += ++ (3.26)

สัมประสิทธิ์ )k(a  และ )k(b  คํ านวณไดจาก

     ( )
( ) )k(T)k(

)k(T)k(
)k(

~

~
a

pAp

rr
= (3.27)

   ( )
( ) )k(T)k(

)1k(T)1k(
)k(

~

~
b

rr

rr ++

= (3.28)

วธิเีกรเดียนตสังยุคคูมีลํ าดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x  และคํ านวณ )0()0( xAbr −= โดยกํ าหนด )0()0( rp =

2) ก ําหนดคา )0(~r ทีท่ํ าให 0~, )0()0( ≠rr  และให )0()0( ~~ rp =

3) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1k =

3.1) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( a −−− += pxx

   เมื่อ 
)1k()1k(

)1k()1k(
)1k(

~,

~,
a

−−

−−
− =

ppA

rr

3.2) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( a −−− −= pArr

   และ )1k(T)1k()1k()k( ~a~~ −−− −= pArr

3.3) ค ํานวณ )1k()1k()k()k( b −−−= prp

   และ )1k()1k()k()k( ~b~~ −−−= prp

   เมื่อ 
)1k()1k(

)k()k(
)1k(

~,

~,
b

−−
− =

rr

rr .
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3.4 วธิตีกคางต่ํ าสุดแบบวางนัยทั่วไป(Generalized Minimal Residual Method, GMRES)
วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปพัฒนามาจากวิธีตกคางตํ่ าสุด(MINRES[10]) เพื่อใชกับ

ระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีลักษณะเปนเมตริกซไมสมมาตร. วิธีนี้อาศัยวิธีของ 
Arnoldi ในการสรางเวกเตอรมูลฐานเชิงตั้งฉากปรกติซึ่งเปนสมาชิกของปริภูมิ krylov ( ))0(,rAκ .
คํ าตอบ )k(x จากวธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปอยูในลักษณะ

   )k(
k

)0()k( yVxx += (3.29)

เมื่อ kV  เปนเมตริกซขนาด ( )kn×  ซึง่สมาชกิภายในประกอบดวยเวกเตอรมูลฐานเชิงตั้งฉาก
ปรกติ )k()2()1( ,,, vvv …  จากการคํ านวณดวยวิธีของ Arnoldi, )k(y  คือเวกเตอรขนาด ( )k

สมาชิกประกอบดวยคา )k()2()1( y,,y,y …  ทีไ่ดจากการทํ าคา 2-นอรมของเวกเตอรตกคางใหมี
คาตํ่ าสุด.

วิธีของ Arnoldi มลํี าดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) ก ําหนดคา )1(v โดยมีเงื่อนไขวา 1)1( =v

2) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1j =

2.1) ค ํานวณ )j()1j(~ vAv =+

2.2) ค ํานวณซํ้ า j,,3,2,1i …=

   2.2.1) ค ํานวณ )i()1j(
j,i ,~h vv +=  และ )i(

j,i
)1j()1j( h~~ vvv +← ++

2.3) ค ํานวณ )1j(
j,1j

~h +
+ = v

2.4) ค ํานวณ 
j,1j

)1j(
)1j(

h

~

+

+
+ =

vv

ล ําดบัข้ันการคํ านวณขางตนสามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดเปน

   k,1k1k
T
k1kk,1kkkk h ++++ =+= HVξvHVAV (3.30)

เมื่อ kH เปนเมตริกซเฮสเซนเบิรกบน(Upper Hessenberg Matrix)ขนาด ( )kk × . สมาชิกใน
ต ําแหนง ( )j,i  เมื่อ k,,1j …=  และ { }k,1jmin,,1i += …  มคีาเทากับ j,ih  สวนสมาชิกใน
ต ําแหนง ( )j,i  อ่ืนๆ มีคาเทากับศูนย. k,1k +H  เปนเมตริกซขนาด ( ) k1k ×+ ดงัสมการที่ (3.31). 

kξ  เปนเวกเตอรขนาด k  โดยสมาชิกตํ าแหนงที่ k  มคีาเทากบั 1 สวนต ําแหนงอ่ืนๆ มคีาเทากบัศูนย.
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

























=

+

+

k,1k

k,1k

h000 …

H (3.31)

   
การหาคาเวกเตอร )k(y ในสมการที่ (3.29) ท ําโดยการหาคาตํ่ าสุดของเวกเตอรตกคาง )k(r   

นั่นคือ
   )k(min r  (3.32)

แทนคา yVArr k
)0()k( −= ไดเปน

    yVAr k
)0(min − (3.33)

แทนคา k,1k1kk11k
)0( , +++ =β= HVAVξVr และจัดรูปสมการใหมไดเปน

    yHξ k,1k1min +−β (3.34)

เมื่อ )0(r=β  และ 1ξ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยขนาด ( )1k +  โดยทีส่มาชิก ณ ตํ าแหนงแรกมีคา
เทากบัหนึง่ สวนสมาชิก ณ ตํ าแหนงอื่นๆ มีคาเทากับศูนย นั่นคือ [ ]T001 … . การแกสม-
การที ่(3.34) ทํ าโดยการแยกตัวประกอบแบบ QR ของเมตริกซ k,1k +H อยูในรูปของ

    RFH =+ k,1k (3.35)

โดย R  เปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมบนขนาด ( ) ( )k1k ×+  และ F  เปนเมตริกซยูนิแทรี(Unitary 
Matrix) ขนาด ( ) ( )1k1k +×+ .

การหาคาเมตริกซ R  และ F  จากแยกตัวประกอบแบบ QR ของเมตริกซ k,1k +H ณ รอบ
การคํ านวณที่ k  ใดๆ ทํ าโดยอาศัยเมตริกซ i

~
F ( )k,,2,1i …=  ตามสมการที่ (3.36). i

~
F  เปน

เมตรกิซหมนุที่ใชในการหมุนเวกเตอรหนึ่งหนวย iξ  และ 1i+ξ  ไปเปนมุมเทากับ iθ .

kH
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



















−
=

−

−

)ik(

ii

ii

)1i(

i

I
cs
sc

I

~
F (3.36)

เมื่อ ( )ii cosc θ≡  และ ( )ii sins θ≡ . ic  และ is  ค ํานวณไดจากสมาชิกของเมตริกซ k,1k +H

ตามสมการ

    
2

i,1i
2

i,i

i,i
i

hh

h
c

++
= (3.37)

และ     
i,i

i,1i
ii h
h

cs += (3.38)

ตวัอยางเชน เมตริกซ )k(R  ซึง่เปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมบนที่ไดจากการแยกตัวประกอบแบบ 
QR ของเมตริกซ 1,1k +H  ในรอบการคํ านวณที่ k  มคีาเทากับ

        ( )






















== +−

000
x

xx
xxx

~~~
k,1k11kk

)k(

…

#%
…
…

… HFFFR (3.39)

โดย x  เปนต ําแหนงทีส่มาชิกของเมตริกซไมเทากับศูนย. ในทํ านองเดียวกันเมตริกซ )1k( +R  ใน
รอบการคํ านวณที่ 1k +  สามารถคํ านวณจาก

( )



























== ++−+
+

0000
x000
xx

xxx
xxxx

~~~~
1k,2k11kk1k

)1k(

…
…

##%
…
…

… HFFFFR (3.40)
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จากสมการที่ (3.34) ผลลัพธ )k(y  ทีต่องการอยูในรูปของสมการ

         ( )1
)k(

k,k ξFyR β= (3.41)

เมื่อ k,kR เปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมบนขนาด ( )kk ×  ซึง่ละเลยสมาชิกแถวที่ ( )1k +  ของ R .
พจน 1ξF ไดจากการคูณเมตริกซหมุน k21

~
,,

~
,

~
FFF … กบัเวกเตอรหนึ่งหนวย 1ξ .

วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปมีลํ าดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x

2) ค ํานวณ )0()0( xAbr −=  และ 
)0(

)0(
)1(

r
rv =

3) ก ําหนดคา [ ]T1 001 …=ξ  และ )0(r=β

4) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1k =

4.1) ค ํานวณ )1k( +v  และ k,ih เมื่อ 1k,,1i += …  โดยวิธีของ Arnoldi
4.2) ค ํานวณ )k(

k
)0()k( yVxx +=

   เมื่อ )k(y  เปนคํ าตอบที่ไดจากสมการ yHξ k,1k1min +−β .

ขอเสียของการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปอยูตรงที่
ตองการหนวยความจํ าในการเก็บเมตริกซ k,1k +H  และภาระการคํ านวณเพิ่มข้ึนเมื่อรอบการ
คํ านวณ k  มีคามาก. ในทางปฏิบัติการคํ านวณจะกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม(Restart 
Iteration) เพือ่เปนการจํ ากัดขนาดเมตริกซ k,1k +H .

3.5 วธิเีกรเดยีนตสงัยคุคูแบบเสถยีร(BiConjugate Gradient Stabilized Method, BiCGSTAB)
วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรถูกพัฒนามาจากวิธีเกรเดียนตสังยุคคูกับวิธีตกคางตํ่ าสุด

แบบวางนัยทั่วไป. วิธีนี้เหมาะกับระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไม
สมมาตร. วธิเีกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรนี้ปรับปรุงการคํ านวณในสวนการหาคาเวกเตอรตกคาง 
เพือ่แกไขอัตราการลูเขาของผลเฉลยที่มีลักษณะไมสมํ่ าเสมอ. เวกเตอรตกคางและเวกเตอรทิศทาง
สามารถคํ านวณโดยใชสมการ

   ( ) ( ) )0()k()k()k( rAAr ϕχ= (3.42)
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   ( ) ( ) )0()k()k()k( rAAp ψχ= (3.43)

เมือ่              เปนสมการพหุนาม อยูในรูป

( ) ( )( ) ( )AAAA )k()2()1()k( 111 ω−ω−ω−=χ … (3.44)

โดย )k(ω  คอืตัวประกอบที่ทํ าให )k(r  ในแตละรอบการค ํานวณมคีาตํ ่าสดุ. จากวธิกี ําลงัสองเกรเดยีนต
สงัยคุ[10] กํ าหนด

( ) ( ) ( ) )0()1k()1k()0()1k()0()k( a rAArArA −−− ψ−ϕ=ϕ (3.45)

และ ( ) ( ) ( ) )0()1k()k()0()k()0()k( b rAArArA −ψ−ϕ=ψ (3.46)

แทนคาสมการที่ (3.44) ถึง (3.46) ลงในสมการที่ (3.42) และ (3.43) จัดรูปสมการใหม ไดเปน

   ( )( ))1k()1k()1k()k()k( a −−− −ω−= pArAIr (3.47)

   ( ) )k()k()k()k()k( b pAIrp ω−+= (3.48)

การหาคาตัวประกอบ )1k(a −  และ )k(b  ในสมการที่ (3.47) และสมการที่ (3.48) คํ านวณ
จากสมการ

   
)0()1k(

)0()1k(
)1k(

~,

~,
a

rpA

rr
−

−
− = (3.49)

   
)0()1k(

)0()k(

)k(

)1k(
)k(

~,

~,a
b

rr

rr
−

−

ω
= (3.50)

โดย )0(~r  คอืเวกเตอรตกคางที่สัมพันธกับ TA เมื่อ 0~, )0()0( ≠rr .

( )A)k(χ
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วธิเีกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรมีลํ าดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x

2) ค ํานวณ )0()0( xAbr −= และให )0()0( rp =

3) ก ําหนดคา )0(~r ทีท่ํ าให 0~, )0()0( ≠rr

4) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1k =

4.1) ค ํานวณ )1k( −pA

4.2) ค ํานวณ )1k()1k()1k()2/1k( a −−−− += pxx

   เมื่อ 
)0()1k(

)0()1k(
)1k(

~,

~,
a

rpA

rr
−

−
− =

4.3) ค ํานวณ )1k()1k()1k()2/1k( a −−−− −= pArr

4.4) ค ํานวณ )2/1k( −rA

4.5) ค ํานวณ )2/1k()k()2/1k()k( −− ω+= rxx

   เมื่อ 
)2/1k()2/1k(

)2/1k()2/1k(
)k(

,

,
−−

−−

=ω
rArA

rAr

4.6) ค ํานวณ )2/1k()k()2/1k()k( −− ω−= rArr

4.7) ค ํานวณ ( ))1k()k()1k()k()k()k( b −− ω−+= pAprp

   เมื่อ 
)0()1k(

)0()k(

)k(

)1k(
)k(

~,

~,a
b

rr

rr
−

−

ω
= .

3.6 ขอพจิารณาในการประยุกตวิธีทํ าซ้ํ าเพื่อแกระบบสมการเชิงเสน
การเลือกวิธีทํ าซํ้ าในการแกระบบสมการเชิงเสนเปนสิ่งสํ าคัญ เพราะมีผลตอเวลาการ

ค ํานวณ. การพจิารณาเลือกวิธีทํ าซํ้ าสามารถดูจากลักษณะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสม-
การนัน้ๆ. กรณทีีเ่มตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตรและมีคาบวกแนนอน วิธีที่เหมาะสมกับ
ระบบสมการดังกลาวไดแกวิธีเกรเดียนตสังยุค. ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไม
สมมาตร การเลือกวิธีทํ าซํ้ าที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงเสนดังกลาวคอนขางทํ าไดยากกวา.
ถาเราพิจารณาเรื่องเวลาการคํ านวณเปนสํ าคัญ เมื่อเมตริกซสัมประสิทธิ์มีลักษณะเปนเมตริกซ 
หนาแนน(Dense Matrix) การใชวธิที ําซํ้ าที่มีจํ านวนการคูณเมตริกซกับเวกเตอรหลายครั้งในหนึ่ง
รอบการคํ านวณซํ้ า จะใชเวลาคํ านวณและหนวยความจํ ามากกวาวิธีอ่ืน. แตในกรณีที่เมตริกซ
สัมประสิทธิ์เปนเมตริกซมากเลขศูนย(Sparse Matrix) มักไมมีปญหาเรื่องการใชหนวยความจํ า 
เพราะเราสามารถเลือกเก็บขอมูลเฉพาะตํ าแหนงได. คุณลักษณะของวิธีทํ าซํ้ าตางๆ มีดังนี้
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วธิเีกรเดียนตสังยุค
- เหมาะกบัการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตร.
- อัตราการลูเขาของผลเฉลยขึ้นอยูกับตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์.
- ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคูณเมตรกิซ-เวกเตอร 1 คร้ัง  

ผลคูณภายใน 2 คร้ัง และคํ านวณเวกเตอร 3 ตัว.
- ตองการหนวยความจํ าในการเก็บขอมูลนอยที่สุด.

วธิเีกรเดียนตสังยุคคู
- เหมาะกบัการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไมสมมาตร โดย

เพิม่การคํ านวณในสวนของ TA .
- ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าใชหนวยความจํ าและมีภาระการคํ านวณเปนสองเทาของวิธี

เกรเดียนตสังยุค.
วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป

- เหมาะกบัการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไมสมมาตร.
- ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคูณเมตรกิซ-เวกเตอร 1 ครัง้  

และผลคูณภายในเทากับ 1k +  ครั้ง เมื่อ k คือรอบการคํ านวณซํ้ า.
- การใชหนวยความจํ าในการเก็บขอมูลข้ึนอยูกับจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ า.

วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร
- เหมาะกบัการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไมสมมาตร.
- ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคูณเมตรกิซ-เวกเตอร 2 ครัง้  

ผลคูณภายใน 4 คร้ัง.



บทที่ 4

การปรับปรุงสภาพลวงหนา

ในการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า อัตราการลูเขาของผลเฉลยขึ้นอยูกับคุณสมบัติ
ของเมตริกซสัมประสิทธิ์. เราสามารถลดเวลาการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า 
โดยใชตัวปรับสภาพลวงหนา. ตัวปรับสภาพลวงหนาสวนใหญมีลักษณะที่ใกลเคียงกับเมตริกซ
สมัประสทิธิข์องระบบสมการเชิงเสน ทั้งนี้เนื่องจากไมตองการเพิ่มภาระการคํ านวณ.  หลักการ
เลอืกตวัปรับสภาพลวงหนานั้น พิจารณาจากเหตุผล 2 ประการคือ

1. ตวัปรับสภาพลวงหนาตองงายตอการคํ านวณ.
2. การคูณตัวปรับสภาพลวงหนากับเมตริกซสัมประสิทธิ์ ผลลัพธที่ไดตองมีลักษณะใกล

เคยีงกับเมตริกซเอกลักษณ.

4.1 หลักการเบื้องตน
จากระบบสมการ bxA =  ก ําหนดให M  เปนเมตรกิซปรับสภาพลวงหนา. เมตริกซ M  มี

ขนาดเทากับเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  คือ nm× . เมื่อคูณเมตริกซ 1−M  ทัง้สองขางของระบบสม-
การ จะได

   bMxAM 11 −− = (4.1)

เมื่อเลือกเมตริกซ M  ใหมลีกัษณะใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์

   IAM ≈−1 (4.2)

เราสามารถหาคํ าตอบโดยประมาณของระบบสมการไดจาก

   bMx 1−≈ (4.3)

จากสมการดังกลาวขางตนจะเห็นวา ถาตัวปรับสภาพลวงหนามีลักษณะใกลเคียงกับ
เมตรกิซสัมประสิทธิ์มากเทาใด คํ าตอบ x  ทีไ่ดจากสมการที่ (4.3) จะมีคาใกลเคียงคํ าตอบจริง
ของระบบสมการ.
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การประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนากับวิธีทํ าซํ้ า ไมไดคูณตัวปรับสภาพลวงหนากับ
เมตริกซสัมประสิทธิ์โดยตรง เนือ่งจากเปนการเพิ่มภาระการคํ านวณและจํ านวนหนวยความจํ าที่ใช
เก็บขอมูล. การปรับปรุงการคํ านวณอาศัยการคูณตัวปรับสภาพลวงหนากับเวกเตอรตกคางหรือ
เวกเตอรทศิทาง ทัง้นีข้ึน้อยูกบัชนดิของวธิที ําซํ ้า. ตวัอยางขัน้ตอนการค ํานวณของวธิเีกรเดยีนตสงัยุค 
เมือ่ประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนา แสดงไดดังนี้

1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x  , ค ํานวณ )0()0( xAbr −= และ )0()0( rzM = .
2) ก ําหนดคา )0()0( rp = .
3) ค ํานวณซํ้ า เมื่อ …,3,2,1k =

3.1) ค ํานวณ )1k( −pA .

3.2) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( a −−− += pxx  เมื่อ 
)1k()1k(

)1k()1k(
)1k(

,

,
a

−−

−−
− =

pAp

zr .

3.3) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( a −−− −= pArr .
3.4) ค ํานวณ )k()k( rzM = .

2.5) ค ํานวณ )1k()1k()k()k( b −−+= pzp  เมื่อ 
)1k()1k(

)k()k(
)1k(

,

,
b

−−
− =

zr

zr .

จากล ําดบัข้ันการค ํานวณขอที ่ 3.4 เปนการค ํานวณซึง่อยูในรูปของระบบสมการเชงิเสน ดังนัน้
ขอสํ าคญัอยางหนึง่ในการเลอืกใชตวัปรบัสภาพลวงหนาคอื ตองแกระบบสมการเชงิเสน )k()k( rMz =

ไดงาย. ล ําดับข้ันการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าอื่นๆ เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาสามารถดูไดจากภาค
ผนวก ข.

4.2 ตัวปรบัสภาพลวงหนาแบบตางๆ
ชนิดของตัวปรับสภาพลวงหนาแบงออกไดเปนหลายชนิด ซึ่งแตละชนิดมีความยากงายใน

การคํ านวณหาคาเมตริกซ M  ตางกันออกไป. การเลือกชนิดของตัวปรับสภาพลวงหนาที่ใชใน
วทิยานพินธนี้ เปนแบบที่สามารถคํ านวณหาคาเมตริกซ M  โดยตรงจากเมตริกซสัมประสิทธิ์. การ
ค ํานวณหาคาเมตริกซ M  ทีไ่มยุงยากและซับซอน มีขอดีตรงที่ภาระการคํ านวณไมเพิ่มข้ึนจากเดิม
มากนัก. สํ าหรับตัวปรับสภาพลวงหนาที่มีการคํ านวณที่ซับซอน(ตัวอยางเชน ตัวปรับสภาพลวง
หนาแบบแยกตัวประกอบเเอลยูแบบไมบริบูรณ) แมวาจะชวยลดจํ านวนรอบการคํ านวณและเวลา
ค ํานวณลงไดมาก แตจํ าเปนตองใชหนวยความจํ าเพื่อเก็บคาเมตริกซ M  ไว. ดังนั้น ในทางปฏิบัติ
ท ําไดคอนขางยากเมื่อระบบสมการเชิงเสนมีขนาดใหญ. ตัวปรับสภาพลวงหนาที่ใชในวิทยานิพนธ
นี้ ไดแก



29

4.2.1 ตัวปรบัสภาพลวงหนาแบบยาโคบี(Jacobi Preconditioner)
เมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีมีลักษณะเปนเมตริกซทแยงมุม. สมาชิกในแนว

ทแยงมคีาเทากับสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์ นั่นคือ

   =jim jia  กรณีที่ ji = (4.4)

และ           =jim 0 กรณีที่ ji ≠ (4.5)

โดย jim คอืสมาชิกของเมตริกซปรับสภาพลวงหนา
jia  คอืสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์.

ลกัษณะของเมตริกซปรับสภาพลวงหนาเปนไปตามสมการคือ
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M (4.6)

ขอดีของตวัปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีคือ ตองการหนวยความจํ าในการเก็บขอมูลของ
เมตริกซ M  นอย และการคํ านวณทํ าไดงาย.

4.2.2 ตัวปรบัสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล(Gauss-Seidel Preconditioner)
เมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลมีลักษณะเปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมลาง. 

สมาชกิ ณ ต ําแหนงตางๆ มีคาเทากับสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์. โดย

   ijij am = กรณีที่ ji ≥ (4.7)

และ        =ijm 0 กรณีที่ ji < (4.8)

หรือเขียนในรูปของเมตริกซไดเปน
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(4.9)

การประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล อาศัยการแกระบบสมการ uMy =

เมื่อ u  เปนเวกเตอรตกคางหรือเวกเตอรทิศทาง.  การหาคาเวกเตอร y  ท ําโดยการแทนคาไปขาง
หนา ดังสมการ

      ii

i

ij
1j

ijiii m/umuy





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






−= ∑

≠
=

 (4.10)

โดย iy  คอืสมาชิกตํ าแหนงที่ i  ของเวกเตอร y

iu  คอืสมาชิกตํ าแหนงที่ i  ของเวกเตอร u .

4.2.3 ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง(Successive Overrelaxation 
Preconditioner, SOR)

เมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งมีลักษณะเปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยม
ลางเชนเดียวกับเมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล. สมาชิกของเมตริกซปรับสภาพ
ลวงหนาจะคํ านวณจากเมตริกซสัมประสิทธิ์ โดยแยกตัวประกอบเมตริกซสัมประสิทธิ์อยูในรูป

   LUDA ++=  (4.11)

โดย D คอืเมตริกซทแยงมุม
U คอืเมตริกซแบบสามเหลี่ยมบนโดยแท
L คอืเมตริกซแบบสามเหลี่ยมลางโดยแท.

การสรางเมตริกซ M อาศัยเมตริกซ D และ L ทีไ่ดจากเมตริกซสัมประสิทธิ์ ตามสมการ

     ( )LDM ω+
ω

=
1 (4.12)

โดย ω คอืคาคงที่เพื่อชวยลดจํ านวนรอบการคํ านวณ.
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เมตริกซ M  มลีักษณะดังนี้
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(4.13)

การประยกุตใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบนี้อาศัยการแกระบบสมการ uMy =  เหมือนกับ
ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล.

4.2.4 ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร(Symmetric Successive 
Overrelaxation Preconditioner, SSOR)

สมาชิกแตละตัวของเมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรหาคาได
จากเมตรกิซสัมประสิทธิ์เชนเดียวกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบอื่นๆ. การสรางเมตริกซ M  อาศัย
การแยกตัวประกอบเมตริกซสัมประสิทธิ์ดังสมการที่ (4.11). การแยกตัวประกอบของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ดงักลาว สามารถหาคาเมตริกซ  M  ไดตามสมการ

   ( ) ( )UDDLDM +ω+ω







ω−

ω
= −−− 111

2
(4.14)

การใชเมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร การคํ านวณแบงออก
เปน 3 ขั้นตอนคือ

1) จากระบบสมการ  uMy =  ก ําหนด LDM ω+=1  และ UDM ω+=2 . แกระบบ
สมการ uvM )2(1 ω−ω=  เพือ่หาคาเวกเตอร v

2) ค ํานวณหาคาเวกเตอร z  จากสมการ zDv =

3) ค ํานวณหาเวกเตอร y  จาก zyM =2 .
การหาคาเวกเตอร v  และ y  ในขัน้ตอนที ่ 1 และ 3 ทํ าโดยการแทนคายอนกลับและแทน

คาไปขางหนาตามลํ าดับ ตามสมการ
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(4.15)
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   ( ) ( ) ii2
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(4.16)

โดย iv  คอืสมาชิกตํ าแหนงที่ i  ของเวกเตอร v

iz  คอืสมาชิกตํ าแหนงที่ i  ของเวกเตอร z

( ) ji1m และ ( ) ji2m คอืสมาชิกของเมตริกซ 1M  และ 2M ตามลํ าดับ.



บทที่ 5

ผลการคํ านวณและวิเคราะหผลการคํ านวณ

ในบทนี้กลาวถึงการคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิวและแกระบบสมการเชิงเสนดวย
วิธีทํ าซํ้ ากับปญหาตัวอยาง. การแกระบบสมการเชิงเสน bAσ =  ดวยวธิที ําซํ ้าอาศยัตวัปรบัสภาพ
ลวงหนาเพื่อชวยลดจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าและเวลาคํ านวณ. การเปรียบเทียบผลของการ
แกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ าโดยอาศัยตัวปรับสภาพลวงหนา จะเปรียบเทียบจํ านวนรอบ
การคํ านวณซํ้ าและเวลาที่ใชคํ านวณของแตละวิธี เพื่อหาวิธีที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงเสนที่
ใชหาคา σ  ของวิธีประจุพื้นผิว. ปญหาตัวอยางที่ใชคํ านวณประกอบดวย ทรงกลมฉนวนภายใต
สนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ.

วทิยานพินธนีก้ารคํ านวณทํ าบนเครื่องคอมพิวเตอรที่ใชซีพียูเพนเทียม 4 ความเร็ว 1.6 MHz
มหีนวยความจํ าแบบ DDR ขนาด 256 MB และใชระบบปฏิบัติการณลินุกซ.

5.1 ทรงกลมฉนวนเดี่ยวในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
แบบจํ าลองทรงกลมฉนวนเปนทรงกลมรัศมีเทากับ R  วางอยูในตวักลางอากาศภายใต

สนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ oE  ดังรูปที่ 5.1.
รายละเอียดของแบบจํ าลองประกอบดวย

- ทรงกลมฉนวนรัศมี R  เทากับ 1 หนวย มจีดุศนูยกลางอยูที่พิกัด ( )0,0,0 .
- คาสภาพยอมภายนอกและภายในทรงกลมมีคาเทากับ 1.0 และ 4.0 ตามลํ าดับ.
- ทรงกลมอยูภายใตสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ ในทิศทาง z+  ซึง่มีคาเทากับ 1 /V หนวย.

รูปที ่5.1 ทรงกลมฉนวนเดี่ยวภายใตสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ

สนามไฟฟาภายนอก
/V1Eo = หนวย

อากาศ
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0.1r =ε

x

z

y



34

รูปที ่5.2 ทรงกลมฉนวนเมื่อแบงพื้นผิวเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยม

รูปที ่5.3 ตวัอยางเอลิเมนตสามเหลี่ยมผิวโคงแบบเการะดับชั้นความเสรี 1 เอลิเมนต

การคํ านวณไดแบงพื้นผิวของทรงกลมออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํ านวน 1,520 เอลิ-
เมนต ดงัแสดงในรปูที ่ 5.2. จ ํานวนตวัแปรของระบบสมการเชงิเสน bσA =  เทากบั 1,520 ตวัแปร.  
เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ใชเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมผิวโคงแบบเการะดับชั้นความเสรี[11] เพื่อใหมี
ลักษณะทีใ่กลเคยีงกับทรงกลมมากที่สุด. ตัวอยางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมผิวโคงดังกลาว แสดง
ในรูปที่ 5.3.

การแกระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากวิธีประจุพื้นผิวดวยวิธีทํ าซํ้ า มีเงื่อนไขการคํ านวณดังนี้
- คาความคลาดเคลื่อนยินยอมเทากับ 6101 −×

- ใชเงื่อนไขคาเริ่มตนของผลเฉลย )0(σ  เปน
0)0( =σ    เมือ่ไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา,

bMσ 1)0( −= เมือ่ใชตัวปรับสภาพลวงหนา.
การกํ าหนดคาเริ่มตน bMσ 1)0( −=  ในกรณใีชตัวปรับสภาพลวงหนา เนื่องจากตองการให

คาเริ่มตน )0(σ  ที่สุมกํ าหนดคามีคาใกลเคียงกลับคํ าตอบจริง. การกํ าหนดคาเริ่มตนในลักษณะ
ดงักลาว เพือ่ใหกระบวนการค ํานวณดวยวธิที ําซํ ้าลูเขาหาค ําตอบทีเ่ราตองการเรว็ยิง่ขึน้. จากสมการ

    bMσAM 1)0(1 −− = (5.1)
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เมื่อ             IAM ≈−1 (5.2)

จะได     bMσ 1)0( −≈ (5.3)

5.1.1 เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน
ในการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า ปจจัยหนึ่งที่สงผลตอจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ า

ก็คือลักษณะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน. เมตริกซสัมประสิทธิ์ที่ไดจาก
วิธีประจุพื้นผิวมีลักษณะเปนเมตริกซหนาแนนไมสมมาตร และสมาชิกในแนวทแยงมุมมีคามาก
ที่สุด. รูปที ่ 5.4 แสดงลักษณะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ตัวอยางขนาด 224224 ×  โดยละเลย
สมาชิกในแนวทแยงมุมและสมาชิกในตํ าแหนงตางๆ ถูกทํ าใหเปนบรรทัดฐานดวยคาในแนว
ทแยงมุม. รูปที่ 5.5 แสดงคา jia  ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ กรณี 1i =  และ 2241 j ≤≤ . คา 

jia  มคีามากหรือนอยขึ้นอยูกับระยะหางระหวางจุด  i  กับ j . โดยเมื่อ ji =  เปนตํ าแหนงที่ 
jia  มคีามากที่สุด.

รูปที ่5.4 ตัวอยางเมตริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 224224 ×

รูปที่ 5.5 คา jia  ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ เมื่อ 1i =  และ 2241 j ≤≤



36

ปจจัยอีกประการหนึ่งที่มีผลตอการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ าคือคาตัวเลขเงื่อนไข
(Conditioned Number)ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ( )Aκ . ตวัเลขเงื่อนไขเปนตัวบงบอกสภาวะของ
ระบบสมการเชิงเสนแบงออกเปนสภาวะเลว(ill-conditioned) และสภาวะดี(well-conditioned). 
ระบบสมการเชิงเสนที่อยูในสภาวะเลวคาตัวเลขเงื่อนไขจะมีคามาก. ระบบสมการเชิงเสนขนาด 
1,520 ตัวแปรของแบบจํ าลองทรงกลมฉนวนเดี่ยวในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอมีคา ( )Aκ  เทากับ 
2.51.

5.1.2 จํ านวนรอบการคํ านวณซ้ํ าและเวลาคํ านวณของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ เมื่อไมใชตัวปรับ
สภาพลวงหนา

ในหวัขอนีเ้ปนการคํ านวณเปรียบเทียบวิธีทํ าซํ้ าตางๆ โดยไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา. รูปที่ 
5.6 แสดงกราฟความสัมพันธระหวางคา rr,  กบัจ ํานวนรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ าแตละ
วธิี. คา rr,  แสดงโดยประมาณถึงความถูกตองของผลเฉลยที่ไดจากวิธีทํ าซํ้ า ณ รอบการ
ค ํานวณสุดทาย. เนื่องจากเวกเตอร r  ค ํานวณจากสมการ xAbr −=  ดงันัน้ถาคา rr,  มีคา
ตํ ่ามากเทาไร ก็แสดงวาคํ าตอบ x  ทีไ่ดมีคาใกลเคียงกับคํ าตอบจริงของระบบสมการ.

รูปที่ 5.6 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าเมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา

ตารางที ่5.1 เปรียบเทียบเวลาทั้งหมดที่ใชในการคํ านวณและจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ า-
ซํ้ าตางๆ

วิธีทํ าซํ้ า CG BiCG GMRES BiCGSTAB
จ ํานวนรอบ(รอบ) 4 3 3 2
เวลาคํ านวณ(วินาที) 69.16 104.26 104.82 69.19
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จากรูปที่ 5.6 เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนากับการคํ านวณ วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบ
เสถียร(BiCGSTAB) มอัีตราการลูเขาของผลเฉลยดีที่สุด และมีคา rr,  ตํ ่าที่สุด. จํ านวนรอบการ
ค ํานวณซํ ้าและเวลาทีใ่ชในการค ํานวณของวธิตีางๆ สรุปอยูในตารางที ่ 5.1. วธิเีกรเดยีนตสังยุคคูแบบ
เสถียรมจี ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้านอยทีส่ดุ(2 รอบ). วธิเีกรเดยีนตสงัยคุคู(BiCG) และวธิตีกคางตํ ่าสดุ
แบบวางนยัทัว่ไป(GMRES) ใชจ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าเทากนัคอื 3 รอบ. วธิเีกรเดยีนตสังยคุใช
จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้ามากทีส่ดุ(4 รอบ) เนือ่งจากเปนวธิทีีเ่หมาะกบัระบบสมการเชงิเสนทีเ่มตรกิซ
สัมประสทิธิเ์ปนเมตริกซสมมาตร และถาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีลักษณะไมสมมาตรมากๆ ผลเฉลย
อาจจะไมลูเขาหาคาที่ตองการ. วิธีเกรเดียนตสังยุคและวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรใชเวลา
ค ํานวณใกลเคยีงกนัคอืประมาณ 69 วนิาท.ี วธิตีกคางตํ ่าสุดแบบวางนยัทัว่ไปใชเวลาค ํานวณมากที่
สุดเทากบั 104.82 วนิาท ีและเวลาค ํานวณของวธิเีกรเดยีนตสงัยคุคูเทากับ 104.26 วินาที.

5.1.3 จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ้ าและเวลาคํ านวณของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ เมื่อใชตัวปรับสภาพ
ลวงหนา

รูปที ่ 5.7 แสดงกราฟความสัมพันธระหวางคา rr,  กบัจ ํานวนรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธี
ทํ าซํ้ าแตละวิธี เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาชนิดตางๆ ดังที่ไดกลาวไวในบทที่ 4 ชวยในการ
คํ านวณ. การใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งและแบบผอนปรนเกนิสืบเนื่อง
สมมาตรก ําหนดคา ω  เทากบั 1.05 และ 1.0 ตามล ําดบั. ผลของคา ω  ทีม่ตีอจ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้า
เมือ่ใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งและแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรสามารถ
ดไูดจากภาคผนวก ค. การก ําหนดคา ω  ของตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งเทากบั 
1.05 เนือ่งจากทีค่า 0.1=ω  เมตรกิซ M  มลัีกษณะเหมอืนกบัตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล.

ก. วิธีเกรเดียนตสังยุค ข. วิธีเกรเดียนตสังยุคคู

รูปที่ 5.7 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ าตางๆ
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ค. วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป ง. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที่ 5.7 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ าตางๆ(ตอ)

จากรปูที่ 5.7 ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร(SSOR) ชวยลดจ ํานวน
รอบการค ํานวณลงไดมากทีส่ดุ. จากรปูที ่ 5.8 เห็นไดวาในแตละกรณีนั้น จํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ า
มคีาไมมาก เนื่องจากลกัษณะของแบบจ ําลองไมซบัซอนมาก. จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าทีใ่ชตํ ่าที่
สดุเทากบั 1 รอบไดแก 2 กรณีคือ กรณีแรกเมื่อใชวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปรวมกับตัว
ปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบแีละตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร. กรณี
ที่สองเมื่อใชวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบ
เนือ่งสมมาตร.กราฟรูปที่ 5.9 แสดงเวลาทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณ. วธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยัทัว่
ไปเมือ่ใชรวมกบัตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีมีเวลาคํ านวณตํ่ าที่สุดเทากับ 36.79 วินาที.

รูปที่ 5.8 เปรียบเทยีบจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ าแบบตางๆ
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รูปที่ 5.9 เปรยีบเทยีบเวลารวมทั้งหมดที่ใชในการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าแบบตางๆ

ตารางที ่5. 2 ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์ เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ

ตวัปรับสภาพลวงหนา Jacobi Gauss-Seidel SOR SSOR
ตัวเลขเงื่อนไข 2.50 1.79 1.76 1.28

การใชตวัปรับสภาพลวงหนาทํ าใหคาตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์ลดลง. ตารางที่ 
5.2 แสดงคาตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์. จากตารางเห็นไดวาตัวปรับสภาพลวงหนา
แบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรสามารถลดตวัเลขเงือ่นไขลงไดมากทีสุ่ด. ตวัเลขเงือ่นไขลดลงจาก 
2.51 เหลอื 1.28 หรือลดลง 49 เปอรเซน็ต.

5.1.4 สนามไฟฟาและคาผิดพลาดของสนามไฟฟา
การค ํานวณสนามไฟฟาจากความหนาแนนประจุเชิงผิวที่ไดจากระบบสมการ bσA =  ใช

คํ าตอบ σ  ทีไ่ดจากวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรน
เกนิสบืเนือ่ง. กรณดีงักลาวมคีา rr,  ทีต่ํ ่าที่สุด คือประมาณ 10101 −× . จดุทีค่ ํานวณสนามไฟฟา
ไดแก ( )z,0,0  โดยที่ z  มีคาตั้งแต 0  จนถึง 5  หนวยดงัรูปที ่5.10. ความผดิพลาดของสนามไฟฟา
ภายในและภายนอกทรงกลมฉนวน คํ านวณจากสมการ

ความผิดพลาด (%) ( ) ( )
( ) 100

realZ

calZrealZ

E
EE

×
−

= (5.4)
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ผลเฉลยแมนตรงของสนามไฟฟาภายในและภายนอกทรงกลมฉนวนคํ านวณไดจากสมการ

    ( ) 0
21

2
inZ E

2
3

E
ε+ε

ε
= (5.5)

    ( ) ( )
( ) 03

3

21

21
extZ E

dR

R
2

2
1E













+
×

ε+ε
ε−ε

+= (5.6)

โดย ZE คอืสนามไฟฟาในทิศทางแกน z
R คอืรัศมีของทรงกลมฉนวน
d คอืระยะตามแกน z  วดัจากผิวของทรงกลมฉนวนดังรูปที่ 5.10

1ε คอืคาสภาพยอมภายในทรงกลมฉนวน
2ε คอืคาสภาพยอมภายนอกทรงกลมฉนวน

ดชันีลาง real แสดงถงึคาสนามไฟฟาที่คํ านวณไดจากสมการผลเฉลยแมนตรง
ดชันีลาง cal  แสดงถงึคาสนามไฟฟาที่คํ านวณไดจากวิธีประจุพื้นผิว
ดชันีลาง in    แสดงถึงบริเวณภายในทรงกลม
ดชันีลาง ext  แสดงถึงบริเวณภายนอกทรงกลม

สนามไฟฟาตามแนวแกน z  ทีจุ่ด ( )z,0,0  เมื่อ ( )50 z ≤≤  แสดงในรปูที ่5.11. ภายในทรง-
กลม ( )1z <  สนามไฟฟาจะมีคาคงที่เทากับ /V5.0 หนวย. ภายนอกทรงกลมบริเวณใกลผิวของ
ทรงกลมคาสนามไฟฟามีคาประมาณ /V0.2 หนวย. เมื่อระยะ z  เพิม่ข้ึนสนามไฟฟาจะลูเขาหา
คา OE คือ /V1 หนวย.

รูปที่ 5.10 ระยะ d  ตามแกน z  ทีใ่ชค ํานวณสนามไฟฟาตามสมการที่ 5.6
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รูปที ่5.11 สนามไฟฟาที่จุด ( )z,0,0  เมื่อ ( )50 z ≤≤  โดยเสนประแสดงขอบเขต
 ระหวางดานในและดานนอกของทรงกลมฉนวน

รูปที ่5.12 ความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่จุด ( )z,0,0  เมื่อ ( )50 z ≤≤

เปอรเซ็นตผิดพลาดของสนามไฟฟาในรูปที่ 5.12 มีคาตํ่ ากวา 2 เปอรเซ็นต. การลด
ความคลาดเคลือ่นของสนามไฟฟาทํ าไดโดยการเพิ่มจํ านวนเอลิเมนตที่ใชในการคํ านวณ. ในกรณี
ของแบบจ ําลองทรงกลมฉนวนลูกเดียว การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ าสามารถทํ าไดงาย 
และค ําตอบทีไ่ดมีคาความถูกตองสูง. ทั้งนี้เนื่องจากแบบจํ าลองมีลักษณะไมซับซอน. การคํ านวณ
เมือ่ไมใชตวัปรับสภาพลวงหนากับการใชตัวปรับสภาพลวงหนาจึงไมเห็นความแตกตางที่ชัดเจน.
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5.2 ทรงกลมฉนวนหลายลูกในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
แบบจ ําลองประกอบดวยทรงกลมฉนวน 8 ซึง่มลีกัษณะการวางดงัแสดงในรปูที ่5.13. รายละเอยีด

ของแบบจํ าลองประกอบดวย
- รัศมี R  ของทรงกลมแตละลูกเทากับ 1 หนวย.
- คาสภาพยอมภายในและนอกทรงกลมมีคาเทากับ 1 และ 4 ตามลํ าดับ.
- ทรงกลมอยูภายใตสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ ในทิศทาง z+  ซึง่มีคาเทากับ 1 /V หนวย.
- พืน้ผวิของทรงกลมแตละลกูถกูแบงออกเปนเอลเิมนตสามเหลีย่มผวิโคงแบบเการะดบัช้ัน
   ความเสรจี ํานวน 1,520 เอลเิมนต.
- ระยะหางระหวางทรงกลม d  เทากับ 0.0001 หนวย.

รูปที ่5.13 แบบจํ าลองทรงกลมฉนวนหลายลูกภายใตสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ

5.2.1 เมตรกิซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน
จากรปูที่ 5.13 สรางระบบสมการเชิงเสน bAσ =  เพือ่หาคาความหนาแนนประจุ ณ เอลิ-

เมนตตางๆ ออกมา. โดยตัวอยางเมตริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 192192 ×  ของระบบสมการเชิงเสนมี
ลักษณะดงัรูปที่ 5.14. เมตริกซสัมประสิทธิ์มีลักษณะเปนเมตริกซไมสมมาตร. สมาชิกในตํ าแหนง
อ่ืนๆ จะถกูท ําใหเปนบรรทัดฐานดวยคาในแนวทแยงมุม ซึ่งเปนตํ าแหนงที่มีคามากที่สุด. ในรูปที่ 
5.15 เปนกราฟแสดงคาสมาชิก jia  ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ เมื่อ 1i = . ตวัเลขเงื่อนไขของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 192192 ×  จากแบบจํ าลองมีคาเทากับ 3.08.

สนามไฟฟาภายนอก
           หนวย
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รูปที ่5.14 ตัวอยางเมตริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 192192×

รูปที่ 5.15 คา jia  ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ เมื่อ 1i =  และ 1921 j ≤≤

5.2.2 จํ านวนรอบการคํ านวณซ้ํ าและเวลาคํ านวณของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ เมื่อไมใชตัวปรับ
สภาพลวงหนา

ในหวัขอนีเ้ปนการเปรยีบเทยีบการค ํานวณของวธิที ําซํ ้าตางๆ เมือ่ไมใชตวัปรับสภาพลวงหนา. 
เงือ่นไขการค ํานวณของวิธีทํ าซํ้ ากํ าหนดเชนเดียวกับหัวขอที่ 5.1. วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป
ก ําหนดรอบการเริม่คํ านวณซํ ้าใหมเทากบั 3 รอบการค ํานวณ เพือ่เปนการจ ํากดัปรมิาณหนวยความ-
จ ําทีใ่ชค ํานวณ. ผลของรอบการเริม่คํ านวณซํ ้าใหมทีม่ตีอการค ํานวณของวธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยั
ทัว่ไปสามารถดูไดจากภาคผนวก ง.

รูปที่ 5.16 แสดงคา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู วธิีตกคาง
ตํ ่าสดุแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา. วิธี
เกรเดยีนตสังยุคคู และวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปใชรอบการคํ านวณซํ้ าเทากับ 10 และ 12 
รอบตามลํ าดับ. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรมีรอบการคํ านวณซํ้ าตํ่ าที่สุดคือ 6 รอบและใช
เวลาคํ านวณเทากับ 5,940.98 วินาที. จํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าและเวลาทั้งหมดที่ใชในการ
ค ํานวณสรุปดังตารางที่ 5.3. กรณขีองวธิเีกรเดียนตสังยุค เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนาผลเฉลย
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ไมลูเขาหาคาที่ตองการ. คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุคแสดงในรูป
ที ่5.17.

รูปที่ 5.16 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู วธิีตกคางตํ่ าสุด
 แบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที่ 5.17 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุค

ตารางที ่ 5.3 จ ํานวนรอบการคํ านวณซํ้ าและเวลาทั้งหมดที่ใชในการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสัง-
ยุคคู วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

วิธีทํ าซํ้ า BiCG GMRES BiCGSTAB
รอบการคํ านวณ(รอบ) 10 12 6
เวลาคํ านวณ(วินาที) 9,406.83 12,202.94 5,940.98
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5.2.3 จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ้ าและเวลาคํ านวณของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ เมื่อใชตัวปรับสภาพ
ลวงหนา

วธิที ําซํ ้าที่ใชในหัวขอนี้ ไดแกวิธีเกรเดียนตสังยุคคู วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธี
เกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร. การคํ านวณไมใชวิธีเกรเดียนตสังยุคเนื่องจากผลเฉลยไมลูเขาหา
คาที่ตองการ. การใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งและแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่ง
สมมาตรก ําหนดคา ω  เทากบั 1.05 และ 1.0 ตามล ําดบั.

รูปที่ 5.18 แสดงคา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู วธิีตกคาง
ตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบ
ตางๆ. จากรปู ตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรใหอัตราการลูเขาหาของผลเฉลย
ดทีีสุ่ด. กราฟเปรยีบรอบการค ํานวณของวธิที ําซํ ้าเมือ่ใชตวัปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ แสดงดงัรูปที ่
5.19.

ก. วิธีเกรเดียนตสังยุคคู ข. วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป

    ค. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที่ 5.18 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าเมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ
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วธิเีกรเดยีนตสังยุคคูเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบี แบบเกาส-ไซเดล และ
แบบผอนปรนกินสืบเนื่องจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าเทากับ 9, 7, และ 8 รอบตามลํ าดับ. การใช
ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนกินสืบเนื่องสมมาตรใหรอบการคํ านวณซํ้ าตํ่ าที่สุดคือ 4 รอบ.

วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีจํ านวน
รอบการค ํานวณซํ ้าเทากบั 8 รอบ. การใชตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลและแบบผอนปรนเกิน
สืบเนือ่งมรีอบการคํ านวณซํ้ าเทากันคือ 4 รอบ. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนกินสืบเนื่อง
สมมาตรใหรอบการคํ านวณซํ้ าตํ่ าที่สุดคือ 3 รอบ.

และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีมีรอบ
การคํ านวณซํ้ าเทากับ 5 รอบ. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลและแบบผอนปรนเกิน
สืบเนือ่งมรีอบการคํ านวณซํ้ าเทากันคือ 3 รอบ. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนกินสืบเนื่อง
สมมาตรใหรอบการคํ านวณซํ้ าตํ่ าที่สุดคือ 2 รอบ.

รูปที ่5.20 เปนกราฟเปรยีบเทยีบเวลารวมทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณเมือ่ใชตวัปรบัสภาพลวงหนา
แบบตางๆ. วธิีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิ
สืบเนือ่งสมมาตรใชเวลาค ํานวณทัง้หมดตํ ่าสดุเทากบั 4,294.85 วนิาท.ี วธิทีีใ่ชเวลาค ํานวณมากทีส่ดุได
แก วิธีเกรเดียนตสังยุคคูเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง. เวลา
ค ํานวณทัง้หมดเทากบั 11,554.23 วนิาท.ี

รูปที ่5.19 รอบการค ํานวณซํ ้าของวธิที ําซํ ้าเมือ่ใชตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบตางๆ
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รูปที ่5.20 เวลารวมทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณเมือ่ใชตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบตางๆ

ตารางที ่5.4 ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ

ตวัปรับสภาพลวงหนา Jacobi Gauss-Seidel SOR SSOR
ตัวเลขเงื่อนไข 3.01 2.08 2.06 1.23

       หมายเหตุ เมตริกซ A  มขีนาดเทากับ ( )192192 × .

ตารางที ่ 5.4 แสดงตวัเลขเงือ่นไขของเมตรกิซสมัประสทิธิก์อนและหลงัทีใ่ชตวัปรบัสภาพลวงหนา
แบบตางๆ. เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ( )Aκ  มคีาเทา
กบั 3.08. การใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรท ําใหตัวเลขเงื่อนไขลดลง
มากที่สุดเหลือ 1.23 หรือลดลง 60 เปอรเซ็นต.

5.2.4 ผลของคาสภาพยอมสัมพัทธตอการแกระบบสมการเชิงเสน
เราไดเปลี่ยนแปลงคาสภาพยอมสัมพัทธภายในทรงกลมฉนวนของแบบจํ าลองขางตนจาก 

4 เปน 10 และ 80 เพือ่ดผูลทีม่ตีอการแกระบบสมการเชงิเสนเพือ่หาค ําตอบ σ  ทีต่องการ. วิธีทํ าซํ้ า
ทีใ่ชค ํานวณไดแกวธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยัทัว่ไป และวธิเีกรเดยีนตสงัยคุคูแบบเสถยีร. ตวัปรบัสภาพ
ลวงหนาที่ใชเปนแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร ซึ่งจากหัวขอที่ 5.2.3 สามารถลดจํ านวน
รอบการค ํานวณซํ ้าลงไดดทีีส่ดุ.

รูปที่ 5.21 และรูปที่ 5.22 แสดงคา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีตกคางตํ่ าสุด
แบบวางนัยทั่วไป และวธิเีกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อคาสภาพยอมสัมพัทธภายในทรงกลมมี
คาเทากบั 10 และ 80 ตามลํ าดับ. จากรูปที่ 5.21 การใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกิน

������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

BiCG GMRES BiCGSTAB

����
���� Unpreconditioned����
���� Jacobi
����

Gauss-seidel����
SOR����

���� SSOR

วิธีทํ าซ้ํ า

เวล
า(วิ

นา
ที)



48

สืบเนื่องสมมาตรท ําใหจ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าของวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปลดลงจาก 22 
รอบเหลอื 6 รอบ. เวลาทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณลดลงจาก 23,113.69 วนิาทเีหลอื 12,610.72 วนิาท.ี ใน
สวนของวธิีเกรเดียนตสังยุคเสถียรภาพคูจ ํานวนรอบการค ํานวณลดลงจาก 9 รอบเหลอื 4 รอบ และ
เวลาทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณลดลงจาก 10,616.01 วนิาทเีหลอื 9,055.36 วนิาท.ี

จากรปูที ่5.22 เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปผลเฉลยไม
ลูเขาหาคาทีต่องการ ในการใชรอบการเริม่ค ํานวณซํ ้าใหมเทากบั 3 รอบ. จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าเมือ่
ใชตวัปรบัสภาพลวงหนาเทากบั 11 รอบและใชเวลาคํ านวณทั้งหมด 22,821.69 วินาที. วิธีเกรเดี
ยนตสังยุคเสถียรภาพคูจํ านวนรอบการเมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนาเทากบั 17 รอบและเมือ่ใช
ตวัปรบัสภาพลวงหนาเทากบั 9 รอบ. เวลาทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณลดลงจาก 14,154.85 วนิาทเีหลอื 
11,322.25 วนิาท.ี เวลารวมทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณแสดงในตารางที ่5.5.

ก. วธิีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป ข. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที ่5.21 คา rr, ในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าเมือ่คาสภาพยอมสมัพทัธภายในทรงกลมมคีาเทากบั 10

ก. วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป ข. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที ่5.22 คา rr, ในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าเมือ่คาสภาพยอมสมัพทัธภายในทรงกลมมคีาเทากบั 80
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ตารางที ่ 5.5 เวลารวมทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณของวธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยัทัว่ไป และวธิเีกรเดยีนต
สังยคุคูแบบเสถยีร

เวลาคํ านวณ(วินาที)
วิธีทํ าซํ้ า คาสภาพยอมสัมพัทธ

Unpreconditioned SSOR
10 23,113.69 12,610.72

GMRES
80 - 22,821.69
10 10,616.01 9,055.36

BiCGSTAB
80 14,154.85 11,322.25

การเพิ่มคาสภาพยอมสัมพัทธภายในทรงกลมทํ าใหลักษณะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของ
ระบบสมการเชงิเสนเปลี่ยนแปลง. การกํ าหนดคาสภาพยอมสัมพัทธเทากับ 10 ตัวเลขเงื่อนไขของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาเทากับ 5.74. การใชตัวปรับสภาพลวงหนาตัวเลขเงื่อนไขลดลงเหลือ 
1.74. สวนกรณคีาสภาพยอมสัมพัทธเทากับ 80 เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาตัวเลขเงื่อนไขลดลง
จาก 10.84 เหลือ 3.02. ทั้งนี้การคํ านวณกระทํ าโดยใชเมตรกิซตัวอยางจากแบบจํ าลองที่มีจํ านวน
เอลเิมนตทั้งหมด(รวมทุกอนุภาค)ขนาดเทากับ 192 เอลิเมนต.

จากผลการคํ านวณที่ผานมาทั้งหมด พบวาตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่ง
สมมาตรสามารถลดจ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าของวธิที ําซํ ้าตางๆ ไดดกีวาแบบอืน่. ขอเสยีอยางหนึง่ของ
ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรคอืมภีาระการค ํานวณมาก เนือ่งจากลกัษณะ
ของเมตรกิซ M  เปนเมตรกิซหนาแนน.



บทที่ 6

สรุป

วทิยานพินธนีไ้ดน ําเสนอการประยกุตใชตวัปรบัสภาพลวงหนากบัวธิที ําซํ ้าเพือ่แกระบบสมการ
เชงิเสนจากวธิปีระจุพื้นผิว. วิธีทํ าซํ้ าที่ใชไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุค วิธีเกรเดียนตสังยุคคู วิธีตกคาง
ตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร. การใชตัวปรับสภาพลวงหนามี
วตัถปุระสงคเพือ่ลดเวลาการหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิเสนดวยวธิที ําซํ ้า. ตวัปรับสภาพลวงหนา
ทีใ่ชไดแก ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบี แบบเกาส-ไซเดล แบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง และ
แบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร.

คุณสมบัติของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ
วิธีเกรเดียนตสังยุคเปนวิธีทํ าซํ้ าที่ เหมาะกับการแกระบบสมการเชิงเส นที่ เมตริกซ

สมัประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตร. ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคูณ
เมตรกิซ-เวกเตอร 1 ครัง้  ผลคูณภายใน 2 คร้ัง และคํ านวณเวกเตอร 3 ตัว. วิธีนี้เปนวิธีที่ตองการ
หนวยความจํ าในการเก็บขอมูลนอยที่สุด.
 วธิเีกรเดยีนตสังยุคคูปรับปรุงจากวิธีเกรเดียนตสังยุค. โดยเพิ่มการคํ านวณในสวนของ TA

เพื่อใหเหมาะกับการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไมสมมาตร. การ
ค ํานวณอาศัยกระบวนการ Two-side Lanczos เพือ่สรางเวกเตอรเชิงตั้งฉากสองชุดที่สัมพันธกับ
เมตริกซ A  และ TA . วธินีีม้ภีาระการค ํานวณและใชหนวยความจํ าเปนสองเทาของวิธีเกรเดียนต
สังยุค.

วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป เหมาะกับการแก ระบบสมการเชิงเส นที่ เมตริกซ
สัมประสิทธิ์เปนทั้งเมตริกซสมมาตรและไมสมมาตร. วธินีี้อาศัยวิธีของ Arnoldi ในการสรางเวก-
เตอรมูลฐานเชิงตั้งฉากปรกติ. ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคณู
เมตรกิซ-เวกเตอร 1 ครัง้  และผลคูณภายในเทากับ 1k +  คร้ัง เมื่อ k คอืรอบการคํ านวณซํ้ า. การใช
หนวยความจํ าในการเก็บขอมูลข้ึนอยูกับจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ า แตทั้งนี้เราสามารถจํ ากัดการ
ใชหนวยความจํ าไดโดยการกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม.

วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรพัฒนามาจากวิธีเกรเดียนตสังยุคคูกับวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบ
วางตวัทัว่ไป โดยปรับปรุงในสวนการหาคาเวกเตอรตกคางเพื่อใหอัตราการลูเขาของผลเฉลยดีขึ้น. 
วิธีนี้เหมาะกับการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตรและไม
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สมมาตร. ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคณูเมตรกิซ-เวกเตอร 2 คร้ัง  
ผลคูณภายใน 4 คร้ัง.

สรปุลกัษณะของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ
ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีมีลักษณะเปนเมตริกซทแยงมุม. สมาชิกในแนวทแยงมี

คาเทากับสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบนี้งายตอการคํ านวณแตชวย
ลดรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าไดไมดีนัก.

ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลมลีกัษณะเปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมลาง. สมาชิก 
ณ ต ําแหนงตางๆ มีคาเทากับสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซ
เดลสามารถลดรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าไดดีกวาตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบี.

ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องมลีกัษณะเปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมลาง
เชนเดียวกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล ตางตรงที่มีคาคงที่ ω  ซึ่งเปนตัวชวยลดรอบ
การคํ านวณ. แตอยางไรก็ดี การปรับคา ω  ไมชวยลดรอบการค ํานวณของวิธีทํ าซํ้ าลงอยางเห็นได
ชัด. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสามารถลดรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าลง
ไดเชนเดียวกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล.

ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรเปนตัวปรับสภาพลวงหนาแบบ
เดียวที่มีลักษณะเปนเมตริกซหนาแนน. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบนี้ชวยลดรอบการคํ านวณของ
วิธีทํ าซํ้ าลงไดดีที่สุดเมื่อเทียบกับแบบอื่นๆ. เชนเดียวกับกรณีของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอน
ปรนเกนิสบืเนือ่ง การปรบัคา ω  ไมชวยลดรอบการค ํานวณของวธิที ําซํ ้าลงอยางเหน็ไดชดั.

แบบจ ําลองทรงกลมฉนวนเดี่ยวในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
ผลการใชวิธีทํ าซํ้ าแกระบบสมการเชิงเสนจากวิธีประจุพื้นผิว

เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจากแบบจํ าลองมีลักษณะเปนเมตริกซหนา
แนนและไมสมมาตร. ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาไมมาก. เมื่อไมใชตัวปรับสภาพ
ลวงหนา วธิทีํ าซํ้ าทั้ง 4 วิธีสามารถแกระบบสมการเชิงเสนหาคา σ  ได. วิธีที่มีอัตราลูเขาของผล
เฉลยดทีีส่ดุไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูและวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบ
วางนัยทั่วไปใหมีอัตราลูเขาของผลเฉลยที่ใกลเคียงกัน. วิธีที่ใชรอบการคํ านวณมากที่สุดคือวิธี
เกรเดียนตสังยุค. ทั้งนี้ วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรกับวิธีเกรเดียนตสังยุคใชเวลาคํ านวณ
ใกลเคียงกันมากและตํ่ ากวาอีกสองวิธีที่เหลือ.
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ผลการใชตัวปรับสภาพลวงหนากับวิธีทํ าซํ้ าตางๆ
การใชตัวปรับสภาพลวงหนาสามารถชวยลดรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าลงได. ตัวปรับ

สภาพลวงหนาที่สามารถลดรอบการคํ านวณลงไดมากที่สุดคือตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรน
เกนิสบืเนือ่งสมมาตร. วธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยัทัว่ไปเมือ่ใชกบัตัวปรบัสภาพลวงหนาดงักลาว ใช
เวลาค ํานวณตํ ่าที่สุด(36.79 วินาที)และมีรอบการคํ านวณตํ่ าที่สุด(1 รอบ). อยางไรก็ตาม ในบาง
กรณีผูเขียนพบวาการใชตัวปรับสภาพลวงหนาทํ าใหรอบการคํ านวณเพิ่มข้ึน. ตัวอยางเชน กรณี
ของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลและแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องเมื่อใชรวมกับวิธี
เกรเดยีนตสังยุคและวิธีเกรเดียนตสังยุคคู.

เมือ่ใชตวัปรับสภาพลวงหนาท ําใหตวัเลขเงือ่นไขของเมตรกิซสมัประสทิธิล์ดลง. โดยตวัปรบัสภาพ
ลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรสามารถลดตัวเลขเงื่อนไขลงไดมากที่สุดคือ 49 
เปอรเซ็นต. ตัวเลขเงื่อนไขลดลงจาก 2.51 เหลือ 1.28.

การค ํานวณสนามไฟฟาจากคา σ  ทีไ่ดจากวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อใชตัวปรับ
สภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร. ความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่คํ านวณ
ไดมีคาตํ่ ากวา 2 เปอรเซ็นต.

แบบจ ําลองทรงกลมฉนวนหลายลูกในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
ผลการใชวิธีทํ าซํ้ าแกระบบสมการเชิงเสนจากวิธีประจุพื้นผิว

เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจากแบบจํ าลองมีลักษณะเปนเมตริกซหนา
แนนและไมสมมาตร. ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคามากกวาแบบจํ าลองทรงกลม
ฉนวนเดีย่ว. การแกระบบสมการเชงิเสนหาคา σ  จงึท ําไดยากกวา. เมือ่ไมใชตวัปรบัสภาพลวงหนา วิธี
เกรเดยีนตสงัยุคคู วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรสามารถ
หาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนได. โดยวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรมีรอบการคํ านวณซํ้ า
ตํ ่าทีส่ดุ(6 รอบ)และใชเวลาคํ านวณนอยที่สุด(5,940.98 วินาที). ในสวนของวิธีเกรเดียนตสังยุค 
เมือ่ไมใชตัวปรับสภาพลวงหนาผลเฉลยไมลูเขาหาคาที่ตองการ.
ผลการใชตัวปรับสภาพลวงหนากับวิธีทํ าซํ้ าตางๆ

ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรสามารถชวยลดรอบการคํ านวณ
ของวธิที ําซํ ้าลงไดดีกวาตัวปรับสภาพลวงหนาอื่นๆ. โดยที่ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกิน
สืบเนื่องสมมาตรเมื่อใชรวมกับวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรใชเวลาคํ านวณนอยที่สุด(4,294.85 
วนิาท)ีทีร่อบการค ํานวณทัง้หมด 2 รอบ. ขอสังเกตอุยางหนึง่ ในกรณขีองวธิเีกรเดยีนตสังยคุคูเมื่อใช
รวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลและแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องก็คือ ตัวปรับสภาพ
ลวงหนาทัง้สองชวยลดรอบการคํ านวณทั้งหมดลงได. เวลาที่ใชในการคํ านวณกลับมีคามากกวาใน
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กรณทีีไ่มใชตวัปรับสภาพลวงหนา ทั้งนี้เปนผลจากภาระการคํ านวณที่เพิ่มข้ึนเมื่อใชตัวปรับสภาพ
ลวงหนา.

ตวัเลขเงือ่นไขของเมตรกิซสัมประสทิธิเ์มือ่ใชตวัปรบัสภาพลวงหนามคีาลดลง. กรณตีวัปรบัสภาพ
ลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร ตัวเลขเงื่อไขลดลงมากที่สุดจาก 3.08 เปน 1.23 หรือ
ลดลงประมาณ 60 เปอรเซ็นต.

การเพิม่คาสภาพยอมสัมพัทธภายในทรงกลมฉนวนจาก 4 เปน 10 และ 80 ทํ าใหตัวเลข
เงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์เพิ่มข้ึนเปน 5.74 และ 10.84 ตามลํ าดับ. กรณีที่สภาพยอม
สัมพัทธภายในทรงกลมฉนวนมีคาเทากับ 10. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรเมื่อใชรวมกับตัว
ปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรมีรอบการคํ านวณตํ่ าที่สุด. รอบการคํ านวณ
ลดลงจาก 9 รอบเหลือ 4 รอบและเวลาที่ใชในการคํ านวณลดลงจาก 10,616.01 วินาทีเหลือ 
9,055.36 วนิาท.ี เวลาค ํานวณที่ลดลงคิดเปน 14.7 เปอรเซ็นต. กรณีที่สภาพยอมสัมพัทธภายใน
ทรงกลมฉนวนมคีาเทากับ 80. วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปผลเฉลยไมลูเขาหาคาที่ตองการ. 
แตเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรสามารถคํ านวณหาผล
เฉลยได โดยใชรอบการค ํานวณเทากบั 11 รอบและเวลาค ํานวณเทากบั 22,821.69 วนิาท.ี วธิเีกรเดยีนต
สังยุคคูแบบเสถียรเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรมีรอบ
การค ํานวณและเวลาคํ านวณตํ่ ากวาวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป. รอบการคํ านวณลดลงจาก 
17 รอบเหลือ 9 รอบและเวลาที่ใชในการคํ านวณลดลงจาก 14,154.85 วินาทีเหลือ 11,322.25 
วนิาทีหรือลดลงประมาณ 20  เปอรเซ็นต.

การใชตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรรวมกับวิธีเกรเดียนตสังยุคคู
เปนวธิทีีม่รีอบการคํ านวณตํ่ าและใชเวลาคํ านวณนอยเมื่อเทียบกับวิธีอ่ืนๆ. แตอยางไรก็ดี ตัวปรับ
สภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรก็มีขอเสียตรงที่มีภาระการคํ านวณมากกวาตัว
ปรับสภาพลวงหนาแบบอื่นๆ.
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ภาคผนวก ก

การหาตัวประกอบศักยและสนามไฟฟาสํ าหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมใดๆ

ก ําหนดใหสามเหลี่ยม ABC เปนเอลิเมนตบนระนาบ xy  ดงัรูปที่ 1 ที่มีคาความหนาแนน
ประจุเทากับσ .

รูปที่ ก.1 เอลเิมนตสามเหลี่ยมบนระนาบ xy

ศักยไฟฟาที่จุด ( )z,y,xP เนื่องจากแผนประจุรูปสามเหลี่ยมในรูปที่ 1 สามารถคํ านวณได
โดย

φ ∫
∆ −πε

σ
= ds

|r'r|4 o

(ก.1)

( ) ( ) ( )
∫
∆ −+−+−πε

σ
= ds

z'zy'yx'x

1
4 222

o

(ก.2)

โดย φ คอืศักยไฟฟา ( )V

'r คอืเวกเตอรจากจุดกํ าเนิดไปยังจุดP

r คอืเวกเตอรจากจุดกํ าเนิดไปยังจุดกึ่งกลางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
s คอืพืน้ที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม.

จากสมการที(่ก.2) เมือ่ทํ าการอินทิเกรทพจน 
( ) ( ) ( )222 z'zy'yx'x

1

−+−+−
 จะสามารถแยกคํ า-

ตอบและจัดรูปใหอยูในรูปดังตอไปนี้

( )ACCACBBCBAAB
o

SSSSSS
4

−+−+−
πε
σ

−=φ (ก.3)

X

Y

Z

)0,Y,X(B BB

)0,Y,X(C CC

)0,Y,X(A AA

σ

)z,y,x(P
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จากสมการที่(ก.3) เราเรียกพจน ( )ACCACBBCBAAB SSSSSS −+−+− วาเปนตัวประกอบ
ศกัยไฟฟาโดยที่ในแตละสวนสามารถหาคาไดจากสมการ

ABABABAB RzQ.PS += (ก.4)

( ) ( )
1M

yYxXM
P

2
AB

BBAB
AB

+

−+−−
= (ก.5)

( ) ( ) 



 ++−+−= 1MDyYMxXlnQ 2

ABBBABBAB (ก.6)

( ) ( )( )










 +−−−−
= −

B

AB
2

BB
2

BAB1
AB Dz

MzyYxXxXM
tanR (ก.7)

AB

AB
AB XX

YY
M

−
−

=   (ก.8)

( ) ( ) 22
B

2
BB zyYxXD +−+−= (ก.9)

สมการที่ใชในการคํ านวณ BAS , BCS , CBS , CAS และ BAS มลีกัษณะเชนเดียวกันกับสมการของ ABS .
การค ํานวณสมการของตวัประกอบสนามไฟฟา สามารถค ํานวณจากสมการการหาสนามไฟฟา 

E
K  ที่จุด ( )z,y,xP  คือ

E
K

φ−∇= 







∂
φ∂

+
∂
φ∂

+
∂
φ∂

−= zyx a
z

a
y

a
x

KKK (ก.10)

หรือ [ ]zzyyxx aEaEaEE
KKKK

++= (ก.11)

โดย yx a,a
KK  และ za

K  คอืเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางแกน y,x  และ z  ตามลํ าดับ.

Ey,Ex  และ ZE  ในสมการที่ (ก.11)คํ านวณไดจาก









∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

πε
σ

−=
x

S
x

S
x

S
x

S
x

S
x

S
4

E ACCACBBCBAAB

0
x (ก.12)
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







∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

πε
σ

−=
y

S
y

S
y

S
y

S
y

S
y

S
4

E ACCACBBCBAAB

0
y (ก.13)









∂

∂
−

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂

∂
πε
σ

−=
z

S
z

S
z

S
z

S
z

S
z

S
4

E ACCACBBCBAAB

0
z (ก.14)

จากสมการที ่(ก.12) ถึง (ก.14) เราเรียกพจนที่เปนคาอนุพันธเทียบกับ y,x และ z วาเปนคา
ตวัประกอบศักยไฟฟาโดยแตละสวนของสมการสามารถหาคาไดจากสมการดังตอไปนี้

x
SAB

∂
∂ ( )

( ) ( ) 



 ++−+−

−++
−

+
=

1MDyYMxXD

xX1MD
PQ

1M

M
2
ABBBABBB

B
2
ABB

ABAB2
AB

AB

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) B

2

22
AB

2
BABB

ABBBAB

D
z

z1MxXMyY

MxXyYM
⋅

++−−−

−+−
− (ก.15)

y
SAB

∂
∂ ( )

( ) ( ) 



 ++−+−

−++
−

+
−=

1MDyYMxXD

yY1MDM
PQ

1M

1
2
ABBBABBB

B
2
ABBAB

ABAB2
AB

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( ) B

2

22
AB

2
BABB

BBAB

D
z

z1MxXMyY

xXyYM
⋅

++−−−

−+−
+ (ก.16)

z
SAB

∂
∂

( ) ( ) 



 ++−+−

+
+=

1MDyYMxXD

1Mz
PR

2
ABBBABBB

2
AB

ABAB

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] B

22
AB

2
BABB

BABBBBAB

D
z

z)1M(xXMyY

xXMyYxXyYM
⋅

++−−−

−−−−+−
+ (ก.17)

สํ  าหรับ  
z

S
,,

z
S

,
z

S
,

y
S

,,
y

S
,

y
S

,
x

S
,,

x
S

,
x

S ACBCBAACBCBAACBCBA

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ………  สามารถ

ค ํานวณหาคาอนพุันธไดโดยใชสมการในลักษณะเดียวกันกับ
x

SAB

∂
∂ ,

y
SAB

∂
∂ และ

z
SAB

∂
∂ .
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ภาคผนวก ข

ลํ าดับขั้นการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ า

ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าตางๆ เมื่อประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนากับการ
ค ํานวณแสดงดังรูปที่ ข.1 ถึงรูปที่ ข.4[10].

รูปที ่ข.1 ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสังยุค

รูปที ่ข.2 ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู

Preconditioned Conjugate Gradient Method
1. Given an initial guess )0(x , compute )0()0( xAbr −= and solve )0()0( rzM = .
2. Set )0()0( zp = .
3. For …,3,2,1k =

3.1 Compute )1k( −pA .

3.2 Set )1k()1k()1k()k( a −−− += pxx , where 
)1k()1k(

)1k()1k(
)1k(

,

,
a

−−

−−
− =

pAp

zr
.

3.3 Compute )1k()1k()1k()k( a −−− −= pArr .
3.4 Solve )k()k( rzM = .

3.5 Set )1k()1k()k()k( −−+= pbzp , where 
)1k()1k(

)k()k(
)1k(

,

,

−−
− =

zr

zr
b .

Preconditioned BiConjugate Gradient Method
1. Given an initial guess )0(x , compute )0()0( xAbr −= and set  )0()0(~ rr = .
2. Solve )0()0( rzM = and )0()0( ~~ rzM = .
2. Set )0()0( zp =  and )0()0( ~~ zp = .
3. For …,3,2,1k =

3.1 Compute )1k( −pA and )1k(T ~ −pA .

3.2 Set )1k()1k()1k()k( a −−− += pxx , where 
)1k(

,
)1k(

)1k()1k(
)1k(

~

~,
a

−−

−−
− =

ppA

rz
.

3.3 Compute )1k()1k()1k()k( a −−− −= pArr and )1k(T)1k()1k()k( ~a~ −−− −= pArr .
3.4 Solve )k()k( rzM = and )k()k( ~~ rzM = .
3.5 Set )1k()1k()k()k( −−+= pbzp and )1k()1k()k()k( ~~~ −−+= pbzp ,

   where 
)1k(

,
)1k(

)k(
,

)k(
)1k(

~

~

−−
− =

rz

rz
b .
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รูปที ่ข.3 ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางตัวทั่วไป

รูปที ่ข.4 ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสังยุคเสถียรภาพคู

Preconditioned Generalized Minimal Residual Method
1. Given an initial guess )0(x , compute )0()0( xAbr −= and solve )0()0( rzM = .

2. Set )0()0( z=β and [ ]T1 001 …=ξ .

3. Compute 
)0(

)0(
)1(

z

z
v = .

3. For …,3,2,1k =

3.1 Compute )k(Avs = .
3.2 Solve svM =)k( .
3.3 Compute  )1k( +v  and k,ih 1k,,1i, += …  using the Arnldi Algorithm.

3.4 Set kk
)0()k( yVxx += , when 

k
y is the solution of yH k,1k1min +−βξ .

Preconditioned BiConjugate Gradient Stabilized Method
1. Given an initial guess )0(x , compute )0()0( xAbr −= .
2. Set )0()0( rp = and )0()0(~ rr = .
3. Solve )0()0(~ ppM = .
3. For …,3,2,1k =

3.1 Compute )1k(~ −pA .

3.2 Set )1k()1k()1k()2/1k( ~a −−−− += pxx , where 
)0(

,
)1k(

)0()1k(
)1k(

~~

~,
a

rpA

rr

−

−
− = .

3.3 Compute )1k()1k()1k()2/1k( ~a −−−− −= pArr .
3.4 Solve )2/1k()2/1k( −− = rsM .
3.5 Compute )2/1k( −sA .

3.6 Set )2/1k()k()2/1k()k( −− ω+= sxx , where 
)2/1k(

,
)2/1k(

)2/1k()2/1k(
)k(

,

−−

−−

=ω
sAsA

sAs
.

3.7 Compute )2/1k()k()2/1k()k( −− ω−= sAsr .
3.8 Set ( ))1k()k()1k()k()k()k( ~ −−= ω−+ pApbrp ,

   where 
)0()1k(

)0()k(

)k(

)1k(
)k(

~,

~,a

rr

rr
b

−

−

ω
= .

3.9 Solve )k()k(~ ppM = .
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ภาคผนวก ค

การปรับคา ω  ของตัวปรับสภาพลวงหนา
แบบผอนปรนเกินสืบเนื่องและแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร.

การดูผลของคา ω (บทที ่ 4 ในหวัขอเร่ืองตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง
และแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร)ที่มีตอจํ านวนรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ า อาศัยการ
คํ านวณบนแบบจํ าลองทรงกลมฉนวนหลายลูกในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอเชนเดียวกับหัวขอที่ 5.2. 
สภาพยอมสมัพทัธภายนอกและภายในทรงกลมมีคาเทากับ 1 และ 4 ตามลํ าดับ. วิธีทํ าซํ้ าที่ใชแก
ระบบสมการเชิงเสนไดแก วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปและวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร. 
คา ω  ทีท่ดลองใชมีคาอยูระหวาง 0.8 กับ 1.2. ผลการคํ านวณแสดงดังรูปที่ ค.1 และรูปที่ ค.2.

ก. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง

ข. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร

รูปที่ ค.1 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณของวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป
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ก. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง

ข. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร

รูปที่ ค.2 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

จากรปูที ่ ค.1 กรณีของวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนา
แบบผอนปรนเกินสืบเนื่องและแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร. การปรับคา ω  ไมมีผลตอ
จ ํานวนรอบการคํ านวณมากนักเมื่อเทียบกับที่ =ω 1.0. จ ํานวนรอบการคํ านวณไมลดลงอยางเห็น
ไดชัด. คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณเมื่อปรับคา ω  มคีวามแตกตางกันเพียงเล็กนอยเทา
นัน้. การลดคา ω  ลงใหมคีาเทากับ 0.95, 0.90 และ 0.80 ในกรณีของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบ
ผอนปรนเกนิสบืเนือ่งยังทํ าใหรอบการคํ านวณเพิ่มข้ึน. เชนเดียวกัน กรณีของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู
แบบเสถียรดังแสดงในรูปที่ ค.2. การปรับคา ω  ของตวัปรับสภาพลวงหนาทั้งสองไมทํ าใหรอบการ
ค ํานวณไมลดลงเมื่อเทียบกับที่ =ω 1.0.
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การปรับรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมของวิธีตกคางต่ํ าสุดแบบวางนัยทั่วไป

การแกระบบสมการเชิงเสนที่มีจํ านวนตัวแปรมากๆ ดวยวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปจํ า
เปนตองกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม. การกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมเพื่อเปนการ
จ ํากดัหนวยความจํ าที่ใชในการเก็บเมตริกซ kV และ k,1k +H ทีใ่ชในวิธี Arnoldi. ขนาดของเมตริกซ
ทัง้สองขึน้อยูกับตัวแปรของระบบสมการเชิงเสนและรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ า.

การดูผลของรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมทํ าโดยการแกระบบสมการเชิงเสนจากแบบจํ าลอง
ทรงกลมฉนวนหลายลูกในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอในหัวขอที่ 5.2. โดยใชเอลิเมนตในการคํ านวณ
เทากบั 896 เอลิเมนตและกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมมีคาเทา 1, 3, 6, และ 12 รอบ. โดย
เราเปรียบเทียบผลการแกระบบสมการเชิงเสนกรณีที่มีการกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมกับ
กรณทีีไ่มมกีารกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม. ผลการคํ านวณแสดงดังรูปที่ ง.1.

รูปที่ ง.1 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณเมื่อปรับรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม

การกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมมีผลตอรอบการคํ านวณทั้งหมดของวิธีตกคางตํ่ าสุด
แบบวางนัยทั่วไป. โดยจากรูปที่ ง.1 เมื่อเรากํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมเพิ่มข้ึนจะทํ าให
จํ านวนรอบการคํ านวณทั้งหมดนั้นลดลง. เชน เมื่อรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมเทากับ 1 รอบ 
จ ํานวนรอบการค ํานวณทั้งหมดเทากับ 17 รอบ แตเมื่อเพิ่มรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมเปน 3 รอบ
จ ํานวนรอบการคํ านวณทั้งหมดลดลงเหลือ 12 รอบ.

∞
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นายนิติพงศ ปานกลาง เกิดเมื่อวันที่ 25 มีนาคม พ.ศ. 2519 ที่จังหวัดชัยนาท สํ าเร็จ
การศึกษาระดับวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต เกียรตินิยมอันดับหนึ่ง สาขาวิศวกรรมไฟฟา ภาควิชา
วิศวกรรมไฟฟา จากสถาบันเทคโนโลยีราชมงคล ในปการศึกษา 2542 เขาศึกษาตอในหลักสูตร
วิศวกรรมศาสตรมหาบณัฑติ สาขาวชิาวศิวกรรมไฟฟา ณ ภาควชิาวศิวกรรมไฟฟา คณะวศิวกรรมศาสตร 
จฬุาลงกรณมหาวทิยาลยั ตั้งแตปการศึกษา 2544 จนถึงปจจุบัน.
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