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5.1.1 อนุภาคฉนวนในกับดักอนุภาคอยางงาย 79 

5.1.2 อนุภาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร 80 
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4.1 แรงดูด และแรงผลักมากที่สดุของ *
horizF  และ *

vertF บนอนุภาคลูกลางที่คา mpN = 4  67 

4.2 แรงดูด และแรงผลักมากที่สุดของ *
horizF  และ *

vertF  บนอนุภาคลูกลางที่คา iterN = 2  67 

4.3 คาของ 1c , 2c  และ 3c  ที่ t = 300ms จากการจําลองของไหลอีอาร 

 ระบบ (a), (b) และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกดวยแบบจําลองไดโพล (dp) และ

แบบจําลองมัลติโพล (mp) 77 
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1.1 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมในกับดักอนุภาค 7 

1.2 อนุภาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร 7 

1.3 อนุภาคจัดเรียงตัวในของไหลอีอาร 8 

2.1 ประจุเหนี่ยวนาํบนตัวนาํที่เกดิจากอิทธิพลของประจุไฟฟา q+  10 

2.2 ประจุผูกพันและการเกิดโพลาไรซในฉนวน (ก) ประจุภายในโมเลกุล และ 

 (ข) โพลาไรเซชันของอนุภาคฉนวน 10 

2.3 แรงคูลอมบระหวางประจุ 1q  และ 2q  11 

2.4 ตําแหนงของไดโพล 11 

2.5 แรงที่เกิดขึ้นกบัไดโพลภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอ 12 

2.6 ปญหาที่นาํมาวิเคราะหในวทิยานิพนธ 13 

2.7 ตําแหนงบนพ้ืนผิวของอนุภาครูปทรงกลมภายในกับดักอนุภาค 16 

2.8 ศักยไฟฟาที่จดุ C  จากผลของประจุ Q  ที่ระยะหางกนั r  18 

2.9 ตัวอยางของมลัติโพลอันดับตางๆ 18 

2.10 การกระจายมลัติโพลซ้ําจากมัลติโพลที่จุด C  ไปยังจุด A  19 

2.11 การหมนุมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมลัติโพล ,n kB  20 

2.12 เงาของมัลติโพลและระนาบกราวด  (ก) ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xy  และ 

 (ข) ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xz  21 

2.13 มัลติโพล และเงาของมัลติโพลกับระนาบเอียงทํามุม 0θ   

 (ก) มัลติโพล ,n mB  กอนทาํการหมุน   และ  

 (ข) มัลติโพล ,n kB  หลังทําการหมนุ และเงามัลติโพล ,n kB′  22 

2.14  ไดโพลและตาํแหนงในการคํานวณสนามไฟฟา 23 

2.15 อนุภาคฉนวน a  และ b  ภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก และ 

 การกระจายมลัติโพลซ้ําจากอนุภาค b ไปยัง อนุภาค a  24 

2.16 อนุภาครูปทรงกลมและ T  ที่กระทําตอพ้ืนผวิยอย ds  28 

2.17 ระบบพิกัดในการคํานวณแรงระหวางคูอนุภาค a  และ b  29 

2.18 เงาของมัลติโพล ,j kB  ของอนุภาค a  ซึ่งอยูระหวางระนาบอิเล็กโทรดเอียง 31 

3.1 การจัดวางตําแหนงของอนภุาคในการคํานวณ 34 
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3.2 ไดโพลแทนผลของอนุภาคฉนวนภายใตสนามไฟฟาภายนอก 0E  

 (ก) โพลาไรเซชันของอนุภาคฉนวน และ (ข) ไดโพลแทนการเกิดโพลาไรเซชัน 35 

3.3 ตําแหนงเงาของอิเล็กโทรดชุดแรกที่ใชในการคํานวณ 37 

3.4 การหมนุ, การเลื่อนขนาน และตําแหนงของเงาไดโพล ( )0
, 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดลาง 

และ ( )0
, 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดบนที่ใชในการคํานวณรอบแรกดวยวิธทีําซ้ําของการ

คํานวณแบบ dps 39 

3.5 การหมนุมัลติโพล การเลื่อนขนานมัลติโพล และ ตําแหนงของเงามัลติโพล เมื่อ 0α = °45  

(ก) เงามัลติโพลชุดแรกเนื่องจากอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบนจํานวน 4 ลูก และ (ข) 

เงามัลติโพลชุดที่สองเนื่องจากอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลางจํานวน 4 ลูก 41 

3.6 ตําแหนงในการคํานวณแรงบนอนุภาคเมือ่อนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง 42 

3.7 *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 30°  44 

3.8 *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 30°  44 

3.9 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 60°   

 (ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps)  และ  

 (ข) *Fα  จากการคาํนวณแบบ dps และ mps 45 

3.10 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 30°    

 (ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ  

 (ข) *Fα  จากการคาํนวณแบบ dps และ mps 46 

3.11 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 60°    

 (ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ  

 (ข) *Fα  จากการคาํนวณแบบ dps และ mps 47 

3.12 ตําแหนงในการคํานวณแรงบนอนุภาคเมือ่อนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง 48 

3.13 *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง  

 ที่ 0α = 30°  49 

3.14 *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง  

 ที่ 0α = 30°  49 
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3.15 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง ที่ 0α = 60°   

 (ก) *Fρ  จากการคาํนวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ  

 (ข) *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps 50 

3.16 *
,maxFρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°  52 

3.17 *
,maxFα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อ  0α = 5°  ถึง 90°  52 

3.18 ตําแหนงที่เกิด ,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°  53 

3.19 *
,maxFρ จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่อเปล่ียนอัตราสวน /N Eε ε   

 ที่ 0α = 30°  54 

3.20 *
,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อเปลี่ยนอัตราสวน /N Eε ε   

 ที่ 0α = 30°  54 

4.1 ระบบของไหลอีอารที่อนุภาคกระจายแบบสุม 58 

4.2 ระบบพิกัดในการคํานวณแรงผลักระหวางคูอนุภาค a  และ b  61 

4.3 แผนภูมิสายงานในการคํานวณตําแหนงของอนุภาค 62 

4.4 โครงขายผลึกแบบบีซทีีของอนุภาค 63 

4.5 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมสัมผัสกันภายใตสนามไฟฟาภายนอก 65 

4.6 แรงที่กระทําบนอนุภาคลูกลางในรูปที่ 4.5 จากการประมาณดวยไดโพล (dipole)  

 การประมาณดวยมัลติโพล เมื่อ mpN = 4  และ iterN = 2,3,4,5  และแรง mpN = 100  

 (ก) *
horizF  (ข) *

vertF  66 

4.7 แรงที่กระทําบนอนุภาคลูกลางในรูปที่ 4.5 จากการประมาณดวยไดโพล (dipole)  

 การประมาณดวยมัลติโพล เมื่อ iterN = 2  และ mpN = 3,4,5,20  และแรง mpN = 100  

  (ก) *
horizF   และ (ข) *

vertF  68 

4.8 ผลของ iterN และ mpN  กับเวลาในการคํานวณตอชวงกาวเวลาดวยอนุภาค 20 ลูก 69 

4.9 ตําแหนงเริ่มตนของอนุภาคฉนวนจํานวน 20 ลูกในการจําลองของไหลอีอาร 70 

4.10 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจาํนวน 20 ลูกในของไหลอีอารทุกๆ 30 ms  

 เมื่อใชแบบจําลองไดโพล 71 

4.11 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจาํนวน 20 ลูกในของไหลอีอารทุกๆ 30 ms  

 เมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล 72 

4.12 *2R จากการจําลองโดยใชแบบจาํลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp) 73 
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4.13 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (a)  

 จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp) 74 

4.14 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (b)  

 จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp) 74 

4.15 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (c)  

 จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp) 75 

4.16 *2R  ของระบบ (a), (b) และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกซ่ึงไดจากการใช 

 แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจาํลองมัลติโพล (mp) 75 

4.17 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจาํนวน 67 ลูกในของไหลอีอารระบบ (a)  

 เมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล ที่เวลา 380 ms 76 

4.18 การเปลี่ยนแปลงของคา 1c , 2c  และ 3c  ตามเวลาของของไหลออีารระบบ (a)  

 ซ่ึงมีอนุภาคจาํนวน 67 ลูก จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และ 

 แบบจําลองมัลติโพล (mp)  77 

ก.1 การหมนุมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมลัติโพล ,n kB  86 

ง.1 วางเงามัลติโพลที่กระทํากับอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบน 91 

ง.2 วางเงามัลติโพลที่กระทํากับอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลาง 92 

จ.1 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  94 

จ.2 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  95 

จ.3 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  96 

จ.4 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  97 

จ.5 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 30°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  98 

จ.6 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  99 
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จ.7 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 

 อิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 60°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα  100 

จ.8 แรงจากวธิีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวาง 
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

 ปจจุบันมีการใชงานวัสดุไฟฟาในรูปแบบของอนุภาคในของเหลวหรือกาซ. ชนิดของ

อนุภาคมีทั้งอนุภาคฉนวน อนุภาคตัวนําทั้งที่มีประจุลัพธและไมมีประจุลัพธ.  เมื่ออนุภาคเหลานี้

อยูภายใตสนามไฟฟาซึ่งกอใหเกิดโพลาไรเซชันบนอนุภาค. ผลที่ตามมาคือเกิดแรงกระทําบน

อนุภาคเปนผลทําใหอนุภาคเคลื่อนที่ตามแนวของสนามไฟฟา.  แรงที่เกิดบนอนุภาคแบงออกได

เปนสองประเภทคือ แรงคูลอมบ และ แรงไดอิเล็กโตรโฟเรติก (Dielectrophoretic force) ซึ่งแรงทั้ง

สองประเภทนี้ขึ้นอยูกับสนามไฟฟาบนผิวของอนุภาค.   ดังนั้นการคํานวณสนามไฟฟาบนผิวของ

อนุภาคจึงเปนสิ่งสําคัญในการออกแบบและวิเคราะหปญหาที่เกิดขึ้นจากการใชงานวัสดุทาง

ไฟฟา. 

 การหาคาสนามไฟฟาที่ผิวของอนุภาคทรงกลมโดยทั่วไปทําไดสองวิธีคือ วิธีเชิงวิเคราะห

และวิธีเชิงเลข.   วิธีเชิงวิเคราะหมีขอดีคือใหความแมนยําในการคํานวณสูงมากเนื่องจากไมมี

ความผิดพลาดอันเกิดจากการจําลองเรขาคณิตของปญหา เพราะคําตอบที่ไดเปนไปตามสมการ

ลาปลาซหรือสมการหลัก. อยางไรก็ตามวิธีเชิงวิเคราะหมีขอเสียคือใชไดเฉพาะรูปรางและการจัด

วางเฉพาะแบบ รวมทั้งใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจํามาก ถาการคํานวณนั้นมีจํานวน

อนุภาคหรืออิเล็กโทรดมากกวาหนึ่ง. วิธีเชิงเลขมีขอดีคือ ใชในการคํานวณปญหาทั่วไปได และการ

ใชเวลาและหนวยความจําไมขึ้นกับจํานวนอิเล็กโทรดมากเทากับวิธีเชิงวิเคราะห. ขอเสียของวิธี

เชิงเลขคือ มีปญหาดานความแมนยําโดยเฉพาะอยางยิ่งในกรณีสนามไฟฟามีความไมสม่ําเสมอ

สูงยกตัวอยางเชนเมื่ออนุภาคสัมผัสหรืออยูใกลกับอิเล็กโทรด.   อยางไรก็ดีถาจํานวนอนุภาคมาก

วิธีเชิงเลขยังคงใชเวลาและหนวยความจําจํานวนมากเปนทวีคูณของจํานวนอนุภาค หรือ ( )2O n  

เมื่อ n คือจํานวนอนุภาค. 

 วิทยานิพนธนี้ พัฒนาวิธีการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคดวยวิธีการกระจายมัลติโพล

ซ้ํา เพื่อใหวิเคราะหปญหาไดอยางแมนยําโดยใชเวลาในการคํานวณไมนานเกินไป.  วิธีการ

คํานวณดังกลาวเปนวิธีเชิงวิเคราะหซึ่งใช  วิธีเงามัลติโพลโดยใชการกระจายมัลติโพลซ้ํา [1-3]. 

จากนั้น  ไดนําวิธีที่พัฒนาขึ้นไปวิเคราะหสนามไฟฟาและแรงในปญหาที่ยังไมไดรับการศึกษาอยาง

ละเอียด ดังแสดงในหัวขอที่ 4. 
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1.1 ที่มาของปญหา 
 ดังที่กลาวแลวในตอนตน เมื่ออนุภาคอยูภายใตสนามไฟฟา จะมีแรงเกิดขึ้นบนอนุภาคซึ่ง

ทําใหอนุภาคเคลื่อนที่.   การเคลื่อนที่ของอนุภาคกอใหเกิดผลดีหรือผลเสียตามมา.  กรณีแรกคือ 

ในระบบไฟฟาแรงสูงที่ฉนวนดวยกาซ. เมื่ออนุภาคเคลื่อนที่ใกลอิเล็กโทรดหรือในบริเวณที่มี

สนามไฟฟาสูงอาจกอใหเกิดการเบรกดาวนหรือดิสชารจบางสวนขึ้นซึ่งเปนผลเสียหายตอระบบ. 

ดังนั้น ระบบจึงมีกับดักอนุภาค (Particle trap) เพื่อปองกันการเคลื่อนที่ของอนุภาคภายใน. รูปราง

ของกับดักอนุภาคมีผลตอสนามไฟฟาและแรงที่เกิดขึ้นบนอนุภาค.  การศึกษาสวนใหญเกี่ยวของ

กบัอนุภาคตัวนํา [4,5] แตสวนที่เปนอนุภาคฉนวนยังไมไดรับการวิเคราะห.  กรณีที่สองคือ อนภุาค

ในของเหลวที่มีผลกระทบแบบอิเล็กโตรรีออลอจิคอล (Electrorheological effect fluid) หรือเรียก

สั้นๆวา ของไหลอีอาร(ER Fluid). ของไหลอีอารเปนของเหลวที่มีอนุภาคของแข็งจํานวนมากลอย

อยูกระจัดกระจาย. ของไหลอีอารเปลี่ยนสถานะจากของเหลวกลายเปนลักษณะเหมือนเจลได

อยางรวดเร็ว (มิลลิวินาที). เมื่อไดรับสนามไฟฟาภายนอก อนุภาคในของไหลอีอารจะจัดเรียงตัว

ตามทิศทางของสนามไฟฟาที่ปอนเขาไปและกอตัวเปนโซ [6].  โซอนุภาคทําใหความหนืดของของ

ไหลอีอารเพิ่มมากขึ้นจนเปลี่ยนสถานะเปนลักษณะเหมือนเจลได. ปรากฏการณนี้สามารถนําไปใช

ในงานอุตสาหกรรมเชน สวนรับแรงกระแทก, คลัช, โชกอัพ และ วาลวไฮดรอลิก เปนตน. การ

ทดลองเกี่ยวกับของไหลอีอารมีจํานวนมากแตการวิเคราะหพื้นฐานของแรงบนอนุภาคยังมีนอย 

โดยเฉพาะอยางยิ่งกรณีที่พิจารณาปฏิกิริยาระหวางอนุภาคจํานวนมาก. ในกรณีนี้ เราสนใจเวลาที่

ใชในการกอตัวของอนุภาค หรือเวลาตอบสนองของระบบของไหลอีอาร และสนใจแรงที่เกิดขึ้นเมื่อ

อนุภาคเรียงตัวเปนโซ. 

 
1.2 ผลงานการศึกษาในอดีต 
 สําหรับงานวิจัยที่เกี่ยวของกับสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาค Davis [7] และ Stoy [8] ได

คํานวณสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอ โดยทั้งสองงานคํานวณบน

พิกัดแบบสองทรงกลมซึ่งเปนพิกัดที่แสดงพื้นผิวของทรงกลมสองลูก [9]. ศักยและสนามไฟฟา

แสดงในรูปอนุกรมอนันตซึ่งสัมประสิทธิ์คํานวณไดจากวิธีทําซ้ําแตวิธีการของ [8] ใชคํานวณทรง

กลมที่ขนาดตางกันได.  ขอจํากัดของ [7,8] คือ สามารถคํานวณสนามไฟฟาไดแคจํานวนทรงกลม 

2 ลูก และใชหนวยความจํามาก เพราะใชพิกัดแบบสองทรงกลม.  สวนการศึกษาแรงบนอนุภาคใน

สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอในพิกัดทรงกลม Jones [10] เสนอการคํานวณแรงบนอนุภาคทรงกลม

ฉนวนและทรงกลมฉนวนที่มีสภาพนําจํากัด. การคํานวณแรงใชการประมาณดวยไดโพลประสิทธิ

ผล (Effective dipole). จากนั้น Jones [11] ใชการคํานวณดวยวิธีเงาประจุ (Method of images) 
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เพื่อคํานวณไดโพลและควอดรูโพลประสิทธิผลของสายอนุภาคตัวนําซึ่งมีขนาดและชนิดเดียวกัน.  

สายอนุภาคตัวนําเปนสายสั้นไมเกิน 3 อนุภาค และแตละอนุภาคไมสัมผัสกัน. ขอดอยของวิธีการ 

[10,11] คือไมสามารถใชไดเมื่ออนุภาคสัมผัสกันหรืออยูใกลกับอิเล็กโทรดซึ่งเปนบริเวณที่

สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอสูง. 

 เพื่อพัฒนาวิธีการคํานวณแรงจากเดิมที่เปนการประมาณดวยไดโพลประสิทธิผล[10] 

Washizu และ Jones [12] เสนอวิธีคํานวณแรงบนอนุภาคโดยใชการกระจายของมัลติโพลในรูป

เกรเดียนตของเวกเตอรสนามไฟฟาภายนอก ทําใหสามารถคํานวณแรงในกรณีที่อนุภาคอยูใน

บริเวณที่สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอสูงได และยังไดเสนอวิธีการที่ใชการกระจายมัลติโพลซ้ําบน

อนุภาคฉนวนสองลูก [13]. วิธีนี้ใชการกระจายมัลติโพลซ้ําในพิกัดทรงกลมซึ่งทําใหการคํานวณไม

จํากัดอยูแคสองอนุภาค. ขอจํากัดของ [12,13] คือตองสรางสมการเชิงเสนและแกสมการหา

คําตอบของระบบ จึงทําใหการคํานวณทําไดยากเมื่อจํานวนอนุภาคเพิ่มข้ึน.  สําหรับการคํานวณที่

ไมตองอาศัยการสรางสมการเชิงเสนในการหาคําตอบนั้น Techaumnat และ Takuma [1,2] เสนอ

วิธีเงามัลติโพล (Method of multipole images) ในการวิเคราะหสนามไฟฟาของสายอนุภาคทรง

กลมฉนวน.  วิธีการ [1,2] ใชหนวยความจําที่นอยกวา และการคํานวณสามารถทําไดในหลาย

รูปแบบการจัดวางของอนุภาคและอิเล็กโทรดโดยที่ชนิดของอนุภาคเปนไดทั้งฉนวนและตัวนํา แต

วิธีการดังกลาวยังไมไดนําเสนอกรณีเฉพาะเชนระนาบเอียงที่สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอซึ่งตองอาศัย

การหมุนของมัลติโพลมารวมดวยในการคํานวณ. 

การจําลองดวยคอมพิวเตอรมักใชการจําลองโดยใชแรงไดโพลในการคํานวณสนามไฟฟา

และแรงที่กระทําระหวางอนุภาค หรือเรียกสั้นๆวา แบบจําลองไดโพล (Dipole model)  [14-16]. 

เพื่อสังเกตการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอาร  Klingenberg และคณะ [14] พัฒนา

แบบจําลองที่ใชจําลองของไหลอีอารดวยคอมพิวเตอรโดยใชไดโพลในการประมาณแรงที่กระทํา

บนอนุภาค.  ผลการคํานวณระบุวาการจัดเรียงตัวของอนุภาคขึ้นกับสนามไฟฟาและความหนืด

ของของไหล ซึ่งตรงกับที่สังเกตไดจากการทดลองจริง และการจัดเรียงของอนุภาคไวตอการ

เปลี่ยนแปลงแรงผลักระหวางอนุภาคที่ใชในการจําลอง. อยางไรก็ตามงานวิจัยนี้สนใจเฉพาะ

ผลกระทบจากแรงทางไฟฟาเทานั้นจึงไมรวมผลของแรงบราวเนี่ยน (Brownian force) ซึ่งเปนแรง

ที่ทําใหอนุภาคเคลื่อนที่แบบสุมซ่ึงเกิดจากผลของอุณหภูมิที่ทําใหเกิดการชนกันระหวางอนภุาคกบั

โมเลกุลของกาซหรือของเหลว. หลังจากนั้น Tao และ Jiang [15] จําลองของไหลอีอารดวย

คอมพิวเตอรโดยใชแบบจําลองไดโพลเชนกันแตไดรวมผลของอุณหภูมิหรือแรงบราวเนี่ยนไวในการ

คํานวณดวย เพื่อศึกษาโครงสรางของอนุภาคในของไหลอีอาร. ผลการจําลองระบุวาแรงบราว

เนี่ยนนี้ขัดขวางการจัดเรียงตัวของอนุภาคเปนโครงสรางที่เสถียร และยังไดผลวาโครงสรางการ

จัดเรียงตัวของอนุภาคเปนแบบบอดีเซ็นเตอรเตตระโกนอล (Body centered tetragonal) หรือ
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เรียกสั้นๆวา บีซีที โดยสังเกตโครงขายผลึกแบบบีซีทีจากตัวแปรการจัดเรียงอันดับ (Order 

parameter). อนุภาคในของไหลอีอารจากการจําลองของ Tao และ Jiang [15] เรียงตัวตาม

ทิศทางสนามไฟฟารวดเร็วกวาในทิศทางอื่น และเมื่อเวลานานขึ้น โซเดี่ยวของอนุภาครวมตัวกัน

เปนโครงขายผลึกแบบบีซีทีซ่ึงมีคาตัวแปรการจัดเรียงอันดับใกลเคียงกับคาอุดมคติ. โซอนุภาคที่

เกิดข้ึนเร็วที่สุดใชเวลาประมาณ 10 ms ซึ่งผลที่ไดนานกวาผลจากการทดลองเนื่องมาจากการ

คํานวณที่ไมรวมผลของมัลติโพลอันดับสูง ประจุ และกระแสในของไหลอีอาร. เพื่อพิจารณาผลของ

ความหนืดของของไหลอีอารเนื่องจากความเคนฉือน (Shear stress) Enomoto และ Oba [16] 

ประมาณแรงบนอนุภาคดวยไดโพล และเปลี่ยนอัตราเฉือน (Shear rate). ผลการคํานวณพบวา

การเปลี่ยนแปลงเมื่อไมมีความเคนมี 2 สถานะ คืออนุภาครวมตัวเปนโซและโซรวมกันเปนคอลัมน

ที่แนนและเมื่อมีความเคนการจัดเรียงตัวของอนุภาคมี 3 สถานะตามความเขมของสนามไฟฟา. 

เพื่อใหผลการคํานวณไดเวลาตอบสนองของของไหลอีอารใกลเคียงกับผลที่ไดจากการทดลอง  

Wang และคณะ [17]  จึงเพิ่มจํานวนอนุภาคมากขึ้นและเปลี่ยนอัตราสวนสภาพยอมสัมพัทธ

ระหวางอนุภาคกับของไหลรวมทั้งเพิ่มความเคนเฉือนเขาไปดวย. ผลการคํานวณพบวา การ

จัดเรียงตัวของอนุภาคไมไวตออัตราสวนสภาพยอมสัมพัทธระหวางอนุภาคและของไหล แตไวตอ

การเปลี่ยนแปลงตําแหนงเริ่มตนและความหนาแนนของอนุภาค. Wang และคณะ [17] ใชแรง   

ไดโพล และแรงที่เกิดจากการเหนี่ยวนําของไดโพลจากอนุภาคอื่นในการจําลองซึ่งแตกตางจากแรง

ไดโพลใน [14-16] ทําใหแรงกระทําระหวางอนุภาคมีคาสูงขึ้น. ผลจากการใชแรงดังกลาวทําให

เวลาตอบสนองของของไหลอีอารสั้นกวาใน [14-16] ซึ่งตรงกับผลจากการทดลอง.  

อยางไรก็ตามแรงที่คํานวณไดจากแบบจําลองไดโพลมีขนาดนอยกวาแรงจริงที่เกิดขึ้นมาก

โดยเฉพาะเมื่ออนุภาคอยูใกลกัน.  Klingenberg และคณะ [18] เสนอแบบจําลองที่มีความถูกตอง

มากกวาโดยการใชฟงกชันในการคํานวณแรงที่ไดจากการทดลอง (Empirical function) ซึ่งไดรวม

ผลของมัลติโพลเทอมที่สูงกวาไดโพลที่เกิดขึ้นระหวางอนุภาคไวดวย. ผลการคํานวณระบุวาเวลา

ตอบสนองของของไหลอีอารนอกจากขึ้นกับคุณสมบัติทางไดอิเล็กตริกยังขึ้นกับแรงกระทําระยะสัน้

ระหวางอนุภาคอีกดวย. เพื่อศึกษาลักษณะสมบัติของของไหลอีอารภายใตโหลดแบบตางๆ กับ

โครงสรางแบบตางๆ คือ สายโซเดี่ยว โซเรียงตัวแบบบีซีที และ แบบบีซีทีที่อนุภาคเรียงตัวหนาแนน 

Lukkarinen และ Kaski [19] ใชแบบจําลองของ Klingenberg และคณะ [18] ในการจําลองของ

ไหลอีอาร และพบวาโซอนุภาคเกิดขึ้นในชวงเวลาเปนมิลลิวินาทีแตการกอตัวขึ้นเปนคอลัมนจะใช

เวลาประมาณ 100 วินาที หรือ มากกวา.   Clercx และ Bossis [20] เสนอวิธีการซึ่งรวมการ

กระทําแบบมัลติโพลทั้งหมดสําหรับระบบหลายอนุภาค.    อยางไรก็ตามวิธีการนี้ตองการการตั้ง

ระบบสมการเชิงเสนซึ่งไมเหมาะในการนํามาใชกับการจําลองพลวัตเมื่อมีอนุภาคจํานวนมากอยู

ในระบบของไหลอีอาร.  
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มีการศึกษาเพิ่มเติมในเรื่องของโครงสรางของการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอาร

แตก็ยังคงใชไดโพลในการจําลองดวยคอมพิวเตอร . Klingenberg และคณะ [21] ศึกษาการ

จัดเรียงตัวของอนุภาคโดยใชเวลาในการเกิดโซอนุภาคสายแรกที่เชื่อมระหวางอิเล็กโทรดในการ

ระบุเวลาตอบสนองของของไหลอีอาร. ที่อัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคกับระบบต่ํา อนุภาคใน

ของไหลอีอารใชเวลาในการสรางโซอนุภาคสายแรกนานมาก และเวลาจะลดลงเหลือประมาณ 10 

ms เมื่ออัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคกับระบบสูงขึ้นซึ่งตรงกับผลที่ไดจากการทดลอง. การ

จัดเรียงตัวของอนุภาคขึ้นกับการจัดเรียงเริ่มตนของอนุภาค. Tao และ Sun [22] ทําการจําลองดวย

คอมพิวเตอรเปรียบเทียบกับผลการทดลองและไดเสนอโครงสรางของการจัดเรียงตัวของอนุภาค

เปนแบบบีซีทีเมื่ออนุภาคอยูในสถานะกราวด (Ground state) ซ่ึงเปนสถานะที่มีพลังงานต่ําที่สุด. 

ผลที่ไดพบวา เมื่อใหความสูงระหวางระนาบของอิเล็กโทรดมีคาตั้งแต 13 เทาของรัศมีของอนุภาค

แลว อนุภาคในของไหลอีอารจะมีโครงสรางการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที. เพื่อศึกษา

โครงสรางของการจัดเรียงของอนุภาคในของไหลอีอารในภาวะไมสมดุล Hass [23] จําลองของ

ไหลอีอารดวยคอมพิวเตอรโดยใชวิธีการของ Klingenberg และคณะ [21]. ผลที่ไดเมื่อเปลี่ยน

อัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคกับระบบพบวา โซอนุภาคสายแรกที่เชื่อมระหวางอิเล็กโทรดใช

เวลากอตัวประมาณ 10 เทาของเวลาที่อนุภาคสัมผัสกันครั้งแรก. ลักษณะเหมือนเจลของของไหล

อีอารเกือบจะสมบูรณเมื่อเวลาผานไปนานมากโดยไมมีการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกอยางเปน

ระเบียบชัดเจน. Dassanayake และ คณะ [24] ศึกษาโครงสรางของของการจัดเรียงตัวของ

อนุภาคในของไหลอีอารจากการทดลองโดยการเปลี่ยนคาอัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคกับ

ระบบ. จากผลการทดลองพบวา ที่สภาวะสมดุลซึ่งอนุภาคมีพลังงานต่ําที่สุด อนุภาคมีการจัดเรียง

ตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที และที่สภาวะไมสมดุล เมื่อมองจากดานบนลงมา การจัดเรียงตัว

ของอนุภาคเปนโครงสรางแบบแผนเหมือนเขาวงกต (Sheet-like labyrinth) รวมทั้งมีโซอนุภาคที่

แยกตัวเปนอิสระดวย. โครงสรางที่ภาวะไมสมดุลข้ึนกับตําแหนงเริ่มตนของอนุภาคและ

สนามไฟฟาที่ปอนใหกับของไหลอีอาร. Guo และคณะ [25]  ศึกษาโครงสรางการจัดเรียงตัวของ

อนุภาคโดยการสรางแผนภาพการเปลี่ยนแปลงโครงสรางของของไหลอีอารซึ่งเปนฟงกชันของ 2 

ตัวแปรคือ อัตราสวนระหวางแรงไดโพลและแรงบราวเนี่ยน และอัตราสวนระหวางแรงเฉือนและ  

แรงบราวเนี่ยน. การจัดเรียงตัวเปนโครงสรางของอนุภาคแบงออกเปน 3 สถานะ คือ ของเหลว  

สายอนุภาคแบบเฉือน และคริสตัล. สถานะของเหลวนั้น เมื่ออัตราสวนระหวางแรงเฉือน และแรง   

บราวเนี่ยนเปนศูนย อนุภาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร และเมื่ออัตราสวนระหวางแรงเฉือน

และแรงบราวเนี่ยนมากกวาศูนย โซอนุภาคขนาดสั้นกอตัวขึ้นและกระจายแบบสุมในของไหล       

อีอาร. สําหรับสถานะสายอนุภาคแบบเฉือนนั้น อนุภาคเรียงตัวกันเปนสายหลายๆ เสน และสาย

อนุภาคแตละเสนเรียงตัวติดกันดานตอดานจนกลายเปนโครงขายผลึกแบบหกเหลี่ยมแบบ
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บิดเบือน (Distort hexagonal lattice). สถานะคริสตัลนั้น เมื่ออัตราสวนระหวางแรงเฉือนและ    

แรงบราวเนี่ยนเปนศูนย อนุภาคเรียงตัวเปนโซอนุภาคแบบมิติเดียวตามทิศทางสนามไฟฟาหรือ

รวมตัวกันเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที และเมื่ออัตราสวนระหวางแรงเฉือนและแรงบราวเนี่ยน 

มากกวาศูนย อนุภาคเรียงตัวเปนโครงสรางสองมิติแบบเปนชั้นๆ. 

 
1.3 วัตถุประสงค 

1.3.1 พัฒนาการคํานวณสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคฉนวนโดยใชการกระจายมัลติโพลซ้ํา. 

1.3.2 ประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ําเพื่อนําไปวิเคราะหสนามไฟฟาและแรงที่กระทําตอ

อนุภาคฉนวนในการใชงานดานตางๆ. 
 
1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 วิทยานิพนธนี้ประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ําในการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาค

ฉนวนรูปทรงกลมซึ่งแทนรูปรางของอนุภาคอยางงาย.  
 
1.4.1 อนุภาคฉนวนในกับดักอนุภาคอยางงาย  
 รูปแบบปญหานี้จําลองกับดักอนุภาคอยางงายในระบบไฟฟาแรงสูงที่ฉนวนดวยกาซ เพื่อ

ปองกันการเคลื่อนที่ของอนุภาคภายในระบบ.   อนุภาคในแบบจําลองแทนอนุภาคฉนวนอิสระที่

อยูในระบบซึ่งมีเสนผาศูนยกลาง σ . ตําแหนงที่จุดศูนยกลางของอนุภาคอยูที่ ( ),ρ α  เมือ่ α  คอื 

มุมที่จุดศูนยกลางของอนุภาคทํากับระนาบกราวด  และ ρ  คือ ระยะทางจากจุดกําเนิดหรือจุดตัด

เสมือนระหวางอิเล็กโทรดบนกับลางถึงจุดศูนยกลางของอนุภาค. กับดักอนุภาคเปนระนาบ

อิเล็กโทรดลูเขาซึ่งมีสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอซึ่งในที่นี้เกิดจากการปอนศักยไฟฟาระหวางระนาบ

อิเล็กโทรดเทากับ V  และมีมุมของกับดักอนุภาค 0α  ดังรูปที่ 1.1.  อนุภาคเปนของแข็งมี        

สภาพยอมสัมพัทธ Nε  อยูในชวง 2 ถึง 6 อยูในก็าซซึ่งมีสภาพยอมสัมพัทธ Eε  เทากับ 1.  รูปแบบ

ปญหานี้ใชวิเคราะหสนามไฟฟาและแรงที่เกิดขึ้นบนอนุภาค ซึ่งทําใหเราทราบลักษณะการ

เคลื่อนที่ของอนุภาคในกับดักอนุภาค. 
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รูปที่ 1.1 อนภุาคฉนวนรูปทรงกลมในกับดักอนุภาค.  
 
1.4.2 อนุภาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร 
 รูปแบบปญหาเปนการจําลองอนุภาคที่อยูอยางกระจัดกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร  

เมื่อปอนสนามไฟฟาซึ่งในที่นี้คือปอนศักยไฟฟาระหวางระนาบอิเล็กโทรดบนและลางเทากับ V  

ดังรูปที่ 1.2. อนุภาคในของไหลอีอารจะเกิดโพลาไรเซชัน และเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาทําให

ของไหลอีอารเปลี่ยนสถานะเปนเหมือนเจล เนื่องจากอนุภาคภายในของเหลวไดรับสนามไฟฟา

และเรียงตัวเปนโซตามแนวสนามไฟฟาระหวางระนาบอิเล็กโทรดขนาน ดังรูปที่ 1.3.  อนุภาคเปน

ของแข็งมีสภาพยอมสัมพัทธ Nε  อยูในชวง 2 ถึง 6 ลอยอยูในน้ํามันฉนวนที่มีสภาพยอมสัมพัทธ 

Eε  ประมาณ 2 ถึง 2.5 และ ขนาดของอนุภาคสวนใหญอยูในระดับไมโครเมตร. วิทยานิพนธนี้

วิเคราะหสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคโดยใชการประมาณแรงดวยมัลติโพลและเปรียบเทียบกับ

การประมาณแรงดวยไดโพล รวมทั้งเวลาที่ใชในการเรียงตัวเปนโซของอนุภาคเหลานี้.  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 1.2 อนภุาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร. 
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รูปที่ 1.3 อนภุาคจัดเรียงตวัในของไหลออีาร. 
 
1.5 เนื้อหาของวิทยานิพนธ 
 บทที่ 2 อธิบายถึงศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนในรูปฮารมอนิกทรงกลม การกระจาย    

มัลติโพลซ้ํา เงาของมัลติโพลและระนาบกราวด การคํานวณสนามไฟฟาและแรงที่กระทําบน

อนุภาคฉนวนรูปทรงกลม. ในบทที่ 3 และ 4 จะกลาวถึงการนําการกระจายมัลติโพลซ้ําไป

ประยุกตใชงานในแบบตางๆ โดยใชการคํานวณในบทที่ 2 เพื่อคํานวณสนามไฟฟาและแรงที่

กระทําบนอนุภาค.  กรณีแรกที่กลาวในบทที่ 3 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูภายในกับดักอนุภาค

อยางงาย ในปญหานี้ศึกษาพฤติกรรมของแรงที่กระทําบนอนุภาคซึ่งมีผลตอการเคลื่อนที่ของ

อนุภาคในกับดักอนุภาค พรอมทั้งพิจารณาตัวแปรอื่นที่มีผลกระทบตอสนามไฟฟาและแรงเชน   

มุมของกับดักอนุภาค ตําแหนงของอนุภาค และอ่ืนๆ. กรณีที่สองในบทที่ 4 อนุภาคกระจายแบบ

สุมในของไหลอีอาร โดยพิจารณาการจัดเรียงตัวของอนุภาค เวลาที่ใชในการจัดเรียงตัวของ

อนุภาค โครงสรางของอนุภาค และ แรงระหวางอนุภาค. บทที่ 5 เปนการสรุป และขอเสนอแนะ

ตางๆ ของงานวิจัยนี้. 

V

dielectric particle 

Eε

Nε



บทที่  2 
 

การคํานวณสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม 
 

2.1 นิยามของตัวแปรที่ใชในการคาํนวณ 
 rε   คือ สภาพยอมสัมพทัธ 

  Nε   คือ สภาพยอมสัมพทัธของอนุภาคฉนวน 

 Eε   คือ สภาพยอมสัมพทัธของตัวกลางรอบอนุภาค 

 0ε   คือ สภาพยอมของสุญญากาศ 

 σ   คือ เสนผาศนูยกลางของอนภุาค 

 ( ), ,r θ φ  คือ ระบบพิกัดทรงกลม และ 

 ( ), ,C C Cr θ φ  คือ ระบบพิกัดทรงกลมที่มีจดุ C  เปนจุดกําเนิด. 

 
2.2 ความสัมพันธระหวางปญหากับสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาค 
2.2.1 ตัวนาํและฉนวน 
 วัสดุตางๆ แบงออกเปนประเภทตามการแบงทางไฟฟาไดเปน 2 ประเภทใหญๆ คือ ตัวนํา

และฉนวน.  กลาวโดยทั่วไป คือ ตัวนําเปนวัสดุที่มีประจุอิสระที่จะเคลื่อนที่ไปไดตลอดพื้นที่ของ

วัสดุนั้น สวนฉนวนนั้นประจุทั้งหมดจะยึดติดกับอะตอมหรือโมเลกุลและสามารถเคลื่อนที่ไดเพียง

เล็กนอยภายในอะตอมหรือโมเลกุลเทานั้น. 

คุณสมบัติของตัวนําอุดมคต ิ

1. สนามไฟฟาสถิตภายในตัวนํามีคาเปนศูนย. 
2. ประจุทั้งหมดปรากฏอยูที่ผิวของตัวนําในรูปประจุเชิงผิว. 

3. ศักยไฟฟาสถิตทุกๆ จุดบนผิวตัวนํามีคาเทากัน. 

4. ที่จุดใดจุดหนึ่งภายนอกตัวนําแตใกลกับผิวตัวนํา สนามไฟฟาสถิตมีทิศตั้งฉากกับผิวของ

ตัวนําเสมอ. 

5. ไมมีกระแสไหลในเนื้อตัวนําภายใตสภาวะไฟฟาสถิต. 

คุณสมบัติของฉนวนอุดมคต ิ

1. อะตอมหรือโมเลกุลของวัสดุเปนกลางหรือไมนําไฟฟา. 

2. ไมมีประจุอิสระ (Free charge).  

3. ประจุภายในโมเลกุลของฉนวนเปนประจุผูกพัน (Bound charge). 
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2.2.1.1 ประจุเหนี่ยวนําในตัวนํา (Induced charge) 
 ถาวางประจุ q+  ใกลกับตัวนําที่ไมมีประจุ ดังรูปที่ 2.1 ประจุและตัวนําจะดึงดูดซึ่งกันและ

กันเนื่องจากประจุ q+  จะเหนี่ยวนําประจุในตัวนํา.  ประจุ q+  จะดึงประจุลบของตัวนําทั้งหมด

มาอยูทางดานใกลประจุ และผลักประจุบวกของตัวนําไปอยูทางดานไกลประจุ. ประจุเหนี่ยวนํานี้

ทําใหเกิดสนามไฟฟาภายใน iE  ซึ่งตรงขามกับสนามไฟฟาภายนอก qE  ที่เกิดจากประจุ q+ ทํา

ใหเกิดการหักลางกัน. ประจุของตัวนําจะหยุดเคลื่อนที่มาที่ผิวของตัวนําเมื่อสนามไฟฟาภายใน

เทากับภายนอกหรือการหักลางของสนามไฟฟาสมบูรณ.  

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.1 ประจุเหนี่ยวนําบนตัวนําที่เกิดจากอิทธิพลของประจุไฟฟา q+ . 
 
2.2.1.2 ประจุผูกพัน (Bound charge) และ โพลาไรเซชัน (Polarization) ของฉนวน 
 เมื่อโมเลกุลของฉนวนปราศจากอิทธิพลของสนามไฟฟา ประจุบวกและลบของแตละ

โมเลกุลของฉนวนจะเปนดังรูปที่ 2.2(ก).  ดังนั้นฉนวนจึงมีสภาพเปนกลางและประจุลบในโมเลกุล

ของฉนวนไมสามารถหลุดพนออกไปจากโมเลกุลได. ประจุภายในโมเลกุลของฉนวนจึงเปนประจุ

ผูกพัน. อยางไรก็ตามเมื่อปอนสนามไฟฟาภายนอก E  ใหแกฉนวนดังรูปที่ 2.2(ข)  ประจุบวกและ

ลบจะไมวิ่งไปที่ผิวของฉนวนเหมือนกับตัวนําแตประจุบวกและลบในโมเลกุลของฉนวนจะแยกตัว

ออกหางกันเล็กนอย และจะแสดงตัวเปนไดโพล ซึ่งเราเรียกวาเกิดโพลาไรเซชันในฉนวนดังรูปที่ 

2.2(ข) เมื่อ p  คือ ไดโพลโมเมนตที่เกิดจากโพลาไรเซชัน. 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.2 ประจุผูกพนัและการเกิดโพลาไรซในฉนวน  

(ก)ประจุภายในโมเลกุล และ (ข) โพลาไรเซชันของอนุภาคฉนวน. 
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2.2.2 แรงคูลอมบ (Coulomb force) 
 แรงคูลอมบคือแรงระหวางวัตถุขนาดเล็กสองอันซึ่งมีประจุไฟฟา และหางกันเปนระยะทาง

ที่ยาวกวาขนาดความกวางยาวของวัตถุทั้งสองมาก. พิจารณาประจุ 1q  และ 2q  ซึ่งมีระยะหาง

ระหวางประจุทั้งสอง r  ดังรูปที่ 2.3. แรงที่กระทําตอประจุ 1q  โดยผลของประจุ 2q  คํานวณจาก 

1 2
2

0

1
4 r

r

q qF a
rπε ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (2.1) 

เมื่อ ra   คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในแนวที่ลากจาก 2q  ไปยัง 1q . 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.3 แรงคูลอมบระหวางประจ ุ 1q  และ 2q . 

 

 แรงคูลอมบนี้ทําใหอนุภาคเคลื่อนที่เนื่องจากประจุลัพธบนอนุภาค. อยางไรก็ตามยังมีแรง

อีกประเภทหนึ่งซึ่งทําใหเกิดการเคลื่อนที่ของอนุภาคเชนกันแตเกิดเนื่องจากไดโพลหรือมัลติโพ

ลของอนุภาคฉนวนซึ่งเกิดจากการเหนี่ยวนําของสนามไฟฟาภายนอกดังจะไดกลาวในหัวขอถัดไป. 

 
2.2.3 แรงไดอิเล็กโทรโฟเรตติก (Dielectrophoretic force) 
 แรงไดอิเล็กโทรโฟเรตติก หรือเรียกสั้นๆ วา แรงดีอีพี (DEP force) คือแรงที่เกิดจาก

สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอที่กระทําบนอนุภาคฉนวนที่เกิดโพลาไรเซชัน และอนุภาคฉนวนไมมีการ

อัดประจุ.  ในที่นี้จะยกตัวอยางแรงดีอีพีที่เกิดจากไดโพล ดังรูปที่ 2.4. 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.4 ตาํแหนงของไดโพล. 

F

1q

2q

ra
r

r

d

q+

q−

X

Z

YO
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 ไดโพลที่กอใหเกิดแรงทางไฟฟามีตําแหนงดังรูปที่ 2.4 เมื่อ r  คือระยะจากจุดกําเนิด

มายังตําแหนงของประจุ q− . ประจุ q+  และ ประจุ q−  วางหางกันเปนระยะ d . แรงที่เกิดจาก

ไดโพลสามารถคํานวณไดจาก 

( ) ( )F qE r d qE r= + − .       (2.2) 

เมื่อกระจายพจนของสนามไฟฟา ( )E r d+  ใหอยูในรูปอนุกรมเทเลอรที่มีตําแหนง r เปนจุด

ศูนยกลางของการกระจาย. สมการที่ (2.2) เขียนใหมไดเปน 

( ) ( ) ( )...F q E r d E qE r⎡ ⎤= + ∇ + −⎣ ⎦i      (2.3) 

โดยพจนที่ 2 3, ,...d d  ถูกละไว. 

เมื่อใหระยะ 0d →  สมการที่ (2.3) เขียนไดเปน  

( ) ( ) ( )
0

lim ...
d

F q E r d E qE r
→

⎡ ⎤= + ∇ + −⎣ ⎦i  .     (2.4) 

ดังนั้นแรงที่เกิดจากไดโพลคํานวณไดจาก 

( )pF E= ∇i          (2.5) 

เมื่อ p qd=  เปน ไดโพลโมเมนต. 

 ยกตัวอยางความสัมพันธระหวางสนามไฟฟาสม่ําเสมอ และไมสม่ําเสมอ กับแรงที่เกิด

ขึ้นกับไดโพลภายใตสนามไฟฟาทั้งสองแบบตามลําดับดังนี้. 

1. สนามไฟฟาสม่ําเสมอ 

 แรงที่เกิดจากประจุ q+  และประจุ q−  ของไดโพลจะหักลางกันจึงไมมีแรงกระทําตอได

โพลดังรูปที่ 2.5. 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.5 แรงที่เกิดขึ้นกับไดโพลภายใตสนามไฟฟาสม่าํเสมอ. 

 

2. สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ 

 แรงที่เกิดจากประจุบวกและประจุลบไมหักลางกันจึงมีแรงลัพธที่กระทํากับไดโพลโดยที่

แรงลัพธคํานวณไดจากสมการที่ (2.5). ดังนั้นแรงดีอีพีจะเกิดขึ้นไดเมื่ออนุภาคฉนวนอยูภายใต

สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ และ แรงดีอีพีขึ้นกับการเปลี่ยนแปลงของสนามไฟฟาหรือเกรเดียนทของ

สนามไฟฟา. 

qE+

d

qE−
E
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2.3 ลักษณะรวมของปญหา 
 ปญหาที่ถูกนํามาวิเคราะหในวิทยานิพนธนี้เปนรูปแบบของอนุภาคฉนวนในตัวกลางที่เปน

ฉนวน ดังรูปที่ 2.6. รูปรางของอนุภาคฉนวนที่นํามาวิเคราะหเปนรูปทรงกลมซึ่งแทนรูปรางของ

อนุภาคอยางงายในการคํานวณ. แรงดีอีพีที่กระทําบนอนุภาคเกิดจากสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ 

ดังนั้น ความไมสม่ําเสมอของสนามไฟฟาในปญหาที่นํามาวิเคราะหดังรูปที่ 2.6(ก) และ 2.6(ข) 

เกิดขึ้นดังนี้. ในรูปที่ 2.6(ก) อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูในกับดักอนุภาคอยางงายซึ่งแทนดวย

ระนาบอิเล็กโทรดเอียง. ดังนั้น สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอเกิดจากอิเล็กโทรดโดยตรง. ในรูปที่ 2.6(ข) 

ยกตัวอยางอนุภาคฉนวนสองลูกแขวนลอยอยูในของไหลซึ่งเปนฉนวนภายใตสนามไฟฟา

สม่ําเสมอซึ่งแทนดวยระนาบอิเล็กโทรดแบบขนาน. ความไมสม่ําเสมอของสนามไฟฟาเกิดจากการ

มีอยูของอนุภาคและอนุภาคที่อยูใกลเคียง. ปญหาทั้งสองแบบตองคํานวณสนามไฟฟาที่เกิดขึ้น

บนอนุภาคกอนจากนั้นคํานวณแรงที่กระทําบนอนุภาคเนื่องจากสนามไฟฟานั้นพรอมทั้งวิเคราะห

พฤติกรรมของแรงที่เกิดขึ้น. 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.6 ปญหาที่นาํมาวิเคราะหในวทิยานิพนธ. 

 
2.4 ศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม 
 ในวิธีการคํานวณนั้นศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมถูกแสดงอยูในรูปของฟงกชัน

ที่กระจายรอบจุดศูนยกลางของอนุภาคซึ่งใชแทนจุดกําเนิดของระบบพิกัดทรงกลมโดยมีวิธีการ

คํานวณดังตอไปนี้. 

 
2.4.1 ศักยไฟฟาในรูปของฮารมอนิกทรงกลม 
 ศักยไฟฟาของอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมนั้นเหมาะที่จะใชระบบพิกัดทรงกลม ( ), ,r θ φ  ใน

การคํานวณ. สมการลาปลาซในระบบพิกัดทรงกลมเขียนไดเปน  
2

2
2 2 2 2 2

1 1 1sin 0
sin sin

r
r r r r r

ϕ ϕ ϕθ
θ θ θ θ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.   (2.6) 

(ก) 

dielectric particle 

E
Eε

Nε

(ข) 

dielectric particles 

ENε
Eε
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จากผลตอบของสมการเมื่อใชการแยกกันไดของตัวแปร (Separation of variables) ศักยไฟฟา

แสดงในรูปของอนุกรมของฮารมอนิกทรงกลมไดดังสมการ 

( ),
, ,1

0
,

j
j kj

j k j kj
j k j

B
M r Y

r
ϕ θ φ

∞

+
= =−

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑       (2.7) 

เมื่อ  ,j kM  และ ,j kB  คือ  โมเมนตของการกระจาย และ 

( ), ,j kY θ φ   คือ  ฮารมอนิกฟงกชันทรงกลมแบบบรรทัดฐาน (Normalized spherical 

 harmonic function) ซึ่งนิยามโดย ( ) ( ), ,, cos ik
j k j kY P e φθ φ θ=

 และ 1i = − .  

( ), cosj kP θ  คือ ฟงกชนัเลอช็องดรสมทบแบบบรรทัดฐาน (Normalized associated Legendre 

function) ซึ่งคํานวณไดจาก ( ) ( )
( ) ( ), ,

!
cos cos

!j k j k

j k
P P

j k
θ θ

−
=

+
 เมื่อ ( ), cosj kP θ  คือ

ฟงกชันเลอช็องดรสมทบ. 

 เมื่อนําสมการที่ (2.7) มาใชคํานวณศักยและสนามไฟฟาบนอนุภาคเพื่อวิเคราะหปญหา

ในดานตางๆ ดังที่กลาวมา. ศักยไฟฟาภายใน ( )Iϕ  และศักยไฟฟาภายนอก ( )Eϕ  ของอนุภาค

ทรงกลมแสดงในรูปของกลุมฟงกชันที่กระจายรอบจุดกําเนิดของระบบพิกัดทรงกลมซึ่งเปนจุด

ศูนยกลางของอนุภาคเปนไปตามสมการดังนี้ [1,2] 

( ), ,
0

,
j

j
I j k j k

j k j
L r Yϕ θ φ

∞

= =−

=∑ ∑        (2.8) 

( ),
, ,1

0
,

j
j kj

E j k j kj
j k j

B
M r Y

r
ϕ θ φ

∞

+
= =−

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑      (2.9) 

เมื่อ , ,,j k j kL M  และ ,j kB  เปนสัมประสิทธิ์ที่ตองการทราบคา. ศักยไฟฟาภายในอนุภาคตาม

สมการที่ (2.8) เกิดจากผลของสนามไฟฟาภายนอกอนุภาค. สมการที่ (2.8) ไดมาจากการที่

สัมประสิทธิ์ในพจนที่สองของสมการที่ (2.7) มีคาเปนศูนยหรือศักยไฟฟามีคาอนันตที่จุด

ศูนยกลางของอนุภาคทําใหผลเฉลยในสมการที่ (2.7) เหลือเพียงพจนแรกเทานั้น. ศักยไฟฟา

ภายนอกอนุภาคตามสมการที่ (2.9) นั้นพจนแรกของสมการแสดงศักยไฟฟาเนื่องจากสนามไฟฟา

ภายนอกอนุภาค และพจนที่สองแสดงศักยไฟฟาเนื่องจากการมีอยูของอนุภาค.   

 สัมประสิทธิ ์ ,j kL  และ ,j kB  สามารถคํานวณไดจากสัมประสทิธิ์ ,j kM  ดวยการทําให

เงื่อนไขขอบเขตของศักยไฟฟาและสนามไฟฟาบนผวิของอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมเปนจริง ดงันี ้

( )
( )

2 1

, ,2

j
E N

j k j k
E N E

j
B M

j
ε ε σ

ε ε ε

+⎡ ⎤− ⎛ ⎞= ⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎣ ⎦
                                      (2.10) 

( )
( ), ,

2 1E
j k j k

E N E

j
L M

j
ε

ε ε ε
⎡ ⎤+

= ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
  .                                          (2.11) 
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2.4.2 การคํานวณศักยไฟฟาบนอนภุาคฉนวนที่อยูภายใตอิทธพิลของสนามไฟฟา 
 หัวขอนี้กลาวถึงวิธีการคํานวณคาสัมประสิทธิ์ , ,,j k j kL M  และ ,j kB  ในสมการศักยไฟฟา

บนอนุภาคที่เขียนในรูปฮารมอนิกทรงกลมในหัวขอที่ 2.4.1. ศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนรูปทรง

กลมเกิดเนื่องจากการวางอนุภาคภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอและไมสม่ําเสมอ. วิธีการคํานวณ

เปนดังตอไปนี้. 

ผลเฉลยของสมการลาปลาซในระบบพกิัดทรงกลมในรูปฮารมอนิกทรงกลมที่เปนจาํนวนจริงคือ  

( ),0 ,0
0

cosn
n n

n
U r Pϕ θ

∞

=

=∑  

    ( ) ( ){ } ( ), , ,
0 1

cos sin cos
n

n n
n m n m n m

n m
U r m W r m Pφ φ θ

∞

= =

+ +∑∑    (2.12) 

เมื่อ   ,n mU  และ ,n mW  คือ สัมประสิทธิท์ี่ตองการทราบคา.  จากผลเฉลยของสมการลาปลาซ

ตามสมการที ่ (2.7) นั้นมพีจน 1jr− −  อยูแตในสมการที ่ (2.12) ไมมีเนื่องจากศักยไฟฟาตองมีคา

จํากัด (finite) ที่ 0r =  และ 0θ = ภายในอนุภาครปูทรงกลมทาํใหพจน 1jr− −  ถูกตดัทิ้งไป. 

ความสัมพันธระหวางสัมประสิทธ  ,n mM  กับ ,n mU  และ ,n mW เปนดังนี ้

,0 ,0n nM U=            (2.13) 

( ) ( ), ,Re 1 / 2m
n m n mM U⎡ ⎤ = −⎣ ⎦        (2.14) 

( ) ( )1
, ,Im 1 / 2m

n m n mM W+⎡ ⎤ = −⎣ ⎦       (2.15) 

เมื่อ [ ]Re  และ [ ]Im  คือ สวนจริงและสวนจนิตภาพของจํานวนเชงิซอนตามลําดับ. 

สมการที ่(2.13) ถึง (2.15) ไดจากการเทยีบสัมประสิทธิข์องสมการซึง่มีข้ันตอนดังนี้.  

จากเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวของอนุภาค  ผลตอบของสมการที่ (2.12) คอื 

( ) ( ) ( )0 ,0 ,0
0

, / 2 cosn
n n

n
U Pϕ θ φ σ θ

∞

=

=∑   

    ( ) ( ){ }( ) ( ), , ,
0 1

cos sin / 2 cos
n

n
n m n m n m

n m
U m W m Pφ φ σ θ

∞

= =

+ +∑∑   (2.16) 

เมื่อ ( )0 ,ϕ θ φ  คือ ศักยไฟฟาบนผิวของอนุภาคฉนวนที่ตําแหนง ( ),θ φ  ในระบบพิกัดทรงกลมที่มี

จุดศูนยกลางของอนุภาคเปนจุดกําเนิด.  

สัมประสิทธิ ์ ,n mU  และ ,n mW  ในสมการที่ (2.16) คํานวณไดจากสมการตอไปนี้ [9]  

( )
( ) ( ) ( )

2

,0 0 ,0
0 0

2 1 , cos sin
4 / 2

n nn
nU P d d

π π
ϕ θ φ θ θ θ φ

π σ

⎡ ⎤+
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫   0m =  (2.17) 

( )
( ) ( ) ( )

2

, 0 ,
0 0

2 1 , cos cos( )sin
2 / 2

n m n mn
nU P m d d

π π
ϕ θ φ θ φ θ θ φ

π σ

⎡ ⎤+
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  1m ≥  (2.18) 

( )
( ) ( ) ( )

2

, 0 ,
0 0

2 1 , cos sin( )sin
2 / 2

n m n mn
nW P m d d

π π
ϕ θ φ θ φ θ θ φ

π σ

⎡ ⎤+
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  1m ≥ . (2.19) 
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ผลเฉลยในรูปของฮารมอนิกทรงกลมที่ผิวของอนุภาคที่เปนจํานวนเชิงซอนคือ  

( ) ( ) ( )0 , ,
0

, 1 ,
n

m
n m n m

n m n
M Yϕ θ φ θ φ

∞

= =−

= −∑ ∑ .                 (2.20) 

 สําหรับศักยไฟฟาที่เปนจํานวนจริงเมื่อกระจายสัมประสิทธิ์ ,n mM  ในสมการที่  (2.20) ซึ่ง

ประกอบดวยพจน ,n mM +  และ ,n mM −  โดยที่ *
, ,( 1)m

n m n mM M− = −  เมื่อเครื่องหมาย * คือ 

จํานวนเชิงซอนสังยุค (Complex conjugate). รวมพจน ,n m+  และ ,n m−  เขาดวยกันจะได 
 

( ) ( ) ( ), , , , , ,, , 2Re ,n m n m n m n m n m n mM Y M Y M Yθ φ θ φ θ φ+ + − − + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (2.21) 
 

กระจายสมการที่ (2.20) โดยใชสมการที่ (2.21) จะได 

( )0 ,0 ,0
0

( , ) cosn n
n

M Pϕ θ φ θ
∞

=

=∑  

   ( ) ( ){ } ( ), ,
0 1

1 2Re cos cos
n

m
n m n m

n m
M m Pφ θ

∞

= =

⎡ ⎤+ − ⎣ ⎦∑∑   

     ( ) ( ){ } ( ), ,
0 1

1 2 Im sin cos
n

m
n m n m

n m
M m Pφ θ

∞

= =

⎡ ⎤− − ⎣ ⎦∑∑    (2.22) 

และเทียบสัมประสิทธิ์กับสมการที่ (2.16) จะไดผลดังสมการที่ (2.13) ถึง (2.15). 

 

ตัวอยางการคาํนวณศักยไฟฟาบนอนุภาคฉนวนภายใตสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอภายนอก 

 พิจารณาอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมซึ่งมีจุดศูนยกลางในระบบพิกัดคารทีเซียนอยูที่จุด 

( ), ,CO CO COC x y z  เมื่อจุด O  ซึ่งเปนจุดตัดเสมือนของอิเล็กโทรดทั้งสองเปนจุดกําเนิด. อนุภาค

อยูภายในกับดักอนุภาคอยางงายซึ่งมีมุม 0α  และมีศักยไฟฟา V ระหวางอิเล็กโทรด ดังรูปที่ 2.7.  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 2.7 ตาํแหนงบนพืน้ผิวของอนุภาครูปทรงกลมภายในกับดักอนภุาค. 

C
( ), ,O O Ox y z

( ), ,C C Cx y z

α X

Z

Y
O

V

0α

dielectric sphere 
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 ตําแหนงตางๆ บนผิวของอนุภาครูปทรงกลมในระบบพิกัดคารทีเซียน ( ), ,C C Cx y z  

คํานวณไดจากระบบพิกัดทรงกลม ( ), ,C C Cr θ φ  ซึ่งมีจุดศูนยกลางของอนุภาค C  เปนจุดกําเนิด

ดังนี้ 

( )/ 2 sin cosC C Cx σ θ φ=        (2.23) 

( )/ 2 sin sinC C Cy σ θ φ=        (2.24) 

( )/ 2 cosC Cz σ θ= .        (2.25) 

ตําแหนงบนผิวของอนุภาคทรงกลมในระบบพิกัดคารทีเซียน ( ), ,O O Ox y z  ซึ่งมีจุดกําเนิด O  เปน

จุดกําเนิดในรูปที่ 2.7 คํานวณไดจาก 

( ) ( ), , , ,O O O CO C CO C CO Cx y z x x y y z z= + + + .    (2.26) 

ศักยไฟฟา ( )0 ,ϕ θ φ  ที่เกิดจากอิเลก็โทรดแบบระนาบเอียงบนที่จดุใดๆ บนผิวของอนุภาคฉนวน  

ซึ่งเปนศกัยไฟฟาที่ตําแหนง ( ),θ φ  ในระบบพิกัดทรงกลมที่มีจดุ O  เปนจุดกําเนิดคือ   

( )0
0

, V αϕ θ φ
α
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (2.27) 

เมื่อ α  คือ มุมทีจุ่ดใดๆ บนผิวของอนุภาคทาํกับอิเล็กโทรดลาง โดยที ่ 1

2 2
tan O

O O

z
x y

α −
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

จากผลเฉลยในรูปฮารมอนกิทรงกลมที่ผวิของอนุภาค ศักยไฟฟาเนื่องจากสนามไฟฟาของกบัดัก

อนุภาคที่จุดใดๆ ภายนอกอนุภาคคํานวณไดจากการแทนคาสมการที่ (2.27) ลงในสมการที่ 

(2.17) ถึง (2.19) จากนั้นคํานวณสมัประสิทธิ์ ,n mM  ดวยสมการที ่ (2.13) ถึง (2.15)  จะได

ศักยไฟฟาเปน 

( ), ,
0

,
n

n
n m C n m C C

n m n

M r Yϕ θ φ
∞

= =−

=∑ ∑ .                             (2.28) 

 
2.5 การกระจายมลัติโพลซ้ํา (Multipole re-expansion) 
 หัวขอนี้กลาวถึงการกระจายมัลติโพลซ้ําซึ่งเปนวิธีในการยายการกระจายของมัลติโพล

และวิธีการหมุนมัลติโพลเพื่อนําไปใชในการคํานวณสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาค. การ

กระจายมัลติโพลซ้ําทําใหศักยไฟฟาเนื่องจากมัลติโพลรอบจุดกําเนิดของระบบพิกัดหนึ่งเขียน

แสดงไดในรูปของฟงกชันที่กระจายรอบจุดกําเนิดของอีกระบบพิกัดหนึ่ง. การกระจายมัลติโพลซ้ํา

ลดความยุงยากในการคํานวณจากเดิมซึ่งตองคํานวณจากมัลติโพลทุกตัวซึ่งมีการกระจายคนละ

ตําแหนงในระบบทําใหสามารถคํานวณไดจากมัลติโพลตัวเดียวเมื่อทําการกระจายมัลติโพลซ้ํามา

ที่ตําแหนงเดียวกัน. การกระจายมัลติโพลซ้ําที่ใชในวิทยานิพนธนี้ประกอบดวย การเลือ่นขนานและ

การหมุนมัลติโพลดังจะไดอธิบายตอไป. 
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2.5.1 มัลติโพล (Multipoles) 
 พิจารณาจุด  C  อยูที่พิกัด  ( ), ,r θ φ  ซึ่ งอยู ห างจากประจุ  Q  ซึ่ งอยู ที่ ตํ าแหน ง 

( ), ,A ρ α β เปนระยะ R  ดังรูปที่ 2.8. ศักยไฟฟาที่จุด C  คํานวณไดจากสมการ 

( )
0

1
4 r

QC
R

ϕ
πε ε

= .        (2.29) 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.8 ศกัยไฟฟาที่จุด C  จากผลของประจุ Q  ที่ระยะหางกัน r . 

 

ที่ระยะ r ρ>  ศักยไฟฟาที่จุด C  สามารถเขียนในรูปมัลติโพลที่จุดกําเนิด O  ไดจาก 

( ) ( ),
,1

00

1 ,
4

k j
j k

j kj
j k jr

B
C Y

r
ϕ θ φ

πε ε

=∞

+
= =−

= ∑ ∑        (2.30) 

เมื่อ ,j kB  แทนมัลติโพลอันดับที่ ( ),j k ซึ่งวางอยูที่จุดกําเนิด O . 

มัลติโพล ,j kB  ประกอบไปดวยโพลหลายๆ อันดับ เชน ไดโพล (Dipole) ควอดรูโพล 

(Quadrupole) ออกโตโพล (Octopole) และอื่นๆ ดังแสดงในรูปที่ 2.9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.9  ตัวอยางของมัลติโพลอันดับตางๆ. 

Monopole Dipole 
 

Quadrupole Octupole 

Z 

Y 

X

O

Q

R

( ), ,C r θ φ

( ), ,A ρ α β

,j kB
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 ศักยไฟฟาในรูปฮารมอนิกทรงกลมตามสมการที่ (2.30) ใหการประมาณคาศักยไฟฟาที่

ดีกวาสมการที่ (2.29) เพราะไดรวมพจนที่มีผลเม่ือระยะ r  ระหวางการกระจายของประจุและ

ตําแหนงที่ตองการทราบศักยไฟฟามีคานอยไวในการคํานวณดวย เชน ไดโพลแปรผกผันกับ 2r  

หรือ ควอดรูโพลแปรผกผันกับ 3r .  ที่ระยะ r  มากๆ ศักยไฟฟาสามารถคํานวณโดยใชสมการที่ 

(2.29) เชนเดิม. 

 
2.5.2 การเลือ่นขนานมลัติโพล (Multipole translation) 
 หัวขอนี้แสดงวิธีการเลื่อนขนานมัลติโพลซึ่งนําไปใชในการยายมัลติโพลจากระบบพิกัด

หนึ่งมายังอีกระบบพิกัดหนึ่ง. พิจารณามัลติโพล ,n mB  ที่มีอันดับ n  ซึ่งวางอยูที่จุด C  ศักยไฟฟา

ของมัลติโพลแสดงไดโดย 

( ),
,1 ,n m

n m C Cn
C

B
Y

r
ϕ θ φ+= .        (2.31) 

กําหนดให A  เปนจุดกาํเนิดของระบบพิกัดใหม และพิกัด ( ), ,A A Ar θ φ  นิยามเหมือนกับ 

( ), ,C C Cr θ φ . ศักยไฟฟาสามารถกระจายซ้ําไปยงัรอบจุด A  ไดเปน [2] 

( ), ,
0

,
j

j
j k A j k A A

j k j
M r Yϕ θ φ

∞

= =−

= ∑ ∑        (2.32)  

โดยที ่ A CAr D≤  เมื่อ ( ), ,CA CA CAD α β  เปนพกิัดทรงกลมของ C  เมื่อ A  เปนจุดกําเนดิ ดังรูปที ่

2.10. โมเมนตการกระจายซ้าํแสดงไดเปน 

( ) ( ), , ,
, , ,11 ,n n m j k

j k j n m k CA CA n mj n
CA

A
M Y B

D
α β+ −+ += −      (2.33)  

เมื่อ , , ,n m j kA  คํานวณไดจาก 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ), , ,

! !
! ! ! !

k m k m
n m j k

n m j k n m j k
A i

n m n m j k j k
− − − + + − − + +

=
+ − + −

.   (2.34) 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.10  การกระจายมัลติโพลซ้ําจากมลัติโพลที่จุด C  ไปยังจุด A . 
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,j kM
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2.5.3 การหมนุมัลติโพล (Multipole rotation) 
 การหมุนมัลติโพลนําไปใชเพื่อหมุนมัลติโพลใหมีทิศทางตามที่ตองการสําหรับการสรางเงา

ของมัลติโพล. มัลติโพล ,n kB�  ของระบบพิกัดใหมเกิดจากการหมุนมัลติโพลของระบบพิกัดเดิม 

,n mB  เมื่อตําแหนงของมัลติโพลอยูที่เดิมดวยการใชตัวดําเนินการหมุน (Rotation operator) คือ 

( ) rikn
km rd e βα [26]. มุม rα และ rβ  ที่ใชในตัวดําเนินการหมุนคือมุมในการหมุนระบบพิกัดเดิมใน

ทิศ  θ  และ φ  ไปยังระบบพิกัดใหม  ( ), ,r θ φ� �  ตามลําดับ ดังรูปที่ 2.11. ( )n
km rd α คือ ตัว

ดําเนินการที่เกี่ยวของกับการหมุนในทิศ θ  ซึ่งคํานวณไดจากสูตรเวียนเกิด (Recurrence 

formula) [27] ซึ่งแสดงวิธีการคํานวณไวในภาคผนวก ก. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.11 การหมุนมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมัลติโพล ,n kB� . 

 

มัลติโพล ,n kB�  คํานวณไดจาก 

( ), ,
r

n
imn

n k n m km r
m n

B B d e βα
=−

= ∑� .       (2.35) 

ศักยไฟฟาของระบบพิกัดใหมแสดงไดเปน 

( ),
,1 ,

n
n k

n kn
k n

B
Y

r
ϕ θ φ+

=−

= ∑
�

� � .       (2.36) 

 
2.6 เงาของมลัติโพลและระนาบกราวด  

ปญหาที่นํามาวิเคราะหมีอิเล็กโทรดเปนตัวปอนแรงดันและสนามไฟฟา. เพื่อความถูกตอง

ในการคํานวณตองคิดผลของอิเล็กโทรดรวมดวยโดยการเพิ่มเงามัลติโพลซึ่งทํากับอิเล็กโทรดใน

การคํานวณ. พิจารณามัลติโพล ,n mB  ในทิศทาง z+  วางอยูที่ตําแหนงซึ่งสูงจากระนาบกราวด

เปนระยะ S  และระนาบกราวดขนานกับระนาบ xy  ดังรูปที่ 2.12(ก). เพื่อทําใหสภาวะแรงดันบน

ระนาบเปนศูนย เราจะวางเงามัลติโพล ,n mB′  ซึ่งมีอันดับเทากันกับมัลติโพล ,n mB  และอยูที่

Z 

YX 

Y�

X�

Z�

,n mB
,
�

n kB

rα

rβ
rα

rβ
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ตําแหนงต่ํากวาระนาบกราวดเปนระยะ S  เทากัน.  เงามัลติโพล ,n mB′  ในรูปที่ 2.12(ก) คํานวณได

จาก 

( ) 1
, ,1 n m

n m n mB B+ +′ = − .        (2.37) 

และเชนเดียวกันเมื่อมัลติโพล ,n mB  วางอยูที่ตําแหนงซึ่งสูงจากระนาบกราวดเปนระยะ S  และ

ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xz  ดังรูปที่ 2.12(ข).  เงามัลติโพล ,n mB′  คํานวณไดจาก 

( )( )*

, ,1n m n mB B′ = − .          (2.38) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  2.12 เงาของมัลติโพลและระนาบกราวด  (ก) ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xy  และ 

(ข) ระนาบกราวดขนานกับระนาบ xz .  

  

 การวางเงาของมัลติโพลกับระนาบเอียงหรืออิเล็กโทรดบนของกับดักอนุภาคอยางงายซึ่ง

ทํามุม 0α  แสดงดังรูปที่ 2.13. ในรูปที่ 2.13 (ก) มัลติโพล ,n mB  วางอยูต่ํากวาระนาบเอียงเปน

ระยะ S  และอยูในระบบพิกัด ( ), ,x y z .  เพื่อทําใหมัลติโพล ,n mB  มีทิศทางตั้งฉากกับระนาบ

เอียงจึงหมุนมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมุม 0α  เทากับมุมของระนาบเอียง. ผลที่ไดจากการหมุน คือ 

มัลติโพล ,n kB�  ซึ่งมีระบบพิกัดใหมเปน ( ), ,x y z� � �  ดังรูปที่ 2.13(ข).  ตําแหนงของมัลติโพล ,n kB�  

อยูที่ตําแหนงเดียวกับมัลติโพล ,n mB  คือ อยูต่ํากวาระนาบเอียงเปนระยะ S  เทากันแตมีทิศของ      

มัลติโพลแตกตางกัน. เพื่อทําใหสภาวะแรงดันบนระนาบเอียงเปนศูนยจึงวางเงามัลติโพล ,n kB′�  ใน

รูปที่ 2.13(ข) ที่ตําแหนงสูงกวาระนาบเอียงเปนระยะ S  เทากัน. เงามัลติโพล ,n kB′�  คาํนวณไดจาก

สมการที่ (2.37) หรือ (2.38) ข้ึนกับทิศทางของระนาบเอียงวาขนานกับระนาบ xy��  หรือ ระนาบ 

xz��  ยกตัวอยางเชน ในดังรูปที่ 2.13(ข) ใชสมการที่  (2.37) ในการคํานวณเนื่องจากระนาบเอียง

ขนานกับระนาบ xy�� .  

,n mB ′

,n mB

X

Z

Y
S

S

(ก) 

,n mB ′

,n mB ′

Z

Y

X
S

S

(ข) 
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(ข) 

 

รูปที่  2.13 มลัติโพล และเงาของมัลติโพลกับระนาบเอียงทาํมุม 0θ  (ก) มลัติโพล ,n mB  กอนทํา

การหมนุ   และ (ข) มัลติโพล ,n kB�  หลงัทําการหมุน และเงามัลติโพล ,n kB′� . 

 
2.7 การคํานวณสนามไฟฟาบนอนภุาคฉนวน 
 หัวขอนีก้ลาวถึงการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคฉนวนเพื่อนาํไปใชคํานวณแรงที่กระทํา

บนอนุภาคในปญหาที่นาํมาวิเคราะห.  

 
2.7.1 สนามไฟฟาจากไดโพล 
 พิจารณาไดโพลวางอยูทีจุ่ดกาํเนิดและมทีิศทางไปตามแนวแกน +z ดังรูปที่ 2.14. 

สนามไฟฟาที่เกิดจากไดโพล dipE  ในระบบพกิดัทรงกลมที่ตาํแหนง A  ใดๆ สามารถคํานวณได

จาก 

( ) ( )3
0

p
, , 2cos sin

4
dip r

r

E r a a
r

θθ φ θ θ
πε ε

= +     (2.39) 

เมื่อ  p    คือ ไดโพลโมเมนต  

 r    คือ เวกเตอรในทิศ r  และ 

 ra  และ aθ   คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทศิ r  และ θ  ตามลําดับ. 

0α

S

,n mB

0α

XY

Z

O

0α

S

S

X�

Y�

Z�

O

,n kB′�

,n kB�

0α
rotation
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รูปที่ 2.14 ไดโพลและตําแหนงในการคาํนวณสนามไฟฟา. 
 
2.7.2 สนามไฟฟาภายในและภายนอกอนุภาค 

สนามไฟฟาภายใน ( )I
E  และภายนอกอนุภาค ( )E

E  ในระบบพกิัดทรงกลม ( ), ,r θ φ

คํานวณไดจากสมการที ่ (2.8) และ (2.9) ซึ่งแสดงศกัยไฟฟาภายในและภายนอกอนุภาคฉนวน

รูปทรงกลมตามลําดับดังวธิกีารในภาคผนวก ข. สนามไฟฟา ( )I
E  และ ( )E

E  ในระบบพกิัดทรง

กลมเปนดงัสมการตอไปนี้. 

 
2.7.2.1  สนามไฟฟาในทิศ r  

( ) ( ) ( )1
, ,

0

,
j

j
r j k j kI

j k j

E L j r Y θ φ
∞

−

= =−

= −∑ ∑       (2.40) 

( ) ( ) ( )1
, , ,2

0

1 ,
j

j
r j k j k j kjE

j k j

jE M j r B Y
r

θ φ
∞

−
+

= =−

⎡ + ⎤⎛ ⎞= − − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ .   (2.41) 

 
2.7.2.2 สนามไฟฟาในทศิ θ  

( ) ( ) ( ){

( ) ( )}

1

, ,
0

2 2
1,

1 cos ,
sin

1 ,

jj

j k j kI
j k j

j k

rE L j Y

j k Y

θ θ θ φ
θ

θ φ

−∞

= =−

+

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

− + −

∑∑
   (2.42)  

( ) ( ) ( ){

( ) ( )}

,1
, ,2

0

2 2
1,

1 1 cos ,
sin

1 ,

j
j kj

j k j kjE
j k j

j k

B
E M r j Y

r

j k Y

θ θ θ φ
θ

θ φ

∞
−

+
= =−

+

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

− + −

∑ ∑
.  (2.43)  
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2.7.2.3  สนามไฟฟาในทิศ φ  

( ) ( ) ( )
1

, ,
0

,
sin

jj

j k j kI
j k j

rE L ik Yφ θ φ
θ

−∞

= =−

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑      (2.44) 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , ,2
0

1 ,
sin sin

jj

j k j k j kjE
j k j

rE M ik B ik Y
rφ θ φ

θ θ

−∞

+
= =−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ . (2.45) 

 
2.7.3 สนามไฟฟาบนอนุภาคเนื่องจากการมีอยูของอนุภาคอื่น  
 เนื่องจากปญหาที่นํามาวิเคราะหมีจํานวนของอนุภาคมากกวาหนึ่งลูก ดังนั้นนอกจาก

สนามไฟฟาจะเปลี่ยนแปลงเนื่องจากการมีอยูของอนุภาคแลว ผลของการมีอยูของอนุภาคอื่นจึง

ทําใหสนามไฟฟาบนอนุภาคที่เราพิจารณาเปลี่ยนแปลงไปดวยซึ่งแตกตางจากการคํานวณ

สนามไฟฟาบนอนุภาคในหัวขอที่ 2.7.2. พิจารณาอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม a  และ b  ดังรูปที่ 

2.15 โพลาไรเซชันในอนุภาค a  และ b เกิดเนื่องจากสนามไฟฟาภายนอก 0E . อนุภาค b  มี 

มัลติโพล ,j kB  ซึ่งเกิดจากโพลาไรเซชันวางอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค. สัมประสิทธิ์  ,j kM  ซึ่ง

อยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค a  เกิดจากการกระจายมัลติโพลซ้ําของมัลติโพล ,j kB ที่จุด

ศูนยกลางของอนุภาค b  ไปยังจุดศูนยกลางของอนุภาค a . ในกรณีที่อนุภาคใดอนุภาคหนึ่งอยู

ภายใตสนามไฟฟา 0E  สามารถคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคไดจากสมการในขอที่ 2.7.2. หวัขอ

นี้แสดงการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคหนึ่งซึ่งเกิดจากอีกอนุภาคหนึ่งซึ่งมีวิธีการดังตอไปนี้. 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.15 อนภุาคฉนวน a  และ b  ภายใตสนามไฟฟาสม่าํเสมอภายนอก และ 

การกระจายมลัติโพลซ้ําจากอนุภาค b ไปยัง อนุภาค a . 

 

 ศักยไฟฟาที่อนุภาค a  เนื่องจากผลของอนุภาค b และสนามไฟฟาภายนอกนั้นทําไดโดย

การคํานวณมัลติโพล ,j kB  ที่เกิดขึ้นบนอนุภาค b  จากสนามไฟฟาภายนอกจากนั้นทําการเลื่อน

ขนานมัลติโพลไปยังจุดศูนยกลางของอนุภาค a . ดังนั้นศักยไฟฟาบนอนุภาค a  เขียนไดดัง

สมการ 

( ), ,
0

,
j

j
a a j k j k a a

j k j

r M Yϕ θ φ
∞

= =−

=∑ ∑ .      (2.46) 

0E

,j kB

dielectric sphere b
,j kM

dielectric sphere a

Multipole re-expansion 
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สนามไฟฟาบนอนุภาค a  จากผลของอนุภาค b  ในระบบพิกัดคารทีเซียน ( ), ,x y z  คํานวณได

โดยเริ่มจากการใชกฎลูกโซตามสมการที่ (ค.1) ถึง (ค.3) ในภาคผนวก ค เพื่อแปลงระบบพิกัดทรง

กลมมาเปนระบบพิกัดคารทีเซียน. คํานวณอนุพันธเทียบกับ ( ), ,x y z  และแทนอนุพันธที่คํานวณ

ไดลงในสมการที่ (ค.1) ถึง (ค.3) ในภาคผนวก ค จะไดสนามไฟฟาบนอนุภาค a  ในระบบพิกัด

คารทีเซียนดังนี้ 

( ) ( )( ) ( )1
, , 1,

0

cos, , cos
sin sin

k j
ja

j k j k j k
j k j

jM r Y j k j k Y
x
ϕ θθ φ θ φ φ

θ θ

=∞
−

−
= =−

∂ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎩ ⎭
∑ ∑

       ( )1
, ,

0
, sin

sin

k j
j

j k j k
j k j

i k
M r Y θ φ φ

θ

=∞
−

= =−

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪+ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑     (2.47) 

( ) ( )( ) ( )1
, , 1,

0

cos, , sin
sin sin

k j
ja

j k j k j k
j k j

jM r Y j k j k Y
y
ϕ θθ φ θ φ φ

θ θ

=∞
−

−
= =−

⎛ ⎞∂ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠
∑ ∑

       ( )1
, ,

0
, cos

sin

j
j

j k j k
j k j

i k
M r Y θ φ φ

θ

∞
−

= =−

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪− ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑     (2.48) 

( )1 2 2
, 1,

0
,

k j
ja

j k j k
j k j

M r j k Y
z
ϕ θ φ

=∞
−

−
= =−

∂⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑ ∑ .    (2.49) 

 

เมื่อใชเอกลักษณของฮารมอนิกฟงกชนัทรงกลมแบบบรรทัดฐานตามสมการที ่(ค.6) และ (ค.7) ใน

ภาคผนวก ค แทนลงในสมการที ่ (2.47) และ (2.48) จากนัน้จัดรูปสมการใหมโดยมีการแกไข

เพื่อใหคาที่ 0k < เปนจริง สมการใหมจงึเขียนไดเปน 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1, 1
1

,
0

1, 1

1 1 ,
2
1 1 ,
2

k j kk j k
ja

j k
j k j

j k

j k j k Y
M r

x j k j k Y

δ

δ

δ θ φϕ

θ φ

=∞ − −
−

= =−
− +

⎧ ⎫− + + −⎪ ⎪∂ ⎪ ⎪⎛ ⎞− = − ⎨ ⎬⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎪ ⎪+ − − −
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  (2.50) 

 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1, 1
1

,
0

1, 1

1 ,
2

1 ,
2

k j kk j k
ja

j k
j k j

j k

i j k j k Y
M r

iy j k j k Y

δ

δ

δ δ θ φϕ

δ θ φ

=∞ − −
−

= =−
− +

⎧ ⎫− + + −⎪ ⎪⎛ ⎞∂ ⎪ ⎪− = − ⎨ ⎬⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎪ ⎪− − − −
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  (2.51) 

 

เมื่อ 
1 0
1 0

k
k

δ
≥⎧

= ⎨− <⎩
  และ   

1 0
1 0kk

k
k

δ
− =⎧

= ⎨ ≠⎩
. 

 ดังนั้นสนามไฟฟาบนอนุภาค a  เนื่องจากสนามไฟฟาภายนอกและผลของอนุภาค b  ใน

ระบบพิกัดคารทีเซียนคํานวณไดโดยใชสมการที่ (2.49) ถึง (2.51). สนามไฟฟาในระบบพิกัดคารที

เซียนบนผิวของอนุภาค a  คํานวณไดโดยแทน / 2r σ=  และ 1j j= +  ลงในสมการที่ (2.49) 

ถึง (2.51) จากนั้นจัดรูปใหมจะได 
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x δσ

ϕ σ δ θ φ
∞

+ −
= =−=

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎧ ⎫− = + + +⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎝ ⎠
∑ ∑           
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j k j k
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M j k Y
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ϕ σ θ φ
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2.8 การคํานวณแรงดีอีพทีี่กระทาํบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม 
 หัวขอนี้กลาวถึงวิธีการคํานวณแรงจริงที่กระทําบนอนุภาคซึ่งใชสนามไฟฟาที่ไดจากการ

คํานวณในหัวขอที่ 2.7 เพื่อเปนพื้นฐานในการนําวิธีการคํานวณดังกลาวไปใชในการประมาณแรง

ที่กระทําบนอนุภาคสําหรับนําไปวิเคราะหปญหาที่นํามาศึกษาตอไป. 

การคํานวณแรงที่กระทําบนอนุภาคทําได 2 วิธี คือ วิธีแรกคํานวณแรงจากความหนาแนน

ประจุบนอนุภาคและการกระจายของศักยไฟฟารอบอนุภาค และวิธีที่สองคํานวณแรงจากความ

เคนที่กระทําบนอนุภาค. การคํานวณทั้งสองวิธีมีรายละเอียดดังนี้. 
 
2.8.1 การคํานวณแรงดีอีพีจากประจุบนอนุภาคและการกระจายของศักยไฟฟารอบ
อนุภาค 
แรงที่กระทําบนอนุภาคคํานวณไดจากการอินทิเกรตพื้นผิวโดยรอบอนภุาค a  ดังนี ้

( ) ( )
22

0 0

sin
2a E a a ext

F q d d
π π σε ϕ θ θ φ⎛ ⎞⎡ ⎤= −∇ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫ ∫     (2.55) 

เมื่อ  aq  คือ  ประจุประสิทธผิลบนพืน้ผิวของอนุภาค a . ประจุนี้เทียบเทาประจุจริงที่

   กอใหเกิดศักยไฟฟาเหนี่ยวนาํเชนเดียวกับที่เกิดจากอนภุาค a  และ 

 ( )a ext
ϕ  คือ  ศักยไฟฟาบนอนุภาค a  เนื่องจากสนามไฟฟาภายนอกและการรบกวน

   ของอนุภาคอืน่ทัง้หมด. 

พิจารณาอนุภาครูปทรงกลม a  ซึง่เปนฉนวนจึงไมมีประจุอิสระแตจะมีประจุผูกพนั ดงันัน้ประจุบน

พื้นผวิของอนภุาค a  คํานวณไดจาก 

( )( ) ( )( )0 01 1a E r N rE I
q E Eε ε ε ε⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦ .     (2.56) 

เมื่อแทนคา ( )r I
E  และ ( )r E

E  จากสมการที่ (2.40) และ (2.41) ลงในสมการที่ (2.56) จะได 
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( ) ( ) ( )1
0 , , ,2

0

11 ,
j

j
a E j k j k j kj

j k j

jq M j r B Y
r

ε ε θ φ
∞

−
+

= =−

⎧ ⎡ + ⎤⎛ ⎞= − − −⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
∑ ∑      

 ( ) ( ) ( )1
0 , ,

0
1 ,

j
j

N j k j k
j k j

L j r Yε ε θ φ
∞

−

= =−

⎫
− − ⎬

⎭
∑ ∑ .    (2.57) 

จากเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวของอนุภาคคือ I Eϕ ϕ=  และ I E
N Er r

ϕ ϕε ε∂ ∂
=

∂ ∂
 รวมทั้งความสัมพันธ

ระหวาง ,j kM  กับ ,j kB  และ ,j kL  ในสมการที่ (2.10) และ (2.11) ตามลําดับนั้น  เมื่อนํามาแทน

ลงในสมการที่ (2.57) พรอมทั้งจัดรูปสมการใหมจะได aq  เปน 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1
0

, ,
0

2 1
,

2

jj
N E

a j k j k
j k j E N E

j j
q M j Y

j
ε ε ε σ θ φ

ε ε ε

−∞

= =−

⎡ ⎤− + ⎛ ⎞= ⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ .  (2.58) 

เมื่อทําใหอยูในรูปของมัลติโพล ,j kB  ที่จุดศูนยกลางของอนุภาค a  จะได 

( )
( )

( )0
, ,2

0

2 1
,

/ 2

j

a j k j kj
j k j

j
q B Y

ε
θ φ

σ

∞

+
= =−

⎡ ⎤+
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ .     (2.59) 

จาก ( )a ext
ϕ−∇ บนผวิของอนุภาค a  ตามสมการที่ (2.52) ถึง (2.54)  เมื่อแทนลงในสมการที่ 

(2.55) และทําการอินทิเกรตจะไดแรงที่กระทําบนอนุภาค a  ในระบบพกิัดคารทีเซียนดังนี ้

( ) ( ) ( ) ( ),
1,1 ,0 ,1 1,0

0 10

2Re 1 2Re
2

a x
j j j j

j jE

F
M B j B M jβ β

πε ε

∞ ∞

+ +
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑      

  ( )( ) ( ),1 1, 2
1
2Re 2j j

j
B M jβ

∞

+ −
=

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦∑  

  ( ) ( ) ( )( ) ( ), 1, 1 1, 1
2 2

2Re 1
j

j k j k j k
j k

B M M j kβ
∞

+ − + + − −
= =

⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦∑∑   (2.60) 

( ) ( ) ( ) ( ),
1,1 ,0 ,1 1,0

0 10

2 Im 1 2Im
2

a y
j j j j

j jE

F
M B j B M jβ β

πε ε

∞ ∞

+ +
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑    

    ( )( ) ( ),1 1, 2
1
2 Im 2j j

j
B M jβ

∞

+ −
=

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦∑    

    ( ) ( ) ( )( ) ( ), 1, 1 1, 1
2 2

2 Im 1
j

j k j k j k
j k

B M M j kβ
∞

+ − + + − −
= =

⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦∑∑    (2.61) 

( )( )( ),
,0 1,0

00

1
4

a z
j j

jE

F
B M j

πε ε

∞

+
=

= − +∑   

     ( )( ) ( )2 2
, 1,

1 1
2Re 1

j

j k j k
j k

B M j k
∞

+ −
= =

⎡ ⎤− + −⎣ ⎦∑∑    (2.62) 

เมื่อ ( ) ( )1j j jβ = +  และ  

[ ]Re และ [ ]Im  คือ สวนจริงและสวนจนิตภาพของจาํนวนเชงิซอนตามลําดับ.  
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2.8.2 การคํานวณแรงดีอีพีจากความเคนที่กระทําตออนุภาค 
แรงที่กระทําบนอนุภาคที่เกิดจากสนามไฟฟาสามารถคํานวณไดจากแรงที่กระทําบนพื้นที่

ยอยหนึ่งหนวย หรือ ความเคนไดดังนี้ 

2
0

1
2ij E i j ijT E E Eε ε δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
       (2.63) 

เมื่อ ijT  คือ เทนเซอรความเคนของแมกเวลล (Maxwell stress tensor) [28] 

        หรือ แรงในทิศ i  ที่กระทาํบนพื้นผวิยอยที่เรียงตัวในทิศ j   

 ,i j  คือ ระบบพิกัดคารทีเซียน ( ), ,x y z  

 E  คือ สนามไฟฟาบนอนุภาค และ 

 ijδ  คือ ฟงกชันทีม่ีคาดังนี ้ 0ijδ =  เมื่อ i j≠  และ 1ijδ =  เมือ่ i j=  

ยกตัวอยางเชน ( )2 2 2
0

1
2xx E x y zT E E Eε ε= − − และ ( )0xy E x yT E Eε ε= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.16 อนภุาครูปทรงกลมและ T  ที่กระทําตอพืน้ผวิยอย ds . 

 

 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมมีพื้นผิว S  ซึ่งแบงพื้นผิวออกเปนพื้นผิวยอย ds  ดังรูปที่ 2.16. 

เวกเตอรพื้นผิวยอย ds  ในระบบพิกัดคารทีเซียนคือ ( ), ,x y zds ds ds . เทนเซอรความเคนของ  

แมกเวลล ijT  ในสมการที่  (2.63) นํามาเขียนใหมในรูปของเวกเตอร T  ซึ่งเปนแรงที่กระทําตอ

พื้นผิวหนึ่งหนวย ดังรูปที่ 2.16 และ T  ทําผลคูณเชิงสเกลารกับ ds  ในทิศทาง j  ของระบบพิกัด

คารทีเซียนไดดังนี้ 
 

( )
, ,

ij ij
i x y z

T ds T ds
=

= ∑i         (2.64) 

 

เมื่อ j  แทน ,x y  หรือ z . 

T
ds

Spherical particle 

S

X 
Y 

Z 

Nε

Eε
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แรงที่กระทําบนอนุภาคในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งไดจากการอินทิเกรตแรงที่กระทําบนพื้นผิวยอย

หนึ่งหนวยหรือความเคนเปนดังสมการ 

S

F T ds= ∫ iv .         (2.65) 

 
2.9 การประมาณแรง 
 การคํานวณแรงที่กลาวมาในหัวขอที่ 2.8 เปนการคํานวณแรงที่กระทําบนอนุภาคจริงที่

เกิดขึ้นซึ่งสมการที่ใชนั้นมีจํานวนอันดับสูงสุดของมัลติโพลในการคํานวณสนามไฟฟาและแรงเปน

อนันต แตในทางปฏิบัติมัลติโพลอันดับสูงจะมีผลตอแรงที่คํานวณนอยมาก และเวลาที่ใชในการ

คํานวณแรงจะมากขึ้นตามจํานวนอันดับของมัลติโพลที่ใชซึ่งจะนานมากเมื่ออันดับของมัลติโพล

เขาใกลคาอนันต. ดังนั้นการประมาณแรงดีอีพีที่กระทําบนอนุภาคจึงถูกนํามาใชเพื่อความ

เหมาะสมของขนาดของแรงและเวลาที่ใชในการคํานวณ. การคํานวณแรงดีอีพีที่กระทําบนอนุภาค

นั้นโดยท่ัวไปใชการประมาณแรงดวยไดโพล หรือเรียกสั้นๆ วา แรงไดโพล (Dipolar force) ซึ่งงาย

และรวดเร็วแตใหความถูกตองและขนาดของแรงนอยกวาแรงจริงที่เกิดขึ้นมากโดยเฉพาะเมื่อ

อนุภาคอยูใกลกัน. สวนการประมาณแรงอีกวิธีหนึ่งใชการประมาณแรงดวยมัลติโพล หรือ แรงมลัติ

โพล (Multipolar force) ซึ่งรวมเอาการกระทําระหวางกันของมัลติโพลทั้งหมดในการคํานวณแรงที่

เกิดขึ้นบนอนุภาคและใหความถูกตองใกลเคียงกับแรงจริงที่เกิดขึ้นมากกวาแรงไดโพล. การ

ประมาณแรงทั้งสองวิธีเปนดังนี้. 

 
2.9.1 แรงไดโพล 

การประมาณแรงดีอีพีเมื่อคํานวณจากผลของไดโพลสามารถคํานวณไดตาม [14-16] 

ดังนี้. พิจารณาแรงกระทําระหวางอนุภาค a  ที่ตําแหนง ar  และอนุภาค b  ที่ตําแหนง br  ดังแสดง

ในรูปที่ 2.17. 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.17 ระบบพิกัดในการคํานวณแรงระหวางคูอนุภาค a  และ b . 

abr

a

b

abθ
ra

aθ

X

Y

Z

0E
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การประมาณแรงดีอีพีดวยแรงไดโพลเปนดังสมการ 

( ) ( )
2

2
4

0

3 p
1 3cos sin 2

4
dep

ab ab r ab
E ab

F a a
r

θθ θ
πε ε

⎛ ⎞
⎡ ⎤= ⎜ ⎟ − −⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (2.66) 

เมื่อ  p   คือ ไดโพลโมเมนตเหนี่ยวนาํ (Induced dipole moment)  

abr  คือ เวกเตอรระยะทางระหวาง อนุภาค a  และ b คํานวณไดจาก ab a br r r= −  

abθ  คือ มุมระหวาง abr  และ แกน z   

ra  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทศิ r  คํานวณไดจาก /r ab aba r r=   และ 

aθ  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทศิ θ  คํานวณไดจาก     

        ( ) ( )/r r z r r za a a a a a aθ = × × × × . 

ไดโพลโมเมนตเหนีย่วนําคํานวณไดจาก 

( )
( )

3

0 0p 4
2 2

N E
E

N E

E
ε εσπε ε
ε ε

⎡ ⎤−⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎣ ⎦
      (2.67) 

เมื่อ 0E  คือ สนามไฟฟาภายนอก. 
 
2.9.2 แรงมลัติโพล 

การประมาณแรงดีอีพีดวยแรงไดโพลไมไดคํานึงถึงผลของมัลติโพลที่อันดับสูงกวาจงึทาํให

ขนาดของแรงต่ํากวาที่ควรจะเปน.  แรงมัลติโพลประมาณคาแรงดีอีพีไดดีกวาแรงไดโพลซึ่ง

สามารถคํานวณได 2 วิธี คือ วิธีแรกคํานวณแรงไดจากประจุบนอนุภาคและการกระจายของ

ศักยไฟฟารอบอนุภาค และ วิธีที่สองคํานวณแรงไดจากความเคนที่กระทําตออนุภาค. การ

ประมาณแรงดวยวิธีแรกคํานวณไดตามสมการที่  (2.60) ถึง (2.62) ซึ่งกําหนดจํานวนอันดับสูงสุด

ของมัลติโพลที่ใช mpN  ตามความเหมาะสมของขนาดของแรงและเวลาที่ใชในการคํานวณดังจะได

กลาวในบทตอไป. สัมประสิทธิ์ ,j kM  และ ,j kB  ในสมการที่  (2.60) ถึง (2.62)  ไดมาจากการ

คํานวณดวยวิธีทําซ้ํา การวางเงามัลติโพล และการกระจายมัลติโพลซ้ํา เพื่อทําใหเงื่อนไขขอบเขต

ของศักยไฟฟาและสนามไฟฟาบนผิวของอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมเปนจริง  โดยที่ ,j kM  เปนผล

ของสนามไฟฟาภายนอกและอนุภาคอื่น สวน ,j kB  เกิดจากการมีอยูของอนุภาค. การประมาณ

แรงดวยวิธีที่สองคํานวณไดจากความเคนที่กระทําตออนุภาคตามสมการที่ (2.65). เวกเตอร T  ใน

สมการที่ (2.65) คํานวณไดจากเทนเซอรความเคนของแมกเวลล ijT  ตามสมการที่ (2.63). 

สนามไฟฟาบนอนุภาคที่ใชหาคา ijT  คํานวณไดจากสมการที่ (2.40) ถึง (2.45) โดยใชอันดบัสูงสดุ

ของมัลติโพล mpN  ในการคํานวณ. สัมประสิทธิ์ ,j kM  และ ,j kB  ในการคํานวณสนามไฟฟาตาม

สมการที่ (2.40) ถึง (2.45) นั้นหาไดจากการคํานวณดวยวิธีทําซ้ํา การวางเงามัลติโพล และการ

กระจายมัลติโพลซ้ํา เพื่อทําใหเงื่อนไขขอบเขตของศักยไฟฟาและสนามไฟฟาบนผิวของอนุภาค
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ฉนวนรูปทรงกลมเปนจริงเชนเดียวกับวิธีแรก. เมื่อไดเวกเตอร T  จากคาสนามไฟฟาบนอนุภาค

แลว แรงที่กระทําบนอนุภาคคํานวณไดจากการอินทิเกรตสมการที่ (2.65) ดวยวิธีการอินทิเกรต

เชิงเลข. 

 
2.10  ตัวอยางการคํานวณศักยไฟฟาเมื่ออนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูระหวางระนาบ

อิเล็กโทรดเอียงดวยการวางเงามัลติโพล 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.18 เงาของมัลติโพล ,j kB  ของอนุภาค a  ซึ่งอยูระหวางระนาบอิเลก็โทรดเอียง. 

 

 อนุภาค a  อยูระหวางระนาบอิเล็กโทรดเอียงซึ่งมีศักยไฟฟาของอิเล็กโทรดบน และ

อิเล็กโทรดลางเทากับ 0ϕ  และ 0 ตามลําดับ. อิเล็กโทรดทั้งสองทํามุม 0α  และ อนุภาค a  มีจุด

ศูนยกลางของอนุภาคสูงกวาอิเล็กโทรดลางเปนระยะ d . มัลติโพล ,j kB อยูที่จุดศูนยกลางของ

อนุภาค a ดังรูปที่ 2.18. วิธีการคํานวณศักยไฟฟาของอนุภาค a  เปนดังนี้. 

1. ศักยไฟฟาภายนอกอนุภาค a  เนื่องจากสนามไฟฟา 0E  ซึ่งเกิดจากผลของระนาบ

อิเล็กโทรดเอียง เขียนไดเปน 

 ( ) ( ), ,
0

,
k j

j
a j k a j k a aM

j k j

M r Yϕ θ φ
=∞

= =−

= ∑ ∑      (2.68) 

 เมื่อ  ,j kM  คํานวณไดจากสมการที่ (2.13) ถึง (2.15) และ 

  ( ), ,a a ar θ φ  คือ พิกัดทรงกลมที่มีจุดกําเนิดที่จุดศูนยกลางของอนุภาค a . 

d

d

,j kB
dielectric sphere a

2d

2d

1d

1d
0ϕ

0α

( )1
,j kC

( )1
,j kC′�

( )1
,j kC�

( )2
,j kC

Rotate 

Rotate 

( )2
,j kB

,j kB�

Rotate 

,j kB′�

Rotate 
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2. ศักยไฟฟาภายนอกอนุภาค a  เขียนไดเปน 

 ( )( ) ( ) ( )0
a a aE M B

ϕ ϕ ϕ= +       (2.69) 

 เมื่อ ( ) ( ),
,1

0

,
j

j k
a j k a ajB

j k j a

B
Y

r
ϕ θ φ

∞

+
= =−

=∑ ∑ .  

 ดังนั้นศักยไฟฟา  ( )( )0
a E

ϕ  เปนไปตามสมการปวซองแตเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดทัง้

 สองยัง ไมเปนจริงจึงตองวางเงามัลติโพลเพื่อทําใหเงื่อนไขเปนจริง. 

3. เพื่อทําใหเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดลางเปนจริง วางเงามัลติโพล ( )1
,j kC  ไวที่ตําแหนง

ต่ํากวาอิเล็กโทรดลางเปนระยะ d  เทากันกับระยะจากมัลติโพล ,j kB  ดังรูปที่ 2.18. 

ศักยไฟฟาในสมการที่ (2.69) จะกลายเปน 

 ( )( ) ( )( )
( )

( )
1

1 0 ,
, 1 11

1

,j k
a a j k C CjE E

C

C
Y

r
ϕ ϕ θ φ+= +      (2.70) 

 เมื่อ  ( ) ( ) 11
, ,1 j k

j k j kC B+ +
= −  และ 

  ( )1 1 1, ,C C Cr θ φ  คือ พิกัดทรงกลมที่มีจุดกําเนิดที่ตําแหนงของ ( )1
,j kC . 

4. เพื่อทําใหเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดบนเปนจริง วางเงามัลติโพล ,j kB′�  และ ( )1
,j kC′�  ไว

สูงจากอิเล็กโทรดบนที่ระยะ 1d  และ 2d  ตามลําดับซึ่งเปนระยะเดียวกันกับที่มัลติโพล 

,j kB  และ ( )1
,j kC  วางอยูต่ํากวาอิเล็กโทรดบน ดังรูปที่ 2.18. เงามัลติโพลทั้งสองคํานวณได

จากมัลติโพล ,j kB�  และ ( )1
,j kC�   ซึ่งเกิดจากการหมุนมัลติโพล ,j kB  และ ( )1

,j kC  โดยใช

สมการที่ (2.35) และสมการในภาคผนวก ก. มุมที่ใชในการหมุนมัลติโพลคือ 0α  เพื่อทํา

ใหทิศทางของมัลติโพลตั้งฉากกับระนาบอิเล็กโทรดบน. เงามัลติโพล ,j kB′�  และ ( )1
,j kC′�  

คํานวณไดจาก 

 ( ) 1
, ,1 j k

j k j kB B+ +′ = −� �        (2.71) 

 ( ) ( ) ( )11 1
, ,1 j k

j k j kC C+ +′ = −� � .       (2.72) 

5. เพื่อใหศักยไฟฟาที่เกิดจากเงามัลติโพล ,j kB′�  และ ( )1
,j kC′�  อยูในระบบพิกัดเดียวกันกับ

ศักยไฟฟาที่เกิดจากมัลติโพล ,j kB  และ ( )1
,j kC  จึงหมุนเงามัลติโพล ,j kB′�  และ ( )1

,j kC′�  กลับ

เพื่อใหเงามัลติโพลทั้งสองมีทิศทางและระบบพิกัดเดียวกับมัลติโพล ,j kB  และ ( )1
,j kC  โดย

ใชสมการที่ (2.35). มุมที่ใชในการหมุนมัลติโพลกลับคือ 0α− . หลังจากหมุนเงามัลติโพล

ทั้งสองกลับแลวจะไดเงามัลติโพลใหมเปน ( )2
,j kB  และ ( )2

,j kC  ตามลําดับ. ศักยไฟฟา

ภายนอกอนุภาค a  จึงกลายเปน 

 ( )( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
2 2

2 1 , ,
, 2 2 , 2 21 1

2 2

, ,j k j k
a a j k B B j k C Cj jE E

B C

B C
Y Y

r r
ϕ ϕ θ φ θ φ+ += + +   (2.73) 

 เมื่อ ( )2 2 2, ,B B Br θ φ  และ ( )2 2 2, ,C C Cr θ φ  นิยามเชนเดียวกับ ( )1 1 1, ,C C Cr θ φ . 

 การวาง ( )2
,j kB  และ ( )2

,j kC  จะทําใหเงื่อนไขศักยไฟฟาที่อิเล็กโทรดลางไมเปนจริงอีก. 
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6. เชนเดียวกันกับข้ันตอนที่ 3 ถึง 5 เราตองทําการวางเงามัลติโพล  ( )
,
i

j kB  และ ( )
,
i

j kC  เพื่อทํา

ใหเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดทั้งสองเปนจริง ตามลําดับ. ยิ่งจํานวนครั้งในการวาง

เงามัลติโพลมากขึ้น ระยะหางระหวางเงามัลติโพลกับอิเล็กโทรดทั้งสองจะยิ่งมากขึ้นตาม. 

ดังนั้นเราสามารถหยุดการวางเงามัลติโพลไดเมื่อผลที่เกิดจากการวางเงามัลติโพลที่มีตอ

ศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดทั้งสองนั้นมีนอยมาก. 



บทที่  3 
 

การประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ํากับอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมใน 
กับดักอนุภาคอยางงาย 

 

 รูปแบบปญหานี้มีอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูภายในคูระนาบอิเล็กโทรดเอียง. อิเล็กโทรด

ลางขนานกับแกน x  และอิเล็กโทรดบนทํามุมเอียงกับอิเล็กโทรดลางเพื่อทําใหเกิดสนามไฟฟาไม

สม่ําเสมอเหมือนกับดักอนุภาคจริงที่ใชอยูในระบบไฟฟาที่ฉนวนดวยก็าซ. หัวขอนี้วิเคราะห

สนามไฟฟาและแรงที่เกิดขึ้นบนอนุภาค. การวิเคราะหแรงบนอนุภาคใชการคํานวณ 3 วิธี คือ วิธี

ประมาณดวยไดโพล (dp) วิธีประมาณดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) 

และ วิธีคํานวณดวยมัลติโพลและเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุด (mps). 
  
3.1 การจัดวาง และขอมลูทางกายภาพที่ใชในการคํานวณ 
 การคํานวณแรงที่กระทําบนอนุภาคในกับดักอนุภาคใชการจัดวางตามรูปที่ 3.1. อนุภาค

ฉนวนรูปทรงกลมมีเสนผาศูนยกลาง σ  และ สภาพยอมสัมพัทธ Nε  อยูในกาซที่มีสภาพยอม

สัมพัทธ Eε . คูระนาบอิเล็กโทรดเอียงมีความตางศักย V และทํามุม 0α .  

 
 
 

 
 
 
 
 

 
รูปที่ 3.1 การจัดวางตาํแหนงของอนุภาคในการคํานวณ.  

 

ตัวแปร ( ),ρ α  ที่ใชในการบอกตําแหนงของอนุภาคในระบบพิกัดทรงกระบอกบนระนาบ ( ),x z

ซึ่งมีจุดกําเนิด O  อยูที่จุดตัดเสมือนของคูระนาบอิเล็กโทรดเอียงมีนิยามดังนี้ 

α  คือ มุมที่จุดศนูยกลางของอนุภาคทาํกับอิเล็กโทรดลาง 

ρ  คือ ระยะทางจากจุด O  ถึงจุดศูนยกลางของอนุภาค 

minρ  คือ ระยะ ρ สั้นที่สุดที่ใชในการคํานวณซึ่งอนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดบนและลาง 

ρ
α0α

V

Nε

Eε

σ

O

Z

X
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( )min
0

/ 2
sin / 2

σρ
α

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (3.1) 

minα  คือ มุม α  เมื่ออนุภาคสัมผัสกบัอิเล็กโทรดลาง. minα  คํานวณไดจาก 

min
/ 2arcsin σα
ρ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (3.2) 

maxα  คือ มุม α  เมื่ออนุภาคอยูกึง่กลางระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง โดยที ่

max 0 / 2α α= .         (3.3)  

 

คาที่ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐาน 

 การทําใหเปนบรรทัดฐานทําใหเกิดความยืดหยุนในการนําผลการคํานวณไปใชงาน. 

นอกจากนั้น ยังทําใหการเปรียบเทียบผลการคํานวณมีความชัดเจนเพราะลดผลซึ่งเกิดจากตัวแปร

อ่ืนๆ ที่ไมเกี่ยวของ. คาที่ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐานของระยะ, สนามไฟฟา และ แรง มีขนาด

เปน σ , ( )/V σ  และ ( ) 2
0Vε1/8  ตามลําดับ เมื่อ 0ε  คือ สภาพยอมของสุญญากาศ และ

เครื่องหมาย * แทนตัวแปรที่ทําใหเปนบรรทัดฐานแลว. แรงที่ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐาน

คํานวณจาก ( ) 2
0 AEε1/2  ซึ่งเปนแรงภายใตสนามไฟฟา /E V σ=  ที่กระทําบนพื้นที่ A  ของ

อิเล็กโทรดขนาด ( )2/σ 2  เมื่อไมมีอนุภาค. 

 
3.2 การประมาณแรงที่กระทําบนอนุภาคดวยไดโพล (dp) 
 พิจารณาอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก 0E . อนุภาค

ฉนวนภายใตอิทธิพลของสนามไฟฟาภายนอกจะเกิดโพลาไรเซชันซึ่งประจุบวกและลบในโมเลกุล

ของฉนวนจะแยกตัวออกหางกันเล็กนอย ดังรูปที่ 3.2(ก) และทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงของ

สนามไฟฟาภายในอนุภาคและรอบนอกอนุภาค. วิธีการประมาณนี้แทนการวางอนุภาคฉนวนที่

เกิดโพลาไรเซชันดวยไดโพลซึ่งใหสนามไฟฟาเหมือนกับการวางอนุภาคฉนวน ดังรูปที่ 3.2(ข). 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.2  ไดโพลแทนผลของอนุภาคฉนวนภายใตสนามไฟฟาภายนอก 0E  

(ก) โพลาไรเซชันของอนุภาคฉนวน และ (ข) ไดโพลแทนการเกิดโพลาไรเซชัน. 

(ก) 

0E

(ข) 

dipole 
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จากผลเฉลยของสมการลาปลาช ศักยไฟฟาภายนอกอนุภาคคํานวณไดจาก 
3

0 0 2

cos
2

E
r

σ θϕ ϕ γ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (3.4) 

เมื่อ  0ϕ  คือ ศักยไฟฟา ณ จุดศูนยกลางของอนุภาค 

 ( ), ,r θ φ  คือ พิกัดทรงกลมซึ่งมีจุดกําเนิดอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค และ 

 ( )
( )2

N E

N E

ε ε
γ

ε ε
−

=
+

. 

พจนแรกทางดานขวามือของสมการที่ (3.4) คือศักยไฟฟาจากสนามไฟฟาภายนอก 0E  สวนพจน

ที่สองคือศักยไฟฟาเนื่องจากการมีอยูของอนุภาคฉนวน. เมื่อเทียบสัมประสิทธิ์ระหวางสมการ

ศักยไฟฟาที่เกิดจากไดโพลกับสมการที่ (3.4) เราไดไดโพล 
3

0 0p 4
2E Eσπε ε γ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (3.5) 

แรงที่กระทําบนอนุภาคจากการประมาณดวยไดโพลคํานวณไดตามสมการที่ (2.5) ในบทที่ 2 ดังนี้ 

( ) 0pF E= •∇ .          

แทนสมการที ่(3.5) ลงในสมการที ่(2.5) จะไดแรงที่กระทําบนอนุภาคที่ประมาณดวยไดโพลเปน 
3

0 0 04
2dp EF E Eσπε ε γ

⎡ ⎤⎛ ⎞= •∇⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

.      (3.6) 

จากเอกลกัษณของเวกเตอร 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ABBAABBABA ×∇×+×∇×+∇•+∇•=•∇    (3.7) 

แรงในสมการที่ (3.6) เขียนไดเปน 
23

0 0
1
4dp EF Eπε ε γσ= ∇ .       (3.8) 

สําหรับอิเล็กโทรดระนาบเอียงดังรูปที่ 3.1 สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอ 0E  เมื่อไมมีอนุภาคอยูภายใน

กับดักอนุภาคคือ 

0
0

VE E aα αρα
= =          (3.9) 

เมื่อ aα  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทศิ α  และมุม 0α  มีหนวยเปน เรเดียน. ดังนั้น 2
0E∇  ใน

ระบบพิกัด ( ),ρ α  ดงัรูปที่ 3.1 คํานวณไดจาก 
2

2
2 0

0 3 2
0

2E VE a aρ ρρ ρ α
∂ −

∇ = =
∂

       (3.10) 

จะไดแรงเปน 
23

0 01
2

E
dp

E
F aρ

πε ε γσ
ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (3.11) 
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จากสมการของแรงทีก่ระทาํบนอนุภาคเมือ่ประมาณดวยไดโพล ลักษณะของแรงเปนดังนี ้

1. แรงแปรผันตรงกับกําลังสองของแรงดัน และแปรผกผันกับมุมของกับดักอนุภาคยกกําลัง

สอง. นอกจากนี้ แรงยังแปรผันตรงกับกําลังสามของขนาดของอนุภาค และ แปรผันตรง

กับความแตกตางของสภาพยอมสัมพัทธระหวางอนุภาคและฉนวนรอบอนุภาค. ความ

แตกตางของสภาพยอมสัมพัทธระหวางอนุภาคกับฉนวนรอบอนุภาคมีผลตอทิศทางของ

แรงดังนี้  

 N Eε ε>  แรงกระทําบนอนุภาคดึงอนุภาคเขาสูดานในของกับดักอนุภาค 

 N Eε ε<  แรงกระทําบนอนุภาคผลักอนุภาคออกจากกับดักอนุภาค และ 

 N Eε ε=  ไมมีแรงกระทําบนอนุภาค. 

2. แรงแปรผกผันกับระยะหางของอนุภาคจากจุดตัดเสมือนของอิเล็กโทรด กลาวคือ เมื่อ

ระยะหางนอยแรงที่กระทําบนอนุภาคมีมาก. 
 
3.3  การประมาณโดยใชไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) 
 วิธีประมาณแบบ dp ละเลยผลของอิเล็กโทรดซึ่งมีผลตอสนามไฟฟาภายนอก เราสามารถ

ปรับปรุงการประมาณแรงดวยไดโพลโดยรวมผลของเงาที่เกิดจากอิเล็กโทรดชุดแรกซึ่งทําให

เงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดบนและลางมคีวามถูกตองมากขึ้นจากเดิม. เงาของอนุภาคทีท่าํกบั

อิเล็กโทรดลางและบนวางหางจากอิเล็กโทรดเปนระยะ 1d และ 2d  เทากับระยะที่อนุภาคหางจาก

อิเล็กโทรดลางและบน ตามลําดับ ดังรูปที่ 3.3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.3 ตาํแหนงเงาของอิเล็กโทรดชุดแรกที่ใชในการคาํนวณ. 

 

 สัมประสิทธิ์ ,j kM , ,j kB  และ ,j kL  ในสมการสนามไฟฟาบนอนุภาคที่กลาวไวในบทที่ 2 

วิธีการประมาณนี้ใชอันดับ j = 1 ในการคํานวณ และเนื่องจากสนามไฟฟาไมสมมาตรรอบ
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ρ
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O
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อนุภาคทําใหสัมประสิทธิ์มีพจนที่ k ≠ 0 . สัมประสิทธิ์ ( )
1,

i
kM  ( )

1,
i
kB  และ ( )

1,
i
kL  คํานวณดวยวิธีการ

ทําซ้ําเมื่อ ( )i  แทนลําดับที่ในการทําซ้ํา. เรานําสัมประสิทธิ์ที่ไดจากวิธีทําซ้ําไปใชในการคํานวณ

แรงบนอนุภาคตอไป. ขั้นตอนการคํานวณเปนดังตอไปนี้. 

1) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
1,kM  ที่เกิดจากศักยไฟฟาเนื่องจากคูระนาบอิเล็กโทรดเอียง. 

พิจารณาตําแหนงบนผิวของอนุภาคในระบบคารทีเซียน ( ), ,x y z  ศักยไฟฟาบนผิวของ

อนุภาคคํานวณไดจาก 

 
0

V αϕ
α
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (3.12) 

 เมื่อ 1

2 2
tan z

x y
α −

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

 แทนสมการที่ (3.12) ลงในสมการที่ (2.17) ถึง (2.19) จากนั้นอินทิเกรตสมการเพื่อ

 คํานวณ สัมประสิทธิ์ 1,kU  และ 1,kW . แทนคา 1,kU  และ 1,kW  ลงในสมการที่ (2.13) ถึง 

 (2.15) จะไดสัมประสิทธิ์ ( )0
1,kM . 

2) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
1,kB  และ ( )0

1,kL  จาก ( )0
1,kM  ดวยสมการที่ (2.10) และ (2.11) โดยที่ 

( )0
1,kB  คือ ไดโพลที่เกิดจากการมีอยูของอนุภาค. 

3) คํานวณตําแหนงของเงาไดโพลชุดแรกของ ( )0
1,kB   เนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง ดังรูปที่ 

3.4 โดยใชวิธีการในภาคผนวก ง.  

4) คํานวณเงาไดโพล ( )0
1, 1kB⎡ ⎤′⎣ ⎦  เนื่องจากอิเล็กโทรดลางจากไดโพล ( )0

1,kB  ดวยสมการที่ (2.37) 

ดังรูปที่ 3.4. 

5) คํานวณเงาไดโพล ( )0
1, 2kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดบนโดยหมุนไดโพล ( )0

1,kB  กอนเพื่อทําให

ทิศของไดโพลตั้งฉากกับระนาบอิเล็กโทรดบนดวยสมการที่ (2.35) และใชมุม 0α  ในการ

หมุน. หลังจากหมุนไดโพล ( )0
1,kB  แลวจะไดไดโพลที่ผานการหมุนแลวเปน ( )0

1,kB  ในรูปที่ 3.4. 

คํานวณเงาไดโพลที่ผานการหมุนแลว ( )0
1,kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรดบนจากสมการที่ (2.37). 

จากนั้นหมุนเงาไดโพล ( )0
1,kB′  กลับดวยมุม 0α−  เพื่อใหเงาไดโพลอยูในระบบพิกัด

เดียวกันกับ ( )0
1, 1kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ จะไดเงาไดโพลเปน ( )0

1, 2kB⎡ ⎤′⎣ ⎦  ดังรูปที่ 3.4.  

6) เล่ือนขนานเงาไดโพล ( )0
1, 1kB⎡ ⎤′⎣ ⎦  และ ( )0

1, 2kB⎡ ⎤′⎣ ⎦  จากการคํานวณในขอที่ 4 และ 5 มายังจุด

ศูนยกลางของอนุภาคจะไดสัมประสิทธิ์เปน ( )0
1,kM ′ . ( )1

1,kM สําหรับการทําซ้ํารอบถัดไป 

คํานวณไดจาก 

 ( ) ( ) ( )1 0 0
1, 1, 1,k k kM M M ′= + .       (3.13) 

 หลังจากนั้นคํานวณสัมประสิทธิ์ ( )1
1,kB  และ ( )1

1,kL  จาก ( )1
1,kM . 

7) คํานวณขอ 4 ถึง 6 ซ้ําจนกระทั่งคําตอบลูเขา. 
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8) เมื่อได 1,kM , 1,kB  และ 1,kL จากวิธีทําซ้ําแลว นําสัมประสิทธิ์ที่ไดแทนลงในสมการที่ 

(2.40) ถึง (2.45) เพื่อคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาค. 

9) คํานวณแรงจากการประมาณดวยไดโพลที่กระทําบนอนุภาคดวยความเคนที่กระทําบน
อนุภาคจากการอินทิเกรตเชิงเลขตามสมการที่ (2.65).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.4  การหมุน, การเลื่อนขนาน และตําแหนงของเงาไดโพล ( )0
, 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดลาง 

และ ( )0
, 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦ เนื่องจากอิเล็กโทรดบนที่ใชในการคํานวณรอบแรกดวยวิธีทําซ้ําของการ

คํานวณแบบ dps. 
 
3.4  การคํานวณแรงดวยมัลติโพลและเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุด (mps) 
 แรงบนอนุภาคที่มีความถูกตองสามารถคํานวณไดโดยใชมัลติโพลและรวมผลของเงา

เนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุดไวในการคํานวณ. แรงกระทําบนอนุภาคคํานวณไดจากสนามไฟฟาบน

อนุภาคตามสมการในบทที่ 2.  สัมประสิทธิ์ ,j kM  ,j kB  และ ,j kL  ในสมการของสนามไฟฟาและ

แรงบนอนุภาคคํานวณไดโดยใชวิธีทําซ้ําเชนเดียวกับหัวขอที่ 3.3 แตแตกตางกันที่อันดับสูงสุด

ของมัลติโพล และจํานวนชุดของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง. การรวมเงาเนื่องจาก

อิเล็กโทรดทุกชุดทําใหเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดทั้งสองในรปูที่ 3.1 มีความถูกตองสมบูรณ. 

ทวา วิธีการนี้ใชไดเฉพาะกรณีที่ 0α  หาร 360 องศาไดลงตัวเทานั้น. ข้ันตอนการคํานวณเปนดังนี้. 

1) กําหนดอันดับสูงสุดของมัลติโพล mpN  ที่ใชในการคํานวณ. ในที่นี้ ใช mpN = 60 . 

2) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
,j kM  ที่เกิดจากศักยไฟฟาเนื่องจากคูระนาบอิเล็กโทรดเอียง  โดยใช

วิธีการในลักษณะเดียวกับวิธีการคํานวณขอที่ 1 ในหัวขอที่ 3.3 แตใชอันดับ mpj N≤ .  

3) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
,j kB  และ ( )0

,j kL  จาก ( )0
,j kM  ดวยสมการที่ (2.10) และ (2.11) เมื่อ 

( )0
,j kB  คือ มัลติโพลซึ่งอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค. 

( )0
1, 1kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

( )0
1,kM( )0

1,kB

Rotation 

( )0
1,kB

( )0
1, 2kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

Rotation 

( )0
1,kB′

Translation 
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4) คํานวณตําแหนงของเงามัลติโพลของ ( )0
,j kB  เนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง โดยใชการ

คํานวณเชนเดียวกับการคํานวณขอที่ 3 ในหัวขอที่ 3.3 แตตําแหนงของเงามัลติโพลที่ใชมี

ครบทุกชุด. จํานวนเงามัลติโพลทั้งหมดเปน ( )0/α −360 1.  ตัวอยางของตําแหนงการ

วางเงามัลติโพลทุกชุด ที่มุม 0α = 45°  เปนดังรูปที่ 3.5. 

5) คํานวณเงามัลติโพลชุดแรกเนื่องจากอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบนซึ่งมีจํานวนเงาเปน 

( )0/ α360 2  ลูก ดังตัวอยางในรูปที่ 3.5(ก) ซึ่งมีจํานวนเงาทั้งหมด 4 ลูก. เร่ิมตน คํานวณ

เงามัลติโพล ( )0
,j kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรดลางกอนโดยใชสมการที่ (2.37). หลังจากไดเงา 

มัลติโพล ( )0
,j kB′  แลว หมุน ( )0

,j kB′  ใหตั้งฉากกับอิเล็กโทรดบนดวยสมการที่ (2.35) จะไดเงา 

มัลติโพลที่หมุนแลว ( )0
,j kB′ . จากนั้นคํานวณเงามัลติโพล ( )0

,j kB′′ เนื่องจากอิเล็กโทรดบนดวย

สมการที่ (2.37). หมุนเงามัลติโพล ( )0
,j kB′′  กลับทิศดวยมุม 0α−  เพื่อใหอยูในระบบพิกัด

เดียวกับเงามัลติโพล ( )0
,j kB′  จะไดเงามัลติโพล ( )0

,j kB′′ . หลังจากคํานวณเงามัลติโพลจนครบ

ทุกตําแหนงแลว เราจะไดเงามัลติโพล คือ ( ) ( ) ( )0 0 0
, , ,, , ,...j k j k j kB B B′ ′′ ′′′  

6) คํานวณเงามัลติโพลชุดที่สองเนื่องจากอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลางซึ่งมีจํานวนเงา
เปน ( )0/ α360 2 ลูก ดังตัวอยางในรูปที่ 3.5(ข) ซึ่งมีจํานวนเงาทั้งหมด 4 ลูก. เร่ิมตน 

คํานวณเงามัลติโพล ( )0
,j kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรดบนกอน โดยหมุนมัลติโพล ( )0

,j kB  ไปเปน

มุม 0α  ดวยสมการที่ (2.35) ดังรูปที่ 3.5(ข). หลังจากหมุนมัลติโพล ( )0
,j kB  แลวจะได

เปนมัลติโพลที่หมุนแลว ( )0
,j kB . คํานวณเงามัลติโพลที่หมุนแลว ( )0

,j kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรด

บนดวยสมการที่ (2.37). จากนั้นหมุนเงามัลติโพลที่หมุนแลว ( )0
,j kB′  กลับทิศดวยมุม 0α−  

เพื่อใหไดเงามัลติโพล ( )0
,j kB′ ในระบบพิกัดเดียวกันกับ ( )0

,j kB . คํานวณเงามัลติโพล ( )0
,j kB′′  

เนื่องจากอิเล็กโทรดลางตอดวยสมการที่ (2.37). เมื่อคํานวณเงามัลติโพลจนครบทุก

ตําแหนงแลว เราจะไดเงามัลติโพล คือ ( ) ( ) ( )0 0 0
, , ,, , ,...j k j k j kB B B′ ′′ ′′′  

7) เงามัลติโพลตําแหนงสุดทายที่ซ้ํากันจากในขอที่ 5 และ 6 ใหเลือกใชเงาลูกใดลูกหนึ่งเพียง

ลูกเดียว. 

8) เลื่อนขนานเงามัลติโพลทั้งหมดในขอที่ 5 ถึง 7 มายังจุดศูนยกลางของอนุภาคจะได

สัมประสิทธิ์เปน ( )0
,j kM ′ . ( )1

,j kM สําหรับการทําซ้ํารอบถัดไปคํานวณไดจาก 

 ( ) ( ) ( )1 0 0
, , ,j k j k j kM M M ′= + .       (3.14) 

 จากนั้นคํานวณสัมประสิทธิ์ ( )1
,j kB  และ ( )1

,j kL  จาก ( )1
,j kM . 

9) คํานวณขอ 5 ถึง 8 ซ้ําจนกระทั่งคําตอบลูเขา. 

10) เมื่อไดสัมประสิทธิ์ ,j kM  ,j kB  และ ,j kL จากวิธีทําซ้ําแลว นําไปคํานวณสนามไฟฟาและ

แรงบนอนุภาคเชนเดียวกับวิธีการคํานวณขอที่ 8 และ 9 ในหัวขอที่ 3.3 แตใชอันดับ 

mpj N≤ . 
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รูปที่ 3.5  การหมุนมัลติโพล การเลื่อนขนานมัลติโพล และ ตําแหนงของเงามัลติโพล เมื่อ 

0α = °45  (ก) เงามัลติโพลชุดแรกเนื่องจากอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบนจํานวน 4 

ลูก และ (ข) เงามัลติโพลชุดที่สองเนื่องจากอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลางจํานวน 4 

ลูก. 

(ข) 

( )0
,j kB′′

Rotation 

( )0
,j kB( )0

,j kB
( )0
,j kM

( )0
,′j kB

Rotation 

( )0
,j kB′

( )0
,j kB′′′( )0

,j kB′′′

Rotation 

Translation 

(ก) 

( )0
,j kM( )0

,j kB

Rotation 
( )0
,j kB′( )0

,j kB′

( )0
,j kB′′′

Translation 

( )0
,j kB′′

Rotation 

( )0
,j kB′′
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3.5 ลักษณะสมบัติของแรงที่ไดจากวิธีการตางๆ 
 การเปรียบเทียบลักษณะสมบัติของแรงที่กระทําบนอนุภาคจากวิธีการทั้งสามวิธีที่กลาว

มา แบงออกเปน 3 กรณี. ลักษณะสมบัติของแรงสองกรณีแรก คือ แรงเมื่ออนุภาคอยูระหวาง

อิเล็กโทรดบนและลาง และ แรงเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง เพื่อใหเห็นภาพลักษณะ

สมบัติของแรงที่ไดเมื่อ ρ  คงที่ และ เมื่อ ρ  เปลี่ยนแปลง ตามลําดับ. ลักษณะสมบัติของแรงกรณี

สุดทาย คือ ขนาดของแรงที่กระทําบนอนุภาคมากที่สุด. ผลการคํานวณที่ไดเปนดังตอไปนี้.  

 
3.5.1 แรงเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง 
 ตําแหนงของอนุภาคเปลี่ยนไปตามรูปที่ 3.6 โดยเริ่มจากตําแหนงที่อนุภาคสัมผัสกับ

อิเล็กโทรดลางจนกระทั่งตําแหนงของอนุภาคอยูกึ่งกลางระหวางอิเล็กโทรดทั้งสอง. ระยะ ρ  ที่ใช

ในการคํานวณมี 3 คา คือ ( )min /kρ ρ σ= + 2  เมื่อ k = 1,3,7  โดยเปลี่ยนมุม 0α  เปน 

30°, 45°, 60°  และ 90° . คาสภาพยอมสัมพัทธที่ใชคือ Eε = 1 และ Nε = 4 . อยางไรก็ตาม ใน

ที่นี้ แรงบนอนุภาคจากการประมาณดวยไดโพล (dp) การประมาณดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่อง

จากอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) และการคํานวณดวยมัลติโพลและเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุด 

(mps) แสดงเพียงคา k = 1 และ 3 ที่มุม 0α  เทากับ 30°  และ 60° . ผลการคํานวณในกรณีที่

เหลือแสดงไวในภาคผนวก จ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.6 ตําแหนงในการคํานวณแรงบนอนุภาคเมื่ออนภุาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง. 

 

 ลักษณะโดยทั่วไปของสนามไฟฟาภายในกับดักอนุภาค คือ ที่  ρ  นอย ( )k = 1 จะมี

สนามไฟฟาสูงกวาบริเวณที่อนุภาคอยูไกลออกมา ( )k = 3,7 . รูปที่ 3.7 และ 3.8 แสดงการ

เปลี่ยนแปลงของ *Fρ  และ *Fα  ตามลําดับ เมื่อเปลี่ยนมุม α  ที่ ρ  คงที่ ( )k = 3  และ 

0α = 30°  โดยคํานวณจาก 3 วิธี คือ dp, dps และ mps. Fρ  และ Fα  ข้ึนกับระยะหาง 1d2  

ระหวางอนุภาคกับเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลาง  และ 2d2  ระหวางอนุภาคกับเงาเนื่องจาก

ρ
α

0 / 2α

Eε

V

Nε

O
0α

X

Z
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อิเล็กโทรดบน  ในรูปที่ 3.3. ผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางมีมากกวาเงาเนื่องจากอิเล็กโทรด

บนเพราะตําแหนงของอนุภาคอยูใกลกับอิเล็กโทรดลาง (มุม α เพิ่มข้ึนจากอิเล็กโทรดลาง) และ

ผลของเงาทั้งสองจะเทากันที่มุม 0 /α α= 2 . เมื่อมุม α  เพิ่มมากข้ึน  แนวโนมของ Fρ  มีขนาด

ลดลง ดังเสนกราฟแบบ mps ในรูปที่ 3.7 เพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลงตาม

ระยะระหวางอนุภาคกับอิเล็กโทรดลางที่เพิ่มข้ึน. เมื่อใชการประมาณแบบ dps Fρ  มีแนวโนม

เชนเดียวกับการคํานวณที่ถูกตองแบบ mps แตมีขนาดต่ํากวา. ในรูปที่ 3.7  เนื่องจากการคํานวณ

แบบ dp ไมไดคิดผลของอิเล็กโทรดจึงมีเฉพาะ Fρ  เทานั้น และทําใหการเปลี่ยนมุม α  ไมมีผลตอ 

Fρ  รวมทั้งขนาดของแรงก็นอยที่สุดในวิธีการคํานวณทั้งสามแบบ. ดังนั้น การประมาณแบบ dp 

จึงใหผลไมตรงกับแรงที่เกิดขึ้นจริง.  เมื่อนําแรงจากการคํานวณทั้ง 3 วิธีมาเปรียบเทียบกัน ไดผล

คือ บริเวณที่สนามไฟฟาสูง ( )minα α= Fρ  แบบ mps มีคาประมาณ 1.8 และ 1.1 เทาของแรง

แบบ dp และ dps เมื่อ 0α = 30°  ตามลําดับ. ความแตกตางของ Fρ  แบบ mps กับแบบ dp และ 

dps จะลดลงเมื่อมุม α  เพิ่มมากขึ้น เพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลง เชน ที่ 

0 /α α= 2  ความแตกตางของแรงจะลดลง และมีคาประมาณ 1.2 และ 1.03 เทาของแบบ dp 

และ dps ตามลําดับ ดังรูปที่ 3.7. การประมาณแบบ dps จึงใหผลที่ดีกวาแบบ dp และFρ  แบบ 

dps มีคาประมาณ 1.1 และ 1.6 เทาของแรงแบบ dp ที่ 0 /α α= 2  และ minα α=  ตามลําดับ. 

เมื่อเราใชวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ําดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก แรง

บนอนุภาคประมาณไดดวยสมการ (ดูภาคผนวก ฉ) 

( )
( )

( )
( )

2 2
01

6 2 3 3
0 0

cos 1 cos 13
256 sin sin

KFρ

α α α

ρ α α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= − +⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
   (3.14) 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
0 01

6 2 4 4
0 0

cos 1 cos cos 1 cos3
256 sin sin

KFα

α α α α α α

ρ α α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
 (3.15) 

 

เมื่อ 2 6 2
1 0 EK Vπε ε γ σ= .  

 

 พจนแรกและพจนที่สองในวงเล็บทางดานขวามือของสมการที่ (3.14) และ (3.15) เปนผล

ที่เกิดจากเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง ตามลําดับ. เมื่อมุม α  เพิ่มข้ึน  พจนแรกและ

พจนที่สองในวงเล็บทางดานขวามือของสมการที่ (3.14) มีคาเพิ่มข้ึน และลดลง ตามลําดับ. 

อยางไรก็ตาม ผลของพจนที่สองมีมากกวาพจนแรกจึงทําให Fρ  ลดลงตามการเพิ่มของมุม α  ซึ่ง

มีแนวโนมเชนเดียวกับแรงจากการคํานวณแบบ dps ในรูปที่ 3.7. 
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รูปที่ 3.7  *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 30° . 
 

 Fα  เกิดจากผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง. เมื่อมุม α  เพิ่มข้ึน Fα  มีขนาด

ลดลง และมีขนาดเปนศูนยเมื่อ 0 /α α= 2  เพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง

เทากัน ดังเสนกราฟแบบ mps ในรูปที่ 3.8. Fα  แบบ dps มีแนวโนมเชนเดียวกับแบบ mps. 

อยางไรก็ตาม Fα แบบ dps มีขนาดนอยกวาแรงของแบบ mps เพราะผลของจํานวนเงาเนื่องจาก

อิเล็กโทรดที่นอยกวา ตัวอยางเชน Fα  แบบ mps มีคาประมาณ 1.9 เทาของแรงแบบ dps ที่ 

minα α= . จากสมการที่ (3.15) เมื่อมุม α  เพิ่มข้ึน ผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนจะมากขึ้น

ทําใหพจนแรกในวงเล็บทางดานขวามือมีคามากขึ้น แตผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลง

ทําใหพจนที่สองในวงเล็บทางดานขวามือมีคาลดลงจึงทําให Fα  ลดลง. 

 

 
รูปที่ 3.8  *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและ

ลาง ที่ k = 3  และ 0α = 30° . 
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 เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึนเปน 60°  การเปลี่ยนแปลงของ *Fρ  และ *Fα  เมื่อเปลี่ยนมุม α  ที่ 

k = 3  จากการคํานวณแบบ dp, dps และ mps แสดงไวในรูปที่ 3.9. เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึนทําให 

Fρ  และ Fα  จาการคํานวณทั้งสามวิธีลดลง. จากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ํา Fρ  และ Fα  มี

ขนาดลดลงเนื่องจากแปรผันตรงกับ 2
0/α1  ตามสมการที่ (3.14) และ (3.15) ตามลําดับ. 

นอกจากนี้ Fρ  และ Fα  จากการคํานวณทั้งสามมีขนาดลดลงใกลเคียงกันเนื่องจากสนามไฟฟา

ลดลง.  
 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.9  แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 60°  

(ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps)  และ (ข) *Fα  จากการคํานวณ

แบบ dps และ mps. 

 

 รูปที่ 3.10 แสดงการเปลี่ยนแปลงของ *Fρ  และ *Fα  เมื่อเปลี่ยนมุม α  ที่ k = 1 และ 

0α = 30°  โดยคํานวณจากวิธีแบบ dp, dps และ mps. เมื่อระยะ ρ  ลดลง ( )k = 1  อนุภาคอยู
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ในบริเวณที่สนามไฟฟาสูงขึ้น และระยะระหวางอนุภาคกับเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลาง

ลดลง .  ผลดังกลาวทําให Fρ  และ  Fα  มีขนาดสูงขึ้นจากกรณีที่  k = 3  แตแนวโนมการ

เปลี่ยนแปลงของแรงยังเปนเชนเดียวกัน. นอกจากนี้ ความแตกตางของแรงบนอนุภาคจากการ

คํานวณแบบ mps กับการประมาณแบบ dp และ dps มีคามากขึ้นดวย. 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.10  แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 30°   

(ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ (ข) *Fα  จากการคํานวณ

แบบ dps และ mps. 

 

 เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึนเปน 60°  การเปลี่ยนแปลงของ *Fρ  และ *Fα  เมื่อเปลี่ยนมุม α  ที่ 

k = 1 จากการคํานวณทั้ง 3 วิธี คือ dp, dps และ mps แสดงไวในรูปที่ 3.11. เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึน 

Fρ  และ Fα  ที่เกิดขึ้นมีขนาดลดลงและมีแนวโนมเชนเดียวกับกรณีที่ k = 3 แตขนาดของแรงยังมี

คาสูงกวาเนื่องจากอนุภาคอยูในบริเวณที่สนามไฟฟาสูง. 
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.11  แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 60°   

(ก) *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ (ข) *Fα  จากการคํานวณ

แบบ dps และ mps. 
 

 จากผลการคํานวณในกรณีนี้ อิเล็กโทรดทั้งสองมีผลตอแรงบนอนุภาค และการประมาณ

แรงบนอนุภาคจากการคํานวณแบบ dp และ dps มีความคลาดเคลื่อนมากเมื่ออนุภาคอยูใกลกับ

อิเล็กโทรด สังเกตไดจากความแตกตางของแรงกับการคํานวณแบบ mps. ความแตกตางของแรง

จากการคํานวณแบบ dp และ dps กับแบบ mps มีคานอยที่สุดเมื่ออนุภาคอยูกึ่งกลางระหวาง

อิเล็กโทรดทั้งสอง. ดังนั้นการประมาณแบบ dp และ dps ใชไดดีเฉพาะกรณีที่อนุภาคอยูหางจาก

อิเล็กโทรดซึ่งเปนบริเวณที่สนามไฟฟาต่ํา. 
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3.5.2 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง 
 การเปลี่ยนตําแหนงของอนุภาคในกรณีนี้เปนดังรูปที่ 3.12 โดยผลการคํานวณแรงบน

อนุภาคในที่นี้แสดงเพียงมุม  0α  เทากับ  30°  และ  60° . คาสภาพยอมสัมพัทธที่ ใช เปน

เชนเดียวกับหัวขอที่ 3.5.1. ผลการคํานวณของกรณีอ่ืนๆ ที่ไดแสดงไวในภาคผนวก ช. 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 3.12 ตําแหนงในการคํานวณแรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสกบัอิเล็กโทรดลาง. 
 

 *Fρ  จากการคํานวณแบบ dp, dps และ mps เมื่อเปล่ียน ρ  โดยใหอนุภาคสัมผัสกับ

อิเล็กโทรดลาง ที่ 0α = 30°  แสดงไวในรูปที่ 3.13. การเพิ่มข้ึนของ ρ  ทําให Fρ  ลดลงเพราะเงา

เนื่องจากอิเล็กโทรดบนอยูหางจากอนุภาคมากขึ้นสงผลทําใหสนามไฟฟาลดลง ดังเสนกราฟแบบ 

mps ในรูปที่ 3.13. ที่ minρ  Fρ  แบบ dp และ dps ลดลงตามการเพิ่มของ ρ  เชนเดียวกัน แตมี

ขนาดต่ํากวาแบบ mps และอัตราการลดลงแตกตางกัน. Fρ  แบบ mps มีคาประมาณ 3.2 และ 

1.4 เทาของแรงแบบ dp และ dps ตามลําดับ. การประมาณแบบ dp ตามสมการที่ (3.8) มีเฉพาะ

แรง Fρ  ดึงอนุภาคเขาสูดานในของกับดักอนุภาค และแปรผกผันกับ 3ρ  ดังสมการ 
3 2

0
3 2

0

1
2

E VFρ
ε ε γσ

ρ α
⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.       (3.16)  

เมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง แรงบนอนุภาคจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ําดวยไดโพล

และเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก (ดูภาคผนวก ฉ) เปนดังสมการ 

( ) ( )2 2 2 2
1
5 2 3 3

0

2 16 23
256

dKF
dρ

ρ ρ σ

ρ α σ

⎧ ⎫− −⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

    (3.17) 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1
5 2 4 4

0

2 16 2 43
256

d dKF
dα

ρ ρ ρ σ ρ σ

ρ α σ

⎧ ⎫− − − −⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  (3.18) 

เมื่อ d  คือ ระยะจากจุดศูนยกลางของอนุภาคถึงระนาบอิเล็กโทรดบน โดยที่ 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 04 / 2 sin / 2 cosd ρ σ α σ α= − − .    (3.19) 

จากสมการที่ (3.17) เมื่อระยะ ρ  เพิ่มข้ึนทําใหระยะ d  เพิ่มข้ึน และ Fρ  ลดลงเพราะแปรผันตรง

กับ  3/ d1  และ 5/ ρ1 .  

V

ρ
α

Eε

Nε

O
X
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รูปที่ 3.13 *Fρ  จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง ที่ 

0α = 30° . 

 

 รูปที่ 3.14 แสดง *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อเปลี่ยน ρ  โดยใหอนภุาค

สัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง ที่ 0α = 30° . การเปลี่ยนแปลงของ Fα  ที่ถูกตองจากแบบ mps คือ 

ชวงแรก Fα  เพิ่มข้ึนตาม ρ  และชวงที่สองแรงลดลงเมื่อ ρ  เพิ่มข้ึน. ตําแหนงที่ Fα  มากที่สุด

เปลี่ยนไปตามมุม 0α . Fα  จากการคํานวณแบบ dps มีแนวโนมการเปลี่ยนแปลงเหมือนกับแบบ 

mps แต Fα  แบบ mps มีขนาดสูงกวาแบบ dps โดยที่ Fα  มากที่สุดของแบบ mps มีขนาด

ประมาณ 2.3 เทาของแบบ dps. เมื่อเพิ่มระยะ ρ  ทําใหพจนแรกในวงเล็บทางดานขวามือของ

สมการที่ (3.18) มีคาลดลงเพราะระยะ d  เพิ่มข้ึน และพจนที่สองมีคาเพิ่มข้ึน. การเปลี่ยนแปลง 

ดังกลาวทําให Fα  จากสมการที่ (3.18) มีลักษณะเชนเดียวกับแรงแบบ dps ในรูปที่ 3.14.  

 

 
รูปที่ 3.14  *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง ที่ 

0α = 30° . 
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 เมื่อเพิ่มมุม 0α  ที่ใชในการคํานวณเปน 60°  (ระยะ minρ  ลดลง) *Fρ  และ *Fα  แสดง

ในรูปที่ 3.15. Fρ  มีขนาดเพิ่มข้ึน แต Fα  มีขนาดลดลงเมื่อเทียบกับกรณีที่ 0α = 30° . เมื่อ

พิจารณาแรงบนอนุภาคจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ําพบวาFρ  เพิ่มข้ึนเพราะระยะ ρ  ลดลง

ซึ่งทําให 5/ ρ1  มีผลมากกวา 2
0/α1   และพจนทั้งสองในวงเล็บทางดานขวามือของสมการที่ 

(3.17) ที่มีคาลดลง. Fα  มีขนาดลดลงเพราะผลของ 2
0/α1  และพจนทั้งสองในวงเล็บทางดาน

ขวามือของสมการที่ (3.18) มีคาลดลงเมื่อเทียบกับที่ 0α = 30°  และมีผลมากกวา 5/ ρ1  ซึ่ง

เพิ่มข้ึนจากระยะ ρ  ที่นอยลง. 

 เมื่อคํานวณที่ k  สูงขึ้นไปพบวา การประมาณแบบ dps ใหความคลาดเคลื่อนของ Fρ  

และ Fα  ต่ํากวา 10% และ 45% ตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบกับแบบ mps ที่ minρ ρ σ= + 5  

( )k = 10  ในชวงมุม 0α  เทากับ 30°  ถึง 90° . ในกรณีที่อนุภาคอยูที่ตําแหนงใกลกวานี้ควร

คํานวณอยางละเอียดเพื่อใหไดคาของแรงที่แมนยําพอสมควร. 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 3.15 แรงบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง ที่ 0α = 60°  (ก) *Fρ  จากการคํานวณ

ทั้งสาม (dp, dps และ mps) และ (ข) *Fα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps. 
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3.5.3 ขนาดแรงสูงสุดบนอนุภาค  
 กําหนดให ,maxFρ  และ ,maxFα  เปนขนาดสูงสุดของแรงในทิศ ρ  และ α  ตามลําดับ ของ

กับดักอนุภาคหนึ่งๆ ( 0α  คงที่). ,maxFρ เกิดขึ้นเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดบนและลาง และ 

,maxFα  ในที่นี้ เกิดขึ้นเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง.  

 
 

3.5.3.1 ,maxFρ   

 รูปที่ 3.16 แสดงการเปลี่ยนแปลงของ *
,maxFρ  จากการคํานวณแบบ dp, dps และ mps 

กับการเพิ่มของมุม 0α  จาก 5°  ถึง 90° . ,maxFρ ที่ถูกตองจากแบบ mps มีขนาดเพิ่มข้ึนเมื่อมุม 

0α  เพิ่มข้ึน. เมื่อใชการประมาณแบบ dp และ dps ,maxFρ  เพิ่มตามการเพิ่มข้ึนของมุม 0α  

เชนเดียวกัน แต ,maxFρ แบบ dps มีขนาดสูงกวาแบบ dp โดยเฉลี่ยประมาณ 2.3 เทาในชวง 

0α = 5°  ถึง 90° . อยางไรก็ตาม เมื่อมุม 0α  เขาใกล 90°  การเพิ่มข้ึนของ ,maxFρ  แบบ mps 

ยังคงเพิ่มมากขึ้น ตางกับแบบ dp และ dps ที่มีขนาดลดลง. เมื่อใชการประมาณแบบ dp และ 

dps ทําให ,maxFρ มีขนาดนอยกวา ,maxFρ ที่ควรจะเปนซึ่งไดจากแบบ mps โดยที่ ,maxFρ แบบ 

mps มีคาประมาณ 3 และ 1.3 เทาของแรงแบบ dp และ dps ตามลําดับ ที่ 0α = 5°  และความ

แตกตางของแรงจะเพิ่มข้ึนเรื่อยๆ จน ,maxFρ แบบ mps มีคาประมาณ 5 และ 2.3 เทาของ ,maxFρ

แบบ dp และ dps ตามลําดับ ที่ 0α = 90° . 

 ,maxFρ แบบ dp คํานวณไดจากสมการที่ (3.11) โดยแทนสมการที่ (3.9) และ (3.1) ลงไป. 

,maxFρ แบบ dp เปนไปตามสมการ 

( )3
02

,max 0 2
0

sin / 2
4 EF Vρ

α
πε ε γ

α
⎡ ⎤

= − ⎢ ⎥
⎣ ⎦

.      (3.20) 

จากสมการที่ (3.20) เมื่อมุม 0α  เพิ่มมากขึ้นพจน ( )3
0sin /α 2 มีผลมากกวาพจน 2

0/α1  จึงทําให 

,maxFρ เพิ่มข้ึน. ,maxFρ จากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ําดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจาก

อิเล็กโทรดชุดแรก (ดูภาคผนวก ฉ) เปนไปตามสมการ 

( ) ( ){ }2 32
,max 0 02

0

3 cos / 2 1 sin / 2
2
KFρ α α
α

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦     (3.21) 

เมื่อ 2 2
2 0 EK Vπε ε γ= . 

 จากสมการที่ (3.21) เมื่อมุม 0α  เพิ่มมากข้ึนทําให ,maxFρ เพิ่มข้ึนตามพจน ( )3
0sin / 2α  

ซึ่งมีผลมากกวาการลดลงของ ( )2
0cos / 2 1α⎡ ⎤+⎣ ⎦  และพจน 2

2 0/K α  หนาวงเล็บซ่ึงมีขนาดลดลง

เชนเดียวกัน. แนวโนมการเปลี่ยนแปลงของ ,maxFρ  ตามสมการที่ (3.21) เปนเชนเดียวกับแรงจาก

แบบ dps.  
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รูปที่ 3.16  *

,maxFρ  จากการคํานวณทัง้สาม (dp, dps และ mps) เมื่อ 0α = 5°  ถงึ 90° . 

 
3.5.3.2 ,maxFα   

 การเปลี่ยนแปลงของ *
,maxFα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps กับการเพิ่มของมุม 

0α  จาก 5°  ถึง 90°แสดงไวในรูปที่ 3.17. การเปลี่ยนแปลงของ ,maxFα  ลดลงตามการเพิ่มของมุม 

0α  ดังกราฟจากการคํานวณที่ถูกตองแบบ mps. เมื่อใชการประมาณแบบ dps ,maxFα มีแนวโนม

ลดลงเชนเดียวกันแตมีขนาดต่ํากวาแบบ mps ยกตัวอยางเชน ,maxFα แบบ mps มีขนาดประมาณ 

2.3 และ 2.6 เทาของแบบ dps ที่มุม 0α  เทากับ 5°  และ 90°  ตามลําดับ. จากสมการที่ (3.18) ที่

ไดจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซ้ํา ,maxFα  มีแนวโนมลดลงตามการเพิ่มของมุม 0α  เพราะคา

ของ 2
0/α1  และพจนในวงเล็บทางดานขวามือของสมการที่ (3.18) ลดลงและมีผลเดนกวาการ

เพิ่มข้ึนของ 5/ ρ1 . 

 

 
รูปที่ 3.17  *

,maxFα  จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อ  0α = 5°  ถึง 90° . 
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ระยะ ρ  ณ ตําแหนงที่เกิด ,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps แสดงดังรูปที่ 3.18. เม่ือ

มุม 0α  เพิ่มข้ึน ระยะ ρ  ณ ตําแหนงที่เกิด ,maxFα แบบ dps และ mps มีแนวโนมลดลง

เชนเดียวกัน แตระยะ ρ  ณ ตําแหนงที่เกิด ,maxFα ตางกันโดยเฉลี่ยประมาณ 7%. แมวาตําแหนง

ของอนุภาคที่เกิด ,maxFα จะแตกตางกันเพียงเล็กนอยก็ตาม แตการประมาณแบบ dps ยังมีความ

คลาดเคลื่อนมากเนื่องจากขนาดของ ,maxFα แตกตางจากการคํานวณแบบ mps หลายเทาดังที่

กลาวไปแลวขางตน. 

 

 
 
รูปที่ 3.18  ตําแหนงที่เกิด ,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90° . 
 
3.5.3.3 ผลของการเปลี่ยนอัตราสวนสภาพยอม /N Eε ε ตอขนาดสูงสุดของแรงบนอนุภาค 
 หัวขอนี้ศึกษาผลของอัตราสวน /N Eε ε  ที่มีตอ ,maxFρ และ ,maxFα . อัตราสวน /N Eε ε  ที่

ใชในการคํานวณคือ 1, 2, 4, 8, 16 และ 32. หัวขอนี้แสดง ,maxFρ และ ,maxFα  จากการคํานวณ

แบบ dp, dps และ mps เฉพาะที่ 0α = 30° .  

 รูปที่ 3.19 แสดง *
,maxFρ  จากวิธีการคํานวณแบบ dp, dps และ mps ที่ 0α = 30° . 

สัมประสิทธิ์ ,j kB และ ,j kM  จากสมการที่ (2.40) ถึง (2.45) ที่ใชคํานวณสนามไฟฟาภายในและ

ภายนอกอนุภาคในบทที่ 2  สัมพันธกับ /N Eε ε  ตามสมการที่ (2.10). ดังนั้น ,maxFρ แบบ mps จึง

ข้ึนกับ /N Eε ε  โดยเปนฟงกชันของ ( )
( )0

1
1 1

mpN

j

j
j

ξ
ξ=

−
⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

∑  เมื่อใชอันดับมัลติโพลสูงสุด mpN  

และ /N Eξ ε ε= . ,maxFρ แบบ mps มีแนวโนมเพิ่มข้ึนตาม /N Eε ε  และจะเพิ่มสูงข้ึนมากเมื่อ 

/N Eε ε  มีคามาก. ,maxFρ จากการคํานวณแบบ dp และ dps ซ่ึงใชไดโพลในการคํานวณขึ้นกับ 

/N Eε ε  โดยเปนฟงกชันของ γ  และ 2γ  ตามสมการที่ (3.20) และ (3.21) ตามลําดับ. ดังนั้น เมื่อ

เพิ่ม /N Eε ε  ,maxFρ แบบ dp และ dps จึงเพิ่มข้ึนนอยมากเมื่อเปรียบเทียบกับ ,maxFρ แบบ mps. 
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ที่ /N Eε ε = 2  ,maxFρ แบบ mps มีขนาดมากกวา ,maxFρ แบบ dp และ dps ประมาณ 1.9 และ 

1.3 ตามลําดับ และความแตกตางของแรงจะเพิ่มมากขึ้นเปน 91 และ 16 เทา ตามลําดับ เม่ือ 

/N Eε ε = 32  ดังรูปที่ 3.19. 

 

 
รูปที่ 3.19  *

,maxFρ จากการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่อเปล่ียนอัตราสวน /N Eε ε  

ที่ 0α = 30° . 
 

 *
,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps ที่ 0α = 30°  แสดงไวในรูปที่ 3.20. การ

เปล่ียนแปลงของ ,maxFα แบบ dps และ mps กับการเพิ่มของ /N Eε ε  เปนเชนเดียวกับ ,maxFρ . 

เมื่อ /N Eε ε  มีคามาก การเพิ่มข้ึนของ ,maxFα แบบ dps ลดลง แต ,maxFα แบบ mps ยังคงเพิ่มมาก

ข้ึน. ,maxFα แบบ mps มีคาประมาณ 1.5 และ 29 เทาของแรงแบบ dps ที่ /N Eε ε = 2  และ 

/N Eε ε = 32  ตามลําดับ.  

 

 
รูปที่ 3.20  *

,maxFα จากการคํานวณแบบ dps และ mps เม่ือเปล่ียนอัตราสวน /N Eε ε  ที่ 

  0α = 30° .  
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 ความแตกตางของแรงบนอนุภาคแบบ mps กับแบบ dp และ dps เพิ่มข้ึนตาม /N Eε ε ที่

มากขึ้น. การประมาณแบบ dp และ dps สามารถใชไดเมื่อ /N Eε ε  มีคานอย. เม่ือคํานวณที ่

/ 2N Eε ε ≤  และ 0α ≤ 30°  ,maxFρ แบบ dp และแบบ dps มีความคลาดเคลื่อนจากแบบ mps 

นอยกวา 40% และ10% ตามลําดับ และ ,maxFα แบบ dps มีความคลาดเคลื่อนจากแบบ mps. 

นอยกวา 28%. ดังนั้น การประมาณแบบ dps สามารถใชไดเมื่อ /N Eε ε ≤ 2  และ 0α ≤ 30°  แต

เมื่อ /N Eε ε  มีคาสูง และ 0α > 30°  ควรใชการคํานวณอยางละเอียดเพื่อใหไดคาที่ถูกตอง. 
 
3.6 สรุปผล 
1. ที่มุมของกับดักอนุภาคหนึ่ง ( 0α คงที่) แรงบนอนุภาคที่ถูกตองมีทั้งในทิศ ρ  และ α  ซ่ึงไดจาก

การคํานวณแบบ mps. การประมาณแบบ dps มีแรงบนอนุภาคทั้งสองทิศทางเชนกัน แตแบบ 

dp มีแรงเฉพาะในทิศ ρ  เทานั้น. แรงบนอนุภาคขึ้นกับตําแหนงของอนุภาค ( ),ρ α  เพราะตัว

แปรทั้งสองมีผลทําใหสนามไฟฟาบนอนุภาคเปลี่ยน. เม่ือระยะ ρ  คงที่โดยใหมุม α  เพิ่มข้ึน 

แรงบนอนุภาคลดลงเพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลง. เมื่อระยะ ρ  เพิ่มข้ึน แรง

ในทิศ ρ  ลดลง (แรงจากการคํานวณแบบ dp แปรผันตรงกับ 3/ ρ1  สวนแรงจากวิธีวิเคราะห

โดยไมใชวิธีทําซํ้าแปรผันตรงกับ 5/ ρ1 ) และแรงในทิศ α  แปรผันกับมุม และระยะที่อนุภาค

ทํากับอิเล็กโทรดบนและลาง. 

2. เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึน ที่ระยะ ρ  คงที่  แรงบนอนุภาคทั้งในทิศ ρ  และ α  ลดลงเนื่องจาก

สนามไฟฟาลดลง. อยางไรก็ตาม ที่ระยะ ρ  เปล่ียน (ระยะ minρ  ลดลง) ทําใหแรงในทิศ ρ  

เพิ่มข้ึน และแรงในทิศ α  ลดลงเพราะสนามไฟฟาลดลง และผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบน

ที่นอยลง. 

3. ตําแหนงของแรงบนอนุภาคมากที่สุดในทิศ ρ  และ α แตกตางกัน คือ อนุภาคสัมผัสกับ

อิเล็กโทรดบนและลาง และอนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง ตามลําดับ.  

4. จากสมการของวิธีวิเคราะหที่ได เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึน แรงสูงสุดบนอนุภาคในทิศ ρ  เพิ่มข้ึนโดย

แปรผันตาม ( )3 2
0 0sin / /α α2  และแรงสูงสุดบนอนุภาคในทิศ α  ลดลงเนื่องจากแปรผัน

โดยประมาณกับ ( ) ( )3 2 4
0 0 0cos / sinα α α⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

5. เมื่อ /N Eε ε  เพิ่มข้ึน ขนาดแรงสูงสุดบนอนุภาคเพิ่มข้ึน. การประมาณแบบ dps สามารถ

นํามาใชไดเมื่อ /N Eε ε ≤ 2  และ 0α ≤ 30°  ซ่ึงมีความคลาดเคลื่อนนอยกวา 10% แตเมื่อ 

/N Eε ε  มีคาสูงข้ึนควรใชการคํานวณอยางละเอียดเพื่อใหไดคาที่ถูกตอง. 
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6.  การคํานวณแบบ dp และ dps นั้นจะใชไดเมื่อตําแหนงของอนุภาคอยูหางจากอิเล็กโทรด และ

บริเวณที่สนามไฟฟาสูง. ถาตองการใชเวลาในการคํานวณที่เร็ว การคํานวณแบบ dps สามารถ

นํามาใชไดที่ตําแหนงของอนุภาค minρ ρ σ≥ + 5  หรือ k = 10  ในชวงมุม 0α  เทากับ 30°  ถึง 

90°  และ /N Eε ε ≤ 4  โดยมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยของแรงในทิศ ρ  และ α  นอยกวา 10% 

และ 45% ตามลําดับ. อยางไรก็ตาม เม่ือตําแหนงของอนุภาคอยูใกลกับอิเล็กโทรดควรใชการ

คํานวณอยางละเอียดแบบ mps ซ่ึงสามารถทําไดที่ทุกๆ ตําแหนงของอนุภาค และใหคาที่

ถูกตอง.  

 



บทที่  4 
 

การประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ํากับอนุภาคกระจายแบบสุม 
ในของไหลอีอาร 

 
 รูปแบบปญหาเปนการจําลองอนุภาคที่กระจายแบบสุมในของไหลอีอารภายใต

สนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก. สนามไฟฟาไมสม่ําเสมอเกิดจากผลของการมีอยูของอนุภาค และ

อนุภาคที่อยูใกลกัน. หัวขอนี้วิเคราะหสนามไฟฟาและแรงบนอนุภาคโดยใชแบบจําลองไดโพล 

และแบบจําลองมัลติโพล. ในที่นี้ แบบจําลองไดโพลและแบบจําลองมัลติโพล หมายถึง การ

ประมาณแรงบนอนุภาคดวยไดโพลและมัลติโพล ตามลําดับ โดยที่การประมาณแรงทั้งสองวิธีรวม

ผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดที่ปอนสนามไฟฟาใหกับของไหลอีอาร. หัวขอนี้พิจารณา

คาพารามิเตอรที่เหมาะสมของแบบจําลองมัลติโพลที่นํามาใชในการจําลองของไหลอีอาร. จากนั้น 

แบบจําลองมัลติโพลที่ใชพารามิเตอรคาดังกลาวถูกนํามาใชในการจําลองของไหลอีอาร และ

เปรียบเทียบความแตกตางรวมทั้งขอดี และขอเสียกับผลจากการจําลองดวยแบบจําลองไดโพล. 

นอกจากนี้ หัวขอนี้ยังพิจารณาเวลาที่อนุภาคใชในการเรียงตัวเปนโซ และความเหมาะสมของตัว

แปรที่ใชในการวิเคราะหการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอารดวย. 
 
4.1 การจัดวาง และขอมูลทางกายภาพที่ใชในการคํานวณ 

อนุภาคที่อยูในระบบที่ทําการศึกษาเปนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมที่มีขนาดเทากันทั้งหมด 

(Monodisperse) และกระจายแบบสุมในของไหลซึ่งอยูระหวางระนาบอิเล็กโทรดคูขนาน. 

อิเล็กโทรดบนและลางมีพื้นที่ x yL L×  และอยูที่ตําแหนง zz L= และ z = 0  ตามลําดับ เมื่อ 

( ), ,x y z  แทนระบบคารทีเซียน ดังรูปที่ 4.1. อนุภาคฉนวนมีสภาพยอมสัมพัทธ Nε = 8   ความ

ถวงจําเพาะ Nρ  เปน 1 g/mm3 และ มีเสนผาศูนยกลาง σ = 10 μm. ของไหลมีสภาพยอม

สัมพัทธ Eε = 2 . ของไหลมีความหนืด (Viscosity) η = 0.02   Pa-s. คาที่ใชในการจําลองขางตน

อางอิงมาจากของไหลอีอารจริงซึ่งเปนอนุภาคอลูมินาที่ลอยอยูในน้ํามันปโตรเลียม [15,16,18]. 

สนามไฟฟาสม่ําเสมอภายนอก 0E  ที่ปอนใหกับของไหลอีอารดวยคูระนาบอิเล็กโทรดมีขนาด 3 

kV/mm. ขนาดของอิเล็กโทรดที่ใชคือ x yL L σ= = 5  และ zL σ= 14 . จํานวนของอนุภาคฉนวนที่

ใชในการคํานวณคือ 20 และ 67 ลูก ซึ่งทําใหอัตราสวนระหวางปริมาตรของอนุภาคตอปริมาตร

ของระบบเปน 0.03 และ 0.1 ตามลําดับ.  
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รูปที่ 4.1 ระบบของไหลอีอารที่อนุภาคกระจายแบบสุม. 

 
4.2 วิธกีาร และขั้นตอนทีใ่ชในการคํานวณ 
 แบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพลซึ่งใชในการจําลองของไหลอีอาร ประมาณ

แรงที่กระทําบนอนุภาคดวยไดโพลและมัลติโพล ตามลําดับ. ข้ันตอนในการคํานวณแรงของ

แบบจําลองทั้งสองเปนดังตอไปนี้. 
 
4.2.1 แรงจากการประมาณดวยแบบจําลองไดโพล 
 แรงบนอนุภาคประมาณดวยไดโพล และรวมผลของเงาที่อนุภาคทํากับอิเล็กโทรดบนและ

ลาง ในรูปที่ 4.1 มีข้ันตอนการคํานวณแรงบนอนุภาค a  ในระบบของไหลอีอารดังตอไปนี้. 

1) คํานวณขนาดของไดโพล p  ที่เกิดจากการมีอยูของอนุภาค a  ภายใตสนามไฟฟา

ภายนอก 0E . 

2) คํานวณระยะ abr  ระหวางจุดศูนยกลางของอนุภาค a  กับอนุภาค b  อ่ืน   และ abθ ซึ่ง

เปนมุมที่ abr  ทํากับแกน Z  ในระบบพิกัดทรงกลมที่มีจุดศูนยกลางของอนุภาค a  เปน

จุดกําเนิด ดังรูปที่ 2.17 ในหัวขอที่ 2.9.1 ของบทที่ 2.  

3) คํานวณแรงบนอนุภาค a  ที่เกิดจากอนุภาค b  อ่ืนในระบบดวยสมการที่ (2.66) โดยใช 

p  จากขอที่ 1 และ abr  และ abθ จากขอที่ 2. 

4) คํานวณตําแหนงของเงาที่อนุภาค a  ทํากับอิเล็กโทรดบนและลาง. ในที่นี้ จํานวนเงาของ

อนุภาคที่กระทํากับแตละอิเล็กโทรดเทากับ 2. 

Z

X

Y

0E

xL
yL

O

zL
Nε

Eε
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5) คํานวณระยะ abr′  ระหวางจุดศูนยกลางของอนุภาค a  กับเงาของอนุภาค a  ที่กระทํากับ

อิเล็กโทรดทั้งสอง  และมุม abθ ′ ที่ abr′  ทํากับแกน Z  ในระบบพิกัดทรงกลมที่นิยาม

เชนเดียวกับขอที่ 2. 

6) คํานวณแรงบนอนุภาค a  ที่เกิดจากเงาของอนุภาค a  ดวยสมการที่ (2.66) โดยใช p  

จากขอที่ 1 และ abr′  และ abθ ′ จากขอที่ 5. 

7) แรงบนอนุภาค a  ทั้งหมดเกิดจากผลรวมของแรงในขอที่ 3 และ 6.  

 
4.2.2 แรงจากการประมาณดวยแบบจําลองมัลติโพล 
 การประมาณแรงบนอนุภาคดวยแบบจําลองมัลติโพลคํานวณไดจากสนามไฟฟาบน

อนุภาคโดยใชสมการที่ (2.52) ถึง (2.54) ในบทที่ 2.  การคํานวณสัมประสิทธิ์ ( )
,
i

j kM  และ ( )
,
i

j kB  ที่

ใชคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคในบทที่ 2 ไดจากวิธีทําซ้ํา เมื่อ ( )i  แทนลําดับที่ในการทําซ้ํา. 

การคํานวณรวมผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลางเชนเดียวกับแบบจําลองไดโพล. วิธีการ

คํานวณแรงบนอนุภาค a  ในของไหลอีอารเปนดังนี้. 

1) กําหนดอันดับสูงสุดของมัลติโพล mpN  และ จํานวนครั้งในการทําซ้ํา iterN  ที่ใชในการ

คํานวณ. 

2) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
,j kM  ที่เกิดจากศักยไฟฟาเนื่องจากระนาบอิเล็กโทรดคูขนานของแต

ละอนุภาคตามสมการ 
( ) ( ) ( ) ( )0 0
0,0 0,0 1,0 1,0cos cosC C CM P M r Pϕ θ θ= +     (4.1)  

เมื่อ ( ) ( )0
0,0 0M E C G= −i  และ ( )0

1,0 0M E=  โดย ( )0
,n mM  ที่ ,n mคาอ่ืนเปนศูนย  

 C  คือ ตําแหนงที่จุดศูนยกลางของอนุภาค  

G  คือ ตําแหนงใดๆ ที่มีศักยไฟฟาเปนศูนย และ 

( ), ,C C Cr θ φ  คือ พกิัดทรงกลมที่ม ีC  เปนจุดกําเนิด. 

3) คํานวณสัมประสิทธิ์ ( )0
,j kB  จาก ( )0

,j kM  ดวยสมการที่ (2.10). 

4) คํานวณตําแหนงและขนาดของเงามัลติโพล ( )0
,j kB′  เนื่องจากอิเล็กโทรดบนและลางของ 

แตละอนุภาคจากวิธีการในภาคผนวก ซ. ในที่นี้ จํานวนเงาของอนุภาคที่กระทํากับแตละ

อิเล็กโทรดเทากับ 2 เชนเดียวกับแบบจําลองไดโพล. 

5) เลื่อนขนานมัลติโพล ( )0
,j kB  ของอนุภาค b  อ่ืนในระบบมายัง C  ของอนุภาค a  จะได

สัมประสิทธิ์ ( )0
,j k p

M⎡ ⎤
⎣ ⎦ . เลื่อนขนานเงามัลติโพล ( )0

,j kB′ ที่ทํากับอิเล็กโทรดบนและลางของ

ทุกอนุภาคมายัง C  ของอนุภาค a  จะไดสัมประสิทธิ์เปน ( )0
,j k im

M⎡ ⎤′⎣ ⎦ . สัมประสิทธิ์ ( )1
,j kM  

คํานวณไดจาก 

 ( ) ( ) ( )1 0 0
, , ,j k j k j kp im

M M M⎡ ⎤ ⎡ ⎤′= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .      (4.2) 
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6) คํานวณขอ 3 ถึง 5 ซ้ําจนครบตามจํานวน iterN ที่กําหนด. 

7) เมื่อไดสัมประสิทธิ์ ,j kM  และ ,j kB  จากการคํานวณดวยวิธีทําซ้ําแลว แทนสัมประสิทธิ์ที่

ไดลงในสมการที่ (2.52) ถึง (2.54) เพื่อคํานวณสนามไฟฟาบนผิวของอนุภาค a  ในระบบ

คารทีเซียน. 

8) คํานวณแรงมัลติโพลที่กระทําบนอนุภาค a  จากความหนาแนนประจุบนผิวของอนุภาค

และการกระจายของศักยไฟฟารอบอนุภาคดวยสมการที่ (2.60) ถึง (2.62).  
 
4.2.3  การเคลื่อนที่ของอนุภาค 
 การจัดเรียงตัวของอนุภาค และเวลาที่ใชในการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอาร 

สังเกตจากการเคลื่อนที่ และตําแหนงของอนุภาคดวยวิธีการดังตอไปนี้. พิจารณาอนุภาค a  มวล 

m  ที่ตําแหนง ar  ณ เวลา t . การเคลื่อนที่ของอนุภาค a  คํานวณไดจาก 
2

2
dep rep hyda

a a a
d rm F F F
dt

= + +        (4.3) 

เมื่อ dep
aF   คือ แรงดีอีพีซึง่คํานวณไดจากแบบจําลองไดโพล หรือ แบบจําลองมลัติโพล. 
hyd

aF  คือ แรงไฮโดรไดนามิก และ 

 rep
aF  คือ แรงผลักบนอนุภาคมีไวเพื่อปองกันการซอนทับกันของอนุภาค a  กับอนุภาค

อ่ืน และการซอนทับกันอนุภาค a  กับอิเล็กโทรดของระบบ. แรงผลักเทียม dep
aF  ใชเปนประจําใน

การจําลองเชิงเลขของอนุภาคในของไหลอีอาร [14-19]. โดยพื้นฐานแลวแรง dep
aF  ตองมากพอ

สําหรับปองกันการซอนทับของอนุภาคในระยะใกล และตองลดลงเปนศูนยอยางรวดเร็วทีร่ะยะไกล

เพื่อที่จะไดไมสงผลกระทบตออนุภาคอื่นที่อยูไกลออกไป.  แรงผลักระยะสั้นระหวางอนุภาค a  กับ

อนุภาค b  ที่ตําแหนง br  คํานวณไดตามสมการ 

max2 exp 100 1.0abrep
ab r

r
F F a

σ
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

     (4.4) 

เมื่อ ra และ ab a br r r= −  แสดงในรูปที่ 4.2 และ maxF  คือแรงดีอีพีสูงสุดที่ไดจากการคํานวณใน

กรณีของอนุภาคสองลูกสัมผัสกัน. maxF จากแบบจําลองมัลติโพลคํานวณดวย iterN และ mpN  ที่

กําหนด. แรงผลักระหวางอนุภาค a  กับอิเล็กโทรดบนและลางคํานวณจาก 

( )
max2 exp 100 0.5 exp 100 0.5z awall a

a z

L zzF F a
σ σ

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎛ ⎞⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞= − − − − −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
 (4.5) 

เมื่อ az  และ za  คือ ตําแหนงของอนุภาค a  และ เวกเตอรหนึ่งหนวยตามแนวแกน Z  ตามลําดับ.  

พจนเอ็กซโพเนนเชียลแรกทางดานขวามือของสมการที่ (4.5) คือแรงผลักเนื่องจากอิเล็กโทรดลาง 

และพจนที่สองคือแรงผลักเนื่องจากอิเล็กโทรดบน. แรงผลักทั้งหมดที่กระทําบนอนุภาค a  คือ 

ผลรวมของแรงในสมการที่ (4.4) และ (4.5) เปนดังสมการ 
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,

N
rep rep wall

a ab a
b b a

F F F
≠

= +∑          (4.6) 

เมื่อ N  คือจํานวนอนุภาค. 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 4.2 ระบบพิกัดในการคํานวณแรงผลักระหวางคูอนุภาค a  และ b . 

 

แรงไฮโดรไดนามิกสําหรับอนุภาคทรงกลมคํานวณจากสมการสโตรก คือ 

3hyd a
a

drF
dt

πση= − .                     (4.7) 

สําหรับของไหลอีอารทั่วไป พจนของความเรงทางดานซายมือของสมการที่ (4.3) สามารถละเลยได 

เนื่องจากพจนของความหนืดทางดานขวามือมีคาเดนกวามาก. ดังนั้น เมื่อแทนสมการที่ (4.7) ลง

ในสมการที่ (4.3) จะได 

3 dep repa
a a

dr F F
dt

πση = + .       (4.8)  

คาที่ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐานของแรง nF  เวลา nt  และระยะทาง nr  คือ 
22 2

0 0
1

16n EF Eε ε γ σ=        (4.9) 
23 /n nt Fπησ=         (4.10) 

nr σ=           (4.11)   

เมื่อ ( ) ( )/ 2N E N Eγ ε ε ε ε= − + . 

สมการที่ (4.8) เขียนใหมไดเปน 
*

* *
*

dep repa
a a

dr F F
dt

= +         (4.12) 

เมื่อ เครื่องหมาย * แสดงตัวแปรที่ทําใหเปนบรรทัดฐานแลว.  

 

การคํานวณตําแหนงของอนุภาค a  ที่เวลา  *t  ใชวิธีการรุงเงอ-คุททา (Runge-Kutta 

algorithm). วิธีการคํานวณเปนไปตามแผนภูมิสายงานดังรูปที่ 4.3.  

abr

a

b

abθ
ra

aθ

X

Y

Z
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รูปที่ 4.3 แผนภูมิสายงานในการคํานวณตําแหนงของอนุภาค. 
 
4.3 โครงสรางของของไหลอีอาร 

 อนุภาคในของไหลอีอารเรียงตัวกันเปนโครงขายผลึก (lattice) ซึ่งหมายถึงจุดใดๆ ใน

ปริภูมิซึ่งรอบๆ แตละจุดนั้นมีการจัดเรียงเหมือนกัน. โครงขายผลึกอุดมคติของสถานะที่

อนุภาคมีพลังงานต่ําที่สุด หรือมีเสถียรภาพมากที่สุดในของไหลอีอาร คือ โครงขายผลึกแบบ 

บีซีที (BCT (Body-Centered Tetragonal) lattice) [15,22]. ความยาวของโครงขายผลึกแบบ

บีซีทีเปน σ3/2 , σ3/2  และ σ ตามแกน X , Y  และ Z  ตามลําดับ เมื่อ σ แทน

เสนผาศูนยกลางของอนุภาครูปทรงกลม ดังรูปที่ 4.4.  

 

 

 

 

Assign the new positions of particle at a time t t+ Δ  

 

Integrate the equation of motion of all particles with time step tΔ  by 
Runge-Kutta algorithm 

Calculate the force dep repF F+

Calculate the electric field on the particles  

 

Start  0t =  

endt t=

Yes 

End

No 

t t t= + Δ
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รูปที่ 4.4 โครงขายผลึกแบบบีซีทีของอนภุาค. 

 

การแสดงลักษณะโครงสรางของของไหลอีอารในสถานะสถิตใชตัวแปรการจัดเรียงอันดับ (Order 

parameter) คือ 1c , 2c  และ 3c  ซึ่งคํานวณไดจาก 

( )
1

1 exp
N

j j k
k

c ib r
N =

= ∑ i         (4.13) 

 เมื่อ  i     คือ -1 

 j  คือ 1, 2 และ 3  

 kr  คือ เวกเตอรบอกตําแหนงของอนุภาคที่ k และ 

 jb  คือ รีซิโปรคอลแลตทิซเวกเตอร (reciprocal lattice vector ) ที่ j  ของ 

       โครงขายผลึกแบบบีซีที. 

รีซิโปรคอลแลตทิซเวกเตอร คือ เซตของเวกเตอร jb  ซึ่งทําให ( )exp j kib r = 1i  สําหรับเวกเตอร

บอกตําแหนง kr  ทั้งหมด. รีซิโปรคอลแลตทิซเวกเตอรของโครงขายผลึกแบบบีซีทีคํานวณไดจาก 

[ ]1 2 3
2b a a
Vol
π

= ×         (4.14) 

[ ]2 3 1
2b a a
Vol
π

= ×         (4.15) 

[ ]3 1 2
2b a a
Vol
π

= ×         (4.16) 

เมื่อ Vol   คือ ปริมาตรของเซลลหนึ่งหนวย (unit cell) และ 

1 2 3, ,a a a   คือ เวกเตอรเลื่อนขนาน (translation vector). 

เวกเตอรเลื่อนขนาน 1 2 3, ,a a a  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยซึ่งโครงขายผลึกสามารถยายไปและกลับมา

เปนโครงขายผลึกเดิมได.  ในที่นี้ เลือกเวกเตอรเลื่อนขนานของโครงขายผลึกแบบบีซีทีเปน 

3/ 2σ 3 / 2σ

σ

σ
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1
6
2 xa aσ

=          (4.17) 

2
6
2 ya aσ

=          (4.18) 

3
6 6
4 4 2x y za a a aσ σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      (4.19) 

เมื่อ , ,x y za a a  คือเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดคารทีเซียน. 

เซลลหนึ่งหนวย คือเซลลเล็กที่สุดซึ่งประกอบดวยอยางนอยหนึ่งอนุภาค และประกอบเปนผลึกซึ่ง

เกิดจากการเรียงตัวแบบรายคาบของอนุภาคหรือกลุมอนุภาค. ปริมาตรของเซลลหนึ่งหนวย

คํานวณไดจากเวกเตอรเลื่อนขนานดังนี้ 

[ ] [ ] [ ]1 2 3 2 3 1 3 1 2Vol a a a a a a a a a= × = × = ×i i i .     (4.20) 

แทนสมการที่ (4.17) ถึง (4.20) ลงในสมการที่ (4.14) ถึง (4.16) จะไดรีซิโปรคอลแลตทิซเวกเตอร

ของโครงขายผลึกแบบบีซีทีเปน 

1
4 2
6 x zb a aπ π

σσ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

       (4.21) 

2
4 2
6 y zb a aπ π

σσ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

        (4.22) 

3
4

zb aπ
σ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.         (4.23) 

1c , 2c  และ 3c  แสดงลักษณะสมบัติของโครงสราง คือ 1c  และ 2c  แสดงการจัดเรียงตัวของ

อนุภาคในระนาบ XY  ขณะที่ 3c  แสดงการจัดเรียงตัวของอนุภาคตามแนวแกน Z . คาของ 1c , 

2c  และ 3c  เปนจํานวนจริงเพราะเปนขนาดของจํานวนเชิงซอน และอยูระหวาง 0 ถึง 1. 1c , 2c  

และ 3c  มีคาเทากับ 1 เมื่ออนุภาคเรียงติดกันตามแนวแกน X , Y  และ Z   ตามลําดับ แตเมื่อ

อนุภาคอยูกระจัดกระจาย คาของตัวแปรทั้งสามไมเทากับ 1. นอกจากนี้ 1c , 2c  และ 3c  มีคา

เทากับ 1 พรอมกันซึ่งถือเปนคาอุดมคติก็ตอเมื่ออนุภาคเรียงชิดติดกันและมีระยะหางตามรูปที่ 

4.4.  
 

4.4 จํานวนครั้งในการทําซํ้า iterN  และอันดับมัลติโพลสูงสุด mpN ของแบบจําลองมัลติโพล 

 แรงที่ไดจากแบบจําลองมัลติโพลขึ้นกับตัวแปรในการคํานวณ 2 ตัวคือ iterN และ mpN . 

หัวขอนี้ศึกษาผลกระทบของตัวแปรทั้งสองตอแรงที่ไดจากการประมาณ และเวลาที่ใชในการ

คํานวณ. วิทยานิพนธนี้เร่ิมตนพิจารณาแนวโนมการเปลี่ยนแปลงของแรงจากแบบจําลองมัลติโพล

โดยเปลี่ยนคา iterN  และ mpN  ในกรณีที่อนุภาคสองลูกสัมผัสกันซึ่งมีแรงกระทําระหวางอนุภาค

สูงสุด. แรงจากแบบจําลองมัลติโพลนํามาเปรียบเทียบกับแรงจากแบบจําลองไดโพล และแรงที่

คํานวณจากวิธีการทําซ้ําจนคําตอบลูเขาดวย mpN = 100  เพื่อใหทราบถึงความตางของแรงทั้ง
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สามจากการเปลี่ยนคา iterN  และ mpN . นอกจากนี้ ผลการคํานวณยังไดคาแรงสูงสุด maxF  เพื่อ

นําไปใชคํานวณแรงผลักในสมการที่ (4.4) และ (4.5).  หลังจากทราบผลของ iterN  และ mpN  ตอ

แนวโนมและความแตกตางของแรงที่เกิดข้ึนแลว ผลดังกลาวถูกนํามาพิจารณาควบคูกับเวลาที่ใช

ในการคํานวณเมื่ออนุภาคในระบบเพิ่มข้ึนเปน 20 ลูก เพื่อใหไดคา iterN  และ mpN ที่เหมาะสม.  

 
4.4.1 แรงที่กระทําบนอนุภาค 2 ลูกที่สัมผัสกัน 
 อนุภาคทั้งสองอยูภายใตสนามไฟฟาภายนอก  0E  ในแนวแกน  Z  โดยสมมติวา

อิเล็กโทรดบนและลางอยูหางจากอนุภาคทั้งสองมาก. เสนที่เช่ือมตอระหวางจุดศูนยกลางของ

อนุภาคทั้งสอง (เสน ab  ในรูปที่ 4.5) ทํามุม θ  กับแกน Z . เพื่อใหสามารถนําคา iterN และ mpN  

ไปพิจารณาควบคูกับเวลาที่ใชในการคํานวณจากการจําลองของไหลอีอารในหัวขอตอไปจึงใชคา 

σ , 0E , Eε  และ Nε  เชนเดียวกับในการจําลองจริงซึ่งระบุไวในหัวขอที่ 4.1. 

  

 

   

 

 

 

 

รูปที่ 4.5 อนภุาคฉนวนรูปทรงกลมสมัผัสกันภายใตสนามไฟฟาภายนอก. 
 

 ผลของ iterN ที่มีตอแรงจากการประมาณดวยมัลติโพลแสดงในรูปที่ 4.6. แรง horizF บน

อนุภาคในแนวนอน และแรง vertF  ในแนวตั้ง คํานวณดวยคา mpN = 4  และ iterN = 2,3,4และ 5. 

รูปที่ 4.6 เปรียบเทียบแรงบนอนุภาคลูกลางจากการคํานวณ 3 วิธี คือ การประมาณดวยไดโพล, 

การประมาณดวยมัลติโพลซ่ึงใช iterN = 2,3,4  และ 5 และการคํานวณจากมัลติโพลโดยใช 

mpN = 100 ดวยวิธีทําซ้ําจนคําตอบลูเขา. ลักษณะของแรงบนอนุภาคลูกลางเปนดังเสนกราฟ

แรง mpN = 100  ในรูปที่ 4.6 คือ เคร่ืองหมายของแรงเปลี่ยนจากบวกเปนลบ. การเปลี่ยน

เคร่ืองหมายของแรง หมายถึง แรงเปลี่ยนจากแรงดูด (บวก) เปนแรงผลัก (ลบ). การประมาณแรง

ดวยมัลติโพลใหคาแรงบนอนุภาคใกลเคียงกับแรง mpN = 100  มากกวาแรงจากการประมาณดวย

ไดโพล ตัวอยางเชนคา horizF  มากที่สุดของแรง mpN = 100  มีคาเปน 1.45 เทาของแรงจากการ

ประมาณดวยมัลติโพล ที่คา iterN = 2  และมีคาเปน 2.10 เทาของแรงจากการประมาณดวย      

ไดโพล ดังตารางที่ 4.1. เม่ือใชการประมาณดวยมัลติโพล การเปลี่ยนคา iterN ไมมีผลตอตําแหนง

ของแรงมากที่สุด. แรง horizF  มีขนาดแรงดูดสูงสุดที่มุม θ = 33°  และมีขนาดแรงผลักสูงสุดที่ 

Z

0E

a

b

θ
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θ = 90°  สวน vertF  มีแรงดูดสูงสุดอยูที่ θ = 0°ตามทิศทาง 0E  ดังตารางที่ 4.1 และรูปที่ 4.6. 

จากผลดังกลาว ทําให maxF ในสมการที่ (4.4) และ (4.5) ที่ไดจากกรณีนี้ไมทําใหทิศทางของแรง

เปล่ียนแมเปล่ียนคา iterN . ขนาดของแรง  horizF  และ vertF  เพิ่มข้ึนตามคาของ iterN . ที่คา 

iterN = 2  ขนาดของแรง horizF  และ vertF  มากที่สุดจากการประมาณดวยมัลติโพลมีคาเปน 1.45 

และ 1.66 เทาของแรงจากการประมาณดวยไดโพล ตามลําดับ. เมื่อคา iterN สูงข้ึน แรงจากการ

ประมาณดวยมัลติโพลเพิ่มข้ึนเพียงเล็กนอย สังเกตไดจากตารางที่ 4.1 และ รูปที่ 4.6 ยกตัวอยาง

เชน แรงดูดสูงสุดของ horizF  ที่คา iterN = 2  มีขนาดนอยกวาแรงที่คา iterN = 3,4  และ 5 เทากับ 

1.07, 1.08 และ 1.09 เทา ตามลําดับ. 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 4.6  แรงที่กระทําบนอนุภาคลูกลางในรูปที่ 4.5 จากการประมาณดวยไดโพล (dipole) การ

ประมาณดวยมัลติโพล เมื่อ mpN = 4  และ iterN = 2,3,4,5  และแรง mpN = 100   

 (ก) *
horizF  (ข) *

vertF . 
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ตารางที่ 4.1 แรงดูด และแรงผลักมากที่สุดของ *
horizF  และ *

vertF บนอนุภาคลูกลางที่คา mpN = 4 . 
*

horizF  *
vertF  

แรงดูด แรงผลัก แรงดูด แรงผลัก 

 
ประเภทของแรง 

( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด 

แรงไดโพล (dipole) 30 12.959 90 9.425 0 18.850 63 8.427 

iterN = 2  33 18.807 90 6.944 0 31.309 66 7.281 

iterN = 3  33 20.105 90 7.164 0 33.685 66 7.572 

iterN = 4  33 20.424 90 7.126 0 34.347 66 7.567 

 
แรงมัลติโพล 
(multipole) 

iterN = 5  33 20.519 90 7.133 0 34.529 66 7.580 

แรง mpN = 100  33 27.265 90 6.623 0 50.822 69 6.959 
  

 ผลของ mpN  ที่มีตอ horizF  และ vertF  เมื่อใชคา iterN = 2  แสดงในรูปที่ 4.7. ลักษณะ

การเปลี่ยนแปลงของแรงบนอนุภาคลูกลางจากเสนกราฟแรง mpN = 100 มีการเปลี่ยนเครื่องหมาย

ของแรงเชนเดียวกับรูปที่  4.6. แรงจากการประมาณดวยมัลติโพลมีขนาดใกลเคียงกับ

แรง mpN = 100  มากกวาแรงจากการประมาณดวยไดโพล. ตัวอยางเชน เมื่อคา mpN = 3  horizF  

มากที่สุดของแรง mpN = 100  มีคาเปน 1.63 เทาของแรงจากการประมาณดวยมัลติโพล และมีคา

เปน 2.10 เทาของแรงจากการประมาณดวยไดโพล. เมื่อคา mpN  เพิ่มข้ึนขนาดของแรงจากการ

ประมาณดวยมัลติโพล horizF  และ vertF จะสูงข้ึนตาม และใกลเคียงกับแรง mpN = 100มากข้ึน

ดวย. ในตารางที่ 4.2 ขนาดของ horizF  สูงสุดจากการประมาณดวยมัลติโพล ที่ mpN = 3,4,5 และ 

20 เปน 1.29, 1.45, 1.55 และ 1.65 เทาของแรงจากการประมาณดวยไดโพล ตามลําดับ. ที่คา 

mpN = 3,4,5 และ 20 ขนาดของ vertF สูงสุดจากการประมาณดวยมัลติโพลเปน 1.41, 1.66, 1.83 

และ 2.02 เทาของแรงจากการประมาณดวยไดโพล ตามลําดับ ดังตารางที่ 4.2. ดังนั้น อัตราการ

เพิ่มข้ึนของแรง horizF  และ vertF จะลดลงเมื่อ mpN  สูงข้ึน ดังรูปที่ 4.7.  
 

ตารางที่ 4.2 แรงดูด และแรงผลักมากที่สุดของ *
horizF  และ *

vertF  บนอนุภาคลูกลางที่คา iterN = 2 . 
*

horizF  *
vertF  

แรงดูด แรงผลัก แรงดูด แรงผลัก 

 
ประเภทของแรง 

( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด ( )θ °  ขนาด 

แรงไดโพล (dipole) 30 12.959 90 9.425 0 18.850 63 8.427 

mpN = 3  33 16.739 90 7.739 0 26.609 66 7.744 

mpN = 4  33 18.807 90 6.944 0 31.309 66 7.281 

mpN = 5  33 20.083 90 6.571 0 34.426 66 6.965 

 
แรง 

มัลติโพล 
(multipole) 

mpN = 20  33 21.470 90 6.402 0 38.144 69 6.679 

แรง mpN = 100  33 27.265 90 6.623 0 50.822 69 6.959 
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 4.7  แรงที่กระทําบนอนุภาคลูกลางในรูปที่ 4.5 จากการประมาณดวยไดโพล (dipole) การ

ประมาณดวยมัลติโพล เมื่อ iterN = 2  และ mpN = 3,4,5,20  และแรง mpN = 100  

  (ก) *
horizF   และ (ข) *

vertF . 
 

4.4.2 ผลของ iterN  และ mpN  ตอเวลาที่ใชในการคํานวณ 

 ส่ิงที่ตองพิจารณาควบคูกับแนวโนมการเปลี่ยนแปลงของแรงคือเวลาในการคํานวณที่

คา iterN  และ mpN  ตางๆ . ในที่นี้ ใชคา iterN = 2,3,4  และ mpN = 3,4,5 . เวลาในการคํานวณตอ

ชวงกาวเวลาบนเครื่องคอมพิวเตอรซ่ึงมีซีพียูเอเอ็มดี ความเร็ว 1.92 GHz ระบบปฏิบัติการ 

GNU/Linux สําหรับอนุภาคจํานวน 20 ลูก แสดงดังรูปที่ 4.8. ที่คา iterN = 3  และ 4 ในรูปที่ 4.8 

นั้น เวลาในการคํานวณมากกวาเวลาที่คา iterN = 2  อยูมาก แตเม่ือพิจารณาประกอบกับผลของ 

iterN  และ mpN  ที่มีตอแรงบนอนุภาคในหัวขอ 4.4.1 แลว พบวาการเพิ่มคา iterN ทําใหขนาดของ

แรงบนอนุภาคเพิ่มข้ึนในอัตราที่นอยมากเมื่อเทียบกับเวลาที่ใชในการคํานวณ. ตัวอยางเวลาใน

การคํานวณดวย iterN = 2  เมื่อ mpN = 4  และ 5 มีคาประมาณ 0.72 และ 1.68 s ตามลําดับ. 
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ดังนั้น วิทยานิพนธนี้จึงเลือกใชคา iterN = 2  และ mpN = 4  ซ่ึงมีขนาดของแรงบนอนุภาคจาก

แบบจําลองมัลติโพลเหมาะสมกับเวลาในการคํานวณ. แมวาแบบจําลองมัลติโพลใชคา iterN  ตํ่า

ที่สุดซ่ึงเทากับ 2 แลวก็ตามก็ยังใชเวลาในการคํานวณนานกวาเวลาที่ไดจากแบบจําลองไดโพลซึ่ง

เทากับ 1.92 ms. ที่คา mpN = 3,4,5  เวลาในการคํานวณจากแบบจําลองมัลติโพลนานกวาเวลา

จากแบบจําลอง   ไดโพลประมาณ 131, 186 และ 241 เทา ตามลําดับ ดังรูปที่ 4.8. 
 

 
 

รูปที่ 4.8 ผลของ iterN และ mpN  กับเวลาในการคํานวณตอชวงกาวเวลาดวยอนุภาค 20 ลูก. 

 
4.5 การจําลองของไหลอีอาร 
 หัวขอนี้เสนอผลการนําแบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพลซ่ึงใชคา iterN = 2  

และ mpN = 4 จากในหัวขอที่ 4.4 มาใชจําลองของไหลอีอาร. เร่ิมตนจากการจําลองของไหลอีอาร

ที่มีอนุภาค 20 ลูกกอน หลังจากนั้น จํานวนอนุภาคเพิ่มมากขึ้นเปน 67 ลูก เพื่อพิจารณาผลที่เกิด

ข้ึนกับของไหลอีอารที่ใกลเคียงกับการใชงานจริง.  การจําลองของไหลอีอารทั้งที่มีอนุภาคจํานวน

นอย และที่ใกลเคียงกับการใชงานจริงนั้น เพื่อศึกษาลักษณะสมบัติของของไหลอีอาร และ

เปรียบเทียบผลจากแบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพล รวมทั้งวิเคราะหความเหมาะสม

ของตัวแปรที่นํามาใชพิจารณาการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอารดวย. คาตางๆ ที่ใชใน

การจําลองเปนไปตามหัวขอที่ 4.1 โดยมีคา nt = 75  ms. สนามไฟฟาภายนอก 0E  ถูกปอนที่เวลา 

t = 0 ms ดวยระนาบอิเล็กโทรดคูขนานซึ่งทําใหอนุภาคฉนวนซึ่งลอยอยูในของไหลอีอารเร่ิม

เคลื่อนที่. จํานวนชวงกาวของเวลา (time step) ที่ใช คือ 50,000 ชวง. การเลือกระยะเวลาที่หาง

กันของแตละชวงกาว *tΔ  มีผลตอความแมนยําในการอินทิเกรตสมการการเคลื่อนที่. ที่ *tΔ มีคา

นอย  การคํานวณมีความแมนยําสูงแตใชเวลาการคํานวณนาน. เพื่อลดเวลาการคํานวณลง คา 
*tΔ ถูกเพิ่มข้ึนจาก  * 51 10t −Δ = ×  ถึง  * 516 10t −Δ = ×  และสังเกตความคลาดเคลื่อนของ

ตําแหนงของอนุภาคจากการอินทิเกรตเปรียบเทียบกัน.  ที่คา * 516 10t −Δ ≥ ×  การอินทิเกรตมี
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ความคลาดเคลื่อนสูง และตําแหนงของอนุภาคมีการซอนทับกัน. ในที่นี้ การจําลองจึงเลือกใช

คา * 58 10t −Δ = × เพื่อใหไดความแมนยําสูง และไมใชเวลาการคํานวณนานเกินไป. 
 

4.5.1 การจําลองของไหลอีอารที่มีอนุภาคจํานวน 20 ลูก 
 จํานวนอนุภาคในของไหลอีอารเทากับ 20 ลูก นั้น มีอัตราสวน Vφ  ระหวางปริมาตรของ

อนุภาคตอปริมาตรของระบบคือ 0.03 . ตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาคในการคํานวณแสดงไวในรูปที่ 

4.9. การเปลี่ยนตําแหนงของอนุภาคทุกๆ 30 ms ซ่ึงคํานวณโดยใชแบบจําลองไดโพล และ

แบบจําลองมัลติโพลแสดงไวในรูปที่ 4.10 และ 4.11 ตามลําดับ. 

 

 
 

รูปที่ 4.9 ตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาคฉนวนจํานวน 20 ลูกในการจําลองของไหลอีอาร. 
 

 อนุภาคในของไหลอีอารที่จําลองดวยแบบจําลองไดโพลนั้นเร่ิมจัดเรียงตัวและสรางโซ

อนุภาคขนาดสั้นๆ แตโซอนุภาคเหลานี้ยังจัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาไดไมดี ดังรูปที่ 4.10(ก). 

ที่ t = 90  ms อนุภาคจับตัวกันเปนโซอนุภาคขนาดสั้นๆ ทั้งหมด และมีเพียงอนุภาคเดียวที่แยกตัว

ออกไปดังรูปที่ 4.10(ค). เมื่อเวลาผานไป อนุภาคและโซอนุภาคเคลื่อนตัวเขาใกลกันมากขึ้นและ

การจัดเรียงตัวของอนุภาคตามแนวสนามไฟฟาดีข้ึนดังรูปที่ 4.10(ง) ถึง (ช). หลังจากนั้น โซ

อนุภาคเริ่มจัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาดังรูปที่ 4.10(ซ) ถึง (ญ)  แตความแตกตางของการเรียง

ตัวและตําแหนงของอนุภาคระหวางรูปที่ 4.10(ซ) กับ (ญ) มีเพียงเล็กนอยเทานั้น. 
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(ก) t = 30 ms (ข) t = 60 ms (ค) t = 90 ms  (ง) t = 120 ms (จ) t = 150 ms 

     
(ฉ) t = 180 ms (ช) t = 210 ms (ซ) t = 240 ms (ฌ) t = 270 ms (ญ) t = 300 ms 

 

รูปที่ 4.10 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจํานวน 20 ลูกในของไหลอีอารทุกๆ 30 ms เม่ือใช

แบบจําลองไดโพล. 

  

เมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล ที่ t = 30 ms อนุภาคเริ่มเกาะตัวกันและสรางโซอนุภาคขนาด

ส้ันๆ ตามแนวสนามไฟฟาดังรูปที่ 4.11(ก) และการจัดเรียงตัวของอนุภาคดีกวาผลที่ไดจาก

แบบจําลองไดโพลที่เวลาเดียวกัน. จากนั้น อนุภาคเริ่มเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟา และเกาะกัน

เปนโซอนุภาคที่ยาวขึ้น ในขณะที่โซอนุภาคก็เคล่ือนที่เขาใกลกันมากขึ้นดวย ดังรูปที่ 4.11(ข) ถึง 

(ฉ). ที่ t = 210 ms โซอนุภาคขนาดสั้นและยาวรวมเขาดวยกันเปนโซอนุภาคที่เช่ือมตอระหวาง

อิเล็กโทรดบนและลางดังรูปที่ 4.11(ช) (ที่เวลาเดียวกันนี้อนุภาคจากแบบจําลองไดโพลเพิ่งเร่ิม

จัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาเทานั้น). ที่ t = 300ms การจัดเรียงตัวของโซอนุภาคตามแนว

สนามไฟฟาเกือบสมบูรณ ดังรูปที่ 4.11(ญ). ดังนั้น เวลาที่อนุภาคใชเชื่อมตออิเล็กโทรดบนและ

อิเล็กโทรดลางจากแบบจําลองมัลติโพลนั้นนอยกวาเวลาที่ไดจากแบบจําลองไดโพล (465 ms) 

ประมาณ 2.2 เทา. 
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(ก) t = 30 ms (ข) t = 60 ms (ค) t = 90 ms  (ง) t = 120 ms (จ) t = 150 ms 

     
(ฉ) t = 180 ms (ช) t = 210 ms (ซ) t = 240 ms (ฌ) t = 270 ms (ญ) t = 300 ms 

 
รูปที่ 4.11 ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจํานวน 20 ลูกในของไหลอีอารทุกๆ 30 ms เม่ือใช

แบบจําลองมัลติโพล. 
 

 นอกจากการเปลี่ยนแปลงตําแหนงของอนุภาคสามารถสังเกตเห็นไดจากรูปที่ 4.10 และ 

4.11 แลว การเปลี่ยนตําแหนง และการจัดเรียงตัวของอนุภาคยังสามารถใชคาระยะกระจัดยก

กําลังสองเฉลี่ย (mean square displacement, 2R ) เปนตัวบงช้ีไดอีกดวย. 2R  ของอนุภาค 

a  ที่เวลา t  ใดๆ คํานวณไดจากวิธีการดังตอไปนี้. 

คํานวณระยะกระจัดยกกําลังสองของอนุภาค a  ที่เวลา t  ไดจาก 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0a a a a a a aR t x t x y t y z t z= − + − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (4.24) 

เมื่อ  ( )ax t , ( )ay t  และ ( )az t  เปนตําแหนงของอนุภาค a  ที่เวลา t  ในระบบคารทีเซียน  และ 

( )0ax , ( )0ay  และ ( )0az  เปนตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาค a  ที่เวลา t = 0 . 
 

คาระยะกระจัดยกกําลังสองเฉลี่ยคํานวณไดจากสมการ 

( ) 22

1

1 N

a
a

R R t
N =

= ⎡ ⎤⎣ ⎦∑        (4.25) 

เมื่อ N  แทนจํานวนของอนุภาค. 

ทําใหเปนบรรทัดฐานดวย nr σ=  จะได 

( ) 2*2 *

1

1 N

a
a

R R t
N =

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑        (4.26) 

เมื่อ * แทนตัวแปรซึ่งทําใหเปนบรรทัดฐานแลว. 
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การเปลี่ยนแปลงของคา *2R  ตามเวลาแสดงในรูปที่ 4.12. ในชวงแรกคา *2R  ของ

แบบจําลองมัลติโพลมีการเปลี่ยนแปลงที่เร็วกวาคาของแบบจําลองไดโพล เนื่องจากความชันของ

กราฟสูงกวาซ่ึงเกิดจากอนุภาคเริ่มเกาะกันเปนโซอนุภาคหลายๆ เสน ทําใหการเปลี่ยนตําแหนง

ของอนุภาคสูงข้ึนมากอยางเห็นไดชัด. หลังจากที่อนุภาคเกาะกันเปนโซแลว การเคลื่อนที่ของ

อนุภาคจากแบบจําลองมัลติโพลลดลงอยางชาๆ สังเกตจากความชันของกราฟที่คอยๆ ลดลงในรูป

ที่ 4.12. ที่เวลาประมาณ 175 ms โซอนุภาคหลายเสนรวมเขาดวยกัน และจัดเรียงอนุภาคใหม

สงผลใหเกิดการเปลี่ยนแปลงของคา *2R  อยางรวดเร็วอีกคร้ังหนึ่ง สังเกตไดจากความชันของ

กราฟที่เพิ่มสูงข้ึนอีกคร้ัง. ที่เวลาประมาณ 250 ms หลังจากที่โซอนุภาคหลายสายรวมกันเปนสาย

ยาวเชื่อมตอระหวางอิเล็กโทรดแลว ทําใหการเคลื่อนที่หรือการเปลี่ยนตําแหนงของอนุภาคลด

นอยลง. คา *2R  ของแบบจําลองไดโพลเพิ่มข้ึนในชวงแรกเชนเดียวกับคา *2R  ของ

แบบจําลองมัลติโพล และอัตราการเพิ่มข้ึนคอยๆ ลดลง และลดลงมากหลังจากเวลาประมาณ 150 

ms. ที่เวลา 300 ms เมื่อเปรียบเทียบกับการจัดเรียงตัวในรูปที่ 4.10(ญ) อนุภาคที่จําลองดวย

แบบจําลองไดโพลไมเช่ือมตอระหวางอิเล็กโทรด และมีการเคลื่อนที่ของอนุภาคนอยกวาทําใหคา

ของ *2R  ตํ่ากวาคาที่ไดจากแบบจําลองมัลติโพล. ผลที่ไดจากการใช *2R  ในการสังเกตการ

เคลื่อนที่ของอนุภาคสอดคลองกับผลที่ไดจากรูปที่ 4.10 และ 4.11. 

 

 
รูปที่ 4.12 *2R จากการจําลองโดยใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 

 
4.5.2 การจําลองของไหลอีอารที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูก 
 หัวขอนี้ศึกษาลักษณะสมบัติของของไหลอีอารที่มีอัตราสวนปริมาตรสูงข้ึนเปน Vφ = 0.1 

ซ่ึงใกลเคียงกับของไหลอีอารที่ใชงานจริง. ของไหลอีอารที่ใชในการจําลองมี 3 ระบบคือ (a), (b) 

และ (c) ซ่ึงมีตําแหนงเริ่มตนของอนุภาคในของไหลอีอารแตกตางกัน. ตําแหนงเริ่มตนของอนุภาค

ในของไหลอีอารทั้ง 3 ระบบ และผลการจําลองโดยใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลอง  
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มัลติโพล (mp) ที่เวลา 300 ms แสดงไวในรูปที่ 4.13 ถึง 4.15. รายละเอียดการเปลี่ยนตําแหนง

ของอนุภาคในระบบทั้งสามทุกๆ 60 ms แสดงอยูในภาคผนวก ฌ. 

 รูปที่ 4.13 ถึง 4.15 แสดงวาการจัดเรียงตัวของอนุภาคทั้ง 3 ระบบข้ึนกับตําแหนงเร่ิมตน

ของอนุภาค. ในระบบ (a) อนุภาคที่ จําลองดวยแบบจําลองไดโพลจัดเรียงตัวตามทิศของ

สนามไฟฟาดีมาก และชองวางระหวางอนุภาคมีนอยมาก ดังรูปที่ 4.13(ข). สวนในระบบ (b) และ 

(c) นั้น การจัดเรียงตัวของอนุภาคจากแบบจําลองไดโพลยังไมดีเทากับในระบบ (a) สังเกตจาก

ชองวางระหวางโซอนุภาคในรูปที่ 4.14(ข) และ 4.15(ข). การจัดเรียงตัวของอนุภาคจากการใช

แบบจําลองมัลติโพลของทั้ง 3 ระบบตามแนวสนามไฟฟาไมดีเทากับผลจากการจําลองดวย

แบบจําลองไดโพล ดังรูปที่ 4.13(ค), 4.14(ค) และ 4.15(ค). อยางไรก็ตาม อนุภาคของทั้ง 3 ระบบ

จากแบบจําลองมัลติโพลที่เวลา 300 ms อยูชิดติดกันมากกวาอนุภาคจากแบบจําลองไดโพล. 

แมวาตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาคในการจําลองแตกตางกัน การจัดเรียงตัวของอนุภาคจาก

แบบจําลองมัลติโพลมีความสม่ําเสมอ เนื่องจากอนุภาคทั้ง 3 ระบบเรียงชิดติดกัน และมีชองวาง

ระหวางอนุภาคนอยเหมือนกัน.  

 

   
(ก) t = 0 ms (ข) t = 300 ms  (ค) t = 300 ms  

รูปที่ 4.13 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (a) จากการใช

แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 
 

   
(ก) t = 0 ms (ข) t = 300 ms  (ค) t = 300 ms  

รูปที่ 4.14 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (b) จากการใช

แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 

(dp) (mp) 

(dp) (mp) 
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(ก) t = 0 ms (ข) t = 300 ms  (ค) t = 300 ms  

รูปที่ 4.15 ตําแหนงของอนุภาคเริ่มตน และที่เวลา 300 ms ในของไหลอีอารระบบ (c) จากการใช

แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 
 

 การเปล่ียนแปลงของคา *2R  ตามเวลาของอนุภาคทั้ง 3 ระบบจากการใชแบบจําลอง 

ไดโพล และแบบจําลองมัลติโพลเปนดังรูปที่ 4.16. ในชวงแรกคาของ *2R  ทั้ง 3 ระบบจากการ

ใชแบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพลเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว โดยสังเกตไดจากความ

ชันของกราฟ. ที่เปนเชนนี้ เพราะอนุภาคมีการเคลื่อนที่มากเพื่อสรางโซหรือคูของอนุภาค. คาของ 
*2R  จากการใชแบบจําลองไดโพลของระบบ (a) ลูเขาสูคาคงที่คาหนึ่งที่เวลาประมาณ 300 ms 

แตคา *2R  ของระบบ (b) และ (c) ยังคงเพิ่มข้ึนเร่ือยๆ.  การเปลี่ยนแปลงของระบบ (a) 

สอดคลองกับผลจากแบบจําลองไดโพลในรูปที่ 4.13(ข) ซ่ึงอนุภาคจัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟา

ไดดี และชองวางสําหรับใหอนุภาคเคลื่อนที่มีนอยมาก. แมวา *2R  ของระบบ (b) และ (c) จาก

การใชแบบจําลองไดโพลยังไมลูเขา แตอัตราการเพิ่มข้ึนของคา *2R  ลดลงมากจากในชวงแรก

ของการคํานวณ.  เมื่อใชแรงจากแบบจําลองมัลติโพล *2R  ของทั้ง 3 ระบบมีคามากกวา *2R  

ของแบบจําลองไดโพลซึ่งแสดงใหเห็นวามีการเคลื่อนที่ของอนุภาคมากกวา. *2R  ของทั้ง 3 

ระบบจากการใชแบบจําลองมัลติโพลยังไมคงที่ และยังคงมีคาเพิ่มข้ึนเร่ือยๆ ที่เวลา 300 ms. 

 
รูปที่ 4.16   *2R  ของระบบ (a), (b) และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกซึ่งไดจากการใช

แบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 

(dp) (mp) 
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อยางไรก็ตาม จากการสังเกตการเคลื่อนที่ของอนุภาคเมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล ที่

เวลานานขึ้น พบวาอนุภาคมีการเคลื่อนที่นอยลงมาก ยกตัวอยางเชน การจัดเรียงตัวของอนุภาค

ของระบบ (a) โดยใชแบบจําลองมัลติโพล ที่เวลา 380 ms ดังรูปที่ 4.14. ดังนั้น การใชคา *2R  

เปนตัวบงช้ีการจัดเรียงตัวของอนุภาคนั้นอาจไมเหมาะสมเมื่อใชแบบจําลองมัลติโพลในการ

จําลองระบบของไหลอีอาร. 
 

 
 

รูปที่ 4.17  ตําแหนงของอนุภาคฉนวนจํานวน  67 ลูกในของไหลอีอารระบบ  (a) เ ม่ือใช

แบบจําลองมัลติโพล ที่เวลา 380 ms. 

 

 คาของตัวแปรการจัดเรียงอันดับ 1c , 2c  และ 3c   ที่  t = 300ms จากการจําลองของไหล

อีอารระบบ (a), (b) และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกดวยแบบจําลองไดโพล และแบบจําลอง 

มัลติโพลแสดงไวในตารางที่ 4.3. การเคลื่อนที่ของอนุภาคเพื่อจัดเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟา

สงผลใหคา 1c , 2c  และ 3c   มีคาแกวงไปมา ยกตัวอยางการเปลี่ยนแปลงคา 1c , 2c  และ 3c  ของ

ระบบ (a) ดังรูปที่ 4.18. ที่ t = 300ms คาของ 3c  ของทั้ง 3 ระบบจากการใชแบบจําลองไดโพล 

มากกวาคาของ 3c  จากการใชแบบจําลองมัลติโพล แสดงวาอนุภาคเรียงตัวตามแนวแกน Z  ได

ดีกวาอนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพล. คาของ 1c  และ 2c  เกือบทุกระบบจากการใช

แบบจําลองไดโพลมากกวาคาที่ไดจากการใชแบบจําลองมัลติโพล. อยางไรก็ตาม คา 1c  = 0.30 

ของระบบ (b) จากการใชแบบจําลองไดโพลนอยกวาคา 1c  = 0.45 ของระบบ (b) จากการใช

แบบจําลองมัลติโพลอยูเล็กนอย. ดังนั้น โครงสรางของอนุภาคในระนาบ XY  จากการใช

แบบจําลองไดโพลดีกวาแบบจําลองมัลติโพล. ผลการจําลองแสดงใหเห็นวา อนุภาคในของไหล     

อีอารเม่ือจําลองดวยแบบจําลองไดโพลมีโครงขายผลึกแบบบีซีทีดีกวาอนุภาคเมื่อจําลองดวย

แบบจําลองมัลติโพล. เนื่องจากการสรางโครงขายผลึกแบบบีซีทีโดยใชแบบจําลองมัลติโพลใช

เวลานานกวาแบบจําลองไดโพล หัวขอนี้จึงสรุปเปนนัยไดวา อนุภาคในของไหลอีอารซ่ึงใชงานจริง

ใชเวลานานในการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที หรืออาจจะไมมีการจัดเรียงตัวเปน

โครงขายผลึกแบบบีซีที. 
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ตารางที่ 4.3 คาของ 1c , 2c  และ 3c  ที่ t = 300ms จากการจําลองของไหลอีอารระบบ (a), (b) 

และ (c) ที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูกดวยแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล (mp). 

ตัวแปรการจดัเรียงอันดับ 
ระบบ แบบจําลอง 

1c  2c  3c  
dp 0.62 0.82 0.99 

(a) 
mp 0.31 0.29 0.44 

dp 0.30 0.54 0.37 
(b) 

mp 0.45 0.19 0.31 

dp 0.32 0.47 0.55 
(c) 

mp 0.08 0.43 0.13 

 

 
 

รูปที่ 4.18   การเปลี่ยนแปลงของคา 1c , 2c  และ 3c  ตามเวลาของของไหลอีอารระบบ (a) ซ่ึงมี

อนุภาคจํานวน 67 ลูก จากการใชแบบจําลองไดโพล (dp) และแบบจําลองมัลติโพล 

(mp). 

 
4.6 สรุปผล 

1. อนุภาคในของไหลอีอารจากการใชแบบจําลองมัลติโพลใหผลที่ใกลเคียงกับของไหลอีอาร
จริงเนื่องจากแรงบนอนุภาคที่ใกลเคียงกวาแรงจากการใชแบบจําลองไดโพล. 

2. จํานวนครั้งในการทําซํ้า iterN และอันดับมัลติโพลสูงสุด mpN ที่ใชในแบบจําลองมัลติโพล

สงผลตอแรงที่กระทําบนอนุภาค และตองเลือกคาทั้งสองใหเหมาะสมกับเวลาในการ

คํานวณ. วิทยานิพนธนี้เลือกใชคา iterN = 2  และ mpN = 4 . 

3. การจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอารข้ึนกับตําแหนงเร่ิมตนของอนุภาค. 
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4. เมื่ออัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคตอระบบของไหลอีอารนอย เวลาในการจัดเรียงตัว

ของอนุภาคเพื่อเชื่อมตอระหวางอิเล็กโทรดจากการใชแบบจําลองมัลติโพลส้ันกวาเวลาที่

ไดจากการใชแบบจําลองไดโพล. 

5. เมื่ออัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคตอระบบของไหลอีอารสูงข้ึนใกลเคียงกับของไหล  

อีอารที่ใชงานจริง อนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพลเคลื่อนที่มากกวา แตเรียงตัว

ตามแนวสนามไฟฟาดอยกวาอนุภาคจากการใชแบบจําลองไดโพล.  

6. การจัดเรียงตัวของอนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพลมีความสม่ําเสมอกวาการใช
แบบจําลองไดโพล. 

7. การใชคาระยะกระจัดยกกําลังสองเฉลี่ย *2R  เปนตัวบงช้ีการจัดเรียงตัวของอนุภาคนั้น

อาจไมเหมาะสมเมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล.  

8. อนุภาคในของไหลอีอารซ่ึงใชงานจริงใชเวลานานในการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบ
บีซีที หรืออาจจะไมมีการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที. 



บทที่ 5 
 

สรุปและขอเสนอแนะ 
  

 วิทยานิพนธนี้พัฒนาวิธีการคํานวณสนามไฟฟาบนอนุภาคฉนวนรูปทรงกลมดวยวิธีการ

กระจายมัลติโพลซ้ํา  และประยุกตใชวิธีการดังกลาวในการวิเคราะหสนามไฟฟาและแรงบน

อนุภาคในปญหาที่ยังไมไดรับการศึกษาอยางละเอียด. วิธีการดังกลาวเปนวิธีวิเคราะหซ่ึงใชวิธี

เงามัลติโพลโดยใชการกระจายมัลติโพลซ้ํา. ทฤษฎีและหลักการคํานวณตางๆ ของวิธีเงามัลติโพล

ที่กลาวในบทที่ 2 เปนการวิเคราะหหาสมการจากการกําหนดรูปแบบการจัดเรียงที่พิจารณาเพื่อให

ไดกระบวนการคํานวณสําหรับการประยุกตใชงานอนุภาคฉนวนรูปทรงกลม.  

 

 ปญหาที่นํามาวิเคราะหในวิทยานิพนธนี้เปนรูปแบบของอนุภาคฉนวนในตัวกลางที่เปน

ฉนวนซึ่งมีดังตอไปนี้ ปญหาแรกคือ อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมอยูในกับดักอนุภาคอยางงายซึ่งแทน

ดวยระนาบอิเล็กโทรดเอียงซึ่งสนามไฟฟาไมสม่ําเสมอเกิดจากอิเล็กโทรดโดยตรง. ปญหาที่สองคือ 

อนุภาคฉนวนแขวนลอยอยูในของไหลซึ่งเปนฉนวนภายใตสนามไฟฟาสม่ําเสมอซึ่งแทนดวย

ระนาบอิเล็กโทรดแบบขนานซึ่งความไมสม่ําเสมอของสนามไฟฟาเกิดจากการมีอยูของอนุภาค.  

 
อนุภาคฉนวนในกับดักอนุภาคอยางงาย  
 การประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ําในปญหานี้นํามาใชคํานวณสนามไฟฟาและแรง

บนอนุภาคเพื่อศึกษาพฤติกรรมของแรงบนอนุภาคในกับดักอนุภาค. แรงบนอนุภาคที่ไดจากการ

คํานวณโดยใชมัลติโพลและรวมผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดทุกชุด (mps) มีความถูกตองและ

แมนยํากวาการประมาณดวยไดโพล (dp) และการประมาณดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจาก

อิเล็กโทรดชุดแรก (dps). ดังนั้น พฤติกรรมของแรงจากการคํานวณแบบ mps จึงใกลเคียงกับแรง

บนอนุภาคที่เกิดขึ้นจริง. พฤติกรรมของแรงตอการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่ตําแหนงของอนุภาค 

( ),ρ α  ตางๆ กัน สรุปไดดังนี้.  

 แรงบนอนุภาคขึ้นกับตําแหนงของอนุภาคเพราะตัวแปรทั้งสองมีผลทําใหสนามไฟฟาบน

อนุภาคเปลี่ยน. ที่ตําแหนงของอนุภาคใดๆ แรงบนอนุภาคมีทั้ง 2 ทิศทางคือทั้งในทิศ ρ  และ α . 

การประมาณแบบ dps มีแรงบนอนุภาคทั้งสองทิศทางเชนกันแตมีขนาดของแรงนอยกวาแบบ 

mps สวนการประมาณแบบ dp มีแรงเฉพาะในทิศ ρ  เทานั้น. ดังนั้น การประมาณแบบ dp และ 

dps ควรใชในกรณีที่อนุภาคอยูหางจากอิเล็กโทรดมากซึ่งเปนบริเวณที่มีสนามไฟฟาต่ํา เพื่อให

ไดผลการคํานวณที่ถูกตองมากยิ่งขึ้น. 
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 ที่มุมของกับดักอนุภาคหนึ่ง ( 0α คงที่) เมื่อระยะ ρ  คงที่โดยใหมุม α  เพิ่มข้ึน แรงบน

อนุภาคลดลงเพราะผลของเงาเนื่องจากอิเล็กโทรดลางลดลงจากตําแหนงของอนุภาคที่อยูหางจาก

อิเล็กโทรดมากขึ้น. เมื่อระยะ ρ  เพิ่มข้ึน แรงในทิศ ρ  ลดลง และแรงในทิศ α  แปรผันกับมุม 

และระยะที่อนุภาคทํากับอิเล็กโทรดบนและลาง. เมื่อมุม 0α  เพิ่มข้ึน ที่ระยะ ρ  คงที่  แรงบน

อนุภาคลดลงเนื่องจากสนามไฟฟาลดลง. อยางไรก็ตาม ที่ระยะ ρ  เปลี่ยน (ระยะ minρ  ลดลง) 

ทําใหแรงในทิศ ρ  เพิ่มข้ึน และแรงในทิศ α  ลดลงเพราะสนามไฟฟาลดลง และผลของเงา

เนื่องจากอิเล็กโทรดบนที่นอยลง.  

 ตําแหนงของแรงสูงสุดบนอนุภาคในทิศ ρ  และ α   คือ อนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดบน

และลาง และ อนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง ตามลําดับ. จากสมการของวิธีวิเคราะหที่ได เมื่อมุม 

0α  เพิ่มข้ึน แรงบนอนุภาคมากที่สุดในทิศ ρ  สูงขึ้นเพราะแปรผันตรงกับ ( )3 2
0 0sin / /α α2  และ

แรงมากที่สุดในทิศ α  ลดลงเนื่องจากแปรผันโดยประมาณกับ ( ) ( )3 2 4
0 0 0cos / sinα α α⎡ ⎤⎣ ⎦ . เมื่อ

อัตราสวน /N Eε ε  เพิ่มข้ึน ขนาดแรงสูงสุดบนอนุภาคเพิ่มข้ึน. การประมาณแบบ dps สามารถ

ใชไดมื่อ /N Eε ε ≤ 2  และ 0α ≤ °30  และเมื่ออัตราสวน /N Eε ε  มีคาสูงขึ้น และ 0α > °30  ควร

ใชการคํานวณอยางละเอียดแบบ mps เพื่อใหไดคาที่ถูกตอง. 

 ถาตองการใชเวลาในการคํานวณที่เร็วขึ้น การคํานวณแบบ dps สามารถนํามาใชไดที่

ตําแหนงของอนุภาค minρ ρ σ≥ + 5  หรือ k = 10  โดยมีความคลาดเคลื่อนของแรงในทิศ ρ  และ 

α  นอยกวา 10% และ 45% ตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบกับแรงแบบ mps ในชวงมุม 0α  เทากับ 

30°  ถึง 90°และ /N Eε ε ≤ 4 . อยางไรก็ตาม เมื่อตําแหนงของอนุภาคอยูใกลกับอิเล็กโทรดควรใช

การคํานวณอยางละเอียดแบบ mps ซึ่งสามารถทําไดที่ทุกๆ ตําแหนงของอนุภาค และใหคาที่

ถูกตอง.  
 
อนุภาคกระจายแบบสุมในของไหลอีอาร 
 การประยุกตใชการกระจายมัลติโพลซ้ําในการคํานวณแรงบนอนุภาคฉนวนในกรณีนี้เปน

การจําลองของอนุภาคฉนวนที่กระจายแบบสุมในของไหลซึ่งเปนฉนวนซึ่งเรียกวา ของไหลอีอาร. 

วิทยานิพนธนี้พิจารณาคาพารามิเตอรที่เหมาะสมของแบบจําลองมัลติโพลที่ใชการกระจาย     

มัลติโพลซ้ําเพื่อนํามาใชในการจําลองไหลอีอาร และยังพิจารณาเวลาที่ใชในการเรียงตัวเปนโซ 

และความเหมาะสมของตัวแปรที่ใชในการวิเคราะหการจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอาร

ดวย. ผลสรุปที่ไดเปนดังตอไปนี้.  

 อนุภาคในของไหลอีอารจากการใชแบบจําลองมัลติโพลใหผลที่ใกลเคียงกับของไหลอีอาร

จริงเนื่องจากแรงบนอนุภาคที่ใกลเคียงกวาแรงจากแบบจําลองไดโพล. จํานวนครั้งในการทําซ้ํา

และอันดับมัลติโพลสูงสุดที่ใชในแบบจําลองมัลติโพลสงผลตอแรงที่กระทําบนอนุภาค และตอง
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เลือกคาทั้งสองที่เหมาะสมกับเวลาในการคํานวณ. วิทยานิพนธนี้เลือกใชจํานวนครั้งในการทําซ้ํา 

และอันดับมัลติโพลสูงสุดเทากับ 2 และ 4 ตามลําดับ.  

 ผลจากการจําลองของไหลอีอารดวยแบบจําลองไดโพล และแบบจําลองมัลติโพล แสดงให

เห็นวา การจัดเรียงตัวของอนุภาคในของไหลอีอารข้ึนกับตําแหนงเริ่มตนของอนุภาค. เวลาในการ

จัดเรียงตัวของอนุภาคเพื่อเชื่อมตอระหวางอิเล็กโทรดของแบบจําลองมัลติโพลสั้นกวาเวลาที่ได

จากการใชแบบจําลองไดโพล. เมื่ออัตราสวนปริมาตรระหวางอนุภาคตอระบบของไหลอีอารสูงขึ้น

ใกลเคียงกับของไหลอีอารที่ใชงานจริง อนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพลเคลื่อนที่มากกวา 

แตเรียงตัวตามแนวสนามไฟฟาดอยกวาอนุภาคจากการใชแบบจําลองไดโพล. การจัดเรียงตัวของ

อนุภาคจากการใชแบบจําลองมัลติโพลมีความสม่ําเสมอกวาการจัดเรียงตัวของอนุภาคจากการใช

แบบจําลองไดโพล. การใชคาระยะกระจัดยกกําลังสองเฉลี่ยเปนตัวบงชี้การจัดเรียงตัวของอนุภาค

นั้นอาจไมเหมาะสมเมื่อใชแบบจําลองมัลติโพล และอนุภาคในของไหลอีอารซึ่งใชงานจริงใช

เวลานานในการจัดเรียงตัวเปนโครงขายผลึกแบบบีซีที หรืออาจจะไมมีการจัดเรียงตัวเปนโครงขาย

ผลึกแบบบีซีที. 
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ภาคผนวก ก 
 

วิธีการคํานวณ ( )n
km rd α  ดวยสูตรเวียนเกิด 

 

มัลติโพล ,n kB�  ของระบบพกิัดใหม ( ), ,r θ φ� �  คํานวณไดจากการหมนุมัลติโพล ,n mB  ของ

ระบบพิกัดเดมิ ( ), ,r θ φ  โดยที่ตาํแหนงของมัลติโพลอยูที่เดิมดวยการใชตัวดําเนนิการหมนุ คือ 

( ) rikn
km rd e βα  [4] เมื่อ rα  และ rβ  คือ มุมในการหมุนระบบพกิัดเดิมในทิศทาง θ  และ φ  ไปยัง

ระบบพิกัดใหมตามลําดับ ดังรูปที่ ก.1.  ( )n
km rd α  คือ ตัวดําเนินการทีเ่กี่ยวของกับการหมุนใน

ทิศทาง θ  ซึ่งคํานวณไดจากสตูรเวียนเกิดดังนี.้ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.1 การหมุนมัลติโพล ,n mB  ไปเปนมัลติโพล ,n kB� . 
 
ก.1 คาเร่ิมตนเมื่อ 0,1n =  

( )0
00 1.0rd α =          (ก.1) 

( ) ( )1
00 cosr rd α α=         (ก.2) 

( ) ( )
2

1 1
1 1 11cos

2
r

r rd dαα α− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
      (ก.3) 

( ) ( ) ( )1 1
10 01

sin
2

r
r rd d

α
α α− = =       (ก.4) 

( ) ( )
2

1 1
11 1 1sin

2
r

r rd dαα α− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
      (ก.5) 

( ) ( ) ( )1 1
0 1 10

sin
2

r
r rd d

α
α α− = − =       (ก.6) 

 

 

Z 

 X 

Y�

X�

Z�

,n mB
,
�

n kB

rα

rβ
rα

rβ
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ก.2 การคํานวณเมื่อ  2n ≥  
 
ก.2.1 การคํานวณ ( )n

km rd α  เมื่อ 0,..., 2k n= −  และ ,1 , 2 ,...,m k k k k= − − −  

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )1 1
002 2 2 2

2 1
1

n n
km r r km r

n n kmd d d
n nn k n m

α α α−
⎧ ⎫⎡ ⎤− ⎪ ⎪= −⎢ ⎥⎨ ⎬−⎢ ⎥− − ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 

 ( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )
2 22 2

2

2 2 2 2

1 12 1
1 2 1

n
km r

n m n kn n
d

n nn k n m
α−

⎡ ⎤− − − −− ⎢ ⎥
− ⎢ ⎥− −− − ⎢ ⎥

⎣ ⎦

. (ก.7) 

 
ก.2.2  การคาํนวณ ( )n

nn rd α   

( ) ( ) ( )1 1
11 1 1cos

2

n
n nr
nn r r n n rd d dαα α α−

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 .    (ก.8) 

 
ก.2.3 การคํานวณ ( )1 1

n
n n rd α− −  

( ) ( )
1

2
1 1 cos 1 cos

2

n
n r
n n r rd n n αα α

−

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= − + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
.    (ก.9) 

 
ก.2.4 การคํานวณ ( )n

nm rd α  เมื่อ 1,...,m n n= − −  

( ) ( )
( ) ( )

2 !
cos sin

! ! 2 2

n m n m
n r r
nm r

n
d

n m n m
α αα

+ −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  (ก.10) 

 
ก.2.5 การคํานวณ ( )1

n
n m rd α−  เมื่อ 2,...,1m n n= − −  

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1

2 1 !
cos sin

! ! 2 2

n m n m
n r r
n m r

n
d

n m n m
α αα λ

− + − −

−

− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  (ก.11) 

เมื่อ ( )cos rn mλ α= − .   

 
ก.3 การคํานวณคาทีเ่หลอืของ ( )n

km rd α  

ก.3.1 ( ) ( ) ( )1 m kn n
mk r km rd dα α−= − .      (ก.12) 

ก.3.2 ( ) ( ) ( )1 m kn n
mk r m k rd dα α−

− −= − .      (ก.13) 
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ภาคผนวก ข 
 

สนามไฟฟาภายในและภายนอกอนุภาคในระบบพิกัดทรงกลม 
 

 ศักยไฟฟาภายใน ( )Iϕ  และภายนอก ( )Eϕ  ของอนุภาครูปทรงกลมแสดงในพจนของ

กลุมฟงกชันที่กระจายรอบจุดกําเนิดซึ่ งเปนจุดศูนยกลางของอนุภาคในระบบพิกัดทรง

กลม ( ), ,r θ φ เปนไปตามสมการ 

( ), ,
0

,
j

j
I j k j k

j k j
L r Yϕ θ φ

∞

= =−

=∑ ∑        (ข.1) 

( ),
, ,1

0
,

j
j kj

E j k j kj
j k j

B
M r Y

r
ϕ θ φ

∞

+
= =−

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑      (ข.2) 

เมื่อ , ,,j k j kL M  และ ,j kB   คือ สัมประสิทธิ์ที่ตองการทราบคา และ 

( ), ,j kY θ φ   คือ  ฮารมอนิกฟงกชันทรงกลมแบบบรรทัดฐานซึ่งนิยามโดย 

 ( ) ( ), ,, cos ik
j k j kY P e φθ φ θ=  โดยที่ ( ), cosj kP θ  คือฟงกชัน

 เลอช็องดรสมทบแบบบรรทัดฐาน และ 1i = − . 

สนามไฟฟาภายใน ( )I
E  และภายนอก ( )E

E  ของอนุภาคในระบบพิกัดทรงกลมคํานวณจาก

สมการที ่(ข.1) และ (ข.2) ไดดังนี.้ 
 

ข.1 สนามไฟฟา rE  ภายในและภายนอกอนุภาค 

( ) ( ) ( )1
, ,

0

,
j

jI
r j k j kI

j k j
E L j r Y

r
ϕ θ φ

∞
−

= =−

∂
= − = −

∂ ∑ ∑     (ข.3) 

( ) ( ) ( )1
, , ,2

0

1 ,
j

jE
r j k j k j kjE

j k j

jE M j r B Y
r r
ϕ θ φ

∞
−

+
= =−

∂ ⎡ + ⎤⎛ ⎞= − = − − ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑   (ข.4) 

 

ข.2 สนามไฟฟา Eθ  ภายในและภายนอกอนุภาค 

( )
( ),1

,
0

cos1 j
j kj ikI

j kI
j k j

dP
E r L e

r d
φ

θ

θϕ
θ θ

∞
−

= =−

∂⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
∑ ∑    (ข.5) 

( )
( ),,1 1

, 2
0

cos1 j
j kj kj j ikE

j k jE
j k j

dPB
E M r r e

r r d
φ

θ

θϕ
θ θ

∞
− −

+
= =−

⎡ ⎤∂⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑ ∑   (ข.6) 

จากเอกลกัษณของการหาอนุพนัธของเลอช็องดรฟงกชนัสมทบ 
( )

( ) ( )( ) ( ),
,2

cos 1 1 cos cos
cos sin

j k
j k

dP
j P

d

θ
θ θ

θ θ
⎛ ⎞ ⎡ ⎤= +⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 

  ( ) ( )1,2

1 1 cos
sin j kj k P θ

θ +
⎛ ⎞ ⎡ ⎤− − +⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

    (ข.7) 
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และความสัมพันธระหวางเลอช็องดรฟงกชันสมทบกับเลอช็องดรฟงกชันสมทบแบบบรรทัดฐาน 

( ) ( )
( ) ( ), ,

!
cos cos

!j k j k

j k
P P

j k
θ θ

−
=

+
      (ข.8) 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1, 1,

1 !
cos cos

1 !j k j k

j k j k
P P

j k j k
θ θ+ +

+ + −
=

− + +
.    (ข.9) 

แทนสมการที ่(ข.8) และ (ข.9) ลงในสมการที่ (ข.7) จะได 
( )

( ) ( )( ) ( ),
,2

cos 1 1 cos cos
cos sin

j k
j k

dP
j P

d

θ
θ θ

θ θ
⎛ ⎞ ⎡= +⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠

    

  ( )( ) ( )1,1 1 cosj kj k j k P θ+
⎤− − + + + ⎥⎦

.   (ข.10) 

เปลี่ยนอนุพันธของเลอช็องดรฟงกชันสมทบแบบบรรทัดฐานในสมการที่ (ข.5) และ (ข.6) จาก

ความสัมพันธ 
( )

( )
( )

( )
, ,cos cos

sin
cos

j k j kdP dP

d d

θ θ
θ

θ θ
= − .     (ข.11) 

แทนสมการที ่ (ข.11) ลงในสมการที ่ (ข.5) และ (ข.6) จากนั้นใชสมการที่ (ข.10) แทนลงไปและ

เขียนสมการใหมใหอยูในรูปของฮารมอนกิฟงกชันทรงกลมจะได 

( ) ( ) ( ){ }
1

, ,
0

1 cos ,
sin

jj

j k j kI
j k j

rE L j Yθ θ θ φ
θ

−∞

= =−

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

 ( ) ( ){ }1
2 2

, 1,
0

1 ,
sin

jj

j k j k
j k j

rL j k Y θ φ
θ

−∞

+
= =−

⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑    (ข.12)  

( ) ( ) ( ){

( ) ( )}

,1
, ,2

0

2 2
1,

1 1 cos ,
sin

1 ,

j
j kj

j k j kjE
j k j

j k

B
E M r j Y

r

j k Y

θ θ θ φ
θ

θ φ

∞
−

+
= =−

+

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

− + −

∑ ∑
.  (ข.13)  

 
ข.3 สนามไฟฟา Eφ  ภายในและภายนอกอนุภาค 

( ) ( ) ( )
1

, ,
0

1 ,
sin sin

jj
I

j k j kI
j k j

rE L ik Y
rφ

ϕ θ φ
θ φ θ

−∞

= =−

⎛ ⎞∂⎛ ⎞= − = − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑    (ข.14) 

( ) 1
sin

I
E

E
rφ

ϕ
θ φ

∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( )
1

, , ,2
0

1 ,
sin sin

jj

j k j k j kj
j k j

rM ik B ik Y
r

θ φ
θ θ

−∞

+
= =−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  (ข.15) 
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ภาคผนวก ค 

 
กฎลูกโซ เอกลักษณของเลอช็องดรฟงกชันสมทบ และเอกลักษณของ         

ฮารมอนิกฟงกชันทรงกลมแบบบรรทัดฐาน 
 
ค.1 กฎลูกโซในการแปลงจากระบบพิกัดทรงกลมไปเปนระบบพิกัดคารทีเซียน 

[ ] cos cos sinsin cos
sin

a a a a

x r r r
ϕ ϕ ϕ ϕθ φ φθ φ

θ φ θ
∂ ∂ ∂ ∂ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (ค.1) 

[ ] cos sin cossin sin
sin

a a a a

y r r r
ϕ ϕ ϕ ϕθ φ φθ φ

θ φ θ
∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (ค.2) 

[ ] sincosa a a

z r r
ϕ ϕ ϕ θθ

θ
∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ⎣ ⎦

.      (ค.3) 

 
ค.2 เอกลกัษณของเลอรชอ็งดรฟงกชนัสมทบ 

 ( ) ( ) ( ) ( ),
1, 1, 1

cos cos cos 1 cos
sin sin

j k
j k j k

P
P j k P

θ θ θ θ
θ θ − − −

⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (ค.4) 

( ) ( ) ( )1, 1, 1
cos2 cos cos
sin j k j kk P Pθ θ θ

θ − − +
⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

           ( )( ) ( )1, 11 cosj kj k j k P θ− −− − + − .  (ค.5) 

 
ค.3 เอกลกัษณของฮารมอนิกฟงกชันทรงกลมแบบบรรทัดฐาน 

( ) ( )
( ) ( ),

1,

, cos ,
sin sin

j k
j k

j kY
Y

j k
θ φ θ θ φ
θ θ −

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ +⎝ ⎠
 

         ( )
( ) ( ) ( )1

1, 1

1
, i k k

k j k

j k
Y e

j k
φδ θ φ − +

− −

− −
−

+
    (ค.6) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
1, 1, 1

cos2 , 1 ,
sin

i k k
j k j kk Y j k j k Y e φθ θ φ θ φ

θ
− −

− − +
⎛ ⎞ = − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

          ( )( ) ( ) ( )1
1, 11 , i k k

k j kj k j k Y e φδ θ φ − +
− −− − + −  (ค.7) 

 

เมื่อ 1kδ =   เมื่อ 0k ≠ และ 1kδ = −  เมือ่ 0k = . 
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ภาคผนวก ง 
 

ตําแหนงของการวางเงามัลติโพลสําหรับระนาบอิเล็กโทรดเอียง 
 

 อนุภาครูปทรงกลมวางอยูระหวางระนาบอิเล็กโทรดเอียงซึ่งทํามุม 0α  และจุดศูนยกลาง

ของอนุภาควางอยูที่ตําแหนง ( )0 0,x z  ในระบบพิกัดคารทีเซียน เมื่อจุด O  เปนจุดกําเนิด ดังรูปที่ 

ง.1. พิจารณามัลติโพล ,j kB  วางอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาค เงามัลติโพล ,j kB′  ที่กระทํากับ

ระนาบอิเล็กโทรดเอียงถูกวางดวยวิธีการที่เปนลําดับข้ันตอน. วิธีการวางเงามัลติโพลแบงออกได

เปน 2 ขั้นตอน. ขั้นตอนแรกคือวางเงามัลติโพล  ,j kB′  ที่กระทํากับอิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรด

บน ข้ันตอนที่สองคือวางเงามัลติโพล  ,j kB′  ที่กระทํากับอิเล็กโทรดบนกอนอิเล็กโทรดลาง. เงา

ลําดับที่ m  เมื่อ 1,2,3,...m =  ของเงามัลติโพล ,j kB′ ตามขั้นตอนที่หนึ่งและสองคือ 
( ), 1j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  

และ 
( ), 2j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  ตามลําดับ. รูปที่ ง.1 และ ง.2 แสดงตัวอยางของตําแหนงการวางเงามัลติโพล 

( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  
( ), 1 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦ และ 
( ), 2 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  ตามลําดับ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ ง.1 วางเงามัลติโพลทีก่ระทาํกับอิเลก็โทรดลางกอนอิเล็กโทรดบน. 

 
ตําแหนงของเงามัลติโพล 

( ), 1j k m
B′⎡ ⎤⎣ ⎦  คํานวณไดดังนี้ 

ตําแหนง ( ) ( )( )1 1 1 1,x z  คํานวณไดจาก  

( ) 01 1x x=          (ง.1) 

( ) 01 1z z= −          (ง.2) 

( )0 0,x z

O

Z 

X 0α

,j kB

( ) ( )( )1 2 1 2,x z

( ) ( )( )1 1 1 1,x z
( ), 1 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

�
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

( ), 1 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
�

( ), 1 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

0α
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ตําแหนง ( ) ( )( )1 1,m mx z  เมื่อ m เปนเลขคู  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 01 1 1 1 1 1 12 tan cos sinm m m mx x x zα α α− − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (ง.3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 01 1 1 1 1 1 12 tan cos cosm m m mz z x zα α α− − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (ง.4) 

ตําแหนง ( ) ( )( )1 1,m mx z  เมื่อ m เปนเลขคี ่

( ) ( )1 1 1m mx x −=          (ง.5) 

( ) ( )1 1 1m mz z −= −          (ง.6) 

ขนาดของเงามัลติโพล 
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดลางคือ 

( )
( ) 1

, ,1 1
1 j k

j k j kB B+ +′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ .       (ง.7) 

หลังจากหมุน 
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦ ไปเปน 

( ), 1 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
� ดวยมุม 0α  โดยใชสมการในภาคผนวก ก แลว ขนาด

ของเงามัลติโพล 
( ), 1 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

�  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดบนคํานวณไดจาก 

( )
( )

( )

1
, ,1 2 1 1

1 j k
j k j kB B+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� � .       (ง.8) 

เงามัลติโพล 
( ), 1 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  เกิดจากการหมุนมัลติโพล 

( ), 1 2j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
�  กลับดวยมุม 0α−  โดยใชสมการใน

ภาคผนวก ก เชนกัน. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ ง.2 วางเงามัลติโพลทีก่ระทาํกับอิเลก็โทรดบนกอนอิเล็กโทรดลาง. 

 

( )0 0,x z

O

Z 

X 0α

( ) ( )( )2 1 2 1,x z

( ), 2 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
�

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

( ), 2 1j kB⎡ ⎤⎣ ⎦
�

,j kB

( ), 2 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦( ) ( )( )2 2 2 2,x z

0α
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ตําแหนงของเงามัลติโพล 
( ), 2j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  คํานวณไดดังนี้ 

ตําแหนง ( ) ( )( )2 1 2 1,x z  คํานวณไดจาก  

( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 0 0 0 02 1 2 tan cos sinx x x zα α α⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦     (ง.9) 

( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 0 0 0 02 1 2 tan cos cosz z x zα α α⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦     (ง.10) 

ตําแหนง ( ) ( )( )2 2,m mx z  เมื่อ m เปนเลขคู  

( ) ( )2 2 1m mx x −=          (ง.11) 

( ) ( )2 2 1m mz z −= −          (ง.12) 

ตําแหนง ( ) ( )( )2 2,m mx z  เมื่อ m เปนเลขคี ่

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 02 2 1 2 1 2 12 tan cos sinm m m mx x x zα α α− − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (ง.13) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 02 2 1 2 1 2 12 tan cos cosm m m mz z x zα α α− − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (ง.14) 

ขนาดของเงามัลติโพล 
( ), 2 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦

�  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรดบนคือ 

( )
( ) 1

, ,2 1
1 j k

j k j kB B+ +⎡ ⎤′ = −⎣ ⎦
� �        (ง.15) 

เมื่อมัลติโพล ,j kB�  เกิดจากการหมุนมัลติโพล ,j kB  ดวยมุม 0α  โดยใชสมการในภาคผนวก ก. 

มัลติโพล 
( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  คํานวณไดจากการหมุน 

( ), 2 1j kB⎡ ⎤′⎣ ⎦
� กลับดวยมุม 0α−  โดยใชสมการใน

ภาคผนวก ก. ขนาดของเงามัลติโพล 
( ), 2 2j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบนอิเล็กโทรด

ลางคือ 

( )
( )

( )
1

, ,2 2 2 1
1 j k

j k j kB B+ +′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .      (ง.16) 
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ภาคผนวก จ 
 

แรงที่กระทําบนอนุภาคเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง 
 

 ขอมูลผลการคํานวณแรงบนอนุภาคจากการประมาณดวยไดโพล (dp) การประมาณดวย

ไดโพลและเงาของอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) และการคํานวณดวยมัลติโพลและเงาของอิเล็กโทรด

ทุกชุด (mps) ในหัวขอที่ 3.5.1. 

 

 
(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.1  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.2  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 1 และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.3  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.4  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 3  และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.5  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 30°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.6  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.7  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 60°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข)  

รูปที่ จ.8  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรด

บนและลาง ที่ k = 7  และ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 

 

 



 102 

ภาคผนวก ฉ 
 

การคํานวณแรงบนอนุภาคฉนวนภายในระนาบเอียงจากวิธีวิเคราะหโดยไมใช
วิธีทําซ้ําดวยไดโพลและเงาไดโพลเนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรก 

 
ฉ.1 การคํานวณแรงระหวางไดโพล 1p  และ 2p  ที่มีมุมแตกตางกัน 
 ไดโพล 1p อยูในทิศตามแกน Z  และ ตําแหนงของไดโพล  2p  อยูหางจากไดโพล 1p  เปน

ระยะ r และทํามุม θ  ในระบบพิกัดทรงกลมที่มี 1p เปนจุดกําเนิด. มุม θ  เปนบวกเมื่อหมุนทวน

เข็มนาฬิกา ดังรูปที่ ฉ.1. ra  และ aθ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดทรงกลมซึ่งมี 1p เปนจุด

กําเนิดตามทิศ r  และ θ  ตามลําดับ. ไดโพล 2p  ทํามุม β  จากทิศทางของ 2p  มายัง r  โดยเปน

บวกเมื่อหมุนทวนเข็มนาฬิกา และเปนลบเมื่อหมุนตามเข็มนาฬิกา ดังรูปที่ ฉ.1.   

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ฉ.1 มุม และระยะในการคํานวณแรงระหวางไดโพล 1p  และ 2p  

 

สนามไฟฟาที่เกิดจาก 1p  ณ ตําแหนง 2p  คือ  

[ ]1
3

0

p
2cos sin

4
r

E

E a a
r

θθ θ
πε ε

= +       (ฉ.1) 

เมื่อ Eε  คือ สภาพยอมสัมพทัธของตัวกลาง และ 

 0ε  คือ สภาพยอมของสุญญากาศ  

แรงระหวางไดโพล 1p  และ 2p  คํานวณไดจาก 

( )2pF E= ∇i          (ฉ.2) 

แทน 2p  และ ∇  ลงในสมการที่ (ฉ.2)  

( )2 2
1p cos p sinr rF a a a a E

r rθ θβ β
θ

⎡ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
i    (ฉ.3) 

θ

ra

aθ

2p

1p

β

r

Z

X
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จัดรูปสมการที่ (ฉ.3) ใหม 

2 2
1p cos p sinE EF

r r
β β

θ
∂ ∂

= −
∂ ∂

      (ฉ.4) 

สนามไฟฟา E  ในพกิัดคารทีเซยีน ( ),x z  คือ 

( ) ( )1 2 2
3

0

p
3cos sin 2cos sin

4 x z
E

E a a
r

θ θ θ θ
πε ε

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦    (ฉ.5) 

เมื่อ xa  และ za  เปนเวกเตอรหนึง่หนวยตามแนวแกน X  และ Z  ตามลําดับ. 

 

อนุพนัธของ E  เทียบกับตัวแปร r  คํานวณไดจาก 

( ) ( )1 2 2
4

0

3 p
3cos sin 2cos sin

4 x z
E

E a a
r r

θ θ θ θ
πε ε

−∂ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∂
   (ฉ.6) 

เปลี่ยน xa  และ za  กลับเปน ra  และ aθ   

( )1
4

0

3 p
2cos sin

4 r
E

E a a
r r θθ θ

πε ε

−∂
= +

∂
     (ฉ.7) 

 

อนุพนัธของ E  เทียบกับตัวแปร θ  คํานวณไดจาก 

( ) ( )1 2 2
4

0

p1 3cos sin 2cos sin
4 x z

E

E a a
r r

θ θ θ θ
θ θπε ε
∂ ∂ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∂ ∂

  (ฉ.8) 

อนุพนัธของ E  เทียบกับตัวแปร θ  คือ 

( ) ( )1 2 2
4

0

3 p1 cos sin 2cos sin
4 x z

E

E a a
r r

θ θ θ θ
θ πε ε

−∂ ⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦∂
  (ฉ.9) 

เปลี่ยน xa  และ za  กลับเปน ra  และ aθ   

[ ]1
4

0

3 p1 sin cos
4 r

E

E a a
r r θθ θ

θ πε ε

−∂
= −

∂
     (ฉ.10) 

 

แทนคาอนุพนัธในสมการที ่(ฉ.7) และ (ฉ.10) ลงในสมการที่ (ฉ.4) 

[ ] ( ){ }1 2
4

0

3 p p
2cos cos sin sin sin

4 r
E

F a a
r θθ β θ β θ β

πε ε

−
= + + −⎡ ⎤⎣ ⎦   (ฉ.11) 

 

เมื่อมุม β  เปนบวก แรงระหวาง 1p  และ 2p  เปน 

[ ] ( ){ }1 2
4

0

3 p p
2cos cos sin sin sin

4 r
E

F a a
r θθ β θ β θ β

πε ε

−
= − + +⎡ ⎤⎣ ⎦   (ฉ.12) 
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ฉ.2 แรงบนอนุภาคฉนวนจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซํ้าดวยไดโพลและเงาไดโพล  
เนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรกเมื่ออนุภาคอยูระหวางอิเล็กโทรดบนและลาง 
 อนุภาคฉนวนรูปทรงกลมมีเสนผาศูนยกลาง σ  และ สภาพยอมสัมพัทธ Nε  อยูในกาซที่

มีสภาพยอมสัมพัทธ Eε  ดังรูปที่ ฉ.2. จุดศูนยกลางของอนุภาคอยูที่ตําแหนง ( ),ρ α  ในระบบ

ระนาบเอียงซึ่งมีมุมระหวางระนาบ 0α  และมีเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศ ρ  และ α  เปน  aρ  และ 

aα  ตามลําดับ. ไดโพล 0p  ที่จุดศูนยกลางของอนุภาคเกิดจากสนามไฟฟาภายนอก 0E  (ในทิศ 

aα ) ซึ่งเกิดจากความตางศักย V ของอิเล็กโทรดทั้งสอง. 1p  และ 2p  เปนเงาไดโพลที่เกิดจาก 0p  

กับระนาบอิเล็กโทรดบนและลาง ตามลําดับ และหางจากไดโพล 0p  เปนระยะ 0r  และ 2r  

ตามลําดับ ดังรูปที่ ฉ.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ฉ.2 ตําแหนงและระยะหางระหวางไดโพล 0p กับเงาไดโพล 1p และ 2p  ของระนาบเอียง. 

 

ระยะ 0r  และ 2r  ในรูปที่ ฉ.2 คํานวณไดจาก 

( )0 02 sinr ρ α α= −         (ฉ.13) 

( )2 2 sinr ρ α=         (ฉ.14) 

ไดโพล 0p , 1p  และ 2p  คํานวณไดจาก 

0p Kaα=          (ฉ.15) 

( ) ( )1 0 0p sin 2 2 cos 2 2K a aρ αα α α α⎡ ⎤= − − + −⎣ ⎦     (ฉ.16) 

( ) ( )2p sin 2 cos 2K a aρ αα α⎡ ⎤= +⎣ ⎦       (ฉ.17) 

เมื่อ  ( )
( )2

N E

N E

ε ε
γ

ε ε
−

=
+

 และ 
3 3

0
0 0

0

4
2 2

E
E

VK E πε ε γσσπε ε γ
ρα

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

O

aρ

aα V

ρ
α0α

0r

2r

1p

0p

2p

0Eα

Eε

Nε

X

Z
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ฉ.2.1 แรงที่เงาไดโพล 1p  กระทํากับ 0p  
 รูปที่ ฉ.3 แสดงตําแหนง มุม และระยะระหวางไดโพล 0p  กับเงาไดโพล 1p . 1p  อยูหาง

จาก 0p  เปนระยะ 0r  และทํามุม ( )0α α−  ในระบบพิกัดทรงกลมซึ่งมี 0p  เปนจุดกําเนิด โดยที่ 

,0ra  และ  ,0aθ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดทรงกลมตามทิศ  0r  และ  ( )0α α−  

ตามลําดับ ดังรูปที่ ฉ.3. 1p  ทํามุม ( )0α α−  ตามเข็มนาฬิกาจากแกนของ 1p  มายัง 0r . จาก

สมการที่ (ฉ.15) และ (ฉ.16) จะได 0 1p p= .  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ฉ.3 ตําแหนง มุม และระยะของไดโพล 0p  กับเงาไดโพล 1p . 

 

จากสมการที่ (ฉ.11) เมื่อแทนมุม ( )0θ α α= −  และมุม ( )0β α α= −  จะไดแรงที่ 0p กระทํากับ 

1p  เปน 

( ) ( )
0 1

2
0 2 2

0 0 ,04
0 0

3 p
2cos sin

4p p r
E

F a
r

α α α α
πε ε

−
⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦    (ฉ.18) 

ดังนั้น แรงที่เงาไดโพล 1p กระทํากับไดโพล 0p  คือ 

( ) ( ){ }1 0

2
0 2 2

0 0 ,04
0 0

3 p
2cos sin

4p p r
E

F a
r

α α α α
πε ε

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦    (ฉ.19) 

จากรูปที่ ฉ.3 ,0ra  และ ,0aθ  เปลี่ยนเปน aρ  และ aα  โดยหมุนตามเข็มนาฬิกาไปเปนมุม 

( )0α α− . ดังนั้นแรง 
1 0p pF ในทิศ aρ  และ aα  เปน 

( ) ( ){

( ) ( ) }
1 0

2
0 2

0 04
0 0

2
0 0

3 p
cos 1 sin

4

cos 1 cos

p p
E

F a
r

a

ρ

α

α α α α
πε ε

α α α α

⎡ ⎤= − − + −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + −⎣ ⎦

   (ฉ.20) 

O

aρ

aα

ρ
α0α

0r

1p

0p

,0ra

,0aθ

( )0α α−

( )0α α−

α

Z

X

aρ−
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ฉ.2.2 แรงที่เงาไดโพล 2p  กระทํากับ 0p  
 รูปที่ ฉ.4 แสดงตําแหนง มุม และระยะระหวางไดโพล 0p กับเงาไดโพล 2p . 0p  อยูหาง

จาก 2p  เปนระยะ 2r  และทํามุม α  ในระบบพิกัดทรงกลมซึ่งมี 2p  เปนจุดกําเนิด โดยที่ ,2ra  

และ ,2aθ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดทรงกลมตามทิศ 2r  และ α  ตามลําดับ   ดังรูปที่ 

ฉ.4. 0p  ทํามุม α  ตามเข็มนาฬิกาจากแกนของ 0p  มายัง 2r  . จากสมการที่ (ฉ.15) และ (ฉ.17) 

จะได 0 2p p= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ ฉ.4 ตําแหนง มุม และระยะของไดโพล 0p กับเงาไดโพล 2p . 

 

จากสมการที่ (ฉ.11) เมื่อแทนมุม θ α=  และ มุม β α=  จะไดแรงที่ 2p  กระทํากับ 0p  เปน 

{ }2 0

2
0 2 2

,24
0 2

3 p
2cos sin

4p p r
E

F a
r

α α
πε ε

−
⎡ ⎤= +⎣ ⎦      (ฉ.21) 

จากรูปที่ ฉ.4 ,2ra  และ ,2aθ  เปลี่ยนเปน aρ  และ aα  โดยหมุนทวนเข็มนาฬิกาไปเปนมุม α   

ดังนั้น แรง
2 0p pF ในทิศ aρ  และ aα  คือ 

( ){ ( ) }2 0

2
0 2 2

4
0 2

3 p
cos 1 sin cos 1 cos

4p p
E

F a a
r ρ αα α α α

πε ε
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (ฉ.22) 

 
ฉ.2.3 แรงลัพธที่กระทําบนไดโพล 0p  
 แรงลัพธทั้งหมดที่กระทําบนไดโพล 0p  เกิดจากเงาไดโพล 1p  และ 2p . แรงจากเงาไดโพล 

1p  ในสมการที่ (ฉ.20) เมื่อแทน 0r  จากสมการที่ (ฉ.13) ลงไป จะได 

O

aρ

aα V

ρα0α
2r

0p

2p

,2ra

,2aθ

α

α

Z

X
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( )
( )1 0

2 2
00

4 3
0 0

cos 13 p
64 sinp p

E

F aρ

α α

πε ε ρ α α

⎧ ⎡ ⎤− +⎪ ⎣ ⎦= −⎨ −⎪⎩
  

( ) ( )
( )

2
0 0

4
0

cos 1 cos
sin

aα
α α α α

α α

⎫⎡ ⎤− + − ⎪⎣ ⎦+ ⎬− ⎪⎭
   (ฉ.23) 

แรงจากเงาไดโพล 2p  ในสมการที่ (ฉ.22) เมื่อแทน 2r  จากสมการที่ (ฉ.14) ลงไป จะได 

2 0

2 2 2
0

4 3 4
0

cos 1 cos 1 cos3 p
64 sin sinp p

E

F a aρ α

α α α

πε ε ρ α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  (ฉ.24) 

 

จากสมการที่ (ฉ.23) และ (ฉ.24) แรงลัพธที่กระทําบนไดโพล 0p  ในทิศ ρ  และ α  เปน 

( )
( )

( )
( )

2 2 2
00

4 3 3
0 0

cos 1 cos 13 p
64 sin sinE

Fρ

α α α

πε ε ρ α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +− ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= +⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
   (ฉ.25) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2
0 00

4 4 4
0 0

cos 1 cos cos 1 cos3 p
64 sin sinE

Fα

α α α α α α

πε ε ρ α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
 (ฉ.26) 

 

แทน 0p  จากสมการที่ (ฉ.15) ลงในสมการที่ (ฉ.25) และ (ฉ.26) จะได 

( )
( )

( )
( )

2 2
01

6 2 3 3
0 0

cos 1 cos 13
256 sin sin

KFρ

α α α

ρ α α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +− ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= +⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
   (ฉ.27) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
0 01

6 2 4 4
0 0

cos 1 cos cos 1 cos3
256 sin sin

KFα

α α α α α α

ρ α α α α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
 (ฉ.28) 

เมื่อ 2 6 2
1 0 EK Vπε ε γ σ= . 

 
ฉ.3 แรงบนอนุภาคฉนวนจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซํ้าดวยไดโพลและเงาไดโพล 
เนื่องจากอิเล็กโทรดชุดแรกเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง 
 เมื่ออนุภาคสมัผัสกับอิเล็กโทรดลาง ระยะหางจากจุดศูนยกลางของอนุภาคกับอิเลก็โทรด

ลางเทากับ / 2σ . ดังนัน้ sinα คํานวณไดจาก 

sin
2
σα
ρ

=          (ฉ.29) 

เมื่อแทนสมการที่ (ฉ.29) ลงในสมการที่ (ฉ.27) และ (ฉ.28) แรงลัพธที่กระทําบนอนุภาคในทิศ ρ  

และ α  เปน 

( ) ( )2 2 2 2
1

5 2 3 3
0

2 16 23
256

dKF
dρ

ρ ρ σ

ρ α σ

⎧ ⎫− −− ⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

    (ฉ.30) 
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( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1
5 2 4 4

0

2 16 2 43
256

d dKF
dα

ρ ρ ρ σ ρ σ

ρ α σ

⎧ ⎫− − − −⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  (ฉ.31) 

เมื่อ  ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 04 / 2 sin / 2 cosd ρ σ α σ α= − − . 

 แ ร ง *Fρ  แ ล ะ  *Fα  เ มื่ อ เ ป ลี่ ย น ร ะ ย ะ  ρ  โ ด ย ที่  
( )min

0

/ 2
sin / 2

σρ
α

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 แ ล ะ 

max min
11

2
σρ ρ ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
ที่ 0α = 30°,45°,60°,90°  แสดงไวในรูปที่ ฉ.5 และ ฉ.6 ตามลําดับ. คาที่

ใชในการทําใหเปนบรรทัดฐานของระยะ และ แรง เปน σ  และ ( ) 2
01/ 8 Vε  ตามลําดับ โดยที่

เครื่องหมาย * แทนตัวแปรที่ทําใหเปนบรรทัดฐานแลว. 
 

 
รูปที่ ฉ.5  *Fρ  จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.30) เมื่ออนุภาคอยูติดกับอิเล็กโทรดลาง 

 กับการเปลีย่นคา ρ  ที่ 0α = 30°,45°,60°,90° . 

 

 
รูปที่ ฉ.6  *Fα  จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.31) เมื่ออนุภาคอยูติดกับอิเล็กโทรดลาง 

 กับการเปลีย่นคา ρ  ที่ 0α = 30°,45°,60°,90° . 
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ฉ.4 แรงสูงสุดบนอนุภาคจากวิธีวิเคราะหโดยไมใชวิธีทําซํ้าดวยไดโพลและเงาไดโพลเนือ่ง
จากอิเล็กโทรดชุดแรกภายในระนาบเอียง  
 กําหนดให ,maxFρ  และ ,maxFα  เปนขนาดของแรงมากที่สุดในทิศ ρ  และ α  เมื่อมุม 0α  

คงที่ ตามลําดับ. ,maxFρ  เพิ่มมากขึ้น และ ,maxFα  ลดลงตามการเพิ่มข้ึนของมุม 0α . ,maxFρ เกิดขึ้น

เมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดบนและลาง และ ,maxFα  ในที่นี้เกิดขึ้นเมื่อตําแหนงของอนุภาค

สัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง. ตําแหนงของอนุภาคที่เกิด ,maxFρ  มี 0 /α α= 2  และ minρ ρ= . แทน

คาดังกลาวลงในสมการที่ (ฉ.27) จะได  

( ) ( ){ }2 32
,max 0 02

0

3 cos / 2 1 sin / 2
2
KFρ α α
α

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦     (ฉ.32) 

เมื่อ 2 2
2 0 EK Vπε ε γ= . 

 *
,maxFρ จากการคํานวณดวยสมการที่ (ฉ.32) เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°  แสดงไวในรูปที่  ฉ.7. 

เมื่อมุม 0α  เพิ่มมากขึ้น ,maxFρ  เพิ่มข้ึน และ การเพิ่มข้ึนของ ,maxFρ คอยๆ ลดลงเมื่อมุม 0α  เขา

ใกล 90°  ดังรูปที่ ฉ.7. การเปลี่ยนแปลงของ *
,maxFα  และระยะ *ρ  ณ ตําแหนงที่เกิด *

,maxFα  

เมื่อ 0α = 5°  ถึง 90°   แสดงไวในรูปที่ ฉ.8 และ ฉ.9 ตามลําดับ. เมื่อมุม 0α  เพิ่มมากขึ้น ,maxFα  

ลดลง และลดลงเปนเชิงเสนเมื่อมุม 0α  เขาใกล 90°  ดังรูปที่ ฉ.8. ในที่นี้ ตําแหนง ρ  ที่เกิด 

,maxFα คํานวณจากสมการที่ (ฉ.31) ดวยวิธีการสมมติและตรวจสอบกลับ (trial and error 

method) และระยะ ρ  ที่เกิด ,maxFα ลดลงเมื่อมุม 0α  เพิ่มมากขึ้น ดังรูปที่ ฉ.9. 

 

 
รูปที่ ฉ.7 *

,maxFρ  จากการคํานวณดวยสมการที ่(ฉ.31) เมื่อ 0α = 5°  ถงึ 90° . 
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รูปที่ ฉ.8 *

,maxFα  จากการคํานวณดวยสมการที ่(ฉ.30) เมื่อ 0α = 5°  ถงึ 90° . 

 

 
รูปที่ ฉ.9 ระยะ *ρ  ที่เกิด *

,maxFα  เมือ่ 0α = 5°  ถึง 90° . 
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ภาคผนวก ช 
 

แรงที่กระทําบนอนุภาคเมื่ออนุภาคสัมผัสกับอิเล็กโทรดลาง 
 

 ขอมูลผลการคํานวณแรงบนอนุภาคจากการประมาณดวยไดโพล (dp) การประมาณดวย

ไดโพลและเงาของอิเล็กโทรดชุดแรก (dps) และการคํานวณดวยมัลติโพลและเงาของอิเล็กโทรด

ทุกชุด (mps) ในหัวขอที่ 3.5.2. 

 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ ช.1  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง 

ที่ 0α = 45°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ ช.2  แรงจากวิธีการคํานวณทั้งสาม (dp, dps และ mps) เมื่ออนุภาคสัมผัสอิเล็กโทรดลาง 

ที่ 0α = 90°  (ก) *Fρ  และ (ข) *Fα . 
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 ภาคผนวก ซ 
 

ตําแหนงของการวางเงามัลติโพลสําหรับการคํานวณดวย 
ระนาบอิเล็กโทรดคูขนาน 

 

 อนุภาควางอยูระหวางอิเล็กโทรดคูขนานซึ่งวางหางกันเปนระยะ zL ดังรูปที่ ซ.1. 

พิจารณามัลติโพล ,j kB  วางอยูที่จุดศูนยกลางของอนุภาคซึ่งอยูสูงกวาอิเล็กโทรดลางเปนระยะ 

h . เงามัลติโพล ,j kB′  ที่กระทํากับอิเล็กโทรดคูขนานถูกวางดวยวิธีการที่เปนลําดับข้ันตอน. วิธีการ

วางเงามัลติโพลแบงออกไดเปน 2 ข้ันตอน. ข้ันตอนแรกคือวางเงามัลติโพล  ,j kB′  ที่กระทํากับ

อิเล็กโทรดลางกอนอิเล็กโทรดบน สวนขั้นตอนที่สองคือวางเงามัลติโพลสลับลําดับกันกลาวคือวาง

เงามัลติโพล   ,j kB′  ที่กระทํากับอิเล็กโทรดบนกอนอิ เล็กโทรดลาง .  เงาลําดับที่  m  เมื่อ 

1,2,3,...m =  ของเงามัลติโพล ,j kB′ ตามขั้นตอนที่หนึ่งและสองคือ 
( ), 1j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  และ 
( ), 2j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  

ตามลําดับ. รูปที่ ซ.1 แสดงตัวอยางของการวางเงามัลติโพล 
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  และ 

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ซ.1 การวางเงามัลติโพลที่กระทํากบัระนาบอเิล็กโทรดคูขนาน. 

 

ตําแหนงของเงามัลติโพล 
( ), 1j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  และ 
( ), 2j k m

B′⎡ ⎤⎣ ⎦  คํานวณไดจากสมการ 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 %2m
z zmz m L L m h⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦     (ซ.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
2 1 1 %2m

z z zmz m L m L L h− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦    (ซ.2) 

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

h

zL
zL h−

zL h−

h

,j kB

( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦

0z =
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เมื่อ 1( )mz   คือ ตําแหนงของเงามัลติโพล 
( ), 1j k m

B⎡ ⎤⎣ ⎦
�  

2( )mz   คือ ตําแหนงของเงามัลติโพล
( ), 2j k m

B⎡ ⎤⎣ ⎦
�  และ 

 %   คือ เครื่องหมายซึ่งแสดงเศษที่ไดหลังการหาร และ 0z =  ที่ตําแหนงของ 

        อิเล็กโทรดลาง.  

ในรูปที่  ซ .1 นั้น  เงามัลติโพล  
( ), 1 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦  และ  

( ), 2 1j kB′⎡ ⎤⎣ ⎦ วางอยูที่ตําแหนง  ( )1 1z h= −  และ 

( )2 1 2 zz L h= −  ตามลําดับ. ขนาดของเงามัลติโพล ,j kB′  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขศักยไฟฟาบน

อิเล็กโทรดคูขนานคํานวณไดจาก 

( ) 1
, ,1 j k

j k j kB B+ +′ = − .        (ซ.3) 
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ภาคผนวก ฌ 
 

ผลการจําลองของไหลอีอารที่มีอนุภาคจํานวน 67 ลูก ดวยแบบจําลองไดโพล
และแบบจําลองมัลติโพล 

 

 ขอมูลเพิ่มเติมจากการจําลองของไหลอีอารในหัวขอที่ 4.5.2. ของไหลอีอารที่ใชในการ

จําลองมีการจัดวาง และขอมูลทางกายภาพที่ใชในการคํานวณตามหัวขอที่ 4.1. 
 

 
Dipole (dp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   
(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 

 

 
Multipole (mp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
t = 0 ms 

(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 
 

รูปที่ ฌ.1  ตําแหนงของอนุภาคในของไหลอีอารระบบ (a) จากการจําลองดวยแบบจําลองไดโพล

และแบบจําลองมัลติโพล. 
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Dipole (dp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   
(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 

 

 
Multipole (mp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
t = 0 ms 

(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 
 

รูปที่ ฌ.2  ตําแหนงของอนุภาคในของไหลอีอารระบบ (b) จากการจําลองดวยแบบจําลองไดโพล

และแบบจําลองมัลติโพล. 

 

 

 



 117 

 
 

 
Dipole (dp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   
(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 

 

 
Multipole (mp) 

  
 (ก) t = 60 ms (ข) t = 120 ms 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
t = 0 ms 

(ค) t = 180 ms (ง) t = 240 ms (จ) t = 300 ms 
 

รูปที่ ฌ.3 ตําแหนงของอนุภาคในของไหลอีอารระบบ (c) จากการจําลองดวยแบบจําลองไดโพล

และแบบจําลองมัลติโพล. 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 

   นายอรรณพ ล้ิมสีมารัตน เกิดวันที่ 9 กันยายน พ.ศ. 2517 ที่กรุงเทพมหานคร สําเร็จ

การศึกษาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต และ วิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิศวกรรมไฟฟา จาก

จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปการศึกษา 2538 และ 2542 ตามลําดับ  เขาศึกษาตอในหลักสูตร

วิศวกรรมศาสตรดุษฎีบัณฑิต สาขาวิชาวิศวกรรมไฟฟา ณ ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา คณะ

วิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ตั้งแตปการศึกษา 2545 จนถึงปจจุบัน 
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