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บทที่  1 
บทนํา 

 
1.1 ปญหากําหนดการเชิงเสน 

 

ปญหากาํหนดการเชิงเสน (linear programming problem) [1, 2, 3, 4] เปน

ปญหาการหาคาเหมาะที่สุด (optimization problem) ที่มีฟงกชนัจุดประสงค และเงื่อนไขบังคับ

เปนฟงกชนัเชงิเสนของตัวแปรอิสระ วัตถปุระสงคของการแกปญหากาํหนดการเชงิเสน คือการหา

คาของตัวแปรอิสระทั้งหมดในระบบทีท่ําใหฟงกชนัจุดประสงคมีคาสูงสุด หรือตํ่าสุดตามเงื่อนไขที่

กําหนด ดงัตัวอยางตอไปนี ้

 

ตัวอยาง 1.1 บริษัทแหงหนึ่งผลิตสนิคา 2 ชนิด สินคาชนิดแรกแตละชิ้นใชเวลาในการผลิตขั้นตน 

4 ชั่วโมง ขั้นที่สอง 1 ชั่วโมง และขายไดกําไรชิ้นละ 600 บาท สวนสินคาชนิดทีส่องแตละชิ้นใช

เวลาในการผลิตขั้นตน 3 ชั่วโมง ขั้นที่สอง 2 ชั่วโมง และขายไดกําไรชิ้นละ 800  บาท โรงงาน

สําหรับผลิตขั้นตนและขั้นทีส่องทาํงานสัปดาหละไมเกิน 120 และ 60 ชั่วโมงตามลาํดับ ถาบริษทั

ตองการผลิตสนิคาทัง้สองชนิดใหขายไดกาํไรมากที่สุด บริษัทจะตองผลิตสินคาทั้งสองชนิดอยาง

ละกี่ชิ้น  

ให  1x  แทนจํานวนสนิคาชนิดทีห่นึง่ 

  2x  แทนจํานวนสนิคาชนิดที่สอง 

 

ตัวอยางนี้สามารถเขียนในรปูปญหากาํหนดการเชงิเสนไดเปน 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค 1 2600 800x x+  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

1 2

1 2

1

2

4 3 120
2 60

0
0

x x
x x

x
x

+ ≤
+ ≤

≥
≥
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ซึ่งสามารถหาผลเฉลยไดดวยวิธีเชงิกราฟ (graphical method) [1] นั่นคือการหา

คาเหมาะที่สุดจะพิจารณาจากกราฟ โดยเริ่มจากการวาดบริเวณทีเ่ปนไปได และกําหนดเสน

คาคงที่ใหกับฟงกชันจุดประสงค และเคลื่อนเสนดังกลาวใหขนานกับเสนเดมิในทิศทางทีค่า

ฟงกชันจุดประสงคเพิม่ข้ึน ในกรณีหาคาสูงสุด (หรือในทิศทางที่คาฟงกชันจุดประสงคลดลง ใน

กรณีหาคาต่าํสุด) จนกระทั่งเสนคาคงทีข่องฟงกชันจดุประสงคนั้นตัดกับจุดสุดทายของบริเวณที่

เปนไปได ซึง่จุดดังกลาวคอืผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา และเนื่องจากปญหานี้เปนการหา

คาสูงสุดดังนัน้จะไดดังรูปที ่1.1 

 

  

                     
รูปที่ 1.1 การหาคาเหมาะทีสุ่ดโดยวิธีเชงิกราฟ 

 

จากรูปจะเหน็วาจุดที่เสนคาคงที่ฟงกชันจดุประสงคตัดเปนจุดสุดทายคือจุด 

( ) ( )1 2, 12, 24x x =  ซึ่งใหคาของฟงกชนัจุดประสงคมากที่สดุคือ 26,400  ดังนั้นถาบริษทั

ตองการผลิตสนิคาทัง้สองชนิดใหขายไดกาํไรมากที่สุด บริษัทจะตองผลิตสินคาชนดิที่หนึ่ง 12  ชิ้น 

และสินคาชนดิที่สอง 24  ชิน้และใหกาํไรมากที่สุดคือ 26,400  บาท 

 

 

 

1x  

2x  

1 2600 800 8000x x+ =  

1 2600 800 16000x x+ =  

1 2600 800 26400x x+ =  

( )12, 24  
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จากตัวอยางจะเหน็วาปญหามีขนาดเล็กซึง่สามารถใชวธิีเชิงกราฟในการหาผล

เฉลยได แตเนื่องจากวธิีเชิงกราฟตองวาดบริเวณที่เปนไปได เมื่อปญหามีขนาดใหญขึ้นความ

ยุงยากในการวาดบริเวณที่เปนไปไดก็ยากขึ้น ดังนั้นวิธีเชิงกราฟจึงเหมาะกับปญหาขนาดเล็ก 

 

สําหรับปญหาขนาดใหญที่มตีัวแปรมากกวาสองตัว จะมรูีปแบบทั่วไปเปน 

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค     1 1 2 2 n nc x c x c x+ + +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

0, 1, 2,...,

n n

n n

m m mn n m

i

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x i n

+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤

≥ =

  

หรือเขียนในรูปของเวกเตอร และเมทริกซไดเปน 

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค    Tc x  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ         
≤
≥ 0

Ax b
x

     ………. …….(1.1) 

 

เมื่อ ( )T
1 2, ,..., nc c c=c  คือเวกเตอรสมัประสิทธิ์ของฟงกชันจุดประสงค 

         ( )T
1 2, ,..., nx x x=x  คือเวกเตอรของตัวแปรตัดสินใจ 

        ( )
m n×ijA = a  คือเมทริกซสมัประสิทธิ์ของเงื่อนไขบังคับมีขนาด m n×  

        ( )T
1 2, ,..., nb b b=b  คือเวกเตอรคาคงทีท่างขวามือ 

 

 

Dantzig, G. (1947) ไดคิดคนวิธีซมิเพลก็ซ (simplex method) [1, 2, 4, 5, 6, 7] 

ซึ่งเปนขบวนการทําซ้าํเพื่อเขาหาจุดที่เหมาะที่สุด โดยจะดําเนินการอยางมีระบบและแบบแผน 

และทุกครั้งของการกระทาํซ้าํ คําตอบที่ไดรับจะใหคาของฟงกชนัจุดประสงคที่ไมดอยไปกวา
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คําตอบครั้งกอน ซึง่สามารถรับประกันการลูเขาสูจุดเหมาะที่สุดเสมอ วิธีซิมเพล็กซเปนวธิีที่ไดรับ

ความนิยมแตเมื่อปญหามีขนาดใหญข้ึนจะใชเวลาในการหาผลเฉลยนาน ซึง่มีงานวิจยัแสดงให

เห็นวาวิธีซิมเพล็กซใชเวลาในการคํานวณหาผลเฉลยเปนแบบ exponential time [8] และตอมา 

Naum Z. Shor, Arkady Nemirovsky และ David B. Yudin (1972) ไดคิดคนวิธีสําหรับการ

แกปญหาการหาคาเหมาะทีสุ่ดของเซตนูน (convex optimization problems) นั่นคือวธิีทรงรี 

(ellipsoid method) [9, 10] Leonid Khachiyan (1979) ไดวิจัยพบวาวิธทีรงรนีี้ใชเวลาในการ

คํานวณหาผลเฉลยสําหรับปญหากาํหนดการเชิงเสนเปนฟงกชันพหนุาม [10, 11] ถึงแมวธิีทรงรี

จะใชเวลาในการคํานวณหานอยกวาวิธีซมิเพล็กซ แตคอนขางใชยากในทางปฏบิัติ ตอมา 

Narendra Karmarkar (1984) ไดนําเสนอ Karmarkar's algorithm [12, 13, 14] ขั้นตอนวธิีนี้เกิด

จากการศึกษาวิธีจุดภายใน (interior point method) [15, 17, 18] ซึ่งคิดคนโดย Fiacco และ 

McCormick (1968) [19] เพื่อแกปญหาการหาคาเหมาะที่สุดของเซตนนู โดย Karmarkar's 

algorithm นีส้ามารถคาํนวณหาผลเฉลยสําหรับปญหากําหนดการเชงิเสนโดยใชเวลาเปนฟงกชัน

พหนุามและมปีระสิทธิภาพดีกวาวิธีซิมเพล็กซ สําหรับปญหาขนาดใหญ 

 

ในปจจุบนันักวิจัยพยายามวิเคราะหวิธีจดุภายในและไดนําเสนอการปรับปรุงวิธี

จุดภายในมากมายหลายวธิี [15, 17, 20, 21] เพื่อนาํมาพัฒนาวิธทีี่สามารถหาผลเฉลยของปญหา

กําหนดการเชงิเสนใหมีประสิทธิภาพ อยางไรก็ตามวิธซีิมเพล็กซกย็ังเปนทีน่ิยมและมนีักวจิัย

พยายามปรับปรุงวิธีซมิเพลก็ซ [5, 6, 7, 16]  ใหมีประสิทธิภาพมากขึ้นดวยเชนกนั  

 

นอกจากการวจิัยเพื่อปรับปรุงวิธีซมิเพลก็ซและวิธีจุดภายในแลวยงัมีการวิจัย

เกี่ยวกับวิธีใหมที่ใชในการหาผลเฉลยดวยเชน ขั้นตอนวธิีมุมนอยที่สุดสําหรบัการแกปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติ [22, 23] ซึ่งเปนวิธีใหมที่ใชหาผลเฉลยของปญหา 2 มิติ โดยขั้นตอนวธินีี้

ใชมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของฟงกชันจดุประสงคมาชวยในการหา

ผลเฉลย และเพื่อพัฒนาวิธใีหมใหสามารถแกปญหาทีม่ีขนาดใหญและมีประสิทธภิาพมากกวาวิธี

ซิมเพล็กซ ในงานวิจยันี้จงึไดนําเสนอวิธีซึง่สามารถหาผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิ

โดยเนนการแกปญหา ซึง่มรูีปแบบดังตอไปนี ้
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การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค     1 1 2 2 3 3c x c x c x+ +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

1 1 2 2 3 3m m m m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤

 

  ไมจาํกัดคาของ 1 2 3, ,x x x    

 

หรือเขียนในรูปเวกเตอร และเมทริกซได  

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค    Tc x  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ         ≤Ax b       ………… …….(1.2) 

       ไมจาํกัดคาของเวกเตอร x  

 

วิธีใหมทีน่ําเสนอนี้จะเปนการลดปญหากําหนดการเชิงเสนใน 3 มิติไปเปนปญหา

ยอยใน 2 มิติและใชข้ันตอนวธิีมุมนอยที่สุดสําหรบัการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ

แกปญหานั้น ซึ่งมีสองวิธทีี่จะนําเสนอคือวธิี Minimal Angled Projection (MAP) และวิธี KKT - 

Minimal Angled Projection (KKT-MAP) 

 

ในวทิยานพินธนี้จะกลาวถึงนิยาม ทฤษฎีบท งานวิจยัที่เกี่ยวของรวมทั้งการ

พิสูจนทฤษฎีบทที่จะนาํไปใชในงานวิจัยนีใ้นบทที ่ 2 และบทที่ 3 จะกลาวถึงขัน้ตอนวิธ ี อธิบาย

วิธีการทํางาน ตัวอยาง และบทวเิคราะหการทํางาน และในบทที ่ 4 จะแสดงผลการทดสอบ

หลังจากไดนาํไปสรางเปนชดุคําสั่งและเปรียบเทียบเวลาการทํางานระหวางวิธทีั้งสองกับวธิ ี

ซิมเพล็กซโดยใชซอฟตแวร GLPK [24] ในการแกปญหา และสุดทายจะกลาวถึงขอสรุป ปญหา

และงานวิจยัทีส่นใจในอนาคต 
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1.2 ขอตกลงเกี่ยวกับเมทริกซ 
 
ในงานวิจัยนี้ตัวแปรที่เปนเวกเตอรทั้งหมดจะเสนอในรูปแบบเวกเตอรหลัก 

(column vector) ดังรูปแบบตอไปนี้ 

 

กําหนดให A  เปนเมทริกซทีม่ีมิติ nm×  สัญลักษณที่ใชเขียนระบุหรืออางองิถึง

สมาชิกที่อยูในแถวเดียวกนัของเมทริกซ A  คือ *iA  เมื่อ mi ,,2,1 …=  เชน 1*A  หมายถงึสมาชิก

ทุกตัวของเมทริกซ A  ที่อยูในแถวที ่1 และในทํานองเดียวกนัการระบหุรืออางอิงถึงสมาชิกในหลัก

เดียวกนัของเมทริกซ A  คือ * jA  เมื่อ 1, ,j n= …  เชน *2A  หมายถงึสมาชกิทุกตวัของเมทริกซ 

A  ที่อยูในสดมภที่ 2 ดังนัน้เมทริกซ A  สามารถใหเขียนอยูในรูปชุดของหลกัหรือชุดของแถวดังนี ้

 

1*

2*
*1 *2 *

*

n

m

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= (  ... ) =

A
A

A A A A

A

 

 

ตัวอยาง 1.2 กําหนดให 

 

2 1 1
3 1 2

5 2 0
1 2 1

2 1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

=A  

จะไดวา 

 

*1 *2 *3

2 1 1
3 1 2

, ,5 2 0
1 2 1

2 1 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A A A  

 

( ) ( ) ( ) ( )1* 2* 3* 4*2, 1, 1 , 3, 1, 2 , 5, 2, 0 , 1, 2, 1= − = − − = = −A A A A  

และ ( )5* 2, 1, 1= −A  
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จากปญหาในรูปแบบ (1.2) เมทริกซ A  จะสังเกตไดวาเกรเดียนตของเงื่อนไข

บังคับที ่ i  ใดๆ คือเวกเตอร T
*iA  เราจะเรียกเวกเตอร ( )T

1 2 3, ,x x x=x  ที่สอดคลองกับเงื่อนไข

บังคับทัง้หมดวาเปนผลเฉลยที่เปนไปได (feasible solution หรือ feasible point)  เรียกเซตของผล

เฉลยที่เปนไปไดทั้งหมดวาเปนบริเวณที่เปนไปได (feasible region) และเรียกเวกเตอร 

( )T* * *
1 2 3, ,x x x=*x  วาเปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของปญหากําหนดการเชงิเสน (1.2) ก็ตอเมื่อ 

เวกเตอร *x  เปนผลเฉลยที่เปนไปไดและมีคาของฟงกชันจดุประสงค Tc x  มากที่สุด 

 
 

เกรเดียนต (Gradient) 
 
เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงค 1 1 2 2 3 3z c x c x c x= + +  คือเวกเตอร 

( )T
1 2 3, ,c c c  ที่ชี้ไปในทิศทางการเพิม่คาของ z  และตั้งฉากกับระนาบ 1 1 2 2 3 3z c x c x c x= + +  

เกรเดียนตของเงื่อนไขบังคบั 1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + ≤  คือเวกเตอร 

( )T
1 2 3, ,i i ia a a ที่ชี้ไปในทิศทางการเพิม่คาของ  1 1 2 2 3 3i i ia x a x a x+ +  และตั้งฉากกับระนาบ 

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  
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บทที่ 2 
งานวิจัย นิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของ 

 

ในบทที่ 2 จะกลาวถึงงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการหาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดโดยใช

วิธีมุมนอยที่สดุ นิยาม ทฤษฎีบทที่เกีย่วของและแนวทางการพิสูจนทฤษฎีบท  

  

2.1 ขั้นตอนวิธีมุมนอยทีสุ่ดสําหรับการแกปญหากาํหนดการเชงิเสนสองมิติ (A minimal 

angled algorithm for solving a 2-dimensional linear programming problem) 

หรือเรียกสั้นๆวา ขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุด 2 มิติ ข้ันตอนวิธนีี้มุงเนนการแกปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติทีม่ีบริเวณที่เปนไปไดไมเปนเซตวาง โดยแบงเงื่อนไขบังคับออกเปนสอง

กลุม การแบงกลุมของเงื่อนไขบังคับแบงไดโดยการกําหนดเวกเตอรที่ตั้งฉากกบัเกรเดียนตของ

ฟงกชันจุดประสงคและกลุมของเงื่อนไขบังคับทีท่ํามมุแหลมและตั้งฉากกับเวกเตอรที่ตั้งฉากกบั

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคเรียกกลุมนี้วา NNG  และกลุมของเงื่อนไขบังคับทีท่าํมุมปานกับ

เวกเตอรที่ตัง้ฉากกับเกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคเรียกกลุมนี้วา NG  ในแตละรอบของการวน

ซ้ําจะเลือกเงื่อนไขบังคับ 2 เงื่อนไขที่เปนตัวแทนของแตละกลุมโดยที ่ 2 เงื่อนไขบังคับดังกลาวจะ

นําไปสูผลเฉลยที่เหมาะที่สดุ 

 

GNN

 
  

c  

u  

NNG  

NG  

รูปที่ 2.1 การแบงกลุมเงื่อนไขบังคับ 
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ในขั้นตอนวิธนีี้จะเนนการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิตทิี่มีบริเวณที่เปนไป

ไดไมเปนเซตวางและมีจุดที่ใหผลเฉลยที่เหมาะที่สุดอยางนอยหนึ่งจุด ซึ่งมีรูปแบบดังตอไปนี ้

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค     1 1 2 2c x c x+  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2m m m

a x a x b
a x a x b

a x a x b

+ ≤
+ ≤

+ ≤

 …. ………… (2.1) 

ไมจํากัดคา , 1, 2,...,ix i m=  

 

ในขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุด 2 มิตินี้มนีิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของดงันี ้

 

นิยาม 2.1 สําหรับปญหากาํหนดการเชงิเสนสองมิติดงัรูปแบบ (2.1) 

กําหนด 

  NN { |1G j j m= ∈ ≤ ≤  และ T
* 0}j⋅ ≥u A  

และ  N { |1G i i m= ∈ ≤ ≤  และ T
* 0}i⋅ <u A  

 

เมื่อ T
*iA  และ T

*jA  คือเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคบัที่ i  และ j  ตามลําดับ และ ( )T
2 1c c= −u  

ซึ่งตั้งฉากกับเวกเตอร c  

 

สําหรับแตละเงื่อนไขบังคับของปญหาจะถกูจําแนกวาอยูใน NNG  หรือ NG  อยาง

ใดอยางหนึง่เทานั้น ดังนั้นจะไดวา NN NG G∪ ≠∅  ซึ่งสามารถแบงเปนสามกรณีคือ 

   

1. NNG ≠ ∅  และ NG ≠ ∅  

 2. NNG =∅  และ NG ≠ ∅  

 3. NNG ≠ ∅  และ NG =∅  
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ทฤษฎบีท 2.1 
กําหนดให A  เปนเมทริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 2,m×   b  คือเวกเตอรคาคงที่ดาน

ขวามือ และ ( )T
1 2c c=c  เปนเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงคของปญหากําหนดการเชิงเสน

ในสองมิตทิี่มบีริเวณที่เปนไปไดเสมอดังรูปแบบ (2.1) และ NNG  และ NG  คือเซตที่กาํหนดใน

นิยาม 2.1 

ถามี Nk G∈  และ NNl G∈  ที่ T
* 0k⋅ >c A  และ T

* 0l⋅ >c A  แลวปญหา

กําหนดการเชงิเสนมีผลเฉลยที่เหมาะที่สดุเสมอ 
 

บทแทรก 2.1  
กําหนดให 2m×∈A  คือเมทริกซสัมประสิทธิ์  b  คือเวกเตอรคาคงที่ดานขวามือ 

และ ( )T
1 2c c=c  คือเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงคของปญหากาํหนดการเชงิเสนในสองมิติ

ที่มีบริเวณที่เปนไปไดเสมอดังรูปแบบ (2.1) NNG  และ NG  คือเซตที่กําหนดในนยิาม 2.1 

 ถาไมมี Nk G∈  และ NNl G∈  ที ่ T
* 0k⋅ >c A  และ T

* 0l⋅ >c A  แลว

ปญหากาํหนดการเชิงเสนเปนปญหาที่ไมมีขอบเขตเสมอ 

 

ขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุด 2 มติินี้ประกอบไปดวยขั้นตอนยอยดังตอไปนี ้

   

 1. normalization เปนขั้นตอนทีท่ําให ib  มีคาเทากับ 1 หรือเทากับ -1 สําหรับ 

0ib ≠  ดวยการหารตลอดเงื่อนไขบังคับที ่ i  ดวย ib  และทําให jc  มีคาเทากับ 1 สําหรบั 

0jc ≠  โดยการหารดวย jc  จากการ normalize jc  ดังนัน้ *jA  จะถูกหารดวย jc  ตลอดหลักที ่

j  
2. classification เปนขัน้ตอนการแบงกลุมของเงื่อนไขบังคับออกเปนสองกลุม 

โดยอาศัยผลคูณเชิงสเกลารของเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเวกเตอร u  ซึ่งเปนเวกเตอรที่ตั้ง

ฉากกับเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค  

3. sorting เปนขั้นตอนการจัดเรียงเงื่อนไขบังคับในแตละกลุมที่ไดจากขั้นตอนที่ 2 

ในการจัดเรียงไดอาศัยมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของฟงกชัน

จุดประสงค โดยจัดเรียงขอมูลจากเงือ่นไขบังคับทีม่ีเกรเดียนตทาํมุมนอยที่สุดกับเกรเดียนตของ

ฟงกชันจุดประสงค ไปยังเงื่อนไขบังคับที่มีเกรเดียนตทํามุมมากที่สุดกับเกรเดยีนตของฟงกชัน

จุดประสงคสําหรับแตละกลุม 
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4. domination ขั้นตอนนี้จะลดทอนเงือ่นไขบังคับที่ไมจําเปนสําหรบัการหาผล

เฉลย ที่มีเกรเดียนตขนานกันและมทีิศทางเดียวกนัเพือ่กําจัดเงื่อนไขบังคับที่ไมมผีลกระทบตอผล

เฉลยของปญหาเดิม  

5. ขั้นตอนการกระทําซ้าํเพือ่หาผลเฉลยของปญหาโดยอาศัยขอมูลจากสมาชิกทั้ง

สองกลุมดังกลาว 

ซึ่งขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุดสาํหรับปญหากาํหนดการเชงิเสน 2 มิติมีระยะเวลาการ

ทํางานรวมทั้งหมดเปน 2( )O m  
 
 

ตัวอยาง 2.1 พิจารณาปญหากาํหนดการเชิงเสนสองมติิที่กําหนดใหดังตอไปนี้ 

 หาคาสงูสุดของฟงกชนั     1 2x x+               

 ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

4
143
632
04

22

2

21

21

21

21

≤
≤+
≤−
≤+−
−≤−−

x
xx
xx
xx
xx

      

                 

 

 

............................. (1) 

............................. (2) 

............................. (4) 

............................. (3) 

............................. (5) 

2x  

1x  

1
1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

c  (1) (2) (4) 

(3) 

(5) 

รูปที่ 2.2 บริเวณที่เปนไปไดของปญหา 
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จะไดเมทริกซ สัมประสิทธิ ์ A  และเวกเตอรคาคงที่ดานขวามือ b ดังนี ้

 
2 1
4 1

2 3
3 1
0 1

- −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  

2
0
6

14
4

-⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b  

 

ข้ันตอนวิธนีี้จะสงคาเมทริกซ A และเวกเตอร b เขาไปในขัน้ตอน normalization 

เนื่องจากเวกเตอร ( )T1, 1c =  ดงันัน้จะไดเมทริกซ A และเวกเตอร b ที่ผานการ normalize 

ดังตอไปนี้ 

 
2 / 2 1/ 2 1 1/ 2

4 1 4 1
2 / 6 3/ 6 1/ 3 1/ 2
3/14 1/14 3/14 1/14

0 1/ 4 0 1/ 4

- − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A  และ 

2 / 2 1
0 0

6 / 6 1
14 /14 1
4 / 4 1

- −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

b  

 

ตอไปทํา classification นั่นคือแบงกลุมของเงื่อนไขบังคับออกเปนสองกลุม โดย

ใชเวกเตอรที่ตัง้ฉากกับเวกเตอรเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค นั่นคือ ( )T1, 1=c  กําหนดให 

( )T1, 1= −u  เวกเตอรเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับที่มผีลคูณเชิงสเกลารกับเวกเตอร u  แลวเปน

บวกจะเปนสมาชิกของกลุม NNG  และเวกเตอรเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับที่มีผลคูณเชิงสเกลาร

กับเวกเตอร u  แลวเปนลบจะเปนสมาชิกของกลุม NG  จะไดวา 

 

1*

2*

3*

4*

5*

1 1/ 2
4 1

1/ 3 1/ 2
3/14 1/14

0 1/ 4

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= =−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A
A

A A
A
A
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ดังนัน้ 

 

ตาราง 2.1 คาผลคูณเชิงสเกลารและการจดักลุมของเงื่อนไขบังคับ 

 

เงื่อนไขที ่ i  
i*A  T

*i ⋅A u  เปนสมาชิกของกลุม NNG หรือ NG  

1 ( )1, 1/ 2− −  2/1  NNG  
2 ( )4, 1−  5  NNG  
3 ( )1/ 3, 1/ 2−  6/5−  NG  
4 ( )3/14, 1/14  7/1−  NG  
5 ( )0, 1/14  4/1  NNG  

 

เพราะฉะนัน้ 

{ }5,2,1=NNG  และ { }4,3=NG  

 

ข้ันตอนตอไปเปนการคาํนวณมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับ 

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคและเรียงลําดับมุมของเงื่อนไขบังคบัจากกลุม NNG  และกลุม 

NG  จะได 

 

กลุม NNG  

( ) ( )
( ) ( )

T
1*

2 2
1*

1, 1/ 2 1, 1
arccos arccos 2.306

. 1 1/ 2 2

⎛ ⎞⎛ ⎞ − − ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − + − ⋅⎝ ⎠

A c
A c

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

T
2*

2
2*

T
5*

2
5*

4, 1 1, 1
arccos arccos 1.943

. 4 1 2

0, 1/ 4 1, 1
arccos arccos 1.047

. 1/ 4 2

⎛ ⎞⎛ ⎞ − ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − + ⋅⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⋅⎝ ⎠

A c
A c

A c
A c

 

 

ดังนัน้เรียงลาํดับเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมกบัเวกเตอรเกรเดยีนตของฟงกชัน

จุดประสงคจากนอยไปหามากในกลุม NNG  ไดดังนี้ { }1,2,5   
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และกลุม NG  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

T
3*

2 2
3*

T
4*

2 2
4*

1/ 3, 1/ 2 1, 1
arccos arccos 1.710

. 1/ 3 1/ 2 2

3/14, 1/14 1, 1
arccos arccos 0.886

. 3 /14 1/14 2

⎛ ⎞⎛ ⎞ − ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ + − ⋅⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅⋅ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ + ⋅⎝ ⎠

A c
A c

A c
A c

 

 

ดังนัน้เรียงลาํดับเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมกบัเวกเตอรเกรเดยีนตของฟงกชัน

จุดประสงคจากนอยไปหามากในกลุม NG  คือ { }3,4  และเนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับใดที่ทาํมุม

เทากันดงันัน้ปญหากาํหนดการเชิงเสนนีไ้มมีเงื่อนไขบงัคับที่ไมมีผลกระทบตอผลเฉลยของปญหา

เดิม  

 

ลําดับถัดไปเลือกเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมนอยที่สุดจากทัง้สองกลุมนั่นคอืเงื่อนไข

บังคับที ่ 5 จากกลุม NNG  และเงื่อนไขบงัคับที ่ 4 จากกลุม NG  และหาจุดตัดจากสมการของ

เงื่อนไขบังคับที่ 5 และ 4 นั่นคือ 

 

1 2

2

3 14
4

x x
x

+ =
=

 

 

ได
T

* 10 , 4
3

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x  ซึ่งเมื่อนําไปตรวจสอบกับทุกเงื่อนไขบังคับแลวพบวาจุด 

T
* 10 , 4

3
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับ ดังนัน้ 
T

* 10 ,4
3

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x  เปนผลเฉลยที่เหมาะ

ที่สุดของปญหานี ้
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ในงานวิจัยนี้เปนขั้นตอนวิธใีหมที่ใชหาผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 

มิติซึ่งจะนํามาใชในงานวิจยันี้ดวย โดยงานวิจัยนี้ไดศึกษาปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติที่อยูใน

รูปแบบตอไปนี ้

 

P1:  หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค 1 1 2 2 3 3c x c x c x+ +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

1 1 2 2 3 3m m m m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤

 

  ไมจาํกัดคาของ 1 2 3, ,x x x   

 

หรือเขียนในรูปเวกเตอร และเมทริกซได  

 

การหาคาสูงสดุของฟงกชันจุดประสงค    Tc x  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ         ≤Ax b              

ไมจํากัดคาของเวกเตอร x  

 

  

ให ( ){ }T
3 1 2 3 11 1 12 2 13 3 1 1 1 2 2 3 3, , | ,..., m m m mF x x x a x a x a x b a x a x a x b= + + ≤ + + ≤  

เรียก 3F  วาเปนเซตของบริเวณที่เปนไปได  

  ในงานวิจัยนี้มนีิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของดังตอไปนี ้

 
2.2 นิยามและทฤษฎบีททีเ่กี่ยวของ 

 

ปญหากาํหนดการเชิงเสนทีส่นใจอาจมีผลเฉลยที่เหมาะที่สุดหรือไมมีผลเฉลยที่

เหมาะที่สุดขึน้อยูกับบริเวณที่เปนไปไดของปญหากําหนดการเชิงเสนนัน้ ซึ่งปญหากาํหนดการ 

เชิงเสนหนึ่งปญหาจะมีลักษณะที่เปนไปไดอยางใดอยางหนึง่ดังทฤษฎีบท 2.2 [1] 
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ทฤษฎบีท 2.2 ปญหากาํหนดการเชงิเสนจะสอดคลองกับกรณีตอไปนี ้

1. เปนปญหาที่ไมมีบริเวณทีเ่ปนไปได (infeasible) 

2. เปนปญหาที่ไมมีขอบเขต (unbounded) 

3. เปนปญหาทีม่ผีลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

 

นั่นคือในปญหากาํหนดการเชิงเสนหนึ่งปญหาอาจเปนปญหาที่ไมมบีริเวณที่

เปนไปได หรือเปนปญหาทีไ่มมีขอบเขต หรือเปนปญหาที่มีผลเฉลยที่เหมาะที่สุด ซึ่งในงานวิจยันี้

จะพิจารณาเฉพาะปญหาทีม่ีผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดเทานัน้ 

  

เนื่องจากในงานวิจยันีพ้ิจารณาเฉพาะปญหาที่มีผลเฉลยที่เหมาะที่สดุ ดังนัน้จะม ี

( )T* * * *
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของ P1 นัน่คือ 3F ≠ ∅   

ตอไปจะกลาวถึงนยิามและทฤษฎีบทที่เกีย่วของกับแนวคิดของงานวิจยันี ้

 

นิยาม 2.2 ระนาบเกิน (Hyperplane) 

ระนาบเกิน (Hyperplane) H  ในปริภูมิแบบยุคลิด (Euclidean space) n  มิต ิ

(หรือ nE ) คือเซตของจุด 1 2  ( , , , )nx x x= …x  ที่สอดคลองสมการ 

  bxaxaxa nn =+++ 2211  
เมื่อ naaa ,,, 21 …  และ b  เปนจาํนวนจริงใดๆ และ ia  เปนศูนยพรอมกัน

ทั้งหมดไมได เมื่อ ni ,,2,1 …=  

 

จากนิยามจะไดวาระนาบเกนิใน 3E  (หรือปริภูมิ 3 มิติ) อยูในรูปดังนี ้ 

bxaxaxa =++ 332211  ซึ่งเปนสมการระนาบในปรภูิมิ 3 มิติ แบง 3E  ออกเปนสองสวนคือ  

( )T
1 2 3 1 1 2 2 3 3{ , ,  }H x x x a x a x a x b− = + + ≤x =  และ 

( )T
1 2 3 1 1 2 2 3 3{ , ,  }H x x x a x a x a x b+ = + + ≥x =   

โดยเรียก −H และ +H  วา กึ่งปริภูมิ (half space)  

 

อสมการเชงิเสนในงานวิจยันีเ้ปนอสมการเชิงเสนในสามมิติที่อยูในรูปแบบดังนี้  

1 1 2 2 3 3a x a x a x b+ + ≤  เมื่อ 1,a  2 ,a  3a  และ b  เปนคาคงที่ใดๆ ถา 1a  หรือ 2a  หรือ 3a  เปน

ศูนยจะตองเปนศูนยไมพรอมกัน 



                                                                                                              

                                

17 
 

ตัวอยาง 2.2 เพื่อใหเห็นภาพขอยกตัวอยางของระนาบเกินในปริภูมิ 2 มิติดังนี้ 

 เสนตรง 1 2 1x x+ =  คือระนาบเกินในปริภูมิ 2 มิติ และแบงปริภูมิ 2 มิติออกเปนสองกึ่ง

ปริภูมิ ( H −  และ H + ) ดังรูปที่ 2.3 
 
 

 
 

รูปที่ 2.3 

 
นิยาม 2.3 

เวกเตอร 1 2, ,..., kv v v  ในปริภูมิ n  มิติ เปนเวกเตอรอิสระเชิงเสนตอกนั (linearly 

independent) ก็ตอเมื่อ 

ถา 1 1 2 2 k kλ λ λ+ + + = 0v v v  แลว 0jλ =  สําหรับทุก 1,2, ,j k= …  

 

และเรียกระนาบเกนิ k  ระนาบในปริภูมิ n  มิติ วาเปนอิสระเชิงเสนตอกัน ก็

ตอเมื่อ เวกเตอรแนวฉากของระนาบเหลานั้นเปนอิสระเชิงเสนตอกัน 

 
นิยาม 2.4 

จุด ( )T
1 2 3 3, ,y y y F∈y =  เปนจุดสดุขีด ก็ตอเมื่อ y  อยูบนระนาบเกนิอยาง

นอย 3  ระนาบที่เปนอิสระเชงิเสนตอกนั 

 

2x  

1x  

H −  

H +  

1 2 1x x+ =  
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ทฤษฎบีท 2.3  
ถาปญหากาํหนดการเชงิเสนมีผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดแลวผลเฉลยที่เหมาะที่สุดนั้น

จะเปนจุดสุดขดี 

 

เนื่องจากผลเฉลยที่เหมาะที่สุดเปนจุดสดุขีด ดังนั้นผลเฉลยที่เหมาะที่สุดจะอยู

บนระนาบเกนิอยางนอย 3  ระนาบที่เปนอสิระเชิงเสนตอกัน นัน่คือ ถา ( )T* * * *
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x

เปนผลเฉลยของ P1 จะไดวา * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  สําหรับบาง { }1, 2,...,i m∈  ซึ่งนํามาใช

ในการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติที่จะนําเสนอในงานวิจยันี ้ นัน่คือถากําหนด 

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  จะสามารถลดรูปปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติไปเปนปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติได 

 

พิจารณา  1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =   โดยไมเสียนยัทัว่ไป สมมติ 3 0ia ≠  จะได  

 

1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=    

แทน 3x  กลับไปที่ปญหา P1 นั่นคือ 

 

P2: หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 1 2 2
1 1 2 2 3

3

i i i

i

b a x a xc x c x c
a

⎛ ⎞− −
+ + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 1 2 2
11 1 12 2 13 1

3

1 1 2 2
1,1 1 1,2 2 1,3 1

3

1 1 2 2
1,1 1 1,2 2 1,3 1

3

1 1 2 2
1 1 2 2 3

3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m m

i

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

   ไมจํากัดคา 1 2,x x  
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หรือ  

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  3 1 3 2 3
1 1 2 2

3 3 3

( ) ( )i i i

i i i

c a c a c bc x c x
a a a

− + − +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1 1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) (

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m m

i

a a a a a ba x a x b
a a a

a a a a a b
a x a x b

a a a
a a a a a b

a x a x b
a a a

a aa x a
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + 3 2 3
2 2

3 3

)m i m i
m

i i

a a a bx b
a a

− ≤ −

 

    ไมจํากัดคา 1 2,x x  

 

ทฤษฎีบทตอไปนี้เปนทฤษฎีที่รับประกันความถูกตองของขั้นตอนวิธทีีจ่ะนําเสนอ 

รวมทัง้พิสูจนวาการลดรูปของปญหากําหนดการเชงิเสน P1 ดวยเงื่อนไขบังคับสมการทีท่าํให 
* * *

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  จะไดผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ด

ของปญหา P1 ดวย  

 

จาก ( )T* * * *
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  จะไดวา * * *

1 1 2 2 3 3r r r ra x a x a x b+ + =  สําหรับบาง 

{ }1, 2,...,r m∈  และ * * *
1 1 2 2 3 3s s s sa x a x a x b+ + <  สําหรบับาง { }1, 2,...,s m∈  และไดทฤษฎีบท

ตอไปนี้ 
 

ทฤษฎบีท 2.4 ถาปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิต ิ P1 ถูกลดรูปใหอยูในรูปแบบของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิต ิP2 ให ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 ซึ่ง 

* * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  และปญหา P2 มีผลเฉลยที่เหมาะที่สุด แลวผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของ

ปญหา P2 จะเปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของปญหา P1 
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พิสูจน  สมมติให ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 และ 

* * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =   

 

พิจารณา 

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  โดยไมเสียนัยทั่วไปสมมต ิ 3 0ia ≠  ดังนัน้  

 

1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=   แทน 3x  ในปญหา P1 จะไดดังปญหา P2 

 

ให  ( ){ ( )T T
2 1 2 1 2, | ,F y y y y= สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับของ P2 }  

และให ( )T* *
1 2,y y  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 ดังนัน้  

 

สําหรับทุก ( )T
1 2 2,y y F∈  จะไดวาคาของฟงกชันจุดประสงค 

 

* *3 1 3 2 3 3 1 3 2 3
1 1 2 2 1 1 2 2

3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i

i i i i i i

c a c a c b c a c a c bc y c y c y c y
a a a a a a

− + − + ≤ − + − +

  

เนื่องจาก ( )T* *
1 2,y y เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 ดังนัน้ ( )T* *

1 2 2,y y F∈   

นั่นคือ 

* *13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m

i

a a a a a ba y a y b
a a a

a a a a a b
a y a y b

a a a
a a a a a b

a y a y b
a a a

a aa
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− * *3 2 3
1 2 2

3 3

( )m i m i
m m

i i

a a a by a y b
a a

+ − ≤ −

 

 

หรือจัดรูปใหมไดเปน 
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* *

* * 1 1 2 2
11 1 12 2 13 1

3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1 1 2 2 3
3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m

i

b a y a ya y a y a b
a

b a y a ya y a y a b
a

b a y a ya y a y a b
a

b a y a ya y a y a
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ − −
+ + mb

⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

ให  
* *

* 1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a y a yy
a

− −
=   จะได 

  
* * *

1 1 2 2 3 3

* * *
11 1 12 2 13 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1 1 2 2 3 3

i i i i

i i i i

i i i i

m m m m

a y a y a y b

a y a y a y b

a y a y a y b

a y a y a y b

a y a y a y b

− − − −

+ + + +

+ + =

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤

 

 

ดังนัน้ ( )T* * *
1 2 3, ,y y y สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับใน P1 นัน่คือ 

( )T* * *
1 2 3 3, ,y y y F∈  

 

ตอไปจะแสดงวา ( )T* * *
1 2 3, ,y y y  เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของปญหา P1 

 

สมมติวา  ( )T* * *
1 2 3, ,y y y  ไมเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของ P1 
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เนื่องจาก ( )T* * *
1 2 3, ,x x x  เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของ P1 และ 

( )T* * *
1 2 3 3, ,y y y F∈  ดังนัน้ 

 

 * * * * * *
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3c y c y c y c x c x c x+ + ≤ + +  

 

แตเนื่องจาก ( )T* * *
1 2 3, ,y y y  ไมเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของ P1 ดังนัน้ 

 
* * * * * *

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3c y c y c y c x c x c x+ + < + +  
หรือ 

* * * *
* * * *1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 3 1 1 2 2 3
3 3

i i i i i i

i i

b a y a y b a x a xc y c y c c x c x c
a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −
+ + < + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
นั่นคือ 

 

* * * *3 1 3 2 3 3 1 3 2 3
1 1 2 2 1 1 2 2

3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i

i i i i i i

c a c a c b c a c a c bc y c y c x c x
a a a a a a

− + − + < − + − +  

 

จาก ( )T* * * *
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  จะได  

 
* * *

11 1 12 2 13 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1 1 2 2 3 3
* * *

1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1 1 2 2 3 3

i i i i

i i i i

i i i i

m m m m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

− − − −

+ + + +

+ + ≤

+ + ≤

+ + =

+ + ≤

+ + ≤

 

 

 

จาก * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  จะไดวา 

* *
* 1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=   และ 

 * 
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* *
* * 1 1 2 2

11 1 12 2 13 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1 1 2 2 3
3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m

i

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ − −
+ + mb

⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

หรือ 

 

* *13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m

i

a a a a a ba x a x b
a a a

a a a a a b
a x a x b

a a a
a a a a a b

a x a x b
a a a

a aa
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− * *3 2 3
1 2 2

3 3

( )m i m i
m m

i i

a a a bx a x b
a a

+ − ≤ −

 

  

ดังนัน้ ( )T* *
1 2 2,x x F∈  แตเนื่องจาก ( )T* *

1 2,y y  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2  

ดังนัน้ 

 

* * * *3 1 3 2 3 3 1 3 2 3
1 1 2 2 1 1 2 2

3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i

i i i i i i

c a c a c b c a c a c bc y c y c x c x
a a a a a a

− + − + > − + − +

 

ซึ่งขัดแยงกับ  

เพราะฉะนัน้จะไดวา ( )T* * *
1 2 3, ,y y y  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 นั่นคือ ผล

เฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 จะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1  

   

 * 
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ทฤษฎบีท 2.5 ถาปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิต ิ P1 ถูกลดรูปใหอยูในรูปแบบของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิต ิP2 ตามเงื่อนไขบังคับสมการที ่ i  ให ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x  เปนผลเฉลยที่

เหมาะที่สุดของปญหา P1 และ * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + <  

1. ถาปญหา P2 มีผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุด แลวจะไดวาผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของ

ปญหา P2 จะใหคาของฟงกชนัจุดประสงคนอยกวาหรือเทากบัคาของ

ฟงกชันจุดประสงคจากผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1  

2. ถาปญหา P2 มีบริเวณที่เปนไปไดเปนเซตวาง แลวจะไดวาไมมีจุด 

( )T' ' ' '
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  ที ่ ' ' '

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  

 

พิสูจน   สมมติให ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 และ 

* * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + <  

 

พิจารณา 

 1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  โดยไมเสียนยัทั่วไปสมมติ 3 0ia ≠   

ดังนัน้  

1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=   แทน 3x  ในปญหา P1 จะไดดังปญหา P2 

 

ให  ( ){ ( )T T
2 1 2 1 2, | ,F z z z z= สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับของ P2 }  

1. ให ( )T* *
1 2,z z  เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ดของปญหา P2  

 

จะแสดงวาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P2 จะใหคาของฟงกชนัจดุประสงค

นอยกวาหรือเทากับคาของฟงกชันจุดประสงคจากผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1  

 

จาก ( )T* *
1 2 2,z z F∈   ดงันัน้ 
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* *13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3* *
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m

i

a a a a a ba z a z b
a a a

a a a a a b
a z a z b

a a a
a a a a a b

a z a z b
a a a

a aa
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− * *3 2 3
1 2 2

3 3

( )m i m i
m m

i i

a a a bz a z b
a a

+ − ≤ −

 

  

หรือ 
* *

* * 1 1 2 2
11 1 12 2 13 1

3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

* *
* * 1 1 2 2

1 1 2 2 3
3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m

i

b a z a za z a z a b
a

b a z a za z a z a b
a

b a z a za z a z a b
a

b a z a za z a z a
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ − −
+ + mb

⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

ให  
* *

* 1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a z a zz
a

− −
=  จะได  

 
* * *

1 1 2 2 3 3

* * *
11 1 12 2 13 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1,1 1 1,2 2 1,3 3 1

* * *
1 1 2 2 3 3

i i i i

i i i i

i i i i

m m m m

a z a z a z b

a z a z a z b

a z a z a z b

a z a z a z b

a z a z a z b

− − − −

+ + + +

+ + =

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤

+ + ≤
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ดังนัน้ ( )T* * *
1 2 3, ,z z z สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับในปญหา P1 นั่นคอื  

( )T* * *
1 2 3 3, ,z z z F∈  จะไดวา   

 * * * * * *
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3c z c z c z c x c x c x+ + ≤ + +  

 

นั่นคือผลเฉลยที่เหมาะที่สดุของปญหา P2 จะใหคาของฟงกชนัจุดประสงคนอย

กวาหรือเทากบัคาของฟงกชันจุดประสงคจากผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1  

 

2. ใหปญหา P2 มีบริเวณที่เปนไปไดเปนเซตวาง จะแสดงวาไมมีจุด 

( )T' ' ' '
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  ที ่ ' ' '

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  บนเงื่อนไขบังคับที่ i  

 

สมมติ ม ี ( )T' ' '
1 2 3 3, ,x x x F∈  ซึง่ ' ' '

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  โดยไมเสียนยัทั่วไป

สมมติ  3 0ia ≠  จะได 
' '

' 1 1 2 2
3

3

i i i

i

b a x a xx
a

− −
=  แปลงปญหา P1 จะได  

   
' '

' ' 1 1 2 2
11 1 12 2 13 1

3

' '
' ' 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

' '
' ' 1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,3 1
3

' '
' ' 1 1 2 2

1 1 2 2 3
3

i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
i i i i

i

i i i
m m m

i

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a b
a

b a x a xa x a x a
a

− − − −

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
+ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

+ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ − −
+ + mb

⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

หรือ  
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' '13 1 13 2 13
11 1 12 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3' '
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

1,3 1 1,3 2 1,3' '
1,1 1 1,2 2 1

3 3 3

3 1
1

3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i

i i i

m i
m

i

a a a a a ba x a x b
a a a

a a a a a b
a x a x b

a a a
a a a a a b

a x a x b
a a a

a aa
a

− − −
− − −

+ + +
+ + +

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− + − ≤ −

− ' '3 2 3
1 2 2

3 3

( )m i m i
m m

i i

a a a bx a x b
a a

+ − ≤ −

 

 

นั่นคือ ( )T' '
1 2 2,x x F∈  ขัดแยงกับปญหา P2 ที่ไมมีบริเวณที่เปนไปได ดังนั้น

เงื่อนไขบังคับที่ i  ไมมีจุด ( )T' ' ' '
1 2 3 3, ,x x x F= ∈x  ที่  ' ' '

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  

 

 

 

จากทฤษฎีบท 2.4 จะไดวาปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติซึ่งเกิดจากการลดรูป

ปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติโดยเลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  เมื่อ

เวกเตอร ( )T*
1 2 3, ,x x x=x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 จะไดวาผลเฉลยที่ไดจาก

ปญหา 2 มิตจิะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สดุของปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติดวย ซึ่งจากทฤษฎี

บทนี้จะรับประกันวาขัน้ตอนวิธทีีน่ําเสนอจะหาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดได ถาปญหากําหนดการเชงิ

เสนนัน้มีผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ด 

 

แตถาเลือกเงือ่นไขบังคับที ่ * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + <  เปนตัวลดรูปปญหา ผล

เฉลยที่ไดยังไมรับประกันวาเปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุด เพื่อตรวจสอบวาผลเฉลยที่ไดเปนผลเฉลยที่

เหมาะที่สุดหรอืไม สามารถตรวจสอบไดดวยเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT [25, 26, 27] และกอนที่จะ

กลาวถึงเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT จะขอกลาวถึงปญหาควบคู (Dual problem) ซึ่งเปนอีกหนึ่ง

ปญหาที่สําคญัในเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT  
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ทุกปญหากาํหนดการเชงิเสนจะมีปญหาที่เกี่ยวของกันเสมอ นัน่คือทกุปญหาจะ

ประกอบดวยปญหาเดิม (Primal problem) และปญหาควบคู (Dual problem) [1] โดยที่ปญหา

ควบคูจะใชพารามิเตอรเดียวกันกับปญหาเดิม แตมีเปาหมายที่ตรงขามกัน เชน ถาปญหาเดิมมี

ฟงกชันจุดประสงคเปนการหาคาต่าํสุด ปญหาควบคูจะมีฟงกชนัจุดประสงคเปนการหาคาสูงสุด 

หรือถาปญหาเดิมมีฟงกชนัจุดประสงคเปนการหาคาสูงสุด ปญหาควบคูจะมีฟงกชันจุดประสงค

เปนการหาคาต่ําสุด เงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมจะสอดคลองกับแตละตัวแปรในปญหาควบคู 

นั่นคือจํานวนเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมจะเทากับจาํนวนตัวแปรในปญหาควบคู และจํานวน

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะเทากับจาํนวนตัวแปรในปญหาเดิม ในสวนของสัมประสิทธิ์ของ

ตัวแปรในฟงกชันจุดประสงคเดิมจะกลายเปนคาคงทีท่างขวามือของเงือ่นไขบังคับในปญหาควบคู 

และสัมประสิทธิ์ของตัวแปรควบคูในฟงกชันจุดประสงคของปญหาควบคูจะไดจากคาคงทีท่าง

ขวามือของเงือ่นไขบังคับในปญหาเดิม 

 

ทฤษฎบีท 2.6 กําหนดปญหากาํหนดการเชิงเสน ในรูปแบบทั่วไป: 

 

ปญหาเดิม : หาคาสงูสุดของฟงกชนั   Tc x   

       ภายใตเงื่อนไขบังคับ       ≤Ax b  

                                    ≥0x  
 

แลวปญหาควบคูจะถูกกาํหนดโดย 

 

ปญหาควบคู : หาคาต่าํสุดของฟงกชนั  Tw b   

   ภายใตเงื่อนไขบังคับ  T T≥w A c  

                                   ≥ 0w   
 

เมื่อ       ( )T
1 2, ,..., mw w w=w คือตัวแปรควบคู 
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การสรางปญหาควบคูสามารถทาํไดดังนี ้ 

พิจารณาปญหาเดิมที่เปนการหาคาสูงสุด 

ฟงกชันจุดประสงค 

ปญหาเดิมเปนการหาคาสูงสุด              ปญหาควบคูเปนปญหาการหาคาต่ําสุด  

 

เงื่อนไขบังคับของปญหาเดมิจะสัมพันธกบัตัวแปรของปญหาควบคูดังนี้  

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากบัจะไดวา

ตัวแปรของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับศูนย 

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับจะไดวา

ตัวแปรของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับศูนย 

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบเทากับจะไดวาตัวแปรของ

ปญหาควบคูจะไมจํากัดคา 

 

ตัวแปรของปญหาเดิมจะสัมพันธกับเงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูดังนี ้

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับศูนยจะไดวา

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะอยูในรปูแบบมากกวาหรือเทากับ 

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับศูนยจะไดวา

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะอยูในรปูแบบนอยกวาหรือเทากับ 

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบไมจํากัดคาจะไดวาเงื่อนไขบังคบั

ของปญหาควบคูจะอยูในรปูแบบเทากับ 

 

พิจารณาปญหาเดิมที่เปนการหาต่าํสุด 

ฟงกชันจุดประสงค 

ปญหาเดิมเปนการหาคาต่ําสุด              ปญหาควบคูเปนปญหาการหาคาสูงสุด  

 

เงื่อนไขบังคับของปญหาเดมิจะสัมพันธกบัตัวแปรของปญหาควบคูดังนี้  

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับจะไดวา

ตัวแปรของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับศูนย 
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- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับจะไดวา

ตัวแปรของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับศูนย 

- ถาเงื่อนไขบังคับของปญหาเดิมอยูในรูปแบบเทากับจะไดวาตัวแปรของ

ปญหาควบคูจะไมจํากัดคา 

 

ตัวแปรของปญหาเดิมจะสัมพันธกับเงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูดังนี ้

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับศูนยจะไดวา

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับ 

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบนอยกวาหรือเทากับศูนยจะไดวา

เงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบมากกวาหรือเทากับ 

- ถาตัวแปรของปญหาเดิมอยูในรูปแบบไมจํากัดคาจะไดวาเงื่อนไขบังคบั

ของปญหาควบคูจะอยูในรูปแบบเทากับ 

 

ซึ่งการสรางปญหาควบคูสามารถสรุปไดดังตารางตอไปนี ้     

 

ตาราง 2.2 ความสัมพันธระหวางปญหาเดิมและปญหาควบคู 

            

ปญหาการหาคาต่ําสุด        ปญหาการหาคาสงูสุด 

0≥         ≤  
ตัวแปร   0≤         ≥         เงื่อนไขบังคับ 

     ไมจํากัดคา         = 

 

 ≥          0≥  
เงื่อนไขบังคับ  ≤          0≤      ตัวแปร 

 =     ไมจํากัดคา 
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ตัวอยาง 2.3 การเขียนรูปแบบปญหาควบคูจากปญหากําหนดการเชงิเสนเดมิ 

ปญหาเดิม : หาคาต่าํสุดของฟงกชนั   1 26 8x x+  

  ภายใตเงื่อนไขบังคับ   

     
1 2

1 2

1 2

3 4
5 2 7

, 0

x x
x x

x x

+ ≥
+ ≥

≥
  

 

ปญหาควบคู : หาคาสงูสุดของฟงกชนั 1 24 7w w+  

  ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

     
1 2

1 2

1 2

3 5 6
2 8
, 0

w w
w w

w w

+ ≤
+ ≤

≥
 

 

 

ในงานวิจัยนี้ศึกษาปญหากําหนดการเชิงเสนที่อยูในรูปแบบ (1.2) ดังนั้นสามารถ

แปลงเปนปญหาควบคูไดดังนี ้
  
ปญหาเดิม หาคาสงูสุดของฟงกชนั Tc x  

  ภายใตเงื่อนไขบังคับ ≤Ax b  

   ไมจํากัดคาเวกเตอร x  

        

ปญหาควบคู หาคาต่าํสุดของฟงกชนั Tw b  

  ภายใตเงื่อนไขบังคับ T Tw A = c        

     ≥ 0w  
 

เมื่อ ( )T
1 2 mw w w=w คือตัวแปรควบคู 

 

ตอไปจะกลาวถึงเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT ซึ่งมีการนําผลเฉลยของปญหาควบคู

มาใชในเงื่อนไขนี้ดวย  
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เง่ือนไขเหมาะที่สุด Karush - Kuhn - Tucker (The Karush - Kuhn - Tucker Optimality 

Conditions) หรือเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT 

 

ในปญหากําหนดการเชงิเสนเงื่อนไขที่จาํเปนและพอเพียงสําหรับเวกเตอร *x  ที่

จะเปนจุดเหมาะที่สุดของปญหาการหาคาสูงสุดของฟงกชันจุดประสงค Tc x  ภายใตเงื่อนไข

บังคับ ≤Ax b และไมจํากัดคาของเวกเตอร  x  ก็ตอเมื่อมีเวกเตอร *w ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไข

ตอไปนี้ 

     

 1.  * ≤Ax b  

   2.  *T T ,=w A c  * ≥ 0w  

   3.   *T *( )− = 0w Ax b  

        T *T *( )− = 0c w A x  
 

จะเหน็วาเงื่อนไขที่ 1 เปนเงือ่นไขบังคับของปญหาเดิม นัน่คือจุดเหมาะที่สุด *x  

ตองอยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม สวนเงื่อนไขที่ 2 จะเหน็วาเปนเงือ่นไขบังคับของ

ปญหาควบคู นั่นคือเวกเตอร *w  ตองอยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู แตเนือ่งจากยังไม

ทราบคาเวกเตอร *w  จากทฤษฎีบทในปญหากาํหนดการเชิงเสน เวกเตอร x  และ เวกเตอร w

เปนผลเฉลยทีเ่ปนไปไดของปญหากาํหนดการเชิงเสนและปญหาควบคูตามลําดับ  แลวเวกเตอร 

x  และเวกเตอร w  จะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาทัง้คูก็ตอเมื่อฟงกชันจุดประสงคมีคา

เทากัน นั่นคอื T Tc x = w b  [1] ดังนั้น  *T * T *T *( ) ( )− + − = 0w Ax  b c w A x  ก็ตอเมื่อ 
*T *( )− = 0w Ax b  และ T *T *( )− = 0c w A x   

 

จาก * ≥ 0w  และ * − ≤ 0Ax b  แลว *T *( )− = 0w Ax b  จะไดวา 
* *

*( ) 0i i iw b− =A x  สําหรับ 1,2, ,i m= …  ในทาํนองเดียวกัน T *T *( )− = 0c w A x  จะไดวา 
*T *

*( ) 0j j jc x− =w A  สําหรับ 1,2, ,j n= …   

 

ซึ่งเขียนไดดังทฤษฎีบทตอไปนี ้

 

……………………. (2.2) 



                                                                                                              

                                

33 
 

ทฤษฎบีท 2.7 (Complementary Slackness Theorem) 

ใหเวกเตอร *x  และเวกเตอร *w  เปนผลเฉลยที่อยูในบริเวณที่เปนไปไดของ

ปญหาเดิมและปญหาควบคู แลวทัง้คูจะเปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหาเดิมและปญหาควบคู

ตามลําดับก็ตอเมื่อ 

  *T *
*( ) 0j j jc x− =w A    1,2, ,j n= …  

และ 

  * *
*( ) 0i i iw b− =A x     1,2, ,i m= …   

 

ทฤษฎนีี้มีความสําคัญอยางมากซึง่ทาํใหทราบวาสองพจนนี้ในแตละสมการ

จะตองมีตัวใดตัวหนึง่เปนศนูย  

 

ในงานวิจัยนี้เราตองการตรวจสอบวาเวกเตอร *x เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด

หรือไมดวยเงือ่นไข KKT เนื่องจากเงื่อนไขบังคับของปญหาควบคูคือ T T , ≥= 0w A c w  ดังนัน้เรา

สามารถหาเวกเตอร *w  ไดจากการแกสมการ *T T=w A c  นัน่คือ 

 

( ) ( )

11 12 13

T T21 22 23* * *
1 2 1 2 3

1 2 3

, ,..., , ,m

m m m

a a a
a a a

w w w c c c

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

หรือ            

 

* * *
11 1 21 2 1 1

* * *
12 1 22 2 2 2

* * *
13 1 23 2 3 3

m m

m m

m m

a w a w a w c

a w a w a w c

a w a w a w c

+ + + =

+ + + =

+ + + =

 

 

แตเนื่องจากระบบสมการนีม้ี m  ตัวแปร 3 สมการ ถาเวกเตอร *x  สอดคลองกับ

เงื่อนไขที ่ 1 แลวจะไดวา *
*i ib<A x หรือ *

*i ib=A x สําหรับ  1,2, ,i m= …  จากทฤษฎีบท 2. ึ 

สามารถหา *w  ไดจาก * *
*( ) 0i i iw b− =A x   สําหรับ  1,2, ,i m= …  ในกรณีที่ 

* *
* *, ,r r s sb b= =A x A x  *

*t tb=A x  และ *
*i ib<A x ทุก , ,i r s t≠  จะไดวา * 0iw =  ดังนั้น

ระบบสมการที่ไดจะเปน 
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* * *
1 1 1 1

* * *
2 2 2 2

* * *
3 3 3 3

r r s s t t

r r s s t t

r r s s t t

a w a w a w c

a w a w a w c

a w a w a w c

+ + =

+ + =

+ + =

     ……………………. (2.3) 

 
ถา * *0, 0r sw w≥ ≥ และ * 0tw ≥  จะไดวา เวกเตอร *x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

 

ตัวอยาง 2.4 หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 3x x x+ +   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

          

22
42

1025
623

42

321

321

21

321

321

≤−+
−≤++−

≤+
−≤+−−
≤+−

xxx
xxx

xx
xxx
xxx

   

 

ตรวจสอบวาจดุ T(1.5, 3.5, 2.5)− −  เปนจุดเหมาะที่สุดหรือไม ตรวจสอบดวย

เงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT 

 

เงื่อนไขที ่1 เวกเตอร *x  ตองอยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาที่พิจารณา 

 

  

2(1.5) ( 3.5) ( 2.5) 4 4
3(1.5) ( 3.5) 2( 2.5) 6 6
5(1.5) 2( 3.5) 0.5 10
(1.5) 2( 3.5) ( 2.5) 11 4

2(1.5) ( 3.5) ( 2.5) 2 2

− − + − = =
− − − + − = − = −

+ − = <
− + − + − = − < −

+ − − − = =

 

  

เนื่องจากจุด T(1.5, 3.5, 2.5)− −  สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับ ดังนัน้จุด 
T(1.5, 3.5, 2.5)− − อยูในบริเวณทีเ่ปนไปไดของปญหาเดิม 

  

เงื่อนไขที ่2 เวกเตอร *w อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู 

  

……………..(2.4) 
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ปญหาควบคูของปญหานี้คือ 

  

หาคาต่าํสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 3 4 54 6 10 4 2w w w w w− + − +  

 ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

 

   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 4 5

1 2 3 4 5

2 3 5 2 1
2 2 1

2 1
, , , , 0

w w w w w
w w w w w
w w w w

w w w w w

− + − + =
− − + + + =

+ + − =
≥

 

  

สรางเวกเตอร *w  จากเงื่อนไขที่ 3 ความหยอนเติมเตม็ (complementary 

slackness) 

นั่นคือ พิจารณา  * *
*( ) 0i i iw b− =A x     1,2, ,5i = …  

จาก 2.4 จะไดวา  *
3* 3b<A x  และ *

4* 4b<A x  ดังนั้น *
3 0w =  และ *

4 0w =  

จะหา * *
1 2,w w  และ *

5w   จาก 2.4 และ *
3 0w = , *

4 0w =  จะได 

 

1 2 5

1 2 5

1 2 5

2 3 5(0) 0 2 1
2(0) 2(0) 1

2 0 1

w w w
w w w
w w w

− + − + =
− − + + + =

+ + − =
 

 

 จากการแกระบบสมการนี้ได * *
1 2

1 , 2
4

w w= =  และ *
5

13
4

w =  ดังนัน้ 
T1 13, 2, 0, 0,

4 4
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

*w   

 

ซึ่ง  ≥* 0w  สอดคลองกับ (2.5) นั่นคือเงื่อนไขที ่2 เวกเตอร *w  อยูในบริเวณที่

เปนไปไดของปญหาควบคู 

   

ดังนัน้ จุด T(1.5, 3.5, 2.5)− −  เปนจุดเหมาะที่สุดสําหรับปญหากาํหนดการเชิง

เสน 

…………..(2.5) 
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บทที่ 3 
วิธีมุมนอยที่สุดสําหรับปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติ 

 

ในบทนี้จะกลาวถงึขั้นตอนวธิีใหมที่พัฒนาขึ้นมาเพื่อใชหาผลเฉลยของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติทีม่ีรูปแบบดัง (1.2) ซึ่งปญหามีบริเวณที่เปนไปไดไมเปนเซตวางและมีผล

เฉลยที่เหมาะที่สุด เรียกขัน้ตอนวิธีดังกลาววาวิธีมมุนอยที่สุดสําหรับปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 

มิติ จากทฤษฎีบทของปญหากาํหนดการเชิงเสน ผลเฉลยที่เหมาะที่สุดเปนจุดสดุขีดซึ่งสอดคลอง

กับเงื่อนไขบังคับสมการอยางนอย 3 เงื่อนไข เมื่อตรึงเงื่อนไขบังคับสมการหนึง่เงื่อนไข กําหนดตวั

แปรที่มีสัมประสิทธไมเปนศนูยใหอยูในรูปของสองตัวแปรที่เหลือ แลวแทนตัวแปรดังกลาวใน

ฟงกชันจุดประสงคและเงื่อนไขบังคับของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติเดิม จะสามารถลดเปน

ปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติ และหาผลเฉลยโดยขัน้ตอนวธิีมุมนอยที่สุดสําหรบัการแกปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติได  

 

ตัวอยาง 3.1 พิจารณาปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติตอไปนี้ 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค     1 2 3x x x+ +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

22
42

1025
623

42

321

321

21

321

321

≤−+
−≤++−

≤+
−≤+−−

≤+−

xxx
xxx

xx
xxx
xxx

   

 

เลือกเงื่อนไขบังคับอสมการที่ (1) เปลี่ยนใหเปนสมการ จะได 

42 321 =+− xxx  เขียนแทนตัวแปร 3x  ในรูปของตัวแปร 1 2,x x  จะได 213 24 xxx +−=  

แทนคา 3x  กลับไปที่ปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติจะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค     42 21 ++− xx  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

64
833

1025
147

1

21

21

21

≤
−≤+−

≤+
−≤+−

x
xx
xx
xx

  

………………(1) 
………………(2) 
………………(3) 
………………(4) 
………………(5) 

………………(2) 
………………(3) 
………………(4) 
………………(5) 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.1 บริเวณที่เปนไปไดของปญหากําหนดการเชิงเสนหลงัถูกลดรปู 

 

และสุดทายกจ็ะนําปญหากาํหนดการเชงิเสน 2 มิตินี้ไปหาผลเฉลยดวยขั้นตอน

วิธีมุมนอยที่สดุ 2 มิต ิ

 

 

จากตัวอยาง 3.1 เปนการลดรูปปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติโดยเลอืกเงื่อนไข

บังคับสมการแรก แลวลดรูปของปญหานัน้ไปเปนปญหายอยคือปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ 

ซึ่งจะสามารถหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสนนีด้วยขั้นตอนวธิีมุมนอยที่สุด 2 มิติ  

ในงานวิจัยนี้ศึกษาปญหาทีม่ีผลเฉลยเสมอ ดังนัน้จะมีเวกเตอร 

 ( )T* * * *
1 2 3, ,x x x=x  ที่เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด ถาเลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่ i  นั่นคือ  

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =   
โดยที่ * * *

1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =    

 

โดยไมเสียนยัทั่วไป สมมติ 1 0ia ≠  และให  ( )1 2 2 3 3 1/i i i ix b a x a x a= − −    

 

(5) (2) 

(4) 

(3) 

1x

2x  
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แทน 1x  กลับไปที่ปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติเดิม ปญหาจะกลายเปนปญหา 

กําหนดการเชงิเสน 2 มิต ิ จากทฤษฎีบท 2.4 รับประกนัวาผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของปญหาลดรูป

เปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของปญหาเดิมดวยเชนกนั [28] 

และสําหรับอสมการ * * *
1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + <  เราพบวาการลดรูปโดยใชเงื่อนไข

บังคับสมการ 1 1 2 2 3 3i i i ia x a x a x b+ + =  ในทฤษฎีบท 2.5 ยังคงรับประกันวาผลเฉลยที่เหมาะ

ที่สุดในปญหาที่ลดรูป จะมีคาฟงกชนัจุดประสงคไมเกิน * * *
1 1 2 2 3 3c x c x c x+ +  เสมอ 

 

ในงานวิจัยนี้นาํการลดรูปปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติดวยเงื่อนไขบังคับมาใช

เพื่อชวยหาผลเฉลย โดยมวีธิีที่นาํเสนอ 2 วิธี คือวิธ ีMinimal Angled Projection (MAP) และวธิี 

KKT-Minimal Angled Projection (KKT-MAP) 

 
 
3.1 วิธี Minimal Angled Projection (MAP) 

 

วิธ ี MAP จะพิจารณาผลเฉลยที่อาจเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดทั้งหมด โดย

ขั้นตอนจะเริ่มจากการเลือกเงื่อนไขบังคับสมการแรกและลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 

มิติไปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติ และหาผลเฉลยดวยขั้นตอนวิธมีุมนอยที่สุด 2 มิติ และ

ทําซ้าํกับทุกเงือ่นไขบังคับที่เหลือเพื่อหาผลเฉลยที่อาจเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดทั้งหมด และ

สุดทายผลเฉลยที่เหมาะที่สดุคือผลเฉลยที่มีคามากที่สุดจากกลุมดังกลาว 

 

การทาํงานของวิธกีารนี้แสดงไดดังขั้นตอนตอไปนี้ 

กําหนดให m = จํานวนของเงื่อนไขบังคับ 

ie  แทนเงื่อนไขบังคับสมการที่ i  

  C = เซตของผลเฉลยที่ไดจากการแกปญหาดวยขั้นตอนวธิีมุมนอยที่สุด 2 มิต ิ

 

1.   = {}C  

2.   1i =  

3.    กระทําซ้าํขั้นตอนที่ 4 – 6 สําหรับ 1,2, ,i m= …  

4.  สรางปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยใช ie  
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5. หาผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชงิเสน 2 มิติโดยใชข้ันตอนวิธมีุม

นอยที่สุด 2 มติิและเพิ่มผลเฉลยดังกลาวลงในเซต C  

6.   1i i= +  

7.     จบการทาํซ้ํา 

8.     หาผลเฉลยที่มีคามากที่สุดและสอดคลองกับทกุเงือ่นไขบังคับ 

 

บรรทัดที ่ 1 เปนการกําหนดคาเริ่มตนใหกับเซต C  นั่นคอืเซตของผลเฉลยที่อาจ

เปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดโดยกําหนดคาเริ่มตนเปนเซตวาง 

บรรทัดที ่ 2 เปนการเริม่กําหนดคาเริ่มตนใหกับดัชน ี 1i =  ลดรูปปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติไปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยเงือ่นไขบังคับสมการที ่1 

บรรทัดที่ 3 ถึงบรรทัดที่ 7 เปนการทําซ้าํตามดัชนีของเงื่อนไขบังคับทีแ่ตกตางกนั

ตั้งแตเงื่อนไขบังคับที ่ 1 ถึงเงื่อนไขบังคับที่ m  โดยในการวนซ้าํนีจ้ะเริ่มจากการสรางปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติโดยใชเงื่อนไขบังคับสมการที ่ i  ในบรรทัดที ่4 โดยการกําหนดตัวแปรตัว

ที่หนึ่ง ใหอยูในรูปของสองตวัแปรที่เหลือเมื่อสัมประสิทธิ์ของตัวแปรตัวทีห่นึง่ไมเปนศูนย ( 1 0ia ≠ ) 

แตถาสัมประสิทธิ์ของตัวแปรตัวที่หนึ่งเปนศูนยจะเลือกตัวแปรที่มีสัมประสิทธิ์ไมเปนศูนยตวัถัดไป 

และในบรรทัดที่ 5 เปนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยใชขั้นตอนวธิีมมุ

นอยที่สุดสาํหรับการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติ และเพิ่มผลเฉลยในเซต C  

และเมื่อจบการวนซ้ําแลวในบรรทัดที่ 8 จะเปนการหาผลเฉลยทีด่ีที่สุดจากเซต 

C  ที่มีคามากที่สดุและสอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับจะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

   
 
ตัวอยาง 3.3   หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 3x x x+ +   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

           

22
42

1025
623

42

321

321

21

321

321

≤−+
−≤++−

≤+
−≤+−−
≤+−

xxx
xxx

xx
xxx
xxx

   

 

…………………(2) 
…………………(1) 

…………………(3) 
…………………(4) 

…………………(5) 
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เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (1) จะได 1 2 32 4x x x− + =  เขียนตัวแปร 1x  ใน

รูป 2x  และ 3x   นั่นคือ 32
1 2

2 2
xxx = + −  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    2 3
3 1 2
2 2

x x+ +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

3
2

2 3

2 3

2 3

75 0
2 2
9 5 0
2 2
3 3 2
2 2
2 2 2

xx

x x

x x

x x

− + ≤

− ≤

+ ≤ −

− ≤ −

 

 

ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

 

  

   

เมื่อปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติเดิมลดรูปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 

มิติ จะสามารถหาผลเฉลยดวยขั้นตอนวิธมีุมนอยทีสุ่ด 2 มิติได ซึ่งผลเฉลยที่ไดคือ 
T T

2 3( , ) ( 3.5, 2.5)x x = − −  ดังนัน้ 1 1.5x =  และคาของฟงกชนัจดุประสงคคือ -4.5  

………………………..(2) 
 

………………………..(3) 
 

………………………..(4) 
 

………………………..(5) 

 

3x  

 

2x  

รูปที่ 3.2 
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ตอไปเลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่ (2) จะได 623 321 −=+−− xxx  เขียนตัว

แปร 1x  ในรูป 2x  และ 3x  นั่นคือ  1 2 3
1 22
3 3

x x x= − +  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 

มิติ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    2 3
2 5 2
3 3

x x+ +
 
 

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

2 3

2 3

2 3

2 3

5 7 0
3 3
1 10 0
3 3
7 1 2
3 3
1 1 2
3 3

x x

x x

x x

x x

− + ≤

+ ≤

+ ≤ −

+ ≤ −

 

 

ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รปที่ 3.3 

………………………..(1) 
 

………………………..(3) 
 

………………………..(4) 
 

………………………..(5) 

 

 

3x  

2x  

รูปที่ 3.3 
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ผลเฉลยที่ไดคือ T T
2 3( , ) ( 3.5, 2.5)x x = − −  ดังนั้น 1 1.5x =  และคาของฟงกชนั 

จุดประสงคคือ -4.5  

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (3) จะได 1025 21 =+ xx เขียนตัวแปร 1x ในรูป 2x

นั่นคือ   1 2
22
5

x x= −  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    2 3
3 2
5

x x+ +
 
 

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

2 3

2 3

2 3

2 3

9 0
5
1 2 0
5

12 2
5
1 2
5

x x

x x

x x

x x

− + ≤

− + ≤

+ ≤ −

− ≤ −

   

 

ซึ่งไมมีบริเวณที่เปนไปได 

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (4) จะได 42 321 −=++− xxx  เขียนตัวแปร 1x  

ในรูป 2x และ 3x  นัน่คือ 321 24 xxx ++=   ลดรูปของปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติ จะได
 
 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค   423 32 ++ xx    

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

2 3

2 3

2 3

2 3

3 3 4
7 6

12 5 10
5 6

x x
x x
x x
x x

+ ≤ −
− − ≤

+ ≤ −
+ ≤ −

  

…………………(1) 

…………………(2) 

…………………(4) 

…………………(5) 

…………………(1) 
…………………(2) 
…………………(3) 
…………………(5) 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

         

   

      

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.4 

 

ผลเฉลยที่ไดคือ T T
2 3( , ) (0, 6)x x = −  ดังนั้น 21 −=x  และคาของฟงกชนั

จุดประสงคคือ -8  

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่ (5) จะได 22 321 =−+ xxx  เขยีน 1x  ในรูป 2x  

และ 3x  นั่นคือ 1 2 3
1 11
2 2

x x x= − +  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติ จะได 

  

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    2 3
1 31
2 2

x x+ +  

 

2 3

2 3

2 3

2 3

2 2 2
1 1 3
2 2
1 5 5
2 2
5 1 3
2 2

x x

x x

x x

x x

− + ≤

+ ≤−

− + ≤

+ ≤ −

   

   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

3x

2x

…………………(1) 

…………………(2) 

…………………(3) 

…………………(4) 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

  

 
รูปที่ 3.5 

 

ผลเฉลยที่ไดคือ T T
2 3( , ) ( 3.5, 2.5)x x = − −  ดังนั้น 1 1.5x =  และคาของฟงกชัน

จุดประสงคคือ -4.5  

 

จะเหน็วาคาของฟงกชนัจุดประสงคที่มากที่สุดคือ -4.5 และการลดรูปของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติ ดวยเงื่อนไขสมการที ่ (1), (2) และ (5) ใหคาของฟงกชนัมากที่สุด และ

ผลเฉลยที่เหมาะสมที่สุดคือ  T T
1 2 3( , , ) (1.5, 3.5, 2.5)x x x = − −   

 

และเมื่อตรวจสอบจุดนี้กับทกุเงื่อนไขบังคับพบวาจุดนี้อยูในบริเวณที่เปนไปได 

ดังนัน้ผลเฉลยเหมาะที่สุดคือ T T
1 2 3( , , ) (1.5, 3.5, 2.5)x x x = − −  และคาของฟงกชนัจุดประสงค

คือ -4.5  และจากการหาผลเฉลยของปญหานีด้วย GLPK พบวาคําตอบที่ไดตรงกันและเงื่อนไข

บังคับทีน่ําไปสูผลเฉลยคือเงื่อนไขบังคับ (1), (2) และ (5) 

 

 

3x

2x  
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การเลือกตัวแปรที่ตางกันเพือ่ลดรูปปญหานั้นใหผลเฉลยที่เหมือนกันดงัตัวอยาง

ตอไปนี้ 
 

ตัวอยาง 3.3   หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 3x x x+ +   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

           

22
42

1025
623

42

321

321

21

321

321

≤−+
−≤++−

≤+
−≤+−−
≤+−

xxx
xxx

xx
xxx
xxx

   

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (1) จะได 42 321 =+− xxx  เขียนตัวแปร 3x  

ในรูป 1x  และ 2x   นั่นคือ 213 24 xxx +−=  ลดรูปของปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิต ิจะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    42 21 ++− xx  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ  

64
833

1025
147

1

21

21

21

≤
−≤+−

≤+
−≤+−

x
xx
xx
xx

 

ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้

  

 

      

 

…………………(2) 
…………………(1) 

…………………(3) 
…………………(4) 
…………………(5) 

………………..(2) 

………………..(3) 

………………..(4) 

………………..(5) 

(5) (2) 

(4) 

(3) 

2x  

1x  

รูปที่ 3.6 
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เมื่อปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติเดิมลดรูปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 

มิติ จะสามารถหาผลเฉลยดวยขั้นตอนวธิีมุมนอยที่สุดสําหรับการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 

มิติได ซึ่งผลเฉลยที่ไดคือ T T
1 2( , ) (1.5, 3.5)x x = −  ซึ่งเกิดจากเงื่อนไขบังคับ (2) และ (5) ดังนั้น 

5.23 −=x  และคาของฟงกชนัจุดประสงคคือ -4.5  

 

ตอไปเลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่ (2) จะได 623 321 −=+−− xxx  เขียนตวั

แปร 2x  ในรูป 1x  และ 3x  นัน่คือ  2 1 36 3 2x x x= − +  ลดรูปของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิ 

จะได 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    1 3-2 3 6x x+ +
 
 

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

    

1 3

1 3

1 3

1 3

5 10
4 2

7 5 16
4

x x
x x
x x
x x

− ≤
− + ≤−
− + ≤ −
− + ≤ −

 

ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้           

 
 

(1) 

(4) 

(5) 

(3) 

3x  

1x  

………………….(1) 

………………….(3) 

………………….(4) 

………………….(5) 

รูปที่ 3.7 
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ผลเฉลยที่ไดคือ T T
1 3( , ) (1.5, 2.5)x x = − ซึ่งเกิดจากเงื่อนไขบังคับ (1) และ (5) 

ดังนัน้ 5.32 −=x  และคาของฟงกชนัจดุประสงคคือ -4.5  

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (3) จะได 1025 21 =+ xx เขียนตัวแปร 2x ในรูป 1x

จะได   2 1
55
2

x x= −  ลดรูปของปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิต ิจะได 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    1 3
35
2

x x− +
 
 

 ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 3

1 3

1 3

1 3

9 9
2
1 2 1
2
6 14
1 3
2

x x

x x

x x

x x

+ ≤

− + ≤−

− + ≤ −

− − ≤ −

   

  

ซึ่งไมมีบริเวณที่เปนไปได 

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที ่(4) จะได 42 321 −=++− xxx  เขียนตัวแปร 3x  

ในรูป 1x และ 2x  นั่นคือ 3 1 24 2x x x= − + −   ลดรูปของปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติ จะได
 
 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค   1 24 x x− + −    

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 2

1 2

1 2

1 2

3 3 8
5 2

5 2 10
3 2

x x
x x
x x
x x

− ≤
− − ≤

+ ≤
+ ≤ −

  

 

…………………(1) 

…………………(2) 

…………………(4) 

…………………(5) 

…………………(1) 
…………………(2) 
…………………(3) 
…………………(5) 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี้     

   

    

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

ผลเฉลยที่ไดคือ T T
1 2( , ) ( 2,0)x x = −  ดังนั้น 3 6x = −  และคาของฟงกชนั

จุดประสงคคือ -8  

 

เลือกเงื่อนไขบังคับสมการที่ (5) จะได 22 321 =−+ xxx  เขียน 3x  ในรูป 1x  

และ 2x  จะได 213 22 xxx ++−=  ลดรูปของปญหากําหนดการเชิงเสน 3 มิติ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค    223 21 −+ xx  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

    

1

1 2

1 2

1 2

4 6
2

5 2 10
3 2

x
x x
x x
x x

≤
+ ≤−
+ ≤
+ ≤−

   

…………………(1) 
…………………(2) 
…………………(3) 
…………………(4) 

2x  

1x  

รูปที่ 3.8 
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ซึ่งมีบริเวณที่เปนไปไดดังนี ้  

 
             รูปที ่3.9 

 

ผลเฉลยที่ไดคือ T T
1 2( , ) (1.5, 3.5)x x = −  ดังนั้น 5.23 −=x  และคาของฟงกชนั

จุดประสงคคือ -4.5  

 

จะเหน็วาคาของฟงกชนัจุดประสงคที่มากที่สุดคือ -4.5 และการลดรูปของปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติ ดวยเงื่อนไขบังคับสมการที ่ (1), (2) และ (5) และผลเฉลยที่เหมาะที่สุด

คือ T T
1 2 3( , , ) (1.5, 3.5, 2.5)x x x = − −   

 

 

จะเหน็วาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดจากการเลือกตัวแปรทีต่างกนัมีผลเฉลยเหมือนกนั

ถึงแมผลเฉลยที่ไดใหผลเหมอืนกันแตอาจใชเวลาในการหาผลเฉลยมากนอยตางกนั  
 

(1) 

(2) 

(4) 

(3) 

2x  

1x  
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3.2 วิธี KKT- Minimal Angled Projection (KKT-MAP)  
  

สําหรับวธิี MAP นัน้ตองพิจารณาทุกเงือ่นไขบังคับเพือ่ที่จะหาผลเฉลยที่เหมาะ

ที่สุด ถาปญหามีจํานวนของเงื่อนไขบังคับเปนจํานวนมากก็จะใชเวลาในการทํางานมากขึ้นทั้งที่ผล

เฉลยที่เหมาะที่สุดอาจจะไดจากการลดรูปปญหาตั้งแตเงื่อนไขบังคับแรก เพื่อปรับปรุงวิธี MAP ให

มีประสิทธิภาพมากขึ้น การตรวจสอบผลเฉลยที่ไดดวยเงื่อนไข KKT จะชวยหยุดการทํางานไดทันที

ถาผลเฉลยนัน้สอดคลองกับเงื่อนไข KKT และสามารถรับประกันไดวาผลเฉลยนัน้เปนผลเฉลยที่

เหมาะที่สุด 

นอกจากนีก้ารเลือกเงื่อนไขบังคับเริ่มตนอาศัยแนวคิดของมุมนอยที่สุด พิจารณา

รูปประกอบตอไปนี้ 

 

 
รูปที่ 3.10 เกรเดียนตของเงือ่นไขบังคับและเกรเดียนตของฟงกชันจดุประสงค 

 

จากรูปจะเหน็วาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดเกดิจากเงื่อนไขบังคับที่มเีกรเดียนตทาํมุม

นอยที่สุดกับเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค ดังนั้นการเลือกเงื่อนไขบังคับเริ่มตนกอนการลดรปู

ปญหาไปเปนปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติควรเลือกเงือ่นไขที่ทาํมุมนอยที่สุดระหวาง 

เกรเดียนตของเงื่อนไขบังคบันั้นกับเกรเดยีนตของฟงกชันจุดประสงค และตรวจสอบผลเฉลยที่ได

จากการใชขั้นตอนวิธีมมุนอยที่สุดสําหรับการแกปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มติิ ดวยเงื่อนไข

เหมาะที่สุด KKT เรียกวิธีการนี้วาวิธ ีKKT- Minimal Angled Projection (KKT-MAP) 
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วิธีการหาผลเฉลยของวิธ ี KKT-MAP จะเริ่มดวยการคํานวณมมุระหวาง 

เกรเดียนตของทุกเงื่อนไขบังคับกับเกรเดยีนตของฟงกชันจุดประสงค และเงื่อนไขบังคับที่มมีุมนอย

ที่สุดจะถกูเลือกมาใชในการลดรูปของปญหาเปนปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติ และใชขั้นตอน

วิธีมุมนอยที่สดุ 2 มิติเพื่อหาผลเฉลย นําผลเฉลยที่ไดตรวจสอบกับเงือ่นไข KKT ถาผลเฉลยที่ได

สอดคลองกับเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT จะไดวาผลเฉลยนั้นเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สดุ และหยุดการ

ทํางาน แตถาผลเฉลยนัน้ไมสอดคลองกับเงื่อนไขเหมาะที่สุด KKT ก็จะทําซ้าํโดยการเลือกเงื่อนไข

บังคับที่มมีุมนอยที่สุดลําดับถัดไป 

 

ในการคํานวณมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของฟงกชัน

จุดประสงคในงานวิจยันี้จะใชฟงกชันโคไซนในการพิจารณามุม สามารถคํานวณไดดังนี ้

    
T
*

*

arccos i

i

θ
⎛ ⎞⋅

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

A c
A c

 

 

เนื่องจากฟงกชันโคไซนเปนฟงกชันลดบนชวง 0  ถึง π  ดังรูปที่ 3.11  

2
π π

 
รูปที่ 3.11 คาของฟงกชันโคไซนบนชวง 0  ถงึ π  

  
จะเหน็วาถาผลคูณเชิงสเกลารมีคามาก คาของมุมที่ไดจะมีคานอย และถาผล

คูณเชิงสเกลารมีคานอย คาของมุมที่ไดจะมีคามาก ดงันัน้เพื่อลดระยะเวลาการคํานวณจะใชคา
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ของผลคูณเชิงสเกลารแทนการคํานวณคามุม และการเรียงลําดับมมุจากนอยไปมากสามารถใช

การเรียงคาของผลคูณเชิงสเกลาร 
T
*

*

i

i

⋅
⋅

A c
A c

 จากมากไปนอยแทนได 

 

 

การทาํงานของวิธกีารนี้แสดงตามขั้นตอนตอไปนี้ 

กําหนดให    m = จํานวนของเงื่อนไขบังคับ 

ie  แทนเงื่อนไขบังคับสมการที่ i   

C = เซตของเงื่อนไขบังคับที่เรียงลําดับตามคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดยีนต 

  ของเงื่อนไขบังคับและเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงคจากมากไปนอย 

 

1.  คํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของ 

  ฟงกชันจุดประสงค 

2.  เรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารของแตละเงื่อนไขบังคับจากมากไปนอยเก็บในเซต C  

3.  1i =  

4.  ทําซ้ําขั้นตอนที่ 4 – 9 สําหรับ 1, 2, ,i m= …  

5.    สรางปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยใช ie  

6.    หาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติโดยใชขั้นตอนวิธีมุมนอย  

       ที่สุดสําหรับการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ ไดเวกเตอร ( )ix  

7.    สรางเวกเตอร ( )iw และตรวจสอบเวกเตอร ( )ix  และ ( )iw  กับเงื่อนไข KKT 

8. ถาผลเฉลยเดิมและผลเฉลยควบคูสอดคลองกับเงื่อนไข KKT หยุดการ

ทํางาน  

9.   1i i= +  

 10.  จบการทําซ้ํา 

  

บรรทัดที่ 1 ลําดับแรกของการทํางานของวิธนีี้คือการคํานวณคาผลคูณเชิง 

สเกลารระหวางเกรเดยีนตของเงื่อนไขบังคับกับเกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงค  

บรรทัดที่ 2 คือการเรียงลาํดบัคาผลคูณเชิงสเกลารจากมากไปหานอย ซึง่ขั้นตอน

วิธีที่ใชในการเรียงลําดับเราใชการเรียงแบบเร็ว (quick sort) เมื่อเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลาร
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จากมากไปหานอยซึง่จะมีลําดับเดียวกบัการเรียงมมุจากนอยไปหามาก นาํขอมลูดังกลาวเก็บไว

ในเซต C  

บรรทัดที่ 3 เปนการเลือกเงื่อนไขบังคับโดยเงื่อนไขบังคับที่เลือกเริ่มจากเงื่อนไข

บังคับทีท่ํามมุนอยสุด 

บรรทัดที่ 4 เปนการตรวจสอบวาการวนซ้าํจนครบตามจํานวนเงื่อนไขบังคับแลว

หรือไม ถาตรวจสอบยังไมครบทําตอในบรรทัดที่ 5 ถึงบรรทัดที่ 9  

 บรรทัดที ่ 5 เปนการลดรปูของปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติไปเปนปญหา

กําหนดการเชงิเสน 2 มิติ โดยใชเงื่อนไขบังคับสมการที ่ i  (ซึ่งเรียงแลว) 

บรรทัดที่ 6 หาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติดวยขัน้ตอนวธิีมุม

นอยที่สุดสาํหรับการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติ และจะไดเวกเตอร ( )ix  ซึ่งเปนผลเฉลยที่

ไดจากการลดรูปปญหาดวยสมการเงื่อนไขบังคับที่ i  

 บรรทัดที่ 7 สรางตัวแปรควบคูเวกเตอร ( )iw  และตรวจสอบเวกเตอร ( )ix  และ 
( )iw  กับเงื่อนไข KKT โดยเริ่มจากตรวจสอบ ( )ix  ดวยเงื่อนไข KKT-1 นั่นคือเวกเตอร ( )ix อยูใน

บริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม แลวหาเวกเตอร ( )iw  ดวยความหยอนเติมเต็ม 

(complementary slackness)  

บรรทัดที่ 8 ตรวจสอบวาเวกเตอร ( )iw  สอดคลองกับเงื่อนไขที่ 2 หรือไม ถา

สอดคลองหยดุการทํางานและเวกเตอร ( )ix  เปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุด ถาไมสอดคลองไปบรรทัด

ที่ 9  

บรรทัดที่ 9 เลือกเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมนอยที่สุดถัดไปและกลับไปที่บรรทัดที่ 4 

บรรทัดที่ 10 จบการทาํงาน 
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ตัวอยาง 3.4 หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 313 11x x x− − +   

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 2 3

1 2

1 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2

9 8 14
5 7 13
2 8 14

6 7 11
6 3 2 4

7 7 1
7 0

3 2 6 10
9 5 5

4 2 3 4
6 5 6 6
5 7 6 5
6 4

6 11
7 6 11

x x x
x x
x x
x x x
x x x

x x
x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x
x x x
x x

− − ≤ −
− − ≤ −
− − ≤
− − − ≤ −

− − − ≤ −
− − ≤

− − ≤
− − ≤ −
− − ≤ −

+ − ≤ −
+ − ≤ −

− − + ≤

+ ≤ −
− + + ≤ −

+ ≤  

วิธีทาํ   ข้ันแรกเริ่มจากการคํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดยีนตของเงื่อนไขบังคับกับ

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงค ซึง่คํานวณไดดังนี ้

 

T
1*

1*

T
2*

2*

T
3*

3*

T
4*

4*

T
5*

5*

0.304559
.

0.334793
.

0.300744
.

0.250172
.

0.337143
.

⋅
= −

⋅
=

⋅
= −

⋅
= −

⋅
=

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

     

T
6*

6*

T
7*

7*

T
8*

8*

T
9*

9*

T
10*

10*

0.282843
.

0.113137
.

0.588571
.

0.228150
.

0.646220
.

⋅
= −

⋅
=

⋅
= −

⋅
= −

⋅
= −

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

 

T
11*

11*

T
12*

12*

T
13*

13*

T
14*

14*

T
15*

15*

0.605146
.

0.526311
.

0.519501
.

0.350398
.

0.420845
.

⋅
= −

⋅
=

⋅
= −

⋅
= −

⋅
= −

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

A c
A c

 

    

…………………(2) 
…………………(1) 

.…………………(3) 
………………….(4) 
………………….(5) 

…………………(7) 
…………………(6) 

…………………(8) 
………………….(9) 
…………………(10) 

…………………(12) 
…………………(11) 

…………………(13) 
………………….(14) 
…………………(15) 
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ถัดไปคือเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารเหลานี้จากมากไปหานอย จะไดเงื่อนไข

บังคับทีท่ํามมุนอยที่สุดไปหามุมมากที่สุดดังนี้ 12,5,2,7,9,4,6,3,1,14,15,13,8,11  และ 10  

ตามลําดับ 

 

เลือกเงื่อนไขบังคับ ที่ทาํมมุนอยที่สุดกับฟงกชนัจุดประสงคคือเงื่อนไขบังคับที ่12 

แลวเปลี่ยนใหอยูในรูปสมการจะได 1 2 35 7 6 5x x x− − − =  หรือ  1 2 31 (7 / 5) (6 / 5)x x x= − − +  

แทนคากลับไปที่ปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิต ิจะได 

 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  2 317.2 4.6 13x x− +  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

2 3

3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

10.4 6.8 13
6 18

2.8 10.4 12
4.6 8.2 12
5.4 9.2 10

7 7 1
5.6 1.2 1

6.2 2.4 7
10.4 3.8 4
3.6 1.8 0

x x
x

x x
x x
x x
x x
x x

x x
x x
x x

− − ≤ −

− ≤ −
− ≤

− − ≤ −
− ≤ −

− − ≤
− − ≤ −

− + ≤ −
− − ≤ −

− + ≤

 

2 3

2 3

2 3

2 3

3.4 1.2 0
7.4 7.2 2
2.4 7.2 12
3.8 8.4 18

x x
x x
x x
x x

− + ≤
− + ≤

− ≤ −
− + ≤

 

 

แลวนําปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิตนิีไ้ปแกดวยขั้นตอนวิธีมมุนอยสุดสําหรับ

การแกปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติ นัน่คือ  

 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(5) 

……………………….(7) 
……………………….(6) 

………………………(8) 
……………………….(9) 
………………………(10) 

………………………(13) 
..…………………….(11) 

……………………...(14) 
………………………(15) 
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17.2
4.6

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

c , 

10.4 6.8
0 6

2.8 10.4
4.6 8.2

5.4 9.2
7 7

5.6 1.2
6.2 2.4
10.4 3.8
3.6 1.8
3.4 1.2
7.4 7.2
2.4 7.2
3.8 8.4

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟−
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

=A  และ 

13
18

12
12
10
1
1
7
4

0
0
2
12

18

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=b  

 

ขั้นตอนที ่1 normalization   

normalize เวกเตอร c  ให ' '
2 2 3 317.2 , 4.6x x x x= = −  

จะได 

 
17.2 /17.2 1
4.6 /( 4.6) 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

c , 

10.4 /17.2 6.8 /( 4.6)
0 /17.2 6 /( 4.6)

2.8 /17.2 10.4 /( 4.6)
4.6 /17.2 8.2 /( 4.6)

5.4 /17.2 9.2 /( 4.6)
7 /17.2 7 /( 4.6)

5.6 /17.2 1.2 /( 4.6)
6.2 /17.2 2.4 /( 4.6)
10.4 /17.2 3.8 /( 4.6)
3.6 /17.2 1.8 /( 4.6)
3.4 /17

− − −
− −

− −
− − −

− −
− − −
− − −
− − −
− − −
− −
−

=A

0.605 1.478
0 1.304

0.163 2.261
0.267 1.783

0.314 2
0.407 1.522
0.326 0.261
0.360 0.522
0.605 0.8

.2 1.2 /( 4.6)
7.4 /17.2 7.2 /( 4.6)
2.4 /17.2 7.2 /( 4.6)
3.8 /17.2 8.4 /( 4.6)

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟ −
⎜ ⎟ =

−⎜ ⎟
⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

26
0.209 0.391
0.198 0.261
0.430 1.565

0.140 1.565
0.221 .1826

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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normalize เวกเตอร b  จะได 

   
0.605 /13 1.478 /13

0 1.304 /18
0.163/12 2.261/12
0.267 /12 1.783/12

0.314 /10 2 /10
0.407 1.522
0.326 0.261

0.360 / 7 0.522 / 7
0.605 / 4 0.826 / 4

0.209 0.391
0.198 0.261

0.430 / 2 1.565 / 2
0.140 /12 1.565 /12
0.221/18 .1826 /18

−⎛

−

−
−
−
−
− −
− −

− −

− −

=A

0.047 0.114
0 0.072

0.014 0.188
0.022 0.149
0.031 0.2
0.407 1.522
0.326 0.261
0.051 0.075
0.151 0.207
0.209 0.391
0.198 0.261
0.215 0.783

0.012 0.130
0.012 0.101

−⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

−⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

−⎜ ⎟
⎜ ⎟ −
⎜ ⎟ =

−⎜ ⎟
⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎜ ⎟ − −
⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎜ ⎟ − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝

1*

2*

3*

4*

5*

6*

7*

8*

9*

10*

11*

13*

14*

15*

13 /13
18 /18

12 /12
12 /12
10 /10

1
1

,
7 / 7
4 / 4
0
0

2 / 2
12 /12

18 /18

−⎛ ⎞⎞ ⎛
⎜ ⎟⎟ ⎜ −⎜ ⎟⎟ ⎜
⎜ ⎟⎟ ⎜
⎜ ⎟⎟ ⎜

−⎜ ⎟⎟ ⎜
⎜ ⎟⎟ ⎜−
⎜ ⎟⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜=

−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎠ ⎝⎝ ⎠

=

A
A
A
A
A
A
A

b
A
A
A
A
A
A
A

1
1

1
1
1

1
1
1
1

0
0
1
1

1

−⎞ ⎛ ⎞
⎟ ⎜ ⎟−⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟

−⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟−
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟−
⎟ ⎜ ⎟=

−⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠

 

 

ตอไป Classification นั่นคือแบงกลุมเงื่อนไขบังคับออกเปนสองกลุมตามนยิาม 2.1 

 

เนื่องจาก 
1
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=c  ให 
-1
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=u  จะได 

 

ตาราง 3.1 คาผลคูณเชิงสเกลารและการจดักลุมของเงื่อนไขบังคับ 

เงื่อนไขที ่ i  
i*A  T

*i ⋅A u  เปนสมาชิกของกลุม NNG หรือ NG  

1 ( )0.047, 0.114−  0.160  NNG  
2 ( )0, 0.072  0.072 NNG  

3 ( )0.014, 0.188  0.175 NNG  

4 ( )0.022, 0.149−  0.171 NNG  

5 ( )0.031, 0.2  0.169 NNG  

6 ( )0.407, 1.522−  1.929 NNG  

7 ( )0.326, 0.261−  0.587 NNG  
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เงื่อนไขที ่ i  
i*A  T

*i ⋅A u  เปนสมาชิกของกลุม NNG หรือ NG  

8 ( )0.051, 0.075−  0.126 NNG  

9 ( )0.151, 0.207−  0.358 NNG  

10 ( )0.209, 0.391− −  -0.182 NG  

11 ( )0.198, 0.261−  -0.063 NG  

13 ( )0.215, 0.783− −  -0.568 NG  

14 ( )0.012, 0.130  0.118 NNG  

15 ( )0.012, 0.101− −  -0.089 NG  

 

เพราะฉะนัน้ 

{ }NN 1, 2, , 9, 14G = …  และ { }10,11, 13, 15NG =  

  

ขั้นตอนตอไปเปนการคาํนวณมุมระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับ 

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคและเรียงลําดับมุมของเงื่อนไขบังคบัจากกลุม NNG  และกลุม 

NG  ซึ่งในทีน่ีจ้ะใชการเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารจากมากไปนอยแทนการเรยีงลําดับมุม

เชนกนั 

  

ดังนัน้เมื่อเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไขบังคับกับ        

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงคจากมากไปนอยในกลุม NG  คือ { }15, 13, 10,11  และในกลุม 

NNG  ไดดังนี้ { }5, 14, 3, 2, 4, 6, 1, 8, 9, 7   

 

ลําดับถัดไปเลือกเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมนอยที่สุดจากทัง้สองกลุมนั่นคอืเงื่อนไข

บังคับที ่5 จากกลุม NNG  และเงือ่นไขบังคับที ่15 จากกลุม NG  และหาจุดตัดจากสมการของทัง้

สองได  '
2 134.953846x =  และ '

3 26.1846153x = −  เมื่อตรวจสอบกับเงื่อนไขบังคับพบวา

สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับ ดังนัน้ '
2 134.953846x =  และ '

3 26.1846153x = −  เปนผลเฉลย

ที่เหมาะที่สุดของปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติดานบน 

และจาก ' '
2 2 3 317.2 , 4.6x x x x= = −  ดังนัน้ 
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'

(1) 2
2 7.846154

17.2
xx = =  และ 

'
(1) 3
3 5.692308

4.6
xx = =
−

 

 

ซึ่งไดผลเฉลยคือ ( )T(1) (1) T
2 3, (7.846154, 5.692308)x x = เมื่อแทนคากลับไป

ยัง 1x  และ ฟงกชันจุดประสงคได (1)
1 5.153846x = −  และคาฟงกชนัจุดประสงคคือ 121.769231 

ดังนัน้ เวกเตอร ( ) ( )T T(1) (1) (1) (1)
1 2 3, , 5.153846, 7,86154, 5.692308x x x= = −x จะถูกนาํไป

ตรวจสอบวาจดุนี้เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดหรือไมดวยเงือ่นไข KKT 

 

เงื่อนไขที ่KKT-1 เวกเตอร (1)x  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม 

 

 

(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1)
1 2
(1) (1)
1 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1)
2 3

(1) (1)
1 2

9 8 121.307692 14

5 7 29.153846 13

2 8 35.230769 14

6 7 81.769231 11

6 3 2 4 4

7 7 94.769231 1

7 49.7

x x x

x x

x x

x x x

x x x

x x

x x

− − = − < −

− − = − < −

− − = − <

− − − = − < −

− − − = − = −

− − = − <

− − = −
(1) (1) (1)
1 2 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1)
1 2
(1) (1)
1 2

69231 0

3 2 6 65.307692 10

9 5 104.230769 5

4 2 3 22 4

6 5 6 25.846154 6

5 7 6 5 5

6 23.076923 4

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x

x x

<

− − = − < −

− − = − < −

+ − = − < −

+ − = − < −

− − + = =

+ = − < −

− + (1)
3

(1) (1)
1 2

6 21.153846 11

7 6 11 11

x

x x

+ = − < −

+ = =
 

 

จะเหน็วา (1)x  สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ  

ดังนัน้จะไดวาเวกเตอร (1)x  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม 

 

………………………(2) 
………………………(1) 

……………………...(3) 
……………………….(4) 
………………………(5) 

………………………(7) 
………………………(6) 

………………………(8) 
……………………….(9) 
………………………(10) 

……………………….(12) 
……………………….(11) 

………………………(13) 
……………………….(14) 
……………………….(15) 
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เงื่อนไขที ่KKT-2 เวกเตอร (1)w อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคูหรือไม 

 

2. สรางเวกเตอร (1)w  จาก (1)T Tw A = c  แลวตรวจสอบ   

 

พิจารณา (1)T Tw A = c  จะไดวา 

 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 3 4 5 7 8

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
9 10 11 12 13 14 15

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 4 5 6 7 8

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
9 10 11 12 13 14 15

5 2 3

4 6 5 6 7 13

9 7 6 3 7 7 2

9 2 5 7 6

w w w w w w w

w w w w w w w

w w w w w w w

w w w w w w w

− − − − − +

+ + + − + − + =−

− − − − − − −

− + + − + + + (1)

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 3 4 5 6 8

(1) (1) (1) (1) (1)
9 10 11 12 14

1

8 8 7 2 7 6

5 3 6 6 6 11

w w w w w w

w w w w w

=−

− − − − − −

− − − + + =

 

 

จากการแทนเวกเตอร (1)x  ลงบนเงือ่นไขบังคับพบวาเงื่อนไขบงัคับที่มี

เครื่องหมายเทากับม ี3 เงื่อนไขบังคับนัน่คือเงื่อนไขบังคับที่แรเงาซึง่คือ เงื่อนไขบังคับที่ 5  12 และ 

15 โดยเงื่อนไขบังคับที่เหลอืมีคาเปน (1)
*i ib<A x  เมื่อ 1,2, ,15i = … แต 5, 12, 15i ≠  แตจาก

เงื่อนไขที ่ 3 ของเงื่อนไข KKT คือความหยอนเติมเต็ม (complementary slackness) ซึ่งกลาววา 
(1) (1)

*( ) 0i i iw b− =A x  ทุก 1,2,...,15i =  และเนื่องจาก (1)
*i ib<A x  ดังนัน้ (1) 0iw =  ทุก 

1,2,...,15i =  เมื่อ  5,12,15i ≠  เพราะฉะนัน้จะเหลือตัวแปรที่ตองการหาเพียงสามตัวคือ 
(1) (1)
5 12,w w  และ (1)

15w  ดังนัน้จะไดวา 

 
(1) (1) (1)
5 12 15
(1) (1) (1)
5 12 15

(1) (1)
5 12

6 5 7 13

3 7 6 1

2 6 11

w w w

w w w

w w

− − + = −

− − + = −

− + =

 

 

แกระบบสมการจะได   

 

        (1) (1)
5 125.903846, 12.826923w w= =   และ (1)

15 12.211538w =  ซึง่มีคา

มากกวาศนูยทุกตัว  
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ดังนัน้ 

 

( )T(1) 0, 0, 0, 0, 5.903846, 0, 0,0, 0, 0, 0, 12.826923, 0, 0, 12.211538=w  

 

อยูในบริเวณทีเ่ปนไปไดของปญหาควบคู 

 

3. สรุปไดวา ( ) ( )T T(1) (1) (1) (1)
1 2 3, , 5.153846, 7,86154, 5.692308x x x= = −x  

เปนผลเฉลยทีเ่หมาะที่สุดของปญหากําหนดการเชิงเสน 

อยางไรก็ตามในการแกปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติดวยวิธ ีKKT-MAP พบวา

การใชเงื่อนไขบังคับสมการที่เกรเดียนตทาํมุมนอยที่สุดกับเกรเดียนตของฟงกชันจดุประสงคลดรูป

เปนปญหา 2 มิติแลวหาผลเฉลยดวยขั้นตอนวิธีมมุนอยที่สุด 2 มิติ ไมใหผลเฉลยที่เปนผลเฉลยที่

เหมาะที่สุดเสมอไป ดังตัวอยางตอไปนี ้
 

ตัวอยาง 3.5   หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  1 2 36 13x x x+ −   

 ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

1 2 3

1 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 8 5
3 6 4
8 9 3 6
3 2 9 1
6 8 1 11
3 9 3 4
4 5 2 1
2 7 7 3

x x x
x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x

+ + ≤
− ≤ −

− − ≤
+ + ≤ −

+ − ≤ −
+ + ≤
− − ≤ −
+ − ≤ −

           

    
     

วิธีทาํ   เร่ิมตนดวยการคํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงือ่นไขบังคับกบั 

เกรเดียนตของฟงกชนัจุดประสงค  และเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารที่ไดจากมากไปนอย ซึ่งจะ

ไดเงื่อนไขบังคบัที่ทาํมุมนอยที่สุดไปมุมมากที่สุดดังนี้ 5, 6, 8, 1, 4, 2, 3  และ 7  ตามลําดบั 

…………………(2) 
…………………(1) 

.…………………(3) 
………………….(4) 
………………….(5) 

…………………(7) 
…………………(6) 

…………………(8) 
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เลือกเงื่อนไขบังคับ ทีท่ํามุมนอยที่สุดกับฟงกชนัจุดประสงคคือเงื่อนไขบังคับที่ 5 

แลวเปลี่ยนใหอยูในรูปสมการจะได 1 2 36 8 11x x x+ − = −  หรือ  ( )1 2 311 8 / 6x x x= − − +  แทน

คากลับไปที่ปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิ จะได 

หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  25 11x −  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

0.333 8.333 8.667
4 5.5 1.5

19.667 1.667 20.667
2 9.5 4.5
5 3.5 9.5

10.333 1.333 6.333
4.333 6.667 0.667

x x
x x

x x
x x
x x
x x

x x

+ ≤
− − ≤

− − ≤

− + ≤
+ ≤

− − ≤
− ≤

 

 

แลวนําปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิตนิีไ้ปแกดวยขั้นตอนวิธีมมุนอยสุดสําหรับ

การแกปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิต ิ ซึ่งไดผลเฉลยคือ ( )T(1) (1) T
2 3, (1.305389, 0.748503)x x =

เมื่อแทนคากลบัไปยัง 1x  และ ฟงกชันจุดประสงคได (1)
1 3.449102x = −  และคาฟงกชนั

จุดประสงคคือ 4.473054−   

นําเวกเตอร ( ) ( )T T(1) (1) (1) (1)
1 2 3, , 3.449120, 1.305389, 0.748503x x x= = −x   

ไปตรวจสอบวาเปนผลเฉลยเหมาะที่สุดดวยเงื่อนไข KKT 

 

1. ตรวจสอบเงื่อนไข KKT-1 เวกเตอร (1)x  อยูในบริเวณทีเ่ปนไปไดของปญหา

เดิมหรือไมดังนี ้

 

(1) (1)
1 2 3
(1)
1 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3
(1) (1) (1)
1 2 3

(1) (1) (1)
1 2 3

2 3 8 3.005988 5

3 6 14.838323 4

8 9 3 41.586826 6

3 2 9 1 1

6 8 1 11 11

3 9 3 3.646707 4

4 5 2 21.82035

x x x

x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + = <

− = − < −

− − = − <

+ + = − = −

+ − = − = −

+ + = <

− − = −
(1) (1) (1)
1 2 3

9 1

2 7 7 3 3x x x

< −

+ − = − = −

 

จะเหน็วาเวกเตอร (1)x  สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับ 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(6) 

……………………….(8) 
……………………….(7) 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(5) 

……………………….(8) 
……………………….(7) 

……………………….(6) 
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ดังนัน้จะไดวาเวกเตอร (1)x  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม 

 

เงื่อนไข KKT- 2 เวกเตอร (1)w  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู 

2. สรางเวกเตอร (1)w  จาก (1)T Tw A = c  นัน่คอื 

 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 3 4 5 6 7 8

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 3 4 5 6 7 8

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 8 3 6 3 4 2 6

3 9 2 8 9 5 7 13

8 6 3 9 3 2 7 1

w w w w w w w w

w w w w w w w

w w w w w w w w

+ + + + + + + =

− + + + − + =

− − + − + − − =−

 

  

จากการแทนเวกเตอร (1)x  ลงบนเงือ่นไขบังคับพบวาเงื่อนไขบงัคับที่มี

เครื่องหมายเทากับม ี3 เงื่อนไขบังคับนัน่คือเงื่อนไขบังคับที่แรเงาซึง่คือ เงื่อนไขบังคับที่ 4  5 และ 8 

โดยเงื่อนไขบังคับที่เหลือมีคาเปน (1)
*i ib<A x  เมื่อ 1,2,3,6,7i =  แตจากเงื่อนไขที่ 3 ของเงื่อนไข 

KKT คือความหยอนเติมเตม็ (complementary slackness) ซึ่งกลาววา (1) (1)
*( ) 0i i iw b− =A x     

ทุก 1,2,...,8i =  และเนื่องจาก  (1)
*i ib<A x   ดังนั้น (1) 0iw = ทุก 1,2,3,6,7i =  เพราะฉะนั้นจะ

เหลือตัวแปรทีต่องการหาเพยีงสามตัวคือ (1) (1)
4 5,w w  และ (1)

8w  ดังนัน้จะไดวา 

 
(1) (1) (1)
4 5 8
(1) (1) (1)
4 5 8
(1) (1) (1)
4 5 8

3 6 2 6

2 8 7 13

9 7 1

w w w

w w w

w w w

+ + =

+ + =

− − =−

 

แกระบบสมการนี้จะได 

  (1) (1)
4 50.167665, 1.197605 w w= − =   และ (1)

8 1.706587w =  

 

เนื่องจาก (1)
4 0.167665 0w = − <  ดังนั้นเวกเตอร (1)w  ไมอยูในบริเวณที่เปนไป

ไดของปญหาควบคู ดังนัน้   ( ) ( )T T(1) (1) (1) (1)
1 2 3, , 3.449120, 1.305389, 0.748503x x x= = −x  

ไมเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหากาํหนดการเชงิเสน 

 

เลือกเงื่อนไขบังคับทีท่ํามมุนอยที่สุดถัดไปนั่นคือเงื่อนไขบังคับที่ 6 แลวเปลี่ยนให

อยูในรูปสมการจะได 1 2 33 9 3 4x x x+ + =  หรือ  1 2 3
4 3
3

x x x= − −  แทนคากลับไปที่ปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติ จะได 
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หาคาสงูสุดของฟงกชนัจุดประสงค  2 38 5 7x x− −  

ภายใตเงื่อนไขบังคับ 

   

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

3 6 2.333   
9 9 8   

33 11 4.667
7 6 5 

10 7 19
17 6 6.333

9 5.667

x x
x x
x x
x x
x x
x x
x x

− + ≤
− − ≤ −
− − ≤ −

− + ≤ −
− − ≤ −
− − ≤ −

− ≤ −

 

 

แลวนําปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิตนิีไ้ปแกดวยขั้นตอนวิธีมมุนอยสุดสําหรับ

การแกปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติ ซึ่งไดผลเฉลยคือ ( ) ( )
T T(2) (2)

2 3, 1.385965, 0.783626x x =

เมื่อแทนคากลบัไปยัง 1x  และฟงกชันจดุประสงคได (2)
1 3.608187x = −  และคาฟงกชัน

จุดประสงคคือ 4.415205−   

นําเวกเตอร ( ) ( )T T(2) (2) (2) (2)
1 2 3, , 4.415205, 1.385965, 0.783626x x x= = −x  

ไปตรวจสอบวาเปนผลเฉลยเหมาะที่สุดดวยเงื่อนไข KKT 

 

1. ตรวจสอบเงื่อนไข KKT-1 เวกเตอร (2)x  อยูในบริเวณทีเ่ปนไปไดของปญหา

เดิมหรือไมดังนี ้

  

  

(2) (2) (2)
1 2 3
(2) (2)
1 3
(2) (2) (2)
1 2 3

(2) (2) (2)
1 2 3

(2) (2) (2)
1 2 3
(2) (2) (2)
1 2 3

(2) (2) (2)
1 2 3

2 3 8 3.210526 5

3 6 15.526316 4

8 9 3 43.690058 6

3 2 9 1 1

6 8 1 11.345029 11

3 9 3 4 4

4 5 2 2

x x x

x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + = <

− = − < −

− − = − <

+ + = − = −

+ − = − < −

+ + = =

− − = −
(2) (2) (2)
1 2 3

2.929825 1

2 7 7 3 3x x x

< −

+ − = − = −

 

 

จะเหน็วาเวกเตอร (2)x  สอดคลองกับทกุเงื่อนไขบังคับ 

ดังนัน้จะไดวาเวกเตอร (2)x  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาเดิม 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(5) 

……………………….(8) 
……………………….(7) 

………………………..(2) 
………………………..(1) 

……………………….(3) 
………………………..(4) 
……………………….(5) 

……………………….(8) 
……………………….(7) 
……………………….(6) 
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เงื่อนไข KKT- 2 เวกเตอร (2)w  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู 

2. สรางเวกเตอร (2)w  จาก (2)T Tw A = c  นัน่คอื 

 
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 2 3 4 5 6 7 8

(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 3 4 5 6 7 8

(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 8 3 6 3 4 2 6

3 9 2 8 9 5 7 13

8 6 3 9 3 2 7 1

w w w w w w w w

w w w w w w w

w w w w w w w w

+ + + + + + + =

− + + + − + =

− − + − + − − =−

 

จากการแทนเวกเตอร (2)x  ลงบนเงือ่นไขบังคับพบวาเงื่อนไขบงัคับที่มี

เครื่องหมายเทากับม ี3 เงื่อนไขบังคับนัน่คือเงื่อนไขบังคับที่แรเงาซึง่คือ เงื่อนไขบังคับที่ 4  5 และ 8 

โดยเงื่อนไขบังคับที่เหลือมีคาเปน (2)
*i ib<A x  เมื่อ 1,2,3,5,7i =  แตจากเงื่อนไขที่ 3 ของ

เงื่อนไข KKT คือความหยอนเติมเต็ม (complementary slackness) ซึ่งกลาววา 
(2) (2)

*( ) 0i i iw b− =A x   ทุก 1,2,...,8i =  และเนื่องจาก  (2)
*i ib<A x   ดังนัน้ (2) 0iw =  ทกุ 

1,2,3,5,7i =  เพราะฉะนัน้จะเหลือตัวแปรที่ตองการหาเพียงสามตวัคือ (2) (2)
4 6,w w  และ (2)

8w  

ดังนัน้จะไดวา 

 
(2) (2) (2)
4 6 8

(2) (2) (2)
4 6 8

(2) (2) (2)
4 6 8

3 3 2 6

2 9 7 13

9 3 7 1

w w w

w w w

w w w

+ + =

+ + =

+ − =−

 

 

แกระบบสมการนี้จะได   

 

            (2) (2)
4 60.163743, 1.385965w w= =   และ (2)

8 0.912281w =  ซึ่งมีคา

มากกวาศนูยทุกตัว 

 

ดังนัน้เวกเตอร (2)w  อยูในบริเวณที่เปนไปไดของปญหาควบคู 

 

3. สรุปไดวา  

( ) ( )T T(2) (2) (2) (2)
1 2 3, , 4.415205, 1.385965, 0.783626x x x= = −x  เปนผลเฉลยที่เหมาะทีสุ่ด

ของปญหากําหนดการเชิงเสน 
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3.3 บทวิเคราะหการทํางาน 
 
สําหรับวธิี Minimal Angled Projection (MAP) มีระยะเวลาการทํางานดังตอไปนี ้

 

บรรทัดที ่1 และบรรทัดที ่2 เปนการกาํหนดคาเริ่มตนใหกับเซต C  ที่เปนเซตวาง

และเปนการเริ่มกําหนดคาเริ่มตนใหกับดัชน ี 1i =  ดังนั้นมีระยะเวลาการทาํงานเปน (1)O  

บรรทัดที่ 3 ถึงบรรทัดที ่ 7 เปนการทาํซ้ําตามดัชนีทีแ่ตกตางกนัตั้งแตเงื่อนไข

บังคับที ่ 1 ถงึเงื่อนไขบังคบัที่ m  โดยบรรทัดที่ 4 เมกีารแทนคาของตัวแปรที่เกิดจากอสมการ

เงื่อนไขบังคับที่ถูกเปลีย่นเปนสมการเพื่อสรางปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติลงบนเงื่อนไขบังคับ

เหลือ 1m −  เงื่อนไข รวมกับฟงกชนัจุดประสงคดังนัน้จึงมีระยะเวลาการทํางานเปน ( )O m  

บรรทัดที่ 5 เปนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติโดยใชขั้นตอน

วิธีมุมนอยที่สุดสําหรับการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ ซึ่งมีระยะเวลาการทํางานเปน 
2( )O m  และจากการทาํซ้ําจากบรรทดัที่ 4 ถึงบรรทัดที่ 7 m  คร้ัง ดังนัน้ในการวนซ้ํานี้มีระยะเวลา

การทาํงานเปน 3( )O m  

ในบรรทัดที่ 8 จะเปนการหาผลเฉลยทีด่ีที่สุดนั่นคือผลเฉลยที่มีคามากที่สุดและ

สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับจะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด นัน่คือมกีารเขาถงึขอมูล m  คร้ังดังนัน้

บรรทัดนี้มีระยะเวลาการทํางานเปน ( )O m  

เมื่อพิจารณาระยะเวลารวมทั้งหมดจะได 

 

( ) 3 31 ( ) ( ) ( ) ( )O O m O m O m O m+ + + ≤  

  

ดังนัน้สรุปไดวาระยะเวลาการทํางานของวธิี Minimal Angled Projection (MAP) 

ไมเกิน 3( )O m  

 

สําหรับวธิี KKT-Minimal Angled Projection (MAP) มีระยะเวลาการทาํงาน

ดังตอไปนี้ 

 

บรรทัดที่ 1 การคํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงือ่นไขบังคับ

กับเกรเดียนตของฟงกชันจดุประสงค ซึ่งมีระยะเวลาการทํางานเปน ( )O m  
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บรรทัดที่ 2 การเรียงลําดับคาผลคูณเชิงสเกลารระหวางเกรเดียนตของเงื่อนไข

บังคับกับเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค จากมากไปหานอยซึง่ขั้นตอนวธิีที่ใชในการเรียงลําดับ

เราใชการเรียงแบบเร็ว (quick sort) มีระยะเวลาการทํางานเปน 2( )O m  

บรรทัดที่ 3 เปนการกําหนดคาเริ่มตนใหกับดัชน ี 1i =  ดังนั้นมีระยะเวลาการ

ทํางานเปน (1)O  

บรรทัดที ่ 5 การแทนคาของตัวแปรที่เกิดจากอสมการเงือ่นไขบังคับทีถู่ก

เปลี่ยนเปนสมการเพื่อสรางปญหากาํหนดการเชิงเสน 2 มิติลงบนเงื่อนไขบังคบัที่เหลือ 1m −  

เงื่อนไขบังคับ รวมกับฟงกชนัจุดประสงคดังนัน้จึงมีระยะเวลาการทํางานเปน ( )O m  

บรรทัดที่ 6 เปนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชงิเสน 2 มิติโดยใชขั้นตอน

วิธีมุมนอยที่สุดสําหรับการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 2 มิติ ซึ่งมีระยะเวลาการทํางานเปน 
2( )O m  

 บรรทัดที่ 7 และบรรทัดที ่ 8 สรางตัวแปรควบคูเวกเตอร *w  และตรวจสอบ

เวกเตอร *x และเวกเตอร *w  ดวยเงื่อนไข KKT ซึ่งใชระยะเวลาการทาํงานเปน ( )O m   

ซึ่งในวิธีการนีก้รณีระยะเวลาการทํางานแยที่สุด (worst case) คือการใช 2m −  

เงื่อนไขบังคับแปลงปญหา ดังนัน้ระยะเวลาการทํางานคือ 3( )O m  

 เมื่อพิจารณาระยะเวลารวมทั้งหมดจะได 

 

( ) 2 3 3( ) (1) ( ) ( ) ( )O m O m O O m O m O m+ + + + ≤  

  

ดังนัน้สรุปไดวาระยะเวลาการทํางานของวธิี KKT-Minimal Angled Projection 

(KKT-MAP) ไมเกิน 3( )O m  
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บทที่ 4 
ผลการวิจัยและบทสรุป 

  
4.1 ผลการวจิัย 

 
ผลการวิจยัที่สนใจคือเวลาทีห่นวยประมวลผลกลางของเครื่องคอมพิวเตอรใชใน

การคํานวณหาผลเฉลยโดยวิธีการทีน่ําเสนอกับวธิีซิมเพล็กซ ซึง่สําหรับปญหากําหนดการเชิงเสน 

3 มิติที่มีบริเวณที่เปนไปไดไมเปนเซตวาง และมีผลเฉลยอยางนอยหนึง่จุด เวลาที่ใชในการ

คํานวณหาผลเฉลยมาจากการทํางานของเครื่องคอมพิวเตอรเครื่องเดียวกันที่ประกอบดวย 

 

1. หนวยประมวลผลกลาง Intel Pentium 4 

2. ความเร็วของหนวยประมวลผลกลางเทากับ 2 GHz 

3. ระบบปฏิบัติการวินโดว XP service pack 2 

4. หนวยความจาํสํารอง (Random Access Memory: RAM) เทากับ 256 MB 

 

ภาษาที่ใชในการเขียนเพื่อคํานวณหาผลเฉลยจากการทาํงานของเครื่อง

คอมพิวเตอรคือโปรแกรมภาษาซี สําหรับวิธกีารเขยีนโปรแกรมภาษาซทีี่ใชในการวัดเวลาของ

หนวยประมวลผลกลางปรากฏในภาคผนวก ก และปญหากําหนดการเชิงเสนทีน่ํามาใชในการ

ทดสอบเกิดจากการจําลองปญหาที่มีเงื่อนไขบังคับต้ังแต 4 เงื่อนไขบังคับถึง 20 เงื่อนไขบังคบั 

และแตละเซตของเงื่อนไขบังคับประกอบไปดวยปญหาที่แตกตางกัน 100 ปญหา และทุกปญหา

กําหนดการเชงิเสนจะมีบริเวณที่เปนไปไดและมีผลเฉลยที่เหมาะที่สุด และคาสัมประสิทธิท์ุกตวัที่

จําลองขึ้นมาจะเปนจาํนวนเต็มและมีคาระหวาง -100 ถึง 100 ในการวัดเวลาที่ใชในการหาผล

เฉลยของปญหาในแตละจํานวนเงื่อนไขบังคับ เฉลีย่เวลาจากการหาผลเฉลยทัง้ 100 ปญหา และ

ทําการทดสอบแตละปญหา 10000 คร้ัง  

  

สําหรับการเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการหาผลเฉลยเราจะเปรียบเทยีบเวลาที่ใชใน

การหาผลเฉลยดวยวธิีทีน่ําเสนอทัง้สองวิธกีับวิธีซมิเพลก็ซ ซึ่งซอฟตแวรที่ใชวิธีซมิเพล็กซหาผล

เฉลยคือโปรแกรม GLPK (GNU Linear Programming Kit) และจะเปรียบเทียบจํานวนเงื่อนไข

บังคับเฉลี่ยที่ใชในการลดรูปปญหาจาก MAP กับวิธ ีKKT-MAP 
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ผลการวัดระยะเวลาเฉลี่ยของหนวยประมวลผลกลางที่ใชในการประมวลผลคําสัง่

ของวิธีซิมเพลก็ซ วธิี MAP และวิธี KKT-MAP เพื่อหาผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิ

ที่ไดจําลองขึน้มาปรากฏดังตาราง 4.1 

 

ตาราง 4.1 แสดงเวลาเฉลี่ยทีห่นวยประมวลผลกลางทาํงานตามจาํนวนเงื่อนไขบังคับดวยวิธซีิม

เพล็กซ วิธ ีMAP และวิธ ีKKT-MAP โดยเวลาที่แสดงนีอ้ยูในหนวยมลิลิวินาท ี

 

จํานวนเงื่อนไขบังคับ วิธีซิมเพล็กซ วิธี MAP วิธี KKT-MAP 

4 0.244 0.012 0.005 

5 0.255 0.020 0.007 

6 0.260 0.030 0.009 

7 0.270 0.044 0.012 

8 0.276 0.057 0.016 

9 0.288 0.076 0.019 

10 0.303 0.096 0.024 

11 0.303 0.118 0.029 

12 0.319 0.135 0.030 

13 0.328 0.174 0.038 

14 0.334 0.191 0.040 

15 0.343 0.231 0.052 

16 0.376 0.267 0.051 

17 0.396 0.298 0.051 

18 0.418 0.354 0.067 

19 0.419 0.424 0.084 

20 0.438 0.455 0.097 

 

 

เมื่อนําเวลาเฉลี่ยที่ไดจากแตละวิธีมาเปรียบเทียบกัน จะเห็นวาการคํานวณหาผล

เฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติ เมื่อมีจํานวนเงื่อนไขบังคับ 4 เงื่อนไขบังคับถึง 20 
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เงื่อนไขบังคับ พบวา วธิี KKT-MAP ใชเวลาเฉลี่ยในการคํานวณหาผลเฉลยนอยที่สุด วิธ ีMAP ใช

เวลาเฉลีย่มากกวาวิธ ี KKT-MAP และใชเวลาเฉลีย่มากกวาวิธซีมิเพล็กซเมื่อปญหามีจาํนวน

เงื่อนไขบังคับตั้งแต 19 เงือ่นไขบังคับข้ึนไป แตจะใชเวลาเฉลีย่นอยกวาวิธซีิมเพล็กซเมื่อปญหามี

จํานวนเงื่อนไขบังคับนอยกวา 19 เงื่อนไขบังคับ เมื่อนาํขอมูลที่ไดมาวาดกราฟจะไดดังรูปที่ 4.1 

 

 

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

number of constraints

time (ms) Simplex

MAP

KKT-MAP

 
 

รูปที่ 4.1 กราฟเปรียบเทียบเวลาเฉลีย่ทีห่นวยประมวลผลกลาง ใชในการประมวลคําสั่งในการหา

ผลเฉลยของปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มติิดวยวิธีซมิเพล็กซ วธิี MAP และวิธี KKT-MAP 

 

จากกราฟจะเห็นวาวิธี MAP จะใชเวลามากกวาวิธี KKT-MAP มากเนื่องจากตอง

พิจารณาทุกเงือ่นไขบังคับในการแปลงปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติไปเปนปญหากาํหนดการ

เชิงเสน 2 มิติ ซึ่งตารางตอไปนี้จะแสดงใหเห็นถึงการใชจํานวนเงือ่นไขบังคับในการแปลงเปน

ปญหายอยเพือ่ใชในการหาผลเฉลยจากทัง้สองวธิ ี
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ตาราง 4.2 แสดงจํานวนเงื่อนไขบังคับเฉลี่ยที่ใชในการแปลงปญหากาํหนดการเชิงเสนดวยวิธี 

MAP และวิธี KKT-MAP 

 

จํานวนเงื่อนไขบังคับ  วิธี MAP วิธี KKT-MAP 

4 4 1.10 

5 5 1.22 

6 6 1.31 

7 7 1.49 

8 8 1.75 

9 9 1.78 

10 10 2.09 

11 11 2.14 

12 12 2.12 

13 13 2.52 

14 14 2.50 

15 15 2.84 

16 16 2.66 

17 17 2.59 

18 18 3.15 

19 19 3.29 

 

  

ซึ่งเมื่อนําขอมลูที่ไดมาวาดกราฟจะไดดังรูปที่ 4.2 
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รูปที่ 4.2 กราฟเปรียบเทียบจํานวนเงื่อนไขบังคับเฉลี่ยที่ใชในการแปลงปญหากําหนดการเชงิเสน

วิธี MAP และวิธี KKT-MAP 

  

จากกราฟจะเห็นวาวิธี KKT-MAP ใชจํานวนเงื่อนไขบังคับในการแปลงปญหา

กําหนดการเชงิเสน 3 มิติไปเปนปญหากาํหนดการเชงิเสน 2 มิติ เฉลี่ยนอยกวาวิธี MAP มาก 

ดังนัน้เวลาที่ใชในการคํานวณหาผลเฉลยของวิธี KKT-MAP จึงนอยกวาวิธ ีMAP 
 

 
 
4.2 บทสรุป 

  
ถาปญหากาํหนดการเชงิเสน 3 มิติที่มบีริเวณที่เปนไปไดและมีผลเฉลยเหมาะ

ที่สุดแลววิธีใหมทั้งสองวธิีทีน่ําเสนอสามารถหาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดได  

 

เมื่อพิจารณาระยะเวลาการทํางานของหนวยประมวลผลกลางในการหาผลเฉลย

จากวธิี MAP เปรียบเทียบกับวิธีซมิเพลก็ซ จะเห็นวาปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติที่มีเงื่อนไข

บังคับนอยกวา 19 เงื่อนไขบังคับวิธ ี MAP จะใชเวลาในการคํานวณหาผลเฉลยนอยกวาวิธีซมิ

เพล็กซ แตเมื่อเปรียบเทียบกับวิธ ีKKT-MAP แลวพบวาวิธี MAP จะใชเวลามากกวาวิธ ีKKT-MAP 

ซึ่งเมื่อปญหามีจํานวนเงื่อนไขบังคับไมมากนักเวลาที่ใชยังไมตางกนัมากเนื่องจากวธิี KKT-MAP 
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ตองคํานวณคาผลคูณเชิงสเกลารและนาํขอมูลที่ไดไปเรียงลําดับและตองสรางเวกเตอร *w  แต

เมื่อจํานวนเงือ่นไขบังคับมากขึ้นเวลาที่ใชในการหาผลเฉลยของวิธ ี MAP จะสูงกวาวธิี KKT-MAP 

มาก เนื่องจากวิธ ีMAP จะตองลดรูปปญหาโดยใชทุกเงื่อนไขบังคับ เมื่อจํานวนเงือ่นไขบังคับมาก

ขึ้นก็จะยิง่ใชเวลามากขึ้นตามลําดับ และถึงแมผลเฉลยที่เหมาะที่สุดอาจถูกพบแลว แตวิธ ี MAP 

ยังไมหยุดทาํงาน ในขณะทีว่ิธี KKT-MAP จะหยุดทํางานทนัทเีมื่อพบผลเฉลยที่เหมาะที่สุด และ

สุดทายเปรยีบเทียบระยะเวลาการทํางานระหวางวิธ ี KKT-MAP กับวิธีซิมเพล็กซ พบวาวิธ ี KKT-

MAP ใชเวลานอยกวาวิธีซมิเพล็กซทุกจาํนวนเงื่อนไขบังคับทีท่ําการทดสอบ ดังนัน้สามารถสรุปได

วาวธิี KKT-MAP มีระยะเวลาในการหาผลเฉลยเร็วที่สุดสําหรับปญหากําหนดการเชงิเสน 3 มิติ  

 

เมื่อเปรียบเทยีบจํานวนเงื่อนไขบังคับเฉลีย่ที่ใชในการแปลงปญหากําหนดการเชิง

เสนไปเปนปญหายอยพบวาวิธ ีKKT-MAP ใชจํานวนเงือ่นไขบังคับเฉลี่ยนอยกวาวิธ ีMAP มาก ซึ่ง

ใชเฉลี่ยประมาณ 2-3 เงื่อนไขบังคับในการแปลงเปนปญหายอย การที่วิธ ี KKT-MAP ไมพบผล

เฉลยที่เปนไปไดตั้งแตเงื่อนไขแรกอาจเกิดจาก เงื่อนไขบังคับทีท่ํามมุนอยสุดนั้นไมเกีย่วของกับการ

หาผลเฉลย นัน่คือไมมีสวนที่อยูในบริเวณที่เปนไปไดหรือเงื่อนไขบังคับที่ทาํมุมนอยสุดนั้นบาง

กรณีไมใหผลเฉลยที่เหมาะที่สุดเสมอไป แตจากผลการทดสอบสามารถสรุปไดวาการเลือกเงื่อนไข

บังคับที่มมีุมนอยที่สุดเพื่อเร่ิมการแปลงปญหาพรอมกับการตรวจสอบผลเฉลยดวยเงื่อนไข KKT 

สามารถลดระยะเวลาในการคํานวณหาผลเฉลยได  

 

ในงานวิจัยนี้พจิารณาเฉพาะปญหากาํหนดการเชิงเสน 3 มิติซึ่งในสถานการณ

จริงผูใชมักมกีารกําหนดตัวแปรมากกวา 3 ตัว งานวิจยัในอนาคตคือขยายแนวคิดนี้เพื่อใชไดกบั

ปญหากาํหนดการเชิงเสน n  มิติ  
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ภาคผนวก ก 

 
ภาคผนวก ก จะกลาวถึงปญหากําหนดการเชิงเสนในสามมิติที่นําไปทดสอบกับ

วิธีที่นําเสนอทั้งสองวิธีและวิธีซิมเพล็กซ ซึ่งคาสัมประสิทธิ์ทั้งหมดของปญหากําหนดการเชิงเสน

สามมิติเกิดจาการจําลองดวยโปรแกรมภาษาเพิรล (perl: Practical Extraction and Reporting 

Language) โดยคาสัมประสิทธิ์ทุกคาเปนจํานวนเต็มและมคีาตั้งแต -100 ถึง 100  

ขอมูลเขาสําหรับวิธีที่นําเสนอจะบันทึกดวยไฟลที่มีนามสกุล .txt มีรูปแบบดังนี้ 

 

7   //จํานวนเงื่อนไขบังคับ 

13 28 -41   //คาสัมประสิทธิ์ของ 1 2,c c  และ 3c  ตามลําดับ 

-72 5 -37 6 45 -10 9  //คาสัมประสิทธิ์ของ 1 2 6, , ,b b b…  และ 7b  ตามลําดับ 

69 -82 -14  //คาสัมประสิทธิ์ของ 11 12,a a  และ 13a  ตามลําดับ 

-12 -73 -13   //คาสัมประสิทธิ์ของ 21 22,a a  และ 23a  ตามลําดับ 

-11 -58 -43   //คาสัมประสิทธิ์ของ 31 32,a a  และ 33a  ตามลําดับ 

42 81 -7  //คาสัมประสิทธิ์ของ 41 42,a a  และ 43a  ตามลําดับ 

91 54 47  //คาสัมประสิทธิ์ของ 51 52,a a  และ 53a  ตามลําดับ 

76 69 35  //คาสัมประสิทธิ์ของ 61 62,a a  และ 63a  ตามลําดับ 

19 44 65  //คาสัมประสิทธิ์ของ 71 72,a a  และ 73a  ตามลําดับ 

 

และเนื่องจากคาสัมประสิทธิ์ที่จําลองขึ้นมาไมไดเปนปญหากําหนดการเชิงเสนที่

มีบริเวณที่เปนไปไดและมีผลเฉลยทุกปญหาดังนั้นเราจึงจําลองขอมูลอีกหนึ่งรูปแบบเพื่อทดสอบ

กับโปรแกรม GLPK โดยเปนขอมูลเดียวกันแตบันทึกไฟลดวยนามสกุล .dat และมีรูปแบบดังนี้  

 

data; 

param M := 7; 

param c := 1 13, 2 28, 3 -41; 

param b := 1 -72, 2 5, 3 -37, 4 6, 5 45, 6 -10, 7 9;  

param a :=  

[1, 1] 69, [1, 2] -82, [1, 3] -14,  
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[2, 1] -12, [2, 2] -73, [2, 3] -13,  

[3, 1] -11, [3, 2] -58, [3, 3] -43,  

[4, 1] 42, [4, 2] 81, [4, 3] -7,  

[5, 1] 91, [5, 2] 54, [5, 3] 47,  

[6, 1] 76, [6, 2] 69, [6, 3] 35,  

[7, 1] 19, [7, 2] 44, [7, 3] 65;  

end; 

 

ซึ่งรูปแบบนี้จะเปนรูปแบบของขอมูลเขาของโปรแกรม GLPK เมื่อจําลองปญหา

ไดตามตองการแลวก็จะนําปญหาเหลานี้ไปทดสอบกับโปรแกรม GLPK เพื่อเลือกปญหาที่มี

บริเวณที่เปนไปไดและมีผลเฉลย 
 
การวัดเวลาการประมวลคําสั่งของซีพียูดวยคําสั่งภาษาซี 
 

เวลาที่เคร่ืองคอมพิวเตอรใชในการประมวลผลคําสั่งทั้งโปรแกรมเรียกวาเปน 

processor time และในการวัดระยะเวลาดังกลาวจะเรียกใชฟงกชัน clock() ซึ่งอยูในฟงกชัน

มาตรฐานที่ชื่อวา time.h และถามีการเรียกใชฟงกชัน clock() แลวจะใหคาขอมูลกลับคืนมาเปน

ขอมูลตัวเลขชนิด clock_t ซึ่งเปนขอมูลชนิด long integer ซึ่งเราจะประกาศตัวแปร start และ 

end เปนตัวแปรชนิด clock_t เพื่อเก็บขอมูลตัวเลขเริ่มตน และสุดทายของการประมวลคําสั่ง และ

เราคํานวณ cpu time ที่ไดจาก start และ end ดังนี้ 

 

  elapsed = ((double)(end-start))/CLOCKS_PER_SEC 

 

เมื่อ elapsed คือตัวแปรชนิด double precision มีหนาที่เก็บคา cpu time และ 

CLOCKS_PER_SEC คือจํานวนสัญญาณนาฬิกาตอหนึ่งวินาทีซึ่งเปนคาคงที่ 
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การวัด cpu time ทั้งหมดที่กลาวมาสามารถเขียนใหอยูในรูปคําสั่งภาษาซีไดดังนี้ 

 

#include <time.h> 

clock_t start, end; 

double elapsed; 

 

start = clock();  // จับเวลาเริ่มตนของการทํางาน 

   // คําสั่งในการทํางานที่ตองการวัดเวลา 

end = clock();  // จับเวลาสุดทายของการทํางาน 

elapsed = ((double)(end-start))/CLOCKS_PER_SEC; // คํานวณ cpu time 

 
 
GLPK (GNU Linear Programming Kit) 
 

GLPK คือกลุมของชุดคําสั่งภาษาซีที่บรรจุไวในไฟลคลังโปรแกรม ซึ่งผูใชสามารถ

เรียกใชได ชุดคําสั่งดังกลาวสรางขึ้นมาเพื่อวัตถุประสงคในการแกปญหากําหนดการเชิงเสน (LP) 

ปญหา mixed integer programming (MIP) และปญหาอื่นๆ ที่เกี่ยวกับปญหากําหนดการเชิงเสน 

สําหรับซอฟตแวร GLPK ดาวนโหลดไดจากเวบไซต 

 http://www.gnu.org/directory/glpk.html 

สําหรับการติดตั้ง ตัวอยางและคําอธิบายชุดคําสั่ง GLPK สามารถอานไดจาก

คูมือการติดตั้งซึ่งดาวนโหลดไดจากเวบไซต http://ftp.gnu.org/gnu/glpk  
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