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 The purposes of this thesis are to study and develop an adaptive mesh refinement 
system for finite element analysis and to verify the developed system by analyzing three 
dimensional problems in geotechnical engineering. 
 

Adaptive mesh refinement system is consisted of initial mesh generation of four-node 
unstructured tetrahedral element, finite element analysis, stress error estimation, selection of 
refinement elements, mesh refinement algorithm based on bisection, and mesh quality 
improvement implemented by constrained Laplacian mesh smoothing and face swapping. 

  
 The developed system was verified by analyzing three dimensional problems of strip 
and circular footings. The numerical results of footing settlement and vertical and horizontal 
stresses showed a significant improvement and corresponded with analytical solutions after 
successive mesh refinement process.  For more complex problems of single pile and pile group 
in homogeneous soil, the proposed system also enhanced accuracy of numerical results. Pile 
head settlement for both single pile and pile group cases differed from analytical solutions 
within 10 % level. The distribution of shear stress along the pile shaft for single floating pile case 
corresponded well with analytical solutions. 
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     บทที่ 1 
 
     บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
 

ปญหาทางวิศวกรรมสวนใหญอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ (differential equation) ซึ่งการ
วิเคราะหหาคําตอบแทจริง(exact solution)โดยใชวิธีเชิงวิเคราะห(analytical method) เปนเรื่องที่ยุงยาก 
หรือในบางกรณีที่สมการเชิงอนุพันธมีความซับซอนสูงอาจทําใหหาคําตอบแทจริงไมได  ปญหาทาง
วิศวกรรมธรณีเทคนิคจัดเปนปญหาที่มีความสลับซับซอนสูงเชนกัน  การหาคําตอบแทจริงไมอาจทาํได
โดยงาย ดังนั้นในทางปฎิบัติจงึนิยมใชวธิีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) ในการแกปญหาทั้ง
ทางวิศวกรรมทั่วไปและทางวิศวกรรมธรณีเทคนิค เนื่องจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตใชวิธีเชิงตัวเลข(numerical 
method)ในการหาคําตอบ เมื่อเปรียบเทียบกับการหาคําตอบแทจริงโดยวิธีเชิงวิเคราะห ทําใหการ
วิเคราะหปญหาอยูในรูปแบบที่งายขึ้น  เพียงแตวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหผลการวิเคราะหในรูปของคําตอบเชิง
ประมาณ(approximate solution) 

 
ในการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต ความแมนยําของผลการวิเคราะหขึ้นกับความละเอียด

ของโครงขาย ซึ่งความละเอียดที่ตองการขึ้นกับระดับการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรง(stress)ในบริเวณนั้น 
โดยในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงสูงจําเปนตองใชโครงขายที่มีความละเอียดสูงเพื่อใหไดผล
การวิเคราะหที่มีความแมนยํา และในบริเวณที่หนวยแรงเปลี่ยนแปลงไมสูงสามารถใชโครงขายทีไ่ม
ละเอียดมากได ซึ่งในกรณีทีป่ญหาที่วิเคราะหไมซบัซอนมากการระบุบริเวณที่ตองการความละเอียดของ
โครงขายสูงสามารถทําไดงาย เชน บริเวณขอบของฐานราก เปนตน ทําใหเลือกใชโครงขายที่มีละเอียดสูง
ไดในบริเวณที่เหมาะสม  แตในกรณีที่ปญหามีความซับซอนสูงการที่จะระบบุริเวณที่ตองการความละเอียด
สูงทําไดยาก ซึ่งมักจะทําใหผลการวิเคราะหในบริเวณเหลานั้นเกิดความคลาดเคลื่อนสูงเนื่องจากใช
โครงขายที่ละเอียดไมเพียงพอ หรือถาใชโครงขายที่ละเอียดสูงทั่วทั้งขอบเขตของปญหาก็จะทําใหความ
ละเอียดสูงเกินไปในบางบริเวณสงผลใหตองเสียเวลาในการคํานวณสูงมากโดยไมจําเปน และในบริเวณที่
ตองการความละเอียดสูง ความละเอียดที่เลือกใชอาจไมเพยีงพอ จากที่กลาวมานั้นแสดงใหเห็นวา ในทาง
ปฏิบัติการเลือกใชความละเอยีดของโครงขายเพียงครั้งเดียวเพื่อใชในการวิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนตนั้นเปนไปไดยากที่จะเหมาะสมกบัแตละบริเวณของปญหา  

 
ดังนั้นเพื่อแกไขปญหาที่กลาวมาแลวทําใหเร่ิมมีการนําระบบการปรับความละเอียดของโครงขาย 

(Adaptive Mesh Refinement)มาใชงานรวมกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชในการปรับความละเอียดของ
โครงขายใหเหมาะสมกบัแตละบริเวณของปญหา   หลักการคือ ทําการวิเคราะหโดยเริ่มจากโครงขายที่



      
2

หยาบกอนจากนั้นอาศัยผลการคํานวณที่ไดมาเปนขอมูลเพื่อใชในการปรับความละเอียดของโครงขาย
สําหรับนําไปวิเคราะหในรอบถัดไป  โดยในบริเวณที่ผลการวิเคราะหมีความคลาดเคลื่อนสูงเกินขอบเขตที่
กําหนด โครงขายในบริเวณนั้นก็จะถูกปรับใหมีความละเอียดสูงขึ้น  ปกติแลวมักพิจารณาความ
คลาดเคลื่อนในแตละชิ้นสวน(element)และทําการเพิ่มความละเอียดสําหรับชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อน
สูง ซึ่งการวิเคราะหก็จะถูกทาํซ้ําไปเรื่อยๆ จนกระทั่งผลการวิเคราะหมีความคลาดเคลื่อนอยูในขอบเขตที่
กําหนด  โดยที่การทํางานรวมกันระหวางวิธไีฟไนตเอลิเมนต และ ระบบปรับความละเอียดของโครงขาย
เปนแบบอัตโนมัติ(automatic)ซึ่งเหมาะสมตอการใชงานในทางปฏิบัต ิ นอกจากที่กลาวไปนั้นการวิเคราะห
ปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตสวนใหญมีการตั้งขอสมมติฐานเพิ่มเติม เพื่อให
สามารถจําลองปญหาใหอยูในสภาพ 2 มิติได ทําใหการจาํลองสภาพปญหาไมเปนไปตามความเปนจริง 
สงผลใหความถูกตองแมนยําลดลง  ดังนั้นจึงมีความจาํเปนอยางยิ่งที่ในการพัฒนาระบบการปรับปรุง
ความละเอียดของโครงขายสําหรับการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตในสภาพ 3 มิติ  เพื่อใชในการ
วิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิค 
 
1.2 งานวิจัยที่ผานมา 
 
 Babuska และ Rheinboldt (1978, 1979) เร่ิมนําการปรบัความละเอียดของโครงขายเขามาใช
รวมกับวธิีไฟไนตเอลิเมนต เพื่อลดความคลาดเคลื่อนจากการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 Zienkiewicz และ Taylor (2000) แบงลักษณะของการเพิ่มความละเอยีดของโครงขายเปน 2 
ประเภทหลัก ไดแก 

1.การเพิ่มความละเอียดชนิดเอช (The h-refinement) วิธีนี้ใชการเพิ่มปริมาณชิ้นสวนในบาง
บริเวณของโครงขาย แตใชฟงกชันรูปราง (shape function) ในแตละชิ้นสวนเหมือนเดิม  

 2.การเพิ่มความละเอียดชนิดพี (The p-refinement) วิธีนีใ้ชโครงขายเหมือนเดิม แตใชการเพิ่ม
ลําดับขั้นของฟงกชันรูปราง ซึ่งไมเหมือนกบัฟงกชันรูปรางทั่วไปและเรียกฟงกชันรูปรางชนิดนี้วา ฟงกชัน
รูปรางแบบลําดับขั้น ( hierarchical shape function) 
 

ในวิทยานิพนธนี้เลือกใชการเพิ่มความละเอยีดของโครงขายชนิดเอช ซึ่งเปนวิธีการที่นิยมมากกวา
เนื่องจากสามารถนําไปประยุกตใชไดกับวธิีไฟไนตเอลิเมนตทั่วไป  ในขณะที่ชนิดพีใชฟงกชันรูปรางซึ่งไม
เหมือนกับฟงกชันรูปรางทั่วไป  ทําใหไมสามารถนําไปใชรวมกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่มีอยูเดิมได อกี
ทั้งตองใชการกาํหนดเงื่อนไขขอบเขต( boundary condition )ที่ซบัซอนอีกดวย 
 

การเพิ่มความละเอียดของโครงขายชนิดเอช แบงไดเปน 2 ประเภท 
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1.การสรางโครงขายใหม (mesh regeneration or remeshing) วิธีนี้อาศัยผลจากการวิเคราะหใน
การกําหนดขนาดของแตละชิน้สวนสําหรับการวิเคราะหรอบใหม โดยใชเพิ่มจุดตอในบริเวณที่ตองการ
ความละเอียดสูงขึ้นและลบจุดตอในกรณีที่ตองการความละเอียดลดลง ซึ่งจะสามารถทําใหแตละบริเวณ
ของโครงขายใหมมีความละเอียดสูงขึ้นหรือต่ําลงได จากนั้นทําการลบชิ้นสวนทั้งหมดไปจากโครงขายโดย
เหลือไวแตจุดตอ จากจุดตอที่เหลืออยูทําการสรางโครงขายขึ้นมาใหม โดยอาศัยหลักการเดอลอเนในการ
สรางชิ้นสวนสามเหลี่ยม (Delaunay triangulation) สําหรับปญหาในสภาพ 2 มิติ และหลักการเดอลอเน
ในการสรางชิ้นสวนเตตระฮีดรอน (Delaunay tetrahedralization) สําหรับปญหาในสภาพ 3 มิติ  วิธนีี้มี
ความยุงยากซบัซอนในการสรางโครงขายขึ้นมาใหม โดยเฉพาะอยางยิ่งสําหรับปญหาในสภาพ 3 มิต ิ

2.การแบงชิ้นสวนใหละเอียดขึ้น (element subdivision or mesh enrichment)   วิธีนีใ้ชการแบง
ชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อนสูงใหเล็กลงโดยอาศัยการเติมจุดตอท่ีบริเวณขอบของชิ้นสวน (edge of 
element) จากนั้นทําการลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอท่ีเพิ่มเขาไปและจุดตอท่ีมอียูเดิมตามรูปแบบที่ได
ถูกกําหนดไวซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยูเดิมถกูแบงเปนชิ้นสวนยอยที่เล็กลง  วิธีการแบงแบบนี้เหมาะสม
สําหรับการปรับขนาดชิ้นสวนใหมีขนาดเล็กลง แตมีความซับซอนสูงสําหรับการปรับขนาดชิ้นสวนใหใหญ
ขึ้น อยางไรก็ตามวิธีนี้เปนที่แพรหลายเนื่องจากไมมีความซบัซอนจากการสรางโครงขายใหม 

เนื่องจากการสรางโครงขายเพื่อใชในการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตเปนหัวขอท่ีมีความซบัซอนสูง
มากโดยเฉพาะในสภาพ 3 มิติ ดังนั้นการเพิ่มความละเอยีดของโครงขายในวิทยานิพนธนี้จึงใชการแบง
ชิ้นสวนใหละเอียดขึ้น เนื่องจากขอจํากัดจากการสรางโครงขาย(mesh generation) 

 
หลักการที่ใชในการแบงชิ้นสวนเตตระฮีดรอน(tetrahedron)ใหละเอียดขึ้นที่ใชกันทั่วไป คือ วิธี

แบงสองสวน ( bisection ) (Arnold และ Mukherjee ;Plaza และ Rivara) หลักการพื้นฐานคือ เพิ่มจุดตอ
ที่กึ่งกลางของขอบที่ยาวที่สุด  (longest edge) ของชิ้นสวนที่ตองการแบงใหละเอียดชึ้น จากนั้นลากเสน
ตรงเชื่อมตอระหวางจุดตอที่เพิ่มขึ้นกับอีก 2 จุดตอท่ีไมไดอยูบนขอบที่ยาวที่สุด ซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยู
เดิมถูกแบงออกเปน 2 ชิ้นสวน   รายละเอียดแสดงในรูปท่ี 1.1 ในกรณีของชิ้นสวนสามเหลี่ยมจะมีเพียงจุด
ตอเดียวที่ไมอยูบนขอบที่ยาวที่สุด  จากการเพิ่มจุดตอเขาไปที่บริเวณขอบของชิ้นสวนนี้ทําใหจุดตอที่เพิม่
เขาไปกลายเปนจุดตอลอย (hanging node) เนื่องจากจดุตอดังกลาวจะกลายเปนจุดยอด (vertex)ของ
ชิ้นสวนใหมแตไมไดเปนจุดยอดของชิ้นสวนอืน่ๆ ที่มีขอบรวมกับขอบที่ไดทําการเพิ่มจดุตอ สงผลให
โครงขายที่ไดเปนแบบไมสอดคลอง (non-conforming mesh)หมายถึง คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอลอยจะมี
มากกวาหนึ่งคา ดังนั้นชิ้นสวนอื่นๆ ที่ยังคงมีจุดตอลอยอยูก็จะตองถูกแบงตามไปดวย รายละเอียดแสดง
อยูในรูปที่ 1.2  สําหรับชิ้นสวนที่มีจุดตอลอยจะถูกทําการแบงตามวิธีเดิม ซึ่งในกรณีที่จดุตอลอยไมไดอยู
บนขอบที่ยาวที่สุดของชิ้นสวนนั้นก็จะมีการเพิ่มจุดตอท่ีขอบที่ยาวที่สุดเขาไปดวยเพื่อชวยปองกันไมให
ชิ้นสวนนั้นเสียรูป (degenerated element)รายละเอียดแสดงอยูในรูปที่ 1.3 และการแบงจะทําโดยเลือก
จากจุดตอทีอ่ยูบนขอบที่ยาวที่สุดกอน  ซึ่งกระบวนการดังกลาวก็จะเกิดซ้ําไปมาจนกระทั่งไมมีจุดตอลอย
เหลืออยู   
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อีกวิธีการที่ใชในการแบงชิ้นสวนเตตระฮีดรอนใหละเอียดขึ้นสําหรับปญหาในสภาพ 3 คือ การ
แบงแปดสวน (octasection) (Grosso, Lurig และ Ertl ; Liu และ Joe,1996)หลักการคือ เพิ่มจุดตอที่ทกุ
ขอบของชิ้นสวนที่จะทําการเพิ่มความละเอียด จากนั้นลากเชื่อมตอระหวางจุดตอท่ีเพิ่มขึ้นเหลานั้นตาม
รูปแบบที่กําหนดไว ซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยูเดิมถูกแบงออกเปน 8 ชิ้นสวน โดยเปนชิ้นสวนเตตระฮีดรอน
ที่บริเวณมุมทั้งสี่ของชิ้นสวนเดิม และตรงกลางของชิ้นสวนกลายเปนรูปทรงออคตะฮีดรอน (octahedron) 
ซึ่งจะถูกแบงออกเปนสี่ชิ้นสวนเตตระฮีดรอน รายละเอียดแสดงในรูปที่ 1.4 โดยชิ้นสวนที่ทําการแบงแบบนี้
เรียกวาชิ้นสวนปกติ (regular element)  จากนั้นแตละชิ้นสวนที่ไมไดเปนชิ้นสวนที่ถูกแบงโดยตรงแตมีการ
เพิ่มของจุดตอที่ขอบซึ่งจุดตอดังกลาวคือ จดุตอลอย จะถกูแบงออกเปนหลายชิ้นสวน รูปแบบในการแบง
ขึ้นกับจํานวนและลักษณะการวางตัวของจุดตอท่ีขอบที่ถูกเพิม่สําหรับชิ้นสวนนั้น  ซึ่งในงานวิจัยที่ใชวิธนีี้
ผูทําการวิจัยไดกําหนดรูปแบบของการแบงชิ้นสวนออกเปน 5 ประเภท ชิน้สวนที่ถูกทําการแบงดวยวิธีนี้
เรียกวา ชิ้นสวนไมปกติ (irregular element)ซึ่งเปนการแบงชิ้นสวนแบบชัว่คราวเพื่อกําจดัจุดตอลอย หาก
จะตองมีการแบงชิ้นสวนไมปกตินี้อีกจะตองทําการเปลี่ยนชิ้นสวนไมปกติใหกลับอยูในสภาพเดิมกอนและ
จากนั้นคอยทําการแบงตามวิธขีองชิ้นสวนปกติ แตวิธีการนี้มีความซบัซอนในการเปลี่ยนจากชิ้นสวนไม
ปกติใหกลับมาอยูในสภาพเดิม  
 

ในงานวิจัยนี้ใชการเพิ่มความละเอียดของโครงขายดวยวิธีแบงสองสวนซึ่งไมซับซอนจนเกินไป
และสามารถทําไดในทางปฏบิัติ 

 
นอกจากนั้นหลักการที่มีเกี่ยวของกับการสรางโครงขายคือการปรับพิกัดจุดตอ(mesh smoothing) 

ซึ่งทําหนาที่ในการปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนในโครงขายใหดีขึ้นสงผลใหผลการวิเคราะหมีความถูกตอง
แมนยํามากขึ้น โดยในงานวจิยันี้การปรับพิกดัจุดตอมีความสําคัญมากเนื่องจากการเพิ่มความละเอียดของ
โครงขายเปนการเพิ่มจุดตอเขาไปในโครงขาย ดังนั้นจึงมคีวามจาํเปนอยางยิ่งที่จะตองมีการปรับพิกัดของ
จุดตอในโครงขายหลังจากมีการเพิ่มจุดตอใหมเขาไป วธิีการปรับพิกัดจุดตอซึ่งเปนที่นิยมใชไดแก การปรบั
พิกัดจุดตอแบบลาปลาซ (Laplacian mesh smoothing) และนอกจากนั้นยังมีการสลับหนาของชิน้สวน 
(face swapping)เพื่อชวยปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนที่อยูติดกันใหดีขึ้นอีกดวย  
 
1.3 วัตถุประสงคของงานวิจัย 
 

1. ศึกษาและพฒันาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใหสามารถวิเคราะหปญหาในสภาพ 3 มิติได 
2. ศึกษาและพฒันาระบบปรบัความละเอียดของโครงขายเพื่อนํามาใชงานรวมกับโปรแกรม 

ไฟไนตเอลิเมนต 3 มิติที่พัฒนาขึ้น 
3. ทดสอบระบบปรบัความละเอียดของโครงขายสําหรับการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต 3 มิติที่

พัฒนาขึ้นในการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิค 
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1.4 ขอบเขตของงานวิจัย 
 
 1.ปรับปรุงโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC(Solid Nonlinear Analysis Code) สําหรับวิเคราะห
ปญหาในสภาพ 3 มิติ โดยใชภาษาคอมพิวเตอรฟอรแทรน (Fortran) 
 2.ระบบการปรบัความละเอียดของโครงขายเปนชนิดเอช (Adaptive H-type Mesh Refinement) 
โดยใชวธิีแบงสองสวน (bisection) ในการแบงชิ้นสวนใหละเอียดขึ้น 
 3. การปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนในโครงขายกระทําดวยการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวย
เงื่อนไขควบคุม (constrained Laplacian mesh smoothing) และการสลับหนาชิ้นสวน (face swapping) 
 4.ใชชิ้นสวนเตตระฮีดรอน (tetrahedron) แบบ 4 จุดตอ ในการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต 
 5.กําหนดการเคลื่อนตัวของมวลดินเปนไปตามทฤษฎีการเคลื่อนตัวแบบความเครียดนอย (small 
strain deformation theory) 
 6.ศึกษาพฤติกรรมของดินเมื่อโครงสรางรับแรงในสภาวะใชงาน โดยกําหนดคุณสมบัติของดิน
เปนอิลาสติกเชิงเสน ( linear elastic) 
 7.ทดสอบระบบการวิเคราะหที่พัฒนาขึ้นกับปญหาพื้นฐานทางวิศวกรรมธรณีเทคนิค ไดแก 
 -ปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง (strip footing) 

-ปญหาฐานรากแผแบบวงกลม (circular footing) 
 8.ประยุกตใชระบบการวิเคราะหที่พัฒนาขึ้นกับปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคที่มีความซับซอน
สูงขึ้นไดแก 

- ปญหาเสาเขม็เดี่ยว (single pile) 
- ปญหาเสาเขม็กลุม (pile group) 

 
1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากงานวิจยั 
 
 1.ทําใหการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความแมนยําและ
สะดวกตอการใชงานมากขึ้น 
 2.สามารถนําระบบการปรับความละเอียดของโครงขายที่พัฒนาขึ้น และผลการศึกษาจาก
วิทยานิพนธไปใชเปนพื้นฐานในการศึกษาและการพัฒนาตอไปในอนาคต 
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รูปที่ 1.1 การแบงสองสวนสําหรับชิน้สวนสามเหลี่ยมและชิ้นสวนเตตระฮดีรอน 
 
 
 

Initial Mesh 

Inserted node

Refined Mesh 

hanging node 

Non-conforming Mesh Conforming Mesh 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.2 การเพิ่มจุดตอและลักษณะของโครงขาย 
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Initial Mesh 

Degenerated Non-degenerated 

 
รูปที่ 1.3 ชิน้สวนที่เสียรูปและไมเสียรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   รูปที่ 1.4 การแบงแปดสวนสําหรับชิน้สวนเตตระฮีดรอน 



บทที่ 2 
 

ทฤษฎีและหลักการที่ใชในการพัฒนาโปรแกรม 
 
 ในบทนี้แสดงรายละเอียดของทฤษฎีและหลักการที่ใชในการพัฒนาโปรแกรม ซึ่งประกอบดวย
สวนหลัก คือ ทฤษฎีพื้นฐานของวิธีไฟไนตเอลิเมนต หลักการที่ใชในการปรบัปรุงความละเอียดของ
โครงขาย รวมถึงโปรแกรมทีใ่ชเปนพื้นฐานของโปรแกรมทีพ่ัฒนาในงานวจิัย โดยมีรายละเอียดในแตละ
สวนดังนี้ 
 
2.1 ระเบียบวธีิไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) 
  
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Buchanan,1995; Zienkiewicz และ Taylor,200) เปนวิธีท่ีใชในการ
วิเคราะหปญหาที่อยูในรูปแบบของสมการเชงิอนุพันธ และเปนที่นิยมใชในการวิเคราะหปญหาทาง
วิศวกรรม หลักการทั่วไปคือ การแบงปญหาที่พิจารณาออกเปนชิ้นสวนยอยจํานวนหนึ่ง (finite element) 
ซึ่งจุดที่ชิ้นสวนเหลานี้มาบรรจบกัน เรียกวาจุดตอ (node) โดยที่จุดตอเปนตําแหนงของตัวแปรพื้นฐานที่
ตองการหาคา ซึ่งในกรณีของการวิเคราะหปญหาของหนวยแรงและการเคลื่อนตัว (stress-deformation 
analysis) ตัวแปรพื้นฐาน คือ คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอ (nodal displacement) และคาการเคลื่อนตัวที่
ตําแหนงใดๆ ถกูสมมติใหเปนฟงกชันกับคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอนี้ และเมื่อหาคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอได
จากการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตแลวสามารถนําไปคํานวณหาคาความเคนและความเครียดของ
แตละชิ้นสวนได สําหรับสัญลักษณแทนเมตริกซและเวคเตอรในที่น้ีจะใช < > แทน เวคเตอรแถว (row 
vector) , { } แทนเวคเตอรหลัก (column vector) และ [ ] แทนเมตริกซ  (matrix) 
  
 2.1.1 สมการไฟไนตเอลิเมนตพื้นฐาน 
 
 2.1.1.1 สมการสมดุลยทางสถิตยศาสตร (Static Equilibrium Equation) 
 
 เปนสมการที่แสดงความสัมพนัธระหวางแรงภายนอก (external force) และความเคนของชิ้นสวน 
ซึ่งมีความสัมพนัธในรูปของเมตริกซคือ 
 
    { F } = [ A ]T{σ }    (2.1) 
 
  โดยที่  {σ } = เมตริกซของความเคน 
    { F } = เมตริกซของแรงภายนอก 
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2.1.1.2 สมการความสัมพันธระหวางความเครียดและการเคลื่อนตัว (Compatibility Equation) 

 
 เปนสมการที่แสดงความสัมพนัธระหวางสวนประกอบของความเครียดในทิศทางตาง ๆ กับคาการ
เคลื่อนตัว ซึ่งมคีวามสัมพันธในรูปของเมตริกซคือ 
 
    {ε } = [ B ]{ U }    (2.2) 
 
  โดยที่  {ε } = เมตริกซของความเครียด 
    { U } = เมตริกซของการเคลื่อนตัว 
    [ B ] = เมตริกซของความเครียดและการเคลื่อนตัว  

(strain – displacement matrix) 
 
 ซึ่งการหาคาเมตริกซของความเครียดและการเคลื่อนตัวแสดงในหัวขอ 2.1.4  
    
 2.1.1.3 สมการความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด (Constitutive Equation) 
 
 ในกรณีของงานวิจัยนี้ซึ่งใชวัสดุท่ีมีคุณสมบติแบบอิลาสติกเชิงเสน (linear elastic) และมี
คุณสมบัติเดียวกันทุกทิศทาง (isotropic) แสดงความสัมพันธในรูปเมตริกซไดคือ 
 
   {σ } = [ D ] {ε }    (2.3) 
 
  โดยที่ [ D ] = เมตริกซความสมัพันธระหวางความเคนและความเครียด 
     (Constitutive Matrix) 
 
 สําหรับปญหาในสภาพ 3 มิต ิสวนประกอบของ{σ } และ {ε } คือ 
 

     = [ D ] 
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จากหลักการพลังงานศักยตํ่าสุด (principle of minimum potential energy)รวมกับความสัมพันธ

ของสมการพื้นฐานทั้ง 3 สมการ และจากการเทากันของเมตริกซ  [ A = B ] ทําใหสามารถสราง
ความสัมพันธระหวางแรงกระทําและการเคลื่อนตัวที่เพิ่มขึ้นที่จุดตอใด ๆ ภายในชิ้นสวนได คือ 

 
  { F } = ∫ [ B ]T[ D ][ B ]dv{ U }    (2.6) 
 

โดยที่ [ B ] = เมตริกซความเครียดและการเคลื่อนตัว 
[ D ] = เมตริกซความสมัพันธความเคนและความเครียด 
v = ปริมาตรของชิน้สวน 
{ U } = เวคเตอรการเคลื่อนตัวที่เพิ่มขึ้นที่จุดตอในทิศทาง x,y,z 
{ F } = เวคเตอรแรงกระทําที่เพิ่มขึ้นที่จุดตอ 

 
 หรือ  { F } = [ K ]{ U }    (2.7) 
 
  โดยที่ [ K ] = สติฟเนสเมตริกซ (stiffness matrix)  

  = ∫  [ B ]T[ D ][ B ]dv   (2.8) 
 
 การหาคาสติฟเนสเมตริกซสามารถหาไดจากการอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) 
โดยมีรายละเอยีดแสดงในหัวขอ 2.1.5   และ   รูปที่ 2.1 แสดงความสัมพันธของสมการพื้นฐานในการ
วิเคราะหปญหาโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต  
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2.1.2 ระบบพิกัด (coordinate system) 
 
 ขิ้นสวนที่ใชในงานวิจัยนี้ คือ ชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 4จุดตอ (4-node tetrahedron) โดยใชพิกัด
ระบบ (global coordinate) เปน ระบบพิกัดมุมฉาก x-y-z (Cartesian coordinate system) และใชพิกดั
เฉพาะที่ (local coordinate) เปนแบบพิกัดเชิงปริมาตร (volume coordinate) โดยพิจารณาชิ้นสวนเต
ตระฮีดรอนที่มีจุดตอเปน 1-2-3-4 จุด P ซึ่งเปนจุดใดๆ ในชิ้นสวนจะมีพิกัดเฉพาะที่ r,s,t เปนดังนี้  
 
   r = [volume P234]/ [volume 1234] 
   s = [volume P134]/ [volume 1234] 
   t = [volume P124]/ [volume 1234] 
 
 รายละเอียดของพิกัดระบบและพิกัดเฉพาะที่แสดงในรูปที่ 2.2 
 

2.1.3 ฟงกชันรูปราง (shape function) 
 
 การวิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นตองมีการกําหนดรูปแบบการกระจายของคาตัว
แปรพื้นฐานในแตละชิ้นสวน ซึ่งในกรณีของการวิเคราะหปญหาของหนวยแรงและการเคลื่อนตัว (stress-
deformation analysis) ตัวแปรพื้นฐาน คือ คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอ (nodal displacement) การกระจาย
ของคาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ภายในชิ้นสวน มีคาขึน้กับคาการเคลื่อนตัวที่แตละจุดตอของชิ้นสวน 
โดยใชฟงกชันรูปราง (shape function) ในการประมาณการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ของชิ้นสวนจากคา
การเคลื่อนตัวที่แตละจุดตอของชิ้นสวน ซึ่งมีความสัมพันธดังนี้ 
 
   u = < N >{ u }    (2.9) 

v = < N >{ v }    (2.10) 
w = < N >{ w }    (2.11) 

    
 

โดยที่ u,v,w = คาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆภายในชิ้นสวนตามแนวแกน  
   x,y,z ตามลําดับ 
{ u },{ v },{ w } = คาการเคลื่อนตัวที่ทุกจุดตอของชิ้นสวน ตามแนวแกน 
   x,y,z ตามลําดับ 
 

   { u } = < U1   U2   U3   U4 >T
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  U1 , U2 , U3 , U4 = การเคลื่อนตัวในทิศทาง x ที่จุดตอท่ี1,2,3,4 ตามลําดับ 
 
   { v } = < V1   V2   V3   V4 >T

  V1 , V2 , V3 , V4 = การเคลื่อนตัวในทิศทาง  y  ที่จุดตอท่ี 1,2,3,4 ตามลําดับ 
 

{ w } = < W1   W2   W3   W4 >T

             W1 ,W2 , W3 ,W4 = การเคลื่อนตัวในทิศทาง  z  ที่จุดตอท่ี 1,2,3,4 ตามลําดับ 
 
   < N > = ฟงกขันรูปราง ซึ่งมีคาขึ้นกับพกิัดเฉพาะที่ของตําแหนงนั้น 
    = < N1    N2  N3    N4 > 
   N1 = r     (2.12) 
   N2 = s     (2.13) 
   N3 = t     (2.14) 
   N4 = 1 – r - s  - t    (2.15) 
    
 
 
 นอกจากนั้นในงานวิจัยนี้กําหนดใหชิ้นสวนเตตระฮีดรอนที่ใชมีคุณสมบัติเปนไอโซพาราเมตริก 
(Isoparametric)  ซึ่งทําใหสามารถใชฟงกชนัรูปรางในการสรางความสัมพันธระหวางพกิัดระบบที่ตําแหนง
ใดๆ ของชิ้นสวนกับพิกัดระบบที่จุดตอของชิน้สวนได  โดยมีความสัมพันธดังนี้ 
 

x = < N >{ X }    (2.16) 
 y = < N >{ Y }    (2.17) 

z = < N >{ Z }    (2.18) 
  

โดยที่  x,y,z = พิกัดระบบ (global coordinate)ที่ตําแหนงใดๆ ของชิ้นสวน  
   ตามแนวแกน x,y,z ตามลําดับ 
{ X },{ Y },{ Z } = พิกัดระบบ (global coordinate) ของทุกจุดตอของชิ้นสวน 
   ตามแนวแกน x,y,z ตามลําดับ 
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2.1.4 เมตริกซความเครียดและการเคลื่อนตัว (strain-displacement matrix) 
 
 ในกรณีปญหา 3 มิติ สามารถแสดงความสัมพันธระหวางความเครียดและการเคลื่อนตัวได คือ 
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  (2.19) 

              
 
โดยที่ u,v,w = คาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆภายในชิ้นสวนตามแนวแกน  
   x,y,z ตามลําดับ 

 
 จากนั้นแทนคา u,v,w ดวยสมการ (2.9),(2.10),(2.11) ตามลําดับ จะทําใหสามารถหาคาเมตริกซ
ความเครียดและการเคลื่อนตัว ( [ B ] )สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอนได คือ 
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 หรือ  {ε } = [ B ]{ U } 
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 เนื่องจากเมตริกซ [ B ] เปนการหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางซึ่งมีคาขึ้นกับพิกัดเฉพาะที่เทียบกับ
พิกัดระบบ ซึ่งจาํเปนตองใชกฎลูกโซ (chain rule) ในการหาคา ดังแสดงคือ 
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 อนุพันธของฟงกชันรูปรางเทียบกับพิกัดระบบในสมการ (2.22) หาไดจากการหาสวนกลับ 
(inverse)ของเมตริกซจาโคเบียน (Jacobian Matrix , [ J ] )  ซึ่งเมตริกซจาโคเบียนมีคา คอื 
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 โดยที่ 
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 (2.24) 

 
 จากนั้นจึงสามารถหาคาอนุพนัธของฟงกชันรูปรางเทียบกับพิกัดระบบดังแสดงคือ 
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 2.1.5 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) 
 
 การอินทิเกรตเชิงตัวเลขที่ใชในงานวิจัยนี้เปนวิธีของ Gauss-Legendre ซึ่งหาคาของฟงกชันที่
พิกัดใดๆ ท่ีกําหนดภายในชิ้นสวน ซึ่งเรียกวา จุดเกาส (Gauss point) หรือจุดอินทิเกรต (integration point) 
คูณกับตัวประกอบถวงน้ําหนกั (weighting factor) และคาดิเทอรมิแนนทของเมตริกซจาโคเบียน 
(determinant of Jacobian matrix) ซึ่งหาผลการอินทิเกรตไดโดยการรวมผลคูณของแตละจุดเกาสเขา
ดวยกัน การหาคาสติฟเนสเมตริกซ [ K ] ในสมการที่ (2.8) แสดงไดดงันี้ 
 

  [ B ]∫ T[ D ][ B ]dv ~  [ B∑
=

nip

1i
i ]T[ Di ][ Bi ] det Ji  wi  (2.26) 

 
  โดยที่ [ Bi ]  = เมตริกซ [ B ] ซึ่งทําการหาคาที่จุดเกาสท่ี i 
   [ Di ]  = เมตริกซ [ D ] ซึ่งทําการหาคาที่จุดเกาสท่ี i 
    = [ D ] ท่ีทุกจุดเกาสในกรณีวัสดุมีคุณสมบัติเปนอิลาสติก 
   det Ji = คาดิเทอรมิแนนทของเมตริกซจาโคเบียนที่จุดเกาสท่ี i 
   wi = คาตัวประกอบถวงน้ําหนักที่จุดเกาสท่ี i 
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   nip = จํานวนจุดเกาสของชิ้นสวน 
 
 สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 4 จุดตอที่ใชในงานวิจัยมจีุดเกาสของชิ้นสวนจํานวน 1 จุด โดยมี
รายละเอียดของพิกัดเฉพาะที่ (local coordinates)และตัวประกอบถวงน้ําหนัก (weighting factor)ดังนี้คือ 
  
 จุดเกาสท่ี  พิกัดเฉพาะที่ (r,s,t)  ตัวประกอบถวงน้ําหนัก 
       1       (1/4, 1/4, 1/4)     1/6 
 
 
2.2 ทฤษฎีและหลักการที่ใชในการเพิ่มความละเอียดของโครงขาย 
 

2.2.1 การประมาณความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) 
 

 การประมาณความคลาดเคลื่อนของผลการวิเคราะหจากวธิีไฟไนตเอลิเมนต ใชในการหาชิ้นสวน
ท่ีมีความคลาดเคลื่อนสูงเพื่อทําการเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนนั้น ในงานวิจัยนี้ ใชการคํานวณหาคา
ความคลาดเคลื่อนในรูปของหนวยแรง ( Zienkiewicz และ Zhu ,1992 ) ซึง่คํานวณไดจากสมการ 
 
 h

**e σ−σ=σ      (2.27) 
 
  โดยที่  = คาประมาณความคลาดเคลื่อนของหนวยแรงที่จุดใดๆ *eσ

    = คาหนวยแรงที่มีความถูกตองกวาผลจาก *σ
วิธีไฟไนตเอลิเมนต 

    = คาหนวยแรงจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต hσ
 

ในงานวิจัยนี ้ กําหนดให คา *σ  คือ คาหนวยแรงที่ไดจากการประมาณดวยวิธี 
Superconvergent Patch Recovery (SPR) โดยอธิบายในหัวขอ 2.2.2 

 
คาความคลาดเคลื่อนในสมการ (2.27)เปนความคลาดเคลื่อนที่จุดใดจุดหนึ่งของชิ้นสวน ซึ่งเปน

การแสดงคาที่ไมเหมาะสมในทางปฏิบัติ โดยทั่วไปมักแปลงความคลาดเคลื่อนจากสมการ (2.27)ใหอยูใน
รูปของขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อน (error energy norm) ซึ่งเปนคาสเกลาร  ขนาดพลังงานความ
คลาดเคลื่อนหาไดจากการใชคาความคลาดเคลื่อนรวมทั้งชิ้นสวน โดยไดจากการอินทิเกรตสมการ
(2.27)ตลอดขอบเขตของชิ้นสวนที่พิจารณา ดังแสดงในสมการ(2.28) 
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)}e{][}e{(e dD ** 1T* 2
1

∫
Ω

− Ω= σσ    (2.28) 

     
โดยที่    e*  =        ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวน 

    =    เวคเตอรของความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง }{e*
σ

   [ D ] -1 = เมตริกซผกผันของความสัมพนัธหนวยแรงและความเครียด 
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Ω  =    ขอบเขตของชิน้สวนที่พิจารณา 
  
 ในทางปฏิบัติความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวน นิยมแสดงคาในรูปแบบความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ
ของชิ้นสวน (relative error , η )  ซึ่งเปนอัตราสวนระหวางขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวน 
และขนาดพลังงานของหนวยแรงในชิ้นสวน  ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของชิ้นสวนหาไดจาก 

e

 

U
e

*

*

e =η       (2.29) 

)}{][}{(U dD *** 1T 2
1

∫
Ω

− Ωσσ=    (2.30) 

  
  โดยที่  = ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของชิ้นสวน ηe

   U*  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงในชิ้นสวน 
    = เวคเตอรของหนวยแรง }{ *σ

[ D ] -1 = เมตริกซผกผันของความสัมพนัธหนวยแรงและความเครียด
  = ขอบเขตของชิน้สวนที่พิจารณา Ω
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 นอกจากการหาความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวนแลว ในทางปฏิบัติจะคํานวณความคลาดเคลื่อน
รวมท้ังระบบ(global error)เพื่อเปนตัวบงบอกถึงความคลาดเคลื่อนโดยรวมของผลการวเิคราะห ซึ่งหาใน
รูปแบบความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ซึ่งคํานวณไดจาก 

   U
e

*

*

g

g
g =η      (2.31) 

   )(nel

1i
*

i
2 2

1
*

g ee ∑
=

=     (2.32) 

   )(nel

1i
*

i
2 2

1
*

g UU ∑
=

=     (2.33) 

 
  โดยที่  = ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของระบบ ηg

   e*
g  = ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรงทั้งระบบ 

   U*
g  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงทั้งระบบ 

   e*
i  = ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 

ของชิ้นสวนที่ i 
   U*

i  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงของชิ้นสวนที่ i 
    = จํานวนชิ้นสวนทั้งหมดในระบบ nel
  

การอินทิเกรตหาขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง( ) และขนาดพลังงานของ 
หนวยแรง(U )ในชิ้นสวนใดๆ สามารถคํานวณไดดวยการอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) 
โดยมีรายละเอยีดดังนี้ 

*e
*

 

   ~  (2.34) ∫
Ω

− Ωσσ d}{D}{ e][e *1* T wJdetD ii
nip

1i

1
i i

T
i }e{][}e{ **∑

=

−
σσ

 

  ~  (2.35) ∫ Ωσσ
Ω

− dD }{][}{ ** 1T wJdetD ii
nip

1i

1
i i

T
i }{][}{ **∑

=

− σσ

 
 
  โดยที่ i  = จุดเกาสท่ี i ของชิ้นสวน 
   n = จํานวนทั้งหมดของจุดเกาสภายในชิ้นสวน 
            = เวคเตอรของความคลาดเคลื่อนของหนวยแรงที่จุดเกาสท่ี i }e{ *

iσ
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            = เวคเตอรของหนวยแรงที่จุดเกาสท่ี i }{ *
iσ

            ][D i
-1 = เมตริกซผกผันระหวางหนวยแรงและความเครียด 

ท่ีจุดเกาสท่ี i 
            = ดีเทอรมิแนนตของเมตริกซจาโคเบียน Jdet i
               = ตัวประกอบถวงน้ําหนัก (weighting factor) wi

              nip = จํานวนจุดเกาสของชิ้นสวน 
 
 สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 4 จุดตอท่ีใชในงานวิจัยมจีุดเกาสทั้งหมด 1 จดุ โดยมีรายละเอียด
ดังนี้คือ 
 จุดเกาสท่ี พิกัดเฉพาะที่ (local coordinates)  ตัวประกอบถวงน้ําหนัก 
       1    (1/4, 1/4, 1/4)    1/6 
 

2.2.2 การประมาณคาหนวยแรงโดยวิธี Superconvergent Patch Recovery (SPR) 
 
 วิธี SPR ซึ่งเสนอโดย Zienkiewicz และ Zhu (1992) มจีุดประสงคของคือ การประมาณคาสนาม
ของหนวยแรงที่มีความตอเนือ่งในบริเวณเฉพาะที(่smoothed local stress field) และเนื่องจากการใชคา
หนวยแรงที่จุดเกาสของชิ้นสวนซึ่งเปนจุดที่ใหคาแมนยําสูงที่สุดที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังนั้นในการ
ประมาณคาสนามของหนวยแรงดังกลาว จงึทําใหคาของหนวยแรงในบริเวณที่ทําการประมาณดวยวธิีนี้มี
ความแมนยําสูงกวาหนวยแรงที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต  จากคุณสมบัตขิองจุดเกาสซึ่งใหคาหนวยแรงที่
มีความแมนยําสูงกวาจุดอื่นจงึทําใหจุดเกาสถูกเรียกดวยอีกชื่อวา superconvergent point   
       

หลักการคือ เร่ิมจากการกําหนดจุดตอที่สนใจ เรียกวา จุดรวมแพทช (patch assembly point) 
โดยที่บริเวณของสนามของหนวยแรงที่ทําการหา   คือ ทุกชิ้นสวนที่อยูลอมรอบจุดตอที่สนใจซึ่งรวมกันเปน
บริเวณที่เรียกวา แพทช (patch) จากนั้นใชจุดเกาสของทุกชิ้นสวนที่อยูลอมรอบจุดตอท่ีสนใจในการ
ประมาณคา  โดยที่จุดเกาสในบริเวณแพทชเรียกวา จุดแซมพลิง (sampling point) โดยมีรายละเอียด
แสดงในรูปที่ 2.3 

 
 โดยวิธีน้ีสมมติใหการกระจายของหนวยแรงในบริเวณแพทช (σP

* ) เปนไปตามสมการพหนุาม 
 
 σP

*        =      <P> {a}    (2.36) 
   

หรือ σP
*        =   a0 + a1x + a2y + a3xy + a4x2 + …. 
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โดยที่ <P> =   ฟงกชันพื้นฐาน (Base Function) ท่ีอยูในรูปตัวแปรของพหุนาม   
   <1  x  y  xy  x2 … > 

   {a}    =   สัมประสิทธิ์ของพหุนามซึ่งเปนคาที่ตองคํานวณหา 
 
 สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอนชนิด 4 จุดตอคาของ <P> และ {a}    คือ 
 
   <P> =  <  1   x   y   z  >     (2.37)    
          {a}    = <  a0  a1  a2  a3  >T    (2.38)   
   

การหาคาคงตัวของพหุนาม {a} ทําโดยใชหลักวิธีกําลังสองนอยที่สุด เพื่อใหคาของหนวยแรงที่
ประมาณแตกตางจากคาที่จดุเกาสนอยที่สุด โดยผลรวมของผลตางระหวางหนวยแรงโดยประมาณ และ
หนวยแรงที่ตําแหนงเกาส กําหนดโดยสมการ 
 

 R(a)      =    (σ∑
=

n

1i
h(xi,yI,zi) - σP*(xi,yI,zi))2  (2.39) 

   

 R(a)      =   (σ∑
=

n

1i
h(xi,yI,zi) – [P(xi,yI,zi)]{a})2 (2.40) 

 
โดยที่ σh = หนวยแรงที่จุดเกาสจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 n = จํานวนจุดเกาสท้ังหมดในแพทช  
 

การหาคาคงตัวของพหุนาม ทําโดยกําหนดคาอนุพันธของ R(a) เทียบกับคาคงตัว (ai) มีคาเปน
ศูนยจะไดชุดของสมการดังนี้ 
 

  [P(x∑
=

n

1i
i,yI,zi)]T [P(xi,yI,zi)] {a}  = σ∑

=

n

1i
h(xi,yI,zi) [P(xi,yI,zi)]T (2.41) 

 
หรือ [A] {a}       =       {b} 
 
จะได {a}             =        [A]-1{b}    (2.42) 
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 หลังจากคํานวณคาสัมประสทิธิ์พหุนาม{a} ก็จะสามารถประมาณคาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆ
ภายในบริเวณแพทชไดโดยการแทนคาพิกัดระบบ (global coordinates)ของตําแหนงนั้นลงไปในสมการที่
(2.36) แตในทางปฏิบัติจะหาคาหนวยแรงที่เฉพาะจุดตอของชิ้นสวนที่อยูภายในบริเวณแพทชเทานั้น ซึ่งใน
กรณีชิ้นสวนเตตระฮีดรอนชนิด 4 จุดตอ จุดตอที่อยูภายในบริเวณแพทชมีเพียงจุดรวมแพทชจุดเดียว
เทานั้นเนื่องจาก Zienkiewicz และ Zhu (1992) ไดเสนอหลักการใหคาประมาณของหนวยแรงที่ตําแหนง
ใดๆของชิ้นสวน ( *σ )มีคาขึ้นกบัคาประมาณหนวยแรงที่แตละจุดตอของชิน้สวนนั้นและคาฟงกชันรูปราง
โดยกรณีของชิน้สวนเตตระฮีดรอนชนิด 4 จดุตอมีคาตามสมการคือ 
 
    = N*σ 1σ * 1p  + N2σ* 2p  + N3σ* 3p  + N4σ* 4p  (2.43) 
 

โดยที่  = คาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆของชิ้นสวน *σ
σ * 1p ,  ,σ ,  = คาประมาณของหนวยแรงที่จุดตอที่ 1ถึง 4 ของชิ้นสวน σ* 2p * 3p σ* 4p

    ซึ่งหาคาไดจากการเลือกแตละจุดตอใหเปนจดุรวมแพทช 
N1, N2, N3, N4 = คาฟงกชันรูปรางซึ่งมีคาตามสมการที่ (2.12) ถึง (2.15) 

 
 คาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆของชิ้นสวนตามสมการที่ (2.43)สามารถคํานวณคาไดโดยการแทนคา
พิกัดเฉพาะที่ (local coordinates) ของตําแหนงที่ตองการทราบคาลงไปในสมการ ซึง่คาหนวยแรงตาม
สมการที่ (2.43)น้ีจะตองใชในการคํานวณความคลาดเคลื่อนตามสมการที่ (2.34) และ (2.35) และ
เนื่องจากหนวยแรงที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความไมตอเนื่องที่จุดตอและขอบเขตของชิ้นสวน ใน
งานวิจัยนี้จึงเลือกใชหนวยแรงที่จุดตอสําหรับวิธีไฟไนตเอลิเมนตเทากบัหนวยแรงที่จุดตอซึ่งไดจากการ
ประมาณคาดวยวิธ ี SPR ซึ่งเปนคาที่มีความตอเนื่อง และหากตองการหาหนวยแรงที่จุดใดๆ ในชิ้นสวน
จากวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหใชการคํานวณตามสมการ (2.43)  
  

ในกรณีท่ีจุดรวมแพทชอยูท่ีบริเวณขอบเขตของปญหาทําใหจํานวนจุดเกาสมีไมเพียงพอตอการ
ประมาณคาสัมประสิทธิ์ของพหุนาม {a} สําหรับงานวิจัยนี้ทําการขยายบริเวณแพทชออกไป โดยเลือกจุด
ตอทั้งหมดที่ลอมรอบจุดรวมแพทชและใชชิ้นสวนทั้งหมดที่อยูลอมรอบจดุตอเหลานั้นเปนบริเวณแพทช 
โดยรายละเอียดของการขยายแพทชจะกลาวถึงในบทที่ 3 
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2.2.3 เกณฑการเลือกชิน้สวนที่ตองทาํการเพิ่มความละเอียด ( refinement criterion ) 
 
ขั้นตอนเริ่มจากในการหาคาความคลาดเคลื่อนของแตละชิ้นสวนในโครงขาย ซึ่งในงานวิจัยนี้.ใช

คาความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวน ( E ) เทากับกําลังสองของขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อน (error 
energy norm)ของชิ้นสวนนั้น  

  E = e* 2
     (2.44) 

 
โดยที่ e*  =   ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวนจากสมการ (2.28) 

 
จากนั้นชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อน  ( E ) มากกวาความคลาดเคลื่อนวิกฤต ( Ecrit ) จะถูกเลือก

ใหเปนชิ้นสวนที่ตองทําการเพิ่มความละเอียด โดยที่ความคลาดเคลื่อนวิกฤตหาไดจาก 
 

Ecrit = Emax  -   β ( Emax  -  Emin  )              (2.45) 
 

โดยที่ Ecrit = ความคลาดเคลื่อนวิกฤต  
  Emax = ความคลาดเคลื่อนสูงสุดของทุกชิ้นสวนในโครงขาย 
  Emin = ความคลาดเคลื่อนต่ําสุดของทุกชิ้นสวนในโครงขาย 

    = cutoff factor , β β  =  0.75   
 
คาความคลาดเคลื่อนวิกฤตไมใชคาคงที่แตมีคาเปล่ียนแปลงไปตามความคลาดเคลื่อนสูงสุดและ

ต่ําสุดของชิ้นสวนในโครงขายขณะนั้น โดยที่โปรแกรมจะทําการคนหาคาความคลาดเคลื่อนสูงสุดและ
ต่ําสุดของชิ้นสวนในโครงขายเพื่อใชในการคํานวณความคลาดเคลื่อนวิกฤต สําหรับความหมายของ cutoff 
factor ทางกายภาพคือ หาก cutoff factor มีคาเทากับ 0 หมายความวา ชิ้นสวนที่จะถูกเลือกใหเพิ่มความ
ละเอียดจะมีเฉพาะชิ้นสวนที่มคีวามคลาดเคลื่อนเทากับความคลาดเคลื่อนสูงสุดเทานั้น และในทางตรงกัน
ขามถา cutoff factor มีคาเทากบั 1 หมายความวา ชิ้นสวนที่จะถูกเลือกใหเพิ่มความละเอยีดคือชิ้นสวนที่มี
ความคลาดเคลื่อนมากกวาหรีอเทากับความคลาดเคลื่อนต่ําสุด ซึ่งก็คือชิ้นสวนทั้งหมดจะถูกเลือกใหเพิ่ม
ความละเอียด 

 
2.2.4 วิธีเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวน (refinement method) 
 
การเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนในงานวิจัยนี้ คือ วิธแีบงสองสวน (bisection) ซึ่ง

มีหลักการคือ การเติมจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุด(longest edge) จากนั้นลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอบน 
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ขอบที่ยาวที่สุดกับอีก 2 จดุตอที่ไมไดอยูบนขอบนั้น ซึง่จะทําใหชิ้นสวนที่มีอยูเดิมถกูแบงออกเปน 2 
ชิ้นสวน วิธีนี้มชีื่อเรียกอีกอยางวา วิธีแบงสองสวนดวยดานยาวที่สุด (longest edge bisection) รูปที่ 2.4 
แสดงลักษณะของชิ้นสวนสามเหลี่ยมและเตตระฮีดรอนที่ถูกแบงดวยวิธีนี ้  โดยในงานวิจัยนี้นําหลักการ
จากงานวิจัยของ Plaza และ Rivara มาประยุกตใชงานเพื่อความเหมาะสมในทางปฏบิัติ เพื่อใหงายตอ
การเขาใจจะเริ่มจากขั้นตอนการเพิ่มความสําหรับชิ้นสวนสามเหลี่ยมในสภาพ 2 มิติกอน โดยมีขั้นตอน
พื้นฐาน 2 ขั้นคอื 

 
1. การเพิ่มจุดตอ (node insertion) 
1.1 สําหรับชิ้นสวนที่ตองเพิ่มความละเอียด 
- เพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางของขอบที่ยาวที่สุด (longest edge)ของชิ้นสวนที่ทําการเพิ่มความละเอียด 
ซึ่งขอบใดก็ตามที่ไดมีการเพิ่มจุดตอลงไปแลวจะถูกเรียกวา ขอบเพิม่ความละเอียด (refinement 
edge) 
1.2 สําหรับชิ้นสวนที่ไมไดถูกเลือกใหเพิ่มความละเอียด 
- ถาชิ้นสวนมีขอบเพิม่ความละเอียดอยางนอยหนึ่งขอบใหทําการตรวจสอบวามีขอบท่ียาวที่สุด
รวมอยูดวยหรอืไม ถาไมมใีหเติมจุดตอบนขอบที่ยาวที่สุดดวย สําหรับขั้นตอน 1.2 นี้จะตองทําซ้ํา
ไปมาจนกระทั่งไมมีการเพิ่มของจุดตออีก 
2. การแบงสองสวน (bisection) 
- สําหรับชิ้นสวนที่มีขอบเพิ่มความละเอียด ลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอท่ีอยูบนขอบเพิ่มความ
ละเอียดกับอีกจุดตอที่ไมไดอยูบนขอบเพิม่ความละเอียดนัน้ ซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยูเดิมถูกแบง
ออกเปน 2 ชิน้สวน ในกรณีที่มีขอบเพิม่ความละเอียดมากกวาหนึ่งขอบใหเลือกทําจากขอบเพิ่ม
ความละเอียดที่ยาวที่สุดกอน ขั้นตอนที่ 2 นี้จะถูกทําซ้ําจนกวาจะไมมชีิน้สวนที่มีขอบเพิ่มความ
ละเอียดเหลืออยู โดยมีตัวอยางแสดงรายละเอียดในรูปท่ี 2.5  
 
สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอนสามารถพจิารณาเทียบเคียงไดกับชิ้นสวนสามเหลี่ยม โดยพจิารณา

แตละหนาของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนเสมือนเปนชิ้นสวนสามเหลี่ยม  ซึ่งเมื่อหนาใดของชิ้นสวนมีการเติมจุด
ตอซึ่งไมไดอยูบนขอบที่ยาวที่สุดของหนานั้น ใหทําการเติมจุดตอบนขอบที่ยาวที่สุดของหนานั้นดวยเพื่อ
ปองกันการเสียรูปของชิ้นสวน  ขั้นตอนสําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอนมี 2 ขัน้ตอนดังนี้ คือ 

 
1. การเพิ่มจุดตอ (node insertion) 
1.1 สําหรับชิ้นสวนที่ตองเพิ่มความละเอียด 
- เพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางของขอบที่ยาวที่สุด (longest edge)ของชิ้นสวนที่ทําการเพิ่มความละเอียด 
ซึ่งขอบใดก็ตามที่ไดมีการเพิ่มจุดตอลงไปแลวจะถูกเรียกวา ขอบเพิม่ความละเอียด (refinement 
edge) 



 
24

1.2 สําหรับทุกชิ้นสวนในโครงขาย 
-   ถาชิ้นสวนมีขอบเพิม่ความละเอียดอยางนอยหนึ่งขอบใหทําการตรวจสอบวามีขอบท่ียาวที่สุด
รวมอยูดวยหรอืไม ถาไมมีใหเติมจุดตอบนขอบที่ยาวที่สุดดวย  
- จากนั้นตรวจสอบแตละหนาของชิ้นสวนเดิมหากหนานั้นมีขอบเพิม่ความละเอียดแตไมใชขอบที่
ยาวที่สุดของหนา ใหทําการเติมจุดตอท่ีขอบท่ียาวที่สุดของหนาดวย ทําการตรวจสอบจนครบทุก
หนาจากนั้นจึงทําการตรวจสอบชิ้นสวนตอไปในโครงขาย 
 ขั้นตอนที่ 1.2 จะตองทําซ้าํไปมาจนกวาจะไมมีชิ้นสวนใดในโครงขายที่ตองเติมจุดตออีก 
 2. การแบงสองสวน (bisection) 
- สําหรับชิ้นสวนที่มีขอบเพิม่ความละเอียด ใหลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอท่ีอยูบนขอบเพิ่ม
ความละเอียดกับอีกสองจุดตอท่ีไมไดอยูบนขอบเพิ่มความละเอียดนั้น ซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยู
เดิมถูกแบงออกเปน 2 ชิ้นสวน ในกรณีที่มีขอบเพิม่ความละเอียดมากกวาหนึ่งขอบใหเลือกทํา
จากขอบเพิ่มความละเอียดทีย่าวที่สุดกอน ขั้นตอนนี้จะถูกทําซ้ําจนกวาจะไมมชีิ้นสวนที่มีขอบ
เพิ่มความละเอยีดเหลืออยู  

 
 เนื่องจากลักษณะการเติมจุดตอและการแบงชิ้นสวนเตตระฮีดรอนมีรูปแบบที่เปนไปไดทั้งหมดอยู
จํานวนมากโดยขึ้นกับตําแหนงสัมพัทธระหวางขอบที่ยาวทีสุ่ดของชิ้นสวนกับขอบยาวที่สุดในแตละหนา
ของชิ้นสวน และขึ้นกับจํานวนขอบเพิ่มความละเอียดของชิน้สวน ทําใหไมสามารถแสดงใหดูทั้งหมดไดใน
ที่นี้ แตจะใชการยกตัวอยางประกอบเพื่อเปนการอธิบายถงึกระบวนการในการเติมจุดตอและลักษณะใน
การแบงชิ้นสวน โดยตัวอยางแสดงในรูปท่ี 2.6 ซึ่งในตัวอยางนี้ตอนเริ่มตนชิ้นสวนที่พิจารณามีขอบ 2-3 
เปนขอบเพิ่มความละเอียด 
 
2.3 การปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวน 
  

2.3.1 รูปรางของชิ้นสวน 
 
ความแมนยําของผลการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตขึ้นอยูกับรูปรางของชิ้นสวนที่ใชในโครงขาย

ชิ้นสวนที่มีรูปรางดีจะทําใหผลการวิเคราะหมีความแมนยํา ในสวนนี้จะกลาวถึงการวัดคุณภาพรูปรางของ
ชิ้นสวนเตตระฮีดรอนที่ใชในงานวิจัย 
 

ชิ้นสวนเตตระฮีดรอนที่มีรูปรางดี คือ ชิ้นสวนที่มีขอบทุกขอบยาวเทากัน  รูปรางของชิ้นสวนเต
ตระฮีดรอนคํานวณจากคา อัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุด (circumradius-to-shortest edge 
ratio) (Shewchuk,1997) ขั้นตอนเริ่มจากการนิยามทรงกลมที่เล็กที่สุดที่สามารถบรรจชุิ้นสวน      เตตระฮี
ดรอนได อัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุดคํานวณไดจากสมการ 
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  CSR  = SE

R     (2.46) 
  
โดยที่ CSR  = อัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุด 
 R  = รัศมีของทรงกลมตามนิยามที่กําหนดไว 
 SE  = ความยาวของขอบที่ส้ันที่สุดของชิ้นสวน 
 
ชิ้นสวนเตตระฮีดรอนที่มีรูปรางดี คาอัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุดจะมีคาต่ํา จากรูปที่  

2.7 ชิ้นสวนแบบเข็ม (needles)และแบบฝาครอบ (caps)จะมีรัศมีทรงกลมใหญกวามากเมื่อเทียบกบั
ความยาวของขอบที่ส้ันที่สุด สําหรับชิ้นสวนแบบดานเทา (Equilaterals) จะมีรัศมีทรงกลมสั้นกวาความ
ยาวของขอบทีส้ั่นที่สุด ซึ่งอัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุดของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนแบบดานเทามี
คาเทากับ 0.612  

 
2.3.2 การปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซดวยเง่ือนไขควบคุม (Constrained Laplacian 

Mesh Smoothing) 
 
 วิธีการนี้มีรากฐานจากการปรบัพิกัดจุดตอแบบลาปลาซ  (Laplacian Mesh Smoothing) ซึ่งเปน

วิธีท่ีนิยมใชมากเนื่องจากเปนวิธีท่ีไมซบัซอนหลักการคือ การปรับพิกัดของแตละจุดตอใหอยูท่ีกึ่งกลางของ
ทุกจุดตอที่เชื่อมตอกับจุดตอนั้นโดยทํากระบวนการนี้ซ้ําไปมา แตกระบวนการดังกลาวมีขอเสียคืออาจทํา
ใหชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอที่ทําการปรับพิกัดนัน้มีรูปรางแยลง โดยการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซใหผลที่
คอนขางดีในกรณีปญหา 2 มติิ แตใหผลที่แยในกรณีปญหา 3 มิติ (Shewchuk,1997; Amenta, Bern and 
Eppstein) ดังนั้นในทางปฏิบัติจึงมีการพฒันาไปสูการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุม 
(Canann, Tristano and Staten) โดยมีการเพิ่มเงื่อนไขควบคุมเขาไปในกระบวนการเพื่อปองกันไมใหการ
ปรับพกิัดทําใหชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอนั้นมีรูปรางแยลงกวาเกณฑท่ีกําหนดไว โดยในงานวิจัยนี้ไดนําคา
อัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุดมาเปนเงื่อนไขในการควบคุมรูปรางของชิ้นสวน  
 

ขั้นตอนในการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุม 
 
1. คํานวณพิกดัใหมของแตละจุดตอตามหลกัการของวิธีลาปลาซ โดยคํานวณไดจากสมการ  

 

x = (∑ x
=

N

1i
i )/N    (2.47) 
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y = (∑ y
=

N

1i
i )/N    (2.48)  

z = (∑ z
=

N

1i
i )/N    (2.49) 

  
โดยที่   = พิกัดใหมของจดุตอ z,y,x
 i   = จุดตอที่ i ท่ีเชื่อมตออยูกบัจุดตอที่ปรับพิกัด   
 xi , yi , zi   = พิกัดของจุดตอที่ i ท่ีเชื่อมตออยูกับจุดตอที่ปรับพิกัด 
 N  = จํานวนจุดตอท้ังหมดที่เชื่อมตออยูกบัจุดตอทีป่รับพิกัด 
 
2. พิกัดใหมท่ีคํานวณไดจากขอ 1 จะถูกปฏิเสธและจุดตอที่ทําการปรับพิกดัจะถูกคงไวท่ีพิกัดเดิม

ถาชิ้นสวนใดชิน้สวนหนึ่งที่อยูรอบจุดตอที่ทําการปรับพิกัดกลายเปนชิ้นสวนพลิกกลับ (inverted element) 
การตรวจสอบวาชิ้นสวนใดๆ ท่ีมีจุดตอเปน ABCD กลายเปนชิ้นสวนพลิกกลับทําไดโดยพิจารณาทิศทาง
ของเวคเตอร AB,AC และ AD  ซึ่งชิ้นสวน ABCD จะกลายเปนชิ้นสวนพลิกกลับเมื่อมีทิศทางของเวคเตอร
ดังกลาวกอนและหลังการใชพกิัดใหมเปนไปตามที่กําหนดไว คือ 
    
  I1 > 0 และ I2 < 0 หรือ 
  I1 < 0 และ I2 > 0 
  
  โดยที่ I1 = คาแสดงทิศทางของเวคเตอรกอนการใชพิกัดใหม 

= [ AD)ACAB( ⋅× )]1    
   I2 = คาแสดงทิศทางของเวคเตอรหลังการใชพิกดัใหม 

= [ AD)ACAB( ⋅× )]2

    
 รายละเอียดของทิศทางของเวคเตอรแสดงในรูปที่ 2.8 
 

3. พิกัดใหมท่ีคํานวณไดจากขอ 1 จะถูกยอมรับและจุดตอที่ทําการปรับพกิัดจะถูกเปล่ียนพิกัดให
เทากับพิกัดใหมท่ีคํานวณได ตรวจสอบจากคาสูงสุดและผลรวมของคาอตัราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ัน
ท่ีสุดของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด โดยคาดังกลาวกอนและหลังการใชพิกัดใหมเปนไป
ตามที่กําหนดไว คือ 

 
Max2      < Max1      และ 

            <    ∑ 2CSR ∑ 1CSR  
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โดยที่ Max1 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด 
   กอนการใชพิกดัใหม  

 Max2 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด 
   หลังการใชพิกดัใหม  

∑ 1CSR  = ผลรวมของคา CSR ของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอที่ทําการปรับพิกัด 
กอนการใชพิกดัใหม  

∑ 2CSR  = ผลรวมของคา CSR ของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอท่ีทําการปรับพิกัด 
หลังการใชพิกดัใหม  

 
 การปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุมจะเปนการทําตามขั้นตอนในขอ 1 ถึงขอ 3  
สําหรับแตละจุดตอ โดยกระบวนการจะทําซ้าํไปมาจนครบทุกจุดตอ  

 
2.3.3 การสลับหนาของชิน้สวน (Face swapping) 
 
การสลับหนาของชิ้นสวนชวยปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนที่อยูติดกันใหดีขึ้นได ซึ่งรูปรางของ

ชิ้นสวนวัดจากคาอัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่กลาวในหัวขอ 2.3.1  รูปที่ 2.9 แสดงลักษณะการ
วางตัวของชิ้นสวนที่สามารถทําการสลับหนาได  โดยในกรณี 2 ชิ้นสวน เปนการสลับจากหนา ACE ใหเปน
หนา DEB  สวนในกรณี 4 ชิ้นสวน เปนการสลับจากหนา AECF ใหเปนหนา DEBF 

 
เงื่อนไขของการสลับหนาของชิ้นสวนคือ 
1.  จุด A,B,C และ D จะตองอยูบนระนาบเดียวกัน 
2.  มุม DAB < 180 o   และ  มมุ DCB < 180 o

3. ทําการสลบัหนาเมื่อคาอตัราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันของชิ้นสวน (CSR) กอนและหลัง
การสลับหนาเปนไปตามที่กําหนดไวคือ 

 
Max2      < Max1      และ 

      ∑ 2CSR       <    ∑ 1CSR  
 

โดยที่ Max1 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนทั้งหมดกอนการสลับหนา  
 Max2 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนทั้งหมดหลังการสลับหนา  
∑ 1CSR  = ผลรวมของคา CSR ของชิ้นสวนทั้งหมดกอนการสลับหนา 
∑ 2CSR  = ผลรวมของคา CSR ของชิ้นสวนทั้งหมดหลังการสลับหนา 
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 โดยชิ้นสวนทั้งหมดในกรณี 2 และ 4 ชิ้นสวนมีรายละเอียดดังนี้ 
 

กรณี 2 ชิ้นสวน 
 

ชิ้นสวนทั้งหมดกอนการสลับหนาไดแก ABCE และ ACDE 
 ชิ้นสวนทั้งหมดหลังการสลับหนาไดแก ADBE และ BCDE 
 
 กรณี 4 ชิ้นสวน 
 

ชิ้นสวนทั้งหมดกอนการสลับหนาไดแก ABCE , ACDE ,ACBF และ ACDF 
 ชิ้นสวนทั้งหมดหลังการสลับหนาไดแก ADBE , BCDE ,ABDF และ BCDF 
 
2.4 โปรแกรมพื้นฐานทีใ่ชในการพัฒนา 
 
 2.4.1 โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC (Solid Nonlinear Analysis Code) 

 
ในงานวิจัยนี้ใชโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC (Abbo และ Sloan,1997) เปนโปรแกรมพื้นฐาน

ในการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต โดยโปรแกรมดังกลาวมีขอดีและขอจาํกดัดังตอไปน้ี 
 
ขอดี 
โปรแกรมมีความสามารถสูงในการวิเคราะหปญหา โดยสามารถวิเคราะหปญหาไดทั้งในสภาพ
ระบายน้ํา (drained analysis) และในสภาวะการอัดตวัคายน้ําของมวลดิน (consolidation) 
นอกจากนี้ยังสามารถวิเคราะหปญหาที่วัสดุมีคุณสมบัติเปนอิลาสโตพลาสติก (elasto-plastic 
material) รวมถึงมีกฎเกณฑการวิบัติ (failure criterion) ของมวลดินใหเลือกใชหลายแบบ  ทําให
สามารถพัฒนาเพื่อนําไปใชในงานวิจัยที่การวเิคราะหปญหามีความซับซอนสูงได 
 
ขอจํากัด 
1. สามารถวิเคราะหปญหาไดในสภาพ 2 มิติเทานั้น 
2. ในการวิเคราะหตองปอนขอมลูโครงขายเอง (manual) ทําใหไมสะดวกในการใชงานและมี

ความซบัซอนสูงมากจนไมอาจทําไดสําหรับในกรณีของงานวิจัยนี้ที่เปนชิ้นสวนเตตระฮีดรอน
ในโครงขาย 3 มิติ 
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2.4.2 โปรแกรมการสรางโครงขาย GMSH  
 
การสรางโครงขายเปนสวนที่มีความสําคัญมากในหัวขอการศึกษาดานไฟไนตเอลิเมนต แต

เนื่องจากความซับซอนในการสรางโครงขาย โดยเฉพาะอยางยิ่งโครงขายแบบไรโครงสราง (unstructure 
mesh)ที่เกิดจากชิ้นสวนเตตระฮีดรอนซึ่งเปนชิน้สวนที่นิยมใชในปญหา 3 มิติเพราะสามารถจําลองรูปราง
ของปญหาไดใกลเคียงความเปนจริงโดยเฉพาะปญหาที่มีรูปรางเปนสวนโคง  แตในทางปฏิบัติเปนการยาก
และสิ้นเปลืองเวลาอยางมากในการพัฒนาโปรแกรมที่ใชในการสรางโครงขาย ดังนั้นจึงมีความจําเปนที่
ตองใชโปรแกรมสรางโครงขายสําเร็จรูป โดยในงานวิจัยนี้เลือกใชโปรแกรม GMSH ซึ่งเปนโปรแกรมที่ถูก
พัฒนาโดยไมมจีุดประสงคทางการคา 

 
โปรแกรม GMSH ถูกพัฒนาขึ้นโดย Christophe  และ Jean-François (2003) และโปรแกรมนี้ยัง

ไดรับการปรับปรุงอยูอยางตอเนื่อง ซึ่งเวอรชันที่ใชในงานวจิัยนี้คือ GMSH-1.46 โดยมลัีกษณะสําคัญของ
โปรแกรมดังนี้ 
 
 ลักษณะสําคัญ 

1. การปอนขอมูลในการสรางโครงขายทําไดสะดวกเนื่องจากม ี Graphical User Interface 
(GUI)  

2. สามารถสรางโครงขายไดทั้งในระบบ 2 และ 3 มิติ โดยใน 3 มิติสรางไดเฉพาะชิ้นสวน         
เตตระฮีดรอน 

3. สามารถกําหนดขนาดของชิ้นสวนในบริเวณตางๆของปญหาไดสะดวก โดยใชการกําหนดคา 
ขนาดชิ้นสวน (characteristic length) ซึง่เปนคาประจําจุดตอท่ีเปนขอบเขตเริ่มตนในการ
สรางโครงขาย ทําใหโครงขายมีความหยายและละเอียดแตกตางกันไปในแตละบริเวณตาม
ความตองการของผูวิเคราะหได ผลของการกําหนดคาขนาดชิ้นสวนที่มีตอความหนาแนนใน
แตละบริเวณของโครงขายที่ไดแสดงอยูในรูปที่ 2.10 

 
2.4.3 โปรแกรมที่ใชในการแสดงผลทางกราฟฟกส 
 
ในงานวิจัยนี้เลือกใชโปรแกรม TECPLOT 8.0 ในการแสดงผลทางกราฟฟกส โดยโปรแกรมนี้

สามารถสรางโครงขายไดทั้งในสภาพ 2 และ 3 มิต ิ นอกจากนี้ยังสามารถแสดงคอนทัวรและเวคเตอรของ
ขอมูล รวมถึงความสามารถในการแสดงภาพเคลื่อนไหว 
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DISPLACEMENT , { U } 

STRAIN ,  }  { ε Constitutive Equation 

Stiffness Matrix 

STRESS, }  { σ 

BODY FORCE AND SURFACE 
TRACTION , { F } 

Equilibrium Equation Compatibility Equation 

 
รูปที่ 2.1 แผนภาพแสดงความสัมพันธของสมการพื้นฐานในการวิเคราะหดวย 
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
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t 
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(0,1,0) 

(1,0,0) 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.2 ระบบพิกัดรวม (Global Coordinate) พิกัดเฉพาะที่ (Local Coordinate)และการ
เรียงตัวของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนชนดิ 4 จุดตอ 
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Element Patch 

Superconvergent Sampling Point 

Patch Assembly Point 
Nodal value recovered from SPR 
Node of element 

 
 

รูปที่ 2.3  ตวัอยางแสดงจุดรวมแพทช (Patch Assembly Point) และชิ้นสวนในแพทช 
(Element Patch) ของวิธี SPR 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.4 การแบงสองสวนสําหรับชิน้สวนสามเหลียมและเตตระฮดีรอน 
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1 

2 
3 

4 

โครงขายเริ่มตนมี 4 ชิ้นสวน  
ชิ้นสวนที่ 1 เทานั้นที่ถกูเลือกใหเพิ่มความละเอียด 

ทําการแบงชิ้นสวนที่มขีอบเพิ่มความละเอียด 
โดยทําจากขอบเพิ่มความละเอียดที่ยาวที่สุดกอน 

แบงชิ้นสวนที่ยังมีขอบเพิ่มความละเอียดเหลืออยู 

เพิ่มจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุดของชิ้นสวนที่ 2  

เพิ่มจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุดของชิ้นสวนที่ 1 

 
 
รูปที่ 2.5 ตัวอยางข้ันตอนการเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนในกรณี 2 มิติ 
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รูปที่ 2.6 ตัวอยางข้ันตอนการเติมจุดตอและการแบงชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 
 
 

ช้ินสวนรูปรางแบบเข็ม (Needles) ช้ินสวนรูปรางแบบฝาครอบ (Caps) ช้ินสวนแบบดานเทา (Equilaterals) 
CSR ~ 0.612 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.7 ทรงกลมที่บรรจชุิน้สวนเตตระฮีดรอนลักษณะตางๆ 
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(1 ) ชิ้นสวนกอนการปรับพิกัดจุดตอ 

(2 ) ชิ้นสวนหลังการปรับพิกัดจุดตอ (ไมเกิดชิ้นสวนพลิกกลับ) 

(3 ) ชิ้นสวนหลังการปรับพิกัดจุดตอ (เกิดชิ้นสวนพลิกกลับ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
รูปที่ 2.8 ทิศทางของเวคเตอรทีใ่ชในการปองกันการเกิดชิ้นสวนพลิกกลับ 
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 (2) กรณี 4 ชิ้นสวน 

 
 
 
รูปที่ 2.9 การสลับหนาชิน้สวน (Face Swapping) 
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Characteristic length = 0.5 for  this vertex 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Characteristic length = 1.0 for all vertex  
 

Characteristic length = 1.0 for all others   
 
 

รูปที่ 2.10 ตัวอยางแสดงผลของการกําหนดคาขนาดชิน้สวน ( characteristic length)
สําหรับโปรแกรม GMSH 



     บทที่ 3 
 
   รายละเอียดของโปรแกรมที่พัฒนา 
 
 ในสวนนี้แสดงรายละเอียดของโปรแกรมที่พฒันาขึ้น ซึ่งเปนขั้นตอนการทํางานรวมกันของระบบ
ปรับความละเอียดของโครงขายและการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต โดยจะกลาวถึงขั้นตอนการทํางานหลัก
ของโปรแกรมและรายละเอียดของแตละขั้นตอน 
 
3.1 ข้ันตอนการทํางานของโปรแกรม 
 
 ขั้นตอนการทํางานของระบบปรับความละเอียดของโครงขายที่พัฒนาขึ้นเพื่อใชกับการวิเคราะห
ไฟไนตเอลิเมนตมีขั้นตอนการทํางานเริ่มตนเหมือนการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตทั่วไป กลาวคือ 
สรางโครงขายเริ่มตน จากนั้นใสแรงกระทํา (applied load)เขาไปที่โครงสรางของปญหา ทําการวิเคราะห
ตามขั้นตอนของวิธีไฟไนตเอลิเมนต หลังจากไดผลการวิเคราะหก็จะเขาสูการทํางานดวยระบบปรับความ
ละเอียดของโครงขาย  ในสวนนี้ทําหนาที่ประมาณความคลาดเคลื่อนโดยอาศัยผลการวิเคราะหที่ไดจากวธิี
ไฟไนตเอลิเมนต และเพิ่มความละเอียดของโครงขายในบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนสูง จากนั้นโครงขาย
ใหมที่ไดจะถูกนําไปวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้งโดยใชแรงกระทําชุดเดิมในการวิเคราะห โดย
ในกรณีนี้การวิเคราะหไมใชการถายโอนคาตัวแปรสถานะ (state variable mapping)ทําใหชวยลดความ
ซับซอนในการวิเคราะหลงไดมาก ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมเรียงตามลําดับไดดังนี้ 
 
 (1) การอานขอมูลการวิเคราะห (Read Input Data) 

(2) การปรับพิกดัจุดตอและการสลับหนาชิ้นสวน (Mesh Smoothing and Face Swapping) 
(3) การบันทึกขอมูลที่ใชในการวิเคราะห (Write Analysis Data) 
(4) การวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Analysis) 
(5) การประมาณความคลาดเคลื่อน (Error Estimation)  
(6) การเลือกชิน้สวนที่ทําการเพิ่มความละเอยีด (Selection of Refinement Elements) 
(7) การเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวน (Element Refinement)ดวยวิธีแบงสองสวน (Bisection) 
 

หลังจากนั้นขั้นตอนการทํางานจะวนซ้ําตั้งแตขั้นตอนที่ (2) ถึงขั้นตอนที่ (7) จนกระทั่งครบจํานวนรอบ
ตามที่ผูวิเคราะหไดกําหนดไว รูปที่ 3.1 แสดงโครงสรางการทํางานรวมกันของระบบปรับความละเอียดของ
โครงขายที่พัฒนาขึ้นและการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต โดยรายละเอียดการทํางานในแตละขั้นตอนของ
โปรแกรมมีดังนี ้
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 3.2 การอานขอมูลการวิเคราะห (Read Input Data) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่อานขอมูลที่ใชในการวิเคราะหปญหาและนํามาเก็บไวในระบบ โดยแบงเปน 2 
สวนคือ 
 

1. อานขอมูลพื้นฐานของปญหาที่ทําการวิเคราะห ไดแก ชนิดของปญหา, ลักษณะการวิเคราะห
ซึ่งแบงเปน การเริ่มวิเคราะหใหมหรือวิเคราะหตอเนื่อง, ขนาดของปญหาและเงื่อนไขขอบเขต, 
ขนาดแรงกระทํา, จํานวนรอบในการเพิ่มความความละเอียดสูงสุด และคุณสมบัติของวัสดุท่ีใช   
ซึ่งขอมูลทั้งหมดนี้จะถูกอานจากแฟมขอมูล INPUT.DAT  
 
2. ในกรณีเปนการเริ่มวิเคราะหใหมจะอานขอมูลโครงขายซึง่ไดจากโปรแกรมสําเร็จรูป GMSH ซึ่ง
ขอมูลนี้จะถูกอานจากแฟมขอมูล SNAC.MSH สําหรับการวิเคราะหตอเนื่องจะทําการอานขอมูล
โครงขายจากแฟมขอมูล RESUME.DAT 

 
3.3 การปรับพิกัดจุดตอและการสลับหนาชิ้นสวน (Mesh Smoothing and Face Swapping) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่ปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนในโครงขายใหมีรูปรางดีขึ้น โดยเปนการทํางาน
รวมกันของการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุม (Constrained Laplacian Smoothing) 
และการสลับหนาของชิ้นสวน (Face Swapping) โดยขั้นตอนเริ่มจากการปรับพิกัดจุดตอ จากนั้นจะเริ่มทาํ
การสลับหนาชิ้นสวน และเมื่อมีการสลับหนาชิ้นสวนเกิดขึ้นการทํางานก็จะวนกลับไปที่การปรับพิกัดจดุตอ 
ขั้นตอนจะวนซ้าํไปมาจนกระทั่งไมมีชิ้นสวนที่สามารถสลับหนาไดอีก รูปท่ี 3.2 แสดงโครงสรางการทํางาน
รวมกันของการปรับพิกัดจุดตอและการสลับหนา  
 

การปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุมมีขั้นตอนดังตอไปน้ี 
 

1. คํานวณพิกดัใหมของแตละจุดตอตามหลกัการของวิธีลาปลาซ โดยคํานวณไดจากสมการ  
 

x = (∑ x
=

N

1i
i )/N    (3.1) 

y = (∑ y
=

N

1i
i )/N    (3.2)  

z = (∑ z
=

N

1i
i )/N    (3.3) 
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โดยที่  = พิกัดใหมของจดุตอ z,y,x
   = จุดตอที่ i ท่ีเชื่อมตออยูกบัจุดตอที่ปรับพิกัด   i
  xi , yi , zi  = พิกัดของจุดตอที่ i ท่ีเชื่อมตออยูกับจุดตอที่ปรับพิกัด 
  N = จํานวนจุดตอทัง้หมดที่เชื่อมตออยูกบัจุดตอทีป่รับพิกัด 
 
2. ถาพิกัดใหมท่ีคํานวณไดจากขอ 1 ทําใหเกิดชิ้นสวนพลิกกลับ (inverted element)พิกัดใหมจะ
ถูกปฏิเสธ โดยชิ้นสวน ABCD จะกลายเปนชิ้นสวนพลิกกลับเมื่อมีทิศทางของเวคเตอร AB,AC 
และ AD เปนไปตามเงื่อนไข 

    
  I1 > 0 และ I2 < 0 หรือ 
  I1 < 0 และ I2 > 0 
  
  โดยที่ I1 = คาแสดงทิศทางของเวคเตอรกอนการใชพิกัดใหม 

= [ AD)ACAB( ⋅× )]1    
   I2 = คาแสดงทิศทางของเวคเตอรหลังการใชพิกดัใหม 

= [ AD)ACAB( ⋅× )]2    
 

3. ตรวจสอบวาพิกัดใหมท่ีคํานวณไดจากขอ 1 ทําใหชิ้นสวนรอบจุดตอทีป่รับพิกัดมีรูปรางดีขึ้น
หรือไม พิกัดใหมจะถูกยอมรบัเมื่อคารัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุด(CSR)เปนไปตามเงื่อนไข คือ 

 
Max2      < Max1      และ 

            <    ∑ 2CSR ∑ 1CSR  
 

โดยที่ Max1 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด 
   กอนการใชพิกดัใหม  

 Max2 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด 
   หลังการใชพิกดัใหม  

∑ 1CSR  = ผลรวมของคา CSR ของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอที่ทําการปรับพิกัด 
กอนการใชพิกดัใหม  

∑ 2CSR  = ผลรวมของคา CSR ของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอท่ีทําการปรับพิกัด 
หลังการใชพิกดัใหม  
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ซึ่งขั้นตอนการคํานวณนี้จะวนซ้ําขอ 1 ถึง 3 จนครบทุกจุดตอในโครงขาย เมื่อทําจนครบทกุจุดตอ
แลวจะถือวาการปรับพิกัดจุดตอครบหนึ่งรอบ จากนั้นระบบกจ็ะทําการปรับพิกัดจุดตอในรอบ
ถัดไป (next loop) โดยเริ่มจากจุดตอจุดแรกของโครงขายอกีครั้ง 
  
ทางปฏิบัติจําเปนตองมีการปองกันไมใหจาํนวนรอบในการปรับพิกัดจุดตอมากเกินความจําเปน

ซึ่งจะทําใหส้ินเปลืองเวลาในการคํานวณ ในงานวิจัยนี้ใชขอกําหนด 2 ขอในการควบคมุจํานวนรอบของ
การปรับพิกัดจดุตอ ซึ่งถาสอดคลองกับเงื่อนไขขอใดแลวการปรับพิกัดจะสิ้นสุดลง เงื่อนไขทั้ง 2 ขอมี
รายละเอียดดังนี้คือ 
  

1. การเปลี่ยนพิกัดสูงสุดของจุดตอ (maximum move distance) การเปลี่ยนพิกัดจุดตอคือ
ระยะทางจากตาํแหนงเดิมของจุดตอไปยังตําแหนงใหมซึ่งเปนพิกัดที่ผานเงื่อนไขควบคุม ถาคา
การเปลี่ยนพิกัดของจุดตอที่สูงที่สุดในรอบปจจุบันมีคาต่ํากวาเกณฑที่กําหนดไว ใหหยุดการปรับ
พิกัดจุดตอ โดยในงานวิจัยนีก้ําหนดใหคาการเปลี่ยนพิกัดต่ําสุดเทากับ 10-5 ของดานที่ส้ันที่สุด
ของปญหาที่ทําการวิเคราะห  (minimum dimension of problem) ซึ่งดานที่ส้ันที่สุดของปญหา
พิจารณาจากขนาดของปญหาตามแนวแกน  x,y  และ z ตามลําดับ 
 
2. จาํนวนรอบสูงสุด (maximum loop) เมื่อจํานวนรอบมีคาเทากับจํานวนรอบสูงสุดแลวใหหยุด
การปรับพิกัดจดุตอ โดยในงานวิจัยนี้กําหนดใหจํานวนรอบสูงสุดเทากับ 100 รอบ 

 
 รายละเอียดของโครงสรางการทํางานของการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุมมี
รายละเอียดแสดงในรูปที่ 3.3 
 
3.4 การบันทกึขอมูลที่ใชในการวิเคราะห (Write Analysis Data) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่ บันทึกขอมูลท่ีใชในการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตที่เก็บอยูในระบบลงบน
แฟมขอมูล SNACDAT.DAT ซึ่งขอมูลที่ถูกบนัทึกลงในแฟมดังกลาวจะอยูในรูปแบบที่โปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนต SNAC สามารถนําไปใชงานได โดยกอนที่จะทําการบันทึกคาลงในแฟมขอมูลจะตองมีการทํางาน
ยอย 3 ขั้นตอน  
 

3.4.1 การตรวจสอบหาจุดตอที่จํากัดการเคลื่อนตัว (restrained node) ตรวจสอบวาจุดตอใดบาง
ที่อยูบนระนาบที่จํากัดการเคลื่อนตัวที่และจํากัดการเคลื่อนตัวในทิศทางใดบาง ซึ่งระนาบที่จํากัด
การเคลื่อนตัวไดจากการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) 
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3.4.2 การตรวจสอบคุณสมบตัิวัสดุของแตละชิ้นสวน (material type) ตรวจสอบหาวาชิน้สวนใด
เปนดินและชิ้นสวนใดเปนเสาเข็มเพื่อใชในการระบุคุณสมบตัิของแตละชิ้นสวนใหถูกตอง  
 
3.4.3 การตรวจสอบหาชิ้นสวนที่มีแรงกระทํา (loaded element) ตรวจสอบหาวาชิ้นสวนใดใน
โครงขายที่มีแรงกระทํา 

 
3.5 การวิเคราะหไฟไนตเอลเิมนต (Finite Element Analysis) 
 
 ในสวนนี้ดําเนินการโดยโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC ซึ่งไดรับการปรบัปรุงใหสามารถทําการ
วิเคราะหโดยใชชิ้นสวนเตตระฮีดรอนสําหรับปญหาในสภาพ 3 มิติ โดยโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC 
จะอานขอมูลทีต่องใชในการวิเคราะหจากแฟมขอมูล SNACDAT.DAT โดยกําหนดคุณสมบัติและ
พฤติกรรมของวัสดุที่ใชในการวิเคราะหดังนี้ 
 

1. มีคุณสมบตัิเปนอิลาสติกเชิงเสน (linear elastic) และมีคุณสมบตเิหมือนกันในทุกทิศทาง 
(isotropic) 
2. การเคลื่อนตัวของเปนไปตามทฤษฎีการเคลื่อนตัวแบบความเครียดนอย (small strain theory) 
 
นอกจากนั้นในงานวิจัยนี้ยังไดทําการปรับปรุงระบบการแกสมการ โดยตัวแกสมการที่ใชนี้มีอยูใน 

IMSL library ซึ่งเปนสวนประกอบของโปรแกรมภาษาคอมพวิเตอรฟอรแทรน การแกสมการจะทํา 
Cholesky factorization ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ซึ่งการจะใชวธิีนี้ไดเมตริกซสัมประสิทธิต์องเปนเมตริกซ
สมมาตร (symmetric matrix) และมีคุณสมบัติเปนบวก (positive definite) ซึ่งขอมูลของสัมประสิทธิ์ที่ตัว
แกสมการวิธีนีต้องการจะมีเฉพาะคาที่ไมเปนศูนยของสามเหลี่ยมลางของเมตริกซ โดยการแกสมการตอง
ใชโปรแกรมยอย 3 โปรแกรมประกอบกันไดแก 

 
1. โปรแกรมยอย DLSCXD : ใชสําหรับเตรียมขอมูลในการทาํ Cholesky factorization 
2. โปรแกรมยอย DLNFXD :  ทํา Cholesky factorization 
3. โปรแกรมยอย DLFSXD : ใชแกระบบสมการโดยใชผลจากสองโปรแกรมขางตน 
 

3.6 การประมาณความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่คํานวณความคลาดเคลื่อนของแตละชิ้นสวนเพื่อใชในการเลือกชิ้นสวนที่จะทํา
การเพิ่มความละเอียด และคํานวณความคลาดเคลื่อนรวมทั้งระบบ (global error) ซึ่งมขีั้นตอนดังนี้คือ 
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1. ประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอของชิ้นสวนดวยวิธี SPR ซึ่งหนวยแรงที่ไดมีความแมนยําสูงกวา
หนวยแรงจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต (σh ) โดยการกําหนดใหจุดตอนั้นเปนจุดรวมแพทช  คาหนวย
แรงที่ตําแหนงใดๆ ในแพทช (σ *p ) หาไดจาก  
 

σ *p  =      <P> {a}    (3.4) 
    <P> =  <  1   x   y   z  >    (3.5)    
           {a}    = <  a0  a1  a2  a3  >T   (3.6)   

 
2. คํานวณคาสัมประสิทธิ์พหุนามของแพทช {a} ไดจาก 
 

{a} = [A]-1{b}    (3.7) 

    [A] =         ∑ [P(x
=

n

1i
i,yI,zi)]T [P(xi,yI,zi)] (3.8) 

{b} =         ∑ σ
=

n

1i
h(xi,yI,zi) [P(xi,yI,zi)]T    (3.9) 

   โดยที่ n = จํานวนจุดเกาสท้ังหมดในแทพช 
 

3. คาหนวยแรงที่จุดตอซึ่งเปนจุดรวมแพทชคํานวณไดจากการแทนคาพิกัดระบบ (global 
coordinates)  ของจุดตอนั้นลงในสมการที่ (3.4) 
 
4. ทําซ้ําขั้นตอนที่ 1 ถึง 3 จนครบทุกจุดตอในโครงขาย 
 
5. ขอบเขตของบริเวณแพทชท่ีใชขึ้นอยูกบัตําแหนงของจุดตอที่ใชเปนจุดรวมแพทชในโครงขาย 
สําหรับกรณีท่ีจุดตออยูภายในขอบเขตของปญหา บริเวณแพทชคือทุกชิ้นสวนที่ลอมรอบจุดตอนั้น  
ในกรณีท่ีจุดตออยูท่ีบริเวณขอบเขตของปญหาจะตองทําการขยายบริเวณแพทชออกไป โดยเลือก
จุดตอทั้งหมดที่ลอมรอบจุดรวมแพทชและใชชิ้นสวนทั้งหมดที่อยูลอมรอบจดุตอเหลานั้นเปน
บริเวณแพทช รายละเอียดแสดงในรูปที่  3.4 
 
6. ในกรณีปญหาเสาเข็ม จุดตอที่อยูบริเวณรอยตอระหวางดินและเสาเข็มจะจะตองทําการขยาย
บริเวณแพทชออกไปตามวิธใีนขอ 5  โดยมีบริเวณแพทช 2 บริเวณ โดยที่ชิ้นสวนที่อยูในแตละ
แพทชจะตองเปนวัสดุชนิดเดียวกันหมดคือ บริเวณที่ประกอบดวยชิ้นสวนที่เปนดินเทานั้น และ
บริเวณที่ประกอบดวยชิ้นสวนที่เปนเสาเข็มเทานั้น รายละเอียดแสดงในรูปที่ 3.5  สําหรับจุดตอที่
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อยูท่ีขอบเขตของปญหาและอยูใกลกับรอยตอของวัสดุใหทําการขยายแพทชตามวิธีท่ีกลาวไปแลว
โดยชิ้นสวนที่อยูในแพทชจะตองเปนวัสดุชนิดเดียวกันหมดตัวอยางคือจุด B ในรูปที่ 3.5 
 
7. คาประมาณของหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆ ของชิ้นสวน( *σ )คํานวณไดจาก 
 

*σ  = N1σ * 1p  + N2σ* 2p  + N3σ* 3p  + N4σ  (3.7) * 4p

 
โดยที่  = คาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆของชิ้นสวน *σ

σ * 1p ,  ,σ ,  = คาประมาณของหนวยแรงที่จุดตอที่ 1ถึง 4 ของชิ้นสวน σ* 2p * 3p σ* 4p

    ซึ่งหาคาไดจากการเลือกแตละจุดตอใหเปนจดุรวมแพทช 
N1, N2, N3, N4 = คาฟงกชันรูปรางของชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 

 
8. คํานวณกําลังสองของขนาดพลังงานของหนวยแรง และกําลังสองของขนาดพลังงานความ
คลาดเคลื่อนของหนวยแรงของแตละชิ้นสวนไดจาก 

 

U* 2
 =   (3.8) wJdetD ii

nip

1i

1
i i

T
i }{][}{ **∑

=

− σσ

   e* 2
 =   (3.9) wJdetD ii

nip

1i

1
i i

T
i }e{][}e{ **∑

=

−
σσ

 
  โดยที่ nip = จํานวนจุดเกาสของชิ้นสวน 
 
 9. คํานวณคาความคลาดเคลื่อนของระบบ (global error) จาก 

 

   U
e

*

*

g

g
g =η      (3.10) 
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g ee ∑
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i
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1
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g UU ∑
=

=     (3.12) 

  
  โดยที่  = ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของระบบ ηg

   e*
g  = ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรงทั้งระบบ 
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   U*
g  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงทั้งระบบ 

   e*
i  = ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 

ของชิ้นสวนที่ i 
   U*

i  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงของชิ้นสวนที่ i 
nel = จํานวนชิ้นสวนทั้งหมดในโครงขาย 

 
3.7 การเลือกชิ้นสวนที่ทาํการเพิ่มความละเอียด (Selection of Refinement Elements) 
 

1. กําหนดใหความคลาดเคลื่อนของแตละชิน้สวน ( E ) มีคาเทากับกําลังสองของขนาดพลังงาน
ความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 
 

   E = e* 2
    (3.13) 

 
2.เปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนของทุกชิ้นสวนในโครงขายเพื่อหาความคลาดเคลื่อนต่ําสุด   
(Emin )  และความคลาดเคลื่อนสูงสุด  ( Emax ) 

 
3. คํานวณคาความคลาดเคลื่อนวิกฤต ( Ecrit ) จาก 
 

Ecrit = Emax  -   β ( Emax  -  Emin  )              (3.14) 
 

โดยที่  = cutoff factor , β β  =  0.75  
 
4. ชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อนมากกวาความคลาดเคลื่อนวิกฤต ( E > Ecrit ) จะถูกเลือกใหเปน
ชิ้นสวนที่ตองเพิ่มความละเอยีด 

 
แตเนื่องจากการใชคา β  คงที่อาจทําใหจํานวนชิน้สวนที่มีความคลาดเคลื่อนเกินความ

คลาดเคลื่อนวิกฤต( E > Ecrit ) มีจาํนวนไมมาก ทําใหโครงขายในรอบถัดไปมีจาํนวนจุดตอและชิ้นสวนตาง
จากรอบกอนนอยมาก ซึ่งทําใหส้ินเปลืองเวลาในการวิเคราะหโดยไมจําเปน ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึง
กําหนดใหคา  β สามารถเปลี่ยนแปลงได หลักการคือ ถาหากจํานวนชิ้นสวนที่มี E > Ecrit มีจาํนวนนอย
กวา 5% ของจํานวนชิ้นสวนทั้งหมด ใหเพิ่มคา β  ทีละ 0.001 จนกวาจํานวนชิ้นสวนที่มี E > Ecrit จะมี
จํานวนมากกวา 5%  ของจํานวนชิ้นสวนทั้งหมด   
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3.8 การเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวน (Refinement Step) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่เพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนที่ถูกเลือกดวยวิธีแบงสองสวน (bisection) โดยมี
ขั้นตอนดังตอไปน้ี 
 

(1) สําหรับทุกชิ้นสวนในระบบที่ถูกเลือกใหเปนชิ้นสวนที่ตองทําการเพิ่มความละเอียด 
- ทําการเพิ่มจดุตอท่ีกึ่งกลางของขอบที่ยาวที่สุดของชิ้นสวน 
 

(2) สําหรับทุกชิ้นสวนในโครงขาย 
ตรวจสอบจาํนวนขอบเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนหากชิ้นสวนนั้นมีขอบเพิ่มความ

ละเอียดอยางนอยหนึ่งขอบใหทําตามขั้นตอนตอไปน้ี 
- ตรวจสอบวาขอบเพิ่มความละเอียดที่มีอยูนั้นมีขอบท่ียาวที่สุดของชิ้นสวนรวมอยู
หรือไม ถาไมมใีหเติมจุดตอบนขอบที่ยาวที่สุด 
- จากนั้นตรวจสอบแตละหนาของชิ้นสวน หากหนานั้นมีขอบเพิ่มความละเอียดแตไมมี
ขอบที่ยาวที่สุดของหนานั้นรวมอยูดวย ใหทาํการเพิ่มจุดตอท่ีขอบที่ยาวที่สุดของหนานั้น
ดวย หลังจากตรวจสอบจนครบทุกหนาแลวจงึทําการตรวจสอบชิ้นสวนตอไปในโครงขาย 
 

(3)หากมีการเพิ่มจุดตอตามวธิีการในขอ(2) ใหกลับไปดําเนินการตามวิธีในขอ(2) จนกระทั่งไมมี
การเพิ่มของจุดตอแลว 
 
(4) สําหรับทุกชิ้นสวนในโครงขาย 

- หากชิ้นสวนมีขอบเพิม่ความละเอียดอยางนอยหนึ่งขอบแลว ใหทําการแบงชิ้นสวนตาม
หลักการของการแบงสองสวน ( bisection )โดยลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอท่ีอยูบน
ขอบเพิ่มความละเอียดกับอีกสองจุดตอท่ีไมไดอยูบนขอบเพิ่มความละเอยีดนั้น ในกรณีที่มี
ขอบเพิ่มความละเอียดมากกวาหนึ่งขอบใหทําจากขอบเพิม่ความละเอียดที่ยาวที่สุดกอน 
 

(5) ทาํการปรบัระบบเก็บขอมูลของชิ้นสวนในโครงขาย โดยลบขอมูลของชิ้นสวนที่ถูกแบงดวยวิธี
แบงสองสวนออกไปจากระบบและเพิ่มขอมลูของชิ้นสวนที่เกิดจากการแบงเขาไปในระบบ และ
จํานวนชิ้นสวนที่เพิ่มขึ้นในโครงขายจะเทากับจํานวนชิ้นสวนที่ไดทําการเพิ่มความละเอียดตาม
ขั้นตอนที่ (4) สําหรับรอบน้ัน ๆ 
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(6) หากมชีิ้นสวนใดชิ้นสวนหนึ่งในขอ (4) ที่มีจํานวนขอบเพิ่มความละเอยีดมากกวาหนึง่ขอบแลว 
ใหกลับไปดําเนินการตามวิธีในขอ(4) และขอ(5) จนกระทั่งไมมีชิ้นสวนใดที่มีขอบเพิม่ความ
ละเอียดมากกวาหนึ่งขอบแลว 

  
 โครงสรางการทํางานในขั้นตอนที่ 1 ถึงขั้นตอนที่ 6 แสดงในรูปที่ 3.6 ถึง 3.8 หลังจากขั้นตอนการ
เพิ่มความละเอยีดของโครงขาย ขอมูลโครงขายใหมที่ไดจะถูกนําไปผานขั้นตอนการปรับพิกัดจุดตอและ
การสลับหนาชิ้นสวนเพื่อปรับปรุงคุณภาพของโครงขายกอนที่จะถูกนําไปวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต
ในรอบถัดไป  
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Read Input Data 
Step = 0

Write Analysis Data

Finite Element Analysis (SNAC)

Error Estimation

Selection of refinement elements

Refinement Step

Smoothing and Face Swapping

New Mesh Data 

End Program

Step > MaxStep ?
no

yes

Step = Step + 1

Main Program

 
 
รูปที่ 3.1 โครงสรางการทํางานรวมของโปรแกรม 
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Smoothing and Face Swapping  
 
 

no 

Constrained Laplacian Smoothing 

ตรวจสอบหาหนาของชิ้นสวนที่ทําการสลับได 

พบชิ้นสวนที่สลับหนาได ? 

Face swapping 

จบขั้นตอน 

yes 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.2 โครงสรางการทํางานของการปรับพิกัดจดุตอและการสลับหนาของชิ้นสวน 
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 Constrained Laplacin Smoothing  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

no 

yes 

yes 

Loop = 1 

i = 1 

คํานวณพิกัดใหมของจุดตอที ่i 

เป ม ล่ียนพิกัดของจุดตอที่ i ใหเทากับพิกัดให

i = i +1 

 i > total node ? 

Loop =  Loop + 1 

 Loop > 100 ? 

พิกัดใหมผานเงื่อนไขควบคุม ? 
yes 

no 

MAXMDIS > MTOL ? 

no 

yes 

no 

จบขั้นตอน  
 

Loop = จํานวนรอบของการปรับพิกัด 

MAXMDIS = การเปลี่ยนพิกัดสูงสุด 
MTOL = คาการเปลี่ยนพิกัดต่ําสุด

total node= จํานวนจุดตอทั้งหมด 
 
 
 

 
 

รูปที่ 3.3 โครงสรางการทาํงานของการปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซดวยเง่ือนไขควบคุม 
(Constrained Laplacian Smoothing) 
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A 
B 

C 

A 

C 

B 
D 

D 

รูปที่ 3.4 ตัวอยางการเลือกบริเวณแพทชสําหรับจุดตอทีบ่รเิวณขอบเขตและภายใน      
ขอบเขตของปญหา 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C 

Pile Side 

C 

Soil Side 

B Soil Side 

A Pile Side A Soil Side 

material interface 

Soil Pile A 

C 

B 

 
รูปที่ 3.5 ตัวอยางการเลือกบริเวณแพทชสําหรับจดุตอที่บริเวณรอยตอของวัสด ุ
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Refinement Step  
 

ชิ้นสวนที่ i ตองเพิ่มความละเอยีด ? 

i = 1 

yes 

yes 

no 

no 

เติมจุดตอที่ขอบท่ียาวที่สุด 

i =  i + 1 

  i  >  TOTELEM ? 

 Step 2 

 
 
 
 
 
 
 
 

Step 1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

TOTELEM = Total elements in mesh  
 
 
 
รูปที่ 3.6 โครงสรางการทํางานของการเพิ่มความละเอียดชิ้นสวน ( ข้ันตอนที่1 ) 
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i  = 1 ,  CHANGE = FALSE 

ช้ินสวนที่  i  มีขอบเพิ่มความละเอียด ? 

ขอบที่ยาวที่สุดเปนขอบเพิ่มความละเอียด ? 

เติมจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุด ,  CHANGE = TRUE 

j  =  1 

     หนาท่ี  j  มีขอบเพิ่มความ
ละเอียดซึ่งไมใชขอบท่ียาวที่สุดของ

หนา ? 

เติมจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุดของหนาที่  j ,  CHANGE = TRUE 

j  =  j  +  1 

j  >  4   ? 

i  =  i  +  1 
yes 

yes 

no 

no 

no 

no 

yes 

yes 

i  >  TOTELEM ? 

CHANGE = FALSE  ? 

  Step 4 

yes 

yes 

no 

no 

Step 3 

Step 2 

 
 

รูปที่ 3.7 โครงสรางการทํางานของการเพิ่มความละเอียดชิ้นสวน ( ข้ันตอนที่ 2และ 3 )  
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i  = 1 ,  j  = 0 , CHANGE = FALSE 

ช้ินสวนที่  i  มีขอบเพิ่มความละเอียด ? 

มีขอบเพิ่มความละเอียดมากกวา 1 ขอบ ? 

CHANGE = TRUE 

Bisection โดยการใชขอบเพิ่มความละเอียดที่ยาวที่สุด ,  j  = j + 1 

ปรับขอมูลของช้ินสวนในโครงขาย  

TOTELEM  =  TOTELEM + j 

i  =  i  +  1 

yes 

no 

no 

no 

yes 

yes 

i  >  TOTELEM ? 

CHANGE = FALSE  ? 
yes 

no 

Step 5 

จบขั้นตอน  

Step 6 

Step 4 

 
 
 
รูปที่ 3.8 โครงสรางการทํางานของการเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวน ( ข้ันตอนที่ 4, 5 และ 6) 

 
 
 
 
 
 
 



บทที่ 4 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
ในการวิเคราะหปญหาพื้นฐาน 

 
 
 ในบทนี้แสดงรายละเอียดของการทดสอบโปรแกรมที่พัฒนาขึ้น โดยใชในการวิเคราะหปญหา
พื้นฐานทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคในสภาพ 3 มิติ และเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแทจริง
(exact solution) โดยในงานวิจัยนี้เปรียบเทียบกับผลเฉลยอิลาสติก (Elastic Solution) ซึ่งนําเสนอโดย 
Poulos และ Davis (1974) ซึ่งปญหาพื้นฐานทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคที่ทําการวิเคราะห ไดแก ปญหา
ฐานรากแผแบบตอเนื่อง (strip footing) และปญหาฐานรากแผวงกลม (circular footing) โดยมีสมมติฐาน
ใหคุณสมบัติของดินเปนแบบอิลาสติกเชิงเสน (linear elastic) ซึ่งรายละเอียดและผลการวิเคราะหปญหามี
รายละเอียดดังนี้คือ 
 
4.1 ปญหาฐานรากแผแบบตอเนือ่ง (Strip footing) 
 
 4.1.1 รายละเอียดของปญหา 
 
 ฐานรากชนิดนี้มีความยาวของดานยาวมากกวาความยาวของดานสั้นมากๆ ทําใหความเครียดใน
ทิศทางตามแนวยาวของฐานรากมีคาเปนศูนย  (plane strain) โดยมีสมมติฐานเพิ่มเติมดังนี้ 
 

1. ฐานรากเปนแบบออนตัว (flexible footing) ซึ่งจะทําใหแรงที่กระทําตอฐานรากเปนแบบ  
สม่ําเสมอ (uniform load) 
2. มฐีานรากแข็ง (rigid base) อยูที่ระดับลึกมากจากผิวดิน 
3.เนื่องจากโครงสรางมีความสมมาตร จึงพิจารณาลดการวิเคราะหลงเหลือคร่ึงหนึ่งของโครงสราง
เพื่อลดปริมาณของจุดตอที่ใชในการวิเคราะห สงผลใหการวิเคราะหใชเวลาลดลง 
 
ลักษณะของปญหาและขนาดโครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาแสดงในรูปท่ี 4.1 และ 4.2 

กําหนดความกวางฐานรากเทากับ 2.0 เมตร โดยมีเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions)ดังนี้ 
 

1. ระนาบ  X = 0 และ X =   0.5 ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน X 
2. ระนาบ  Y = 0 และ Y = 15.0 ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน Y 
3. ระนาบ  Z = -25.0  ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน Z 
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โครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 4.3 โดยกําหนดใหบริเวณขอบของฐานรากมี
ความละเอียดของโครงขายสูงกวาบริเวณอืน่ 

 
4.1.2 ผลการวเิคราะห 
 
  1. โครงขาย 

 
   ทําการวิเคราะหโดยเพิ่มความละเอียดทั้งหมด 7 รอบ โครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียดแสดงในรูปที่ 4.4 ถึง 4.11  ซึ่งโครงขายบริเวณขอบของฐานราก ( y = b = 1.0 m) จะมีความ
ละเอียดเพิ่มขึ้นอยางมากเนื่องมาจากในบริเวณนั้นมีการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงสูง ซึ่งแสดงวาระบบ
การปรับความละเอียดของโครงขายทํางานไดตามจุดประสงคที่ตองการคือ ตรงกับหลักการในการเลือกใช
ความละเอียดของโครงขาย ซึ่งตองเลือกใชความละเอียดสูงในบริเวณที่มีการเปลี่ยนของหนวยแรงสูง 
จํานวนจุดตอและจํานวนชิ้นสวนในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปท่ี 4.12 ความคลาดเคลื่อนของ
ระบบเปรียบเทยีบกับจํานวนจดุตอและชิ้นสวนแสดงในรูปที่ 4.13 ตามลําดับ จากการพิจารณากราฟ
ความสัมพันธระหวางจํานวนจุดตอและชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดรวมกับ กราฟ
ความสัมพันธระหวางความคลาดเคลื่อนระบบกบัจํานวนจดุตอพบวา เมื่อโครงขายมีความละเอียดสูงขึ้น
อัตราการเพิ่มของจํานวนจุดตอและจํานวนชิน้สวนในแตและรอบของการวเิคราะหจะเพิ่มขึ้น และในทาง
ตรงกันขามอัตราการลดลงของความคลาดเคลื่อนในแตละรอบของการวิเคราะหจะต่ําลง โดยความคลาด
เคลื่อนจะลดลงสูงที่สุดจากการเพิ่มความละเอียดรอบแรก   
 
   2. การเคลื่อนตัว 
 
   โครงขายหลังการเคลื่อนตัว (deformed mesh) แสดงในรูปที่ 4.14 โดยใชโครงขายในรอบ
สุดทายของการวิเคราะหมาแสดง  
 
   3. หนวยแรง 
 
   ทําการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดจากโครงขายเริ่มตนและโครงขายรอบสุดทายกับผล
เฉลยอิลาสติก (elastic solution) โดยทําการเปรียบเทียบหนวยแรงแนวดิ่งที่หนาตัดตางๆ รวม  4 ระนาบ
ตามที่แสดงไวในรูปที่ 4.2  ซึ่งมีรายละเอียดดังตอไปน้ี 
 

1.ระนาบ 1-1  ระนาบนี้คอืระนาบตามแนวศนูยกลางของฐานราก (y=0) จากการเปรียบเทียบ
พบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงที่ระนาบนี้มีคาใกลเคียงกับผลเฉลยอยูแลว แตจากการ
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เพิ่มความละเอยีดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผลเฉลยมาก
กวาเดิมเล็กนอยในระดับที่ใกลกับผิวดิน รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.15 

 
  2.ระนาบ 2-2  ระนาบนี้คือระนาบที่อยูกึ่งกลางระหวางแนวศูนยกลางและแนวขอบของฐานราก             
( y =b/2 = 0.5 m) จากการเปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงที่ระนาบนี้มีคา
ตางกับผลเฉลยอยางมากโดยเฉพาะบริเวณที่อยูใกลผิวดิน แตจากการเพิม่ความละเอียดทําใหผล
การวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผลเฉลยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 
4.16 

 
3.ระนาบ 3-3  ระนาบนี้คือระนาบตามแนวขอบของฐานราก (y = b = 1.0m) จากการ

เปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงที่ระนาบนี้มีคาตางกับผลเฉลยคอนขางมาก 
แตจากการเพิ่มความละเอียดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผล
เฉลยมากขึ้นแตก็ยังมีความคลาดเคลื่อนอยูบางในบริเวณใกลผิวดิน รายละเอียดแสดงในรูปที่ 
4.17 

 
4.ระนาบ 4-4  ระนาบนี้คือระนาบที่อยูลึกจากผิวดินเทากับคร่ึงหนึ่งของความกวางฐานราก  
(z = - b = -1.0m ) จากการเปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงที่ระนาบนี้มีคา

ตางจากผลเฉลยไมมากนัก แตจากการเพิ่มความละเอียดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทายทํา
ใหคาหนวยแรงที่ไดใกลเคียงกับผลเฉลยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.18 

 
 
 

2b  = 2.0 m

Soil properties
E  =1000 t/m2

ν= 0.3
γ = 0 

q =  5 t/m2

z

y
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1 ปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง (strip footing) 
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x b = 1.0 m 

0.5 m 

z 
y 

25.0 m 

15.0  m

b = 1.0 m 
4 

1

12
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3

3
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รูปที่ 4.2 โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาฐานรากแผแบบตอเนือ่ง (strip footing) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง   (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.3 โครงขายเริ่มตนทีใ่ชในการวิเคราะหสําหรับปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง        
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.4 โครงขายเริ่มตนของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง (447 จุดตอ 1447 ชิ้นสวน 
ความคลาดเคลื่อนระบบ 15.5%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 
รูปที่ 4.5 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1  
(599 จุดตอ 1989 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 12.2%) 
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.6 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2  
 ( 983 จุดตอ 3366 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 9.3%) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.7 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3         
( 1371 จุดตอ 4882 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 7.8%) 
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.8 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4    
( 924 จุดตอ 7278 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 6.5%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.9 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5    
( 2807 จุดตอ 11058 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 5.5%) 
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่4.10 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่6  
( 3548 จุดตอ 14287 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 4.9%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่4.11 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่7 
( 4799 จุดตอ 19824 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 4.3%) 
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รูปที่ 4.12 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดโครงขาย
ของปญหาฐานรากแผแบบตอเนือ่ง 
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รูปที่ 4.13 ความคลาดเคลือ่นของระบบ (Global error, %) เปรียบเทยีบกับจํานวนจุดตอ
และชิ้นสวนของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง 
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  (ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 

รูปที่ 4.14 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง(แสดง
โครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 7) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
64

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.15 หนวยแรงแนวดิ่งของหนาตดั 1-1 (หนาตดัจากรูป 4.2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.16  หนวยแรงแนวดิ่งของหนาตดั 2-2 (หนาตดัจากรูป 4.2) 
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รูปที่ 4.17  หนวยแรงแนวดิ่งของหนาตดั 3-3 (หนาตดัจากรูป 4.2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 4.18  หนวยแรงแนวดิ่งของหนาตดั 4-4 (หนาตดัจากรูป 4.2) 
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4.2 ปญหาฐานรากแผวงกลม (Circular footing) 
 
 4.2.1 รายละเอียดของปญหา 
 

มีสมมติฐานที่ใชในการวิเคราะหมีดังนี้ 
 

1. ฐานรากเปนแบบออนตัว (flexible footing) ซึ่งจะทําใหแรงที่กระทําตอฐานรากเปนแบบ  
สม่ําเสมอ (uniform load) 
2. มฐีานรากแข็ง (rigid base) อยูที่ระดับลึกมากจากผิวดิน 
3.เนื่องจากโครงสรางมีความสมมาตร จึงพิจารณาลดการวิเคราะหลงเหลือหนึ่งในสี่ของโครงสราง
เพื่อลดปริมาณของจุดตอที่ใชในการวิเคราะห สงผลใหการวิเคราะหใชเวลาลดลง 
 
ลักษณะของปญหาและขนาดโครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาแสดงในรูปท่ี 4.19 และ 4.20 

กําหนดใหรัศมีฐานรากเทากับ 1.0 เมตร โดยมีเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions)ดังนี้ 
 

1. ระนาบ  X = 0 และ X =   25.0 ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน X 
2. ระนาบ  Y = 0 และ Y =   25.0 ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน Y 
3. ระนาบ  Z = -50.0  ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน Z 

 
โครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 4.21 โดยกําหนดใหบริเวณขอบของฐานรากมี

ความละเอียดของโครงขายสูงกวาบริเวณอืน่ 
 
4.2.2 ผลการวเิคราะห 
 
  1. โครงขาย 

 
   ทําการวิเคราะหโดยเพิ่มความละเอียดทั้งหมด 7 รอบ โครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียดแสดงในรูปที่ 4.22 ถึง 4.29  โดยแสดงโครงขายในมุมมอง 3 มิติ และขยายในบริเวณที่ใกลกับฐาน
ราก ซึ่งโครงขายบริเวณขอบของฐานรากจะมีความละเอยีดเพิ่มขึ้นอยางมากเนื่องมาจากในบริเวณนั้นมี
การเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงสูง ซึ่งแสดงวาระบบการปรับความละเอียดของโครงขายทํางานไดตาม
จุดประสงคที่ตองการคือ ตรงกับหลักการในการเลือกใชความละเอียดของโครงขายที่ตองเลือกใชความ
ละเอียดสูงในบริเวณที่มีการเปลี่ยนของหนวยแรงสูง  จํานวนจุดตอและจํานวนชิ้นสวนในแตละรอบของ
การวิเคราะหแสดงในรูปที่4.30 ความคลาดเคลื่อนของระบบเปรียบเทียบกับจาํนวนจุดตอและชิ้นสวน
แสดงในรูปที่4.31  กราฟในรูปที่ 4.30 และ 4.31 มีลักษณะเดียวกันกับกรณีของฐานรากแผแบบตอเนื่อง 
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   2. การเคลื่อนตัว 
 
   โครงขายหลังการเคลื่อนตัว (deformed mesh) แสดงในรูปที่ 4.32 โดยใชโครงขายในรอบ
สุดทายของการวิเคราะหมาแสดง  และคาการเคลื่อนตัวแนวดิ่งตามแนวศูนยกลางฐานรากที่ระดับความ
ลึกใด ๆ แสดงการเปรียบเทียบสําหรับโครงขายเริ่มตนและรอบสุดทายของการเพิ่มความละเอียดกับผล
เฉลยอิลาสติกแสดงในรูปที่4.33 จากผลการวิเคราะหคาการเคลื่อนตัวที่ไดมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยมากใน
บริเวณที่ไมลึกจากผิวดินมากนัก สวนในบริเวณที่ลึกกวานั้นจะมีความคลาดเคลื่อนบาง สําหรับคาการ
เคลื่อนตวัที่จุดศูนยกลางฐานรากที่ระดับผิวดินเปรียบเทียบในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดแสดง
ในรูปที่ 4.34 โดยเปรียบเทียบเปนอัตราสวนระหวางคาที่ได (ρFEM )กับคาจากผลเฉลย(ρ )  จากผล
เฉลยมีคาเทากับ 9.1 มิลลิเมตร สวนคาจากโครงขายเริ่มตนคือ 8.15 มิลลิเมตร คิดเปนความคลาดเคลื่อน  
10.4 % สวนคาหลังจากการเพิ่มความละเอยีดรอบที่ 7 คือ 8.84 มิลลิเมตร  คิดเปนความคลาดเคลื่อน  
2.9 % 

EXACT

 
   3. หนวยแรง 
 
   ทําการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหท่ีไดจากโครงขายเริ่มตนและโครงขายรอบสุดทายกับผล
เฉลยอิลาสติก (elastic solution) โดยทําการเปรียบเทียบหนวยแรงตามแนวแกนตางๆ รวม  4 แนว ซึง่มี
รายละเอียดดังตอไปน้ี 
 

1. หนวยแรงแนวดิ่วตามแนวศูนยกลางฐานราก  จากการเปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขาย
เร่ิมตนหนวยแรงแนวนี้มีคาใกลเคียงกับผลเฉลยอยูแลว แตจากการเพิ่มความละเอียดทําใหผล
การวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผลเฉลยมากกวาเดิมเล็กนอยในระดับที่ใกล
กับผิวดิน ( ท่ีผิวดินคา vertical stress /q = 1.0 ) รายละเอยีดแสดงในรูปที่ 4.35 

 
  2. หนวยแรงแนวราบตามแนวรัศมีท่ีแนวศูนยกลางฐานราก หนวยแรงนี้เทากับ σrr  ท่ีแนว
ศูนยกลางฐานรากในระบบพกิัดทรงกระบอก  จากการเปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขายเริ่มตน
หนวยแรงแนวนี้มีคาใกลเคียงกับผลเฉลยอยูแลว จากการเพิ่มความละเอยีดหนวยแรงที่ไดก็มีการ
เปล่ียนแปลงของคานอยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.36 
 
3.หนวยแรงแนวราบตามแนวรศัมี (radial horizontal stress) หนวยแรงนี้เทากับ σrr ในระบบ
พิกัดทรงกระบอก    ทําการเปรียบเทียบหนวยแรงที่ระดับผิวดินที่ระยะใดๆจากแนวศูนยกลางฐาน
ราก พบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงแนวนี้มีลักษณะการกระจายของคาตางกับผลเฉลย



 
68

คอนขางมาก แตจากการเพิ่มความละเอียดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่
ใกลเคียงผลเฉลยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.37 

 
4.หนวยแรงแนวราบตามแนวสัมผัส (tangential horizontal stress) หนวยแรงนี้เทากับ σθθ

ในระบบพิกัดทรงกระบอก      ทําการเปรียบเทียบหนวยแรงที่ระดับผิวดินที่ระยะใดๆจากแนว
ศูนยกลางฐานราก พบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงแนวนี้มีลักษณะการกระจายของคา
ตางกับผลเฉลยคอนขางมาก แตจากการเพิ่มความละเอยีดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทาย
ใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผลเฉลยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.38 

 
 
 

x

Soil properties
E  =1000 t/m2
ν = 0.3
γ = 0 

z

q =  5 t/m2
a = 1.0 m 

 
 
 
 
 

 
รูปที่ 4.19 ปญหาฐานรากแผวงกลม 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 50.0 m 
a = 1.0 m

x

yz

25.0  m
25.0  m

 
รูปที่ 4.20 ขนาดของโครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาฐานรากแผวงกลม 
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(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 2 มิติ(ดานบน) 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) มุมมองดานบน (ขยาย) 
  

 
รูปที่ 4.21 โครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหปญหาฐานรากแผวงกลม 
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  (ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.22 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลม ( 592 จุดตอ 2551 ชิน้สวน 
ความคลาดเคลื่อนระบบ 33.0 %) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
 

รูปที่ 4.23 โครงขายสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1  
( 1066 จุดตอ 4772 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 23.2 %) 
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  (ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.24 โครงขายสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2  
( 1370 จุดตอ 6216 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 19.4 %) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.25 โครงขายสําหรบัปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3  
( 1760 จุดตอ 8134 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 17.1 % ) 
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(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.26 โครงขายสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4  
( 2311 จุดตอ 10858 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 15.1 % ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.27 โครงขายสําหรบัปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5  
( 3008 จุดตอ 14287 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 13.4 %) 
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(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 

  
รูปที่ 4.28 โครงขายสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6  
( 3923 จุดตอ 18776 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 12.0 %) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.29 โครงขายสําหรบัปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 7  
( 5123 จุดตอ 24812 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 10.7 %) 
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รูปที่ 4.30 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดโครงขาย
ของปญหาฐานรากแผแบบวงกลม 
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รูปที่ 4.31 ความคลาดเคลือ่นของระบบ (Global error, %) เปรียบเทยีบกับจํานวนจุดตอ
และชิ้นสวนของปญหาฐานรากแผแบบวงกลม 



 
75

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 

  
รูปที่ 4.32 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวของปญหาฐานรากแผแบบวงกลม(แสดง
โครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 7) 
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รูปที่ 4.33 การเคลื่อนตัวในแนวดิ่งตามแนวแกนกลางของฐานรากแผวงกลม 
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รูปที่ 4.34 การเคลื่อนตัวในแนวดิ่งที่ตาํแหนงศูนยกลางของฐานรากแผวงกลมที่ระดับผิว
ดินในแตละรอบของการเพิม่ความละเอียด 
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รูปที่ 4.35 หนวยแรงแนวดิ่งตามแนวแกนกลางของฐานรากแผวงกลม 
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รูปที่ 4.36 หนวยแรงแนวราบตามแนวแกนกลางของฐานรากแผวงกลม 
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 รูปที่ 4.37 หนวยแรงในแนวนอนตามแนวรัศมีที่ระดับผวิดินของฐานรากแผวงกลม 
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รูปที่ 4.38 หนวยแรงในแนวนอนตามแนวสัมผัสที่ระดับผิวดินของฐานรากแผวงกลม 



บทที่ 5 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
ในการวิเคราะหปญหาเสาเข็ม 

 
5.1 การวิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว (Single Pile Analysis) 
 
 ปญหาเสาเข็มเดี่ยวที่วิเคราะหในงานวิจัยเปนเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย(single floating pile) โดยรับ
แรงกระทําในแนวดิ่งโดยมีลักษณะของปญหาและโครงสรางที่ใชในการจาํลองปญหาแสดงในรูปที่ 5.1 
และ 5.2 ตามลําดับ โดยกาํหนดใหความยาวเสาเข็มมีคาเทากับ 7.5 เมตร และเสนผานศูนยกลางเสาเข็ม
เทากับ 0.3 เมตร  ซึ่งเนื่องจากความสมมาตรของปญหาจึงพิจารณาใชโครงสรางเหลือหนึ่งในสี่ของเสาเข็ม
ทั้งตนเพื่อลดเวลาที่ตองใชในการวิเคราะห โดยมีสมมติฐานเพิ่มเติมดังนี้ 
 

1. คุณสมบัติของวัสดุทั้งดินและเสาเข็มเปนแบบอิลาสติกเชิงเสน (linear elastic) และมี
คุณสมบัติเทากันทุกทิศทาง (isotropic) 

2. พฤติกรรมที่รอยตอระหวางผิวเสาเข็มและดินเปนแบบยึดเหนี่ยวสมบูรณ คือไมเกิดการเลื่อน
แยกตัวจากกันระหวางจุดตอ 

3. แรงกระทําที่หัวเสาเข็มเปนแรงสม่ําเสมอ (uniform load) ตลอดหนาตัดเสาเข็ม 
 
เงื่อนไขขอบเขตของปญหาตามโครงสรางที่ใชในการจาํลองปญหาในรูปท่ี 5.2 มีดังนี้คือ 
1. ระนาบ  x = 0 และ  x = a  ; จํากัดการเคลื่อนตัวในทิศทางแกน x 
2. ระนาบ  y = 0 และ  y = b  ; จํากัดการเคลื่อนตัวในทิศทางแกน y 
3. ระนาบ  z = -c        ; จํากัดการเคลื่อนตัวในทิศทางแกน z 
 
สําหรับงานวิจยันี้ทําการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยว 2 แบบ ไดแก เสาเขม็เดี่ยวแบบลอย (single 

floating pile)ที่ชั้นดินแข็งอยูในระดับลึกมาก (elastic half space) และกรณีที่ชั้นดินมีความหนาจํากัด 
(finite depth layer) สวนคา  a, b และ c ขึ้นกับลักษณะของปญหาที่กลาวมา โดยจะแสดงรายละเอียดใน
สวนถัดไป 

 
5.1.1 ปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยที่ชั้นดินแข็งอยูในระดับลึกมาก 
 
เปนการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวในดินเนื้อเดียว (homogeneous soil ) และมฐีานรากแข็ง 

(rigid base) อยูที่ระดับลึกมาก โดยเลือกขนาดของโครงสรางตามที่แสดงในรูปที่ 5.3 โดยเลือกใชความลึก
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ของชั้นดินเทากับ 50 เมตรและความกวางดานละ 30 เมตร ( a = b= 30 เมตร และ c = 50 เมตร)  ในกรณี
ท่ีทําการวิเคราะหน้ีเปนเสาเข็มประเภทที่มีการอัดตัวได (compressible pile) ซึ่งความสามารถในการอัด
ตัวของเสาเข็มเทียบกับดินกําหนดดวยคา สติฟเนสแฟกเตอร (stiffness factor, K) (Poulos และ Davis 
,1974)ซึ่งคํานวณไดจาก 
 

K  =  RE
E

As
p      (5.1) 

 
  โดยที่ Ep = โมดูลัสยืดหยุนของเสาเข็ม 

Es = โมดูลัสยืดหยุนของดิน 
   RA = area of pile section/ 4

d2π  
    = 1  สําหรับเสาเข็มกลม 
 
 ในงานวิจัยนี้เลือกวิเคราะหสองกรณีหลักซึ่งมีผลเฉลยที่สําคัญใหเปรียบเทียบคือ การกระจายของ
หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็ม สองกรณีไดแก  
 

1.เสาเข็มที่มีการอัดตัวไดสูงเทียบกับดิน โดยใชคา K = 50  
2. เสาเข็มที่มีการอัดตัวไดตํ่าเทียบกับดิน โดยใชคา K = 5000 
 
โดยในแตละกรณีจะทําการวิเคราะหโดยใชคาอัตราสวนปวซองส(poisson’s ratio, ν )ของดิน 

เปน 0 และ 0.5 เพื่อเปรียบเทียบกัน ซึ่งในทางปฏิบัติตองใชคา 0.49 แทน เนื่องจากการใชคา 0.5 จะทําให
เกิดความคลาดเคลื่อนเชิงตัวเลข คาพารามิเตอรของดินและเสาเข็มที่ใชในการวิเคราะหท้ังสองกรณีแสดง
ในรูปที่ 5.4 สําหรับโครงขายทั้งสองกรณีใชโครงขายเริ่มตนเหมือนกันดังแสดงในรูปที่ 5.5 ซึ่งโครงขายที่ใช
น้ีจะมีความละเอียดใกลกับเสาเข็มสูงกวาในบริเวณอื่นมากเพื่อจําลองรูปรางของเสาเข็มใหไดใกลเคียง
ความเปนจริง 

s

 
สําหรับการตรวจสอบผลการวิเคราะหทําโดยการเปรียบเทียบกับผลเฉลยอิลาสติกของเสาเข็มที่ให

ไวโดย Poulos และ Davis (1974) 
 
5.1.1.1 ผลการวิเคราะห 
 
 1 โครงขาย 
 โครงขายที่ใชในการวิเคราะหแตละรอบสําหรับกรณี  K = 50 ,νs  = 0.5 แสดงในรูปที่ 5.6 ถึง 

5.11 สําหรับกรณี  K = 5000 ,  = 0.5 แสดงในรูปที่ 5.18 ถึง 5.23 ท้ังสองกรณีทําการวิเคราะหโดยเพิ่มνs
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ความละเอียดทั้งหมด 5 รอบ ซึ่งในที่น้ีจะไมแสดงโครงขายของกรณี νs  = 0 เนื่องจากโครงขายมีลักษณะ
คลายกับกรณี  = 0.5   จากการเปรียบเทียบพบวากรณีท่ีเสาเข็มมีการอัดตวัไดสูง (K = 50) โครงขาย
จะมีความละเอยีดสูงขึ้นโดยรอบเสาเข็มโดยเฉพาะอยางยิ่งที่บริเวณหัวเสาเข็ม สวนที่ปลายเสาเข็ม
โครงขายมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก กรณีท่ีเสาเข็มมีการอัดตัวไดต่ํา (K = 5000) โครงขายจะมีความ
ละเอียดสูงขึ้นโดยรอบเสาเข็มแตท่ีบริเวณหัวเสาเข็มจะนอยกวากรณีแรก สวนที่ปลายเสาเข็มโครงขายมี
ความละเอียดสูงขึ้นอยางมาก สาเหตุท่ีเปนเชนนั้นเนื่องมาจากพฤติกรรมการรับแรงของเสาเข็มแบบลอยมี
ลักษณะเปนการรับดวยแรงเสียดทานที่ผิว ซึ่งการกระจายของหนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มมีผลตอความ
ละเอียดของโครงขายดังจะไดอธิบายในสวนของผลการวิเคราะหหนวยแรง  

νs

 
จํานวนจุดตอกบัชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอยีดแสดงในรูปที่ 5.12 และ

ความคลาดเคลื่อนระบบเปรยีบเทียบกับจาํนวนจุดตอแสดงอยูในรูปที่ 5.13 สําหรับกรณี K = 50   รูปที่ 
5.24และ 5.25 สําหรับ K =5000 ตามลําดับ  จากการพจิารณากราฟระหวางจํานวนจดุตอและชิ้นสวนใน
แตละรอบของการเพิ่มความละเอียดรวมกับกราฟระหวางความคลาดเคลื่อนกับจํานวนจุดตอพบวา เมื่อ
โครงขายมคีวามละเอียดสูงขึ้นอัตราการเพิ่มของจํานวนจุดตอและจํานวนชิ้นสวนในแตและรอบของการ
วิเคราะหจะเพิ่มขึ้นในขณะทีอ่ัตราการลดลงของความคลาดเคลื่อนในแตละรอบของการวิเคราะหจะต่ําลง 
โดยความคลาดเคลื่อนจะลดลงสูงที่สุดจากการเพิ่มความละเอียดรอบแรก  ซึ่งถาทําการเปรียบเทียบที่ K 
เทากันโครงขายที่ใชคา = 0.5 จะทําใหเกิดความคลาดเคลื่อนสูงกวา νs νs = 0 อยางมากรวมถึงอัตรา
การลดลงของความคลาดเคลื่อนในแตละรอบจะต่ํากวาสังเกตไดจากความชันของกราฟระหวางความ
คลาดเคลื่อนและจํานวนจุดตอ และถาเปรียบเทียบที่ νs เทากัน โครงขายที่ใชคา K สูงกวาจะมีความ
คลาดเคลื่อนสูงกวา 

 
  2 การเคลื่อนตัว 
  
  โครงขายหลังเกิดการเคลื่อนตัวแสดงในรูปที่ 5.14 และรูปท่ี 5.26 สําหรับกรณี K = 50 และ K = 
5000 ตามลําดับซึ่งแสดงเฉพาะกรณีνs  = 0.5 โดยนําโครงขายในรอบทที่5ของการวิเคราะหมาแสดง 
 
  ทําการเปรียบเทียบการทรุดตัวในแนวดิ่งของหัวเสาเข็มที่ไดจากการวิเคราะหกับที่คํานวณไดจาก
ผลเฉลย ซึ่งคาจากผลเฉลยคํานวณไดจาก 
 

     LE
P

s

Iρ=ρ     (5.2) 
 
  โดยที่  = คาการทรุดตัว ρ
   P = แรงกระทําแนวดิ่งทั้งหมดที่หัวเสาเข็ม 
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   I  = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัว ρ

   L = ความยาวของเสาเข็ม 
   Es = โมดูลัสยืดหยุนของดิน 
 
 การเปรียบเทียบทําโดยใชคาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัวซึ่งเปนสัดสวนกับคาการทรุด
ตัวที่หัวเสาเข็ม การเปรียบเทียบคาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัวที่ไดจากแตละรอบของการ
วิเคราะหกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.15 และ 5.27 สําหรับกรณี K = 50 และ K =5000 
ตามลําดับ  
 

สําหรับทั้งสองกรณีคาการทรุดตัวที่หัวเสาเข็มของโครงขายเริ่มตนซึ่งมีความคลาดเคลื่อนสูงจะมี
คาต่ํากวาผลเฉลยเชิงวิเคราะห เมื่อมกีารเพิ่มความละเอยีดของโครงขายความคลาดเคลื่อนจะลดลงและ
คาการทรุดตัวที่คํานวณไดจะมีคาสูงขึ้นโดยจะมีคาเพิม่ขึ้นมากที่สุดในรอบแรกของการเพิ่มความละเอยีด
หลังจากนั้นอัตราการเพิ่มของคาการทรุดตัวที่คํานวณไดจะลดลงคอนขางรวดเร็ว ในกรณี K = 50 เมื่อ
โครงขายมีความคลาดเคลื่อนต่ําเพียงพอและคาการทรุดตัวที่คํานวณไดมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก โดย
ในรอบสุดทายของการวิเคราะหคาการทรุดตัวที่คํานวณไดสูงกวาผลเฉลย สําหรับν  = 0.0 คาจากผล
เฉลยเทากับ 4.4 และที่คํานวณไดเทากับ 4.631 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 5.25 % และ สําหรับν  = 0.5   
คาจากผลเฉลยเทากับ 4.7 และที่คํานวณไดเทากับ 4.937 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 5.04 %   ในกรณี K 
= 5000 เมื่อโครงขายมีความคลาดเคลื่อนต่ําเพียงพอและคาการทรุดตัวที่คํานวณไดมีการเปล่ียนแปลง
นอยมาก คาการทรุดตัวที่คํานวณไดในรอบสุดทายของการวิเคราะหมีคาต่ํากวาผลเฉลย สําหรับν  = 0.0 
คาจากผลเฉลยเทากับ 1.5 และที่คํานวณไดเทากับ 1.447 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 3.53 % และ 
สําหรับ  = 0.5   คาจากผลเฉลยเทากับ 1.8 และที่คํานวณไดเทากับ 1.728 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 
4.0 %    

s

s

s

νs

 
 3 หนวยแรง 
 
ทําการเปรียบเทียบหนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกับผลเฉลยโดยเปรียบเทียบที่โครงขายเริ่มตนและ

การวิเคราะหรอบสุดทาย รูปท่ี 5.16 กับ 5.17 สําหรับกรณี  K = 50 โดย νs = 0 และ 0.5 ตามลําดับ รูปที่ 
5.28 กับ 5.29 สําหรับกรณี  K = 5000 โดย νs = 0 และ 0.5 ตามลําดับ หนวยแรงเฉือนสําหรับผลเฉลย
เชิงวิเคราะหแสดงคาในรูปของตัวแปรไรหนวย คือ  pπdL/P  เปรียบเทียบกับระดับความลึกที่เปนตัวแปรไร
หนวย คือ  Z/L โดยที่ 

  
 p = หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็ม 
 d = เสนผานศูนยกลางของเสาเข็ม 
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 L = ความยาวเสาเข็ม 
 P = แรงกระทําทั้งหมดที่หัวเสาเข็ม 
 Z = ความลึกจากระดับผิวดิน 
 
จากผลเฉลยเชิงวิเคราะห (Poulos และ Davis, 1974) สําหรับกรณี K =50   แรงเฉือนที่ผิวเสาเข็ม

จะมีคาสูงมากที่บริเวณหัวเสาเข็มและจะมีคาลดลงมาเรื่อยๆ ซึ่งแรงเฉือนที่บริเวณปลายเสาเข็มจะมีคาต่ํา
มากเมื่อเทียบกบัที่หัวเสาเข็ม จากสาเหตุดังกลาวทําใหโครงขายสําหรับกรณีน้ีมีความละเอียดสูงมากใน
บริเวณหัวเสาเข็มแตมีความละเอียดที่ปลายเสาเข็มเพิ่มขึ้นนอยมาก  สําหรับกรณี K =5000   แรงเฉือนที่
ผิวเสาเข็มจะมคีาคอนขางคงที่ตลอดความยาวแตจะมากทีสุ่ดบริเวณปลาย ซึ่งทําใหโครงขายสําหรับกรณี
น้ีมีความละเอยีดสูงขึ้นตลอดความยาวเสาเข็มแตความละเอียดจะสูงมากในบริเวณปลายเสาเข็ม และ
เนื่องจากในกรณีน้ีดินออนตัวมากเมื่อเทียบกบัเสาเข็มทําใหพฤติกรรมการรับแรงของเสาเข็มเปนการรับแรง
แบกทานที่ปลายเสาเข็ม(end bearing)มากขึน้ สงผลใหโครงขายที่บริเวณใตเสาเข็มมีความละเอียดสูงขึ้น
ดวยเชนเดียวกัน  สวนที่บริเวณหัวเสาเข็มความละเอียดที่เพิ่มขึ้นจะนอยกวาในกรณี K = 50    

 
จากการเปรียบเทียบแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มของโครงขายเริ่มตนและที่รอบสุดทายของการวิเคราะห

พบวาสําหรับกรณี K = 50 และνs  = 0 หนวยแรงเฉือนที่ไดในรอบแรกมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยเชิง
วิเคราะหมากและจากการเพิ่มความละเอียดผลการวิเคราะหในรอบแรกกบัรอบสุดทายมคีวามแตกตางกัน
นอยมาก เนื่องจากความคลาดเคลื่อนในรอบแรกมีคาไมสูงมากและความคลาดเคลื่อนของทั้งสองรอบ
ตางกันไมมากนัก (23.1 % และ 7.9 %)  สวนในกรณีνs  = 0.5 หนวยแรงเฉือนที่ไดจากรอบแรกจะตางกบั
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหมาก แตเมื่อเพิ่มความละเอยีดแลวทําใหผลการวิเคราะหมีคาใกลกับผลเฉลยเชิง
วิเคราะหมากขึ้นแตก็ยังมีความแตกตางเล็กนอยที่บริเวณหัวเสาเข็ม ซึ่งหนวยแรงในรอบแรกและรอบ
สุดทายมีความแตกตางอยางชัดเจนเนื่องจากความคลาดเคลื่อนในรอบแรกมีคาสูงและความคลาดเคลื่อน
ของทั้งสองรอบตางกันมาก(47.4 % และ 13.4 %)   

 
สําหรับกรณี K = 5000 และνs  = 0 หนวยแรงเฉือนที่ไดในรอบแรกมีคาคอนขางใกลเคียงกับผล

เฉลยเชิงวิเคราะหและจากการเพิ่มความละเอียดผลการวิเคราะหในรอบสุดทายมีคาใหลเคียงกับผลเฉลย
เชิงวิเคราะหขึ้นเล็กนอย เนื่องจากความคลาดเคลื่อนในรอบแรกมีคาไมสูงมากและความคลาดเคลื่อนของ
ท้ังสองรอบตางกันไมมากนัก (27.8 % และ 10.9 %)  สวนในกรณีνs  = 0.5 หนวยแรงเฉือนที่ไดจากรอบ
แรกจะตางกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหอยางมากและคาที่ไดยังมีความแปรปรวนสูง แตเมื่อเพิ่มความละเอยีด
แลวทําใหผลการวิเคราะหมีคาใกลกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหขึ้นอยางมากแตก็ยังคงแตกตางกันเล็กนอย ซึ่ง
หนวยแรงในรอบแรกและรอบสุดทายมีความแตกตางอยางชัดเจนเนื่องจากความคลาดเคลื่อนในรอบแรกมี
คาสูงมากและความคลาดเคลื่อนของทั้งสองรอบตางกันอยางมาก(67.3 % และ 19.8 %)   
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รูปที่ 5.1 ปญหาเสาเข็มเดีย่วแบบลอย (single floating pile) 
 
 

Analysis Area 

CL 

y 

c 

z 

a 

b  
 
 
 
 
 x 
 

x  
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.2 โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยและเงื่อนไขขอบเขต  
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D/2 = 0.15 m 

x 

y z 

L = 7.5 m 

30.0  m 
30.0  m 

 50.0 m 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 5.3 ขนาดโครงสรางทีใ่ชในการจําลองปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย 

 
 
 
 

d = 0.3 m

νs = 0.0  and  0.5 
CL

Load =  100 t/m2

L = 7.5 m

Soil properties 

Pile properties 
Ep  =22500 and 2.25*106 t/m2 
νp = 0.2 

γp = 0 

Es  =450 t/m2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

γs = 0  
 
 
 
 

รูปที่ 5.4 คาพารามิเตอรทีใ่ชในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย 
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   (ก) มุมมองดานขาง   (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง(ขยาย)   (ง) มุมมองดานบน 
 
 

รูปที่ 5.5 โครงขายเริ่มตนสําหรับการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.6 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50, = 0.5       
( 2615 จุดตอ 12458 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 47.4 %) 

νs
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.7 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 50,ν = 0.5     ( 3853 จุดตอ 18581 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
27.3 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.8 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 50,ν = 0.5     ( 5487 จุดตอ 26863 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
21.9 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.9 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 50,ν = 0.5     ( 7936 จุดตอ 39394 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
18.2 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 
รูปที่ 5.10 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี 
K = 50, = 0.5 ( 11430 จุดตอ 57519 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 15.4 %) νs
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 
รูปที่ 5.11 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี 
K = 50, = 0.5  ( 16211 จุดตอ 82472 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 13.4 %) νs
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รูปที่ 5.12 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียด สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50  
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รูปที่ 5.13 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียดสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50  
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  (ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 

รูปที่ 5.14 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวสําหรับปญหาเสาเข็มเดีย่วแบบลอยกรณี K = 
50, = 0.5  ( แสดงโครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5) νs
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รูปที่ 5.15 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียด สําหรับปญหา
เสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50  



 
95

 
 
 

P/dLpπ

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Z/
L

Poulos&Davis(1974)

ADAPTIVE FEM initial mesh 2615
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ADAPTIVE FEM 5th refinement
9749 nodes Global Error=7.9%

νs  = 0 
L/d = 25 
K   = 50 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.16 หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกอนและหลังเพิม่ความละเอียดเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห สาํหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50, = 0 νs
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 P/dLpπ
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Poulos&Davis(1974)

ADAPTIVE FEM initial mesh 2615
nodes Global Error=47.4%

ADAPTIVE FEM 5nd refinement
16211 nodes Global Error=13.4%

νs  = 0.5 
L/d = 25 
K   = 50 

 
รูปที่ 5.17 หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกอนและหลังเพิม่ความละเอียดเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห สาํหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50, = 0.5 νs
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.18 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000, = 0.5       
( 2615 จุดตอ 12458 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 67.3 %) 

νs
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.19 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 4026 จุดตอ 19492 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
42.0 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.20 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 6105 จุดตอ 30123 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
33.1 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.21 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 9360 จุดตอ 46882 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
27.3 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.22 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 13773 จุดตอ 69722 ชิน้สวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
23.1 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.23 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 20011 จุดตอ 102140 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่น
ระบบ 19.8 %) 

s
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รูปที่ 5.24 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียด สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000  
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รูปที่ 5.25 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียด สําหรับปญหาเสาเขม็เดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000  
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 

รูปที่ 5.26 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัว สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 
5000, = 0.5  ( แสดงโครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5) νs
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6

 
รูปที่ 5.27 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียด สําหรับปญหา
เสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000  
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รูปที่ 5.28 หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกอนและหลังเพิม่ความละเอียดเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห สาํหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000,ν = 0 s
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L/d = 25 
K   = 5000 

รูปที่ 5.29 หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกอนและหลังเพิม่ความละเอียดเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห สาํหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5 s
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5.1.2 ปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยที่ชั้นดินมีความลึกจํากัด 
 
เปนการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวในดินเนื้อเดียว (homogeneous soil ) และมฐีานรากแข็ง 

(rigid base) อยูไมลึกจากผิวดินมากนัก โดยเลือกขนาดของโครงสรางตามที่แสดงในรูปที่ 5.30 โดย
เลือกใชความลึกของชั้นดินเทากับ 22 เมตรและความกวางดานละ 30 เมตร ( a = b= 30 เมตร และ c = 
22 เมตร)  และมีคาพารามิเตอรของดินและเสาเข็มแสดงในรูปที่ 5.31  โครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะห
แสดงในรูปที่ 5.32  

 
สําหรับการตรวจสอบผลการวิเคราะหทําโดยการเปรียบเทียบคาการทรุดตัวที่หัวเสาเข็มที่คํานวณ

ไดกับผลเฉลยอิลาสติกของเสาเข็มที่ใหไวโดย Poulos และ Davis (1980) 
 
5.1.2.1 ผลการวิเคราะห 
 
 1 โครงขาย 
 
 โครงขายที่ใชในการวิเคราะหแตละรอบแสดงในรูปที่ 5.33 ถึง 5.38  จากการสังเกตพบวา

โครงขายจะมีความละเอียดสูงขึ้นรอบเสาเข็มโดยเฉพาะอยางยิ่งที่บริเวณปลายเสาเข็ม ท้ังนี้เนื่องมาจาก
การที่เสาเข็มมีพฤติกรรมการรับแรงเปนทั้งแบบแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มและรับดวยแรงแบกทานที่ปลาย
เสาเข็ม (end bearing)  ซึ่งการรับแรงที่ปลายเสาเข็มนาจะมีสาเหตุมาจากการที่ชั้นดินมีความลึกจาํกัด
และอาจรวมถึงผลของความสามารถในการอดัตัวของเสาเข็มเมื่อเทียบกับดิน   

 
จํานวนจุดตอกบัชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอยีดแสดงในรูปที่5.39และความคลาด

เคลื่อนระบบเปรียบเทียบกับจาํนวนจุดตอในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงอยูในรูปที่ 5.40 ซึ่งลักษณะ
ของกราฟในรูปท่ี 5.39 และ 5.40  เหมือนกับท่ีกลาวไวในหัวขอ 5.1.1 

 
  2 การเคลื่อนตัว 
 
  โครงขายหลังเกิดการเคลื่อนตัวแสดงในรูปที่ 5.41 โดยนําโครงขายในรอบทที่ 5 ของการวิเคราะห
ซึ่งเปนรอบสุดทายมาแสดง 
 
  ทําการเปรียบเทียบการทรุดตัวในแนวดิ่งของหัวเสาเข็มที่ไดจากการวิเคราะหกับที่คํานวณไดจาก
ผลเฉลย ซึ่งในกรณีน้ีคาการทรุดตัวจากผลเฉลยคํานวณไดจาก 
 
    dE

PI
s

=ρ     (5.3) 
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  โดยที่  = คาการทรุดตัว ρ
   P = แรงกระทําแนวดิ่งทั้งหมดที่หัวเสาเข็ม 
    I = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัว 
   d = เสนผานศูนยกลางของเสาเข็ม 
   Es = โมดูลัสยืดหยุนของดิน 
 
  และ  RRRII hk0 ν=     (5.4) 
  โดยที่  = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัวกอนปรับแก I0
   Rk  = คาปรับแกคาความสามารถในการอัดตัวของเสาเข็ม 

Rh  = คาปรับแกระดบัฐานรากแข็ง 
Rν  = คาปรับแกอัตราสวนปวซองส 
 

 การเปรียบเทียบทําโดยใชคาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการทรุดตัวที่หัวเสาเข็มจากการวิเคราะห
กับผลเฉลย ซึ่งคาดังกลาวเปนสัดสวนกับคาการเคลื่อนตัว คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัว
แนวดิ่งที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.42 ซึ่งจากผลเฉลยมีคาเทากับ 0.07156  
และที่รอบสุดทายของการวิเคราะหมีคาเทากับ 0.07391 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 3.28 % 
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D/2 = 0.15 m 

x 

y z 

L = 7.5 m 

30.0  m 
30.0  m 

 22.0 m 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.30 ขนาดโครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชัน้ดินมี
ความลึกจํากัด 

 
 

Rigid Base γs = 0  

d = 0.3 m 
γp = 0  

νp = 0.2 
Ep  =450000 t/m2

Pile properties 

Es  =450 t/m2

Soil properties 

CL 

L = 7.5 m 

H = 22.0 m 

Load =  100 t/m2  
 
 
 
 
 
 
 
 

νs = 0.3 
 
 
 
 

รูปที่ 5.31 คาพารามิเตอรทีใ่ชในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิมี
ความลึกจํากัด 
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  (ก) มุมมอง 3 มิติ     (ข) มุมมองดานบน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     (ค) มุมมองดานขาง 
 
 
 

รูปที่ 5.32 โครงขายเริ่มตนสําหรับการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิ
มีความลึกจํากัด  
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.33 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิมีความลึก
จํากัด (2091 จุดตอ  9424 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 27.0%) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.34 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (3159 จุดตอ 14604 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
20.1%) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.35 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (4639 จุดตอ 22020 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
16.2 %) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.36 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (6571จุดตอ 31902 ชิน้สวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
13.9%) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.37 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (8873จุดตอ 43688 ชิน้สวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
12.2 %) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.38 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (11991จุดตอ 59875 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
10.9 %) 

 



 
117

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

100

1000

10000

100000

0 1 2 3 4 5 6
Refinement step

N
um

be
rs

Total nodes 

Total elements 

รูปที่ 5.39 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียดสําหรบัปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด 
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รูปที่ 5.40 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียดสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิมคีวามลึกจํากัด 
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ 

 
รูปที่ 5.41 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวสําหรับปญหาเสาเข็มเดีย่วแบบลอยกรณีชั้น
ดินมีความลึกจํากัด (แสดงโครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5) 
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รูปที่ 5.42 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดสําหรับปญหา
เสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิมีความลึกจํากัด 
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5.2 การวิเคราะหเสาเข็มกลุม (Pile Group Analysis) 
  
 ปญหาเสาเข็มกลุมที่ทําการวิเคราะหในงานวิจัยนี้ เปนเสาเข็มกลุมที่รับแรงกระทําในแนวดิ่ง
เทานั้นโดย แบงเปนเสาเข็มกลุม 2 ตนและ 4 ตน และเปนกลุมเสาเข็มที่มีความสมมาตร และเนื่องจาก
ความสมมาตรของปญหาจึงพจิารณาลดขนาดของโครงสรางในการวิเคราะหลงเหลือหนึ่งในสี่ สวนการ
ตรวจสอบผลการวิเคราะหสําหรับเสาเข็มกลุมทั้งสองกรณีทําโดยเปรียบเทียบคาการทรุดตัวแนวดิ่งที่หัว
เสาเข็มกับผลเฉลยของ Poulos และ Davis (1980)  
 
 5.2.1 เสาเข็มกลุม 2 ตน 
 
  เสาเข็มกลุมชนิด 2ตนที่ทําการวิเคราะหนี้จะมีระยะหางระหวางเสาเข็ม (pile spacing,s)มีคา
เทากับ 1.5 เมตร โดยมีลักษณะของปญหา โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหา เงื่อนไขขอบเขตและ
พารามิเตอรของดินและเสาเข็มแสดงในรูปท่ี 5.43 สวนโครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 
5.44  
 

5.2.1.1 ผลการวิเคราะห 
 
1 โครงขาย 
  
โครงขายในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.45 ถึง 5.51 ซึ่งในกรณีนี้โครงขายมีความ

ละเอียดสูงขึ้นที่บริเวณรอบหัวเสาเข็มซึ่งสังเกตไดชัดเจนจากมุมมองดานบน และมีความละเอียดเพิ่มขึน้
สูงมากที่บริเวณปลายเสาเข็มเนื่องจากชั้นดินที่ใชมีความลึกคอนขางจํากัดมากทําใหการรับแรงของเสาเข็ม
มีลักษณะเปนการรับแรงแบกทานที่ใตเสาเข็มมากขึ้น สวนจํานวนจุดตอกับชิ้นสวนในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอยีดแสดงในรูปที่ 5.52 ความคลาดเคลื่อนเปรียบเทียบกับจาํนวนจุดตอในแตละรอบของการ
วิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.53  ซึ่งลักษณะของกราฟในรูปท่ี 5.52 และ 5.53  เหมือนกับทีก่ลาวไวในหัวขอ 
5.1.1 
 
 2 การเคลื่อนตัว 
 

โครงขายหลังเกิดการเคลื่อนตัวแสดงในรูปที่ 5.54 โดยนําโครงขายในรอบทที่ 6 ของการวิเคราะห
ซึ่งเปนรอบสุดทายมาแสดง 

 
การเปรียบเทียบทําโดยใชคาการทรุดตัวของหัวเสาเข็มที่ไดจากการวิเคราะหกับผลเฉลย การทรุด

ตัวแนวดิ่งที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแสดงในรูปท่ี 5.55 ซึ่งจากผล
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เฉลยมีคาเทากับ 4.552 มลิลิเมตร  และที่รอบสุดทายมีคาเทากับ 4.91 มิลลิเมตร คิดเปนความ
คลาดเคลื่อน 7.86 % 
 
 5.2.2 เสาเข็มกลุม 4 ตน 
 

เสาเข็มกลุมชนิด 4ตนที่ทําการวิเคราะหนี้จะมีระยะหางระหวางเสาเข็ม (pile spacing)ในแตละ
แนวแกนเทากันคือ 1.5 เมตร โดยมีลักษณะของปญหา โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหา เงื่อนไข
ขอบเขตและพารามิเตอรของดินและเสาเข็มแสดงในรูปที่ 5.56 สวนโครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะห
แสดงในรูปที่ 5.57 
 

5.2.2.1 ผลการวิเคราะห 
 
1 โครงขาย 
  
 โครงขายในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.58 ถงึ 5.64 ซึ่งในกรณีนี้โครงขายมีความ

ละเอียดสูงขึ้นที่รอบเสาเข็มแตสังเกตไดชัดเจนที่สุดที่บริเวณหัวเสาเข็มจากมุมมองดานบน สวนที่บริเวณ
ขอบเขตของปญหาจากมมุมอง 3 มิติซึง่เปนระนาบของแนวสมมาตรมีความละเอียดเพิ่มขึ้นสูง สวน
จํานวนจุดตอกบัชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอยีดแสดงในรูปท่ี 5.65 ความคลาดเคลื่อน
เปรียบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.66  ซึ่งลักษณะของกราฟในรูป
ที่ 5.65 และ 5.66  เหมือนกับที่กลาวไวในหัวขอ 5.1.1 
 
 2 การเคลื่อนตัว 
 

โครงขายหลังเกิดการเคลื่อนตัวแสดงในรูปที่ 5.67 โดยนําโครงขายในรอบทที่ 6 ของการวิเคราะห
ซึ่งเปนรอบสุดทายมาแสดง 

 
การเปรียบเทียบทําโดยใชคาการทรุดตัวของหัวเสาเข็มที่ไดจากการวิเคราะหกับผลเฉลย การทรุด

ตัวแนวดิ่งที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแสดงในรูปท่ี 5.68 ซึ่งจากผล
เฉลยมีคาเทากับ 7.708 มิลลิเมตร  และที่รอบสุดทายมีคาเทากับ 7.7 มิลลิเมตร คิดเปนความคลาดเคลื่อน 
0.12 % 
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Pile properties
Ep  =450000t/m2

νp = 0.2
γp = 0 

Analysis Area 

CL

Load = 100  t/ m2

D = 0.3 m 

S = 1.5 mRigid Base 

Soil properties 
Es  =450 t/m2 
νs = 0.3 
γs = 0  

L =  7.5 m H =  15.0 m 

x

x

รูปที่ 5.43 โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาเสาเขม็กลุม 2 ตนและเงื่อนไขขอบเขต 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมอง 3 มิติ     (ข) มุมมอง3 มติิ(ขยาย) 

  
รูปที่ 5.44 โครงขายเริ่มตนสําหรับการวิเคราะหปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 
 
รูปที่ 5.45 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน( 1803 จดุตอ    8560 
ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   36.8%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 

 
รูปที่ 5.46 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(  2556 จุดตอ   12274   ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   25.1%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 
 
รูปที่ 5.47 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(  3693จุดตอ     18053ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   20.1%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 

 
รูปที่ 5.48 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(  5014จุดตอ   24936ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   17.0%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 
 
รูปที่ 5.49 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(   6805 จุดตอ     34045 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   14.7%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 

 
รูปที่ 5.50 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(    9393 จุดตอ   47496 ชิน้สวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   12.8%) 
 

 



 
125

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 
 
รูปที่ 5.51 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(  12826 จุดตอ   65200 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   11.3%) 
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รูปที่ 5.52 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียด สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน 
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รูปที่ 5.53 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียด สําหรับปญหาเสาเขม็กลุม 2 ตน 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(ก) มุมมอง 3 มิติ     (ข) มุมมองดานขาง 
 

รูปที่ 5.54 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวสําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน (แสดง
โครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6) 
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รูปที่ 5.55 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียด สําหรับปญหา
เสาเข็มกลุม 2 ตน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Pile properties
Ep  =450000t/m2

νp = 0.2
γp = 0 

CL

Analysis Area 

Load = 100  t/ m2
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Soil properties 
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x

รูปที่ 5.56 โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาเสาเขม็กลุม 4 ตนและเงื่อนไขขอบเขต 
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 (ก) มมุมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ(ขยาย) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
(ค) มุมมอง 3 มิติ    

 
 

รูปที่ 5.57 โครงขายเริ่มตนสําหรับการวิเคราะหปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
รูปที่ 5.58 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน ( 1825จดุตอ  10054 ชิ้นสวน   
ความคลาดเคลื่อนระบบ   39.2%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 

 
รูปที่ 5.59 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
( 2538 จุดตอ  13554 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   27.2%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
รูปที่ 5.60 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
( 3481 จุดตอ  18354 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   22.3%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 

 
รูปที่ 5.61 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
(  4736 จุดตอ  24741 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   18.9%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
รูปที่ 5.62 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
( 6479 จุดตอ  33627 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   16.2%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 

 
รูปที่ 5.63 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
(  8789 จุดตอ   45763 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ  14.2%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
รูปที่ 5.64 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
(  11919 จุดตอ  62424 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   12.5% ) 
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รูปที่ 5.65 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียด สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน 
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รูปที่ 5.66 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียด สําหรับปญหาเสาเขม็กลุม 4 ตน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3มติิ  
 

รูปที่ 5.67 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวสําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน (แสดง
โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6) 
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รูปที่ 5.68 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียด สําหรับปญหา
เสาเข็มกลุม 4 ตน 
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Adaptive FEM (วิทยานิพนธ) 

Error (%) 

4.4 Analytical Solution 
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0.07156 

3.53 

1.728 4.631 4.937 

4.7 

νs =  0.5 νs =  0.0 νs =  0.0 
K = 5000 K = 50 

νs =  0.5 

Floating pile Floating pile 
(finite depth 

layer) 

Displacement-influence factor for pile head settlement  

 
 
 
ตารางที่ 5.1 สรุปผลความคลาดเคลือ่นของคาการทรดุตัวสําหรบัปญหาเสาเข็มเดี่ยว 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Adaptive FEM (วิทยานิพนธ) 

Error (%) 

4.552 Analytical Solution 

4 piles 2 piles 

0.12 

7.708 

7.86 

4.91 7.7 

Pile head settlement (mm)  

 
 
 
 
ตารางที่ 5.2 สรุปผลความคลาดเคลือ่นของคาการทรดุตัวสําหรบัปญหาเสาเข็มกลุม 
 



บทที่ 6 
 

สรุปผลงานวิจัย 
 
 วิทยานิพนธนี้มจีุดประสงคเพื่อศึกษาและพฒันาระบบปรบัความละเอียดของโครงขายเพื่อใชใน
การวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคในสภาพ 3 มิติ โดยงานทั้งหมดที่ทํา
ในวิทยานิพนธนี้เปนการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรดวยภาษาคอมพิวเตอรฟอรแทรนเพื่อนําไปใชในการ
วิเคราะหปญหา 
 
 ระบบปรับความละเอียดของโครงขายที่พัฒนาขึ้นมีสวนประกอบดังนี้ 
 

1. การสรางโครงขายเริ่มตนของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนสี่จุดตอแบบไรโครงสราง ดวยโปรแกรม
สรางโครงขายสําเร็จรูป Gmsh 

2. การวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตโดยโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC ที่ไดรับการปรับปรุงแลว 
3. การประมาณความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง (stress error estimation)ที่ไดจากการ

วิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
4. การเลือกชิ้นสวนที่ตองทําการเพิ่มความละเอยีดโดยตัดสินจากความคลาดเคลื่อนที่ประมาณ

คาไดจากขั้นตอนที่ 3 
5. การเพิ่มความละเอียดชิ้นสวนกระทําดวยการแบงชิ้นสวนเดิมใหละเอียดขึ้น ซึ่งทําตาม

หลักการของวิธีแบงสองสวน (bisection)  
6.  การปรับปรุงคุณภาพของโครงขายเพื่อชวยใหชิ้นสวนในโครงขายมีรูปรางดีขึ้นซึ่งจะทําใหผล

การวิเคราะหมีความแมนยําสูงขึ้น โดยการปรับปรุงคุณภาพโครงขายในงานวิจัยนี้เลือกใช
การปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซโดยมีเงื่อนไขควบคุม (constrained Laplacian mesh 
smoothing) และการสลับหนาชิ้นสวน (face swapping) 

 
การตรวจสอบความถูกตองของระบบที่พฒันาขึ้นกระทําโดยการนําไปวิเคราะหปญหาพืน้ฐานทาง

วิศวกรรมธรณีเทคนิค โดยในวิทยานิพนธนี้ไดทําการวิเคราะห 2 ปญหา ไดแก ปญหาฐานรากแผ
แบบตอเนื่อง และแบบวงกลม โดยมีรายละเอยีดดังนี้ 

 
1.ปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง จากการเพิ่มความละเอียดทําใหโครงขายมีความละเอียด

เพิ่มขึ้นสูงมากในบริเวณขอบของฐานราก สําหรับหนวยแรงที่ทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยอิลาสติกใช
หนวยแรงแนวดิ่งที่ระนาบตางๆ จํานวน 4 ระนาบ หนวยแรงที่ไดจากการโครงขายเริ่มตนมีความ
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คลาดเคลื่อนจากผลเฉลยไมสูงนัก แตหลังจากการเพิ่มความละเอียดของโครงขายหนวยแรงแนวดิ่งที่ไดมี
คาใกลกับผลเฉลยมากขึ้น  

 
2.ปญหาฐานรากแผแบบวงกลม จากการเพิม่ความละเอียดทําใหโครงขายมีความละเอยีดเพิ่มขึ้น

สูงมากในบริเวณขอบของฐานราก เมื่อเปรียบเทียบคาการทรุดตัวแนวดิ่งที่ระดับผิวดินของศูนยกลางฐาน
ราก พบวาเมื่อโครงขายมีความละเอียดสูงขึ้นคาการเคลื่อนตัวที่ไดจะมีคาเพิ่มสูงขึ้นและใกลเคียงกับผล
เฉลยมากขึ้น จากโครงขายเริ่มตนคาการทรุดตัวที่ไดมีความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลย 10.4 % และที่
โครงขายรอบสุดทาย 2.9 % สําหรับหนวยแรงที่ทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยอิลาสติกใชหนวยแรงตาม
แนวแกนตางๆ หนวยแรงที่ไดจากการวิเคราะหมีความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลยต่ํา ยกเวนหนวยแรง
แนวราบตามแนวรัศมีและแนวสัมผัสที่ระดับผิวดินซึ่งมีคาที่แตกตางจากผลเฉลยอยางชัดเจน แตหลังจาก
การเพิ่มความละเอียดของโครงขายหนวยแรงที่ไดมีคาเขาใกลเคียงผลเฉลยอยางมาก  

 
การตรวจสอบกับปญหาที่มีความซับซอนมากขึ้น ซึ่งในวิทยานิพนธนี้เลือกปญหาเสาเข็มเดี่ยว

และเสาเข็มกลุมชนิด 2ตน และ 4ตน ผลการตรวจสอบมีรายละเอียดดังนี้ 
 
1. คาการทรุดตัวที่หัวเสาเข็มที่ไดจากการวเิคราะหของโครงขายเริ่มตนซึ่งมีความละเอียดต่ําและ

มีความคลาดเคลื่อนสูงอยูนั้นมีคาต่ํากวาการทรุดตัวจากผลเฉลยเชิงวิเคราะห แตเมือ่ทําการปรับความ
ละเอียดของโครงขายพบวาคาการทรุดตัวที่คํานวณไดจะมคีาสูงขึ้น โดยการเพิ่มของคาการทรุดตัวที่
คํานวณไดจะมากที่สุดจากการเพิ่มความละเอียดของโครงขายในรอบแรกและจะนอยลงอยางรวดเร็ว และ
เมื่อความละเอยีดของโครงขายสูงขึ้นจนคาการทรุดตัวที่คํานวณไดมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก ซึ่งเมือ่เขาสู
สภาพนี้คาการทรุดตัวที่คํานวณไดทั้งกรณีเสาเข็มเดี่ยวและเสาเข็มกลุมจะมีความคลาดเคลื่อนจากผล
เฉลยเชิงวิเคราะหอยูในระดับไมเกิน 10%  

  
2. สําหรับหนวยแรงที่ทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหคือ หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็ม

สําหรับกรณีเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย (single floating pile)ที่ชั้นดินแข็งอยูในระดับลึกมาก ผลการตรวจสอบ
พบวาการเพิ่มความละเอียดของโครงขายชวยปรับหนวยแรงเฉือนที่ไดจากการวิเคราะหใหมีคาใกลกบัผล
เฉลยอยางมาก 

 
3. ความละเอียดของโครงขายที่ไดจากการเพิ่มความละเอียดมีความสอดคลองกับสภาพหนวย

แรงของปญหา 
 

3.1 ในกรณีเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยซึ่งมีฐานรากแข็งอยูในระดับลึกมาก ถาความสามารถ
ในการอัดตัวของเสาเข็มเทียบกับดินมีคาสูง ( K มีคาต่ํา ) โครงขายบริเวณรอบเสาเข็มจะมีความ
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ละเอียดเพิ่มสูงโดยเฉพาะที่หัวเสาเข็ม ในขณะที่บริเวณปลายมีการเปลี่ยแปลงนอยมาก เนื่องจาก
แรงเฉือนที่ผิวของเสาเข็มในกรณีน้ีมีคาสูงมากที่บริเวณใกลหัวเสาเข็มแตจะนอยมากทีบ่ริเวณ
ปลายเสาเข็ม  ในกรณีท่ีความสามารถในการอัดตัวของเสาเข็มเทียบกับดินมีคาต่ํา (K มีคาสูง) 
โครงขายบริเวณรอบเสาเข็มจะมีความละเอยีดเพิ่มสูงขึ้นโดยมากที่สุดที่ปลายเสาเข็ม เนื่องจาก
แรงเฉือนที่ผิวของเสาเข็มในกรณีน้ีมีคาคอนขางสูงตลอดความยาวเสาเข็มแตจะสูงที่สุดที่บริเวณ
ปลายเสาเข็ม  

 
3.2 กรณีปญหาที่ชั้นดินมีความหนาจํากัด (finite depth layer) ทั้งเสาเข็มเดี่ยวและกลุม 

โครงขายบริเวณปลายเสาเข็มจะมีความละเอียดสูงขึ้นอยางชัดเจน เนื่องจากพฤติกรรมในการรับ
แรงของเสาเข็มเร่ิมเปนลักษณะของแรงแบกทานที่ปลาย (end bearing) มากขึ้น ทําใหหนวยแรง
ในบริเวณนั้นมีการเปลี่ยนแปลงสูง สงผลใหโครงขายบริเวณปลายเสาเข็มมีความละเอยีดสูง 

 
4. พารามิเตอรของดินและเสาเข็มสงผลสําคัญตอความคลาดเคลื่อนของผลการวิเคราะห  
 

4.1 สติฟเนสแฟกเตอร (stiffness factor, K)  ถาทําการวิเคราะหปญหาโดยใชโครงขาย
เหมือนกันและพารามิเตอรอื่นๆเทากันหมด โครงขายที่ใชคา K สูงกวา(ความสามารถในการอัดตัว
ของเสาเข็มเมื่อเทียบกับดินมีคาต่ํากวา)จะมีความคลาดเคลื่อนสูงกวา  

 
4.2 อัตราสวนปวซองสของดิน (νs )  ถาทําการวิเคราะหปญหาโดยใชโครงขาย

เหมือนกันและพารามิเตอรอื่นๆเทากันหมด โครงขายที่ใช νs สูงกวาจะมีความคลาดเคลื่อนสูง
กวา 

 
จากการวิเคราะหปญหาพื้นฐานทั้งสองกรณีและปญหาเสาเข็มแสดงลักษณะการเปลี่ยนแปลง

ของจํานวนจุดตอและความคลาดเคลื่อนระบบที่เหมือนกันคือ จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายที่
เพิ่มขึ้นในแตละรอบของการวเิคราะหจะมีคาสูงข้ึน ในขณะที่ความคลาดเคลื่อนระบบที่ลดลงในแตละรอบ
ของการวิเคราะหจะมีคาต่ําลง  ซึ่งหมายความวายิ่งโครงขายมีความละเอยีดมากขึ้นจํานวนจุดตอที่จะตอง
เพิ่มในแตละรอบของการวิเคราะหจะเพิ่มข้ึน แตความคลาดเคลื่อนระบบที่ลดลงในแตละรอบของการ
วิเคราะหจะต่ําลง 
 

จากการวิเคราะหปญหาทางวศิวกรรมธรณีเทคนิคทั้งปญหาฐานรากแผและเสาเข็มแสดงใหเห็น
วาระบบปรับความละเอียดของโครงขายชวยเพิ่มความละเอยีดของโครงขายในบริเวณที่มกีารเปลี่ยนแปลง
ของหนวยแรงสูงได ซึ่งทําใหผลการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตมีความถูกตองแมนยํามากขึ้น โดยที่ความ
คลาดเคลื่อนของคาการเคลื่อนตัวเมื่อเทียบกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหอยูในระดับที่ยอมรับได  



รายการอางอิง 

ภาษาไทย 
พงศวิทย รุงบรรณพันธุ. 2546. การวิเคราะหพฤติกรรมของเสาเข็มเดี่ยว และเสาเข็มกลุมดวยระเบียบวิธีไฟ

ไนตเอลิเมนต 3 มิต.ิ วิทยานิพนธปริญญามหาบัณฑิต.  ภาควิชาวิศวกรรมโยธา บัณฑิตวทิยาลัย 
จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย. 

ภาษาอังกฤษ 
Abbo, A. J., and Sloan, S. W. 1997. A finite element program for analysis of elastoplasticity and 

consolidation. Doctoral Dissertation, Department of Civil, Surveying and Environmental 
Engineering, University of Newcastle.  

Amenta, N., Bern, M., and Eppstein, D. (n.d.). Optimal point placement for mesh smoothing 
[online].   Available from : http://www.ics.uci.edu/~eppstein/pubs/AmeBerEpp-SODA-
97.pdf [2005, January 8] 

Arnold, D. N., and Mukherjee, A. (n.d.). Tetrahedral bisection and adaptive finite element  
[online].  Available from : http://www.ima.umn.edu/~arnold/papers/bistetima.pdf  [2004, 
January 31] 

Babuška, I.,and Rheinboldt, C. 1978. A-posteriori error estimates for the finite element method. 
International Journal for Numerical Methods in Engineering  Vol. 12 : 1597-1615. 

Babuška, I.,and Rheinboldt, C. 1979. Adaptive approaches and reliability estimates in finite 
element analysis. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering  17/18 : 
519-540. 

Buchanan, G. R. 1995. Schuam’s outline of theory and problems of finite element analysis. New 
York : McGraw-Hill. 

Canann, S. A., Tristano, J. R., and Staten, M. L. (n.d.). An approach to combined Laplacian and 
optimization-based smoothing for triangular, quadrilateral, and quad-dominant meshes 
[online].  Available from :  http://www.imr.sandia.gov/papers/imr7/canann98. 

 ps.gz [2004, January 31] 
Cavendish, J. C. 1974. Automatic Triangulation of arbitrary planar domains for the finite element 

method. International Journal for Numerical Methods in Engineering  Vol. 8 : 679-696. 
Cavendish, J. C., Field, D. A., and Frey, W. H. 1985. An approach to automatic three-

dimensional finite element mesh generation. International Journal for Numerical 
Methods in Engineering  Vol. 21 : 329-347. 

http://www.imr.sandia.gov/papers/imr7/canann98


 
140

Christophe, G., and Jean-François, R. 2003. Gmsh : A three-dimensional finite element 
generator with built-in pre- and post-processing facilities  [online].  Available from: 
http://www.geuz.org/gmsh/ [2003, October ] 

Fung, Y. C. 1977. A first course in continuum mechanics. Second edition. Englewood Cliffs, 
New Jersey : Prentice-Hall.  

Grosso, R., Lürig, C., and Ertl, T. (n.d.). The multilevel finite element method for adaptive mesh 
optimization and visualization of volume data [online].  Available from : 
http://www.vis.uni-stuttgart.de/ger/research/pub/pub1997/vis97-grosso.pdf [2004, 
January 31 ] 

Liu, A., and Joe, B. 1996. Quality local refinement of tetrahedral meshes based on 8-
subtetrahedron subdivision [online]. Available from : www.ams.org/mcom/1996-65-215/ 
S0025-5718-96-00748-X/S0025-5718-96-00748-X.pdf [2004, December 22] 

Plaza, A.,and Rivara, M. (n.d.). Mesh refinement based on the 8-tetrahedra longest-edge 
partition [online].   Avialable from : http://www.imr.sandia.gov/papers/imr12/plaza03.pdf 
[2004, December 22] 

Poulos, H. G., and Davis, H. G. 1974. Elastic solution for soil and rock mechanics. New York : 
John Wiley & Sons.  

Poulos, H. G., and Davis, H. G. 1980. Pile foundation analysis and design. Canada : John Wiley 
& Sons.  

Shewchuk, J. R. 1997. Delaunay refinement mesh generation. Doctoral Dissertation, 
Department of Computer Science,  School of Computer Science,  Carnegie Mellon 
University. 

Tristano, J. R., Chen, Z., Hancq, D. A., and Kwok, W. (n.d.). Fully automatic adaptive mesh 
refinement integrated into solution process [online].   Available from : 
http://www.imr.sandia.gov/papers/imr12/tristano03.pdf [2004, January 31] 

Zienkiewicz, O. C., and Taylor, R. L. 2000. The finite element method. 3 Vols. 5 th edition. Vol.1 
the basis. Oxford : Butterworth Heinemann.  

Zienkiewicz, O. C., and Zhu, J. Z. 1987. A simple error estimator and adaptive procedure for 
practical engineering analysis. International Journal for Numerical Methods in 
Engineering  Vol. 24 : 337-357. 

Zienkiewicz, O. C., and Zhu, J. Z. 1990. Superconvergence recovery technique and a posteriori 
error estimators. International Journal for Numerical Methods in Engneering  Vol. 30 : 
1321-1339. 

http://www.geuz.org/gmsh/
http://www.vis.uni-stuttgart.de/ger/research/pub/pub1997/vis97-grosso.pdf
http://www.imr.sandia.gov/papers/imr12/tristano03.pdf


 
141

Zienkiewicz, O. C., and Zhu, J. Z. 1991. Adaptivity and mesh generation. International Journal 
for Numerical Methods in Engineering  Vol. 32 : 783-810. 

Zienkiewicz, O. C., and Zhu, J. Z. 1992. The superconvergent patch recovery and a posteriori 
error estimates. Part 1: The recovery technique. International Journal for Numerical 
Methods in Engineering  Vol. 33 : 1331-1364. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาคผนวก 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
143

การคํานวณการทรดุตัวของหัวเสาเข็ม 
 
1. การคํานวณการทรุดตัวของหัวเสาเข็มสําหรับเสาเข็มตนเดียวแบบลอย (single floating pile) 
 

1.1 เสาเข็มทีอ่ยูในชั้นดินซึง่มีฐานรากแขง็อยูระดับลึกมาก(elastic half space) 
 
การคํานวณนี้ใชสําหรับการวิเคราะหปญหาในหัวขอ 5.1.1 ซึ่งเปนปญหาเสาเข็มเดี่ยวซึ่งอยูในชั้น

ดินเนื้อเดียวที่มีชั้นดินแข็งอยูในระดับลึกมากดังมีรายละเอียดแสดงในรูปที่ ก.1 อางอิงการคํานวณจากผล
เฉลยอิลาสติกที่เสนอโดย Poulos และ Davis (1974) โดยมีกราฟที่ตองใชแสดงในรปูที่ ก.2 ซึ่งกราฟนี้
ใชไดเฉพาะกรณีอัตราสวนปวซองส (poisson’s ratio, νs ) ของดินมีคาเปน 0 และ 0.5 และอัตราสวน
ความยาวตอเสนผานศูนยกลางเสาเข็ม (L/d)เปน 25 เทานั้น โดยจากกราฟแสดงคา I  ท้ังที่หัวและปลาย
เสาเข็ม  ซึ่งในที่น้ีใชเฉพาะคา  สําหรับหัวเสาเข็มเทานั้นโดยในแตละกรณีของการวิเคราะหมี
รายละเอียดดังนี้ 

ρ

Iρ

 
 

d = 0.3 m

Pile properties 
Ep  =22500 and 2.25*106 t/m2 

νs = 0.0  and  0.5 
CL

Load =  100 t/m2

L = 7.5 m

Soil properties 

νp = 0.2 

γp = 0 

Es  =450 t/m2 

 
 
 
 
 
 
 
 

γs = 0   
 

รูปที่ ก.1 ปญหาเสาเข็มเดีย่วที่ชั้นดินแขง็อยูในระดบัลึกมาก 
 
คาการทรุดตัวคํานวณที่หัวเสาเข็มคํานวณไดจาก 

 

    LE
P

s

Iρ=ρ     (ก.1) 
 

โดยที่  = คาการเคลื่อนตัว ρ
   P = แรงกระทําแนวดิ่งทั้งหมดที่หัวเสาเข็ม 
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   I  = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัว ρ

   L = ความยาวของเสาเข็ม 
   Es = โมดูลัสยืดหยุนของดิน 
 

กรณีท่ี K = 50 , ν  =0.0  คา  = 4.4 s Iρ
ρ  = m/t450mx5.7

4.4x])m15.0(xxm/t100[
2

22 π  = 9.215 x 10PP-3 m 
 
กรณีท่ี K = 50 , ν  =0.5  คา  = 4.7 s Iρ
ρ  = m/t450mx5.7

7.4x])m15.0(xxm/t100[
2

22 π  = 9.844 x 10-3 m 
 
กรณีท่ี K = 5000 , ν  =0.0  คา  = 1.5 s Iρ
ρ  = m/t450mx5.7

5.1x])m15.0(xxm/t100[
2

22 π  = 3.142 x 10-3 m 
 
กรณีท่ี K = 5000 , ν  =0.5  คา  = 1.8 s Iρ
ρ  = m/t450mx5.7

8.1x])m15.0(xxm/t100[
2

22 π  = 3.770 x 10-3 m 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ ก.2 คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการทรุดตัวสําหรับเสาเข็มตนเดียวที่อยูในชั้นดิน
ซึ่งมีฐานรากแข็งอยูระดับลึกมาก สําหรับ L/d = 25 
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1.2 ชั้นดนิมีความลึกจํากัด (finite depth layer) 
 
 การคํานวณนี้ใชสําหรับกรณีเสาเข็มอยูในชั้นดินเนื้อเดียวและชั้นดินแข็งอยูในระดับที่ไมลึกมากซึ่ง
ใชในการเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหในหัวขอ 5.1.2 โดยรูปของปญหาและพารามิเตอรท่ีใชในการ
วิเคราะหแสดงในรูปที่ ก.2  อางอิงการคํานวณจากผลเฉลยอิลาสติกที่เสนอโดย Poulos และ Davis 
(1980) และมีกราฟที่ตองใชในการคํานวณแสดงในรูปที่ ก.3 ถึง ก.7  

 
 

Rigid Base γs = 0  

d = 0.3 m γp = 0  

νp = 0.2 
Ep  =450000 t/m2

Pile properties 

Es  =450 t/m2

Soil properties 

CL 

L = 7.5 m 

H = 22.0 m 

Load =  100 t/m2  
 
 
 
 
 
 
 

νs = 0.3  
 
 
 

รูปที่ ก.3 ปญหาเสาเข็มเดีย่วที่ชั้นดินมีความลึกจํากัด 
 
คํานวณคาที่จําเปนตองใชในการหาคาพารามเิตอรจากกราฟโดยมีรายละเอยีดมีดังนี้ 
 

L/d = 7.5/0.3  = 25 
L/h = 7.5/22  = 0.34 
K = EpRA / Es = (450000x1)/450 = 1000 
db /d = 0.3/0.3  = 1.0 

 
การทรุดตัวของหัวเสาเข็มคํานวณไดจาก 
 
    dE

PI
s

=ρ     (ก.2) 
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โดยที่  RRRII hk0 ν=  

เมื่อ  = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัวกอนปรับแก I0

   R  = คาปรับแกคาความสามารถในการอัดตัวของเสาเข็ม k

Rh  = คาปรับแกระดบัฐานรากแข็ง 
Rν  = คาปรับแกอัตราสวนปวซองส 
 
I0  = 0.075 (จากรูปที ่ก.4) 

   R  = 1.14 (จากรูปที ่ก.5) k

Rh  = 0.90 (จากรูปที ่ก.6) 
Rν  = 0.93 (จากรูปที ่ก.7) 

 
 ดังนั้น   I = 0.075x1.1x0.90x0.93 
    = 0.07156 

 และการทรุดตัว  ρ  = m3.0xm/t450
07156.0x])m15.0(xxm/t100[

2
22 π   

      
= 3.747 x 10-3 m 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

 
 
 
รูปที่ ก.4 คาอนิฟลูเอนซแฟกเตอรของการทรุดตัว(Displacement-influence Factor, I0)  
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รูปที่ ก.5 คาปรับแกคาความสามารถในการอัดตัวของเสาเข็ม (compressibility correction 
factor, RK) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ ก.6 คาปรับระดบัของฐานรากแข็ง (depth correction factor, Rh) 
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รูปที่ ก.7 คาปรับแกอัตราสวนปวซองส (Poisson’s ratio correction factor, Rν) 
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2. การคํานวณการทรุดตัวของเสาเข็มกลุม  
 
 2.1 การคํานวณการทรุดตัวของเสาเข็มกลุมชนิด 2ตน 
 
 การคํานวณนี้ใชกับเสาเข็มกลุมชนิด 2ตนแบบลอย (floating)ซึ่งใชในการเปรียบเทียบกับผลการ
วิเคราะหของปญหาในหัวขอ 5.2.1 โดยมีรูปแบบของปญหาแสดงในรูปที่ ก.8  อางอิงการคํานวณจากผล
เฉลยอิลาสติกที่เสนอโดย Poulos และ Davis (1980) ขั้นตอนการคํานวณเริ่มจากการคํานวณการทรุดตัว
ของเสาเข็มตนเดียว จากนั้นทําการคํานวณคาการทรุดตัวที่เพิ่มขึ้นซึ่งเปนผลมาจากเสาเข็มตนขางๆ  โดย
การหาอินเตอรแอกชันแฟกเตอร (interaction factor) ของกลุมเสาเข็มนั้น สําหรับกราฟที่ตองใชในการหา
อินเตอรแอกชนัแฟกเตอร และคาปรับแกตางๆ สําหรับเสาเข็มกลุม 2 ตนแสดงในรูปที่ ก.9 ถึง ก.11 

 

Pile properties 
Ep  =450000t/m2 
νp = 0.2
γp = 0 

CL

Load = 100  t/ m2 
D = 0.3 m

S = 1.5 mRigid Base

Soil properties 
Es  =450 t/m2 
νs = 0.3 
γs = 0  

L =  7.5 mH =  15.0 m 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.8 แสดงปญหาเสาเข็มกลุมชนิด 2ตน 
 
โดยคาตางๆ ที่จําเปนในการหาพารามิเตอรท่ีใชในการคํานวณคาการทรุดตัวมีรายละเอียดดังนี้ 
 

L/d = 7.5/0.3  = 25 
L/h = 7.5/15  = 0.5 
K = EpRA / Es = (450000x1)/450 = 1000 
db /d = 0.3/0.3  = 1.0 
s/d = 1.5/0.3  = 5.0 

 
ข้ันตอนการคาํนวณ 
 
(1) การทรุดตัวสําหรับเสาเข็มตนเดียวคํานวณไดจาก 
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    dE

PI
s

=ρ     (ก.2) 
 

โดยที่  RRRII hk0 ν=  

I0  = 0.075 (จากรูปที ่ก.4) 
   R  = 1.14 (จากรูปที ่ก.5) k

Rh  = 0.84 (จากรูปที ่ก.6) 
Rν  = 0.93 (จากรูปที ่ก.7) 

 
ดังนั้น   I = 0.075x1.14x0.84x0.93 

    = 0.06679 
 

 และการทรุดตัว  ρ  = m3.0xm/t450
06679.0x])m15.0(xxm/t100[

2
22 π   

      
= 3.495 x 10-3 m 

 
 (2) คํานวณการทรุดตัวที่เพิ่มขึ้นจากผลของเสาเข็มกลุม 
 
  จากสมการ การทรุดตัวที่เพิ่มขึ้น = ραx  
 
  โดยที่  = อินเตอรแอกชนัแฟกเตอร (interaction factor) α
     
 อินเตอรแอกชนัแฟกเตอร (αF ) สําหรับเสาเข็มกลุม 2 ตนที่อยูในดินเนื้อเดียวที่ไมจํากัดขอบเขต 
และมีคาอัตราสวนปวซองสเทากับ 0.5 แสดงในรูปที่ ก.9 แตเนื่องจากผลของระดับความลึกของฐานราก
แข็ง จึงตองปรับแกคา  โดยที่ α
    

α  = NhFα  
    = 0.405  (จากรูปที ่ก.9) αF

  โดยที่  = คาปรับแกระดบัความลึกของฐานรากแข็ง Nh

   N  = 0.78 (จากรูปที ่ก.10) h
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 คาปรับแกระดบัความลึกของฐานรากแข็งนี้ใชในกรณีที่คา K = อนันต (α ) ซึ่งจาก Poulos และ 
Davis(1980) แนะนําใหลดคาปรับแกลง 8% ในกรณีที่คา K = 1000 ดังนั้นจะไดคา  N   = 0.78(0.92) 
= 0.7176 และคา 

h

α  จะมีคาเปน 
 
    = 0.405 x 0.7176 α
    = 0.2906 
 
 และเนื่องจากคาที่ไดเปนกรณีท่ีνs  = 0.5 จึงตองปรับแกคาสําหรับกรณีท่ี  = 0.3 จากรูปท่ี   
ก.11 จะไดคาปรับแก N  = 1.04 ดังนั้น 

νs

ν

 
    = 0.2906 x 1.04 α
    = 0.3023 
 
 การทรุดตัวที่เพิ่มขึ้น = ραx  

 = 0.3023 x 3.495 x 10-3 
   = 1.057 x 10-3 m 
ดังนั้นการทรุดตัวรวมของเสาเข็มกลุม = ρ   +  ραx  
     = (3.495+1.057) x 10-3

     = 4.552 x 10-3 m 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ ก.9 อินเตอรแอกชันแฟกเตอรสาํหรับเสาเข็ม 2 ตนชนิดเสาเข็มลอย เมื่อ L/d = 25  
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รูปที่ ก.10 คาปรับแกผลของระดับความลึกของฐานแข็ง สําหรับอินเตอรแอกชันแฟก
เตอร(Nh)  สําหรับเสาเข็ม 2 ตนกรณีปลายเข็มอยูบนชั้นดนิที่แข็งกวาเมื่อ L/d = 25  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.11 คาปรับแกอตัราสวนปวซองส(Poisson ‘s ratio)  สําหรบัอินเตอรแอกชันแฟก
เตอร(Nν) สําหรับเสาเข็ม 2 ตนกรณีปลายเข็มอยูบนฐานแข็ง เมื่อ L/d = 25  
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2.2 การคํานวณการทรุดตัวของเสาเข็มกลุมชนิด 4ตน 
 
การคํานวณนี้ใชกับเสาเข็มกลุมชนิด 4ตนแบบลอย (floating)ซึ่งใชในการเปรียบเทียบกับผลการ

วิเคราะหของปญหาในหัวขอ 5.2.2 โดยมีรูปแบบของปญหาแสดงในรูปที่ ก.12  อางอิงการคํานวณจากผล
เฉลยอิลาสติกที่เสนอโดย PoulosและDavis(1980) ขั้นตอนการคํานวณเริ่มจากการคํานวณการทรุดตัว
ของเสาเข็มตนเดียว จากนั้นทําการคํานวณคาการทรุดตัวที่เพิ่มขึ้นซึ่งเปนผลมาจากเสาเข็มตนขางๆ โดย
การหาอินเตอรแอกชันแฟกเตอร (interaction factor) ของกลุมเสาเข็มนั้น สําหรับกราฟที่ตองใชในการหา
อินเตอรแอกชนัแฟกเตอร และคาปรับแกตางๆ สําหรับเสาเข็มกลุม 4 ตนแสดงในตารางที่ ก.1 และในรปูที่ 
ก.13 ถึง ก.14 

 

CL

Pile properties 
Ep  =450000t/m2 
νp = 0.2 
γp = 0 Rigid Base S = 1.5 m

D = 0.3 m

Soil properties
Es  =450 t/m2

νs = 0.3 
γs = 0  

Load = 100  t/ m2 
S = 1.5 m 

L =  7.5 mH =  30.0 m

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.12 แสดงปญหาเสาเข็มกลุมชนิด 4ตน 
 

โดยคาตางๆ ท่ีจําเปนในการหาพารามิเตอรท่ีใชในการคํานวณคาการทรุดตัวมีรายละเอียดดังนี้ 
 

L/d = 7.5/0.3  = 25 
L/h = 7.5/30  = 0.25 
K = EpRA / Es = (450000x1)/450 = 1000 
db /d = 0.3/0.3  = 1.0 
s/d = 1.5/0.3  = 5.0 
 

  
 ข้ันตอนการคาํนวณ 
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(1) การทรุดตัวสําหรับเสาเข็มตนเดียวคํานวณไดจาก 
 
    dE

PI
s

=ρ     (ก.2) 
 

โดยที่  RRRII hk0 ν=  

I0  = 0.075 (จากรูปที ่ก.4) 
   R  = 1.14 (จากรูปที ่ก.5) k

Rh  = 0.92 (จากรูปที ่ก.6) 
Rν  = 0.93 (จากรูปที ่ก.7) 

 
ดังนั้น   I = 0.075x1.14x0.92x0.93 

    = 0.07315 
 

 และการทรุดตัว  ρ  = m3.0xm/t450
07315.0x])m15.0(xxm/t100[

2
22 π   

      
= 3.828 x 10-3 m 

 
 (2) คํานวณการทรุดตัวที่เพิ่มขึ้นจากผลของเสาเข็มกลุม 
 
  จากสมการ การทรุดตัวเฉลี่ยของเสาเข็มกลุม  =  ρxR s

 
  โดยที่ R s  = อัตราสวนการทรุดตัว (settlement ratio) 
 
  จากตารางที่ ก.1 จะได 
 
   R s  = 2.09 
 
 ปรับแกคาอัตราสวนการทรุดตัวเนื่องจากผลของระดับความลึกของฐานรากแข็ง โดยคาปรับแก 

 จากรูปที ่ก.13 เมื่อ L/h = 0.25  มีคาเปน 0.94 ดังนั้นคา ξh R s หลังจากปรับแกแลวมีคาเปน 
 
   R )corr(s  = R s  x ξh  
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    = 2.09 x 0.94 
    = 1.9646 
  
 ปรับแกคาอัตราสวนการทรุดตัวเนื่องจากผลของอัตราสวนปวซองส โดยคาปรับแก  จากรูปที ่
ก.14 เมื่อ  = 0.3 มีคาเปน 1.025 ดังนั้นคา 

ξν
νs R s หลังจากปรับแกแลวมีคาเปน 

  
   R )corr(s  = R s  x ξν  
    = 1.9646 x 1.025 
    = 2.0137 
 
  ดังนั้นจะไดการทรุดตัวเฉล่ียของเสาเข็มกลุม =  ρxR s

  = 2.0137 x 3.828 x 10-3

= 7.708 x 10-3 m 
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ตารางที่ ก.1 คาอัตราสวนการทรุดตัว (Settlement Ratio) RS สําหรับเสาเข็มกลุม 
ในดนิสม่ําเสมอที่มีความลกึมาก และแคบหัวเข็มแบบแข็ง(rigid cap) 
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รูปที่ ก.13 สัมประสิทธ์ิลดคาจากผลของระดับความลึกของฐานแข็ง สําหรับคาอัตราสวน
การทรุดตัว(ξh)สําหรับเสาเข็มกลุม 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ ก.14 สัมประสิทธ์ิลดคาจากผลของอัตราสวนปวซองส สําหรับคาอตัราสวนการทรดุ
ตัว(ξν)สําหรบัเสาเข็มกลุม 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 

 นาย พงศธร สนธิประสาท เกดิวันที่ 7 กรกฎาคม พ.ศ. 2523 ที่จังหวัดกรุงเทพมหานคร สําเร็จ
การศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต ภาควิชาวิศวกรรมโยธา จากจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในป
การศึกษา 2543 และเขาศึกษาตอในระดับปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต ภาควิชาวิศวกรรมโยธา 
สาขาวิชาวิศวกรรมโยธา จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปการศึกษา 2544 
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