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งานวิจัยนี้ทําการศึกษาการนําความรอนและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในแผนประกอบ การวิเคราะห

การนําความรอนใชฟงกชันพหุนามกําลังสามแทนการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา ทําใหสามารถลด

ขั้นตอนการวิเคราะหปญหาในสามมิติใหเปนแบบเสมือนสองมิติ สวนการวิเคราะหหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ

นั้นอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม ทั้งนี้จะพิจารณาแผนประกอบที่แตละ

ชั้นมีความหนาคงที่และมีคุณสมบัติเปนแบบออโธทรอปก เงื่อนไขขอบเขตของแผนประกอบจะพิจารณาเปนการ

กําหนดอุณหภูมิ กําหนดฟลักซความรอน และกําหนดการพาความรอน ในสวนของการแกปญหาในภาวะไมคงที่

นั้น อาศัยวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิด โดยมีการแบงเวลาออกเปนชวง ๆ แลวทําการคํานวณทีละชวงเวลา

ตอเนื่องกัน 

 จากการวิเคราะหปญหาตัวอยางพบวา การวิเคราะหการนําความรอนโดยใชฟงกชันพหุนามกําลังสาม

แทนการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนานั้นจะใหผลดีเมื่อแผนประกอบมีคา อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนํา

ความรอนในแตละชั้นอยูในชวงระหวาง 0.5 ถึง 2.0  และความกวางตอความหนามีคามากกวา 40 ทั้งนี้

แบบจําลองดังกลาวสามารถใชไดดีกับแผนประกอบที่มีความหนาในแตละชั้นแตกตางกันได โดยไมจํากัดจํานวน

ชั้นของแผนประกอบ สวนการวิเคราะหหนวยแรงในแผนประกอบภายใตการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิโดยอาศัย

ทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับชั้นที่สาม เมื่อเปรียบเทียบกับงานวิจัยในอดีตพบวามีคา

ใกลเคียงกัน 
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This research studies the heat conduction and thermal stress in laminated composite plates.  

Employing third-order polynomials for the temperature distribution in the through-thickness direction, 

problems in 3 dimensions can be transformed into 2-D problems. In the analysis of thermal stress, 

the third-order shear deformation theory is applied. Laminated composite plates composed of layers 

of orthotropic materials are considered.  Three types of boundary conditions are allowed : prescribed 

temperature, heat flux, and convective heat transfer.  In solving the transient problems, a recurrence 

relation method using step-by-step integration is employed. 

 Results from the numerical examples have shown that the analyses of heat conduction using 

the third-order polynomials in the through-thickness direction yield good results when the ratio of the 

coefficient of thermal conductivity of the laminae is between 0.5 and 2.0, with the width-to-thickness 

ratio greater than 40. The difference in the thickness of each layer and the number of layers of the 

composites have little effects in such model. In the analyses for the thermal stresses of the 

composites using the third-order shear deformation theory, results are found to have good 

agreements with earlier studies. 
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คําอธิบายสัญลักษณ 
 

vc  ความรอนจําเพาะ 

 สัมประสิทธิ์การนําความรอน h

 จาโคเบียน J

 ชั้นวัสดุแผนประกอบใด ๆ k

 สัมประสิทธิ์การนําความรอน ijk

 แรง, โมเมนตและโมเมนตที่สามตามลําดับ ijijij PMN ,,

 ฟงกชันประมาณภายในสองมิติของลากราน N
 จํานวนจุดของเกาส NG

nx, ny, nz ทิศทางโคไซน 

 คุณสมบัติของวัสดุในระบบพิกัดเฉพาะที่ และระบบพิกัดรวมตามลําดับ ijij QQ ,

 ความหนาแนนของมวล ρ

qqn ˆ,  อัตราการถายเทความรอนในทิศทาง n, อัตราการถายเทความรอนที่กําหนด 

 แรงภายนอกกระทําที่ผิวระนาบ x-y q

 เวลา t

0,ˆ,,, TTTTT ex  อุณหภูมิที่เวลาใด ๆ , อุณหภูมิที่ผิว, อุณหภูมิบรรยากาศรอบระบบ, อุณหภูมิที่กําหนด, 

อุณหภูมิที่เวลา 0 ตามลําดับ 

zyx TTT ,,  หนวยแรงที่ผิวทิศทาง  และ  ตามลําดับ x, y z
 การกระจัดในทิศทาง  และ  ตามลําดับ u, v, w x, y z
 คาถวงน้ําหนักของเกาสWi , Wj

iW  ฟงกชันถวงน้ําหนัก 

 ระนาบ ΓΩ, x-y, และเสนรอบรูปตามลําดับ 

sv,  ปริมาตรและพื้นที่ขอบผิวตามลําดับ 

 ฟงกชันประมาณภายในหนึ่งมิติแบบพหุนามกําลังสาม χ

 ผลคูณฟงกชันประมาณภายในสองมิติของลากราน และฟงกชันประมาณภายในหนึ่งมิติแบบ

พหุนามกําลังสาม 

N

ν อัตราสวนปวสซง 

 มุมที่เปล่ียนไปของแกนทิศทางความหนาที่ระดับกึ่งกลางความหนารอบแกน  และ yx φφ , y x 

ตามลําดับ 

 ความชันของระนาบที่ระดับกึ่งกลางความหนารอบแกน 
y

w
x

w
∂
∂

∂
∂ 00 , y และ  ตามลําดับ x

 ความเครียดในทิศทางแกน 1 และแกน2211 , εε  2 ในระบบพิกัดเฉพาะที่ตามลําดับ 

 ความเครียดในทิศทางแกน  และแกน  y ในระบบพิกัดรวมตามลําดับ yyxz εε , x



 ด 

 ความเครียดเน่ืองจากอุณหภูมิ Tε

 ความเครียดเฉือนระนาบ 1-2 132312 ,, εεε ,2-3 และ 1-3ในระบบพิกัดเฉพาะที่ตามลําดับ 
 ความเครียดเฉือนระนาบ   , y-  และ   ในระบบพิกัดรวมตามลําดับ xzyzxy γγγ ,, x- y z x- z

 หนวยแรงต้ังฉากทิศทาง 1 และ 2 ในพิกัด2211,σσ เฉพาะที่ตามลําดับ

 หนวยแรงต้ังฉากทิศทาง yyxx σσ , x และ y ในพิกัดรวมตามลําดับ

 หนวยแรงเฉือนระนาบ 1-2, 1-3 และ 2-3  ในระบบพิกัดเฉพาะที่ตามลําดับ 231312 ,, σσσ
 หนวยแรงเฉือนระนาบ yzxzxy σσσ ,, x-y, x-z และ y-z  ในระบบพิกัดเฉพาะที่ตามลําดับ 

 อุณหภูมิที่เปลี่ยนแปลงไป TΔ

 สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิในระบบพิกัดเฉพาะที่ 2211 ,αα

 สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิในระบบพิกัดรวม xyyyxx ααα ,,

 ฟงกชันϕ การประมาณของเฮอมิต 
 ฟงกชันการประมาณของลากรานจ ψ

 พลังงานความเครียดสมมติ Uδ

 พลังงานสมมติเนื่องจากแรงกระทําภายนอก Vδ

 หนวยแรงภายนอกที่กําหนด ijσ̂

 หนวยแรงที่ผิว ℑ

 คาคงที่มีคาเทากับ 4 และ  และ  ตามลําดับ 21 ,cc
23

4
h 2

4
h

 คาโมดูลัสยืดหยุนในทิศทาง 1 และ 2 ในระบบพิกัด21, EE เฉพาะที่ตามลําดับ

 คาโมดูลัสเฉือนในระนาบ 1-2 และ 1-3 ในระบบพิกัด1312 ,GG เฉพาะที่ตามลําดับ

 คายูคลิเดียนนอรมกําลังสองหารดวยผลลัพธกําลังสอง β
 คายูคลิเดียนนอรมกําลังสองหารดวยผลลัพธกําลังสองของการกระจัดในทิศทางความหนาและ

อุณหภูมิตามลําดับ 
Tw ββ ,

 ผลลัพธหลังการแบงเอลิเมนตและกอนการแบงเอลิเมนตตามลําดับ 1, −ΔΔ
ii χχ

Texact, Tpoly ผลลัพธของอุณหภูมิดวยวิธีผลเฉลยแมนตรงและวิธีเสนอในงานวิจัยนี้ตามลําดับ 
 คาอินทิเกรตผลตางกําลังสองของผลลัพธ λ

λ  คายูคลิเดียนนอรมกําลังสอง 
 



บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความสําคัญของปญหา 
 

ปจจุบันมีการนําแผนประกอบ  (composite  plate)  มาใชในโครงสรางกันเปนจํานวนมาก ยกตัวอยาง  

เชน  โครงสรางเครื่องบิน  ชิ้นสวนเครื่องจักร  แผนไมอัด ผนังกระจก ตลอดจนแผนพื้นสําเร็จรูป เปนตน ทั้งนี้

เนื่องจากแผนประกอบ ประกอบดวยวัสดุหลายชั้นที่มีคุณสมบัติแตกตางกัน ทําใหคุณสมบัติเชิงกล เชน 

อัตราสวนกําลังตอน้ําหนักและความแข็งตอน้ําหนักมีคามากกวาวัสดุเนื้อเดียวโดยทั่วไป  รวมถึงประหยัด

คาใชจายและชวยใหน้ําหนักของโครงสรางเบาขึ้น จึงทําใหแผนประกอบเปนที่นิยมใชกันอยางแพรหลาย   

ปญหาสําคัญอยางหนึ่งในการนําโครงสรางแผนประกอบไปใชงานคือ แผนประกอบอาจเกิดการเสีย 

หายภายใตอุณหภูมิที่มีการเปลี่ยนแปลง เนื่องจากพฤติกรรมของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลงนั้น 

จะแตกตางจากโครงสรางที่เปนเนื้อเดียวเปนอยางมาก วัสดุแตละชั้นของแผนประกอบอาจมีคาโมดูลัสยืดหยุน  

(modulus  of  elasticity) อัตราสวนปวสซอง (poisson ratio) คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน (coefficient of 

thermal conductivity)  และคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ  (coefficient  of  thermal  

expansion)  ที่แตกตางกัน  มีผลทําใหการขยายตัวในแตละชั้นวัสดุไมเทากันอาจกอใหเกิดการโกงตัว บิดงอหรือ

เล่ือนไถลระหวางชั้นขึ้นได   

การวิเคราะหพฤติกรรมการกระจายอุณหภูมิในแผนประกอบโดยทั่วไปนิยมใชวิธีการวิเคราะหแบบสาม

มิติ แตการวิเคราะหจะมีความยุงยากและซับซอนในการคํานวณ เนื่องจากตัวแปรที่ไมทราบคาจะขึ้นอยูกับ

จํานวนชั้นของแผนประกอบ ในวิทยานิพนธนี้จึงทําการแปลงการวิเคราะหแบบสามมิติใหเปนแบบสองมิติ  โดย

การใชฟงกชันพหุนามกําลังสามแทนการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา    เปนการลดขนาดของปญหาลง 

เหลือสองมิติในระนาบของแผนประกอบ แตผลลัพธที่ไดยังคงมีคาใกลเคียงกับการวิเคราะหแบบสามมิติ  สวน

การวิเคราะหการเสียรูปและแรงภายในแผนประกอบ จะอาศัยวิธีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับ

ขั้นที่สาม  

 
1.2 วัตถุประสงค 
 
 วัตถุประสงคของงานวิจัยมีดังนี้ 

 1. ทําการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิในแผนประกอบภายใตเงื่อนไขขอบเขตตางๆ ไดแก การ

กําหนดอุณหภูมิ (temperature) ฟลักซความรอน (heat flux) และการพาความรอน (convection) ที่ผิวบนและ

ลางของแผนประกอบในภาวะไมคงที่ (transient) โดยการใชฟงกชันพหุนามกําลังสามแทนการกระจายอุณหภูมิ

ในทิศทางความหนา 
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 2. ประยุกตใชทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม (third-order shear 

deformation     theory) ในการวิเคราะหการเปลี่ยนรูปรางและหนวยแรงในแผนประกอบเมื่อมีการเปลี่ยนแปลง

อุณหภูมิ 

3. พัฒนาแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต สําหรับการวิเคราะหการนําความรอน และหนวยแรงที่เกิดขึ้น

ของแผนประกอบภายใตเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนด
 

1.3 ขอบเขตการศึกษา 
 
 การศึกษาของวิทยานิพนธนี้ มีขอจํากัดของการวิเคราะหแผนประกอบภายใตการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ

ดังนี้ 

 1. โครงสรางแผนประกอบมีความหนาคงที่ในแตละชั้น และการยึดเหนี่ยวระหวางชั้นเปนไปอยาง

สมบูรณ 

 2. วัสดุที่ใชทําแผนประกอบมีคุณสมบัติยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic) และออโททรอปก  (orthotropic) 

 3. สภาพขอบเขตของแผนประกอบเปนจุดรองรับแบบหมุน (hinge) ปลอยอิสระ (free) และแบบยึด 

แนน  (fixed) 

  
1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 
 การวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิ และหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิของแผนประกอบในวิทยานิพนธนี้

สามารถนําไปประยุกตใชกับปญหาของโครงสรางแผนประกอบรูปรางใด ๆ ภายใตอุณหภูมิ ฟลักซความรอน 

และการพาความรอน ยกตัวอยาง เชน กระจกแบบลามิเนตที่ใชทําเปนผนังโดยรอบของอาคาร ผนังกันความรอน

ที่ไดรับความรอนจากแสงแดด แผนไมอัดที่ใชกั้นหองโดยอุณหภูมิหองแตละหองไมเทากัน เปนตน  โดยใน

วิทยานิพนธนี้จะทําการวิเคราะหในแบบเสมือนสองมิติ ซึ่งจะชวยใหสะดวก รวดเร็ว และงายตอการวิเคราะห

มากกวาแบบสามมิติทั่วไป  โดยผลลัพธที่ไดจะมีความนาเชื่อถือในระดับหนึ่ง 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทที่ 2 
 

งานวจิัยที่เกีย่วของ
 

 ทฤษฎีที่เกี่ยวของที่ใชวิเคราะหหาหนวยแรงในแผนประกอบภายใตอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลงนั้น สามารถ

แยกพิจารณาออกเปนสองสวนคือ การวิเคราะหปญหาการนําความรอนในแผนประกอบ และการวิเคราะหหนวย

แรงในแผนประกอบเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ โดยทั้งสองสวนนี้ไดมีผูทําการศึกษาวิจัยไวเปนจํานวน

มากในที่นี้จะขอกลาวถึงโดยสังเขปดังตอไปนี้ 

 
2.1 การนําความรอนในแผนประกอบ 
 
 ปญหาการนําความรอนในแผนประกอบ โดยสวนใหญจะเปนปญหาการนําความรอนในหนึ่งมิติ และ

สามมิติ การวิเคราะหมีทั้งการวิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรง และการวิเคราะหหาผลเฉลยโดยประมาณ  ซึ่งการ

เลือกวิธีวิเคราะหจะขึ้นอยูกับชนิดของปญหาในแตละปญหา ในที่นี้จะขอกลาวถึงการวิเคราะหการนําความรอน

ในแผนประกอบในปญหาหนึ่งมิติ และสามมิติ ทั้งสภาวะคงที่และไมคงที่   โดยแยกพิจารณาการวิเคราะหหาผล

เฉลยแมนตรง  และการวิเคราะหหาผลเฉลยโดยประมาณ  จากนั้นจึงจะขอกลาวถึงวิธีการวิเคราะหปญหาแบบ

เสมือนสองมิติที่ใชแทนการวิเคราะหปญหาสามมิติ โดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

 ปญหาการนําความรอนภาวะคงที่หนึ่งมิติ  สุนันท ศรัณยนิตย (2002)   ไดแสดงสมการการวิเคราะห

การนําความรอนในทิศทางความหนาของแผนประกอบดวยวิธีผลเฉลยแมนตรง วัสดุในแตละชั้นของแผน

ประกอบเปนวัสดุเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ  (homogeneous)  และคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง มีเงื่อนไข

ขอบเขตแยกออกเปนสองกรณี หนึ่งกําหนดอุณหภูมิที่ผิวบนและผิวลางแตกตางกัน และสองกําหนดการพา

ความรอนที่ผิวบนและผิวลางแตกตางกัน  โดยสมการการวิเคราะหแสดงในรูปของความตานทานความรอนใน

เชิงอนุกรม ซึ่งจํานวนเทอมอนุกรมจะเทากับจํานวนชั้นของแผนประกอบ  เดช พุทธเจริญทอง (1998)  ไดหาผล

เฉลยการนําความรอนในทิศทางความหนาของแผนประกอบโดยประมาณ ดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยที่แผน

ประกอบ ประกอบดวยวัสดุเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอสามชั้น โดยคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนและความหนาใน

แตละชั้นแตกตางกัน และไดกําหนดเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวบนเปนการพาความรอนและผิวลางเปนการกําหนด

อุณหภูมิคงที่ที่เวลาใด ๆ ผลการวิเคราะหไดแสดงผลลัพธการกระจายอุณหภูมิที่ผิววัสดุในแตละชั้น 

 ปญหาการนําความรอนภาวะไมคงที่หนึ่งมิติ  สุนันท ศรัณยนิตย (2002)  ไดแสดงผลเฉลยแมนตรง

แบบไรมิติ การนําความรอนของวัสดุในภาวะไมคงที่ วัสดุเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอโดยแสดงผลเฉลยแมนตรงไรมิติ

สําหรับปญหาที่มีเงื่อนไขขอบเขตสองลักษณะคือ การกําหนดอุณหภูมิเร่ิมตนที่เวลาเทากับศูนยเทากันตลอดทั้ง

วัสดุ  และกําหนดฟลักซที่เวลาเริ่มตนเทากับศูนยเทากันตลอดทั้งวัสดุ  โดยผลเฉลยแมนตรงไรมิติทั้งสองนี้อยูใน

รูปผลเฉลยแมนตรงเอกซโปเนลเชียล ที่เวลาใด ๆ  ปราโมทย เดชะอําไพ (1999)  ไดหาผลเฉลยโดยประมาณ

ดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการวิเคราะหการนําความรอน ภายใตภาวะไมคงที่ในทิศทางความหนาของผนัง

วัสดุเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ คุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทางโดยกําหนดอุณหภูมิที่ผิวบนและผิวลางที่เวลาเริ่มตน
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เทากับศูนย ซึ่งในการวิเคราะหภาวะไมคงที่ใชวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิดของแครงก-นิโคลสัน (Crank-

Nicolson recurrence relations)  โดยแบงชวงเวลาออกเปนชวง ๆ ผลการวิเคราะหไดแสดงการกระจาย

อุณหภูมิที่ผิวบนและผิวลางของผนังที่เวลาใด ๆ 

 สําหรับปญหาการนําความรอนสามมิติภาวะคงที่ Feijoo  และคณะ (1979)  ไดวิเคราะหหาผลเฉลย

แมนตรงโดยใชฟงกชันของกรีน (Green’s functions)  ในการหาการกระจายอุณหภูมิของแผนประกอบลักษณะ

แซนดวิช (sandwich structure)  ประกอบดวยวัสดุ 2 ชนิด แตละชนิดเปนวัสดุเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ และมี

คุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทางโดยไดกําหนดเงื่อนไขขอบเขตออกเปนสองลักษณะ คือกําหนดอุณหภูมิที่ผิวบน

ของวัสดุใหคงที่เม่ือเวลาใด ๆ และสองกําหนดปริมาณฟลักซความรอนที่ผิวโดยรอบเทากับศูนย ซึ่งผลเฉลยแมน

ตรงนี้อยูในรูปของฟงกชันไซน และโคไซน Mukherjee และ Sinha (1994)  ไดวิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิ

โดยประยุกตใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตของแผนประกอบวัสดุเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ (homogeneous) คุณสมบัติ

ออโธทรอปก (orthotropic)   และความหนาในแตละชั้นเทากันตลอดทั้งความหนา  โดยวางมุมวัสดุแผนประกอบ

ที่องศาใด ๆ รอบแกนทิศทางความหนาวัสดุ แผนประกอบประกอบดวยวัสดุ 4 ชั้น  โดยไดรวมคาคุณสมบัติวัสดุ

ในแตละชั้นเขาดวยกัน ผลการศึกษาไดแสดงการกระจายอุณหภูมิที่ตําแหนงตาง ๆ ของแผนประกอบ โดยมีคา

คลาดเคลื่อนไมมากนักเมื่อเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงของ Carslaw และ Jaeger (1959)  ตอมา Shuler 

และ Advani (1999)  ไดศึกษาหาผลเฉลยแมนตรง และวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการวิเคราะหแผนประกอบวัสดุเนื้อ

เดียวกันสมํ่าเสมอ และคุณสมบัติไมเหมือนกันในแตละทิศทาง โดยทําการเปรียบเทียบกับผลการทดลอง ซึ่งจะ

กําหนดเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวกอนทําการแปลงลาปลาซ (Laplace transform boundary element method, 

LTBEM)  โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยม 6 โนด ผนวกกับการใชวิธีการประมาณของกาเลอรคิน (Galerkin 

approximation)  ในการขจัดตัวแปรของเวลา ซึ่งในการวิเคราะหแผนประกอบวัสดุเนื้อเดียวกันไมสมํ่าเสมอ ได

ทําการกําหนดฟงกชันการนําความรอนในทิศทางความหนาอยูในรูปเอกซโปเนลเชียล  ผลการศึกษาเมื่อนําไป

เปรียบเทียบกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต  พบวามีคาใกลเคียงกัน ตอมา Park  และคณะ (2003) ไดศึกษาการ

วิเคราะหหาผลเฉลยโดยประมาณการกระจายอุณหภูมิของแผนประกอบสามมิติ โดยวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการ

หาผลเฉลยไดใชเอลิเมนต 18 โนด ทําการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา เชนเดียวกันกับ

วิธีการแบงชั้น (layerwise theory)  ในการศึกษาไดจําลองแบบทดสอบสามมิติดวยวัสดุสองชนิด โดยวางมุมตั้ง

ฉากกัน โดยทําการเปรียบเทียบกับการทดสอบ ซึ่งแสดงกราฟการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่เวลาใด ๆ ที่

จุดกึ่งกลางแผนประกอบ แสดงใหเห็นวาการกระจายอุณหภูมิที่ไดจําลองแบบทดสอบมีคามากกวาการทดสอบ

เล็กนอย และมีทิศทางการเพิ่มของกราฟในทิศทางเดียวกัน 

 ในการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิสามมิติ เปนการยากในการจําลองโมเดลหรือการหาผลเฉลยแมน

ตรง จึงไดมีผูศึกษาวิจัยในการลดขั้นตอนการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิสามมิติใหเปนเสมือนแบบสองมิติ 

โดยการสมมติการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาดวยฟงกชันพหุนาม อาศัยความสมดุลยของอุณหภูมิ

และฟลักซความรอนในการหาความตอเนื่องในการกระจายอุณหภูมิ  Argyris และคณะ (1995)  ไดวิเคราะห

แผนประกอบภายใตอุณหภูมิคงที่ โดยใชวิธีไฟไนตเอลิเมนต  เอลิเมนตสามเหลี่ยม 6 โนด ในการศึกษาการนํา

ความรอนภายใตการกําหนดอุณหภูมิ การพาความรอน และการแผรังสีความรอน ซึ่งกําหนดคุณสมบัติของวัสดุ

แปรผันตามอุณหภูมิ   โดยในทิศทางความหนาใชฟงกชันพหุนามกําลังหนึ่งแทนการกระจายอุณหภูมิ  และไดใช
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(Newton - Raphson method)  ในการแกปญหาไมเชิงเสนในเทอมของการแผรังสีความรอน 

ผลการศึกษาไดเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิกับโปรแกรม NASTRAN   เอลิเมนต  8  โนด    แสดงใหเห็นวา

ผลการศึกษามีคามากกวาโปรแกรม  NASTRAN  เล็กนอย Rolfes  และคณะ  (1999)   ไดศึกษาการ

วิเคราะหการกระจายอุณหภูมิโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนตระนาบ x – y  และในทิศทางความหนาไดทําการสมมติ

ฟงกชัน   พหุนามกําลังหนึ่งและกําลังสองในการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา โดยมีสมมติฐานในการใช

ฟงกชันพหุนามกําลังหนึ่งที่วา คาการนําความรอนในทิศทางความหนาเทากันตลอดทั้งชั้นวัสดุและไมมีตัว

ตานทานการถายเทความรอนระหวางชั้นรอยตอวัสดุ สวนการใชฟงกชันพหุนามกําลังสองมีขอสมมติฐาน

เพิ่มเติมที่วา วัสดุที่มีคาการนําความรอนต่ําจะทําใหเกิดคาความลาดชันของอุณหภูมิสูง กอใหเกิดคาแตกตาง

ของอุณหภูมิที่ผิวบนและผิวลางในแตละชั้นของวัสดุ  ทําใหการสมมติฟงกชันพหุนามกําลังหนึ่งไมเพียงพอ  จึง

ไดใชสมมติฐานนี้ในการวิเคราะหแผนประกอบภายใตฟลักซความรอน  การพาความรอน และการแผรังสีความ

รอน และในปตอมา   Rolfes  และ Rohwer (2000)  ไดศึกษาวิธีการเชนเดียวกัน โดยทําการเปรียบเทียบการ

กระจายอุณหภูมิกับผลการทดสอบวัสดุ 2 ชนิด เนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ คุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง  โดย

กําหนดอุณหภูมิที่ผิวบนและมีเครื่องวัดการกระจายอุณหภูมิ  ผลการศึกษาแสดงใหเห็นกราฟการกระจาย

อุณหภูมิโมเดลทดสอบมีคานอยกวาแบบจําลองเล็กนอย แตทิศทางของกราฟมีลักษณะเชนเดียวกัน และในป

ตอมา Rolfes และ Teβmer (2001)  ไดใชฟงกชันพหุนามกําลังหนึ่งและกําลังสองในการหาการกระจาย

อุณหภูมิในทิศทางความหนาของแผนประกอบแบบแซนดวิส (sandwich composite plate) โดยทดสอบแผน

ประกอบภายใตปริมาณฟลักซความรอนที่บริเวณผิวบนกึ่งกลางแผนประกอบ และมีการพาความรอนที่ผิว

โดยรอบ ผลทดสอบแสดงใหเห็นวา การใชฟงกชันพหุนามกําลังสอง มีการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา

ดีกวาการใชฟงกชันพหุนามกําลังหนึ่ง เม่ือเปรียบเทียบการวิเคราะหสามมิติดวยโปรแกรม  MSC / NASTRAN 

โดยที่ฟงกชันพหุนามกําลังหนึ่งใหคาการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาต่ํากวาฟงกชัน   พหุนามกําลัง

สอง และการใชฟงกชันพหุนามกําลังสองใหผลการทดสอบดีกวากําลังหนึ่ง 

 
2.2 การหาหนวยแรงเนื่องจากอณุหภูมิในแผนประกอบ 
 
 การวิเคราะหหาหนวยแรงในแผนประกอบมีทั้งวิธีการวิเคราะหแบบสองมิติและสามมิติ ในการ

วิเคราะหหาหนวยแรงในแผนประกอบสองมิติ มีทฤษฎีที่ใชในการวิเคราะหสองทฤษฎีใหญ ๆ คือ ทฤษฎี       

คลาสิกคัลลามิเนต  (classical laminate plate theory, CLT)   โดยอาศัยสมมติฐานของ  Kirrchoff  ที่วา การ

เปล่ียนแปลงรูปรางจะไมคํานึงถึงผลของแรงเฉือน ทําใหระนาบหลังการเปลี่ยนแปลงรูปรางยังคงระนาบเดิม 

และอีกทฤษฎีหนึ่งคือ ทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือน  (shear deformation plate theory)  

โดยวิธีนี้แยกออกไดหลายวิธีขึ้นอยูกับการพิจารณาผลกระทบแรงเฉือนที่มีตอการเปลี่ยนแปลงรูปราง เชน การ

เปล่ียนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง (first-order shear deformation theory)    และการ

เปล่ียนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม (third-order shear deformation theory)  ซึ่งเรียกยอ ๆ 

วา FSDT  และ  TSDT ตามลําดับ ซึ่งในการวิเคราะหแบบสองมิตินี้จะทําการอินทิเกรตคุณสมบัติวัสดุในแตละ

ชั้นทําใหสามารถวิเคราะหในแบบสองมิติ ทําใหสะดวกและรวดเร็วในการวิเคราะห สวนการวิเคราะหแผน
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layerwise theory)  และใชสมการสมดุล

ในการหาความตอเนื่องของหนวยแรง ทําใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตองมากกวาการวิเคราะหแบบสองมิติ แตวิธี

นี้มีความยุงยากและซับซอนเพราะมีตัวไมทราบคาของการกระจัดในแตละชั้นเปนจํานวนมาก  ในที่นี้จะกลาว

แยกออกเปนสองสวน คือ ปญหาการวิเคราะหหนวยแรงของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิแบบสามมิติและสอง

มิติ โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

 สําหรับปญหาหนวยแรงภายใตอุณหภูมิสามมิติ Mukherjee และ Sinha (1994)  ไดวิเคราะหแผน

ประกอบสามมิติภายใตการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ โดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต  เอลิเมนต 20 โนด  ซึ่งแผนประกอบ

เปนวัสดุเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ คุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง มีจุดรองรับแบบงาย ผลการศึกษาไดแปรผัน

ความกวางตอความหนาเมื่อเปรียบเทียบการกระจัดในทิศทางความหนาไรมิติกับ Timosheko (1959)  Das และ 

Rath (1972)  และ Reddy (1980) มีคาใกลเคียงกัน  Smittakorn และ Heyliger (2001)  ไดวิเคราะหแผนไม

ประกอบภายใตความชื้น อุณหภูมิ  พิโซอิเลคทริกภาวะคงที่และไมคงที่  โดยใชแบบจําลองแยกชั้น (discrete-

layer model)  ซึ่งประยุกตใชเทคนิคของวิธีไฟไนตเอลิเมนต  โดยทําการเปรียบเทียบกับผลการทดสอบ ผล

การศึกษาแสดงใหเห็นกราฟหนวยแรงในแตละแกน และแสดงใหเห็นวาภายใตการเปลี่ยนแปลงปริมาณ

ความชื้นหรือการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ สามาถใชพิโซอิเลคทริกควบคุมการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เกิดขึ้นเนื่องจาก

ผลกระทบทั้งสองนี้ 

 สําหรับการวิเคราะหหนวยแรงในแผนประกอบภายใตอุณหภูมิดวยทฤษฎีคลาสสิกคัลลามิเนต Reddy 

(1999)  แสดงสมการการวิเคราะหแผนประกอบภายใตอุณหภูมิและพิโซอิเลคทริกดวยทฤษฎีคลาสิกคัลลามิ

เนตออกสองวิธี  คือวิธีของ Navier ซึ่งเปนวิธีหาผลลัพธในรูปของผลเฉลยแมนตรง ในการวิเคราะหจะทําการ

สมมติฟงกชันการกระจัดในทิศทางระนาบไซน และโคไซน และสมมติการกระจัดในทิศทางความหนา หนวยแรง

ตามแนวแกน หนวยแรงโมเมนตดวยฟงกชันไซน  การวิเคราะหจําเปนตองกําหนดเงื่อนไขขอบเขตกอนทําการ

วิเคราะห โดยผลลัพธจะอยูในรูปของอนุกรมไซนและโคไซน  อีกวิธีหนึ่งคือวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซึ่งไดแสดงสมการ

การวิเคราะหในรูปของเมตริกซ โดยสมมติฟงกชันรูปรางออกสองชนิดคือ ฟงกชันรูปรางลากรานจใชในการ

สมมติฟงกชันการกระจัดในทิศทางระนาบ และฟงกชันเฮอมิตใชในการสมมติฟงกชันการกระจัดในทิศทางความ

หนา 

 สําหรับการวิเคราะหหนวยแรงในแผนประกอบภายใตอุณหภูมิ ดวยทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปราง

เนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง Rolfes และคณะ (1998)  ไดวิเคราะหหาหนวยแรงของแผนประกอบภายใต

อุณหภูมิดวยวิธีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง    โดยประยุกตใชวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

เอลิเมนต 8 โนดในการวิเคราะห และกําหนดใหอุณหภูมิกระจายในทิศทางความหนาเปนฟงกชันพหุนามกําลัง

หนึ่งตลอดความหนา ทําการวิเคราะหแผนประกอบประกอบดวยวัสดุส่ีชั้น และสิบชั้น วางมุมวัสดุตั้งฉากสลับกัน

ในแตละชั้น โดยแปรผันคาอัตราสวนความหนาตอความกวาง และมีจุดรองรับเปนจุดรองรับแบบงาย ผลการ

วิเคราะหสรุปไดวา หนวยแรงในทิศทางความหนาจะมีคาความถูกตอง เม่ือคาอัตราสวนหนวยแรงตามแนวแกน

ตอหนวยแรงโมเมนตมีคานอย และคาอัตราสวนหนวยแรงทิศทางความหนาตอหนวยแรงเฉือนทิศทางความหนา

มีคามากกวา 0.01 เม่ือทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงและการวิเคราะหแบบสามมิติ  ตอมา Fares 

(2000)  ไดวิเคราะหหาหนวยแรงของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิ ดวยทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจาก
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แรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง   โดยใชวิธีของ Reissner ในการรวมผลของอุณหภูมิแบบไมเชิงเสนเขาไปในสมการ

พลังงาน การศึกษาไดเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ซึ่งแสดงใหเห็นวาเมื่อความชันของอุณหภูมิในทิศทาง

ความหนามีคาเพิ่มขึ้น ผลของอุณหภูมิแบบไมเชิงเสนสงผลใหการกระจัดในทิศทางความหนามีคาลดลง ทําให

คาหนวยแรงมีคาลดลงตามเมื่อเทียบกับการกระจายอุณหภูมิแบบเชิงเสน และในปถัดมา Rohwer และคณะ 

(2001) ไดใชวิธีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่งในการวิเคราะหหาหนวยแรงของแผน

ประกอบภายใตการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิแบบไซนในระนาบ x-y  และการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิฟงกชันพหุนาม

กําลังหนึ่งในทิศทางความหนา โดยมีจุดรองรับแบบงาย ผลการศึกษาแสดงใหเห็นวา คาหนวยแรงและหนวยแรง

เฉือนในแตละทิศทางมีคานอยกวาการวิเคราะหแบบสามมิติเล็กนอย    

 ปญหาหนวยแรงในแผนประกอบเนื่องจากอุณหภูมิ ดวยทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรง

เฉือนระดับขั้นที่สาม   Reddy   (1996)     ไดใชแสดงผลเฉลยแมนตรงการกระจัดและหนวยแรงไรมิติดวยทฤษฎี 

คลาสิกคัลลามิเนต การเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง และการเปลี่ยนแปลงรูปราง

เนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สามของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิแบบไซนในระนาบ  x-y   และฟงกชันพหุนาม

ในทิศทางความหนา โดยแปรผันจํานวนชั้นและแปรผันความกวางตอความหนาเมื่อจุดรองรับเปนแบบจุดรองรับ

แบบงาย (simply support)  จุดรองรับแบบอิสระ (free support) และจุดรองรับแบบยึดแนน (fix support)  

แสดงใหเห็นวาคาการกระจัดในทิศทางความหนาไรมิติ และหนวยแรงไรมิติดวยทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปราง

เนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่หนึ่ง และระดับชั้นที่สามมีคาใกลเคียงกันและมีคามากกวาผลลัพธที่วิเคราะหดวย

ทฤษฎีคลาสิกคัลลามิเนต Daneshjoo และ Ramezami (2002)  ไดวิเคราะหแผนประกอบภายใตการ

เปล่ียนแปลงอุณหภูมิ และปริมาณฟลักซความรอนที่ไมคงที่ โดยประยุกตใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตผนวกเขากับ

ทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม ซึ่งจะทําการรวมตัวแปรไมทราบคาของตัวแปร

อุณหภูมิและหนวยแรงดวยวิธิของ Green-Lindsay มีตัวแปรไมทราบคา 15 ตัวแปรในแตละโนด ในการ

วิเคราะหไดจําลองแผนประกอบภายใตปริมาณฟลักซความรอนแปรผันกับเวลา มีจุดรองรับแบบงาย ผล

การศึกษาเมื่อเปรียบเทียบการวิเคราะหสามมิติโปรแกรม NISA II มีคาการเปลี่ยนแปลงใกลเคียงกันที่เวลาใด ๆ 

 วิทยานิพนธนี้จะทําการศึกษาการหาหนวยแรงในแผนประกอบภายใตอุณหภูมิ โดยในการวิเคราะหหา

การนําความรอนในแผนประกอบ จะใชฟงกชันพหุนามกําลังสามแทนการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา

และในการวิเคราะหหาหนวยแรงจะใชวิธีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม ซึ่งจะกลาวถึง

รายละเอียดในลําดับตอไป 

  



บทที่  3 
 

การวิเคราะหการนาํความรอน 
 
3.1 บทนํา 
 
 การศึกษาพฤติกรรมของแผนประกอบ (composite plate)  ภายใตการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิในที่นี้จะ
แยกการพิจารณาออกเปนสองสวนหลัก ๆ คือ การวิเคราะหการนําความรอนในแผนประกอบและการวิเคราะห
หาหนวยแรงในแผนประกอบภายใตการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ ในบทนี้จะกลาวถึงทฤษฎีที่เกี่ยวของ ที่ใชในการ
แกปญหาการนําความรอนของแผนประกอบ สวนรายละเอียดของการวิเคราะหหนวยแรงในแผนประกอบจะ
กลาวในบทตอไป 
 วิทยานิพนธนี้จะศึกษาพฤติกรรมของแผนประกอบ (รูปที่ 3.1)  ภายใตอุณหภูมิภาวะไมคงที่ การ
วิเคราะหการนําความรอนเพื่อหาการกระจายอุณหภูมิในเนื้อวัสดุแตละชั้นนั้นเปนปญหาในสามมิติ ซึ่งการ
วิเคราะหในระบบสามมิติ   จะสามารถใหคําตอบที่มีความแมนยําสูง แตการคํานวณจะประสบปญหาความ
ยุงยากและซับซอนในการวิเคราะห เนื่องจากมีตัวแปรของอุณหภูมิในแตละชั้นไมทราบคาอยูเปนจํานวนมาก ใน
ที่นี้จึงทําการแปลงการวิเคราะหในแบบสามมิติใหเปนแบบเสมือนสองมิติ   โดยการสมมติการกระจายอุณหภูมิ
ในทิศทางความหนาดวยฟงกชันพหุนามแลวทําการอินทิเกรตคุณสมบัติวัสดุในทิศทางความหนา  ซึ่งจะทําให
สามารถวิเคราะหไดในแบบสองมิติ  การสมมติฟงกชันพหุนามระดับขั้นต่ําจะทําใหความละเอียดของผลลัพธที่
ไดมีความละเอียดไมเพียงพอ คาคลาดเคลื่อนจะมาก  และในทางตรงขามการสมมติฟงกชันพหุนามระดับขั้นสูง  
จะทําใหความละเอียดของผลลัพธมีความละเอียดมากแตเสียเวลาในการวิเคราะห อยางไรก็ตามเนื่องจากผล
ของความละเอียดของระดับขั้นสูงมีผลตอการกระจายอุณหภูมิเพิ่มขึ้นไมมากนัก (Aagaah และคณะ, 2003) 
วิทยานิพนธนี้จะสมมติการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาดวยฟงกชันพหุนามกําลังสาม  ซึ่งจะทําให
ปญหาการนําความรอนจะสามารถพิจารณาไดในแบบสองมิติในระนาบของแผนประกอบ จากนั้นจึงสามารถ
ประยุกตใชวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method)  ในการหาคําตอบของการกระจายอุณหภูมิในแผน
ประกอบ 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.1   แผนประกอบ 
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 ขั้นตอนการวิเคราะหจะเริ่มจากการพิจารณาสมการควบคุม (governing equation)  และประยุกตใช
วิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (weighted  residuals)  ในการหาสมการรูปแบบออน (weak form) จากนั้นจึงทําการ
สมมติฟงกชันรูปรางและทําการแกสมการเพื่อหาคําตอบการนําความรอนในแผนประกอบ  ภายใตเงื่อนไข
ขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตน (boundary and initial condition)  ซึ่งรายละเอียดจะกลาวในลําดับตอไป 
 
3.2  ทฤษฎีการนําความรอน 
 

ในการวิเคราะหการนําความรอนในวัตถุใด ๆ จะใชกฏของฟูเรียร (Fourier’s law) ในการหาอัตราการ
ถายเทความรอนโดยการนํา  และใชหลักการอนุรักษพลังงานในการหาสมการการนําความรอนที่ตําแหนงใดๆใน
วัตถุ โดยมีรายละเอียดดังนี้ 
 
3.2.1 กฏของฟูเรียร 
 

เมื่อจุดสองจุดของกอนวัตถุมีอุณหภูมิตางกันจะเกิดความลาดชันของอุณหภูมิ (temperature  gradient) 
ขึ้นในกอนวัตถุนั้น  อัตราการถายเทความรอนโดยการนําจะเปนสัดสวนระหวางผลตางของอุณหภูมิตอระยะทาง   
ซึ่งเปนคาความลาดชันของอุณหภูมิ   โดยที่การถายเทความรอนนี้จะขึ้นอยูกับคาการนําความรอน (thermal 
conductivity, k)  ซึ่งเปนคุณสมบัติทางฟสิกสของตัวกลางที่ความรอนเคลื่อนที่ผาน  สําหรับวัสดุคุณสมบัติ
เหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic)  สามารถเขียนไดวา 
                            

n
Tkqn ∂
∂

−=     (3.1) 
โดย  แทนอัตราการถายเทความรอน (heat flow rate , W/mnq 2)   คือ สัมประสิทธิ์การนําความรอน 
(coefficient of thermal conductivity, W/m°C)  คือ อุณหภูมิ (temperature,°C) และ คือระยะในทิศทาง 
ใดๆ เครื่องหมายลบที่อยูทางดานขวามือของสมการแสดงใหเห็นวา ความรอนจะเคลื่อนที่จากจุดที่มีอุณหภูมิสูง
ไปยังทิศทางที่อุณหภูมิต่ํากวาเสมอ สมการ (3.1) เรียกวากฎการนําความรอนของฟูเรียร  (Fourier’s law of 
conduction)  ใชในการหาอัตราการถายเทความรอนโดยการนําหรือฟลักซความรอนของวัสดุคุณสมบัติ
เหมือนกันทุกทิศทาง  สําหรับการถายเทความรอนในวัสดุคุณสมบัติไมหมือนกันทุกทิศทางหรือ แอนไอโซทรอปก 
อัตราการถายเทความรอนในแตละทิศทางจะเขียนไดดังนี้ 

k

T n

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
z
Tk

y
Tk

x
Tkqx 131211     (3.2ก) 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
z
Tk

y
Tk

x
Tkqy 232212     (3.2ข) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
z
Tk

y
Tk

x
Tkqz 332313     (3.2ค) 

หรือสามารถเขียนในระบบเมตริกซไดวา 
                       { } [ ]{ }Tkq ∇−=     (3.3) 
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เมื่อ       {  =    =  }q [ ]k
q
q
q

z

y

x

,
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
,

332313

232212

131211

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

kkk
kkk
kkk

{ }T∇  =  

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

z
T
y
T
x
T

  

 
สมการ (3.3) เปนสมการที่ใชหาอัตราการถายเทความรอนโดยการนําของวัสดุแอนไอโซทรอปก  โดยที่

คาอัตราการถายเทความรอนโดยการนํานี้ จะขึ้นอยูกับคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนและความลาดชันของ
อุณหภูมิในแตละทิศทาง 

 
3.2.2 หลักการอนุรักษพลังงาน 
 

ในการอธิบายหลักการอนุรักษพลังงานจะเริ่มจากการพิจารณาสวนของวัตถุชิ้นเล็กๆ ในระบบควบคุม
ปริมาตร ดังรูปที่ 3.2 วัตถุชิ้นเล็กๆ นี้มีความยาวเทากับ dx,dy และ dz ตามลําดับ  และเมื่อนํากฏการอนุรักษ
พลังงานมาใชกับระบบควบคุมปริมาตรที่เปนวัตถุชิ้นเล็กๆ นี้  จะไดความสัมพันธที่วาผลรวมของอัตราการนํา
ความรอนที่ไหลเขาวัตถุกับอัตราความรอนที่เกิดขึ้นในวัตถุ จะเทากับผลรวมของอัตราการนําความรอนที่ไหล
ออกจากวัตถุกับอัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายในของวัตถุ และเมื่อไมมีอัตราความรอนที่เกิดขึ้นในวัตถุจะ
สามารถเขียนอยูในรูปของสมการคณิตศาสตรไดวา 
       ( )=++ zyx qqq ( ) ( )

t
Tdzdydxcqqq vdzzdyydxx ∂
∂

+++ +++ ρ                 (3.4) 

โดยที่ ρ  คือความหนาแนนของมวล (mass density, kg/m3) 
vc  คือ ความรอนจําเพาะ (specific heat, J/kg°C) 

T  คือ อุณหภูมิของวัตถุ (temperature,°C) 
t  คือ เวลา (time, s) 

 qz+dz
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  3.2  ระบบควบคุมปริมาตร 
qz 

 dz

x 

dyqy 
dx

qy+dyy 
z 

qx qx+dx
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จากสมการ (3.4) เมื่อพิจารณาระบบควบคุมปริมาตรที่มีขนาดเล็กมากๆจะสามารถเขียนสมการไดใหมวา 

t
Tc

z
q

y
q

x
q

v
zyx

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

− ρ     (3.5) 

เมื่อแทนคาอัตราการนําความรอนโดยการนําในแตละทิศทางสมการ (3.2) ลงในสมการ (3.4) จะไดวา 

  +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

z
Tk

y
Tk

x
Tk

x 131211 +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

z
Tk

y
Tk

x
Tk

y 232212  

t
Tc

z
Tk

y
Tk

x
Tk

z v ∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂ ρ332313     (3.6) 

 สมการ (3.6) เรียกวาสมการนําความรอน (heat conduction equation) ใชในการหาการกระจาย
อุณหภูมิในวัตถุ  ในการแกสมการเชิงอนุพันธของอุณหภูมิจําเปนตองมีเงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตนในการ
แกสมการเชิงอนุพันธ ซึ่งจะกลาวในลําดับตอไป 
 
3.3 เงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตน 
 

ในการแกสมการเชิงอนุพันธของอุณหภูมิ จําเปนตองมีเงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตนในการแก  
สมการเชิงอนุพันธ  ในวิทยานิพนธนี้ขอบเขตจะแบงพิจารณาออกเปนผิวบน ผิวลางและที่ขอบโดยรอบ  โดยที่
ขอบจะกําหนดใหไมมีการถายเทความรอน นั้นคือปริมาณฟลักซความรอนที่ขอบโดยรอบ (heat flux)เทากับศูนย 
( )0=++ zzyyxx nqnqnq   สวนผิวบน ผิวลาง เมื่อเวลา t >0 กําหนดเงื่อนไขขอบเขตตางๆ (รูปที่3.3) ดังนี้  

- กําหนดอุณหภูมิที่ผิว   1s

( tzyxTTs ,,,ˆ= )                     (3.7ก) 
- กําหนดปริมาณฟลักซความรอนที่ผิว     2s

( )tzyxqnqnqnq zzyyxx ,,,ˆ=++     (3.7ข) 
- กําหนดปริมาณการพาความรอนที่ผิว     3s

( )eszzyyxx TThnqnqnq −=++                    (3.7ค) 
                                                                   

    ( )tzyxTTS s ,,,ˆ,1 =  
 
                 ( tzyxqqS ,,,ˆ,2 = ) ( )es TThqS −=,3  
 

 
 

รูปที่ 3.3  เงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตน 
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โดยที่สัญลักษณ S หมายถึงผิววัตถุโดยรอบ คือ  ปริมาณฟลักซความรอนที่พุงออกจากวัตถุ  (W/mq̂ 2)  ซึ่งอยู
ในทิศทางเดียวกันกับปริมาณการนําความรอนในวัตถุ ซึ่งพุงตรงออกมาจากวัตถุในทิศทางตั้งฉากกับผิวของวัตถุ
นั้น  ประกอบดวยทิศทางโคไซน ตามลําดับ  คือสัมประสิทธิ์การพาความรอน (W/mzyx nnn ,, h 2°C)  และ 

  คืออุณหภูมิที่ผิวและอุณหภูมิบรรยากาศโดยรอบระบบตามลําดับ   
sT

eT

 สําหรับปญหาการนําความรอนในภาวะไมคงที่จําเปนตองกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนในการวิเคราะห โดยที่
การกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนของแผนประกอบภายในโดเมนที่พิจารณาเมื่อเวลา t = 0 จะกําหนดให                                                   
                          ( )zyxTT ,,0=     (3.8) 
  
3.4 การวิเคราะหการนําความรอน  
 
 ในวิทยานิพนธนี้จะทําการหาผลเฉลยโดยประมาณของการกระจายอุณหภูมิของแผนประกอบ โดยเริ่ม
จากการพิจารณาแปลงสมการที่ (3.6) ใหอยูในสมการรูปแบบออน (weak form)  โดยใชวิธีถวงน้ําหนักเศษ
ตกคาง (weighted residuals) แลวทําการสมมติฟงกชันรูปรางของการกระจายอุณหภูมิแทนในสมการรูปแบบ
ออน เมื่อทําการแกระบบสมการดังกลาวก็จะสามารถหาการกระจายอุณหภูมิไดโดยมีรายละเอียดดังนี้ 
 
3.4.1 สมการรูปแบบออน 
 
 การแปลงสมการการนําความรอนใหเปนสมการรูปแบบออนจะเริ่มจากการพิจารณาสมการ (3.6)  เมื่อ
ทําการยายขางสมการจะไดวา  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

z
Tk

y
Tk

x
Tk

yz
Tk

y
Tk

x
Tk

x 232212131211  

 0332313 =
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
t
Tc

z
Tk

y
Tk

x
Tk

z vρ  (3.9) 

กลาวคือ หากเรารูผลแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิและแทนลงทางดานซายของสมการ (3.9) จะกอใหเกิด
คาที่เปนศูนยดังแสดงทางดานขวาของสมการ แตในที่นี้เราไมทราบผลเฉลยแมนตรงจึงสมมติผลเฉลยโดย 
ประมาณของการกระจายอุณหภูมิ ดังนั้นหากเราแทนผลเฉลยโดยประมาณของอุณหภูมินี้ลงในสมการ (3.9) จะ
กอใหเกิดเศษตกคาง (residual)  ทางดานขวาของสมการนั้นคือ 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

z
Tk

y
Tk

x
Tk

yz
Tk

y
Tk

x
Tk

x 232212131211  

 R
t
Tc

z
Tk

y
Tk

x
Tk

z v =
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+ ρ332313  (3.10) 

โดย  แทนคาของเศษตกคาง หลักการขั้นตอไปก็คือ การพยายามทําใหเศษตกคางที่เกิดขึ้นนี้มีคานอยที่สุด  
เพื่อที่วาผลเฉลยโดยประมาณของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นจะมีคาเที่ยงตรงมากที่สุด เราจะระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษ

R
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ตกคางซึ่งจะประกอบดวยการคูณเศษตกคาง ดวยฟงกชันน้ําหนัก  แลวทําการอินทิเกรตตลอดทั้งปริมาตร
ของวัตถุ และกําหนดผลที่ไดใหเทากันศูนยนั้นคือ 

R W

                                (3.11) ∫ =
v

i dvRW 0

ในที่นี้เนื่องจากเรามีอุณหภูมิไมทราบคาเทากับจํานวนที่สมมติ จึงตองทําการแทนฟงกชันถวงน้ําหนักที่ ใด ๆ 
และเมื่อทําการแทนสมการ (3.10)  ลงในสมการ (3.11) จะไดวา 

i

 +⎜
⎜
⎝
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xv
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 0332313 =⎟
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∂
∂ dvW

t
Tc

z
Tk

y
Tk

x
Tk

z ivρ  (3.12) 

เมื่อแทนสมการ (3.2) ลงในสมการ (3.12)  แลวทําการแยกพจนจะไดวา 

 ∫∫ =
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂

∂
+
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v
ivi

zyx

v
dvW

t
TcdvW

z
q

y
q

x
q

0ρ  (3.13) 

พจนแรกในสมการ (3.13)  แทนปริมาณความรอนที่ถายเทผานผิวของวัตถุนั้น ๆ ปริมาณความรอนที่ถายเทผาน
ผิวของวัตถุนี้จะอยูในสถานะสมดุลกับปริมาณการถายเทความรอนภายนอกที่เกิดขึ้นที่ผิวของวัตถุ  พจนที่สอง
แทนอัตราการจุความรอน ซึ่งทั้งสองพจนตองทําการอินทิเกรตทั้งปริมาตรของวัตถุ จึงไมสามารถประยุกตเงื่อนไข
ขอบเขตเขาพื้นผิววัตถุได เพื่อใหสามารถประยุกตเงื่อนไขขอบเขตเขาพื้นผิวจําเปนตองทําการอินทิเกรตทีละสวน 
(by parts integration)   จะไดวา 

        ( ) ( ) ( )
∫ ∫∫ =
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∂
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  (3.14) 
ประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s theorem) ในพจนแรกของสมการ (3.14) จะไดวา 
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ρ  (3.15) 

สมการ (3.15) เรียกวาสมการรูปแบบออนใชในการวิเคราะหการนําความรอนของอุณหภูมิโดยที่สามารถกําหนด
เงื่อนไขขอบเขตใหเขากับปญหา ทั้งนี้ในการวิเคราะหตองทําการสมมติฟงกชันการกระจายอุณหภูมิและฟงกชัน
ถวงน้ําหนัก  จึงจะทําการวิเคราะหไดซึ่งจะกลาวในหัวขอตอไป 
 
3.4.2 แบบจําลองทางคณิตศาสตร 
 
 ในการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิโดยอาศัยสมการรูปแบบออนดังกลาว เราสมมติคําตอบของการ
กระจายอุณหภูมิใหอยูในรูปของผลคูณ การกระจายอุณหภูมิในระนาบและการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความ
หนา  โดยที่การกระจายอุณหภูมิในระนาบจะสมมติดวยฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติ      เอลิเมนต
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ส่ีเหลี่ยมเชิงเสน (linear quadrilateral element) สวนของการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาจะสมมติการ
กระจายอุณหภูมิดวยฟงกชันการประมาณของลากรานจหนึ่งมิติแบบพหุนามกําลังสามแสดงดังรูป 

     (3.16) ( ) ( ) (tTzyxNtzyxT ijj
i j

i χ∑∑
= =

=
4

1

4

1

,),,,( )

โดยที่  คือฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติเอลิเมนตส่ีเหลี่ยมเชิงเสนประกอบดวย ),( yxN i

( )( ybxa
ab

N −−=
4
1

1 )     (3.17ก) 

( )( ybxa
ab

N −+=
4
1

2 )     (3.17ข) 

( )( ybxa
ab

N ++=
4
1

3 )     (3.17ค) 

( )( ybxa
ab

N +−=
4
1

4 )     (3.17ง) 
)(ziχ  คือ ฟงกชันการประมาณของลากรานจหนึ่งมิติแบบพหุนามกําลังสามประกอบดวย 

3

3

2

2

1 2
9

4
9

816
1

h
z

h
z

h
z

++−−=χ    (3.18ก) 

3

3

2

2

2 2
27

4
9

8
27

16
9

h
z

h
z

h
z

−−+=χ    (3.18ข) 

3

3

2

2

3 2
27

4
9

8
27

16
9

h
z

h
z

h
z

+−−=χ    (3.18ค) 

3

3

2

2

4 2
9

4
9

816
1

h
z

h
z

h
z

−++−=χ    (3.18ง) 
 
      และ  T  คือ คาของอุณหภูมิที่เวลาใดๆ โดยที่ i  และ  มีคา 1 ถึง 4  ( )tij j
 

y z  
 โนด 3 โนด 4 

โนด 1 
b 

a 

โนด 1  
h 

โนด 2  x, y x 
โนด 3  
โนด 4 โนด 2  

 
 ก) เอลิเมนตส่ีเหลี่ยม

 
สมการ (3.16) สามารถเขียนในรูปของ

        (xT ,
เชิงเสน           ข) เอลิเมนตหนึ่งมิติแบบพหุนามกําลังสาม 
รูปที่ 3.4 ลักษณะเอลิเมนต 

เมตริกซไดวา 

) ( )⎣ ⎦ ( ){ }tTzyxNtzy    (3.19) ,,,, =
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โดยที่ ( )⎣ ⎦zyxN ,,  คือ เมตริกซผลคูณของฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติเอลิเมนตส่ีเหลี่ยมเชิง                            
เสน กับฟงกชันการประมาณของลากรานจหนึ่งมิติแบบพหุนามกําลังสาม ( yxNi , ) ( )zjχ ซึ่งมีขนาดเมตริกซ
เทากับ 1x16 และ ( ){ }tT  คือ เมตริกซผลเฉลยโดยประมาณการกระจายอุณหภูมิที่เวลาใดๆ มีขนาดเมตริกซ
เทากับ 16x1 
 เมื่อทําการสมมติผลเฉลยการกระจายอุณหภูมิดังสมการ (3.19)  ในลําดับตอไปจะทําการสมมติ
ฟงกชันถวงน้ําหนัก   ซึ่งวิธีของกาเลอรคินจะทําการสมมติฟงกชันถวงน้ําหนัก  เชนเดียวกับฟงกชันการ
ประมาณของอุณหภูมินั่นคือ  

iW iW

( )⎣ ⎦zyxNWi ,,=    ดังนั้นสมการรูปแบบออน สมการ (3.15) สามารถเขียนไดวา 
 
 ( ) ( )⎣ ⎦ dszyxNnqnqnq

T
zzyyxx

s
,,++∫  

 ( )⎣ ⎦ ( )⎣ ⎦ ( )⎣ ⎦ dv
z

zyxN
q

y
zyxN

q
x

zyxN
q

v

T

z

T

y

T

x∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

−
,,,,,,   

 ( )⎣ ⎦ ( )⎣ ⎦ 0,,,, =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+ ∫ dv
t
TzyxNzyxNc

T

v
v
ρ  (3.20) 

แทนคาอัตราการถายเทความรอนสมการ (3.3)  ลงในสมการ (3.20)  แลวทําการจัดพจนจะได 

( ) ( )⎣ ⎦ ( )[ ] [ ] ( )[ ]{ }dvTzyxBkzyxBdszyxNnqnqnq T

v

T
zzyyxx

s
,,,,,, ∫∫ +++  

( )⎣ ⎦ ( )⎣ ⎦ 0,,,, =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+ ∫ dv
t
TzyxNzyxNc T

v
v
ρ  (3.21) 

 
 

( )[ ]

( )⎣ ⎦
( )⎣ ⎦

( )⎣ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

z
zyxN

y
zyxN

x
zyxN

zyxB

,,

,,

,,

,,
โดยที่ 
 
 

เมื่อทําการจัดรูปแบบสมการ (3.21)  ใหอยูในระบบเมตริกซสามารถเขียนไดวา (ปราโมทย  เดชะอําไพ, 1999) 

 [ ]{ } [ ] [ ]( ){ } { } { }hqhc QQTKKTC +=++  (3.22) 
โดยที่ 
 [ ] ( ){ } ( )⎣ ⎦dvzyxNzyxNcC v

v

,,,,ρ∫=  (3.23ก) 

 [ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ]dvzyxBkzyxBK T

v

c ,,,,∫=  (3.23ข) 

 [ ] ( ){ } ( )⎣ ⎦dszyxNzyxNhK
s

h ,,,,
3

∫=  (3.23ค) 

 { } ( ){ dszyxNqQ
s

q ,,ˆ
2

∫= }  (3.23ง) 

 { } ( ){ dszyxNThQ e

s

h ,,
3

∫= }  (3.23จ) 
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ในการอินทิเกรตทั้งปริมาตรสมการ (3.23ก) และ (3.23ข)   สามารถแยกการอินทิเกรตออกเปนสอง
สวน  คือการอินทิเกรตในทิศทางความหนาและการอินทิเกรตในระนาบ x-y ซึ่งการอินทิเกรตในทิศทางความหนา
จะทําการอินทิเกรตในแตละชั้นของแผนประกอบในทิศทางความหนา โดยรวมคาคุณสมบัติของวัสดุในแตละชั้น
ใหเสมือนวัสดุชั้นเดียว เมื่อทําการอินทิเกรตในทิศทางความหนาจะไดวา 

 [ ] ( ){ } ( )⎣ ⎦ dAdzzyxNzyxNcC
A

k
v

k
z

z

n

k

k

k
∫ ∫∑ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

+

=

,,,,
1

1

ρ  (3.24ก) 

  (3.24ข) [ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ] dAdzzyxBkzyxBK kTz

z

n

kA
c

k

k
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫∑∫

+

=

,,,,
1

1

 เมื่อ  คือจํานวนชั้นของแผนประกอบ  หลังจากทําการอินทิเกรตในทิศทางความหนา ขั้นตอนตอไป
จะทําการอินทิเกรตในระนาบ   x-y ซึ่งบอยครั้งปญหาการนําความรอนในแผนประกอบมีรูปรางมิใชส่ีเหลี่ยมมุม
ฉาก เพื่อใหสอดคลองกับรูปรางเดิมของปญหา ทําใหการแบงเอลิเมนตไมสามารถแบงเอลิเมนตเปนส่ีเหลี่ยมมุม
ฉากได ดังนั้นการแบงเอลิเมนตส่ีเหลี่ยมใดๆจําเปนตองใชหลักการกฎลูกโซ (chain rule)  ในการแปลงการถาย
โอน  (transformation  mapping) ระบบพิกัดฉาก  ใหอยูพิกัดธรรมชาติโดย 

n

ξ และ η  จะเปนตัวกําหนด
ลักษณะรูปรางหรือพิกัดจุดตอของเอลิเมนตแทนที่จะใชการหมุน (orientation) ของเอลิเมนตในระบบพิกัดฉาก
ถายโอน  และเรียกเอลิเมนตที่ทําการพิกัดนี้วา  ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนต (isoparametric element) ซึ่งมี
ขนาดเอลิเมนตเทากับ 2 x 2 ดังรูปที่ 3.5  
 
 
 
 
 
 
 
          

  ก)  เอลิเมนตส่ีเหลี่ยมจัตุรัสใน −ξ η                              ข)  การถายโอนเอลิเมนตรูป (ก) ลงใน 

3 

η 

ξ 

(-1, 1) 
4 

(-1,-1) 
2 1 

(0,0) 

(1, -1) 

3 

4 

ดาน ξ = 1 

ดาน η = 1 

(x1, y1) 
2 1 

ดาน ξ = -1 

ดาน η= -1 (x2, y2) 

(x3, y3) 

(x4, y4) 

η 

x 

y 

(1,1) 

ξ 

        พิกัดธรรมชาติ                                                                เอลิเมนตส่ีเหลี่ยมใดๆในพิกัด  x,y 
 

รูปที่ 3.5  การแปลงการถายโอนระบบพิกัด   
 
การแปลงการถายโอนพิกัดจะเริ่มจากการสมมติผลเฉลยการกระจายอุณหภูมิในระบบพิกัดธรรมชาติ ηξ −  (ดู
สมการ 3.16 ประกอบ) จะไดวา   
 
  (3.25) ( ) ( )⎣ ⎦ ( ){ }tTzNtzT ,,,,, ηξηξ =
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โดยฟงกชันการประมาณภายใน ( zN ,,ηξ )  จะประกอบดวยสองสวนคือ ( )ηξ ,iN  และ ( )zjχ เมื่อ ( )ηξ ,iN  
คือฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติ เอลิเมนตส่ีเหลี่ยมเชิงเสนระบบพิกัดธรรมชาติประกอบดวย          

  ( )( )ηξ −−= 11
4
1

1N                          (3.26ก) 

( )( ηξ −+= 11
4
1

2N )                          (3.26ข) 

( )( ηξ ++= 11
4
1

3N )                          (3.26ค) 

( )( ηξ +−= 11
4
1

4N )                          (3.26ง) 
และ   ( )ziχ   คือฟงกชันการประมาณของลากรานจหนึ่งมิติแบบพหุนามกําลังสามมีคาดังสมการ (3.18) 
 เมื่อทําการสมมติผลเฉลยการกระจายอุณหภูมิในระบบพิกัดธรรมชาติแลว ในขั้นตอนตอไปเราจําเปน 
ตองทําการหาความชันของอุณหภูมิ  

y
T

x
T

∂
∂

∂
∂ ,  และ 

z
T
∂
∂  แตเนื่องจากอุณหภูมิ T  นั้นถูกสมมติคําตอบใหอยู

ในระบบพิกัดธรรมชาติ ξ  ,η และ  ดังนั้นจึงตองประยุกตการใชกฏลูกโซ  ดังนี้ z

 
ξξξξ ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ z

z
Ty

y
Tx

x
TT           (3.27ก) 

              
ηηηη ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ z

z
Ty

y
Tx

x
TT           (3.27ข) 

 
z
z

z
T

z
y

y
T

z
x

x
T

z
T

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  (3.27ค) 

เนื่องจากพิกัด x, y และพิกัด z อิสระตอกันทําใหเทอมของคาอนุพันธ z เทียบกับ ηξ ,  และคาอนุพันธ x, y 
เทียบกับ z เทากับศูนย  ดังนั้นสมการ (3.27) เมื่อเขียนในรูปเมตริกซจะสามารถเขียนไดวา 
 

   [ ]

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

z
T
y
T
x
T

J

z
T

T

T

η

ξ

            (3.28) 

เมื่อ        [ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

100

0

0

ηη

ξξ
yx

yx

J  

โดยที่ [ ]J  เรียกวาเมตริกซจาโคเบียน ซึ่งเปนตัวบงชี้ถึงความสัมพันธระหวางการแปลงการถายโอนระบบพิกัด
ฉากใหอยูในระบบพิกัดธรรมชาติ และเมื่อพิจารณาสมการ (3.28) ทําการผกผันเมตริกซจาโคเบียนและแทน
คําตอบการกระจายอุณหภูมิในระบบพิกัดธรรมชาติสมการ (3.25) ลงในสมการ (3.28) จะไดความชันของ
อุณหภูมิไดวา 
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( )[ ]
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

16

2

1

,,

T

T
T

zB

z
T
y
T
x
T

ηξ           (3.29) 

โดยที่คา 
 

( )[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
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∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

z
zN

z
zN

z
zN

zNzNzN

zNzNzN

JJ
JJ

zB

,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,

100
0
0

,,

1621

1621

1621

*
22

*
21

*
12

*
11

ηξηξηξ
η
ηξ

η
ηξ

η
ηξ

ξ
ηξ

ξ
ηξ

ξ
ηξ

ηξ  

เมื่อ  JxJJyJJyJ /,/,/ *
21

*
12

*
11 ηξη ∂

∂
−=

∂
∂

−=
∂
∂

=  

 JxJ /*
22 ξ∂

∂
=   โดยที่  

ξηηξ ∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
yxyxJ  

 
และ   เทากับ  dA ηξ ddJ  ดังนั้นเมตริกซในสมการ (3. 23)  สามารถถายโอนระบบพิกัดฉากใหอยูในระบบ
พิกัดธรรมชาติไดดังนี้ 

 [ ] ( ){ } ( )⎣ ⎦ ( ) ηξηξηξηξρ dddzzJzNzNcC k
v

kz

z

n

k

k

k
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∫∑∫ ∫

+

=
− −

,,,,,,1

1

1

1

1

1
 (3.30ก) 

 [ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ] ( ) ηξηξηξηξ dddzzJzBkzBK kTz

z

n

k
c

k

k
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∫∑∫ ∫

+

=
− −

,,,,,,1
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 ในการทําการอินทิเกรตสมการ (3.30) สามารถใชสูตรการอินทิเกรตแบบจุดของเกาส (Guass’s point)  
ซึ่งเปนการอินทิเกรตโดยการแทนคาจุดของเกาส (Guass point location)  คูณกับคาถวงน้ําหนัก (weight)  แลว
รวมคาผลคูณนี้เทากับจํานวนจุดของเกาส (number of Guass point)  ซึ่งจะกลาวในภาคผนวก ข. ดังนั้นสมการ 
(3.30) จะสามารถทําการอินทิเกรตไดวา 
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 โดยที่    คือจํานวนจุดของเกาส   คือจํานวนชั้นของแผนประกอบ และ    และ   คือคา
ถวงน้ําหนักของเกาสซึ่งแสดงคาดังตาราง ข.1 ในภาคผนวก ข 

NG n iW jW

 เมื่อทําการอินทิเกรตสมการ (3.31)  แลวนําไปแทนกลับลงสมการ (3.22)  ก็จะสามารถหาคาการ
กระจายอุณหภูมิได  แตเนื่องจากในพจนแรกของสมการ (3.22) มีเทอมของคาอนุพันธเมตริกซเทียบกับเวลา 
ดังนั้นการแกระบบสมการอนุพันธนั้นใชวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence relations)  รายละเอียดจะ
กลาวไวในภาคผนวก ค. และเมื่อทําการแกสมการที่ (3.22) ก็จะสามารถทราบคาการกระจายอุณหภูมิของแผน
ประกอบภายใตเงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่มตนที่เวลาตาง ๆ   
 
3.5  การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรวิเคราะหการนําความรอน 
 
 เมื่อไดสมการการวิเคราะหการนําความรอนสมการ (3.22) ในลําดับตอไปจะทําการพัฒนาโปรแกรมใน
การวิเคราะห   ซึ่งในวิทยานิพนธนี้ไดใช  MATLAB ในการพัฒนาโปรแกรมรายละเอียดของโปรแกรม
ประกอบดวย โปรแกรมหลัก (main program)   และโปรแกรมยอย  (subroutines)   (ดูรูปที่  3.6  ประกอบ)     
ลักษณะขั้นตอนที่สําคัญของโปรแกรมจะเริ่มจากโปรแกรมหลัก    เริ่มตนการทํางานโดยการอานขอมูลของ
ปญหา  เชน   จํานวนเอลิเมนต จํานวนโนด จํานวนชั้นของแผนประกอบ ตําแหนงของจุดตอตาง ๆ คุณสมบัติ
การนําความรอน ความหนาในแตละชั้นของแผนประกอบ ฯลฯ  จากนั้นในสวนของโปรแกรมจะเริ่มทําการสง
ขอมูลไปสูโปรแกรมยอยแรกเปนสวนของการคํานวณเอลิเมนตเมตริกซ Kc และ C (ดูสมการ 3.22 ประกอบ)  ซึ่ง
ในสวนนี้จะเปนสวนของการคํานวณคาเมตริกซ  Kc และ C ในแตละชั้นและในแตละเอลิเมนตจากนั้นจะทําการ
รวมคาเมตริกซนี้ใหอยูในระบบเมตริกซรวม (global matrix)  ซ ึ่งจะมีขนาดเมตริกซเทากับ  4N×4N เมื่อ N คือ
จํานวนโนดของการแบงเอลิเมนตจากนั้นตัวโปรแกรมจะทําการคํานวณในสวนของโปรแกรมยอยสอง ซึ่งเปนสวน
ของการคํานวณ KhTop และ qhTop  ในสวนนี้จะทําการคํานวณคาเมตริกซ  Kh และเมตริกซโหลด qh  ที่ผิวบน
ของแผนประกอบ โดยในสวนโปรแกรมยอยนี้จะทําการคํานวณคาเมตริกซเฉพาะเอลิเมนตที่มีการกําหนดการพา
ความรอนที่ผิวบน จากนั้นจะทําการรวมระบบสมการเมตริกซในระบบสมการเมตริกซรวม เชนเดียวกันในสวน
ของโปรแกรมยอยที่สามจะเปนสวนของการคํานวณคาเมตริกซ Kh และ qh ที่ผิวลาง ซึ่งทําในลักษณะ
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เชนเดียวกันในสวนของโปรแกรมยอยสอง โดยจะทําการคํานวณเฉพาะเอลิเมนตที่มีการกําหนดการพาความรอน
ที่ผิวลางเทานั้น  จากนั้นจะทําการคํานวณในสวนของโปรแกรมยอยส่ีและหา ซึ่งจะเปนสวนของการคํานวณ
เมตริกซโหลดของฟลักซความรอนที่ผิวบนและผิวลางตามลําดับ (qsTop และ qsTop)  ที่เวลาใด ๆ  โดยที่จะรวม
สมการเขาในระบบเมตริกซรวมของโหลดที่ชวงเวลาใด ๆ  และในสวนของโปรแกรมยอยหกและเจ็ดจะเปนการ
คํานวณเมตริกซของ qh ท ี่ขอบ และ qs ท ี่ขอบโดยรอบของแผนประกอบ (qhEdge , qsEdge)  ซึ่งจะทําการคํานวณ
เมตริกซการพาความรอนที่ขอบในแตละขอบของแผนประกอบ แลวทําการรวมระบบของสมการเมตริกซใหอยูใน
ระบบสมการเมตริกซรวม (ทําเชนเดียวกันกับโปรแกรมยอยส่ีและหา)  เมื่อทําการคํานวณเมตริกซ และเมตริกซ
โหลดในโปรแกรมยอยสองถึงเจ็ด  จากนั้นในสวนของโปรแกรมยอยแปดจะเปนสวนของการจัดระเบียบของ
ระบบสมการเมตริกซ  และเมตริกซโหลดรวมทั้งระบบใหแยกเปนสวนของเมตริกซที่มีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต   
และสวนที่ไมมีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต และในสวนของโปรแกรมยอยเกาเปนสวนของการแกสมการเมตริกซ
ในโปรแกรมยอยแปด โดยที่ผลลัพธจะนําไปแสดงในแตละสวนของโปรแกรมยอยสิบ ซึ่งรายละเอียดแสดงไวใน
รูปที่ 3.6 
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เริ่มตนการทํางาน  

อานขอมูลของปญหา (main program)  

คํานวณระบบเมตริกซรวม Kc, C และรวมระบบสมการ 

คํานวณระบบเมตริกซรวม KhTop, qhTop  

คํานวณระบบเมตริกซรวม Khbot, qhbot  

คํานวณระบบเมตริกซรวม qsTop 

คํานวณระบบเมตริกซรวม qsbot 

คํานวณระบบเมตริกซรวม qhEdge 

คํานวณระบบเมตริกซรวม qsEdge 

กําหนดเงื่อนไขขอบเขตในระบบสมการรวม 

แกระบบสมการรวมเพื่อหาอุณหภูมิที่โนด 

K 

J 

I 

H 

G 

F 

E 

D 

C 

B 

A 

แสดงอุณหภูมิทุก ๆ จุดตอ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.6  ลําดับโปรแกรมวิเคราะหการนําความรอน 
 
โดยรายละเอียดของการอานขอมูลของปญหาเริ่มจากการปอนคาจํานวนของเอลิเมนต จํานวนโนด จํานวนชั้น
ของแผนประกอบ ตําแหนงพิกัดของเอลิมเนต ตําแหนงจุดเชื่อมโนด ความหนา คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน
ในแตละชั้น กําหนดเงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิการนําความรอนและฟลักซความรอนโดยรายละเอียดแสดงดัง
รูปที่ 3.7 
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คาสัมประสิทธิ์การนําความรอนในแต
้

B 

กําหนดเงื่อนไขขอบเขตฟลักซความ

กําหนดเงื่อนไขขอบเขตการพาความ

กําหนดเงื่อนไขขอบเขตอุณหภูมิ 

ความหนา 

ตําแหนงจุดเชื่อมโนด 

ตําแหนงพิกัดของเอลิเมนต  

จํานวนชั้นของแผนประกอบ 

จํานวนโนด 

จํานวนเอลิเมนต  

เริ่มตน  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.7  ลําดับการอานขอมูลของปญหา 
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 เมื่อทําการกําหนดคาตัวแปรตาง ๆ แลวลําดับตอไปจะเปนสวนของโปรแกรมยอยหนึ่ง เปนสวนของ
การคํานวณเอลิเมนตเมตริกซ  Kc และ C  แลวเอลิเมนตเมตริกซนี้เขาเปนเมตริกซรวม Kcsys และ Csys  โดย
เริ่มจากการกําหนดใหเมตริกซในระบบรวมของ  Kcsys และ Csys ใหมีคาเปนศูนย (ขนาดเมตริกซเทากับ 
4N×4N เมื่อ N คือจํานวนโนด)  เพื่อที่จะทําการรวมคาเมตริกซในแตละเอลิเมนต จากนั้นจะเริ่มเขาการวนลูป
แรกเปนการวนลูปในแตละจํานวนเอลิเมนต  โดยในการวนลูปนี้จะทําการกําหนดใหเมตริกซ K และ C  มีคาเปน
ศูนย (ขนาดเมตริกซเทากับ 16×16) จากนั้นจะเริ่มเขาการวนลูปที่สองจะเปนการวนลูปการอินทิเกรตแบบจุด
ของเกาส (ในที่นี้ใช 4 จุด ของเกาส) ซึ่งในการวนลูปนี้จะทําการคํานวณหาคาจาโคเบียน และหาคาดีเทอมิเนนต 
ของจาโคเบียน  ซึ่งจะมีการวนลูปที่สาม จะเปนการวนลปูจํานวนชั้นของแผนประกอบ ในการวนลูปนี้จะทําการ
คํานวณคาเมตริกซ K และ C  ในแตละชั้น (วนลูปที่สาม)  และในแตละจุดของเกาส (วนลูปที่สอง)  และเมื่อทํา
การคํานวณคาเมตริกซ   Kc  และ C  ในแตละเอลิเมนตแลว   จากนั้นจะทําการแปลงระบบเมตริกซในแตละเอลิ
เมนตใหอยูในระบบเมตริกซรวม Kcsys และ Csys  ดวยเมตริกซ LL ซึ่งแสดงดังรูปที่ 3.8 
 

B  
 Kcsys = 0, Csys = 0 

 
Em <= NumEm 

numgp <= 4 

คํานวณจาโคเบียน และดีเทอมิเนนต 

Layer <= NumLayer 

ค  

Kcs

Cs

 

 

 

 

 

 

C 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 3.8  ลําดับกา
ํานวณการอินทิเกรตคา z
คํานวณ K 

คํานวณ C 

Layer = Layer+1 

numgp = numgp+1 

คํานวณ LL 

ys = Kcsys + (LL)T (K) (LL) 

ys = Csys + (LL)T (K) (LL) 

Em = Em + 1 

รคํานวณเมตริกซระบบรวม K
เท็จ
จริง
จริง
จริง
เท็จ
เท็จ
csys และ Csys 
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 เมื่อทําการคํานวณเมตริกซระบบรวม Kcsys และ Csys  แลวในขั้นตอนตอไปจะเริ่มทําการคํานวณคา 
Kh และ Qh ที่ผิวบน ระบบเมตริกซรวม (Kh Top Sys และ Qh Top Sys)  โดยเริ่มจากการทําใหระบบเมตริกซ
รวมของ  Kh Top Sys และ Qh Top Sys  มีคาเปนศูนย ทั้งนี้เพื่อที่จะไดทําการรวมคาเอลิเมนตเมตริกซในแตละ
เอลิเมนตเขาระบบเมตริกซรวม จากนั้นจะเริ่มเขาการวนลูปแรกเปนการวนลูปเทากับจํานวนของเอลิเมนตที่มี
การกําหนดการพาความรอนที่ผิวบน แลวทําการกําหนดใหเมตริกซ Kh Top และ Qh Top  มีคาเทากับศูนย 
(ขนาดเมตริกซเทากับ 16×16)  จากนั้นจะเริ่มเขาการวนลูปที่สองเปนการวนลูปการอินทิเกรตแบบจุดของเกาส  
ซึ่งในสวนของการวนลูปนี้จะทําการคํานวณคาจาโคเบียน และหาคาดีเทอมิเนนตในแตละจุดของเกาส แลวทํา
การคํานวณคา Kh Top และ Qh Top  ในแตละจุดของเกาส (การวนลูปที่สอง)  และเมื่อทําการอินทิเกรตแบบจุด
ของเกาสแลว จากนั้นจะทําการคํานวณเมตริกซ LL ในการแปลงเอลิเมนตเมตริกซสูระบบเมตริกซรวม แลว
ขั้นตอนตอไปจะทําการรวมเมตริกซของ Kh Top Sys และ Qh Top Sys  ในระบบพิกัดรวม โดยมีรายละเอียดดัง
รูปที่ 3.9 
 
 C 
 

Kh Top Sys = 0, Qh Top Sys = 0  
 

EmConvecTop <= Num Em Convec Top  

Kh Top = 0, Qh Top = 0 

numgp <= 4 

คํานวณจาโคเบียน และหาดเีทอมิเนนต 

คํานวณ Kh Top 

คํานวณ Qh Top 

numgp = numgp+1 

คํานวณ LL 

Kh Top Sys = Kh Top Sys + (LL)T (Kh Top) (LL) 

Qh Top Sys = Qh Top Sys + (LL)T (Qh Top) (LL) 

Em Convec Top = Em Convec Top  + 1 

 

 

 

D 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.9  ลําดับการคํานวณระบบเมตริกซรวมการพาความรอนที่ผิวบน Kh Top Sy
 

เท็จ
จริง
 

จริง
เท็จ
s และ Qh Top Sys 
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 ลําดับในการคํานวณระบบเมตริกซรวมของการพาความรอนที่ผิวลาง Kh Bot Sys และ Qh Bot Sys 
จะทําในลักษณะเชนเดียวกันกับการคํานวณระบบเมตริกซรวมของการพาความรอนที่ผิวบน Kh Top Sys และ 
Qh Top Sys  ซ ึ่งรายละเอียดแสดงดังรูปที่ 3.10 
 

D  
 Kh Bot Sys = 0, Qh Bot Sys = 0 
 

Em ConvecBot <= Num Em Convec Bot  

Kh Bot = 0, Qh Bot = 0 

numgp <= 4 

คํานวณจาโคเบียน และหาดเีทอมิเนนต 

คํานวณ Kh Bot 

คํานวณ Qh Bot 

numgp = numgp+1 

คํานวณ LL 

Kh Bot Sys = Kh Bot Sys + (LL)T (Kh Bot) (LL) 

Qh Bot Sys = Qh Bot Sys + (LL)T (Qh Bot) (LL) 

Em Convec Bot  = Em Convec Bot  + 1 

 

 

 

E  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.10  ลําดับการคํานวณระบบเมตริกซรวมการพาความรอนที่ผิวลาง Kh Bot S
 
เชนเดียวกันกับการคํานวณระบบเมตริกซรวมฟลักซความรอนที่ผิวบนและผิวลาง  Qs 
Sys จะทําการคํานวณเชนเดียวกันกับ Qh Top Sys และ Qh Bot Sys  ที่ไดกลาว
คํานวณจํานวนการวนลูปเพิ่ม เนื่องจากการคํานวณฟลักซความรอนจะทําการคํานวณท
ที่ 3.11 และ 3.12 
 
 
 
 

เท็จ
จริง
 

จริง
เท็จ
ys และ Qh Bot Sys 

Top Sys และ Qs Bot 
มาในขางตน แตจะมีการ
ี่เวลาใด ๆ ซึ่งแสดงดังรูป
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E  

 
Qs Top Sys = 0  

 
Del Time <= (Time / Steptime + 1)  

Qs Top = 0 

numgp <= 4 

คํานวณจาโคเบียน และหาดเีทอมิเนนต 

คํานวณ Qs Top 

numgp = numgp+1 

คํานวณ LL 

Qs Top Sys = Qs Top Sys + (LL)T (Qs Top) 

Em Heat Flux Top = Em Heat Flux Top + 1 

Del Time = Del Time + 1 

 

 

 

Em Heat Flux Top <= Num Em Heat Flux Top 

 

F  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 3.11  ลําดับการคํานวณระบบเมตริกซรวมฟลักซความรอนที่ผิวบน Qs Top Sys 
 
 
 
 

เท็จ
จริง
 

 

จริง
เท็จ
จริง
เท็จ
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F  
 

Qs Bot Sys = 0  
 

Del Time <= (Time / Steptime + 1)  

Qs Bot = 0 

numgp <= 4 

คํานวณจาโคเบียน และหาดเีทอมิเนนต 

คํานวณ Qs Bot 

numgp = numgp+1 

คํานวณ LL 

Qs Bot Sys = Qs Bot Sys + (LL)T (Qs Bot) 

Em Heat Flux Bot = Em Heat Flux Bot + 1 

Del Time = Del Time + 1 

 

 

 

Em Heat Flux Bot <= Num Em Heat Flux Bot 

 

G  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.12  ลําดับการคํานวณระบบเมตริกซรวมฟลักซความรอนที่ผิวลาง Qs Bot S
 
 ในลําดับตอไปจะเปนลําดับการคํานวณในระบบเมตริกซการพาความรอนที่ขอบ ลัก
เชนเดียวกันกับการคํานวณระบบเมตริกซการพาความรอนที่ผิวบนและผิวลาง  แตในที่นี้ขอบข
จะประกอบดวยดาน 4 ดาน จึงตองทําการตรวจสอบเงื่อนไขของดานแตละดาน แลวทําการอิน
ดานนั้นใหเทากับจํานวนของชั้นของแผนประกอบ โดยมีรายละเอียดดังรูปที่ 3.13 
 

เท็จ
จริง
 

 

จริง
เท็จ
จริง
เท็จ
ys 

ษณะลําดับจะทํา
องแผนประกอบ
ทิเกรตดานแตละ
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 G 
 
 Kh Edge Sys = 0, Qh Edge Sys = 0 

 
Em Convec Edge <= Num Em Comvec Edge  

คํานวณ  L1, L2, L3, L4 

Layer <= Num Layer 

คํานวณการอินทิเกรตของ z 

คํานวณ LL 

Kh Edge Sys = Kh Edge Sys + (LL)T (KhEdge) (LL) 

H ็จ 

 

 

Kh Edge =0, Qh Edge =0 

คํานวณ Kh Edge และ Qh Edge 

ค

ค

 
ค

Type Convec Edge = 1 

็จ 

Type Convec Edge = 2 

็จ 

Type Convec Edge = 3 

็จ 
 

 

 

 

Type Convec Edge = 4 

Em Convec Edge = Em Convec Edge + 1 

Layer = Layer + 1 

Qh Edge Sys = Qh Edge Sys + (LL)T (Qh Edge) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 3.13  ลําดับการคํานวณระบบเมตริกซรวมการพาความรอนที่ขอบ Kh Edge Sys แ

 
เชนเดียวกันกับการคํานวณระบบเมตริกซฟลักซความรอนที่ขอบQs Edge Sys  จะทําลัก
คํานวณระบบเมตริกซรวมการพาความรอนที่ขอบ Qh Edge Sys ซ ึ่งรายละเอียดแสดงดังรูป
 

เท
จริง
 

จริง
ที่ข

ล

ษณ
ท

เท็จ
อบที่ 1 
ํานวณ Kh Edge และ Qh Edge ที่ขอบที่ 2 
ํานวณ Kh Edge และ Qh Edge ที่ขอบที่ 3 
ํานวณ Kh Edge และ Qh Edge ที่ขอบที่ 4 
จริง
จริง
จริง
จริง
เท
เท
เท
ะ Qh Edge Sys 

ะเชนเดียวกับการ
ี่ 3.14 
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H  
 

Qs Edge Sys = 0  
 

Em Heat Flux Edge <= Num Em Heat Flux Edge  

คํานวณ  L1, L2, L3, L4 

Layer <= Num Layer 

คํานวณการอินทิเกรตของ z 

คํานวณ LL 

I ็จ 

ิง 

ิง 

Qs Edge = 0 

คํานวณ Qs Edge ที่ขอบท

ค

ค

 
ค

Type Heat Flux Edge = 1 

 

Type Heat Flux Edge = 2 

 

Type Heat Flux Edge = 3 

 
 

 

 

 

Type Heat Flux Edge = 4 

Em Heat Flux Edge = Em Heat Flux Edge + 1 

Layer = Layer + 1 

Qs Edge Sys = Qs Edge Sys + (LL)T (Qs Edge) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.14  ลําดับการคํานวณระบบเมตริกซรวมฟลักซความรอนที่ขอบ Qs Edg
 
 ในลําดับตอไปจะเปนการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในระบบสมการรวม ซึ่งในส
เมตริกซในระบบรวมแตละเมตริกซเขาดวยกัน หลังจากนั้นจะทําการดัดแปลงระบบเม
สอดคลองกับการกําหนดอุณหภูมิการพาความรอน และฟลักซความรอนในแตละปญหา โดย
ระบบเมตริกซรวมเทากับจํานวนของโนดที่มีการกําหนดอุณหภูมิ ตอมาจะทําการดัดแปลงเม
ตําแหนงที่คอลัมนที่มีการกําหนดอุณหภูมิ จากนั้นถึงจะมีการดัดแปลงแถวของเมตริกซที่ตําแ
จากนั้นจึงจะทําการดัดแปลงระบบเมตริกซโหลดรวม ซึ่งมีรายละเอียดแสดงดังรูปที่ 3.15 
เท
จร
 

จร
ี่ 1

e

วน

จ
ต
ห

เท็จ
 

ํานวณ Qs Edge ที่ขอบที่ 2 
ํานวณ Qs Edge ที่ขอบที่ 3 
ํานวณ Qs Edge ที่ขอบที่ 4 
จริง
จริง
จริง
จริง
เท็จ
เท็จ
เท็จ
 Sys 

นี้จะเปนการรวม
ตริกซรวมนี้เพื่อให
ะทําการดัดแปลง
ริกซระบบรวม ณ 
นงคอลัมนนั้น ๆ  
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 I 
 

Ksys = Kcsys + Kh Top Sys + Kh Bot Sys + Kh Edge Sys  
Del Time <= (Time / Step + 1)  

D  

Del Time 2 <= (Time / Step + 1) 

KK Sys = (1/Step) Csys + 2/3 Ksys 

i = i + 1 

J ็จ 

ิง 

ิง 

Qsys (Del Time) = Qh Top Sys + Qh Bot Sys + Qh Edge Sys + Qs Top Sys (Del Time) + Qs Bot Sys (Del Time) + Qs Edge (Del Time) 

P <= NumTemp 

KKsys (Pl,:) = 0 

m <= 4 Num Node 

KQsys = (1/Step) Csys + 1/3 Ksys 

 

i <= Num Temp 

ค  
 

QQsys (m,Del Time) = QQsys (m, Del Time) – Kksys (m,Temp) 

 

m = m + 1 

K

 

P P + 1 

g <= NumTemp 

K  

 
Q

Del Time = Del Time + 1 

g  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.15  ลําดับการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 
เท
จร
จร
 

ํานวณอุณหภูมิท่ีโนดเงื่อนไขขอบเขต Temp T+T
 

 

 

เท็จ
เท็จ
จริง
จริง
จริง
จริง
เท็จ
เท็จ
เท็จ
el Time = Del Time + 1
QQsys = KQsys TT (Del Time-1) + 1/3 Qsys (Del Time-1) + 2/3Qsys (Del Time)
Ksys (:, Temp No (m) = 0 
Ksys (Temp No (m), Temp No (m)) = 1
Qsys (Temp No (g), Del Time) = Tem TTT(g) 
 = g + 1
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เมื่อทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตใหกับระบบเมตริกซรวมแลวจากนั้นจะทําการแกระบบสมการเมตริกซที่เวลา
ใด ๆ โดยมีรายละเอียดดังรูปที่ 3.16 
 J 
 
 ็จ K Del Time <= (Time / Step + 1)  

Del Time = Del Time

ิง 

TT  (Del Time) = inverse (KKsys) × 

 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.16  ลําดับการ
 
และในลําดับสุดทายจะเปนการแสดงผลลัพธของอุณหภูมิโดย
 K 
 

Del Time <= (Time / Step + 1)  

Del Time = Del Time + 1 

 

แสดงคา TT (Del Time) 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.17  ลําดับการแสดงผล
 
 รายละเอียดลําดับการพัฒนาโปรแกรมไดแสดงไวดัง
การกระจายอุณหภูมิที่เวลาใด ๆ ซึ่งคาอุณหภูมิที่ไดนี้จ
เปล่ียนแปลงรูปรางเนื่องจากอุณหภูมิตอไป รายละเอียดจะกล
 

จร
 + 1 

QQsys (Del Time) 

แกสมการ 

มีรายละเอียดดังรูปที่ 3.1

็จ 

ลัพธของอุณหภูมิ 

ที่กลาวมา ซึ่งสามารถ
ะนําไปใชในการวิเคราะห
าวในบทที่ 4 
เท
7 

หยุดการทํางาน 

จริง
เท
นําไปใชในการคํานวณหา
หาหนวยแรง และการ



บทที่  4 
 

การวิเคราะหหนวยแรงเนือ่งจากอุณหภูมิ 
 

4.1  บทนํา 
 
การวิเคราะหหาหนวยแรงในแผนประกอบ (composite plate) ภายใตอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลง ใน

วิทยานิพนธนี้ จะอาศัยทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม (third-order shear 
deformation theory, TSDT)  ผนวกกับการประยุกตใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการวิเคราะหหาการกระจัดและ
หนวยแรงที่ตําแหนงตาง ๆ ในแผนประกอบ และการสมมติฟงกชันการกระจัดในที่นี้จะใชรูปแบบที่เสนอโดย 
Reddy (1996) จากนั้นอาศัยความสัมพันธระหวางความเครียด การกระจัด และความสัมพันธอุณหภูมิที่มีตอ
ความเครียดและหนวยแรง   ซึ่งความสัมพันธทั้งสองนี้จะนําไปผนวกเขากับหลักการพลังงานความเครียดสมมติ  
เพื่อหาสมการรูปแบบออน (weak form)  แลวจึงใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการหาคําตอบของการเปลี่ยนตําแหนง
และหนวยแรงโดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

 
4.2  ความสัมพันธระหวางความเครียดและการกระจัด 

 
ทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม สมมติใหระนาบการเปลี่ยนแปลง

รูปรางของวัตถุไมคงระนาบเสนตรงเนื่องจากผลของแรงเฉือน (รูปที่ 4.1)   และการคํานึงถึงผลของแรงเฉือน
ระดับขั้นที่สามนี้ ไดมีผูเสนอแบบจําลองไวหลายรูปแบบ  ในวิทยานิพนธนี้จะใชแบบจําลองที่เสนอโดย Reddy 
(1996)  โดยมีสมมติฐานคือ วัสดุแตละชั้นมีการยึดเหนี่ยวกันอยางสมบูรณ ความเครียดและการกระจัดมีคานอย 
คุณสมบัติของวัสดุมีลักษณะอิลาสติกเชิงเสน (linear elastic)  วัสดุแตละชั้นมีความหนาสม่ําเสมอ และระนาบ
หลังการเสียรูปไมคงระนาบเดิมเนื่องจากผลของแรงเฉือน  โดยฟงกชันการกระจัดจะอยูในรูปของฟงกชันกําลัง
สามของความหนา  ดังสมการ 
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w
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w
zctyxztyxvtzyxv yy
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( ) ( )tyxwtzyxw ,,,,, 0=      (4.1ค) 
โดยที่    คือการกระจัดที่ระดับกึ่งกลางความหนาในทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ 000 ,, wvu

 xφ และ  yφ  คือมุมที่เปล่ียนไปของแกนทิศทางความหนาที่ระดับกึ่งกลางความหนารอบแกน  
y และ x ตามลําดับ 

 
x

w
∂
∂ 0  และ 

y
w
∂
∂ 0   คือความชันของระนาบแผนประกอบที่ระดับกึ่งกลางความหนารอบแกน y 

และ x ตามลําดับ 
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  คือคาคงที่มีคาเทากับ  1c
23

4
h

 
  เมื่อ     คือ ความหนาของแผนประกอบ h

  
 

   
 
 
 
 
 
 
รูป
 

 สม
กระจัดในระ
(พจนที่สอง)
การเปลี่ยนแ
ทิศทางความ
 เม
เพื่อหาความ

 

โดยที่ 

  
undeformed 
xφ
w∂ 0d 

ที่ 

กา
นา
  แ
ปล
ห
ื่อท
เค
deforme
4.1  กา

รที่ (4.
บ  
ละเทอ
งรูปรา
นา (ดูรูป

(u

ําการสม
รียดดังน

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

γ
ε
ε

⎩
⎨
⎧
γ
γ

 

Z,w
x∂

รเสียรูปของทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับ

1)  คือแบบจําลองการกระจัดในแตละทิศทางเสนอโดย Reddy
  และ    จะมีเทอมของมุมที่เปล่ียนไปข

มของความชันของระนาบ (พจนที่สาม)  ทั้งนี้สืบเนื่องจากแรงเฉ
งไมคงระนาบเดิม ทําใหคาการกระจัด  และ 
ที่ 4.1 ประกอบ) 

),,, tzyx ),,,( tzyxv

),,,( tzyxu ,( yxv

มติการกระจัดดังสมการ (4.1)  ลําดับตอไปจะทําการหาคาอนุพัน
ี้ 
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ขั้นที่สาม 

  ซึ่งจะเห็นไดวาคาการ
องแกนทิศทางความหนา 
ือนมีผลทําใหระนาบของ

  มีคาไมเชิงเสนใน),, tz

ธของการกระจัดดังกลาว

 (4.2ก)

 (4.2ข) 

 (4.3ก)  



 34

( )

( )

( )
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

1

1

1

xy

yy

xx

γ
ε
ε

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂

∂
+

∂
∂

∂

∂
∂
∂

xy

y

x

yx

y

x

φφ

φ

φ

      (4.3ข) 

   

( )

( )

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

)3(

3

3

xy

yy

xx

γ
ε
ε

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

∂

∂
+

∂

∂
∂

∂
+

∂
∂

−=

yx
w

xy

y

w
y

x

w
x

c

yx

y

x

0
2

2
0

2

2
0

2

1

2
φφ

φ

φ

       (4.3ค) 

และ 
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โดยที่ xxε  คือ ความเครียดตั้งฉากในทิศทางแกน x 
 yyε  คือ ความเครียดตั้งฉากในทิศทางแกน y 
 xyγ  คือ ความเครียดเฉือนในระนาบ x-y 
 yzγ  คือ ความเครียดเฉือนในระนาบ y-z 
 xzγ  คือ ความเครียดเฉือนในระนาบ x-z 
  คือ คาคงที่มีคาเทากับ  2c

2

4
h

 
 
4.3  ความสัมพันธระหวางอุณหภูมิ  ความเครียด  และหนวยแรง 
 
 เมื่อวัตถุอยูภายใตการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิวัตถุนั้นจะเกิดความเครียดขึ้นภายในวัตถุ ซึ่งความเครียด
นี้จะขึ้นอยูกับคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ (coefficient of thermal expansion)  และอุณหภูมิ
ที่เปล่ียนแปลงไป      ถาอุณหภูมิมีคาเพิ่มขึ้นจากอุณหภูมิอางอิง คาความเครียดนั้นจะมีคาเปนบวก และใน
ทางตรงขามถาอุณหภูมิมีคาลดลงจากอุณหภูมิอางอิงคาความเครียดจะมีคาเปนลบ ซึ่งสามารถแสดงไดดัง
สมการ 
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                                                                        TT ∆= αε                                          (4.5) 
 โดยที่   Tε    คือ ความเครียดเนื่องจากอุณหภูมิ  
  α    คือ สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ (1/ ºC) 
   คือ อุณหภูมิที่เปล่ียนไป ( ºC)  ซึ่งมีคาเทากับ T∆ if TT −   
 เมื่อ    และ   คืออุณหภูมิที่พิจารณาและอุณหภมิูอางอิงตามลําดับ fT iT

 จากสมการ (4.5)  เมื่อทราบคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิและอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลง
ไปก็จะสามารถหาความเครียดที่เกิดขึ้นภายในแผนประกอบนั้นได ซึ่งคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจาก
อุณหภูมิทราบไดจากคุณสมบัติทางฟสิกสของวัสดุที่นํามาใชในแผนประกอบ สวนการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของ
แผนประกอบสามารถทราบไดจากผลการวิเคราะหการนําความรอนในแผนประกอบซึ่งกลาวไวในบทบที่ 3  โดย
ที่คําตอบการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิมีคาดังสมการ      
  ⎣ ⎦ { })(),,(),,,( tTzyxNtzyxT =∆     (4.6) 
โดยที่คา  ⎣ ⎦),,( zyxN คือเมตริกซผลคูณของฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติ เอลิเมนตส่ีเหลี่ยมเชิง
เสน  กับฟงกชันการประมาณของลากรานจหนึ่งมิติแบบพหุนามกําลังสาม ),( yxN i )(zjχ   โดยแสดงคาไวใน
สมการ (3.17)  และ (3.18) 
 ในกรณีวัตถุที่มีการยึดรั้งเกิดการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิขึ้นภายในวัตถุ วัตถุนั้นจะเกิดหนวยแรง ซึ่ง
หนวยแรงนี้จะขึ้นอยูกับคาโมดูลัสยืดหยุนของวัตถุแตละชนิด  สําหรับวัตถุเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอคุณสมบัติ
เหมือนกันทุกทิศทางสามารถเขียนความสัมพันธไดวา 
                                         ( )TE εεσ −=     (4.7) 
 โดยที่  σ  คือหนวยแรงภายในวัตถุ (N/m2) 
  E   คือคาโมดูลัสยืดหยุน (N/m2) 
  ε  และ Tε   คือความเครียดและความเครียดเนื่องจากอุณหภูมิ (m/m) ตามลําดับ 
 สมการ (4.7)  เปนสมการหาหนวยแรงภายในวัตถุคุณสมบัติไอโซทรอปก   ซึ่งสามารถนําไปประยุกต
หาหนวยแรงภายในแผนประกอบคุณสมบัติออโททรอปกได  โดยอาศัยหลักการเชนเดียวกันกับสมการ (4.7) 
ผนวกเขากับหลักการของความเคนระนาบ (plane stress)  (ดูภาคผนวก ง)  เราจะสามารถหาความสัมพันธ
ระหวางหนวยแรงกับความเครียดของวัสดุแผนประกอบภายใตอุณหภูมิที่ชั้น k ใด ๆ  ในระบบพิกัดเฉพาะที่ 
(local coordinate)  ไดดังนี้ 
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  (4.8ก) 
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. เนื่องจากแผนประกอบ ประกอบดวยแผนวัสดุที่มีคุณสมบัติ และทํามุมแตกตางกันในแตละชั้นวัสดุ จึง
จําเปนตองทําการแปลงหนวยแรงในระบบพิกัดเฉพาะที่ของแผนประกอบใหอยูในระบบพิกัดรวม (global 
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coordinate) เพื่อใหคุณสมบัติของวัสดุของแผนประกอบที่ทํามุมตางกัน แปลงใหอยูในระบบพิกัดรวมเดียวกัน 
(ดูภาคผนวก จ) จะไดวา 
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  (4.9ก) 
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โดยที่ 
⎣ ⎦ ⎣ ⎦T

xyyyxx
T σσσσσσ ,122211   คือหนวยแรงตั้งฉากในระบบพิกัดเฉพาะที่และระบบพิกัดรวมตามลําดับ 

⎣ ⎦ ⎣ T
xzyz

T σσσσ ,1323 ⎦
⎦

⎦
⎦

  คือหนวยแรงเฉือนในระบบพิกัดเฉพาะที่และระบบพิกัดรวมตามลําดับ 
⎣ ⎦ ⎣ T

xyyyxx
T εεεεεε ,122211   คือความเครียดตั้งฉากในระบบพิกัดเฉพาะที่และระบบพิกัดรวมตามลําดับ 

⎣ ⎦ ⎣ T
xzyz

T εεεε ,1323   คือความเครียดเฉือนในระบบพิกัดเฉพาะที่และระบบพิกัดรวมตามลําดับ 
⎣ ⎦ ⎣ T

xyyxx
T ααααα ,02211   คือคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิในระบบพิกัดเฉพาะที่และ

ระบบพิกัดรวมตามลําดับ และ  [ ] [ ]ijij QQ ,    คือคุณสมบัติของวัสดุในระบบพิกัดเฉพาะที่ และระบบพิกัดรวม
ตามลําดับ (รายละเอียดไดแสดงไวในภาคผนวก ง และ จ)  
 จากสมการความเครียด (4.2) เมื่อแทนลงในสมการ (4.9)  จะสามารถหาหนวยแรงที่เกิดขึ้นในแตละ
ทิศทางของแผนประกอบภายใตการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่เกิดขึ้น เมื่อทําการอินทิเกรตตลอดทิศทางความหนา
จะสามารถหาแรงภายในตอความกวางหนึ่งหนวยที่เกิดขึ้นในวัสดุแตละชั้นได โดยที่แรงตอความกวางหนึ่งหนวย
ของทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สามจะประกอบดวย แรง (N) กระทาํโดยการ     
อินทิเกรตหนวยแรงตลอดความหนาในแตละชั้น โมเมนต (M) หาไดโดยทําการอินทิเกรตหนวยแรงตลอดความ
หนาในแตละชั้นคูณดวย z และโมเมนตที่สาม  (P)  ทําการอินทิเกรตหนวยแรงตลอดความหนาในแตละชั้นคูณ
ดวย  z3 สามารถเขียนไดวา 
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   (4.10ค)         
เชนเดียวกันสําหรับหนวยแรงเฉือน (Q) กระทําโดยการอินทิเกรตหนวยแรงเฉือนตลอดความหนาในแตละชั้น 
และหนวยแรงเฉือนที่สอง (R) หาไดโดยการอินทิเกรตหนวยแรงเฉือนตลอดความหนาในแตละชั้น คูณดวย z2 
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สมการ (4.10)  และ (4.11) สามารถเขียนแรงและแรงเฉือนตอหนึ่งหนวยความกวางในรูปเมตริกซไดดังนี้ 
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ซึ่งคาตาง ๆ ในสมการ (4.12) หาไดจาก 
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และ  (4.14) { } T
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สมการ (4.13ก)  สัญลักษณ i,j เทากับ 1, 2, 6  มีขนาดเมตริกซเทากับ 3×3 และในสมการ (4.13ข)  สัญลักษณ 
i, j เทากับ 4, 5  มีขนาดเมตริกซเทากับ 2×2  โดยที่คาสัมประสิทธิ์ หาไดจาก ijijijijijij HFEDBA ,,,,,
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 เมื่อหาความสัมพันธระหวางความเครียด หนวยแรงและแรงไดแลว เราจะนําคาความสัมพันธนี้ไปแทน
คาในสมการรูปแบบออน เพื่อหาผลลัพธของการกระจัดซึ่งจะกลาวในลําดับตอไป 
 
4.4 หลักการพลังงานความเครียดสมมติ และสมการรูปแบบออน 
 

พื้นฐานการวิเคราะหพฤติกรรมเชิงกลของแผนประกอบ ในวิทยานิพนธนี้จะเริ่มจากการใชหลักการ
พลังงานความเครียดสมมติ (principle  virtual  strain  energy) โดยการแทนความเครียดและหนวยแรงซึ่งกลาว
ในหัวขอ 4.3  เขาในระบบสมการเพื่อนําไปสูการหาสมการรูปแบบออน ซึ่งหลักการพลังงานสมมติมีหลักการที่วา 
วัตถุที่อยูในสถานะสมดุลภายใตหนวยแรงที่กําหนด ถาใหความเครียดกับวัตถุดวยความเครียดสมมติ (virtual 
strain,δε ) ทําใหวัตถุเกิดการเปลี่ยนรูปรางซึ่งสอดคลองทางเรขาคณิตแลว พลังงานสมมตินี้จะตองเทากับศูนย 
(Reddy, 1996)  สามารถเขียนไดวา   

                                                0=+ VU δδ                                                     (4.16) 
โดยที่ 
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โดยที่ 
 Uδ  คือ พลังงานความเครียดสมมติ 
 Vδ  คือ พลังงานสมมติเนื่องจากแรงกระทําภายนอก 
  คือ ระนาบ x-y ที่พิจารณา Ω

  คือ เสนรอบรูปในระนาบ x-y ที่พิจารณา Γ

  คือ แรงภายนอกกระทําที่ผิว q

 0wδ  คือ การกระจัดในทิศทางความหนาสมมติที่ระดับกึ่งกลางความหนา 
 ijσ  คือ หนวยแรงภายในเมื่อ  i, j  เทากับ x, y, z 
 ijσ̂  คือ หนวยแรงภายนอกที่กําหนด   เมื่อ  i, j  เทากับ  n, s, r 
 sn φφ ,  คือ มุมที่เปล่ียนไปของแกนทิศทางความหนาที่กึ่งกลางความหนารอบแกนสัมผัสผิวและรอบ

แกนตั้งฉากผิวความหนาตามลําดับ 
 nsn ϕϕ ,  คือ ผลรวมของมุมของแกนทิศทางความหนาที่เปล่ียนไปกับความชันของระนาบแผนประกอบที่

ระดับกึ่งกลางรอบแกนสัมผัสผิวความหนาและรอบแกนตั้งฉากผิวความหนาตามลําดับ 
และสัญลักษณ  n, s และ r  คือทิศทางตั้งฉากความหนา ทิศทางสัมผัสผิวความหนาและทิศทางความหนาของ
แผนประกอบแสดงดังรูปที่ 4.2 
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รูปที่ 4.2  แสดงทิศทางที่ผิวของแผนประกอบ 
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เมื่อทําการอินทิเกรตในทิศทางความหนาสมการ 4.17 จะไดวา 
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2 δγδγδγ −+−  (4.18ก) 

( ) Γ+−++−+−= ∫Γ dwQPcMuNPcMuNV nnsnssnssnsnnnnnnnnn 011
ˆˆˆˆˆˆˆ δδϕδφδδϕδφδδ  

          (4.18ข) ∫Ω− dxdywq 0δ

เมื่อ    คือแรงตอหนึ่งหนวยความกวางที่กําหนด โมเมนตตอหนึ่งหนวยความกวางที่กําหนด และ ijijij PMN ˆ,ˆ,ˆ

 โมเมนตที่สามตอหนึ่งหนวยความกวางที่กําหนดตามลําดับ  เมื่อ i , j เทากับ  n ,s 
              และ   คือแรงเฉือนตอหนึ่งหนวยความกวางมีคาเทากับ  nQ̂ dznr
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ในการพิจารณาสมการ (4.18) จะทําการแยกพิจารณาออกเปนสองสวนคือ Uδ และ Vδ  เมื่อพิจารณา Uδ ใน
สมการ (4.18ก) จําเปนตองหาคาแปรผันของความเครียดและหนวยแรงตาง ๆ ซึ่งหาไดจาก 
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และทําการแทนคาสมการ (4.19) ลงในสมการ (4.18ก)  จะไดวา 
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และในการพิจารณาคา Vδ   ในสมการ (4.18ข)  จะเริ่มจากการแปลงพิกัดระบบ n, s, r  ใหอยูในพิกัด x, y, z 
เมื่อกําหนดทิศทางโคไซนหนึ่งหนวยเวคเตอร  nx = cos θ และ  ny = sin θ ดังนั้นในการแปลงพิกัดระหวางพิกัด
ระบบ n, r, s  และ  x, y, z  เขียนไดวา 
   (4.21ก) synxx enene ˆˆˆ −=

   (4.21ข) sxnyy enene ˆˆˆ +=

   (4.21ค) rz ee ˆˆ =

เมื่อ   คือหนึ่งหนวยเวคเตอรในพิกัด x, y, z zyx eee ˆ,ˆ,ˆ

   คือหนึ่งหนวยเวคเตอรในพิกัด s, n, r rsn eee ˆ,ˆ,ˆ

ดังนั้นสามารถเขียนการกระจัด  un, us ระบบพิกัด n, r, s  ใหอยูในระบบพิกัด  x, y, z ไดวา 
   (4.22ก) synx ununu −=0

   (4.22ข) sxny ununv +=0

และเมื่อพิจารณาสมการ (จ.5) ในภาคผนวก จ. จะสามารถเขียนความสัมพันธระหวางหนวยแรงในระบบพิกัด 
n, r, s  ใหอยูในระบบพิกัด  x, y, z ไดวา 
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เชนเดียวกันเราสามารถเขียนแรง  โมเมนตและโมเมนตที่สามตอหนึ่งหนวยความกวางไดวา 
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  (4.24ค) 
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เมื่อพิจารณาเทอมของแรงคูณกับคาแปรผันความเครียดในสมการ (4.18ข) จะมีเทอมของ
และเมื่อแทนคาสมการ (4.24ก) ลงในสมการเทอมนี้จะสามารถเขียนไดวา 

snsnnn uNuN δδ ˆˆ +

 ( ) +++=+ nyxxyyyyxxxsnsnnn unnNnNnNuNuN δδδ ˆ2ˆˆˆˆ 22  
     ( )( ) syxxyyxyyyxxx unnNnnNnnN δ22ˆˆˆ −++−  (4.25) 
เมื่อทําการจัดพจนจะไดวา 
 ( )( ) +−+=+ synxyxyxxxsnsnnn ununnNnNuNuN δδδδ ˆˆˆˆ  
   ( )( )sxnyyyyxxy ununnNnN δδ ++ ˆˆ  (4.26) 
เมื่อทําการแปรผันการกระจัดสมการ (4.22) และแทนลงในสมการ (4.26) จะไดวา 
 ( ) ( ) 00

ˆˆˆˆˆˆ vnNnNunNnNuNuN yyyxxyyxyxxxsnsnnn δδδδ +++=+  (4.27) 
เชนเดียวกันเมื่อพิจารณาเทอมบางเทอมของสมการ (4.18ข) จะมีเทอมของโมเมนตคูณกับมุมที่เปล่ียนไปของแกน
ในสมการ (4.18ข)  สามารถเขียนไดวา 
 ( ) ( ) yyyyxxyxyxyxxxsnsnnn nMnMnMnMMM δφδφδφδφ ˆˆˆˆˆˆ +++=+  (4.28) 

และในทํานองเดียวกันในเทอมของโมเมนตที่สามในสมการ (4.18ข) จะไดวา 

( ) ( ) yyyyxxyxyxyxxxnsnsnnn nPnPcnPnPcPcPc δϕδϕδϕδϕ ˆˆˆˆˆˆ
1111 +−+−=−−  (4.29) 

เมื่อ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+=

y
w

x
w

yyxx
00 ,

δ
δφδϕ

δ
δφδϕ    

แทนสามการ (4.27) ถึง (4.29) ลงในสมการ (4.18) จะไดวา 
 ( ) ( ) 00

ˆˆˆˆ vnNnNunNnNV yyyxxyyxyxxx δδδ +++
⎩
⎨
⎧

−= ∫
Γ

 

  ( ) ( )( ) xyxyxyxxxxx nPcMnPcM δφˆˆˆˆ
11 −+−+  

  ( ) ( )( ) xyyyyyxxyxy nPcMnPcM δφˆˆˆˆ
11 −+−+  

  ( ) ( ) Γ
⎭
⎬
⎫

+
∂
∂

+−
∂

∂
+− dwQ

y
w

nPnPc
x
w

nPnPc nyyyxxyyxyxxx 0
0

1
0

1
ˆˆˆˆˆ δ

δδ  

    (4.30) ∫
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Ω− dwq 0δ

แทนสมการ (4.20) และสมการ (4.30) ลงในสมการ (4.16) จะไดวา 
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โดยที่  αβαβαβ PcMM 1−=  
 ααα PcQQ 2−=  
 เมื่อ βα ,  คือ x และ y 
เนื่องจาก xwvu δφδδδ ,,, 000  และ yδφ เปนตัวแปรอิสระตอกันจึงสามารถจัดพจนไดวา 
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 สมการ (4.32) เรียกวาสมการรูปแบบออนซึ่งจะนําไปประยุกตในการหาผลลัพธ โดยทําการสมมติ
ฟงกชันการกระจัดเขาในสมการแลวทําการอินทิเกรตทั้งโดเมนเทากับศูนย โดยจะกลาวในหัวขอตอไป  
  
 
4.5  เงื่อนไขขอบเขต 
 ในการวิเคราะหหาหนวยแรงในแผนประกอบภายใตอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลง ตองทําการกําหนดเงื่อนไข
ขอบเขตกับแผนประกอบ ซึ่งสามารถกําหนดการกระจัด หรือกําหนดหนวยแรงที่ผิวอยางใดอยางหนึ่งใหกับ
ปญหา  สามารถเขียนไดวา 
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                                                                                             (4.33) zzyyxx eTeTeT ˆˆˆ ++=ℑ

เมื่อ 
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 โดยที่  คา ℑ  คือ หนวยแรงที่ผิวและ  และ  คือหนวยแรงที่ผิวในแตละแกน และ  
และ คือทิศทางโคไซนของเวคเตอรหนึ่งหนวย ซึ่งมีคาเทากับ    

yx TT , zT yx nn ,

zn zzyyxx enenenn ˆˆˆˆ ++=

 
4.6  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

 
การวิเคราะหดวยวิธีการไฟไนตเอลิเมนตจะเริ่มจากการพิจารณาสมการรูปแบบออน โดยจะทําการ

สมมติฟงกชันการกระจัดในแตละทิศทาง ฟงกชันมุมของแกนทิศทางความหนา และฟงกชันความชันของระนาบ
แผนประกอบ ในทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สามมีตัวแปร 5  ตัวแปรคือ 

yxwvu φφ ,,,, 000  โดยที่ฟงกชันการเปลี่ยนแปลงรูปรางของ yxvu φφ ,,, 00  ใชฟงกชันการประมาณของลากรานจ
สองมิติเอลิเมนตส่ีเหลี่ยมเชิงเสน  (linear quadrilateral element, iψ )  และตัวแปร  ใชฟงกชันการประมาณ
ของเฮอมิต  (Hermite  interpolation  function,

0w

iϕ ) โดยมีระดับขั้นเสรี  (degree of freedom) เทากับ 4    
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       (4.35จ) ( ) ( ) ( yxtYtyx i
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โดยที่   , คือคาการกระจัดที่ระดับกึ่งกลางความหนาแตละโนดของเอลิเมนตในทิศทางแกน x และ  y iu iv
ตามลําดับ  

 , คือมุมที่เปล่ียนแปลงไปของแกนทิศทางความหนาที่ระดับกึ่งกลางความหนาในแตละโนดของ
เอลิเมนตรอบแกน y และ  x ตามลําดับ  

iX iY

i∆ คือการกระจัดและคาอนุพันธในทิศทางแกน  z ดังนี้  
yx

w
y

w
x

w
w o

∂∂
∂

∂
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∂
∂ 0

2
0

0 ,,,  

 เมื่อทําการพิจารณาสมการรูปแบบออน  (weak  form) ลําดับตอไปจะแทนคา yxwvu δφδφδδδ ,,,, 000

ซึ่ง Reddy (1996)  ไดเสนอคาแปรผันการกระจัดดังนี้ 
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( ) ( yxtyxu io ,,, ψδ ≈ )

)

)

      (4.36ก)  

        (4.36ข)  ( ) ( yxtyxv io ,,, ψδ ≈

        (4.36ค)  ( ) ( yxtyxw io ,,, ϕδ ≈

  ( ) ( )yxtyx ix ,,, ψδφ ≈       (4.36ง)  

  ( ) ( )yxtyx iy ,,, ψδφ ≈       (4.36จ)  

โดยที่ iψ คือฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติเอลิเมนตส่ีเหลี่ยมเชิงเสน และ iϕ คือฟงกชันการ
ประมาณของเฮอมิต 4 โนด (ดูรายละเอียดในภาคผนวก ก) เมื่อทําการแทนสมการ (4.12)  (4.35) และ (4.36)  
ลงในสมการรูปแบบออนสมการ (4.32ก)  จะไดวา 
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เมื่อทําการแทนสมการ (4.12)   (4.35) และ (4.36)  ลงในสมการรูปแบบออนสมการ (4.32ข)   จะไดวา 
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เมื่อทําการแทนสมการ (4.12)   (4.35) และ (4.36)  ลงในสมการรูปแบบออนสมการ (4.32ค)  จะไดวา 
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 เมื่อทําการแทนฟงกชันการประมาณของลากรานจ และฟงกชันการประมาณของเฮอมิต ลงในสมการ 
(4.42)  ก็จะสามารถหาการกระจัดที่เกิดขึ้นเนื่องจากมีการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิได แตในการพัฒนาโปรแกรมใน
การวิเคราะหจะนิยมทําการแปลงการถายโอนพิกัดฉากใหอยูในระบบพิกัดธรรมชาติกอน  ทั้งนี้เพื่อที่ในการ
พัฒนาโปรแกรมจะสามารถประยุกตการอินทิเกรตแบบจุดของเกาส     (Gauss’s   point   integration)    ในการ   
อินทิเกรต และยังทําใหการแบงเอลิเมนตสามารถแบงเอลิเมนตรูปรางสี่เหลี่ยมใด ๆ ได 
 ในการแปลงการถายโอนระบบพิกดัฉากใหอยูในระบบของระบบพิกัดธรรมชาติ จะทําเชนเดียวกันกับ
การวิเคราะหการนําความรอน แตในสมการการหาหนวยแรงภายใตอุณหภูมิไดมีเทอมของคาเปนอนุพันธอันดับ
สอง  จึงตองแยกการแปลงการโอนถายระบบพิกัดออกเปน 2 สวน  คือการแปลงการโอนถายคาอนุพันธอันดับ
หนึ่งของระบบพิกัดฉาก ใหอยูในระบบพิกัดธรรมชาติ  โดยใชหลักการกฎลูกโซ ในการแปลงการถายโอนพิกัด
จากระบบ x-y ใหอยูในระบบ ηξ −  ไดดังสมการดังนี้ 
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                                           (4.43) 

 สมการที่ (4.43)  เปนการแปลงการถายโอนอนุพันธอันดับหนึ่งของระบบพิกัดธรรมชาติใหอยูในระบบ
พิกัดฉาก ดังนั้นเมื่อทําการผกผันสมการ (4.43)  ก็จะสามารถหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งของระบบพิกัดฉากไดดังนี้ 
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 เมื่อ JxJJyJJyJ /,/,/ *
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 และในสวนที่สองจะเปนการแปลงการถายโอนอนุพันธอันดับสองของระบบพิกัดฉาก ใหอยูในระบบ
พิกัดธรรมชาติ ก็จะทําลักษณะคลายกันกับการแปลงการโอนถายคาอนุพันธอันดับหนึ่งของระบบพิกัดฉาก แต
ไดใชกฎลูกโซในการหาคาอนุพันธอันดับสองเทียบกับ x, y  และ xy (Reddy, 1993)ซึ่งจะไดวา 
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          (4.45) 
 เมื่อทําการยายขาง และทําการผกผันสมการ (4.45) จะไดวา 
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          (4.46) 
 สมการ (4.46)  เปนการแปลงการถายโอนคาอนุพันธอันดับสองของระบบพิกัดฉากใหอยูในระบบพิกัด
ธรรมชาติ  ซึ่งในวิทยานิพนธนี้ไดใชฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติส่ีเหลี่ยมเชิงเสน ในการแปลงการ
ถายโอนพิกัดฉากใหอยูระบบพิกัดธรรมชาติ  ดังนั้นในเทอมของอนุพันธอันดับสองของ x และ y เมื่อเทียบ ξ  
และ η   จึงมีคาเทากับศูนยในสมการ (4.46)  ดังนั้นจะไดวา 
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เมื่อแทนสมการ (4.44)  และ (4.47)  ลงในสมการ (4.42) จะสามารถถายโอนระบบพิกัดฉากใหอยูในระบบพิกัด
ธรรมชาติได ซึ่งคาลิมิตการอินทิเกรตจะมีคาจากลบหนึ่งถึงหนึ่ง ทําใหสามารถประยุกตทฤษฎีการอินทิเกรตของ
เกาสได (ทําในลักษณะเชนเดียวกันกับการวิเคราะหการนําความรอน) ซึ่งสามารถนําไปพัฒนาโปรแกรมในการ
วิเคราะหหาหนวยแรงในแผนประกอบภายการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิได  
 
4.7  การพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรวิเคราะหหนวยแรง 
 
 เมื่อทําการหาสมการการหาหนวยแรงสมการ (4.42) ไดแลว  ในลําดับตอไปจะนําสมการนี้ไปพฒันา
โปรแกรม ในวิทยานิพนธนี้ใช MATLAB ในการพัฒนาโปรแกรมการวิเคราะห โดยในโปรแกรมประกอบดวย 
โปรแกรมหลัก (main program)  และ 4 โปรแกรมยอย (subroutines)  (ดูรูปที่ 4.3 ประกอบ)  ลักษณะขั้นตอนที่
สําคัญของโปรแกรมจะเริ่มจากโปรแกรมหลัก โดยจะเริ่มตนการทํางาน ซึ่งจะทําการอานขอมูลของปญหา เชน 
คาโมดูลัสยืดหยุน  และโมดูลัสเฉือนยืดหยุน อัตราสวนปวสซอง คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน ฯลฯ  จากนั้น
ในสวนของโปรแกรมจะเริ่มทําการสงขอมูลไปสูโปรแกรมยอยแรกเปนสวนการเก็บคาขอมูลในการกําหนดเงื่อนไข
ขอบเขต โดยจะเก็บขอมูลชนิดจุดรองรับแตละแบบที่โนดขอบเขต เมื่อทําการเก็บขอมูลเงื่อนไขขอบเขตแลว ใน
สวนของโปรแกรมยอยสองจะทําการคํานวณหาเมตริกซ K  และเมตริกซแรงเนื่องจากอุณหภูมิ FTemp  ในแตละ  
เอลิเมนต จากนั้นจะทําการรวมระบบเมตริกซในแตละเอลิเมนตใหอยูในระบบเมตริกซรวม โดยจะทําการเก็บ
ขอมูลเฉพาะเมตริกซที่มีคา (ขอมูลของเมตริกซที่มีคาเทากับศูนยจะไมทําการเก็บขอมูล)  และในขั้นตอนตอไป
ในสวนของโปรแกรมยอยสามจะทําการแกสมการระบบเมตริกซรวม เพื่อหาคาการกระจัดมุมของแกนทิศทาง
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ความหนา และความลาดชันของระนาบในแตละทิศทาง ซึ่งคาผลลัพธเหลานี้จะนําไปหาความเครียดและหนวย
แรงในโปรแกรมยอยส่ี รายละเอียดแสดงดังรูปที่ 4.3 
 
 

เริ่มการทํางาน  
 

A  อานขอมูลของปญหา 
 
 
 

B กําหนดเงื่อนไขขอบเขต  
 
 

C 
  

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.3  แสดงโ
 
 รายละเอียดของการอาน
คาอัตราสวนปวสซอง สัมประสิทธ
คํานวณในการเปลี่ยนแปลงอุณห
รูปที่ 4.4 
 
 
 
 
 
 
 

คํานวณคา K และ FTemp ในแตละเอลิเมนต 

แลวรวมเขาระบบเมตริกซรวม  

D แกระบบสมการหาคาการกระจัด  

E คํานวณคาความเครียดและหนวยแรง 

 
ปรแกรมหลัก และโปรแกรมยอยของการวิเคราะหหาหนวยแรง 

ขอมูลของปญหา เริ่มจากการปอนคาโมดูลัสยืดหยุนและโมดูลัสเฉือนยืดหยุน 
ิ์การขยายตัวเนื่องจากความรอน และคาการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ (ไดจากการ
ภูมิในบทที่สาม)  จากนั้นจะทําการกําหนดชนิดจุดรองรับ โดยมีรายละเอียดดัง
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เริ่มตน 
 
 
 

โมดูลัสยืดหยุน  
 
 

โมดูลัสเฉือนยืดหยุน  
 
 

อัตราสวนปวสซอง   
 
 สัมประสิทธิ์การขยายตัว 

เนื่องจากความรอน   
 

คาการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ  
 
 

ชนิดจุดรองรับ  
 
 

B  
 
 

รูปที่ 4.4  ลําดับการปอนขอมูล 
 
 เมื่อทําการปอนคาขอมูลดังกลาว จากนั้นจะทําการสงคาขอมูลนี้ไปคํานวณโดยที่ในขั้นตอนแรกจะเปน
สวนของโปรแกรมยอยหนึ่งจะเปนสวนของการเก็บขอมูลของชนิดจุดรองรับ ซึ่งในที่นี้กําหนดได 4 แบบ หนึ่งจุด
รองรับแบบงายขนาดแกน X  สองจุดรองรับแบบงายขนาดแกน Y  สามเปนจุดรองรับแบบยึดแนน และส่ีจุด
รองรับแบบปลอยอิสระ โดยมีรายละเอียดในการเก็บขอมูลดังรูปที่ 4.5  ซึ่งในการเก็บขอมูลนี้เพื่อที่จะทําการ
ดัดแปลงระบบเมตริกซรวมในการแกสมการเมตริกซ ซึ่งรายละเอียดจะกลาวในขั้นตอนตอไป 
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B 
 
 
 

C Num Sup <= Num Support 

Num Sup = Num Sup + 1 

เก็บตําแหนงโนดแกน X 

เก็บตําแหนงโนดแกน Y 

เก็บตําแหนงโนดแบบยดึแนน 

Type Support  = 1 

Type Support  = 2 

Type Support  = 3 

เท็จ 

เท็จ 

เท็จ 

จริง 

Type Support  = 4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.5  ลําดับการเก็บขอมูลจุดรอ
 
 เมื่อทําการเก็บขอมูลของจุดรองรับในลําดับตอไปจะเปนการคํา
เมตริกซโหนด เนื่องจากอุณหภูมิรวม โดยที่เริ่มแรกจะเริ่มทําการคํานว
เนื่องจากความรอนในระบบพิกัดรวม จากนั้นจะทําการคํานวณคาสัมปร
ละชั้น (วนลูปแรก)  และในลําดับตอไปจะทําการวนลูปที่สองเปนการวน
ทําการกําหนดให  Kss และ FLoad   เทากับศูนย (มีขนาดเมตริกซขนา
คา  Kss และ FLoad  เทากับจํานวนจุดของเกาส (ในที่นี้ใชจํานวน 16
คํานวณหาคาจาโคเบียน  ดีเทอมิเนนต คา Kss และ FLoad ในแตละจ
อินทิเกรตแบบจุดของเกาส จากนั้นจะทําการคํานวณเมตริกซการแปลง
LL  ซ ึ่งจะนําไปใชในการคํานวณระบบเมตริกซรวม Kss Sys และ FLoad
 
 
 
 

เก็บตําแหนงโนดแบบปลอยอสิระ 
งรับ 

นวณคาระบบเมตริกซรวม และระบบ
ณคา ijQ และสัมประสิทธิ์การขยายตัว
ะสิทธิ์ ในแต
ลูปเทากับจํานวนเอลิเมนต   จากนั้นจะ
ดเทากับ 28×28)   ทั้งนี้เพื่อทําการรวม
 จุด ของเกาส)  และจากนั้นจะทําการ
ุดของเกาส   เมื่อจบการวนลูปของการ
ระบบเมตริกซเฉพาะสูระบบเมตริกซรวม 
 Sys ดังแสดงไวในรูปที่ 4.6 

ijijijijijij HFEDBA ,,,,,
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 C 
 
 
 คํานวณสัมประสิทธ์ิการขย

 
Laye

La

คํานวณ ijA ,

Em

Num

E

F

ค

คํานวณจาโคเ

N

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.6  ลําดับการคํานวณระบบเม
 
 เมื่อทําการคํานวณหาคาระบบเมตริกซรวม K
สมการโดยในขั้นตอนแรกจะทําการกําหนดตําแหนงจุดร
จะทําการแกระบบสมการจะทําโดยการผกผันสมการ  K
คําตอบของการกระจัด โดยรายละเอียดแสดงดังรูปที่ 4.7
ijQ  คํานวณ 

ายตัวเนื่องจากความรอนระบบพิกัดรวม 

r <= Num Layer  

yer = Layer + 1 

FL

D เท็จ 

จริง 
 ijijijijij HFEDB ,,,,

คํา

เท็จ 

 <= Num Em 

K  
จริง 

gp

คํา

m

ําน

บีย

um

ต

ss
อง
ss
 

ss = 0
oad = 0 

นวณ Kss 

 = numgp + 1 

จริง 

นวณ LL 

 

วณ Fload 

น และหาคาดีเทอมิเนนต 

gp <= 16 เท็จ 
Kss Sys = Kss Sys + (LL)T (Kss) (LL)
Load Sys = FLoad Sys + (LL)T (FLoad) 
 = Em + 1 

ริกซรวม Ks Sys และ FLoad Sys 

 Sys และ FLoad Sys จากนั้นจะทําการแกระบบ
รับ (ไดจากขั้นตอนการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต)  ซึ่ง
 Sys  แลวคูณเขากับเมตริกซ FLoad Sys  ซ ึ่งจะได
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D  
 
 

กําหนดตําแหนงจุดรองรับ  
 

Dis = inverse (Kss Sys) (FLoad)  
 

E  
 

รูปที่ 4.7  ลําดับการแกสมการ 
 

ในขั้นตอนสุดทาย เมื่อทําการหาคาการกระจัดไดแลวจากนั้นจะทําการหาคาความเครียด ซึ่ง
ความเครียดนี้จะนําไปหาหนวยแรง โดยจะเริ่มจากการหาคาความเครียดในแตละโนด จากนั้นจะทําการหาคา
หนวยแรง ซึ่งจะทําการหาหนวยแรงแยกออกเปนชั้น ๆ รายละเอียดแสดงดังรูปที่ 4.8 

 
K  

 
Node <= Num Node  

Layer = Layer + 

 
คํานวณคาความเครียดแต

 

Layer <= Num Laye

หาหนวยแรงแตละโนดในแ

Node = Node + 1

จบการทํางาน  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.8  ลําด

รายละเอียดลําดับการพัฒนาโปรแกรมการวิเคราะหหาห
การคํานวณหาหนวยแรงได  ในลําดับตอไปจะเปนการ
แรงไปพัฒนาโปรแกรมและทําการเปรียบเทียบกับผลเฉ
จริง
1 

ละโนด 

r  

 
ตละชัน้ 

 

ับการคํานวณหนว
 

นวยแรงไดแสดงดัง
นําทฤษฎีการนําคว
ลยของแตละปญหา
เท็จ
เท็จ 
จริง
ยแรง 

ที่กลาวมา ซึ่งสามารถนําไปใชใน
ามรอนและทฤษฎีการวิเคราะหหนวย
 ซึ่งจะกลาวในบทตอไป 



บทที่ 5 
 

กรณศีึกษาเปรียบเทยีบอุณหภูม ิ
 

 การศึกษากรณีเปรียบเทียบจะแยกกรณีศึกษาออกเปนสองกรณี คือกรณีศึกษาเปรียบเทียบการนํา

ความรอนในแผนประกอบ และกรณีศึกษาหนวยแรงในแผนประกอบภายใตอุณหภูมิ ซึ่งในบทนี้จะกลาวถึงการ

เปรียบเทียบการนําความรอนในแผนประกอบกรณีตาง ๆ ซึ่งแตละกรณีมีวัตถุประสงคเพื่อทําการตรวจสอบ

ความแมนยําของโปรแกรมที่ไดพัฒนาขึ้นภายใตเงื่อนไขขอบเขตตาง ๆ ที่กําหนดในแตละกรณีแตกตางกัน โดย

การตรวจสอบนี้จะทาํการเปรียบเทียบกับ ผลเฉลยแมนตรง งานวิจัยเกาที่ผานมา และ โปรแกรม ANSYS โดย

แบงกรณีศึกษาออกเปนสองสวนใหญๆคือ กรณีปญหาการกระจายอุณหภูมิภาวะคงที่ ซึ่งแบงออกเปนสาม

กรณีศึกษาคือ ปญหาสองมิติ ปญหาสามมิติ และการศึกษาพารามิเตอร สวนกรณีปญหาการกระจายอุณหภูมิ

ภาวะไมคงที่ แบงออกเปนสองกรณีศึกษาคือ ปญหาสองมิติและปญหาสามมิติ ซึ่งมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

 
5.1  ปญหาการนําความรอนภาวะคงที่ 
 
 ปญหาตัวอยางการนําความรอนภาวะคงที่  ในกรณีศึกษานี้ไดเสนอการนําความรอนแบบ 2 มิติ และ 3 

มิติ  โดยที่ปญหา 2 มิติจะแสดงการกระจายอุณหภูมิในระนาบ x-y  ซึ่งจะมีการกระจายอุณหภูมิแตกตางกันไป

ตามเงื่อนไขขอบเขต และในปญหา 3 มิติจะแสดงการกระจายอุณหภูมิในระนาบ x-y เชนเดียวกับการนําความ

รอนแบบ 2 มิติ พรอมทั้งแสดงการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาของแผนประกอบ ทั้งนี้การกระจาย

อุณหภูมิในระนาบ x-y จะแสดงในรูปแบบเสนชั้นความสูง (contour line)  เพื่อใหเห็นถึงลักษณะการกระจาย

อุณหภูมิในแตละกรณี  โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

 
5.1.1  ปญหาการนําความรอน 2 มิติ 
 
              5.1.1.1  แผนเรียบจตุรัสช้ันเดียว 
 

 สําหรับกรณีศึกษานี้  ทําการวิเคราะหหาผลลัพธการกระจายอุณหภูมิแผนเรียบจตุรัสช้ันเดียวขนาด 

1x1 ม. โดยที่ขอบกําหนดอุณหภูมิเทากับ 100°C  ที่ขอบดานลาง และอีก 3 ดานที่เหลือกําหนดอุณหภูมิ 0°C  

คาสัมประสิทธิ์การนําความรอนมีคาเทากันทุกทิศทาง เทากับ 1 W/m°C  แสดงดังรูปที่ 5.1 ในกรณีปญหานี้มี

วัตถุประสงคเพื่อทําการตรวจสอบโปรแกรมในปญหาสองมิติเมื่อมีการกําหนดอุณหภูมิ 
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T=0˚C 

T=0˚C T=0˚C 

T=100˚

 

                                         

 

 

 

 

   

รูปที่ 5.1  แผนเรียบจตุรัสช้ันเดียว 

 

 ในการวิเคราะหจะเริ่มจากการแบงแผนเรียบจตุรัสใหเปนเอลิเมนต  โดยแตละเอลิเมนตจะมีโนดเปน

จุดเชื่อมระหวางเอลิเมนต  ซึ่งในวิทยานิพนธนี้ หนึ่งเอลิเมนตจะประกอบดวย 4 โนด และในแตละโนดจะมีระดับ

ขั้นเสรี (degree of freedom) เทากับ 4   ดังนั้นในหนึ่งเอลิเมนตจะประกอบดวยขนาดเมตริก 16×16  ซึ่งถายิ่ง

แบงจํานวนเอลิเมนตมากเทาไหรก็ยิ่งทําใหในการวิเคราะหมีขนาดเมตริกซใหญขึ้นตาม สงผลใหการวิเคราะหจะ

เปลืองหนวยความจําของคอมพิวเตอรในการวิเคราะห   ซึ่งในที่นี้จะมีขนาดเมตริกซเทากับ 4N×4N  โดยที่  N  

คือจํานวนโนด   ดังนั้นในวิทยานิพนธนี้ไดพิจารณาจํานวนการแบงเอลิเมนต   โดยพิจารณาการลูเขาของคา   

ยูคลิเดียนนอมรม (Euclidean-norm)  ยกกําลังสองหารคาผลรวมของผลลัพธยกกําลังสองดังนี้ 
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∑
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β     (5.1) 

 จากสมการกลาวไดวา คายูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองหารคาผลรวมของผลลัพธยกกําลังสอง ( β ) คือ

คาผลรวมของผลตางกําลังสองระหวางผลลัพธหลังทําการแบงเอลิเมนตเพิ่มขึ้น ( )Δ
ix  กับผลลัพธกอนทําการ

แบงเอลิเมนตเพิ่มขึ้น ( )1−Δ
ix  หารดวยผลรวมของผลลัพธหลังทําการแบงเอลิเมนตเพิ่มขึ้นกําลังสอง ( )Δ

ix  โดย

ที่คาผลลัพธหลังทําการแบงเอลิเมนตเพิ่มที่ จะพิจารณาคาผลลัพธ ณ ตําแหนงเดียวกันกับผลลัพธกอนทํา

การแบงเอลิเมนตเพิ่ม (สําหรับการวิเคราะหการนําความรอนผลลัพธ  จะพิจารณาคาอุณหภูมิที่โนดใด ๆ 

และใชสัญลักษณคายูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองหารคาผลรวมของผลลัพธยกกําลังสองดวย 

Δ
ix

Δ
ix

Tβ  และการ

วิเคราะหหาหนวยแรงในแผนประกอบ ผลลัพธ  จะพิจารณาคาการกระจัดในทิศทางความหนาที่โนดใด ๆ 

และใชสัญลักษณคายูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองหารคาผลรวมของผลลัพธยกกําลังสองดวย 

Δ
ix

wβ ) ซึ่งคา

ยูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองหารคาผลรวมของผลลัพธยกกําลังสองนี้  จะบอกวา  เมื่อทําการแบงเอลิเมนตมาก

ขึ้นคาผลลัพธหลังทําการแบงเอลิเมนตจะมีคาตางกับผลลัพธกอนทําการแบงเอลิเมนตมากนอยเพียงใด หรือ

ความหมายอีกนัยหนึ่งวา ถาคาผลลัพธจะเกิดการลูเขาตอเมื่อ คายูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองหารคาผลรวม

ของผลลัพธยกกําลังสองมีคานอยและเขาใกลศูนยนั้นเอง 
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 ในการหาคาการลูเขาในการกระจายอุณหภูมิ  เร่ิมจากการแบงออกเปน 25, 100, 300, 400  และ 900

เอลิเมนต    โดยที่การแบง 25, 100, 300, 400 เอลิเมนตจะทําการแบงดานแตละดานเทา ๆ กันเปน  5  สวนแลว

แบงทวีคูณ  ซึ่งจะแบงได 25, 100, 300, 400 เอลิเมนตตามลําดับ  สวนการแบงเอลิเมนต 900 เอลิเมนตจะแบง    

เอลิเมนตบริเวณที่กําหนดเงื่อนไขขอบเขตใหละเอียดขึ้น เพื่อใหบริเวณขอบมีคาใกลเคียงผลเฉลยแมนตรงมาก

ขึ้น หลังจากนั้นไดหาคา Tβ   เพื่อแสดงคาการลูเขาเมื่อแบงจํานวนเอลิเมนตเพิ่มขึ้นดังรูป 5.2    ซึ่งจะเห็นไดวา  

เมื่อทําการแบงเอลิเมนต 400 เอลิเมนต  เพิ่มเปน 900 เอลิเมนต  คาผลลัพธเพิ่มขึ้นไมมากนัก  เมือ่เทียบกับแบง 25 

เอลิเมนต เปน 100 เอลิเมนต  แบง 100 เอลิเมนต  เปน 300 เอลิเมนต   และแบงจาก 300 เอลิเมนต  เปน 400 

เอลิเมนต จึงเลือกใชการแบงเอลิเมนตจํานวน 900 เอลิเมนต ในการพิจารณาเปรียบเทียบผลการศึกษานี้  

 ผลการวิเคราะหโดยเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง (สุนันท  ศรัณยนิตย, 2002)  แสดงดังรูปที่ 5.3 

และแสดงเสนชั้นความสูงรูปที่ 5.4  และตาราง 5.1 แสดงเปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนที่ระยะ x และ y  ตาง ๆ  เมื่อ

พิจารณาจะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนจะมากตรงบริเวณที่ใกลกับบริเวณขอบเขตเงื่อนไข  โดยมีคา 7.643%  และ

เมื่อพิจารณาหางจากขอบแตละดาน 0.1 ม.  จะมีคาคลาดเคลื่อนสูงสุดเพียง 1.025% 

 

0.001026
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การแบงจํานวนเอลิเมนตเพิ่มขึ้น

Tβ

 
 

รูปที่ 5.2  คา Tβ   ของอุณหภูมิเมื่อแบงจํานวนเอลิเมนตเพิ่มขึ้น 
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รูปที่ 5.3  เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่ x-y ใด ๆ 

 

 

 
งานวิจัยนี ้
ผลเฉลยแมนตรง 
งานวิจัยนี ้
ผลเฉลยแมนตรง  

 

 

 

 

 

 

 

 

x 
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รูปที่ 5.4  เสนชั้นความสูงของอุณหภูมิในแผนจตุรัสชั้นเดียว 
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ตารางที่ 5.1  เปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง 

 
ระยะแกน X 

ระยะแกน Y 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

0.1 0.000 0.229 0.274 0.147 0.094 0.162 0.094 0.147 0.274 0.229 0.000 

0.2 0.000 0.387 0.085 0.167 0.151 0.141 0.151 0.167 0.085 0.387 0.000 

0.3 0.000 0.390 0.097 0.078 0.133 0.143 0.133 0.078 0.097 0.390 0.000 

0.4 0.000 0.319 0.155 0.004 0.073 0.096 0.073 0.004 0.155 0.319 0.000 

0.5 0.000 0.271 0.173 0.050 0.004 0.028 0.004 0.050 0.173 0.271 0.000 

0.6 0.000 0.245 0.184 0.111 0.055 0.035 0.055 0.111 0.184 0.245 0.000 

0.7 0.000 0.234 0.197 0.146 0.111 0.089 0.111 0.146 0.197 0.234 0.000 

0.8 0.000 0.235 0.291 0.935 0.999 1.025 0.999 0.935 0.291 0.235 0.000 

0.9 0.000 7.643 0.217 0.189 0.164 0.157 0.164 0.189 0.217 7.643 0.000 

1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

 
5.1.1.2   แผนเรียบรูปฉากชั้นเดียว 

 

 ปญหากรณีนี้จะทําการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิของแผนเรียบชั้นเดียว  โดยมีคุณสมบัติวัสดุเนื้อ

เดียวสม่ําเสมอ คาสัมประสิทธิ์การนําความรอนในแตละทิศทางเหมือนกัน รูปรางฉากขนาด 0.10×0.25 ม.  ใน

แนวตั้งและ 0.10×0.20 ม.  ในแนวนอน  โดยกําหนดอุณหภูมิที่ขอบดานซาย 120°C  ที่ขอบบนดานซาย มีการ

กําหนดการพาความรอน โดยมีสัมประสิทธิ์การพาความรอน 25 W/m2°C  อุณหภูมิบรรยากาศโดยรอบระบบ 

10°C  ที่ขอบบนดานขวามีฟลักซความรอนเทากับ 4000 W/m2 °C  สวนขอบลางมีการกําหนดการพาความรอน  

โดยมีสัมประสิทธิ์การพาความรอน 40 W/m2 °C  อุณหภูมิบรรยากาศโดยรอบระบบ 50°C  และขอบดานขวามี

ลักษณะเปนฉนวน  (ฟลักซความรอนเทากับศูนย)   กําหนดใหวัสดุมีสัมประสิทธิ์การนําความรอนเทากับ 5 

W/m2 °C  ดังแสดงในรูป 5.5 ในกรณีปญหาตัวอยางนี้มีวัตถุประสงคเพื่อทําการตรวจสอบความถูกตองของ

โปรแกรมในปญหาสองมิติ เมื่อเงื่อนไขขอบเขตมีการกําหนด อุณหภูมิ ฟลักซความรอน และการพาความรอนวา

มีความแมนยํามากนอยเพียงใด 
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h = 25 W/m2 °C 
Te = 10°C 

q = 0 W/m2 °C 

h = 40 W/m2 °C 

T = 120 °C 

Te = 50 °C 

q = 4000 W/m2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 5.5  แผนเรียบรูปฉากชั้นเดียว 

 

 ในการวิเคราะหเร่ิมจากการแบงเอลิเมนตออกเปนเอลิเมนตเทา ๆ กัน  โดยทําการเริ่มแบงดานแตละ

ดานของแผนเรียบรูปฉากออกเปนชองละ 0.05 ม.  ซึ่งจะได 18 เอลิเมนต  จากนั้นเพิ่มการแบงเอลิเมนตโดยแบง

ดานแตละดานออกเปนเอลิเมนตละ 0.025, 0.01667, 0.0125 ม.  ซึ่งจะไดเอลิเมนตเทากับ 72, 162 และ 288 

เอลิเมนตตามลําดับ และเมื่อพิจารณาคา Tβ  จะเห็นไดวาเมื่อเพิ่มจํานวนเอลิเมนตจาก 162 เปน 288 เอลิเมนต  

พบวาคา  Tβ    มีคาลูเขาใกลศูนย  จึงพิจารณาการแบงเอลิเมนต 288 เอลิเมนต ในการเปรียบเทียบดังแสดงใน

รูปที่ 5.6 

 กรณีปญหานี้มีรูปรางและเงื่อนไขขอบเขตคอนขางซับซอน เปนการยากที่หาผลเฉลยแมนตรงมา

เปรียบเทียบ จึงไดใชโปรแกรม ANSYS  ในการวิเคราะหเปรียบเทียบ  โดยกระทําการกําหนดรูปราง และเงื่อนไข

ขอบเขตเชนเดียวกันกับปญหา  โดยเลือกใชเอลิเมนตส่ีเหลี่ยม 8 โนด  ทําการแบงเอลิเมนตเชนเดียวกันที่กลาว

ในขางตน   โดยพิจารณาที่จุดกึ่งกลางแผน   พบวาการลูเขาเมื่อทําการแบงจํานวนเอลิเมนต 288 เอลิเมนต  และ

เมื่อนําคาการกระจายอุณหภูมิมาเปรียบเทียบกันจะเห็นไดวา  มีคาใกลเคียงกัน โดยแสดงดังรูปที่ 5.7 และ 5.8  

ซึ่งไดแสดงเสนชั้นความสูงในรูปที่ 5.9 เมื่อพิจารณาความคลาดเคลื่อนในตารางที่ 5.2 พบวาเปอรเซ็นตคาความ

คลาดเคลื่อนสูงสุดเทากับ 0.392%  โดยเกิดบริเวณใกล ๆ กับการกําหนดฟลักซความรอน และการพาความรอน 
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รูปที่ 5.6  คา  Tβ   ของอุณหภูมิ เมื่อแบงจํานวนเอลิเมนตเพิ่มขึ้น 
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รูปที่ 5.7  เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิกับ ANSYS 
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รูปที่ 5.8  เสนชั้นความสูงของอุณหภูมิเทียบกับ ANSYS 

 

 ตารางที่ 5.2  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนเปรียบเทียบกับ ANSYS 

 

ระยะแกน X  

ระยะแกน Y 
0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 0.175 0.2 

0.25 0 0.019 0.163 0.209 0.136     

0.225 0 0.144 0.170 0.392 0.076     

0.2 0 0.060 0.070 0.052 0.134 0.224 0.219 0.189 0.187 

0.175 0 0.008 0.008 0.008 0.076 0.103 0.262 0.216 0.202 

0.15 0 0.008 0.017 0.000 0.023 0.109 0.230 0.230 0.221 

0.125 0 0.008 0.025 0.033 0.064 0.139 0.225 0.221 0.219 

0.1 0 0.008 0.034 0.050 0.083 0.155 0.233 0.206 0.213 

0.075 0 0.000 0.026 0.061 0.087 0.156 0.241 0.188 0.196 

0.05 0 0.026 0.018 0.064 0.065 0.139 0.268 0.111 0.175 

0.025 0 0.054 0.028 0.068 0.099 0.100 0.319 0.160 0.160 

0 0 0.087 0.060 0.074 0.094 0.114 0.130 0.142 0.145 
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5.1.2  ปญหาการนําความรอน 3 มิติ 
 

5.1.2.1  รูปทรงลูกบาศก 
 

 เมื่อทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมในการวิเคราะหปญหาการนําความรอนสองมิติภายใต

เงื่อนไขขอบเขตดังจุดประสงคที่ตั้งไวแลว ลําดับตอไปจะเริ่มทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมในการ

วิเคราะหการนําความรอนสามมิติ โดยในปญหานี้ไดทําการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิภาวะคงที่เชนเดียวกับ

สองกรณีที่ผานมา  โดยจะพิจารณาลูกบาศกชั้นเดียวที่มีความหนาเทากับความกวางและความยาว  รูปทรง

ลูกบาศกนี้กําหนดวัสดุเปนอลูมิเนียม มีลักษณะเนื้อเดียวสม่ําเสมอ คาสัมประสิทธิ์การนําความรอนเทากับ 235 

W/m2 °C  มีขนาด 1×1×1 ม.  กําหนดอุณหภูมิที่ผิวบนเทากับ 100 °C  และผิวที่เหลือกําหนดใหมีการพาความ

รอน โดยมีสัมประสิทธิ์การพาความรอน 30 W/m2 °C  และอุณหภูมิบรรยากาศโดยรอบระบบเทากับ 0°C   ดัง

แสดงดังรูป 5.9 ซึ่งในกรณีศึกษานี้มีวัตถุประสงคเพื่อทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมกรณีปญหา

สามมิติ เมื่อเงื่อนไขขอบเขตมีการกําหนด อุณหภูมิ และการพาความรอน 

 T = 100°C 

h = 30 W/m2 °C 
Te = 0 °C 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 5.9  รูปทรงลูกบาศก 

 

 การวิเคราะหในกรณีนี้จะทําการแบงเอลิเมนตในระนาบ x-y  ออกเปนเอลิเมนตเทา ๆ กัน  โดยที่

ทิศทางความหนาแบงออกชั้นเดียว โดยมีฟงกชันพหุนามกําลังสามในการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา  

โดยจะเริ่มทําการแบงรูปทรงลูกบาศกออกเปนเอลิเมนต    โดยแตละดานแบงออกดานละ  5, 10, 15   และ 20 

เอลิเมนต ซึ่งจะไดจํานวนเอลิเมนตเทากับ 25, 100, 225 และ 400 เอลิเมนตตามลําดับ  ซึ่งแสดงคา  การลูเขา

ของ Tβ  ในรูปที่ 5.10 

 การเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิในกรณีนี้ไดใชโปรแกรม  ANSYS   ในการเปรียบเทียบ    โดยใช

เอลิเมนตสามมิติ 20 โนด   เมื่อพิจารณาจุดกึ่งกลางรูปทรงลูกบาศกของกรณีนี้พบวา เมื่อทําการแบงเอลิเมนต

ดานละ 10 เอลิเมนต พบวามีการลูกเขา ซึ่งไดแสดงเสนชั้นความสูงของอุณหภูมิหนึ่งในสี่สวนระนาบ x-y ที่ระดับ 

z เทากับ 0.5 และ 0 ตามลําดับดังรูปที่ 5.11 และ 5.12  และแสดงการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาดัง

รูปที่ 5.13 และเมื่อทําการเปรียบเทียบดังตาราง 5.3 และ 5.4 พบวาเปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนสูงสุดของการ

กระจายอุณหภูมิมีคาเทากับ 0.477%   
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การแบงจํานวนเอลิเมนตเพ่ิมขึ้น

Tβ

5.78504E-06 

2.11532E-07 2.60784E-08 

 

รูปที่ 5.10  คา Tβ   ของอุณหภูมิเมื่อแบงจํานวนเอลิเมนตระนาบ x-y มากขึ้น 

 

 

 
งานวิจัยนี ้
ANSYS  

 

 

 

 

 

 

x 

y  

 

 

 

 

 

รูปที่ 5.11  เสนชั้นความสูงของอุณหภูมิเปรียบเทียบกับ ANSYS  ที่ระยะ z = 0.5 
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 งานวิจัยนี ้
ANSYS  

 

 

 

 

 

 

x 

y 

 

 

 
 

รูปที่ 5.12  เสนชั้นความสูงของอุณหภูมิเปรียบเทียบกับ ANSYS  ที่ระยะ z = 0 
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รูปที่ 5.13  แสดงอุณหภูมิในทิศทางความหนาที่ระยะ x = 0.5 
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 ตารางที่ 5.3  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนเปรียบเทียบกับ  ANSYS  ที่ระยะ z = 0.5 

 
     ระยะx 

  ระยะy 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0 0.328 0.212 0.153 0.128 0.119 0.117 

0.1 0.212 0.095 0.038 0.014 0.005 0.003 

0.2 0.153 0.038 0.019 0.042 0.988 0.053 

0.3 0.128 0.014 0.042 0.066 0.074 0.076 

0.4 0.119 0.005 0.233 0.074 0.083 0.085 

0.5 0.117 0.003 0.053 0.076 0.085 0.087 

 

 ตารางที่ 5.4  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนเปรียบเทียบกับ  ANSYS  ที่ระยะ z = 0 

 
     ระยะx 

  ระยะy 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0 0.477 0.235 0.195 0.199 0.208 0.212 

0.1 0.235 0.004 0.044 0.037 0.027 0.022 

0.2 0.195 0.044 0.080 0.074 0.064 0.060 

0.3 0.199 0.037 0.074 0.066 0.055 0.052 

0.4 0.208 0.027 0.064 0.055 0.047 0.043 

0.5 0.212 0.022 0.060 0.052 0.043 0.038 

 
 5.1.2.2  แผนเรียบจตุรัสช้ันเดียว 

 

 สําหรับปญหาในกรณีนี้ จะทําการวิเคราะหและเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิภาวะคงที่สามมิติ 

เชนเดียวกับกรณีที่ผานมา แตรูปรางของแผนประกอบจะบางมากเมื่อเทียบกับความกวาง (อัตราสวนความกวาง

ตอความหนาเทากับ 50)  แผนเรียบจตุรัสช้ันเดียวมีขนาด 0.09×0.09×0.0018 ม.  กําหนดอุณหภูมิที่ผิวลาง

คงที่ 25°C  และที่ขอบโดยรอบมีลักษณะเปนฉนวน (ฟลักซความรอนเทากับศูนย)  สวนผิวบนจะมีฟลักซความ

รอน q เทากับ 100000 W/m2  กระทําตรงกลางมีขนาดเทากับ 0.01×0.01 ม.  และผิวบนสวนที่เหลือ  มีการพา

ความรอนโดยสัมประสิทธิ์การพาความรอน 30 W/m2 °C  และอุณหภูมิบรรยากาศโดยรอบระบบ 50 °C  ซึ่ง

วัสดุในปญหานี้คืออลูมิเนียม มีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนเทากับ 235 W/m2 °C  ดังแสดงในรูป 5.14 ใน

กรณีปญหานี้มีวัตถุประสงคเพื่อทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมปญหาสามมิติ เม่ือเงื่อนไขขอบเขต

มีการกําหนด อุณหภูมิ ฟลักซความรอน และการพาความรอน 
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 T = 25°C 

q = 100000 
h = 30 W/m2°C    Te=50°C 

q = 0 W/m2 

รูปที่ 5.14  แผนจตุรัสชั้นเดียว 

 

 การวิเคราะหในกรณีนี้จะทําการแบงเอลิเมนตไมเทากัน เนื่องจากที่บริเวณกึ่งกลางแผนประกอบมี 

ฟลักซความรอนกระทําลักษณะเปนจุด ทําใหเกิดความเขมของอุณหภูมิบริเวณกึ่งกลางแผนเรียบจตุรัส  ซึ่งจะ

แบงเอลิเมนต 324, 400, 576  และ 676 เอลิเมนต ตามลําดับ  เมื่อพิจารณาคาการลูเขาของ Tβ  เห็นไดวาเมื่อ

เพิ่มเอลิเมนตจาก 576 เปน 676 เอลิเมนต  จะมีคานอยมาก (รูปที่ 5.15) จึงพิจารณาจํานวนเอลิเมนตที่ 676   

เอลิเมนต 

 กรณีปญหานี้ เงื่อนไขขอบเขตคอนขางซับซอนจึงทําการเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหของโปรแกรม 

ANSYS  โดยกระทําการกําหนดรูปรางและเงื่อนไขขอบเขตเชนเดียวกัน โดยเลือกใชเอลิเมนตสามมิติ 20 โนด ทํา

การแบงเอลิเมนตระนาบ x-y เชนเดียวกับที่กลาวมาขางตน สวนในทิศทางความหนาแบงออกเปน 4 ชั้น เมื่อ

พิจารณาคาการลูเขาพบวา มีการลูเขาเมื่อทําการแบงจํานวน 10 เอลิเมนต จึงใช 576 เอลิเมนต ในการ

เปรียบเทียบดังแสดงในรูปที่ 5.16 และ 5.17 และไดแสดง เสนชั้นความสูงของอุณหภูมิที่ผิวบนและกึ่งกลาง

ความหนาของแผนจตุรัสช้ันเดียวในรูปที่ 5.18 และ 5.19 ตามลําดับ และเมื่อทําการเปรียบเทียบหาคา

คลาดเคลื่อนในตาราง 5.5 และ 5.6 พบวาเปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนของการกระจายอุณหภูมิที่แนวกึ่งกลางผิว

บนคลาดเคลื่อน สูงสุดมีคาเทากับ 0.0947% และที่กึ่งกลางในทิศทางความหนามีเปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อน

สูงสุดเทากับ 0.001941%  
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Tβ

 

รูปที่ 5.15  คา Tβ   ของอุณหภูมิ  เมื่อแบงจํานวนเอลิเมนตเพิ่มขึ้น 

 

   

24.8

25

25.2

25.4

25.6

25.8

26

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

ระยะ X

อ
ุณ
ห
ภ
ูมิ

งานวิจัยนี้

Ansys

 
 

 รูปที่ 5.16  เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่แนวกึ่งกลางผิวบนของแผนเรียบจตุรัสกับ ANSYS 
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 รูปที่ 5.17  เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่จุดกึ่งกลางแผนเรียบจตุรัสในทิศทางความหนากับ 

                               ANSYS 

 

 งานวิจัยนี ้
ANSYS 
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y  

 

 

 
รูปที่ 5.18  เสนชั้นความสูงของอุณหภูมิที่ผิวบนของแผนจตุรัสชั้นเดียว 
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งานวิจัยนี ้
ANSYS 
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รูปที่ 5.19  เสนชั้นความสูงของอุณหภูมิที่กึ่งกลางความหนาของแผนจตุรัสชั้นเดียว 

 

ตารางที่ 5.5  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนของอุณหภูมิแนวกึ่งกลางผิวบนเทียบกับ ANSYS 

 

ระยะ x คาคลาดเคลื่อน (%) ระยะ x คาคลาดเคลื่อน (%) 

0.00 0.0012 0.0475 0.0229 

0.01 0.0012 0.05 0.0947 

0.02 0.0012 0.06 0.0060 

0.03 0.0060 0.07 0.0012 

0.04 0.0947 0.08 0.0012 

0.0425 0.0229 0.09 0.0012 

0.045 0.0144   
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ตารางที่ 5.6  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนของอุณหภูมิที่จุดกึ่งกลางแผนเรียบจตุรัสในทิศทางความหนาเทียบกับ 

ANSYS 

 

ระยะความหนา คาคลาดเคลื่อน (%) 

-0.0009 0.000000 

-0.00045 0.00191 

0 0.000074 

0.00045 0.001941 

0.0009 0.006990 

 
5.1.3 การศึกษาพารามิเตอร 
 
 ในวิทยานิพนธนี้ ไดใชฟงกชันพหุนามกําลังสามแทนการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาของแผน

ประกอบ ซึ่งแผนประกอบประกอบดวยวัสดุแตละชั้นแตกตางกัน ทําใหการนําความรอนมีการหักเหระหวางชั้นใน

ทิศทางความหนา ซึ่งจึงเปนตองหาพารามิเตอรวาการใชฟงกชันพหนุนามกําลังสามนี้เหมาะสมกับแผนประกอบ

ในกรณีใดบาง และพารามิเตอรตัวไหนมีความสําคัญมากนอยเพียงไร 

 เมื่อพิจารณาถึงพารามิเตอรที่มีผลตอการนําความรอนในทิศทางความหนา จะมีพารามิเตอรที่สําคัญ

คือ   หนึ่ง สัมประสิทธิ์การนําความรอน ซึ่งมีผลตอการนําความรอนในทิศทางความหนา กลาวคือ ถาวัสดุนั้นมี

คาสัมประสิทธิ์การนําความรอนสูงจะทําใหวัสดุนั้นมีการนําความรอนไดดี  และในทางกลับกัน  ถาวัสดุนั้นมีคา

สัมประสิทธิ์การนําความรอนต่ําวัสดุนั้นจะมีลักษณะคลายฉนวนกันความรอน ทําใหอุณหภูมิที่กระจายมีคาต่ํา   

สอง ความหนาแตละชั้นของแผนประกอบ ซึ่งความหนาของแผนประกอบจะมีผลตอการกระจายอุณหภูมิใน

ทิศทางความหนา กลาวคือ วัสดุยิ่งมีความหนามากผลตางอุณหภูมิแตละชั้นของแผนประกอบจะมาก และ

ในทางกลับกัน ถาวัสดุที่มีความหนานอยจะทําใหผลตางอุณหภูมิแตละชั้นของแผนประกอบจะนอยตาม   สาม 

จํานวนชั้นของแผนประกอบ จํานวนชั้นจะมีผลตอการนําความรอนในทิศทางความหนา ยิ่งจํานวนชั้นยิ่งมากการ

หักเหการนําความรอนในแตละชั้นวัสดุในแผนประกอบยิ่งมากตาม และส่ีอัตราสวนของความกวางตอความหนา 

(L/h) ซึ่งตัวพารามิเตอรนี้จะเปนตัวชี้บงวาแผนประกอบมีพฤติกรรมแบบสามมิติหรือสองมิติ ถาแผนประกอบมี

คา L/h ต่ํา พฤติกรรมของแผนประกอบจะมีพฤติกรรมแบบสามมิติ และในทางกลับกัน ถาคา L/h สูง พฤติกรรม

ของแผนประกอบจะมีพฤติกรรมแบบสองมิติ ซึ่งพารามิเตอรทั้งส่ีมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

  
5.1.3.1 อัตราสวนสัมประสิทธ์ิการนําความรอน 
 
 ในการหาพารามิเตอรของสัมประสิทธิ์การนําความรอนจะพิจารณาแผนประกอบ 2 วัสดุหนาเทากัน  

แผนประกอบมีขนาดเทากับ 1.0×1.0×0.3 ม.  กําหนดอุณหภูมิที่ผิวบนและผิวลางเทากับ 100°C  และ 0°C  
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ตามลําดับ แสดงในรูปที่ 5.23  ทําการแปรผันคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน 0.01 ≤≤
2

1

k
k 100  

โดยที่ผลลัพธการกระจายอุณหภูมิจะเกิดขึ้นในมิติความหนาเทานั้น              จึงไมจําเปนตองหาคาการลูเขาของ 

ยูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองหารคาผลรวมของผลลัพธกําลังสอง 

 

T = 0°C 

T = 100°C 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 5.20  กรณีศึกษาพารามิเตอรอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอน 

 

 ในวิทยานิพนธนี้จึงทําการหาคาคลาดเคลื่อนการนําความรอนในทิศทางความหนาในแตละกรณีดัง

สมการ (5.2) 

   ( ) dzTT polyexact
z

2−= ∫λ  (5.2) 

 คาอินทิเกรตผลตางกําลังสองของผลลัพธ ( λ ) คือคาผลตางกําลังสองของอุณหภูมิที่วิเคราะหดวยวิธี

ผลเฉลยแมนตรง ( )exactT  และอุณหภมิูที่วิเคราะหดวยแบบจําลองในงานวิจัยนี้ ( )polyT  แลวทําการอินทิเกรต

ตลอดความหนาซึ่งคาอินทิเกรตผลตางกําลังสองของผลลัพธนี้จะชี้ใหเห็นวา การกระจายอุณหภูมิในทิศทาง

ความหนามีคาคลาดเคลื่อนมากนอยเพียงใด กลาวคือ ถาคาอินทิเกรตผลตางกําลังสองของผลลัพธนี้มีคามาก

หมายความวา คาคลาดเคลื่อนของผลการวิเคราะหมีคาคลาดเคลื่อนมากนั่นเอง 

 ในการเปรียบเทียบในปญหานี้ทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง (สุนันท ศรัณยนิตย, 2002)   

โดยพิจารณาคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่ 0.01 ≤≤
2

1

k
k  100  โดยแสดงการกระจายอุณหภูมิใน

ทิศทางความหนาดังรูปที่ 5.21  และผลการวิเคราะหเมื่อพิจารณาคาอินทิเกรตผลตางกําลังสองของผลลัพธ ( λ )  

ดังแสดงในรูปที่ 5.22  เห็นไดวาในชวงที่อัตราสวนคา 
2

1

k
k   อยูระหวาง 0.2 ถึง 5  โดยประมาณ  คาอินทิเกรต

ผลตางกําลังสองของผลลัพธจะมีคานอย  ซึ่งหมายความวาถาใชคาอัตราสวน 
2

1

k
k   อยูในชวงนี้จะทําใหคาการ

กระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนามีคาคลาดเคลื่อนนอย  และในทางกลับกันถาใหคานอยกวา 0.5 หรือ

มากกวา 2  โดยประมาณจะทําใหคาคลาดเคลื่อนมากขึ้นนั่นเอง 
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  ก)  เมื่อ 

2

1

k
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  ค)  เมื่อ 
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  จ)  เมื่อ 

2

1

k
k  =12.5 ฉ)  เมื่อ 

2

1

k
k  =100 

รูปที่ 5.21  เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนากับผลเฉลยแมนตรงที่ 
2

1

k
k  ใด ๆ 
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  รูปที่ 5.22  คา λ ของอุณหภูมิที่อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนใด ๆ 

 
 5.1.3.2  อัตราสวนความหนา 

 
 ในการหาพารามเิตอรของอัตราสวนความหนา จะทําในลักษณะคลายกันกับการหาพารามิเตอร

สัมประสิทธิ์การนําความรอน แตจะทําการแปรผันคาอัตราสวนความหนาชั้นที่หนึ่งตอความหนาชั้นที่สองตั้งแต 

0.01 ถึง 100  ดังแสดงในรูป 5.23  โดยกําหนดวัสดุชั้นแรกคือ อลูมิเนียม 2024-T6  วัสดุชั้นที่สองคือ อลูมิเนียม

มีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน 150 และ 240 W/m°C  ตามลําดับ 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 5.23  กรณีศึกษาพารามิเตอรอัตราสวนความหนาแตละชั้น 
T = 0°C 

T = 100°C 

 

 ในกรณีปญหานี้ทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง (สุนันท  ศรัณยนิตย, 2002) โดยพิจารณา

อัตราสวนความหนาแตละชั้น 0.01 ≤≤
2

1

h
h 100  โดยแสดงดังรูปที่ 5.24  และเมื่อพิจารณาคาอินทิเกรตผลตาง

กําลังสองของผลลัพธรูปที่ 5.25 จะเห็นไดวาคา λ จะสูงเมื่ออัตราสวน 
2

1

h
h  อยูในชวง 0.50 ถึง 2.0 โดยประมาณ  
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สงผลทําใหเกิดคาคลาดเคลื่อนมากในชวงระหวางนี้  และในทางกลับกัน ถา 
2

1

h
h  นอยกวา 0.50 หรือมากกวา 

2.0 โดยประมาณจะทําใหคาคลาดเคลื่อนมีคานอย 
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  จ)  เมื่อ  

2

1

h
h =6.25 ฉ)  เมื่อ  

2

1

h
h =100 

 

รูปที่ 5.24  เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนากับผลเฉลยแมนตรงที่ 
2

1

h
h  ใด ๆ 
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รูปที่ 5.25  คา λ ของอุณหภูมิที่อัตราสวนความหนาแตละชั้นใด ๆ 

 
 5.1.3.3  จํานวนชั้น 
 

 เมื่อทําการศึกษาพารามิเตอรอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนในแตละชั้น และอัตราสวนความ

หนาในแตละชั้นแลว ลําดับตอไปเราจะพิจารณาถึงความสําคัญของจํานวนชั้นของแผนประกอบวาการใชฟงกชัน

พหุนามกําลังสามแทนการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาจะใชไดดีเมื่อจํานวนชั้นไมเกินกี่ชั้น ซึ่งใน

กรณีศึกษานี้ไดทําการกําหนดปญหา ซึ่งแปรผันจํานวนชั้นหนึง่ถึงหกชั้น โดยที่แตละชั้นมีคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์

การนําความรอน มีคาเทากับ 0.5 k  และ  มีคาเทากับ  โดยที่  เทากับ 0.5 ความ

หนาแตละชั้นเทากัน และกําหนดความกวางตอความหนาของแผนประกอบเทากับ 20 ซึ่งกําหนดอุณหภูมิที่ผิว

บนเทากับ 100°C  และที่ผิวลาง 0°C  ซึ่งแสดงดังรูปที่ 5.28 

...,, 531 kkk 2 642 ,, kkk 2k 21 / kk

 

T = 100°C 

T = 0°C 

 Layer 1 

Layer2  
Layer n  

 

 

 

 

รูปที่ 5.26  กรณีศึกษาพารามิเตอรจํานวนชั้น 
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 ผลการวิเคราะหนี้ทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง (สุนันท  ศรัณยนิตย, 2002)  ผลการศึกษาได

แสดงการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาจํานวนหนึ่งถึงหกชั้นดังรูปที่ 5.27 และเมื่อพิจารณาคา  λ  ดังรูป

ที่ 5.29  แสดงใหเห็นไดวาเมื่อใชแผนประกอบจํานวนหนึ่งถึงหกชั้น คา λ  ถือวาใกลเคียงกัน โดยที่ทุกกรณีคา

คลาดเคลื่อนสูงสุดเมื่อจํานวนชั้นเทากับส่ี ดังนั้นแบบจําลองพหุนามกําลังสามใชไดดีเมื่อมีจํานวนชั้นใด ๆ โดยที่

คาคลาดเคลื่อนไมมากนัก  
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  ก)  แผนประกอบ 1 ชั้น ข)  แผนประกอบ 2 ชั้น 
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  ค)  แผนประกอบ 3 ชั้น ง)  แผนประกอบ 4 ชั้น 
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  จ)  แผนประกอบ 5 ชั้น ฉ)  แผนประกอบ 6 ชั้น 

 

รูปที่ 5.27  การกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาเมื่อแผนประกอบมีจํานวนชั้นใด ๆ 

 

 

 

 

Acer123
Text Box
83



 84 

 

-0.05
0

0.05
0.1

0.15
0.2

0.25
0.3

0.35
0.4

0.45

0 1 2 3 4 5 6 7

จํานวนชั้น

 

 

 

λ
 

 

 

 

 

 

รูปที่ 5.28  คา λ  ของอุณหภูมิเมื่อแผนประกอบประกอบดวยจํานวนชั้นใด ๆ 

 
5.1.3.4  อัตราสวนความกวางตอความหนา 
 

 ปญหาในกรณีนี้ไดใชปญหาเชนเดียวกับปญหาการนําความรอนสามมิติ ของแผนเรียบจตุรัสชั้นเดียว 

กําหนดอุณหภูมิการพาความรอนที่ผิวโดยรอบ และกําหนดความเขมของฟลักซความรอนที่ผิวแสดงดังรูป 5.29 

(จึงไมจําเปนตองหาคาการลูเขาของ Tβ  )   แตจะทําการแปรผันอัตราสวนของ L/h  ตั้งแต 2.5 ≤ L/h ≤ 100  

โดยจะกําหนดขนาด L ที่ 0.09 ม.  และทําการแปรผันคา h ที่คาตาง ๆ  โดยเริ่มคา L/h  ที่ 2.5, 5, 10, 20, 30, 

40, 50, 60, 75 และ 100  

  ผลการวิเคราะหนี้ทําการเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะห็ดวยโปรแกรม ANSYS  ใชเอลิเมนตสามมิติ 

20 โนด เชนเดียวในหัวขอที่ 5.1.2 ขอ 2  ใชจํานวน 576 เอลิเมนต ในการเปรียบเทียบ ซึ่งในกรณีนี้ไมสามารถหา

คาอินทิเกรตผลตางกําลังสองของผลลัพธได เนื่องจากคาผลลัพธของอุณหภูมิที่วิเคราะหดวยโปรแกรม ANSYS 

เปนคาที่โนดจึงหาคาคลาดเคลื่อนดังสมการ (5.3) ซึ่งคาคลาดเคลื่อนไดแสดงดังรูปที่ 5.30  แสดงใหเห็นวา เม่ือ

คา L/h  มากกวา 40 จะใหคาการกระจายอุณหภูมิคลาดเคลื่อนนอยอยางมากเมื่อเทียบกับ L/h มากกวา 40 

 

  ( 2

1

i
poly

i
ANSYS

n

i

TT −=∑
=

λ )  (5.3) 

 

 เมื่อ  λ    คือยูคลิเดียนนอรมยกกําลังสอง 

  i  คืออุณหภูมิที่โนด วิเคราะหดวย  ANSYS ANSYST i

  i  คืออุณหภูมิที่โนด วิเคราะหดวยแบบจําลองพหุนามกําลังสาม polyT i
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h = 30 W/m2°C 

Te = 50°C 

T = 25°C 

q = 100000 W/m2 

q = 0 W/m2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 5.29  กรณีศึกษาพารามิเตอรความกวางตอความหนา 

 

 
 

รูปที่ 5.30  คา λ  ของอุณหภูมิที่อัตราสวน L/h ใด ๆ 
 
5.2 ปญหาการนําความรอนภาวะไมคงที่ 
 
 ในหัวขอที่ 5.1  ไดกลาวถึงปญหาการนําความรอนในกรณีตาง ๆ ภาวะคงที่  ลําดับตอไปจะกลาวถึง

ปญหาการนําความรอนที่มีผลของเวลาเขามาเกี่ยวของโดยผลลัพธของการกระจายอุณหภูมิ จะมีคาแตกตางกัน

ไปเมื่อเวลาผานไป  ในที่นี้จะกลาวถึงการนําความรอนภาวะไมคงที่สองกรณีคือ การนําความรอนในระนาบ x-y 

และการนําความรอนในทิศทางความหนา โดยเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงและงานวิจัยเกาที่ผานมา โดยมี

รายละเอียดดังตอไปนี้ 
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5.2.1 แผนจตุรัสช้ันเดียว 
 
 ปญหานี้ทําการวิเคราะหหาคาการกระจายอุณหภูมิในระนาบ x-y ภาวะไมคงที่สําหรับวัสดุเนื้อเดียว

สมํ่าเสมอมีขนาด 1×1ม. โดยกําหนดอุณหภูมิที่ขอบทั้งสองขาง ซายและขวาเทากับ 0°C และใหอุณหภูมิที่เวลา 

t ใด ๆเทากับ 100°C ดังแสดงในรูปที่ 5.31 กําหนดใหคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนเทากับ 236 W/m2°C    

ความรอนจําเพาะเทากับ 896 J/kg°C และความหนาแนนของมวลเทากับ 2702 kg/m3

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 5.31  แผนจตุรัสชั้นเดียว 

 

 ในการวิเคราะหจะเริ่มจากการหาคาการลูเขาของ Tβ   โดยแยกออกเปน 2 สวน คือ  สวนของการแบง

เอลิเมนตในปญหานี้เมื่อพิจารณาภาวะคงที่ทําการกําหนดอุณหภูมิที่ขอบทั้งสองดานเทากับ 0°C เมื่อทําการ

วิเคราะหพบวา คาผลลัพธการกระจายอุณหภูมิคงเดิมเมื่อแบงเอลิเนตใดๆ 100°C  ในที่นี้จึงไมแสดงคาการลู

เขาของ   Tβ เมื่อทําการแบงเอลิเนตเพิ่มขึ้น   สวนที่สอง เปนการหาคาการลูเขาในการแบงชวงเวลาในการ

วิเคราะห ในที่นี้จึงเริ่มทําการแบงเวลาชวงละ 4, 2, 1, 0.5  และ 0.25 นาที  และเมื่อพิจารณาคาการลูเขาของ 

Tβ   จะเห็นไดวาเมื่อทําการแบงเวลาเพิ่มจาก 0.5 นาทีเปน 0.25 นาที คาของ Tβ   มีคานอย  จึงเลือกใชการ

แบงเวลาที่ 0.25 นาที  ดังแสดงในรูปที่ 5.32 

 ผลการเปรียบเทียบระหวางงานวิจัยนี้กับผลเฉลยแมนตรง (สุนันท  ศรัณยนิตย, 2002)  โดยแสดงการ

กระจายอุณหภูมิที่ตําแหนง x ตาง ๆ ของเผนประกอบที่เวลาใด ๆ ในรูปที่ 5.33  และ 5.34 ผลการศึกษาจะเห็น

ไดวาในชวงเริ่มตนของเวลาที่ 0 ถึง 12 นาที จะมีคาคลาดเคลื่อนสูง 27.049%  แตเม่ือเวลาผานไปมากกวา 12 

นาที คาคลาดเคลื่อนสูงสุดเพียง 0.814%  

 

 

 

 

 

 

q = 0 

T0 (t=0) = 0 

T (t≥0)=100°C T (t≥0)=100°C 
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0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

4 mim/2 min 2 mim/1 min 1 mim/0.5 min 0.5 mim/0.25 min

การแบงเวลาเพิ่มข้ึน

0.05644

0.001330.0037

0.0144

 

Tβ  

 

รูปที่ 5.32  คา Tβ  ของอุณหภูมิที่จุดกึ่งกลางเมื่อแบงชวงเวลาตาง ๆ 
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ม
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ผลเฉลยแมนตรง x=0.1 ม.

ผลเฉลยแมนตรง x=0.2 ม.

ผลเฉลยแมนตรง x=0.3 ม.

ผลเฉลยแมนตรง x=0.4 ม.

ผลเฉลยแมนตรง x=0.5 ม.

งานวิจัยนี้ x=0.1 ม.

งานวิจัยนี้ x=0.2 ม.

งานวิจัยนี้ x=0.3 ม.

งานวิจัยนี้ x=0.4 ม.

งานวิจัยนี้ x=0.5 ม.

 
 

รูปที่ 5.33  เปรียบเทียบคาการกระจายอุณหภูมิระยะ x ตาง ๆ ที่เวลาใด ๆ กับผลเฉลยแมนตรง 
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ผลเฉลยแมนตรง t=4 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=8 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=12 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=16 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=20 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=24 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=28 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=32 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=36 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=40 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=44 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=48 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=52 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=56 นาที

ผลเฉลยแมนตรง t=60 นาที

งานวิจัยนี้ t=4 นาที

งานวิจัยนี้ t=8 นาที

งานวิจัยนี้ t=12 นาที

งานวิจัยนี้ t=16 นาที

งานวิจัยนี้ t=20 นาที

งานวิจัยนี้ t=24 นาที

งานวิจัยนี้ t=28 นาที

งานวิจัยนี้ t=32 นาที

งานวิจัยนี้ t=36 นาที

งานวิจัยนี้ t=40 นาที

งานวิจัยนี้ t=44 นาที

งานวิจัยนี้ t=48 นาที

งานวิจัยนี้ t=52 นาที

งานวิจัยนี้ t=56 นาที

งานวิจัยนี้ t=60 นาที

t=12 นาที

t=8 นาท ี

t=4 นาท ี

t=16 นาท ี

t=20 นาท ี

t=24 นาท ี

t=28 นาท ี

t=36 นาท ี
t=32 นาท ี

t=40 นาท ี t=44 นาท ี t=48 นาท ี
t=56 นาท ี t=60 นาท ี

t=52 นาท ี

 
 

รูปที่ 5.34  เปรียบเทียบคาการกระจายอุณหภูมิที่เวลาใด ๆ กับผลเฉลยแมนตรง 

 
5.2.2  แผนประกอบ 5 ช้ัน  
 
 ในปญหานี้ทําการวิเคราะหแผนประกอบจํานวน 5 ชั้น ใชวัสดุ 2 วัสดุ โดยมีลักษณะการวางของวัสดุ

สลับชั้น และความหนาในแตละชั้นแตกตางกัน มีคุณสมบัติดังตาราง 5.7  กําหนดการพาความรอนที่ผิวบนและ

ผิวลาง โดยมีคาสัมประสิทธิ์การพาความรอนเทากับ 80 และ 25 W/m2K  ตามลําดับ และอุณหภูมิบรรยากาศ

โดยรอบ 257 และ 293 K ตามลําดับแสดงดังรูปที่ 5.35 

 

 ตารางที่ 5.7  คุณสมบัติวัสดุแตละชั้นกรณีแผนประกอบ 5 ชั้น 

 

ชั้นที่ ความหนา (m.) k (W/m K) cv (J/kg K) ρ (kg/m3) 

1 5×10-3 1.60 0.75 2500 

2 3×10-3 0.17 1.50 1200 

3 1.5×10-2 1.60 0.75 2500 

4 2×10-3 0.17 1.50 1200 

5 2×10-2 1.60 0.75 2500 
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h = 25 W/m2K 

Te = 293 K 

h = 80 W/m2K,  Te = 257 K  

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 5.35  แผนประกอบ 5 ชั้น 

 

 ผลการเปรียบเทียบระหวางงานวิจัยนี้กับ Kantor (2001)  ซึ่งไดใช Legendre polynomials แทนการ

กระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา แลวหาผลเฉลยในรูปผลเฉลยแผนตรง ซึ่งผลการเปรียบเทียบไดแสดงการ

กระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาเมื่อเวลา 10, 100, 1000 วินาที ดังแสดงในรูปที่ 5.36 ถึง 5.38  จะเห็นได

วา เมื่อเวลาที่ 10 วินาที การกระจายอุณหภูมิของงานวิจัยนี้มีแนวโนมในทิศทางเดียวกันกับ Kantor  และเมื่อ

เวลาที่ 100 วินาที คาการกระจายอุณหภูมิใน 3 ชั้นแรกมีคาใกลเคียงกัน  แตในชั้นที่ 4 และ 5 คาจะตางกันมาก 

และเมื่อเวลาผานไป 1000 วินาที การกระจายอุณหภูมิในวิจัยนี้มีคาแตกตางกันกับ Kantor  ทั้งนี้ผลสืบเนื่องจาก

ขอจํากัดของขอบเขตการใชฟงกชันพหุนามกําลังสาม โดยที่จะใชไดดีเมื่อชวงของอัตราสวน  
2

1

k
k   อยูระหวาง 

0.5 ถึง 2  และจํานวนชั้นของแผนประกอบไมควรเกิน 3 ชั้น  แตในที่นี้มีคาอัตราสวน  
2

1

k
k   เทากับ 9.41  และมี

จํานวน 5 ชั้นซึ่งมากเกินขอบเขตของงานวิจัยนี้ 
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รูปที่ 5.36  เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาที่เวลา t = 10 วินาที 
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รูปที่ 5.37  เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาที่เวลา t = 100 วินาที 
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รูปที่ 5.38  เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาที่เวลา t = 1000 วินาที 

 
5.3 สรุปผล 
 
 จากการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิ ระหวางงานวิจัยนี้กับผลเฉลยแมนตรง

งานวิจัยเกาที่ผานมาและโปรแกรม ANSYS  เมื่อพิจารณาภาวะคงที่ในกรณีสองมิติเห็นไดวา แบบจําลองที่ใชใน

งานวิจัยนี้ใชไดดีไมวารูปรางของปญหาจะมีรูปรางอยางไร และภายใตการกําหนดอุณหภูมิ ฟลักซความรอน 

และการพาความรอน ลักษณะตาง ๆ โดยมีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน 1.0%  แตทั้งนี้ทั้งนั้นขึ้นอยูกับจํานวน รูปราง
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ของเอลิเมนตในการแบงรูปรางของแผนประกอบและเงื่อนไขขอบเขตซึ่งควรพิจารณาขนาดและจํานวนการแบง

เอลิเมนตไปตามแตละกรณี บริเวณที่มีความเขมของอุณหภูมิหรือบริเวณเงื่อนไขขอบเขตควรจะมีการแบง  เอลิ

เมนตใหมากกวาบริเวณที่มีความแตกตางของอุณหภูมิแตกตางไมมากนัก และในกรณีแผนเรียบชั้นเดียวสามมิติ 

ภาวะคงที่แบบจําลองในวิจัยนี้ใชไดดีเชนเดียวกับในกรณีสองมิติ โดยมีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน 1% แตคา

คลาดเคลื่อนนี้จะขึ้นอยูกับความหนาของแผนเรียบ ในกรณีที่แผนเรียบมีความหนานอยคาคลาดเคลื่อนจะมีคา

นอย  และในทางกลับกัน ในกรณีที่แผนเรียบมีความหนามาก คาคลาดเคลื่อนยอมมากตามไปดวย 

 สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิภาวะไมคงที่   ในกรณีสองมิติระนาบ x-y 

เห็นไดวาคาคลาดเคลื่อนจะสูงในชวงเวลาเริ่มตน  แตเมื่อเวลาผานไปชวงหนึ่ง คาคลาดเคลื่อนจะนอย  ทั้งนี้

ขึ้นอยูกับการแบงเวลาในการวิเคราะห ถาในกรณีที่ปญหานั้น ๆ มีการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิในชวงเวลาเริ่มตนสูง

ควรทําการแบงจํานวนชวงเวลาใหมากขึ้น เพื่อใหคาการกระจายอุณหภูมิในชวงเวลาเริ่มตนใกลเคียงกับผลเฉลย

แมนตรง และในกรณีปญหาการกระจายอุณหภูมิแผนประกอบหลายชั้นภาวะไมคงที่ คาคลาดเคลื่อนจะมี

ลักษณะเชนเดียวกับการกระจายอุณหภูมิภาวะคงที่ ขึ้นอยูกับพารามิเตอรส่ีตัว หนึ่งคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การ

นําความรอน  
2

1

k
k   ถาคาอัตราสวน 

2

1

k
k  มีคามาก หรือวานอยเกินไปนั้นหมายความวาการสัมประสิทธิ์การนํา

ความรอนวัสดุสองวัสดุแตกตางกันมาก ทําใหการนําความรอนในทิศทางความหนาแตละชั้นมีการหักเหระหวาง

ชั้นซึ่งกันและกัน ทําใหแบบจําลองการกระจายอุณหภูมิโดยใชฟงกชันพหุนามกําลังสาม มีความโคงไมใกลเคียง

กับผลเฉลยแมนตรงจะทําใหเกิดคาคลาดเคลื่อนบริเวณรอยตอระหวางแผนประกอบ ซึ่งในงานวิจัยนี้เสนอวาควร

มีคาอยูระหาง 0.5 ≤ 
2

1

k
k  ≤ 2 (ดูรูปที่ 5.21 และ 5.22 ประกอบ)  สวนพารามิเตอรที่สองคืออัตราสวนความหนา

ในแตละชั้น 
2

1

h
h  คานี้จะมีคาคลาดเคลื่อนมากที่สุดเมื่อคา 

2

1

h
h  มีคาเขาใกลกับ 1 (ดูรูปที่ 5.24 และ 5.25 

ประกอบ)  กลาวคือ  ถาในกรณีที่ 
2

1

h
h  เทากับ 1 จะทําใหการหักเหระหวางสองชั้นเกิดคามากที่สุด เปนผลใหคา

คลาดเคลื่อนการกระจายอุณหภูมิระหวางรอยตอของแผนประกอบมากตาม ซึ่งในงานวิจัยนี้เสนอวาคา 
2

1

h
h  ควร

มีคานอยกวา 0.5 หรือมีคามากกวา 2  แตทั้งนี้ทั้งนั้นคาคลาดเคลื่อนที่เกิดจากผลของอัตราสวน 
2

1

h
h  มีนัยสําคัญ

นอยกวาอัตราสวน 
2

1

k
k  สาม จํานวนชั้นของแผนประกอบ ซึ่งจํานวนชั้นจะมีผลตอการหักเหของอุณหภูมิในแตละ

ชั้น  ในงานวิจัยนี้ไดแปรผันจํานวนหนึ่งชั้นถึงหกชั้น และพบวาแบบจําลองในงานวิจัยนี้ใชไดดีเมื่อจํานวนชั้นของ

แผนประกอบไมเกิน 3 ชั้น  ส่ี อัตราสวนความกวางตอความหนา (L/h)  ซึ่งมีผลตอการกระจายอุณหภูมิใน

ทิศทางความหนาเนื่องจากแบบจําลองในงานวิจัยนี้ ลดการวิเคราะห 3 มิติเหลือ 2 มิติ  ดังนั้นถา L/h มีคานอย 

รูปรางของแผนประกอบมีลักษณะใกลเคียงกับ 3 มิติมากขึ้น และในกรณีเดียวกันถา L/h มีคามาก รูปรางแผน

ประกอบมีลักษณะ 2 มิติ ซึ่งในงานวิจัยนี้เสนอวา L/h ควรมากกวา 40 จึงจะทําใหคาคลาดเคลื่อนมีคานอย (ดู

รูปที่ 5.30 ประกอบ) 

 เมื่อไดตรวจสอบโปรแกรมการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิพบวา มีความถูกตองแลวลําดับตอไปจะ

เปนสวนของการหาหนวยแรงภายใตอุณหภูมิดวยวิธีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม 

(TSDT) ซึ่งจะกลาวในบทตอไป 
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บทที่ 6 
 

กรณศีึกษาเปรียบเทยีบหนวยแรงภายใตอุณหภูม ิ
 

 ในบทนี้จะกลาวถึงการวิเคราะหหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิของแผนประกอบ โดยนําผลการวิเคราะห

การกระจายอุณหภูมิมารวมเขากับสมการการหาหนวยแรงของแผนประกอบ ดวยทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปราง

เนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม (TSDT)  ในที่นี้จะแยกการพิจารณาออกเปน 2 สวน คือ  การวิเคราะหแผน

ประกอบภายใตแรงกระทํา และการวิเคราะหแผนประกอบภายใตอุณหภูมิ โดยในสวนแรกเพื่อตรวจสอบ

ความถูกตองการวิเคราะหแผนประกอบกรณีที่ยังไมคํานึงถึงอุณหภูมิมาเกี่ยวของ สวนที่สองจะทําการตรวจสอบ

วา  เมื่อนําฟงกชันการกระจายอุณหภูมิแบบพหุนามกําลังสามผนวกเขากับทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปราง

เนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สามจะมีความถูกตองมากนอยเพียงใด ซึ่งการตรวจสอบความถูกตองนี้ไดทําการ

ตรวจสอบเปรียบเทียบกับงานวิจัยในอดีตที่มีผูไดทํามาแลว โดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

 
6.1 ปญหาแผนประกอบภายใตแรงกระทํา 
 
 ในการตรวจสอบเปรียบเทียบปญหาแผนประกอบภายใตแรงกระทํา จะทําการตรวจสอบโดยแยกออก 

5 กรณี      โดยแตละกรณีจะมีจุดประสงคในการเปรียบเทียบแตกตางกัน     ทั้งนี้เนื่องจากลักษณะแผนประกอบ 

มีตัวแปรหลายตัวแปร   เชน  จํานวนชั้น  ทิศทางคุณสมบัติ  ขนาด   ลักษณะแรงกระทํา   ความหนา  และ

ลักษณะจุดรองรับ   จึงไดแยกกรณีศึกษาตาง ๆ โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

 
6.1.1 แผนประกอบจตุรัสสามช้ัน 0/90/0  ภายใตแรงกระทําแบบไซน 
 
 กรณีศึกษานี้จะทําการวิเคราะหหาหนวยแรงภายใตแรงกระทําแบบไซน (sinusoidal load)  ของแผน

ประกอบจํานวน 3 ชั้น  ทิศทางคุณสมบัติวัสดุแตละชั้นแผนประกอบ  ประกอบดวยวัสดุชั้นที่หนึ่ง 0 องศา  ชั้นที่

สอง 90 องศา  และชั้นที่สาม 0 องศา   หรือเขียนโดยยอไดวา 0/90/0  โดยมีขนาดสี่เหลี่ยมจตุรัส และมีจุดรองรับ

แบบงาย SS-1  มีคุณสมบัติวัสดุในแตละชั้นคือ คา E1 = 25 E2 , G12 และ G13 = 0.5 E2 , ν12 และ  ν13 = 0.25 

เมื่อ E1, E2  คือคาโมดูลัสยืดหยุนในแกน 1 และแกน 2 ในระบบพิกัดเฉพาะที่ตามลําดับ  สวน G12, G13 คือคา

โมดูลัสเฉือนยืดหยุนในระนาบ 1-2 และ 1-3  และ  ν12, ν13 คืออัตราสวนปวสซองระนาบ 1-2 และ 1-3 ในระบบ

พิกัดเฉพาะที่ตามลําดับ  ลักษณะปญหาแสดงดังรูปที่ 6.1 
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  รูปที่ 6.1  แผนประกอบจตุรัสสามชั้น 0/90/0  ภายใตแรงกระทําแบบไซน 

 

 ในการวิเคราะหจะเริ่มจากการหาคา wβ  ดังไดกลาวไวในสมการ (5.1) โดยที่ผลลัพธ  จะ

พิจารณาคาการกระจัดในทิศทางความหนา  โดยเริ่มจากการแบงเอลิเมนตออกเปน 100, 400, 900 และ 1600 

เอลิเมนต  ผลการลูเขาแสดงดังรูปที่ 6.2  ซึ่งจะเห็นไดวา เมื่อแบงจํานวนเอลิเมนต 900 เปน 1600 เอลิเมนต 

แลวคา 

Δ
ix

wβ   มีคานอยมาก ดังนั้นในการวิเคราะหปญหาจะทําการแบงเอลิเมนต 1600 เอลิเมนต 

 ในการหาผลลัพธการกระจัดและความเคน  ในวิทยานิพนธนี้จะทําการแปลงคาผลลัพธนี้ใหอยูในเทอม

ไรมิติ  ทั้งนี้เพื่อที่สะดวกในการนําไปเปรียบเทียบงานวิจัยเกาที่ผานมา โดยในที่นี้จะใหคาผลลัพธอยูในเทอมไร

มิติ คือ 
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⎠
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⎜
⎝
⎛= σσ  (6.1จ) ,  

0
0,0,

2 aq
ha

yzyz ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= σσ  (6.1ฉ) 

 จากการเปรียบเทียบหนวยแรงของแผนประกอบระหวางงานวิจัยนี้กับงานวิจัยเกาที่ผานมาของ Sheikh   

และ  Chakrabarti (2003) ซึ่งไดใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการวิเคราะหหาหนวยแรงดวยวิธี TSDT, Reddy (1996) 

ซึ่งใชวิธี Levy ในการหาผลลัพธในรูปของไซนและโคไซน, Pagano (1970) ไดหาผลเฉลยแมนตรงในการคิดแรง

เฉือนแยกออกเปนแตละชั้นตามจํานวนชั้นของแผนประกอบ และทําการแกทั้งระบบสมการ, Wu  และคณะ 

(2004) ไดใชวิธีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นสูง (HSDT) โดยคิดแรงเฉือนแยกเปนชั้น ๆ 

ตามจํานวนชั้นของแผนประกอบ, Rastagar  และคณะ (2003) ไดใชวิธี TSDT ผนวกกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยที่

การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตใชวธิีของ Navier  คาเปรียบเทียบดังกลาวไดแสดงตารางเปรียบเทียบที่ 6.1 และ 6.2  

จะพบวา ผลลัพธจะมีคาใกลเคียงกับ Reddy  โดยมีคาคลาดเคลื่อนสูงสุดเทากับ 0.1261%, 0.278%, 40.133%  

สําหรับ xxw σ,  และ yzσ   สวนคา xyyy σσ ,  และ xzσ   มีคาคลาดเคลื่อนมากที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับ Sheikh  

และ Chakrabarti  เทากับ 1.422%, 0.930% และ 20.533%  ตามลําดับ  โดยแสดงรูปการกระจายในระนาบ x-y 

ของ yzxyyyxxw σσσσ ,,,,  และ xzσ ในรูปที่ 6.3 
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รูปที่ 6.2  คา wβ   ของการกระจัดในทิศทางความหนาเมื่อมีการแบงเอลิเมนตมากขึ้นเมื่อ a/h=4 
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 ก)  การกระจัดในทิศทางความหนาไรมิติ ข)  ความเคนไรมิติทิศทาง x ที่ z = 
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 ค)  ความเคนไรมิติทิศทาง y  ที่ z = 
2
h  ง)  ความเคนเฉือนไรมิติระนาบ xy ที่ z = 
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz  ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนเฉือนไรมิติระนาบ xz ที่ z = 0 

รูปที่ 6.3  ผลลัพธ yzxyyyxxw σσσσ ,,,,   และ  xzσ   ของแผนประกอบจตุรัสสามชั้น 0/90/0   

              ภายใตแรงกระทําแบบไซนเมื่อ a/h=4 
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ตารางที่ 6.1  เปรียบเทียบงานวิจัยนี้กับงานวิจัยเกาที่ผานมาของแผนประกอบจตุรัสสามชั้น 0/90/0      

                   ภายใตแรงกระทําแบบไซน 

 

a/h การแบงเอลิเมนต วิธี w  xxσ  yyσ  xyσ  yzσ  xzσ  

4 10x10 TSDT 1.9074 0.7084 0.4854 0.0465 0.1828 0.1955 

  20x20 TSDT 1.9182 0.7279 0.4984 0.0487 0.1836 0.2007 

  30x30 TSDT 1.9200 0.7315 0.5008 0.0498 0.1833 0.2016 

  40x40 TSDT 1.9208 0.7328 0.5017 0.0498 0.1833 0.2020 

  Sheikh,Chakrabarti TSDT 1.9230 0.7500 0.5080 0.0499 0.1831 0.2023 

  Reddy TSDT 1.9220 0.7345 - - 0.1832 - 

  Pagano แมนตรง 2.006 0.801 0.534 0.0505 0.217 0.256 

  Wu HSDT 2.0724 0.7669 0.5764 0.0523 0.2152 0.2576 

  Rastagar Aagaah TSDT 1.97 0.775 - - 0.217 - 

10 10x10 TSDT 0.7069 0.5450 0.2599 0.0268 0.1134 0.2400 

  20x20 TSDT 0.7111 0.5625 0.2667 0.0274 0.1076 0.2437 

  30x30 TSDT 0.7119 0.5658 0.2680 0.0278 0.1055 0.2443 

  40x40 TSDT 0.7121 0.5669 0.2684 0.0278 0.1045 0.2444 

  Sheikh,Chakrabarti TSDT 0.7140 0.5806 0.2722 0.0279 0.1015 0.2437 

  Reddy TSDT 0.7130 0.5684 - - 0.1033 - 

  Pagano แมนตรง 0.7405 0.5900 0.2850 0.0289 0.1228 0.3570 

  Wu HSDT 0.7637 0.5864 0.2946 0.0290 0.1222 0.3561 

  Rastagar Aagaah TSDT 0.773 0.571 - - 0.0915 - 

100 10x10 TSDT 0.4271 0.5164 0.1733 0.0204 0.3567 0.4698 

  20x20 TSDT 0.4328 0.5333 0.1789 0.0208 0.1576 0.3502 

  30x30 TSDT 0.4337 0.5364 0.1799 0.0213 0.1193 0.3086 

  40x40 TSDT 0.4339 0.5375 0.1802 0.0213 0.1051 0.2894 

  Sheikh,Chakrabarti TSDT 0.4350 0.5496 0.1828 0.0215 0.0749 0.2401 

  Reddy TSDT 0.4340 0.5390 - - 0.0750 - 

  Pagano แมนตรง 0.4368 0.539 0.181 0.0213 0.0828 0.395 

  Wu HSDT 0.463 0.5426 - - 0.0791 - 

  Rastagar Aagaah TSDT 0.4351 0.552 0.1743 0.0213 0.0667 0.3723 
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 ตารางที่ 6.2  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อนกรณีแผนประกอบจตุรัสสามชั้น 0/90/0 ภายใตแรงกระทําแบบไซน 

 

a/h งานวิจัยเกา w  xxσ  yyσ  xyσ  yzσ  xzσ  

 4 Sheikh,Chakrabarti 0.114 2.293 1.240 0.200 0.109 0.148 

  Reddy 0.062 0.231 - - 0.055 - 

  Pagano 4.247 8.514 6.049 1.386 15.530 21.094 

  Wu 7.315 4.446 12.960 4.780 14.823 21.584 

  Rastagar Aagaah 2.497 5.445 - - 15.530 - 

10 Sheikh,Chakrabarti 0.266 2.360 1.396 0.358 2.956 0.287 

 Reddy 0.1261 0.264 - - 1.162 - 

 Pagano 3.835 3.915 5.825 3.806 14.902 31.541 

 Wu 6.757 3.325 8.893 4.138 14.484 31.368 

 Rastagar Aagaah 7.878 0.770 - - 14.208 - 

100 Sheikh,Chakrabarti 0.253 2.202 1.422 0.9302 40.320 20.533 

 Reddy 0.023 0.278 - - 40.133 - 

 Pagano 0.664 0.278 0.442 0 26.932 26.734 

 Wu 6.285 0.940 - - 32.870 - 

 Rastagar Aagaah 0.276 2.644 3.385 0 57.571 22.267 

 
6.1.2 แผนประกอบส่ีเหล่ียมผืนผาสามชั้น 0/90/0 ภายใตแรงกระทําแบบไซน 
 
 กรณีศึกษานี้ ทําการวิเคราะหหาหนวยแรงภายใตแรงกระทําแบบไซนของแผนประกอบจํานวน 3 ชั้น 

ทิศทางวัสดุ 0/90/0  และมีจุดรองรับแบบงาย SS-1 คุณสมบัติในแตละชั้นคือ E1=25 E2 , G12 และ G13=0.5 E2 , 

ν12 และ ν13=0.25  เชนเดียวกันกับกรณีที่ผานมาแตจะมีขนาดความยาวเปนสามเทากับความกวาง ลักษณะ

ปญหาแสดงดังรูปที่ 6.4 
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  รูปที่ 6.4  แผนประกอบสี่เหลี่ยมผืนผาสามชั้น 0/90/0 ภายใตแรงกระทําแบบไซน 

 

 เริ่มวิเคราะหโดยการแบงเอลิเมนตเพื่อหาคา wβ เชนเดียวกับปญหาทีผ่านมา โดยทาํการแบงเอลิเมนต 

100, 400, 900  และ 1600 เอลิเมนต เมื่อพิจารณาการลูเขาของ คา wβ  ในรูปที่ 6.5 เห็นไดวา  เมื่อแบงจํานวน

เอลิเมนต 900 เปน 1600 เอลิเมนต  แลวคา wβ   มีคานอย  จึงพิจารณาการแบงเอลิเมนต 1600 เอลิเมนตใน

การวิเคราะหสําหรับปญหานี้ 

 จากการวิเคราะหและเปรียบเทียบงานวิจัยนี้กับงานวิจัยเกาที่ผานมาของ Sheikh  และ Chakrabarti 

(2003) , Reddy (1996)  และ  Pagano (1970)  ไดแสดงตารางเปรียบเทียบที่ 6.3 และ 6.4 พบวา  ในงานวิจัยนี้

มีคาใกลเคียงกันกับ Reddy  โดยมีคาคลาดเคลื่อนสูงเทากับ 0.0592%, 0.281%, 0.395%, 18.064%, 

53.488%  และ  12.335%  สําหรับคา  yzxyyyxxw σσσσ ,,,,  และ xzσ  ตามลําดับ และไดแสดงรูปการ

กระจายผลลัพธในระนาบ x-y  ในรูปที่ 6.6 
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 รูปที่ 6.5  คา wβ   ของการกระจัดในทิศทางความหนาเมื่อมีการแบงเอลิเมนตมากขึ้นเมื่อ a/h=4 
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 ก)  การกระจัดในทิศทางความหนาไรมิติ ข)  ความเคนไรมิติทิศทาง x ที่ z = 
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 ค)  ความเคนไรมิติทิศทาง y  ที่ z = 
2
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz  ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนเฉือนไรมิติระนาบ xz ที่ z = 0 

 รูปที่ 6.6  ผลลัพธ yzxyyyxxw σσσσ ,,,,  และ xzσ ของแผนประกอบสี่เหลี่ยมผืนผาสามชั้น 0/90/0   

ภายใตแรงกระทําแบบไซนเมื่อ a/h=4 
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ตารางที่ 6.3  เปรียบเทียบงานวิจัยนี้กับงานวิจัยเกาที่ผานมาของแผนประกอบจตุรัสสามชั้น 0/90/0  

                    ภายใตแรงกระทําแบบไซน 

 

a/h การแบงเอลิเมนต วิธี w  xxσ  yyσ  xyσ  yzσ  xzσ  

4 10x10 TSDT 2.6333 0.9996 0.0998 0.0335 0.0331 0.2605 

  20x20 TSDT 2.6363 1.0265 0.1019 0.0305 0.0343 0.2698 

  30x30 TSDT 2.6387 1.0317 0.1024 0.0294 0.0350 0.2713 

  40x40 TSDT 2.6397 1.0335 0.1026 0.0277 0.0350 0.2718 

  Sheikh,Chakrabarti TSDT 2.6437 1.0650 0.1209 0.0264 0.0320 0.2723 

  Reddy TSDT 2.6411 1.0356 0.1028 0.0263 0.0348 0.2724 

  Pagano แมนตรง 2.820 1.100 0.119 0.0281 0.0334 0.387 

10 10x10 TSDT 0.8592 0.6639 0.0388 0.0147 0.0115 0.2750 

  20x20 TSDT 0.8607 0.6851 0.0395 0.0137 0.0168 0.2839 

  30x30 TSDT 0.8614 0.6891 0.0397 0.0131 0.0172 0.2852 

  40x40 TSDT 0.8617 0.6905 0.0397 0.0127 0.0172 0.2855 

  Sheikh,Chakrabarti TSDT 0.8649 0.7164 0.0383 0.0177 0.0106 0.2851 

  Reddy TSDT 0.8622 0.6924 0.0398 0.0155 0.0170 0.2859 

  Pagano แมนตรง 0.9190 0.7250 0.0435 0.0123 0.0152 0.4200 

20 20x20 TSDT 0.5925 0.6337 0.0287 0.0098 0.0139 0.2901 

  30x30 TSDT 0.5932 0.6376 0.0288 0.0098 0.0143 0.2892 

  40x40 TSDT 0.5934 0.6389 0.0288 0.0098 0.0143 0.2887 

  Sheikh,Chakrabarti TSDT 0.5965 0.6634 0.0274 0.0092 0.0135 0.2859 

  Reddy TSDT 0.5937 0.6407 0.0289 0.0091 0.0139 0.2880 

  Pagano แมนตรง 0.6100 0.650 0.030 0.0093 0.0119 0.434 

100 100x10 TSDT 0.4991 0.5982 0.0243 0.0080 0.1222 0.5242 

  20x20 TSDT 0.5054 0.6174 0.0251 0.0082 0.0389 0.3935 

  30x30 TSDT 0.5064 0.6210 0.0252 0.0084 0.0247 0.3462 

  40x40 TSDT 0.5067 0.6223 0.0252 0.0084 0.0198 0.3242 

  Sheikh,Chakrabarti TSDT 0.5097 0.6457 0.0253 0.0084 0.0129 0.2847 

  Reddy TSDT 0.5070 0.6240 0.0253 0.0083 0.0129 0.2886 

  Pagano แมนตรง 0.5080 0.6240 0.0253 0.0083 0.0108 0.4390 

 

 

Acer123
Text Box
99



 100 

 ตารางที่ 6.4  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อน กรณีแผนประกอบจตุรัสสามชั้น 0/90/0 ภายใตแรงกระทํา 

                                   แบบไซน 

 

a/h งานวิจัยเกา w  xxσ  yyσ  xyσ  yzσ  xzσ  

 4 Sheikh,Chakrabarti 0.151 2.958 15.136 4.924 9.375 0.184 

  Reddy 0.053 0.203 0.195 5.323 0.575 0.220 

  Pagano 6.394 6.045 13.781 1.423 4.790 29.767 

10 Sheikh,Chakrabarti 0.370 3.615 3.655 28.249 62.264 0.140 

 Reddy 0.058 0.274 0.251 18.064 1.176 0.140 

 Pagano 6.235 4.759 8.736 3.252 13.158 32.024 

20 Sheikh,Chakrabarti 0.520 3.693 5.109 6.522 5.926 0.979 

 Reddy 0.051 0.281 0.346 7.692 2.878 0.243 

 Pagano 2.721 1.708 3.679 5.376 20.168 33.479 

100 Sheikh,Chakrabarti 0.589 3.624 0.395 0 53.488 13.874 

 Reddy 0.059 0.272 0.395 1.205 53.488 12.335 

 0.256 0.272 0.395 1.205 83.333 26.150 Pagano 

 
6.1.3 แผนประกอบจตุรัสส่ีช้ัน 0/90/90/0  ภายใตแรงกระทําแบบไซน 
 
 ปญหากรณีศึกษานี้ ทําการวิเคราะหหาการกระจัด และหนวยแรงภายใตแรงกระทําแบบไซนของแผน

ประกอบจตุรัสส่ีชั้น ทิศทางคุณสมบัติ 0/90/90/0  โดยมีจุดรอบรับแบบงาย SS-1  และมีคุณสมบัติของวัสดุแต

ละชั้นคือ  E  , ν1=25 E2 , G12 และ G13=0.5 E2 12 และ ν13=0.25  ลักษณะปญหาแสดงดังรูปที่ 6.7 
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  รูปที่ 6.7  แผนประกอบจตุรัสส่ีชั้น 0/90/90/0  ภายใตแรงกระทําแบบไซน 
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 ในการวิเคราะหจําเปนตองหาคาการลูเขาของ wβ   เพื่อหาจํานวนการแบงเอลิเมนตที่เหมาะสมเพื่อ

นําไปเปรียบเทียบ  ในปญหานี้เร่ิมทําการแบงเอลิเมนตที่ 100, 400, 900  และ 1600  เอลิเมนต  เมื่อพิจารณารูป

ที่ 6.8  เห็นไดวา เมื่อทําการเพิ่มเอลิเมนตจาก 900 เปน 1600 เอลิเมนต  คา wβ   มีคานอยมากในปญหานี้จึง

เลือกใชจํานวนเอลิเมนตเทากับ 1600 เอลิเมนต ในการวิเคราะห 

 การวิเคราะหและเปรียบเทียบงานวิจัยนี้กับงานวิจัยเกาที่ผานมาไดทําการเปรียบเทียบกับ Wu และ

คณะ (2004) , Reddy (1996) , Akhras (2004)  โดยแสดงการเปรียบเทียบดังตารางที่ 6.5 และ 6.6 แสดง

รูปการกระจัดในทิศทางความหนาและความเคนไรมิติในแตละแกนดังรูปที่ 6.9 และแสดงความเคนในทิศทาง

ความหนาดังรูปที่ 6.10 และ 6.11 เมื่อพิจารณาตารางการเปรียบเทียบ 6.5 และ 6.6 เห็นไดวางานวิจัยนี้มีคา

ใกลเคียงกันกับ Reddy  โดยมีคาคลาดเคลื่อนสูงสุดเมื่อเทียบกับ Reddy เทากับ 0.115%, 0.278%, 7.303%, 

0.373%  และ 10.700%  สําหรับคา  และ xyyyxxw σσσ ,,, xzσ   สวนคาผลลัพธของ Aagaah  และ Akhras  

จะมีคาใกลเคียงซึ่งกันและกัน  โดยทั้งสองมีคาคลาดเคลื่อนสูงสุดเทากับ 2.944%, 2.649%, 2.420%, 

40.355%, 13.410%  และ 24.976%  สําหรับ  และ  ตามลําดับ yzxyyyxxw σσσσ ,,,, xzσ
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  ของการกระจัดในทิศทางความหนาเมื่อมีการแบงเอลิเมนตมากขึ้นเมื่อ a/h=4  รูปที่ 6.8  คา wβ
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz  ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนไรมิติระนาบ xz  ที่ z = 0 

Y direction X direction Y direction X direction 

 

รูปที่ 6.9  ผลลัพธ  และ  ของแผนประกอบจตุรัสส่ีชั้น 0/90/90/0   xzσyzxyyyxxw σσσσ ,,,,

                            ภายใตแรงกระทําแบบไซนเมื่อ a/h=4 
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รูปที่ 6.10  การกระจายความเคนไรมิติเมื่อ a/h=4 
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รูปที่ 6.11  การกระจายความเคนไรมิติเมื่อ a/h=10 
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ตารางที่ 6.5  เปรียบเทียบงานวิจัยนี้กับงานวิจัยเกาที่ผานมาของแผนประกอบจตุรัสส่ีชั้น 0/90/90/0   

                    ภายใตแรงกระทําแบบไซน 

 
 

a/h การแบงเอลิเมนต วิธ ี w    yyσ xyσ yzσ   xxσ xzσ
4 10x10 TSDT 1.8778 0.6416 0.6082 0.0424 0.2375 0.1991 

  20x20 TSDT 1.8896 0.6592 0.6261 0.0430 0.2388 0.2046 

  30x30 TSDT 1.8919 0.6625 0.6295 0.0438 0.2389 0.2056 

  40x40 TSDT 1.8926 0.6636 0.6307 0.0441 0.2389 0.2059 

  TSDT Wu 1.9500 0.6810 0.6470 0.0451 0.2440 0.2110 

  TSDT Reddy 1.8937 0.6651 0.6322 0.0440 - 0.2064 

  - Akhras 1.894 0.681 0.646 0.0450 - 0.211 

10 10x10 TSDT 0.7086 0.5229 0.3749 0.0263 0.1645 0.2582 

  20x20 TSDT 0.7132 0.5399 0.3852 0.0265 0.1579 0.2627 

  30x30 TSDT 0.7141 0.5431 0.3872 0.0267 0.1555 0.2635 

  40x40 TSDT 0.7143 0.5441 0.3879 0.0269 0.1545 0.2637 

  TSDT Wu 0.7320 0.5510 0.3940 0.0451 0.1630 0.2110 

  TSDT Reddy 0.7147 0.5456 0.3615 0.0268 - 0.2640 

  - Akhras 0.7149 0.5589 0.3974 0.0273 - 0.2697 

100 10x10 TSDT 0.4273 0.5160 0.2600 0.0204 0.3955 0.5168 

  20x20 TSDT 0.4329 0.5329 0.2683 0.0209 0.1992 0.3855 

  30x30 TSDT 0.4338 0.5361 0.2697 0.0212 0.1609 0.3408 

  40x40 TSDT 0.4340 0.5372 0.2702 0.0213 0.1463 0.3207 

  TSDT Wu 0.4350 0.5390 0.2750 0.0216 0.129 0.3080 

  TSDT Reddy 0.4345 0.5387 0.2708 0.0213 - 0.2897 

  - Akhras 0.4345 0.5507 0.2769 0.0217 - 0.2948 
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 ตารางที่ 6.6  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อน กรณีแผนประกอบจตุรัสส่ีชั้น 0/90/90/0  ภายใตแรงกระทํา 

                                   แบบไซน 
 

a/h งานวิจัยเกา w    yyσ xyσ yzσ   xxσ xzσ
 4 2.944 2.555 2.519 2.217 2.090 2.417 Wu 

  0.059 0.226 0.237 0.227 - 0.242 Reddy 

  0.069 2.498 2.414 2 - 2.371 Akhras 

10 2.419 1.252 1.548 40.355 5.215 24.976 Wu 

 0.056 0.275 7.303 0.373 - 0.114 Reddy 

 0.084 2.649 2.391 1.466 - 2.225 Akhras 

100 0.230 0.334 1.745 1.389 13.410 4.123 Wu 

 0.115 0.278 0.222 0 - 10.700 Reddy 

 0.115 2.451 2.420 1.843 - 8.786 Akhras 

 
6.1.4 แผนประกอบจตุรัสวางมุม 45 องศา ภายใตแรงกระทําสม่ําเสมอ 
 
 ปญหานี้ไดศึกษาแผนประกอบจํานวน 2 ชั้น และ 10 ชั้น  โดยวางวัสดุแผนประกอบ 45/-45  สําหรับ

กรณี 2 ชั้น และ [45/-45]5T  (เมื่อ 5T คือการวางสลับแบบไมสมมาตร 45/-45 จํานวน 5 ชั้น)  สําหรับกรณี 10 ชั้น 

และกําหนดความกวางตอความหนา a/h เทากับ 10 ภายใตแรงกระทําสม่ําเสมอตลอดทั้งแผน  โดยมีชนิดจุด

รองรับแบบงาย SS-2 และคาคุณสมบัติวัสดุ คือ E , ν1 = 25 E2 , G12 และ G13 = 0.5 E2 12 และ ν13 = 0.25   

โดยแสดงดังรูปที่ 6.12 
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  รูปที่ 6.12  แผนประกอบจตุรัสวางมุม 45 องศา ภายใตแรงกระทําสม่ําเสมอ 

 

 ในการวิเคราะหเร่ิมจากการแบงจํานวนเอลิเมนตหาคา wβ  เม่ือหาจํานวนการแบงเอลิเมนตในการ

วิเคราะห จึงเริ่มทําการแบงเอลิเมนต  โดยเริ่มตนที่ 100 เอลิเมนต  แลวเพิ่มเปน 400, 900 และ 1600 เอลิเมนต 

เมื่อพิจารณาคา wβ   ดังรูปที่ 6.13 จะเห็นไดวาเมื่อทําการแบงเอลิเมนตจาก 900 เอลิเมนตเปน 1600 เอลิเมนต 

คา    มีคานอยมากเมื่อเทียบกับการแบง  100  เปน  400  เอลิเมนต   และจาก  400  เอลิเมนต  เปน  900  wβ

เอลิเมนต 
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 ผลการวิเคราะหและเปรียบเทียบผลงานวิจัยนี้กับงานวิจัยเกาที่ผานมาของ Sheikh และ Chakrabarti 

(2003) และ Reddy (1989) ไดแสดงผลลัพธการกระจัดในทิศทางความหนา และความเคนไรมิติในแตละทิศทาง

ดังรูปที่ 6.14 และไดแสดงดังตารางที่ 6.7 และ 6.8 โดยในตารางนี้ไดแสดงคาการกระจัดในทิศทางความหนาที่

ระยะ x/a  เทากับ 0.5, 0.375, 0.25 และ 0.125  โดยคาการกระจัดในทิศทางความหนาในงานวิจัยนี้เมื่อ

เปรียบเทียบกับ Sheikh และ Chakrabarti  มีคาคลาดเคลื่อนสูงสุดเทากับ 0.095%  และมีคา 4.624%  เมื่อ

เทียบกับ Reddy  และในที่นี้ไดแสดงรูปการกระจัดในทิศทางความหนาและความเคนตาง ๆ ในรูปที่ 6.14 
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  การกระจัดในทิศทางความหนาเมื่อจํานวนแผนประกอบ 2 ชั้น มีการเพิ่ม  รูปที่ 6.13 คา wβ
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 ก)  การกระจัดในทิศทางความหนาไรมิติ ข)  ความเคนไรมิติทิศทาง x ที่ z = 
2
h  
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 ค)  ความเคนไรมิติทิศทาง y  ที่ z = 

2
h   ง)  ความเคนเฉือนไรมิติระนาบ xy ที่ z = 

2
h  
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz  ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนเฉือนไรมิติระนาบ xz ที่ z = 0 

รูปที่ 6.14  ผลลัพธ yzxyyyxxw σσσσ ,,,,  และ xzσ  ของแผนประกอบจตุรัสวางมุม 45 องศา  

จํานวน 2 ชั้น ภายใตแรงกระทําแบบสม่ําเสมอ 
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ตารางที่ 6.7  เปรียบเทียบงานวิจัยนี้กับงานวิจัยเกาที่ผานมาของแผนประกอบจตุรัสวางมุม 45 องศา  

                    ภายใตแรงกระทําแบบสม่ําเสมอ 

 

w   
จํานวนชั้น การแบงเอลิเมนต วิธี 

x/a=0.500 x/a=0.375 x/a=0.250 x/a=0.125 

2 10x10 TSDT 1.2642 1.2113 1.0527 0.7904 

  20x20 TSDT 1.2505 1.1980 0.9236 0.6151 

  30x30 TSDT 1.2464 1.1533 0.9191 0.5528 

  40x40 TSDT 1.2420 1.1604 0.9169 0.5198 

  TSDT Sheikh,Chakrabarti 1.2420 1.1610 0.9170 0.5200 

  FSDT Reddy 1.2810 1.1960 0.9480 0.5450 

10 10x10 TSDT 0.6480 0.6223 0.5449 0.4145 

  20x20 TSDT 0.6375 0.6123 0.4787 0.3242 

  30x30 TSDT 0.6345 0.6095 0.4758 0.2757 

  40x40 TSDT 0.6314 0.5925 0.4734 0.2750 

  TSDT Sheikh,Chakrabarti 0.6320 0.5930 0.4740 0.2750 

  FSDT Reddy 0.6310 0.5910 0.4740 0.2740 

 

 

ตารางที่ 6.8   เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อน กรณีแผนประกอบจตุรัสวางมุม 45 องศา  ภายใตแรงกระทําแบบ 

       สมํ่าเสมอ 

 

w   
จํานวนชั้น งานวิจัยเกา 

x/a=0.500 x/a=0.375 x/a=0.250 x/a=0.125 

 2 0 0.052 0.011 0.038 Sheikh,Chakrabarti 

  3.044 2.977 3.281 4.624 Reddy 

10 0.095 0.084 0.127 0 Sheikh,Chakrabarti 

 0.063 0.254 0.127 0.365 Reddy 
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6.1.5  แผนประกอบจตุรัสวางมุมใด ๆ ภายใตแรงกระทําแบบไซน 
 
 ปญหานี้ไดทําการวิเคราะหแผนประกอบจํานวน 2 ชั้น และ 6 ชั้น  โดยแปรผันทิศทางคุณสมบัติที่ 5, 

30 และ 45 องศา ลักษณะการวางมุม θ/-θ  และ θ/-θ/θ/-θ/θ/-θ  สําหรับกรณี 2 ชั้น และ 6 ชั้น ตามลําดับ 

ภายใตแรงกระทําแบบไซน  ซึ่งมีจุดรองรับแบบ SS-2  วัสดุที่ใชในการวิเคราะหปญหานี้คือ E = 40 E   และ G1 2 12 

และ  G  , ν

y 

x 

13 = 0.6 E2 , G23= 0.5 E2 12 และ ν13 = 0.25 โดยแสดงปญหาการวิเคราะหดังรูปที่ 6.15 
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  รูปที่ 6.15  แผนประกอบจตุรัสวางมุมใด ๆ ภายใตแรงกระทําแบบไซน 

 

 ในการวิเคราะหในปญหานี้ กระทําการเชนปญหาที่ผานมาโดยเริ่มทําการแบงเอลิเมนตเพื่อหาคา wβ   

โดยทําการเริ่มแบงที่ 100 เอลิเมนต   แลวเพิ่มเปน 400, 900 และ 1600 ตามลําดับ  โดยไดแสดงคาการลูเขา

ของ wβ   ในรูปที่ 6.16  เมื่อพิจารณาคาการลูเขาเห็นไดวา เมื่อเพิ่มการแบงเอลิเมนตจาก 900 เอลิเมนตเปน 

1600 เอลิเมนต  คา wβ   มีคานอยมาก จึงใชจํานวน 1600 เอลิเมนตในการพิจารณาในปญหานี้ 

 จากการวิเคราะหและเปรียบเทียบงานวิจัยนี้กับ Reddy (1996) ไดแสดงการกระจัดและความเคนไร

มิติในแตละทิศทางดังรูปที่ 6.17 และไดแสดงคาคลาดเคลื่อนในตารางที่ 6.9 และ 6.10  โดยในตารางแสดงการ

แปรผันคามุมที่ 5, 30 และ 45  แปรผันจํานวนชั้น 2 ชั้น และ 6 ชั้น  และแปรผันคา a/h ที่ 4, 10, 20, 50 และ 

100  จากการเปรียบเทียบพบวาคาคลาดเคลื่อนสูงสุดเทากับ 0.280%, 0.094%  และ 0.120%  สําหรับคามุมที่ 

5, 30 และ 45 องศา ตามลําดับ 
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 การกระจัดในทิศทางความหนาจํานวนแผนประกอบ 2 ชั้น ทิศทางคุณสมบัติ  รูปที่ 6.16 คา wβ
  5 องศา a/h=4 เมื่อมีการแบงเอลิเมนตเพิ่มขึ้น 
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        ก)  การกระจัดในทิศทางความหนาไรมิติ ข)  ความเคนไรมิติทิศทาง x ที่ z = 

2
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 ค)  ความเคนไรมิติทิศทาง y  ที่ z = 

2
h  ง)  ความเคนเฉือนไรมิติระนาบ xy ที่ z = 
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz  ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนเฉือนไรมิติระนาบ xz ที่ z = 0 

 รูปที่ 6.17 ผลลัพธ yzxyyyxxw σσσσ ,,,,  และ xzσ ของแผนประกอบจตุรัสทิศทางคุณสมบัติ 

   5 องศา จํานวน 2 ชั้น  ภายใตแรงกระทําแบบไซนเมื่อ a/h=4 
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 ตารางที่ 6.9  เปรียบเทียบงานวิจัยนี้กับ Reddy กรณีแผนประกอบจตุรัสวางมุมใด ๆ ภายใตแรง 

                                   กระทําแบบไซน 

 

θ (องศา) 
a/h จํานวนชั้น การแบงเอลิเมนต วิธี 

5 30 45 

4 2 10x10 TSDT 1.2553 1.0903 1.0265 

   20x20 TSDT 1.2608 1.0864 1.0225 

   30x30 TSDT 1.2618 1.0851 1.0214 

   40x40 TSDT 1.2618 1.0831 1.0197 

   Reddy TSDT 1.2625 1.0838 1.0203 

  6 10x10 TSDT 1.2224 0.8952 0.8405 

    20x20 TSDT 1.2269 0.8888 0.8387 

    30x30 TSDT 1.2275 0.8869 0.8381 

    40x40 TSDT 1.2275 0.8846 0.8371 

    Reddy TSDT 1.2282 0.8851 0.8375 

10 2 10x10 TSDT 0.4812 0.5936 0.5618 

   20x20 TSDT 0.4839 0.5931 0.5602 

   30x30 TSDT 0.4844 0.5925 0.5593 

   40x40 TSDT 0.4846 0.5912 0.5577 

   Reddy TSDT 0.4848 0.5916 0.5581 

  6 10x10 TSDT 0.4454 0.3054 0.2787 

    20x20 TSDT 0.4477 0.3028 0.2763 

    30x30 TSDT 0.4482 0.3019 0.2754 

    40x40 TSDT 0.4482 0.3005 0.2744 

    Reddy TSDT 0.4485 0.3007 0.2745 

20 2 10x10 TSDT 0.3546 0.5165 0.4907 

   20x20 TSDT 0.3571 0.5185 0.4904 

   30x30 TSDT 0.3576 0.5179 0.4894 

   40x40 TSDT 0.3577 0.5176 0.4893 

   Reddy TSDT 0.3579 0.5180 0.4897 

  6 10x10 TSDT 0.3180 0.2144 0.1923 

    20x20 TSDT 0.3190 0.2138 0.1915 

    30x30 TSDT 0.3200 0.2136 0.1911 

    40x40 TSDT 0.3200 0.2125 0.1903 

    Reddy TSDT 0.3209 0.2127 0.1905 

       

       

       

Acer123
Text Box
112



 113 

θ (องศา) 
a/h จํานวนชั้น การแบงเอลิเมนต วิธี 

5 30 45 

50 2 10x10 TSDT 0.3173 0.4921 0.4662 

   20x20 TSDT 0.3206 0.4966 0.4701 

   30x30 TSDT 0.3211 0.4968 0.4701 

   40x40 TSDT 0.3212 0.4968 0.4701 

   Reddy TSDT 0.3215 0.4972 0.4704 

  6 10x10 TSDT 0.2806 0.1870 0.1664 

    20x20 TSDT 0.2834 0.1881 0.1671 

    30x30 TSDT 0.2838 0.1883 0.1670 

    40x40 TSDT 0.2840 0.1877 0.1666 

    Reddy TSDT 0.2842 0.1878 0.1668 

100 2 10x10 TSDT 0.3109 0.4865 0.4609 

   20x20 TSDT 0.3152 0.4929 0.4666 

   30x30 TSDT 0.3158 0.4938 0.4673 

   40x40 TSDT 0.3160 0.4938 0.4673 

   Reddy TSDT 0.3162 0.4942 0.4676 

  6 10x10 TSDT 0.2743 0.1823 0.1619 

    20x20 TSDT 0.2780 0.1840 0.1633 

    30x30 TSDT 0.2785 0.1841 0.1633 

    40x40 TSDT 0.2787 0.1841 0.1633 

    Reddy TSDT 0.2789 0.1842 0.1634 

       

 ตารางที่ 6.10  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อน กรณีแผนประกอบจตุรัสวางมุมใด ๆ ภายใตแรงกระทําแบบไซน 

 

θ (องศา) 
a/h จํานวนชั้น งานวิจัยเกา 

5 30 45 

4 2 Reddy 0.055 0.065 0.059 

 6 Reddy 0.057 0.057 0.048 

10 2 Reddy 0.041 0.068 0.072 

 6 Reddy 0.067 0.067 0.036 

20 2 Reddy 0.056 0.077 0.082 

 6 Reddy 0.280 0.094 0.105 

50 2 Reddy 0.093 0.080 0.064 

 6 Reddy 0.070 0.053 0.120 

100 2 Reddy 0.063 0.081 0.064 

 6 Reddy 0.072 0.054 0.061 
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6.2  ปญหาแผนประกอบภายใตอุณหภูมิกระทํา 
 
 เมื่อทําการตรวจสอบความถูกตองในการวิเคราะหหาหนวยแรงภายใตแรงกระทําแลว ในลําดับตอไปเปน

การตรวจสอบความถูกตองในการวิเคราะหหาหนวยแรงภายใตอุณหภูมิเปล่ียนแปลงวามีความถูกตองมากนอย

เพียงใด  โดยจะพิจารณาแผนประกอบ  มีคุณสมบัติแตละชั้นคือ E  , ν = 25 E , G

y 

x 

1 2 12 และ G13 = 0.5 E2 12 และ 

ν13=0.25  , α  = 3 α    (เมื่อ α  และ α2 1 1 2 คือสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิในทิศทาง 1 และ 2 

ในระบบพิกัดเฉพาะที่ตามลําดับ) ภายใตอุณหภูมิกระทําดังสมการ 6.2 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

a
y

a
xTzzyxT ππ sinsin,, 1           (6.2)                                                     

โดยมีลักษณะจุดรองรับแบบงาย (s)  แบบยึดแนน (c)  และแบบปลอยอิสระ (F)  ผสมกันแยกออกเปน 5 กรณี  

โดยแสดงดังรูปที่ 6.18 
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F 

S S 

F 

S 

S S 

F 

แบบ SS แบบ SC แบบ CC แบบ FF แบบ FS  

  รูปที่ 6.18  จุดรองรับชนิดตาง ๆ ของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิ 

 เมื่อ S คือการกําหนดให u=0, w=0, xφ =0 สําหรับทิศทางในแกน x  และสำหรับทิศทางในแกน y 

กำหนด v=0, w=0, =0    C คือการกําหนดให u=0, v=0, w=0, =0, yφ xφ yφ =0  และ F คือการกําหนดใหมี

การอิสระในการกระจัดใด ๆ 

 ในการหาผลลัพธการกระจัดและความเคนของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิ จะแปลงคาใหอยูในเทอม

ไรมิติเชนเดียวกันกับปญหาแผนประกอบภายใตแรงกระทํา โดยในที่นี้จะใหคาผลลัพธอยูในเทอมไรมิติคือ 

bT
zbaww
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,
2 α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (6.3ก) ,  

bET
hba

xxxx

211

10
2

,
2

,
2 α

σσ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (6.3ข)  

bET
hba

yyyy

211

10
2

,
2

,
2 α

σσ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (6.3ค) ,  

bET
h

xyxy

211

10
2

,0,0
α

σσ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (6.3ง) 

bET
b

xzxz

211

100,
2

,0
α

σσ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (6.3จ) ,  

bET
a

yzyz

211

100,0,
2 α

σσ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (6.3ฉ) 

 การวิเคราะหแผนประกอบภายใตอุณหภูมิทําการเริ่มวิเคราะหหาคา β  เพื่อหาจํานวนเอลิเมนตที่

เหมาะสม  โดยในปญหานี้แยกการหา β   ออกเปน 2 สวน  สวนแรกเปนสวนการหาคา Tβ    ของการกระจาย

อุณหภูมิ และสวนที่สองเปนสวนของการหาคา wβ   สําหรับการหาหนวยแรง  เมื่อพิจารณาในสวนแรก สวนของ

การหาอุณหภูมิกระทําโดยการแบงเอลิเมนตออกเปน 100, 400, 900 และ 1600  เมื่อพิจารณาคา Tβ    ในรูปที่ 

6.19 จะเห็นไดวาเมื่อแบงเอลิเมนตเพิ่มจาก 900 เอลิเมนตเปน 1600 เอลิเมนต จะพบวาคา Tβ  มีคานอยมาก  

ดังนั้นปญหานี้ทําการแบงจํานวนเอลิเมนต 1600 เอลิเมนต ในการหาการกระจายอุณหภูมิ สวนการวิเคราะหหา

คาหนวยแรง เลือกหาคาการลูเขาของ wβ  หนึ่งกรณีตอหนึ่งแบบจุดรองรับ  โดยเลือกลักษณะการวางแผน

ประกอบหนึ่งชั้นวางมุม 0 องศา และคา a/h เทากับ 5 ในการหาคาการลูเขาของ wβ  ในแตละกรณีของจุด

รองรับ   จะเริ่มแบงเอลิเมนตออกเปน 100  เอลิเมนต    แลวเพิ่มการแบงเอลิเมนตเปน   400,   900   และ  1600  
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เอลิเมนต ตามลําดับ เมื่อพิจารณาคา wβ   ดังรูปที่ 6.20 ถึง 6.24  ในแตละกรณีจะเห็นไดวาคาทุกกรณีมีคา

นอยเมื่อทําการแบงเอลิเมนตจาก 900 เอลิเมนต เพิ่มเปน 1600 เอลิเมนต  ดังนั้นจึงพิจารณาการแบงจํานวน   

เอลิเมนต 1600 เอลิเมนตในการวิเคราะห 

 ในการวิเคราะหและเปรียบเทียบงานวิจัยนี้กับ Reddy (1996)  ไดแสดงการเปรียบเทียบคาการกระจัด

ไรมิติที่จุดกึ่งกลางแผนประกอบในทิศทางความหนาของจุดรองรับแบบตาง ๆ ในตาราง 6.11 และ 6.12  โดยใน

แตละชนิดของจุดรองรับมีคาคลาดเคลื่อนสูงสุดเทากับ 0.048%, 0.147%, 0.244%, 0.888% และ 0.209%  

สําหรับจุดรองรับแบบ SS, SC, CC, FF  และ FS  ตามลําดับ  และในตารางที่ 6.13 และ 6.14  ไดแสดงการ

เปรียบเทียบคาความเคนไรมิติ และ yyxx σσ , yzσ สําหรับกรณีการวางแผนประกอบแบบ 0/90/0, 0/90 และ 0 

ตามลําดับ  โดยมีคาคลาดเคลื่อนสูงสุดของ และ yyxx σσ , yzσ  ในกรณีจุดรองรับแบบตาง ๆ เทากับ 

11.559%, 2.51% และ 3.407% ตามลําดับ 
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 ของอุณหภูมิเมื่อทําการแบงจํานวนเอลิเมนตเพิ่มขึ้น รูปที่ 6.19  คา Tβ
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  การกระจัดจุดรองรับแบบ SS ทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5 เมื่อมีการแบง  รูปที่ 6.20   คา wβ
   จํานวนเอลิเมนตมากขึ้น 
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  การกระจัดจุดรองรับแบบ SCทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5  เมื่อมีการแบง  รูปที่ 6.21 คา wβ
   จํานวนเอลิเมนตมากขึ้น 
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  การกระจัดจุดรองรับแบบ CC ทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5 เมื่อมีการแบง  รูปที่ 6.22   คา wβ
   จํานวนเอลิเมนตมากขึ้น 
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 การกระจัดจุดรองรับแบบ FF ทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5 เมื่อมีการแบง  รูปที่ 6.23   คา wβ
   จํานวนเอลิเมนตมากขึ้น 
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  การกระจัดจุดรองรับแบบ FS ทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5 เมื่อมีการแบง  รูปที่ 6.24 คา wβ
   จํานวนเอลิเมนตมากขึ้น 
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนไรมิติระนาบ xz ที่ z = 0 

 รูปที่ 6.26  ผลลัพธการกระจัดและความเคนไรมิติจุดรองรับแบบ SSทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5 
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 ค)  ความเคนไรมิติทิศทาง y ที่ z = 
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนไรมิติระนาบ xz ที่ z = 0 

 รูปที่ 6.27  ผลลัพธการกระจัดและความเคนไรมิติจุดรองรับแบบ SC ทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5 
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนไรมิติระนาบ xz ที่ z = 0 

 รูปที่ 6.28  ผลลัพธการกระจัดและความเคนไรมิติจุดรองรับแบบ CC ทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5 
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนไรมิติระนาบ xz ที่ z = 0 

X direction Y direction Y direction X direction 

 รูปที่ 6.29  ผลลัพธการกระจัดและความเคนไรมิติจุดรองรับแบบ FF ทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5 
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 จ)  ความเคนไรมิติระนาบ yz ที่ z = 0 ฉ)  ความเคนไรมิติระนาบ xz ที่ z = 0 

 รูปที่ 6.30  ผลลัพธการกระจัดและความเคนไรมิติจุดรองรับแบบ FS ทิศทางคุณสมบัติ 0 องศา a/h=5 
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ตารางที่ 6.11  การกระจัดไรมิติของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิจุดรองรับแบบตาง ๆ เทียบกับ Reddy 

 

ชนิดจุดรองรับ 
ลักษณะ อัตราสวน a/h การแบงเอลิเมนต 

SS SC CC FF FS 

0 5 10x10 1.0653 0.7053 0.3551 2.2857 1.5905 

   20x20 1.0699 0.7145 0.3635 2.2887 1.5877 

   30x30 1.0706 0.7162 0.3650 2.2892 1.5868 

   40x40 1.0708 0.7168 0.3656 2.2893 1.5864 

   Reddy 1.0711 0.7175 0.3663 2.2812 1.5831 

  10 10x10 1.0365 0.5474 0.2770 2.2894 1.5977 

   20x20 1.0422 0.5556 0.2845 2.2920 1.5967 

   30x30 1.0432 0.5573 0.2859 2.2924 1.5961 

   40x40 1.0435 0.5579 0.2864 2.2926 1.5958 

   Reddy 1.0439 0.5587 0.2871 2.2854 1.5931 

0/90 5 10x10 1.1369 0.8076 0.5678 1.2611 1.2026 

   20x20 1.1415 0.8161 0.5778 1.2655 1.2065 

   30x30 1.1423 0.8177 0.5798 1.2663 1.2072 

   40x40 1.1426 0.8183 0.5805 1.2666 1.2075 

   Reddy 1.1430 0.8190 0.5814 1.2652 1.2068 

  10 10x10 1.1418 0.7474 0.5034 1.2639 1.2094 

   20x20 1.1470 0.7556 0.5128 1.2688 1.2139 

   30x30 1.1479 0.7573 0.5148 1.2698 1.2147 

   40x40 1.1481 0.7578 0.5155 1.2702 1.2149 

   Reddy 1.1485 0.7586 0.5164 1.2693 1.2145 

0/90/0 5 10x10 1.0801 0.7899 0.4431 1.6665 1.3789 

   20x20 1.0857 0.7999 0.4524 1.6713 1.3817 

   30x30 1.0866 0.8017 0.4542 1.6722 1.3821 

   40x40 1.0870 0.8024 0.4548 1.6726 1.3822 

   Reddy 1.0874 0.8032 0.4556 1.6687 1.3805 

  10 10x10 1.0422 0.6021 0.3169 1.6618 1.3747 

   20x20 1.0480 0.6109 0.3246 1.6656 1.3769 

   30x30 1.0491 0.6127 0.3262 1.6664 1.3772 

   40x40 1.0494 0.6133 0.3267 1.6667 1.3773 

   Reddy 1.0499 0.6142 0.3275 1.6632 1.3757 
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ชนิดจุดรองรับ 
ลักษณะ อัตราสวน a/h การแบงเอลิเมนต 

SS SC CC FF FS 

[0/90]5T 5 10x10 1.0255 0.7874 0.5496 1.0689 1.0494 

   20x20 1.0316 0.7962 0.5589 1.0729 1.0540 

   30x30 1.0328 0.7979 0.5608 1.0737 1.0549 

   40x40 1.0331 0.7986 0.5614 1.0739 1.0551 

   Reddy 1.0336 0.7993 0.5623 1.0733 1.0549 

  10 10x10 1.0250 0.6989 0.4762 1.0665 1.0495 

   20x20 1.0313 0.7069 0.4846 1.0708 1.0543 

   30x30 1.0324 0.7086 0.4865 1.0717 1.0552 

   40x40 1.0328 0.7092 0.4871 1.0720 1.0555 

   Reddy 1.0333 0.7101 0.4880 1.0816 1.0556 

        

 ตารางที่ 6.12  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อน กรณีการกระจัดไรมิติของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิจุด  

                                     รองรับแบบตาง ๆเทียบกับ Reddy 

 

ชนิดจุดรองรับ 
ลักษณะ อัตราสวน a/h 

SS SC CC FF FS 

0 5 0.028 0.098 0.191 0.355 0.209 

 10 0.038 0.143 0.244 0.315 0.170 

0/90 5 0.035 0.086 0.155 0.111 0.058 

 10 0.035 0.106 0.174 0.071 0.033 

0/90/0 5 0.037 0.100 0.176 0.234 0.123 

 10 0.048 0.147 0.244 0.210 0.116 

[0/90]5T 5 0.048 0.088 0.160 0.060 0.019 

 10 0.048 0.127 0.184 0.888 0.010 
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 ตารางที่ 6.13  ความเคนไรมิติของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิจุดรองรับแบบตาง ๆเทียบกับ Reddy 

 

ชนิดจุดรองรับ 
ความเคน ลักษณะ อัตราสวน a/h 

การแบง 

เอลิเมนต SS SC CC FF FS 

xxσ  0/90/0 5 10x10 0.2482 5.3359 14.6549 1.3146 0.8501 

     20x20 0.1501 5.6047 14.6897 1.2010 0.7255 

     30x30 0.1309 5.7024 14.6944 1.1782 0.6990 

     40x40 0.1229 5.7530 14.6958 1.1701 0.6889 

     Reddy 0.1154 5.9126 14.6976 1.1490 0.6671 

    10 10x10 0.1015 4.0129 7.5280 0.7185 0.4575 

     20x20 0.0546 4.2464 7.5394 0.6573 0.3941 

     30x30 0.0449 4.3270 7.5407 0.6444 0.3804 

     40x40 0.0415 4.3681 7.5411 0.6397 0.3753 

     Reddy 0.0372 4.4944 7.5416 0.6291 0.3648 

yyσ  0/90 5 10x10 -0.4560 2.5310 5.1556 -1.7642 -1.2576 

     20x20 -0.5516 2.5579 5.1088 -1.8599 -1.2716 

     30x30 -0.5699 2.5764 5.0979 -1.8790 -1.2813 

     40x40 -0.5764 2.5879 5.0939 -1.8858 -1.2886 

     Reddy -0.5846 2.6319 5.0886 -1.8754 -1.2598 

    10 10x10 -0.2376 1.9655 3.6994 -0.9930 -0.8809 

     20x20 -0.2874 2.0202 3.6955 -1.0423 -0.7367 

     30x30 -0.2965 2.0416 3.6932 -1.0525 -0.7337 

     40x40 -0.2996 2.0531 3.6922 -1.0562 -0.7310 

     Reddy -0.3036 2.0911 3.6908 -1.0526 -0.7131 

yzσ  0 5 10x10 0.1208 0.2042 0.3054 -0.0297 0.0491 

     20x20 0.1129 0.1980 0.2950 -0.0329 0.0497 

     30x30 0.1117 0.1973 0.2928 -0.0336 0.0480 

     40x40 0.1113 0.1972 0.2920 -0.0339 0.0482 

     Reddy 0.1109 0.1981 0.2909 -0.0332 0.0499 

    10 10x10 0.0460 0.0828 0.1079 -0.0045 0.0209 

     20x20 0.0384 0.0741 0.0964 -0.0071 0.0171 

     30x30 0.0364 0.0718 0.0932 -0.0079 0.0161 

     40x40 0.0356 0.0709 0.0920 -0.0083 0.0157 

     Reddy 0.0347 0.0702 0.0903 -0.0085 0.0157 
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 ตารางที่ 6.14  เปอรเซ็นตคาคลาดเคลื่อน กรณีความเคนไรมิติของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิจุด 

                                     รองรับแบบตาง ๆ เทียบกับ Reddy  

 

ชนิดจุดรองรับ 
ความเคน ลักษณะ อัตราสวน a/h 

SS SC CC FF FS 

0/90/0 5 xxσ 6.499 2.699 0.012 1.836 3.268  

  10 11.559 2.810 0.007 1.685 2.878 

0/90 5 yyσ  1.403 1.672 0.104 0.555 2.286 

  10 1.318 1.817 0.038 0.342 2.510 

0 5 yzσ  0.361 0.454 0.378 2.108 3.407 

  10 2.594 0.997 1.883 2.353 0.000 

 
6.3  สรุป 
 

 ในการวิเคราะหหาหนวยแรงของแผนประกอบนี้ ไดแยกออกเปนสองสวนคือสวนทําการวิเคราะหแผน

ประกอบภายใตแรงกระทํา และสวนของการวิเคราะหแผนประกอบภายใตอุณหภูมิโดยวิธีการเปลี่ยนแปลง

รูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สาม ซึ่งในสวนแรกนี้เมื่อทําการวิเคราะหแผนประกอบโดยมีขนาดรูปราง 

จํานวนชั้น  ชนิดแรงกระทํา ทิศทางคุณสมบัติ และจุดรองรับแบบตาง ๆ เมื่อเปรียบเทียบกับงานวิจัยเกาที่ผาน

มาสวนใหญจะมีคาใกลเคียงกับ Reddy  โดยที่คาคลาดเคลื่อนของการกระจัดในทิศทางความหนา มีคาไมเกิน 

0.15% และเมื่อเปรียบเทียบกับ Sheikh และ Chakrabarti  มีคาสูงสุดไมเกิน 1%   Wu  และคณะ  และ  

Aagaah  คาคลาดเคลื่อนสูงสุดไมเกิน 8.0%  และเมื่อเปรียบเทียบกับ Pagano  คาคลาดเคลื่อนจะมีคามาก 

โดยมีคาสูงสุดไมเกิน 8.0% กรณีศึกษาตาง ๆ แสดงใหเห็นวา ในงานวิจัยนี้เหมาะสําหรับแผนประกอบที่มี

ลักษณะรูปราง ทิศทางคุณสมบัติ จํานวนชั้น แบบใด ๆ ไดโดยที่คาคลาดเคลื่อนไมมากนัก  และเมื่อทําการ

วิเคราะหแผนประกอบภายใตอุณหภูมิโดยมีจุดรองรับชนิดตาง ๆ คาคลาดเคลื่อนการกระจัดทิศทางความหนา

ไมเกิน 0.25% แสดงใหเห็นวาแบบจําลองการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนาดวยฟงกชันพหุนามกําลัง

สาม สามารถประยุกตเขากับทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนระดับชั้นที่สามโดยมีคา

คลาดเคลื่อนยอมรับได 
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บทที่ 7 
 

สรุปผลการศกึษา 
 

 วิทยานิพนธนี้ไดศึกษาการวิเคราะหอุณหภูมิและหนวยแรงที่เกิดขึ้นในโครงสรางแผนประกอบ โดยที่

การวิเคราะหการนําความรอนใชฟงกชันพหุนามกําลังสามแทนการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา เพื่อลด

ขั้นตอนการวิเคราะหการนําความรอนในสามมิติใหเปนเสมือนสองมิติ สวนการวิเคราะหหนวยแรงเนื่องจาก

อุณหภูมิใชทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากแรงเฉือนขั้นที่สาม (third-order shear deformation  theory)    

โดยใชแบบจําลองการกระจัดในแตละทิศทางตามที่เสนอโดย  Reddy   ทั้งนี้จะพิจารณาโครงสรางแผนประกอบ

ที่วัสดุในแตละชั้นมีความหนาเทากันและมีคุณสมบัติแบบออโธทรอปก เงื่อนไขขอบเขตมีการกําหนดอุณหภูมิ 

ฟลักซความรอน การพาความรอน และอาศัยเทคนิคของความสัมพันธเวียนบังเกิดในการแกปญหาการนําความ

รอนภาวะไมคงที่ โดยแบงชวงเวลาออกเปนชวง ๆ แลวทําการแกปญหาทีละชวงตอเนื่องกันไป 

 ผลจากการวิเคราะหการนําความรอนโดยวิธีที่เสนอในวิทยานิพนธนี้เปรียบเทียบกับ ผลเฉลยแมนตรง 

และโปรแกรม ANSYS เมื่อพิจารณาพารามิเตอรตางๆคือ สัมประสิทธิ์การนําความรอน ความหนาในแตละชั้น 

จํานวนชั้น ความกวางตอความหนา พบวาความถูกตองแมนยําของการวิเคราะหจะขึ้นอยูกับพารามิเตอรเหลานี้ 

ดังนี้ 

อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนในแตละชั้น เนื่องจากสัมประสิทธิ์การนําความรอนในแตละชั้น

มีผลตอการหักเหของอุณหภูมิในแตละชั้นวัสดุ  ดังนั้นในที่นี้จึงไดทําการแปรผันคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนํา

ความรอนในแตละชั้นตั้งแต 0.01 ถึง 100  ผลการศึกษาพบวา คาคลาดเคลื่อนจะมีคานอยเมื่อคาอัตราสวน

สัมประสิทธิ์ในแตละชั้นมีคาอยูในชวงระหวาง 0.5 ถึง 2.0   

อัตราสวนความหนาของวัสดุในแตละชั้นของแผนประกอบสองชั้น จากการศึกษาไดแปรผันอัตราสวน

ความหนาในแตละชั้นตั้งแต 0.01 ถึง 100 ซึ่งพบวาอัตราสวนของความหนาของวัสดุในแตละชั้นของแผน

ประกอบ มีผลตอความคลาดเคลื่อนนอยมาก 

จํานวนชั้นของแผนประกอบ ในการศึกษาครั้งนี้ไดทําการแปรผันจํานวนชั้นของแผนประกอบตั้งแตหนึ่ง

ถึงหกชั้น เม่ือพิจารณาคาคลาดเคลื่อนพบวาคาคลาดเคลื่อนสูงสุดเมื่อจํานวนชั้นเทากับ 4 ชั้น และเมื่อแผน

ประกอบมีจํานวนชั้นมากกวา 4 ชั้น คาคลาดเคลื่อนจะลดนอยลงและมีแนวโนมลูเขาคาคงที่คาหนึ่ง ดังนั้นจึง

สรุปไดวาการใชฟงกชันพหุนามกําลังสามแทนการกระจายอุณหภูมิในทิศทางความหนา สามารถใชกับแผน

ประกอบไมจํากัดจํานวนชั้น 

อัตราสวนความกวางตอความหนา คาอัตราสวนนี้จะบงชี้วาแผนประกอบนี้จะมีลักษณะของการ

วิเคราะหแบบสามมิติหรือสองมิติ กลาวคือ ถาคาอัตราสวนความกวางตอความหนามีคานอยแผนประกอบนั้น

จะมีความหนามาก ลักษณะพฤติกรรมมีลักษณะแบบสามมิติ และถาคาอัตราสวนความกวางตอความหนามีคา

นอย พฤติกรรมจะมีลักษณะแบบสองมิติ  ดังนั้นในการวิเคราะหสามมิติเสมือนสองมิติจึงควรพิจารณาใหคา

อัตราสวนความกวางตอความหนามีคามาก ซึ่งในวิทยานิพนธนี้ไดทําการศึกษาผลกระทบของอัตราสวนความ

กวางตอความหนาพบวา อัตราสวนความกวางตอความหนามากกวา 40 จะทําใหคาคลาดเคลื่อนมีคานอย  
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 จากผลการศึกษาการนําความรอนโดยใชฟงกชันพหุนามกําลังสามจะเห็นไดวา ตัวแปรที่สําคัญที่สุดคือ 

คาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนในแตละชั้น ยิ่งมีคาแตกตางกันมากเทาไร คาคลาดเคลื่อนก็จะมาก

ตาม  สวนความกวางตอความหนามีความสําคัญรองลงมา เนื่องจากคาอัตราสวนนี้จะบงถึงพฤติกรรมของแผน

ประกอบวามีพฤติกรรมของแผนประกอบแบบหนา 3 มิติ หรือพฤติกรรมของแผนประกอบแบบบาง 2 มิติ  สวน

คาอัตราสวนความหนาของแตละชั้น และจํานวนชั้นของวัสดุประกอบ มีความสําคัญนอยกวาพารามิเตอรทั้งสอง

ที่กลาวมา    

 สวนผลการวิเคราะหหนวยแรงของแผนประกอบภายใตอุณหภูมิ ดวยทฤษฎีการเปลี่ยนแปลงรูปราง

เนื่องจากแรงเฉือนระดับขั้นที่สามสําหรับปญหาตัวอยางที่มี จํานวนชั้นตั้งแต 1 ชั้นถึง 10 ชั้น ความกวางตอ

ความหนาตั้งแต 4 ถึง 100  ทิศทางของวัสดุเปนมุมองศาใดๆ จุดรองรับ แบบงาย แบบยึดแนน แบบปลอยอิสระ 

พบวาผลลัพธที่ไดมีคาใกลเคียงกับงานวิจัยในอดีต 

 ประโยชนในการศึกษาในวิทยานิพนธนี้พบวา  การใชฟงกชันพหุนามกําลังสามแทนการกระจาย

อุณหภูมิแทนทิศทางความหนาสามารถทําได และคาคลาดเคลื่อนจะมีคานอยเม่ือคาพารามิเตอรอยูในชวงที่ได

เสนอขางตน และสามารถนําคาการกระจายอุณหภูมิผนวกเขากับสมการการหาหนวยแรงไดดี ทําใหลดขั้นตอน

การวิเคราะหแผนประกอบภายใตอุณหภูมิแบบสามมิติเสมือนเหลือสองมิติ   ทําใหงายและสะดวกในการพัฒนา

โปรแกรม   ซึ่งลดหนวยความจําของคอมพิวเตอรเนื่องจากตัวแปรของแบบจําลองในงานวิจัยนี้ใชนอยกวาการ

วิเคราะห 3 มิติ และโปรแกรมที่ไดพัฒนาขึ้นนี้ สามารถนําไปใชในการวิเคราะหปญหาการนําความรอนและ

หนวยแรงของแผนประกอบไดเปนอยางดี 

 การลดขั้นตอนการวิเคราะหสามมิติเสมือนสองมิติโดยใชฟงกชันพหุนามกําลังสาม มีขอเสนอแนะอยู

สองประการ ประการแรก การใชฟงกชันพหุนามกําลังสามที่สามารถขยับตําแหนงของโนดในทิศทางความหนา 

(ระยะหางของโนดไมเทากับ 
3
h )  ใหสอดคลองสัมประสิทธิ์การนําความรอน จํานวนชั้นของแผนประกอบ และ

ความหนาของแผนประกอบ จะทําใหคาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นนอยลง ทั้งนี้สืบเนื่องจากคาคุณสมบัติดังกลาวของ

วัสดุในแตละชั้นของแผนประกอบแตกตางกันในแตละชั้น ทําใหการหักเหของอุณหภูมิไมเทากันในแตละชั้น  

ดังนั้นการที่ใชฟงกชันพหุนามกําลังสามที่สามารถขยับตําแหนงของโนด จะทําใหการกระจายอุณหภูมิมีคา

ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมากขึ้น  ประการที่สองคือ ระดับชั้นของพหุนาม เนื่องจากระดับขั้นของพหุนามที่สูง

มากขึ้นจะทําใหแนวโนมของการกระจายอุณหภูมิดีขึ้นตามระดับขั้น ดังนั้นการที่ใชระดับขั้นของพหุนามระดับขั้น

ที่สูงกวาระดับขั้นที่สาม ก็ยอมจะแทนการกระจายอุณหภูมิไดดียิ่งขึ้นตามลําดับ  
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ภาคผนวก 
 

 



ภาคผนวก ก 
 

ฟงกชนัรูปราง 
 

 ฟงกชันรูปรางในวิทยานิพนธนี้แบงออกเปนสอบแบบ  หนึ่ง ฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติ

ส่ีเหลี่ยมเชิงเสน (รูปที่ ก.1) ในที่นี้ใชสมมติการกระจายอุณหภูมิและการกระจัด   สองฟงกชันการ

ประมาณของเฮอมิตเอลิเมนต 4 โนด 4 ระดับขั้นเสรี  ประกอบดวย 

yxu φφν ,,, 00

yx
w

y
w

x
w

w
∂∂

∂
∂
∂

∂
∂ 0

2
00

0 ,,,  (รูปที่ ก.2)  ในที่นี้

จะกลาวถึงฟงกชันในระบบไฮโซพาราเมตริกซดังนี้ 

 
ก.1  ฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติส่ีเหล่ียมเชิงเสน 
 
  การสรางฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติส่ีเหลี่ยมเชิงเสน สามารถทําไดหลายวิธี 

แตในที่นี้จะอธิบายดวยการสมมติฟงกชันการประมาณระบบไอโซพาราเมตริกซโดยเริ่มจากการสมมติฟงกชัน

รูปรางดังนี้ 

 ξηηξ 4321 aaaau +++=      (ก.1) 

สมการ (ก.1)  สามารถเขียนการกระจัด  ที่มุมทั้งส่ีมุม (รูปที่ ก.1) ไดวา 4321 ,,, uuuu
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เมื่อแทนพิกัดแตละมุมของเอลิเมนต มุมที่ 1 พิกัด (-1, -1)   มุมที่ 2 พิกัด (1, -1)  มุมที่ 3 พิกัด (1, 1)  มุมที่ 4 

พิกัด  (-1, 1)  ในสมการ (ก.2) ไดวา 
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ทําการหาคาคงที่  กระทําโดยการผกผันสมการ (ก.3)  จากนั้นแทนคาคงที่ลงในสมการ (ก.1)  ก็จะ

สามารถหาฟงกชันรูปรางในแตละมุมของเอลิเมนตไดดังนี้ 
43,21 ,, aaaa
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 (ก.4) 

โดยที่คุณสมบัติฟงกชันรูปรางนี้คือ การกระจัดที่โนดที่พิจารณาจะมีคาเทากับหนึ่งหนวยและที่โนดอื่น ๆ จะ

เทากับศูนย (รูปที่ ก.3) 
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ก.2  ฟงกชันการประมาณของเฮอมิต 4 โนด 4 ระดับขั้นเสรี 

 
  การหาฟงกชันประมาณภายในของเฮอมิต มีวิธีคลายกับวิธีการหาฟงกชันการประมาณของ

ลากรานจ แตจะแตกตางกันที่วา  ในแตละโนดจะมีตัวไมทราบคา 4 ตัวแปร   คือ ,,, 00
0 y
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ดังนั้นในหนึ่งเอลิเมนตจะมีตัวไมทราบคา 16 ตัว  จึงทําการสมมติฟงกชันพหุนาม 16 ตัวแปร ซึ่งจะไดวา 
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เมื่อทําการหาคาอนุพันธสมการ (ก.5) เทียบกับ ξ  จะไดวา 
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เมื่อทําการหาคาอนุพันธสมการ (ก.5)  เทียบกับ η  จะไดวา 
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เมื่อทําการหาคาอนุพันธสมการ (ก.6)  เทียบกับ η  จะไดวา 
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สามารถเขียนในรูปเมตริกซไดวา 
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โดยที่  คือ โนดของเอลิเมนตในแตละโนด โดยที่โนดที่ 1 แทน ξ = -1 และ η = -1  โนดที่ 2 แทน ξ = +1  และ 

η = -1  โนดที่ 3 แทน ξ = +1 และ η = +1  และโนดที่ 4 แทน ξ = -1 และ η = +1  เมื่อแทนลงในสมการ (ก.9) 

และทําการผกผันสมการจะไดคา  เมื่อ j คือ 1 ถึง 16 และเมื่อแทนคาแลว   ลงในสมการ ก.5 จะไดวา 
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เมื่อนําสมการที่ (ก.10) เขียนกราฟพื้นผิวแสดงในรูปที่ (ก.4) 
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รูปที่ ก.1 ฟงกชันการประมาณของลากรานจสองมิติส่ีเหลี่ยมเชิงเสนระบบไอโซพาราเมตริกซ 
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รูปที่ ก.2 ระดับขั้นเสรีของฟงกชันการประมาณของเฮอมิต 
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ข)  ฟงกชันรูปราง ψ2ก)  ฟงกชันรูปราง ψ1

ค)  ฟงกชันรูปราง ψ3 ง)  ฟงกชันรูปราง ψ4 

รูปที่ ก.3  ฟงกชันรูปรางการประมาณของลากรานจสองมิติส่ีเหลี่ยมเชิงเสนระบบไอโซพาราเมตริกซ 
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ก) รูปรางฟงกชัน 

-1

-0.5

0

0.5

1 -1

-0.5

0

0.5

1

-0.3

-0.2

-0.1

0

-1

-0.5

0

0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1 -1

-0.5

0

0.5

1

-0.3

-0.2

-0.1

0

-1

-0.5

0

0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1 -1

-0.5

0

0.5

1

0

0.1

0.2

0.3

-1

-0.5

0

0.5

1

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1ϕ  ข) รูปรางฟงกชัน 2ϕ  

ค) รูปรางฟงกชัน 3ϕ  ง) รูปรางฟงกชัน 4ϕ  

 

 

  

 ฉ) รูปรางฟงกชัน จ) รูปรางฟงกชัน 5ϕ  
 

 

 

 

 

 

 
ช) รูปรางฟงกชัน 7ϕ  ซ) รูปรางฟงกชัน 8ϕ   
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 ญ) รูปรางฟงกชัน 10ϕ  ฌ) รูปรางฟงกชัน 9ϕ  
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ฏ) รูปรางฟงกชัน 12ϕ  ฎ) รูปรางฟงกชัน 11ϕ   
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ฐ) รูปรางฟงกชัน 13ϕ  

 

ฑ) รูปรางฟงกชัน 14ϕ   
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รูปที่ ก.4 ฟงกชันรูปรางของเฮอมิต 4 โนด 4 ระดับขั้นเสรี 
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ภาคผนวก ข 
 

การอินทิเกรตแบบจุดของเกาส 
 

ในการประยุกตใชวิธีของเกาส  (Gauss’s  method)  ในวทิยานิพนธนี้จะนําไปใชในการอินทิเกรต

ปญหาสองมิติ โดยมีหลักการที่วา การอินทิเกรตฟงกชันสามารถหาผลลัพธไดโดยการเลือกจุดเกาส (Gauss 

point) และน้ําหนัก (weight) ใหมีจํานวณมากเพียงพอ NG จุด แทนลงไปในฟงกชันนั้นแลวทําการรวมคาในแต

ละจุดเกาส สามารถเขียนไดดังนี้ 

( ) (∑∑∫∫
= =−−

≈=
NG

i

NG

j
jiji fWWddfI

1 1

1

1

1

1

,, ηξηξηξ )   (ข.1) 

 โดยที่  คือน้ําหนัก  (weight) หาไดจากตาราง ข.1  และ  ji WW , ji ηξ ,   คือพิกัดจุดตัวอยาง  

(sample)  หรือเรียกวาจุดเกาส  (Gauss  point) และ NG คือจํานวณจุดเกาส ซึ่งตองมีจํานวณเพียงพอในการ

อินทิเกรต 

 ตาราง ข.1  ตําแหนงของจุดเกาสและคาน้ําหนักที่ใชในสูตรการหาคาอินทิเกรตแบบเกาส 

 

จํานวน ตําแหนงจุดเกาส น้ําหนัก 

n ±ξi wi

1    0.0000000000 2.0000000000 

2 ±0.5773502692 1.0000000000 

3    0.0000000000 0.8888888889 

 ±0.7745966692 0.5555555556 

4 ±0.3399810436 0.6521451549 

 ±0.8611363116 0.3478548451 

5    0.0000000000 0.5688888889 

 ±0.5384693101 0.4786286705 

 ±0.9061798459 0.2369268850 

6 ±0.2386191861 0.4679139346 

 ±0.6612093865 0.3607615730 

 ±0.9324695142 0.1713244924 

 

 



ภาคผนวก ค 
 

ปญหาเชิงเสนในภาวะไมคงที่ 
 

การแกปญหาการถายเทความรอนแบบเชิงเสนภาวะไมคงที่ (linear  transient  heat  transfer  

problem)  เพื่อหาอุณหภูมิที่เวลาตาง ๆ กันเปนผลลัพธของปญหาภายใตภาวะไมคงที่ ก็เปรียบเสมือนการ

แกปญหาเพื่อหาผลลัพธของอุณหภูมิของปญหานั้นภายใตภาวะคงที่มาเรียงประกอบกันขึ้น  ดังนั้น  ในการ

แกปญหาภายใตภาวะไมคงที่ จําเปนตองทําการแกระบบสมการรวมหลาย ๆ ครั้งแทนที่จะตองแกสมการเพียง

ครั้งเดียว สมการไฟไนตเอลิเมนต สําหรับปญหาอุณหภูมิที่ไมคงที่ในวิทยานิพนธที่นี้คือ 

[ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } { } { }hqhc QQTKKTC +=++&     (ค.1) 

สมการ (ค.1) สามารถเขียนโดยยอไดวา 

   [ ]{ } [ ]{ } { }QTKTC =+&       (ค.2) 

โดย   [ ] [ ] [ ]hc KKK +=       

   { } { } { }hq QQQ +=    
 วิธีการแกสมการไฟไนตเอลิเมนต (ค.2) ใชวิธีของความสัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence  relatations) 

(ปราโมทย,1999)   (รูปที่  ค.1)    ที่เวลา  เรารูคาอุณหภูมิ    และเราจะใชชวงเวลา  (Time  Step)  nt nT tΔ  เพื่อ

คํานวณหาอุณหภูมิ ที่เวลา                 1+nT 1+nt

                                                                                               1+nTอ  
 

                                                            nT

ุณหภูมิ

ที่จุดตอใด ๆ 

tn tθ tn+1

 

 

 

 

 

รูปที่ ค.1 การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิเมื่อเวลาเปลี่ยน 

 

 จากรูปจะเห็นไดวาที่เวลา  ใดๆ ซึ่งอยูในชวงเวลา  θt tΔ  ดังกลาวสามารถเขียนสมการขึ้นมาได 

    ttt n Δ+= θθ      (ค.3) 

โดย  10 ≤≤ θ   ในชวงเวลาดังกลาวความชันของอุณหภูมิโดยประมาณ  คือ 

    
t

TT
T nn

Δ
−

≅ +1
θ
&      (ค.4) 

และอุณหภูมิโดยประมาณที่เวลา คือ  θt
    ( ) 11 ++−≅ nn TTt θθθ     (ค.5) 
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 ใชหลักการดังแสดงในสมการ  (ค.4) และ (ค.5) เพื่อการคํานวณหาผลลัพธของอุณหภูมิภาวะไมคงที่

จากสมการไฟไนตเอลิเมนต  (ค.2)  โดยเริ่มจากสมการไฟไนตเอลิเมนต  ดังกลาวที่เวลา  ดังนี้ θt

[ ]{ } [ ]{ } { }θθθ QTKTC =+&      (ค.6) 

ในทํานองเดียวกันกับสมการ (ค.4)  เวกเตอรของความชันของอุณหภูมิที่จุดตอตาง ๆ คือ  

{ } { } { }
t

TT
T nn

Δ
−

≅ +1
θ

&      (ค.7) 

และในทํานองเดียวกันกับสมการ (ค.5)  เวกเตอรของอุณหภูมิที่จุดตอตาง ๆ  คือ  

{ } ( ){ } { } 11 ++−= nn TTT θθθ
&     (ค.8) 

โหลดเวกเตอรทางดานขวามือของสมการ   (ค.2)  เปล่ียนแปลงไปตามเวลา  โหลดเวกเตอรดังกลาวที่

เวลา  สามารถคํานวณไดในทํานองเดียวกันคือ θt

{ } ( ){ } { } 11 ++−= nn QQQ θθθ     (ค.9) 

แทนสมการ  (ค.7) ถึง (ค.9)  ลงในสมการ (ค.6)  แลวจัดพจนใหเวกเตอรของอุณหภูมิที่ไมรูคาทางซาย

ของสมการจะได   

[ ] [ ] { } [ ] ( )[ ] ( ){ } { } 11 1111
++ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−
Δ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
Δ nnnn QQTKC

t
TKC

t
θθθθ   (ค.10) 

 ทําการเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง  (ค.2)  มาใหอยูในรูปแบบระบบสมการ (ค.10)  ซึ่ง

สามารถทําการแกไดโดยตรง  โดยในที่นี้ใช θ  เทากับ  2/3  ในการวิเคราะห ซึ่งเรียกวา วิธีกาเลอรคิน 

 การเลือกชวงเวลา  (time  step) tΔ  นั้นมีผลเปนอยางมากตอการคํานวณ การใชชวงเวลา tΔ  ที่ต่ํา

มากเกินไปถึงแมจะไดผลที่แมนยํา  แตก็จะเสียเวลาที่จําเปนตองใชในการทําการคํานวณมาก  ซึ่งตองคํานึงเปน

อยางยิ่งโดยเฉพาะปญหาในทางปฏิบัติที่รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต ประกอบดวยจุดตอที่มีจํานวนมากใน 

ทางตรงกันขาม   การใชชวงเวลา  ที่สูงมากเกินไป  จะกอใหเกิดผลลัพธที่คลาดเคลื่อนไปจากความเปนจริง tΔ
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ภาคผนวก ง 
 

ความเคนระนาบ 
 

 การพิจารณาระบบสามมิติ บางครั้งสามารถวิเคราะหอยูในระบบสองมิติไดโดยการสมมติเงื่อนไขบาง

อยางใหกับระบบสามมิติ  ในการวิเคราะหแผนประกอบ เมื่อเปรียบเทียบความหนาตอความกวางและความยาว

นั้นมีคานอย จึงสามารถวิเคราะหแผนประกอบระบบสามมิติใหมีลักษณะแบบสองมิติโดยมีสมมติฐานที่วา (รูปที่ 

ง.1)ใหความเคนในแนวแกน z  มีคาเทากับศูนย (มีคานอยเม่ือเทียบกับความเคนทิศทางแกน x และแกน y)  ทํา

ใหสวนประกอบความเครียดและความเคนมีขนาด 6x6  ลดเหลือขนาด 3x3  โดยที่ความเคนในแนวแกน  z=0  

(σz=0 ) ความเคนเฉือนระนาบ xz  เทากับศูนย  (σxz=0 )  ความเคนเฉือนระนาบ  yz  เทากับศูนย  (σyz=0 )  

จะเหลือเพียงความเคนในทิศทาง x  (σx )ความเคนในทิศทาง  y  (σy)  ความเคนเฉือนระนาบ  xy  (σxy)  ที่

พิจารณา(รูปที่  ง.1)   

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

σ13=0 

σ31=0 

σ23=0 
σ32=0 

σ33=0 

σ12 
σ21 

σ11 

σ22 

x1 

x3 

x2 

รูปที่ ง.1 ความเคนระนาบ 
 

 การที่พิจารณาใหความเคนในแนวแกน  z  มีคาเทากับศูนย  ไมไดหมายความวาความเครียดในแกน z 

จะพิจารณาใหเทากับศูนย ( εz≠0 )  เนื่องจากความเครียดที่เกิดขึ้นในทิศทางแกน z มีคานัยสําคัญนอยเม่ือ

เทียบกับความเครียดในทิศทางแกน x  และความเครียดในทิศทางแกน y  เมื่อพิจารณาความสัมพันธระหวาง

ความเครียดและความเคนโดยให σxz=σyz=σz=0 จะไดวา  
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 (ง.1) 

สมการ (ง.1) สามารถ ลดขนาดเมตริกซ 6x6 เหลือ 3x3 ไดวา 
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   { } [ ]{ }11 εσ Q=       (ง.2) 

โดยที่ 

2112

121

2112

212
12

2112

1
11

11

1

vv
Ev

vv
Ev

Q

vv
E

Q

−
=

−
=

−
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1266

2112

2
22 1

GQ
Qv

E
Q

=
−

=
 

และ   
2

21

1

12

E
v

E
v

=       (ง.3) 
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ภาคผนวก จ 
 

การแปลงพกิดั 
 

 การแปลงพิกัดในที่นี้จะแบงออกเปนส่ีสวนคือ การยายแกน (coordinate transformation) การแปลง

พิกัดความเคนและความเครียด (transformation of stress and strain components) การแปลงพิกัด

สัมประสิทธิ์วัสดุ (transformation of material coefficients) และการแปลงพิกัดสัมประสิทธิ์การขยายตัว

เนื่องจากอุณหภูมิ (transformation of thermal coefficients) ซึ่งจะกลาวเปนลําดับดังตอไปนี้ 

 
จ.1  การยายแกน   
 

เมื่อพิจารณารูปที่ (จ.1) ระบบพิกัดฉากเฉพาะที่ (local coordinate) zyx ,, ทํามุมθ กับระบบพิกัด

ฉากรวม (gobal coordinate) รอบแกน z  

 

x

y

zz,

x

y

θ

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ จ.1  การยายแกนรอบแกน z 

สามารถเขียนการยายแกนในรูปเมตริกซไดวา 

{ } [ ]{ }xTrx =       (จ.1) 

โดยที่ ,{ } ⎣ ⎦Tzyxx = { } ⎣ Tzyxx = ⎦ คือระบบพิกัดฉากเฉพาะที่และระบบพิกัดฉากรวม

ตามลําดับและ 

                                           [ ]  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333

222

111

nml
nml
nml

Tr

เมื่อ ,cos1 θ=l ,sin1 θ=m ,01 =n ,sin2 θ−=l ,cos2 θ=m ,02 =n ,03 =l ,03 =m 13 =n  
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 จ.2  การแปลงพิกัดความเคนและความเครียด 
 

               จากรูป จ.2 เมื่อแปลงความเคนในระบบพิกัดรวม ( [ ]σ ) ใหเปนความเคนลัพธในแตละทิศทาง 

(ในทิศทาง x,y,z ตามลําดับ) ในระบบพิกัดรวมไดวา zyx ttt ,,

                                                        [ ]⎣ ⎦321 lllt x σ=  
                                                        [ ]⎣ ⎦321 mmmt y σ=  

                                                        [ ]⎣ ⎦321 nnntz σ=    (จ.2) 

 

 

 

 

xxσ

yyσ

zzσ
xyσ

yzσ

xzσ

xzσ

yzσ

xzσ

x

y

z

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ จ.2 การยายแกนความเคน 
 
ทําแปลงความเคนในแตละทิศทางในระบบพิกัดรวมใหเปนความเคนในระบบพิกัดเฉพาะที่โดยการนําความเคน

ในแตละทิศทางดอทกับเวคเตอรในแตละทิศทาง จะไดวาความเคนตั้งฉากแกน x ,11 it x ⋅=σ ,12 jt x ⋅=σ  

ktx ⋅=13σ ความเคนตั้งฉากกับแกน y ,12 it x ⋅=σ ,22 jt x ⋅=σ ktx ⋅=23σ ความเคนตั้งฉากกับแกน 

z ,13 it x ⋅=σ ,23 jt x ⋅=σ ktx ⋅=33σ  โดยที่ ⎣ ⎦ [ ]Trkji T =  สามารถเขียนในรูปเมตริกซไดวา 

                                                               (จ.3) [ ] [ ]
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

z

y

x

t
t
t

Trσ

เมื่อแทนสมการ (จ.2) ลงในสมการ(จ.3) จะไดวา 

                                                           [ ] [ ][ ][ ]TTrTr σσ =    (จ.4) 

เมื่อแทนคา [ แตละตัวลงในสมการ (จ..4) จะไดวา ]Tr
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
0cossin
0sincos

100
0cossin
0sincos

332313

232212

131211

θθ
θθ

σσσ
σσσ
σσσ

θθ
θθ

σσσ
σσσ
σσσ

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

 

สามารถเขียนในรูปเมตริกซไดวา 

    { } [ ]{ }σσ R=                    (จ.5) 

เมื่อ  [ ]  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−

=

θθθθθθ
θθ
θθ

θθθ
θθθ

22

22

22

sincos000cossincossin
0cossin000
0sincos000
000100

2sin000cossin
2sin000sincos

R

และในทางกลับกันเมื่อทําการผกผันสมการ (จ.5) จะไดวา 

  { } [ ]{ }σσ T=                   (จ.6) 

เมื่อ  [ ]    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

=

θθθθθθ
θθ
θθ

θθθ
θθθ

22

22

22

sincos000cossincossin
0cossin000
0sincos000
000100
2sin000cossin
2sin000sincos

T

ในลักษณะเดียวกันกับความเครียด  (strain)  สามารถทําการยายแกนในลักษณะเดียวกันกับความเคน  

(stress)จะไดวา 

   { } [ ] { }εε TT=                                              (จ.7) 

และในทางกลับกันเมื่อทําการผกผันสมการ (จ.7)จะไดวา 

   { } [ ] { }εε TR=                                 (จ.8) 

เมื่อ{ } ⎣ ⎦Txyxzyzzzyyxx σσσσσσσ =  คือความเคนในระบบพิกัดฉากรวม 

     { } คือความเคนในระบบพิกัดฉากเฉพาะที่  ⎣ T
121323332211 σσσσσσσ = ⎦

     { } ⎣ T
xyxzyzzzyyxx εεεεεεε = ⎦
⎦

 คือความเครียดในระบบพิกัดฉากรวม 

     { } คือความเครียดในระบบพิกัดฉากเฉพาะที่   ⎣ T
121323332211 εεεεεεε =

 
จ.3  การแปลงพิกัดสัมประสิทธ์ิวัสดุ     
 

 คุณสมบัติของสัมประสิทธิ์วัสดุ  ( material  coefficients ) จะเปลี่ยนไปเมื่อพิกัดเฉพาะที่ทํามุมกับ

ระบบพิกัดรวม  เมื่อพิจารณารูป จ.3 ดังรูปดานลาง 
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θ 

θ x 

x1 

z=x3 x2 

y 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ จ.3 คุณสมบัติวัสดุทํามุมกับพิกัดเฉพาะที่ 

 

จําเปนตองทําการแปลงพิกัดโดยใชความสัมพันธของการแปลงพิกัดความเคนและการแปลงพิกัด

ความเครียดประกอบกันจาก 

    { } [ ]{ }εσ Q=                  (จ.9) 

โดยที่ [ คือเมตริกซสัมประสิทธวัสดุในระบบพิกัดฉากเฉพาะที่เมื่อแทนสมการ (จ.5),(จ.7) ลงในสมการ (จ.9) 

ไดวา 

]Q

   [ ]{ } [ ][ ] { }εσ TTQR =                  (จ.10) 

เมื่อ  [ ]   จะไดวา [ ]TR =−1

   { } [ ][ ][ ] { }εσ TTQT=                  (จ.11) 

สําหรับความเคนระนาบ เมตริกซ { } { }εσ , จะประกอบดวย

และ ตามลําดับจะไดวา 
⎣ ⎦Txyyyxx σσσ

⎣ ⎦T
xyyyxx σσε

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨
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⎥
⎥
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⎡
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⎥
⎥
⎥
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⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎡
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⎬
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⎪
⎨

⎧
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ε
ε
ε
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θθθθ

σσσ
σσσ
σσσ

θθθθθθ
θθθ
θθθ

σ
σ
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22

22

662616

262212

161211

22

2
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sincos2sin2sin
cossincossin

cossinsincos

sincoscossincossin
2sincossin
2sinsincos

 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

xy

yy

xx

xy

yy

xx

QQQ
QQQ
QQQ

ε
ε
ε

σ
σ
σ

662616

262212

161211

 

    { } [ ]{ }εσ Q=                    (จ.12) 

โดยที่ [ ]Q คือเมตริกซสัมประสิทธิ์วัสดุในระบบพิกัดฉากรวม 

 ( ) θθθθ 4
22

22
6612

4
1111 sincossin22cos QQQQQ +++=  

 )cos(sincossin)4( 44
12

22
66221112 θθθθ ++−+= QQQQQ  

 θθθθ 4
22

22
6612

4
1122 coscossin)2(2sin QQQQQ +−+=  

 θθθθ cossin)2(cossin)2( 3
662212

3
66121116 QQQQQQQ +−+−−=  

 θθθθ 3
662212

3
66121126 cossin)2(cossin)2( QQQQQQQ +−+−−=  

 )cos(sincossin)22( 44
66

22
6612221166 θθθθ ++−−+= QQQQQQ   
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สําหรับผลของแรงเฉือน yzσ และ xzσ สามารถหาไดในลักษณะเดียวกันจะไดวา 

                       ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

θθ
θθ

σ
σ

θθ
θθ

σ
σ

cossin
sincos

0
0

cossin
sincos

55

44

xz

yz

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

5545

4544

QQ
QQ

xz

yz

σ
σ

      (จ.13) 

โดยที่ 

θθ 2
55

2
4444 sincos QQQ +=  

( ) θθ sincos445545 QQQ −=  

θθ 2
55

2
4455 cossin QQQ +=  

 
จ.4  การแปลงสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ 

 

สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิจําเปนตองแปลงพิกัดเชนเดียวกับความเครียด เมื่อผลของ  

zzyzxz ααα ,,   นอยมากจึงไมพิจารณา สามารถเขียนความสัมพันธของสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจาก

อุณหภูมิในแกน x-y ไดวา 

  θαθαα 2
22

2
11 sincos +=xx

  θαθαα 2
22

2
11 cossin +=yy

 θθααα cossin)( 2211 −=xy  

 33,02,0 αααα === zzyzxz        

สามารถเขียนในรูปเมตริกซได 

   
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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2

1
22
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0cossin2cossin2
0cossin
0sincos

2 α
α
α

θθθθ
θθ
θθ

α
α
α

xy

yy

xx

    { } [ ]{ }αα A=             (จ.15) 

โดยที่ 

    [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

0cossin2cossin2
0cossin
0sincos

22

22

θθθθ
θθ
θθ

A

เมื่อ { } { }αα , คือสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิในพิกัดฉากรวมและพิกัดฉากเฉพาะที่ตามลําดับ
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ประวัติผูเขยีนวิทยานิพนธ 
 

นายคทาวุธ  ไชยแสน  เกิดวันที่ 17 ตุลาคม พ.ศ.2521  ที่จังหวัดเชียงใหม  สําเร็จการศึกษาระดับ

ปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิศวกรรมโยธา ภาควิชาวิศวกรรมโยธา คณะวิศวกรรมศาสตร  

มหาวิทยาลัยขอนแกนในปการศึกษา 2543  และไดเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตร มหาบัณฑิตที่  

จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย เมื่อ พ.ศ.2545  เคยไดรับทุนนักเรียนดีเดนในปการศึกษา 2535 จากโรงเรียนปรินส

ลอยแยลวิทยาลัย และไดรับทุนนักศึกษาดีเดนอันดับหนึ่งในปการศึกษา 2542 และปการศึกษา 2543 จาก

มหาวิทยาลัยขอนแกน 
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