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A combined Streamline Upwind Petrov-Galerkin method (SUPG) and segregated 

finite element algorithm for solving conjugate heat transfer problems where heat 

conduction in a solid is coupled with heat convection in viscous fluid flow is presented.  

The Streamline Upwind Petrov-Galerkin method is used for the analysis of viscous 

thermal flow in the fluid region, while the analysis of heat conduction in solid region is 

performed by the Galerkin method.  

 

The solution algorithm presented in this thesis uses an equal order element 

interpolation functions for both the velocity, pressure and temperature that can reduce 

the complexity in deriving the finite element equations. A segregated solution algorithm 

is also incorporated to compute the velocities, pressure and temperature separately for 

improving the computational efficiency. 

 

A corresponding finite element computer program was developed and verified 

using simple examples that have exact solutions before applying to solve more complex 

problems. Conjugate heat transfer solutions from several tested problems illustrate the 

effectiveness of the finite element method that can predict detailed conjugate heat 

transfer behaviors past complex geometries.  
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     ด 

หนา
รูปที่ 7.32 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวนของ

สัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 103     
เมื่อ H = 0.1 และ 0.2                                                                                            .
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รูปที่ 7.33 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวนของ
สัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 105     
เมื่อ H = 0.1 และ 0.2                                                                                            .
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รูปที่ 7.34 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวนของ
สัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 106     
เมื่อ H = 0.1 และ 0.2                                                                                            .
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รูปที่ 7.35 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอร   
ตาง ๆ และคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 1 เมื่อ        
H = 0.1 และ 0.2                                                                                                   .
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รูปที่ 7.36 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอร   
ตาง ๆ และคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 10 เมื่อ        
H = 0.1 และ 0.2                                                                                                   .
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รูปที่ 7.37 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอร   
ตาง ๆ และคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 5,000 เมื่อ    

H = 0.1 และ 0.2                                                                                                   .
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บทที่  1 
 

บทนํา 
 
 
1.1  ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 

ในปจจุบันการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมกับปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต
เปนการวิเคราะหการถายเทความรอนระหวางของแข็งกับของไหล โดยพิจารณาการนําความรอน
ในของแข็งและการพาความรอนในของไหลควบคูกัน ซ่ึงมีวิธีการเชื่อมโยงระหวางการนําความ
รอนและการพาความรอนโดยใชหลักการที่วาปริมาณความรอนที่เขาและออกจากทั้งของแข็งและ
ของไหลที่ผิวรอยตอของทั้งคูตองมีคาเทากัน ในการคํานวณการถายเทความรอนจากของแข็งสูของ
ไหลถูกตั้งสมมติฐานใหอุณหภูมิหรือฟลักซความรอนที่ผิวของแข็งมีคาคงที่เพื่อแกไขปญหาใหงาย
ขึ้น ซ่ึงในความเปนจริงแลวอุณหภูมิหรือฟลักซความรอนที่บริเวณดังกลาวอาจมีคาไมคงที่ ทําให
การคํานวณการถายเทความรอนมีความคลาดเคลื่อนจากความเปนจริง ดังนั้นวิธีการวิเคราะหการ
ถายเทความรอนแบบคอนจูเกตจึงมีความสําคัญในการแกปญหาการถายเทความรอนระหวางของ
แข็งและของไหลเพื่อใหไดผลลัพธที่สอดคลองกับปรากฏการณจริงที่เกิดขึ้น ตัวอยางของปญหา
การวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ไดแก การถายเทความรอนออกจากครีบของ
อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอน การถายเทความรอนออกจากอุปกรณอิเล็กทรอนิกส และการถายเท
ความรอนของรอยเชื่อมออกสูอากาศ เปนตน 

 
สําหรับการวิเคราะหการถายเทความรอนในของแข็ง จะมีสมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของคือ 

สมการปวสซง (Poisson’s Equation) สวนการวิเคราะหปญหาการไหล จะมีสมการเชิงอนุพันธที่
เกี่ยวของคือระบบสมการนาเวียร-สโตกส ซ่ึงประกอบดวยสมการอนุรักษมวล สมการอนุรักษ     
โมเมนตัมและสมการอนุรักษพลังงาน สมการเหลานี้อยูในรูปแบบที่ไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรง
สําหรับปญหาโดยทั่วๆไป ดังนั้นจึงมีการนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมาใชวิเคราะหเพื่อหาผลเฉลยโดย
ประมาณกับปญหาการไหล 

 
ในอดีตนักวิจัยพยายามวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนระหวางของแข็งและของไหล

ดวยวิธีตาง ๆ ทั้งการทดลอง การใชวิธีเชิงวิเคราะห (Analytical Method) และการใชระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข (Numerical Method) ตัวอยางเชน 
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1.1.1) การถายเทความรอนในของแข็งและของไหล 
 

ปราโมทย เดชะอําไพ [1] ไดศึกษานําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาประยุกตใชกับปญหา
การถายเทความรอนในของแข็ง พรอมทั้งประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร (HEAT2D) โปรแกรม
ดังกลาวไดถูกนํามาใชแกปญหาตาง ๆ อยางกวางขวาง  
 

Kawahara et al. [2] และ Yamada et al. [3] ไดทําการแกปญหาโดยเลือกใชฟงกชัน
การประมาณภายในแบบผสม (Mixed Interpolation Function) คือไดเลือกประมาณคาความเร็ว
ดวยควอดราติกฟงกชันการประมาณภายในสําหรับความดันเปนแบบเชิงเสนโดยใชเอลิเมนต
สามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ วิธีดังกลาวชวยลดการสั่นของผลลัพธและไดรับความนิยมอยางกวาง
ขวาง 
 

Chorin [4, 5] นําเสนอระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกกัน  (Segregated Solution 

Method) วิธีนี้จะเริ่มทําการคํานวณหาคาความเร็วกอนโดยใชคาความดันที่สมมติขึ้น จากนั้นจะใช
สมการที่เกิดจากการรวมกันของสมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษโมเมนตัมในการหาคาของ
ความดัน ซ่ึงคาความดันที่คํานวณไดนี้จะนํากลับไปใชในการคํานวณหาคาความเร็วใหม แตวิธีการ
คํานวณแบบแยกกันที่เปนที่รูจักและเปนที่นิยมกันอยางแพรหลายจนถึงปจจุบันไดแกวิธีที่เรียกวา 
SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equation) [6] โดยที่วิธีดังกลาวจะ
ทําการแทนสมการอนุรักษโมเมนตัมลงในสมการอนุรักษมวลเพื่อสรางสมการของตัวแกไข     
ความดัน (Pressure Correction Equation) ซ่ึงขั้นตอนในการคํานวณของวิธี SIMPLE มีดังนี้ 

1. สมมติการกระจายตัวของความดัน 

2. แกสมการโมเมนตัมเพื่อหาคาความเร็วโดยใชคาความดันที่สมมติไว 
3. คํานวณหาคาของตัวแกไขความดันจากสมการของตัวแกไขความดัน 

4. คํานวณหาคาความดันใหมโดยใชตัวแกไขความดัน 

5. แกไขความเร็วใหมโดยใชคาของตัวแกไขความดัน 

6. นําคาความดันใหมที่ไดกลับไปคํานวณในขอที่ 2 ใหม และทําการคํานวณซ้ําจนกวาจะ
ลูเขาสูคําตอบที่ตองการ 

 
Patankar [7] พัฒนาปรับปรุงวิธี SIMPLE เพื่อใหคําตอบลูเขา (Converge) ไดเร็วยิ่งขึ้น 

โดยเรียกวิธีใหมนี้วา SIMPLER (SIMPLE-Revised) แตยังคงเปนลักษณะการคํานวณแบบแยก
กันเชนเดิม สําหรับรายละเอียดของวิธี SIMPLE และ SIMPLER นี้สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจาก
เอกสารอางอิง [7,8]  
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Rice and Schnipke [9] และ Schnipke [10] เสนอวิธีการกับพจนเนื่องจากการพาที่
เรียกวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินด โดยวิธีดังกลาวจะทําการคํานวณพจนเนื่อง
จากการพาในแนวของเสนสตรีมไลนโดยตรง โดยใชเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแบบสี่จุดตอ ผลลัพธที่ได
จากวิธีนี้นั้นไมกอใหเกิดการสั่นของผลลัพธแตยังคงมีผลของการแพรที่ผิดพลาดเกิดขึ้นบาง 
 

Brooks and Hughes [11] ไดเสนอวิธีเพื่อใชแกปญหาการเกิดการสั่นของคําตอบโดย
การปรับปรุงฟงกชันน้ําหนัก (Weighting Function) ที่ใชในวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Method 

of Weighted Residuals) ซ่ึงเปนที่รูจักกันในชื่อวา วิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน 
(Streamline Upwind / Petrov-Galerkin Formulation) ซ่ึงวิธีดังกลาวไดสงผลใหเกิดการแพร
ที่ผิดพลาดเพียงเล็กนอยเทานั้นแตยังคงเกิดการสั่นของคําตอบอยูบาง 
 

Zienkiewicz and Codina [12] นํ า เส น อ ระ เบี ยบ วิ ธี ก ารแ ยก ด ว ยคุ ณ ลั ก ษณ ะ 

(Characteristic Based Split Algorithm, CBS Algorithm) หรือวิธีที่เรียกกันโดยทั่วไปวาวิธี 
ซีบีเอสในการจัดการกับพจนเนื่องจากการพาโดยยายพิกัดที่อยูบนแกนอางอิงไปอยูบนแกน        
คุณลักษณะซึ่งเปนแกนที่เคลื่อนที่ไปกับอนุภาคของของไหลบนเสนทางเดินของของไหล ซ่ึงเปน
ผลใหพจนเนื่องจากการพาหายไป จากนั้นจึงทําการประมาณคาความเร็วและความดันกลับมาอยูบน
แกนอางอิงตามเดิม นอกจากนี้ยังไดประยุกตใชวิธีการคํานวณแบบแยกสวน ในการหาผลลัพธของ
ความเร็วและความดัน จะเห็นวาวิธีการดังกลาวลดการสั่นของผลลัพธเนื่องจากการพาและสามารถ
เลือกใชอันดับของฟงกชันการประมาณภายในสําหรับความเร็วและความดันที่เทากันได ชวยใหลด
ความยุงยากในการคํานวณจากการ อินทิเกรตเชิงตัวเลข (Numerical Integration) และไดผลลัพธ
ที่ดีขึ้น 
 

นิพนธ  วรรณโสภาคย [13] ไดนําเสนอวิธีการแยกคิดโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
สตรีมไลนอัปวินด โดยจะทําการคํานวณพจนการพาในแนวของเสนสตรีมไลนโดยตรง โดยใช     
เอลิเมนตสามเหล่ียมแบบสามจุดตอ สวนผลลัพธที่ไดจากวิธีนี้นั้นยังทําใหเกิดการสั่นอยูบางและผล
ของคําตอบยังคงมีผลของการแพรที่ผิดพลาดเกิดขึ้น 
 

Du Toit [14] ไดเสนอวิธีการแยกคิดเพื่อใชแกปญหาการเกิดการสั่นของคําตอบโดยการ
ปรับปรุงฟงกชันน้ําหนัก (Weighting Function) ที่ใชในวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Method of 

Weighted Residuals) ซ่ึงเปนที่ รูจักกันในชื่อวาวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน 
(Streamline Upwind / Petrov-Galerkin Formulation) โดยทําการใสฟงกชันน้ําหนักลงใน  
สมการโมเมนตัม สมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษพลังงาน และไดเสนอวาการใสฟงกชัน       
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น้ําหนักในพจนของการพาจะใหผลที่ดีกวาการใสฟงกชันน้ําหนักในทุกพจน โดยนํามาประยุกตใช
กับเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแบบสี่จุดตอ ซ่ึงผลที่ไดจะสงผลใหเกิดการแพรผิดพลาดเพียงเล็กนอยเทานั้น  
 

1.1.2) การถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
 

Misra and Sarkar [15] ไดทําการศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยการแกปญหาการ
ถายเทความรอนแบบคอนจูเกต โดยจําลองปญหาการถายเทความรอนในชองสี่เหล่ียมโดยแสดงให
เห็นการกระจายตัวของอุณหภูมิทั้งในสวนของแข็งที่มีการนําความรอนและในสวนของไหลที่มี   
การพาความรอน   
 

Sugavanam et al. [16] นําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาจําลองปญหาการนําความรอน
ที่มีแหลงความรอนขนาดเล็กอยูภายในครีบ โดยบริเวณผิวดานบนและดานลางของครีบมีการ
ระบายความรอนดวยวิธีการพาความรอนแบบบังคับ พรอมกันนั้นไดวิเคราะหปญหาดังกลาวเปน
การถายเทความรอนแบบคอนจูเกตดวย โดยนําผลลัพธจากการพิจารณาเฉพาะการพาความรอนและ
การถายเทความรอนแบบคอนจูเกตมาเปรียบเทียบกัน ซ่ึงการวิเคราะหดวยวิธีการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกตใหผลลัพธที่สามารถนําไปใชในการออกแบบครีบใหมีประสิทธิภาพการถายเท   
ความรอนใกลเคียงกับพฤติกรรมที่เกิดขึ้นจริง  
 

Cole [17] ศึกษาปญหาการระบายความรอนออกจากอุปกรณอิเล็กทรอนิกส โดยจําลอง
ปญหาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและวิเคราะหเปนการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ซ่ึงการจําลอง
มีการเปลี่ยนแปลงความเร็วและความหนาของอุปกรณอิเล็กทรอนิกส เพื่อหาขนาดที่มีความ    
เหมาะสม สําหรับวิเคราะหการถายเทความรอนเฉพาะการพาความรอนโดยไมพิจารณาผลของการ
นําความรอนเนื่องจากอุณหภูมิภายในอุปกรณอิเล็กทรอนิกสมีคาเทากัน 
 

Chen and Han [18] นําเสนอแนวคิดการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบ     
คอนจูเกตดวยการจัดสมการอนุรักษพลังงานใหเทอมการแพรมีสัมประสิทธิ์เปนอัตราสวนระหวาง
สัมประสิทธิ์การนําความรอนและคาความจุความรอน แตการจัดสมการในรูปดังกลาวจะทําใหเกิด
ปญหาในการวิเคราะหในสวนของแข็ง กลาวคือ คาความจุความรอนของของแข็งมีคาสูง ทําให
สัมประสิทธิ์ของเทอมการแพรกระจายมีคานอยและผลการจําลองที่ไดไมเปนไปตามปรากฏการณ
จริง ดังนั้นจึงเลือกใชคาความจุความรอนของของไหลแทนการใชคาความจุความรอนของของแข็ง 
ทําใหผลการจําลองที่ไดมีความสอดคลองกับปรากฏการณจริงที่เกิดขึ้น 
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ยศกร ประทุมวัลย [19] ใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมวิเคราะหการถายเทความรอนแบบ 
คอนจูเกต โดยทําการประมาณคาสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนที่ผิวรอยตอระหวางของแข็งและ
ของไหลดวยวิธีการประมาณแบบคาเฉลี่ยฮารโมนิก และทําการศึกษาผลกระทบตอการเปลี่ยน
แปลงคาคุณสมบัติตาง ๆ ที่มีผลตอการถายเทความรอนและยังศึกษาผลกระทบที่มีตอการไหลและ
การถายเทความรอนจากแรงลอยตัวท่ีเกิดจากความแตกตางของอุณหภูมิในการพาความรอนแบบ
อิสระ 
 

Dong and Li [20] ไดเสนอการแกปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรง
กระบอกกับชองปดส่ีเหล่ียมโดยมีผนังกันความรอนโดยที่ศึกษาผลกระทบตอการเปลี่ยนแปลงคา
คุณสมบัติตาง ๆ ที่มีผลตอการถายเทความรอน โดยหาคาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอดวยวิธี Taylor 
Series  
 

สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตวิเคราะหการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกต รวมท้ังศึกษาการกระจายตัวของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นในของไหลและของแข็ง โดย
เฉพาะอุณหภูมิที่ ผิวรอยตอของสองสถานะ ซ่ึงสามารถนําไปคํานวณหาสัมประสิทธิ์การพา      
ความรอนที่ตําแหนงตาง ๆ ระหวางรอยตอของแข็งและของไหลได  โดยจะกอใหเกิดประโยชนใน
การออกแบบรูปรางของครีบที่ใชในการถายเทความรอนและออกแบบอุปกรณอิเล็กทรอนิกสตาง ๆ 
ที่มีการถายเทความรอนมาเกี่ยวของดวย 
 
 

ของไหล fq

x

y

∞∞  , Tu

ของแข็ง 

constT

ผนังหุมฉนวน sq

g

ผนังหุมฉนวน 

ผิวรอยตอ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.1  ตัวอยางโดเมนของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
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รูปที่ 1.1 แสดงตัวอยางของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ซ่ึงมีรายละเอียดคือ 
ของไหลเขามาทางดานซายดวยลักษณะสม่ําเสมอโดยมีความเร็วเทากับ u∞ และอุณหภูมิเทากับ T∞ 
สําหรับของแข็งบริเวณผิวดานลางจะมีเงื่อนไขขอบที่มีอุณหภูมิเทากับ Tconst โดยที่บริเวณดานซาย
และขวาของของแข็งเปนฉนวนปองกันความรอน 
 
 การถายเทความรอนที่เกิดขึ้นระหวางของแข็งและของไหลเปนไปตามกฎอนุรักษพลังงาน 
ซ่ึงอธิบายไดวา ปริมาณความรอนที่ของแข็งถายเทสูของไหลมีคาเทากับ qs ในขณะที่ปริมาณความ
รอนที่ของไหลไดรับจากของแข็งมีคาเทากับ qf โดยในการวิเคราะหการถายเทความรอนแบบ       
คอนจูเกตจะตองคํานวณการนําความรอนในของแข็งและการพาความรอนในของไหลควบคูกัน 
 
 
1.2  วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 

1.2.1 ศึกษาพฤติกรรมการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่พิจารณาการพาความรอนกับ
การนําความรอนในของไหลและของแข็งควบคูกัน 

1.2.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่สามารถนํามาใชเพื่อแกปญหาการถายเทความ
รอนแบบคอนจูเกต 

1.2.3 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถทํานายพฤติกรรมของปญหาการถายเท
ความรอนแบบคอนจูเกต 

1.2.4 วิเคราะหผลการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่ไดจากการคํานวณลักษณะการ
ไหลที่มีการถายเทความรอนในรูปแบบตาง ๆ 

 
 
1.3  ขั้นตอนการดําเนินงานและขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 

1.3.1 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการถายเทความรอนในของแข็งและของ
ไหล 

1.3.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการไหลโดยใชระเบียบวิธีสตรีมไลน  
อัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (SUPG)  

1.3.3 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเทความรอนในของแข็ง
และของไหลโดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 

1.3.4 ประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเทความรอนและ
โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (SUPG)  
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1.3.5 ทดสอบโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตกับปญหาอยางงายที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือ  
ผลการทดลองเพื่อยืนยันความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

1.3.6 ศึกษาลักษณะการถายเทความรอนที่มีการพาความรอนและการนําความรอนควบคู
กัน 

1.3.7 ประยุกตโปรแกรมคอมพิวเตอรจากขอ 1.3.4 เพื่อแกไขปญหาการถายเทความ
รอนแบบคอนจูเกตในสองมิติ 

1.3.8 ทดสอบโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นกับปญหาการพาความรอนและการนําความรอนใน
ปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือผลการทดลอง 

1.3.9 ใชโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นเพื่อการวิเคราะหปญหาการถายเทความ
รอนแบบคอนจูเกตที่ซับซอน 

1.3.10 จัดพิมพวิทยานิพนธ 
 
 
1.4  ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 

1.4.1 สามารถนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นไปใชวิเคราะหปญหาการไหลที่มีรูปราง      
ซับซอนได 

1.4.2 กอใหเกิดความรูความเขาใจของการกระจายตัวของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นในของแข็ง
และของไหลที่พิจารณาการพาความรอนและการนําความรอนควบคูกัน 

1.4.3 กอใหเกิดความเขาใจถึงความสัมพันธระหวางสาขาวิชาพลศาสตรของไหล กับ
การถายเทความรอน 

1.4.4 โปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นสามารถทํานายพฤติกรรมการถายเทความรอน
จากของแข็งไปสูของไหลได 

1.4.5 กอใหเกิดความเขาใจที่สามารถนําไปใชในการออกแบบครีบหรืออุปกรณถายเท
ความรอนไดอยางเหมาะสมและมีประสิทธิภาพ    



บทที่  2 
 

สมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของ 

 
 

ในบทนี้จะแสดงขั้นตอนในการประดิษฐสมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของกับปญหาการถายเท
ความรอนและปญหาการไหล ซ่ึงจะแบงออกเปนสองสวนคือ สวนแรกในการวิเคราะหปญหาการ
ถายเทความรอนจะใชสมการปวสซง (Poisson’s Equation) 

สวนที่สองในการวิเคราะหปญหาของไหลมีสมการเกี่ยวของดังนี้ [21] 

1) สมการอนุรักษมวล (Conservation of Mass) 

2) สมการอนุรักษโมเมนตัม (Conservation of Momentum) 

3) สมการอนุรักษพลังงาน (Conservation of Energy) 

สําหรับในการศึกษาในงานวิจัยนี้ เปนการพิจารณาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะ
อยูตัวในสองมิติและมีการไหลแบบราบเรียบ ดังนั้นความหนาแนนของการไหลอาจถูกสมมติใหมี
คาคงที่ได 
 
 
2.1  สมการปวสซง 
 
 พิจารณาการนําความรอนผานของแข็งที่มีขนาดกวาง  และ  และความหนาเทากับ 1 
หนวย ดังแสดงในรูปที่ 2.1 ในระบบพิกัดฉาก (Rectangular Coordinate) 

dx dy

 
 

dyyE +
& 

 
 
 
 
 

xE& dxxE +
&dy 

 
 
 
 
 

 
 
 

รูปที่ 2.1  รูปแบบแสดงการนําความรอนผานเอลิเมนตสองมิติในระบบพิกัดฉาก 
 

yE&

x

dx
y
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จากกฎอนุรักษพลังงาน 
 
     (2.1) stgoutin EEEE &&&& =+−

 

 
t
TcVVQdxqdyqdxqdyq dyydxxyx ∂
∂

ρ=′′′+′′−′′−′′+′′ ++ &&&&     (2.2) 

 

แต  dxxq +′′& ( )dxq
x

q xx ′′
∂
∂

+′′= &&   (2.3ก) 

 

  dyyq +′′& ( )dyq
y

q yy ′′
∂
∂

+′′= &&   (2.3ข) 

 
แทนสมการ (2.3ก-ข) ลงในสมการ (2.2) จะได 
 

 
t
TdydxcdydxQdydx

y
q

dydx
x

q yx

∂
∂

ρ=′′′+
∂

′′∂
−

∂
′′∂

−
&&

    (2.4) 

 

เมื่อ 
x
Tkq x ∂
∂

−=′′  ; 
y
Tkq y ∂
∂

−=′′     (2.5) 

 
แทนสมการ (2.5) ลงในสมการ (2.4) จะได 
 

 
t
TcQ

y
Tk

yx
Tk

x gen ∂
∂

ρ=′′′+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂     (2.6) 

 
เมื่อพิจารณาการแพรกระจายความรอนภายใตสถานะอยูตัวและสัมประสิทธิ์การแพรกระจายความ
รอน k มีคาคงที่ จะได 
 

 gen2

2

2

2

Q
y
T

x
Tk ′′′−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂     (2.7)

 
 
2.2  กฎการอนุรักษมวล 
 

พิจารณาการไหลผานเอลิเมนตผานขนาดเล็ก ๆ ขนาดกวาง  และ dy  ซ่ึงตรึงอยูกับที่
บนโดเมนการไหล ดังแสดงในรูปที่ 2.2 ในระบบพิกัดฉาก (Rectangular Coordinate) โดย
กําหนดให  และ  แทนความเร็วในแนวแกน  และ  ตามลําดับ 

dx

u v x y
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( ) dydx
x
uu ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ

( ) dxdy
y
vv ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ

( )dxvρ

dx

dy( )dyuρ

 
 
 
 
 
 
 y

x

 
 
 
 

รูปที่ 2.2  รูปแบบแสดงฟลักซของมวลผานกรอบขนาดเล็กที่ตรึงอยูในโดเมนของการไหล 

                        ผานเอลิเมนตสองมิติในระบบพิกัดฉาก 
 
จากรูปที่ 2.2 จะไดวาผลลัพธของมวลที่ไหลออกในแนวแกน  คือ x
 

 ( ) ( ) ( ) dydx
x
udyudydx

x
uu

∂
ρ∂

=ρ−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ     (2.8) 

ผลลัพธของมวลที่ไหลออกในแนวแกน  คือ y
 

 ( ) ( ) ( ) dxdy
y
vdxvdxdy

y
vv

∂
ρ∂

=ρ−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+ρ     (2.9) 

 
ดังนั้นผลลัพธของมวลของของไหลที่ไหลออกจากเอลิเมนตเทากับ 
 

 ( ) ( ) dydx
y
v

x
u

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂   (2.10) 

 
สําหรับมวลของของไหลภายในเอลิเมนตนั้นเทากับ ( )dydxρ   ดังนั้น 

 อัตราการเพิ่มขึ้นของมวลภายในเอลิเมนต ( dydx
t∂

)ρ∂
=   (2.11) 

จากนิยามของกฎการอนุรักษมวลที่วา “ผลลัพธของมวลของของไหลที่ไหลออกจาก        
เอลิเมนตที่พิจารณาจะเทากับอัตราการลดลงของมวลภายในเอลิเมนตนั้น” จากนิยามดังกลาว
สามารถเขียนในรูปของสมการไดดังตอไปนี ้



 
 
 

 
 
 

11

 ( ) ( ) ( )dydx
t

dydx
y
v

x
u

∂
ρ∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂   (2.12) 

หรือ 

 ( ) ( ) 0
y
v

x
u

t
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂   (2.13) 

สามารถเขียนใหอยูในรูป 

 0
y
v

x
u

y
v

x
u

t
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

ρ+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂   (2.14) 

หรือ 

 0
y
v

x
u

tD
D

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

ρ+
ρ   (2.15) 

พจนทางซายมือของสมการ (2.15) อยูในรูปแบบของคาอนุพันธสัมบูรณ (Substantial 

Derivative) จําเปนตองเปลี่ยนใหอยูในรูปแบบของคาอนุพันธธรรมดา ซ่ึงสามารถเขียนในรูปของ
เวกเตอรไดดังนี้ 
 ( ) 0V

t
=ρ⋅∇+

∂
ρ∂ vv   (2.16) 

โดยที่ 
 ∧∧

∂
∂

+
∂
∂

=∇ j
y

i
x

v    และ    
∧∧

+= jviuV
v  

จากที่ไดกลาวขางตนแลววา การศึกษาครั้งนี้พิจารณาการไหลแบบหนืดแตไมมีการอัดตัว 
(Viscous Incompressible Flow) ซ่ึงความหนาแนนของอนุภาคของของไหลจะไมเปลี่ยนแปลง
ไปตามเวลา และตําแหนงตาง ๆ ขณะที่เคล่ือนที่ไป ดังนั้น 

 0
y

v
x

u
ttD

D
=

∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

+
∂
ρ∂

=
ρ   (2.17) 

ดังนั้นสมการ (2.15) จะไดวา 

 0
y
v

x
u

=
∂
∂

+
∂
∂   (2.18) 
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หรือเขียนในรูปเวกเตอรไดดังนี้ 

 0V =⋅∇
vv   (2.19) 

 
 

2.3  กฎการอนุรักษโมเมนตัม 
 

กฎการอนุรักษโมเมนตัมหรือกฎขอที่สองของนิวตันมีนิยามวา “แรงทั้งหมดที่กระทําตอ
อนุภาคของของไหลจะเทากับอัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัมเชิงเสน” ซ่ึงสามารถเขียนเปน
ความสัมพันธไดดังนี้ 

 amF vv
=∑   (2.20) 

โดยที่ F
v  และ  เปนคาแรงรวมที่กระทําตอระบบและคาความเรงของของไหลในระบบ ตามลําดับ av

กฎขอที่สองของนิวตันในสมการที่ (2.20) เปนความสัมพันธแบบเวกเตอร (Vector) ซ่ึง
สามารถเขียนความสัมพันธดังกลาวในรูปของความสัมพันธแบบสกาลาร (Scalar) ในแนวแกน  
ตาง ๆ ไดเมื่อพิจารณาในทิศทางแกน  จะได x

 xx maF =∑   (2.21) 

โดยที่  และ  เปนคาของแรงและความเรงในแนวแกน x ตามลําดับ xF xa
 

 
dxdy

y
yx

yx ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ 

 

dy

( )yFbody

( )xFbody

dx

 
dydx

x
pp ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+dyp 
 

dydx
x

x
x ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
σ∂

+σy dyxσ 
 

dxyxτ x
 

รูปที่ 2.3  แรงตาง ๆ ในทิศแกน x ที่กระทําบนกอนของไหลซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหล 

                          ผานเอลิเมนตสองมิติในระบบพิกัดฉาก 
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พิจารณาดานซายของสมการ (2.21) แรงที่กระทําบนเอลิเมนตในรูปประกอบไปดวยสอง
สวนดวยกันคือ 
 

1. Body Forces คือ แรงภายนอกที่มากระทําตออนุภาคของของไหล โดยไมมีการ
สัมผัสทางกายภาพ (Physical Contact) ซ่ึงไดแกแรงจากความโนมถวงของโลก และแรงเนื่องจาก
สนามแมเหล็กไฟฟา ในที่นี้จะพิจารณาเฉพาะผลเนื่องจากแรงโนมถวงเพียงอยางเดียว 

2. Surface Forces คือ แรงภายนอกที่กระทําตอผิวดานนอกของเอลิเมนตของของไหลที่
ถูกพิจารณา ซ่ึงประกอบไปดวย แรงเนื่องจากความดัน , ความเคนตั้งฉาก (Normal Stress)p xσ , 

และแรงเนื่องจากความเคนเฉือนในแนวสัมผัส (Shear Force) yxτ   
 
ดังนั้นแรงลัพธในแนวแกน  คือ x

 dydx
y
pppdydx

x
F x

x
xx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
σ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
σ∂

+σ=∑  

 dydxfdxdy
y xyx
yx

yx ρ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
τ∂

+τ+   (2.22) 

หรือ 

 dydxfdydx
yxx

pF x
yxx

x ρ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
τ∂

+
∂
σ∂

+
∂
∂

−=∑   (2.23) 

 
พิจารณาดานขวาของสมการ (2.21) มวลของของไหลภายในเอลิเมนตคือ 

 dydxm ρ=   (2.24) 
สําหรับความเรงในแนวแกน  ของเอลิเมนตดังกลาวนั้น คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว
ในแนวแกน  ดังนั้น 

x

x

 
tD
uDa x =   (2.25) 

 
นําสมการ (2.23) - (2.25) ไปแทนคาในสมการ (2.21) จะไดสมการการอนุรักษโมเมนตัมในแนว
แกน  ดังนี้ x

 
tD
uD

ρ  x
yxx f
yxx

p
ρ+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+
∂
∂

−=   (2.26ก) 
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ในทํานองเดียวกัน สมการการอนุรักษโมเมนตัมในทิศทางแกน  จะไดวา y
 

 
tD
vD

ρ  y
yxy f

yxy
p

ρ+
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂
∂

−=   (2.26ข) 

สําหรับของไหลแบบนิวโทเนียน (Newtonian Fluid) ความเคนตาง ๆ สามารถเขียนอยู
ในเทอมของความเร็วและความเคน ดังนี้ 

  xσ ( )
x
u2V

∂
∂

μ+⋅∇λ=
vv   (2.27ก) 

  yσ ( )
y
v2V

∂
∂

μ+⋅∇λ=
vv   (2.27ข) 

  xyτ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

μ=τ=
x
v

y
u

yx   (2.27ค) 

โดย  แทนคาความหนืดพลศาสตร (Dynamic Viscosity) หรือคาความหนืดที่หนึ่ง (First 

Viscosity) และ  คือคาความหนืดที่สอง (Second Viscosity) ซ่ึงสโตกสไดตั้งสมมติฐาน 
(Stokes’s Hypothesis) ไววา 

μ

λ

 

 μ−=λ
3
2   (2.28) 

 
และพบวาสมมติฐานดังกลาวนี้ใชไดดีหากของไหลนั้นเปนกาซ (Gas)  
 

เมื่อแทนสมการ (2.27) ลงในสมการ (2.26) จะทําใหไดสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลอง
กับการอนุรักษโมเมนตัม ซ่ึงเรียกกันโดยทั่วไปวา สมการนาเวียร-สโตกส  (Navier-Stokes 

Equations) ซ่ึงอยูในรูปแบบอนุรักษดังนี ้

( ) xf
x
v

y
u

y
V

x
u2

xx
puV

t
u

ρ+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅∇λ+

∂
∂

μ
∂
∂

+
∂
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  (2.29ก) 

( ) yfV
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v
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⎡
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∂
∂

μ
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+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ
∂
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∂
∂
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∂
∂

ρ
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  (2.29ข) 

สําหรับการไหลแบบไมอัดตัวภายใตสภาวะอยูตัว สมการนาเวียร-สโตกสจะลดรูปลงมาเปน 
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∂
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 ⎥
⎦

⎤
⎢
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∂
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y
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vu  yf
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⎞
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⎝

⎛
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∂

∂
∂

μ+
∂
∂

−=   (2.30ข) 

ในกรณีของการไหลที่มีอุณหภูมิเขามาเกี่ยวของดวย ของไหลที่มีอุณหภูมิสูงจะลอยตัวข้ึน
ในขณะที่ของไหลที่มีอุณหภูมิต่ํานั้นจะเคลื่อนตัวลง แรงลอยตัว (Buoyant Force) ของของไหล
อันเนื่องมาจากอุณหภูมิอาจทําการประมาณโดยใชสมการของบูซซิ เนซค   (Boussinesq 

Approximation) [21, 22] โดยนําไปรวมกับแรงเนื่องจากน้ําหนักของของไหลซึ่งแสดงโดยพจน
สุดทายทางดานขวามือของสมการ (2.30ก-ข) ทําใหสมการเชิงอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x 

และ y กลายเปน 
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∂
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⎡
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⎠

⎞
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⎝

⎛
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∂
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

μ+
∂
∂

−= )    (2.31ข) 

 
โดย  และ   แทนคาคงที่ของความเรงเนื่องจากแรงโนมถวง (Gravitational Acceleration 

Constant) ในแนวแกนบวก  และบวก  ตามลําดับ 
xg yg

x y β  แทนคาสัมประสิทธ์ิการขยายตัวเนื่อง
จากอุณหภูมิ (Coefficient of Thermal Expansion) ของของไหล และ  แทนอุณหภูมิอางอิง
ที่ของไหลไมเกิดการลอยตัว 

oT

พจนทางดานซายของสมการอนุรักษโมเมนตัมทั้งสองสมการขางตน เปนพจนอันเนื่องมา
จากการพาและเปนพจนไมเชิงเสน (Nonlinear Terms) ซ่ึงเปนสาเหตุใหการแกสมการดังกลาวมี
ความซับซอนมากยิ่งขึ้น 
 
 
2.3 กฎการอนุรักษพลังงาน  
 

เนื่องจากพลังงานไมสูญหายไปไหน  (Conservation of Energy) รูปที่ 2.4 แสดงมวลที่
มีขนาดกวาง dx  และ โดยมีความลึกหนึ่งหนวยซ่ึงกําลังเคลื่อนที่ไปกับการไหล dy

สมการเชิงอนุพันธพลังงานสามารถประดิษฐขึ้นไดโดยใชกฎขอแรกของเทอรโม             
ไดนามิกส ซ่ึงกลาววา “อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอนมวลจะเทากับปริมาณฟลักซ
ความรอนที่ใหกับกอนมวลนั้น” 
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 ( )
dxdy

y
u

u yx
yx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ 

 

( )
dydx

x
u

u x
x ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
σ∂

+σ

( )
dydx

x
qu

q x
x ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

( ) dydx
x
pupu ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

dx

dy

 dypu
 
 

dyu xσ 
 
 dyq xy
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.4  รูปแบบแสดงงานที่เกิดขึ้นและปริมาณฟลักซในทิศแกน  ที่ไหลผานกอนมวล x

        ซ่ึงเคลื่อนที่ไปกับการไหล ที่กระทําบนเอลิเมนตสองมิติในระบบพิกัดฉาก 
 

โดย  A, B และ C แทนความหมายตาง ๆ ดังแสดงในสมการขางบนนี้ 
 

หากพิจารณาที่พจน C ซ่ึงแทนอัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ ที่กระทําบนกอน
มวลนี้  แรงชนิดแรกคือแรงเนื่องจากน้ําหนักของกอนมวลเอง (Body Force) ซ่ึงเมื่อคูณกับ
ความเร็วของการไหลในทิศทางนั้น จะกอใหเกิดอัตราของงานคือ 
 
 ( )dydxV.f

vv
ρ   (2.33) 

 
จากรูปที่ 2.4 อัตราของงานที่เกิดขึ้นจากความดัน  ที่กระทําบนดาน  ในทิศแกน  คือ p dy x
 

 ( ) ( ) dydx
x
pudydx

x
puupu x ∂

∂
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+σ−   (2.34) 

 
อัตราของงานที่เกิดขึ้นจากความดัน xσ  ที่กระทําบนดาน   ในทิศแกน  คือ dy x
 

อัตราการเปลี่ยนแปลง 
ของพลังงานใน 

กอนมวล 

=

ปริมาณฟลักซ 
ความรอนที่ให 
แกกอนมวล

อัตราของงานที่เกิดขึ้น 

เนื่องจากแรงตาง ๆ 

บนกอนมวลนั้น 

+

B +=A C   (2.32)หรือ 

dxu yxτ

x
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 ( ) ( )
dydx

x
u

dyudydx
x

u
u x

x
x

x ∂
σ∂

=σ−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
σ∂

+σ   (2.35) 

 
และอัตราของงานที่เกิดขึ้นจากความดัน yxτ  ที่กระทําบนดาน   ในทิศแกน  คือ dx x
 

 ( ) ( )
dydx

y
u

dxudxdy
y

u
u yx

yx
yx

yx ∂

τ∂
=τ−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

τ∂
+τ   (2.36) 

 
ในทํานองเดียวกัน อัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ ที่กระทําบนกอนมวลในทิศแกน  ก็
สามารถประดิษฐขึ้นไดเชนกัน กอใหเกิดอัตราของงานทั้งหมดที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ บนกอน
มวลนี้คือ 

y
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puC yxyyxx ⎥
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 dydxV.f

vv
ρ+   (2.37) 

 
สําหรับพจน B ซ่ึงแทนปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกกอนมวลนั้นประกอบดวย 2 สวน 

สวนแรกคือปริมาณฟลักซความรอนที่เกิดขึ้นบนปริมาตรของกอนมวลนี้คือ 
 

 ( )dydxQρ   (2.38) 
  
และจากรูปที่ 2.4 ปริมาณฟลักซสุทธิอันเนื่องมาจากการถายเทความรอนในทิศแกน x  ผานขอบ 

 ทั้งทางดานซายและดานขวาของกอนมวลคือ dx
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ในทํานองเดียวกัน ปริมาณฟลักซสุทธิอันเนื่องมาจากการถายเทความรอนในทิศแกน  ผานของ 

 ทั้งดานลางและดานบนของกอนมวลคือ 

y

dx
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dydx
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q

dxdy
y

q
qq yy
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⎦
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ดังนั้น ปริมาณฟลักซความรอนทั้งหมดที่เกิดขึ้นบนกอนมวลนี้คือ 
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 dydx
yd

q
x

q
QB yx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∂
−

∂
∂

−ρ=   (2.41) 

 
แตจากกฎของฟูริเยร (Fourier’s Law) ปริมาณฟลักซความรอน  และ  นั้นแปรผันอยูกับ
ความชันของอุณหภูมิ (Temperature Gradient) ดังนี้ 

xq yq

 

 
x
Tkq x ∂
∂

−=  และ 
y
Tkq y ∂
∂

−=   (2.42) 

 
โดย k  แทนสัมประสิทธ์ิการนําความรอน (Thermal Conductivity) ของของไหล ดังนั้น พจน B 

จึงกลายเปน 
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ถา  แทนพลังงานภายใน และ e
2

V 2

 คือพลังงานจลนที่กอนมวลนั้นไหลดวยความเร็ว  ดังนั้น

พลังงานรวม (Total Energy) คือ 

V

2
Ve

2

+  ซ่ึงมีหนวยตอหนึ่งหนวยมวล เนื่องจากปริมาณมวลทั้ง

หมดของกอนมวลนี้คือ  ดังนั้น พจน A แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอน
มวลซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหลคือ 

dydxρ
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2
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tD

DA
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ρ=   (2.44) 

 
แทนสมการ (2.37), (2.43) และ (2.44) ลงในสมการ (2.32) จะได 
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( ) ( ) ( ) ( )

V.f
y

v
x

v
y

u
x

u yxyyxx
vv

ρ+
∂

σ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
σ∂

+   (2.45) 

 
สมการอนุรักษพลังงาน  (2.45) ที่ประดิษฐขึ้นมาไดนี้  อยูในรูปแบบของคาอนุพันธ

สัมบูรณ ซ่ึงจําเปนตองเปลี่ยนใหอยูในรูปแบบของคาอนุพันธธรรมดาจึงจะสามารถใชรวมกับ     
สมการเชิงอนุรักษมวล (2.18) และสมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม (2.31) ได คาอนุพันธสัมบูรณใน
สมการเชิงอนุ รักษพลังงาน  (2.45) นี้กระทําบนพจนของพลังงานภายใน   และพจนของ          e
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พลังงานจลน 
2

V 2

 ดังนั้น เพื่อใหงายแกความเขาใจในการประดิษฐสมการตอไป จึงขอแสดง      

ขั้นตอนการแปลงรูปแบบของคาอนุพันธสัมบูรณของพลังงานภายใน e  แตเพียงอยางเดียวกอน   
ดังตอไปนี ้

 
ขั้นตอนในการแปลงรูปแบบคาอนุพันธเร่ิมจากทําการคูณสมการ (2.26ก) และ (2.26ข) 

ดวยความเร็ว  และ  ตามลําดับจะได u v
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นําทั้งสองสมการนี้มารวมกัน และเนื่องจาก  ดังนั้นจะได 222 Vvu =+
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 ( )yx fvfu +ρ+   (2.47) 
 
นําสมการ (2.47) ที่ไดไปลบออกจากสมการ (2.45) โดยใช ( )yx fvfuV.f +ρ=ρ

vv
 จะได 
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สมการ (2.48) สามารถลดรูปไดอีก เนื่องจาก yxxy τ=τ  ดังนั้นจึงกลายเปน 
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จากนั้น  แทนคาความเคนตาง ๆ  ในสมการ  (2.49) ในรูปแบบของความเร็วโดยใชสมการ        
(2.27ก-ค) จะได 
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เนื่องจาก 
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แทนสมการ (2.51) ลงในสมการ (2.50) จะได 
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ซ่ึงเปนสมการเชิงอนุรักษพลังงานที่เขียนใหอยูในรูปของพลังงานภายใน  แตเพียงอยางเดียว e
 

แตเนื่องจากอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานทั้งหมดภายในกอนมวลนั้นประกอบดวย
พลังงานภายใน e  และพลังงานจลน  ดังนั้น พจนเชิงอนุพันธสัมบูรณทางดานซายมือของ
สมการ (2.45) สามารถเขียนรูปแบบของพจนเชิงอนุพันธธรรมดาไดเชนกัน โดยทําการจัดรูปดังนี้ 
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แทนสมการ (2.53) ลงในสมการ (2.45) จะได 
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หากกําหนดให ε  แทนพลังงานรวม (Total Energy) ซ่ึงประกอบดวยพลังงานภายใน e  และ   

พลังงานจลน 
2

2V  ดังนี้ 
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และเขียนพจนทางดานขวาของสมการ และเขียนพจนทางดานขวาของสมการ (2.43) ที่เกี่ยวของ
กับความดัน  และความเคนตั้งฉาก p xσ , yσ ใหอยูในรูปของความเคนตั้งฉากรวม xσ , yσ  ดังนี้ 
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ดังนั้นสมการเชิงอนุรักษพลังงาน (2.54) จะลดรูปลงเปน 
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ในการไหลแบบไมอัดตัวภายใตสถานะอยูตัวนั้น  พจนแรกทางดานซายมือของสมการ 

(2.57) นี้มีคาเปนศูนย สวนพจนที่สองสามารถแตกกระจายออกแลวประยุกตสมการเชิงอนุรักษ
มวล (2.18) ทําใหสมการเชิงอนุรักษพลังงาน (2.57) ลดรูปลงไปเปน 
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แทนพลังงานรวมในรูปแบบของพลังงานภายในและพลังงานจลนจากสมการ (2.55) ลง

ทางดานซายของสมการ (2.58) พรอมกับกระจายพจนตาง ๆ ทางดานขวาของสมการ (2.58) นี้
ออกมา จะได 
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จากนั้นทําการยายขางและจัดพจนตาง ๆ ในสมการ (2.59) นี้ใหเหมาะสมดังนี้ 
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ผลรวมของพจนตาง ๆ ในวงเล็บสี่เหล่ียมแรกและสี่เหล่ียมสองทางดานซายของสมการ 

(2.60) นี้ ตางมีคาเทากับศูนยซ่ึงสอดคลองตามสมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม (2.26ก-ข) สวนคา
ความเคนยอยตาง ๆ ทางดานขวามือของสมการ (2.60) นี้สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของ
ความเร็วสําหรับการไหลแบบนิวโทเนียนตามสมการ (2.56ก-ค) เปนผลใหสมการ (2.60)      
กลายเปน 
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พจนที่เกี่ยวของกับความดัน  ทางดานขวามือของสมการ (2.61) จํานวนสองพจนเมื่อ

รวมกันแลวมีคาเทากับศูนยสอดคลองตามสมการเชิงอนุรักษมวล (2.18) ดังนั้น 

p
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สมการเชิงอนุรักษพลังงาน (2.61) จึงสามารถเขียนโดยยอตอไปไดเปน 
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โดย φ  แทนฟงกชันการกระจายความหนืด (Viscous Dissipation Function) ดังนี้ 
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พจนสุดทายทางดานขวามือของสมการ (2.62) แทนการกระจายของพลังงานความหนืดซึ่ง

เปนอัตราการสูญเสียพลังงานกล (Mechanical Energy) ในการเปลี่ยนเปนพลังงานความรอน   
(Thermal Energy) อันเนื่องมาจากผลของความหนืดของของไหล สําหรับการไหลที่มีความเร็ว
คอนขางต่ํานั้นการเปลี่ยนรูปแบบของพลังงานเนื่องมาจากพจนของการกระจายความหนืดนี้มีคา
นอยซ่ึงอาจละทิ้งได เปนผลใหสมการเชิงอนุรักษพลังงานลดรูปลงสูรูปแบบที่กะทัดรัดมากยิ่งขึ้น
ดังนี้ 
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และเนื่องจากคาพลังงานภายใน  อาจสมมติใหแปรผันตามไปกับคาของอุณหภูมิ ไดดังนี้ e T
 
 Tce =   (2.65) 
 

โดย c  แทนความรอนจําเพาะของของไหลที่ปริมาตรคงตัว (Specific Heat at Constant 

Volume) และหากกําหนดใหความรอนจําเพาะนี้มีคาคงที่แลว สมการเชิงอนุรักษพลังงานคือ 
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บทที่  3 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตระหวางของแข็งและของไหล 
 
 

การนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) มาประยุกตใชในการ
วิเคราะหปญหาการถายเทความรอนและการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวภายใตสภาวะอยูตัว โดยจะ
เร่ิมจากขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต จากนั้นจะอธิบายรายละเอียดของระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตและสุดทายจะเปนการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อการวิเคราะหการ    
ถายเทความรอนและการไหลแบบหนืด 
 
 

3.1 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

การแกปญหาไฟไนตเอลิเมนตโดยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางประกอบดวยข้ันตอนที่
สําคัญ 6 ขั้นตอน [1] คือ 
 

ขั้นตอนที่ 1  แบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ เชน แบงออกเปน      
เอลิเมนตสามเหลี่ยมยอย ๆ สําหรับปญหาในสองมิติ ดังรูปที่ 3.1 
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แบบอยาง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  3.1  การแบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ 
 

จากนั้นก็ทําการหาสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลองกับปญหาที่ตองการแกนั้น  โดยสมการ             
เชิงอนุพันธทั่วไปสามารถเขียนใหอยูใน 
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( ) 0D ' =φ     (3.1) 

โดยที ่  คือตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (Differential Operator) และ D φ′  คือตัวแปรตามแมนตรง 
 

ขั้นตอนที่ 2  พิจารณาลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

y

x

φ2 

φ1

3

2
1

φ3

 
รูปที่ 3.2  เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ 3 จุดตอและตัวไมทราบคาที่จุดตอ 

 

ยกตัวอยางเชน สําหรับเอลิเมนตที่ประกอบดวยสามจุดตอดังแสดงในรูปที่ 3.2 โดยที่จุดตอ
นี้เปนตําแหนงของตัวไมรูคา , 1φ 2φ  และ 3φ  ตัวไมรูคาเหลานี้เปนคุณสมบัติตาง ๆ ของการไหล 
ซ่ึงสามารถสรางสมการอธิบายลักษณะการกระจายของตัวไมทราบคาที่จุดตอไดดังนี้     
 

( ) ( ) ( ) ( ) 332211 y,xNy,xNy,xNy,x φ+φ+φ=φ     (3.2) 
 
โดย   แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต สมการ (3.2) นี้สามารถ
เขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังนี้ 

( ) 3,2,1i;y,xNi =

 

)y,x(φ=φ   ⎣ ⎦
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

φ
φ
φ

=

3

2

1

321 NNN

 
 ( )⎣ ⎦

( )
{ }
( )1331

y,xN
××
φ=    (3.3) 

 
โดยที ่ คือ  เมตริกซของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต ⎣ ⎦N  

  คือ  เวกเตอรเมตริกซที่ประกอบไปดวยตัวไมทราบคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้น { }φ
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ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมเปนแบบเชิงเสน คือ 
 

 ( ) ( ) 3,2,1iycxba
A2
1y,xN iiii =++=          (3.4) 

  
โดย  คือ พื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม สามารถคํานวณไดจากโคออรดิเนตที่จุดตอทั้งสามจุด  

ดังนี ้

A

 ( ) ( ) ([ ]213321132 yyxyyxyyx
2
1A −+−+−= )      (3.5) 

 
  23321 yxyxa −= 321 yyb −=  231 xxc −=  

  31132 yxyxa −= 132 yyb −=  312 xxc −=      (3.6) 

  12213 yxyxa −= 213 yyb −=  123 xxc −=  

 
 ขั้นตอนที่  3  ประยุกตระเบี ยบวิ ธีถวงน้ํ าหนัก เศษตกคาง  (Method of Weighted 

Residual) เขากับสมการเชิงอนุพันธยอยเพ่ือใหผลลัพธโดยประมาณนั้นมีความคลาดเคลื่อนนอยที่
สุด ซ่ึงจะกอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Equation) ที่สอดคลองกัน ซ่ึง
สามารถเขียนในรูปเมตริกซไดดังนี ้

    จะไมเทากับ 0 แตจะเทากับ ( )φD R  

โดยที่ R  คือเศษตกคาง (Residual) นั่นหมายถึง 
 

  (3.7) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
φ=φ= ∑

=

m

1i
iiNDDR

 
โดย m  คือจํานวนจุดตอของเอลิเมนตนั้น 
 

จากวิธีกาเลอรคิน (Galerkin) ซ่ึงมีขั้นตอนโดยเริ่มจากการคูณเศษตกคาง R ดวยฟงกชัน
น้ําหนัก (Weighting Function; W) จากนั้นจึงอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมนของเอลิเมนตแลว
กําหนดผลที่ไดใหเทากับศูนยนั่นคือ 
 

  0dRWi =Ω∫
Ω

m,,2,1i K=    (3.8) 
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 ปญหาการถายเทความรอนในของแข็งเราจะเลือกใชฟงกชันน้ําหนักเปน  ซ่ึง
เรียกโดยทั่วไปวาบับโนฟ-กาเลอรคิน (Bubnov-Galerkin) 

ii NW =

 
สําหรับปญหาของไหลเราจะเลือกใชวิ ธีสตรีมไลน อัปวินด เพทรอฟ -กาเลอรคิน 

(Streamline Upwind / Petrov-Galerkin Formulation; SUPG) [23] ซ่ึงกําหนดใหฟงกชัน
ถวงน้ําหนักอยูในรูปแบบดังนี้ 

  iW ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂α

+=
y

N
v

x
N

u
U2
hN ii

i       (3.9) 

เมื่อ  = α
Pe
1Pecothopt −=α   (3.10ก) 

  = Pe
k2
hU

  (3.10ข) 

 U  = 22 vu +   (3.10ค) 

 

โดยที ่ h  คือขนาดของเอลิเมนต 
 

ขั้นตอนที่ 4  อินทิเกรตทีละสวน (Integrate by Part) ซ่ึงหากเราแทนสมการ (3.7) ลงใน
สมการ (3.8) แลวอินทิเกรตทีละสวนจะได 

   ∫
Ω

ΩdRWi
( )

Ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
φ= ∫ ∑

Ω =

dNDW
e

m

1i
iii

 
 ( )

( )

( )
( )

0d,N,Wd,N,W
ee

iiiiii =Γφ+Ωφ= ∫∫
ΓΩ

 

 

พจนที่เกี่ยวของกับโดเมน
ของเอลิเมนต ( )eΩ  

พจนที่เกี่ยวของกับขอบเขต 

ของเอลิเมนต ( )eΓ  

 
 
 
 
 

ขั้นตอนที่ 5  แทนพจนที่เกี่ยวของกับขอบเขตของเอลิเมนต )e(Γ  ดวยภาวะขอบเขตอื่น ๆ 
ที่เกี่ยวของ ซ่ึงจะกอใหเกิดสมการของเอลิเมนตที่สมบูรณสําหรับปญหาที่พิจารณา 
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ขั้นตอนที่ 6  จากนั้นเขียนสมการของเอลิเมนต ซ่ึงมีทั้งหมด m  สมการใหอยูในรูปของ
เมตริกซ นั่นคือ  

[ ]
( )

{ }
( )

{ }
( )1m1mmm
FK
×××

=φ   (3.11) 

 

โดย [  คือ เอลิเมนตเมตริกซของความแข็งเกร็ง (Element Stiffness Matrix) {  คือ เวกเตอร
ซ่ึงประกอบดวยตัวไมรูคาที่จุดตอตาง ๆ ของเอลิเมนตและ 

]K }φ
{ }F  คือโหลดเวกเตอรของเอลิเมนตนั้น 

เมื่อไดสมการไฟไนตเอลิเมนตดังเชนแสดงในสมการ (3.11) แลวลําดับขั้นตอนตอไปก็จะทําการ
รวมสมการของเอลิเมนตยอยเขาดวยกันกอใหเกิดระบบสมการรวม จากนั้นกําหนดคาที่ขอบเขต 
แลวจึงแกระบบสมการรวมเพื่อหาคาผลลัพธที่จุดตอตาง ๆ 
 
 

3.2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเทความรอน 

การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตแบบสองมิติ ซ่ึงวางตัวในแนวระนาบ 
 ดังรูปที่ 3.1 จะมีสมการเชิงอนุพันธยอย ดังนี ้yx −

Q
y
T

x
Tk 2

2

2

2

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂   (3.12) 

โดย k  คือสัมประสิทธการนําความรอน (Thermal Conductivity) และในที่นี้ถูกสมมติใหคงที่
โดยไมขึ้นกับอุณหภูมิ  คือความรอนที่เกิดขึ้นไดเอง (Internal Heat Generation) บนแผน
ระนาบนั้น โดยเงื่อนไขขอบเขตตลอดแนวขอบนอกของแผนระนาบคือ 

Q

1. กําหนดอุณหภูมิตลอดขอบ  

 ( )y,xTT 1=   (3.13) 

2. ไมมีการถายเทความรอนตลอดขอบ 

 0nqnq yyxx =+   (3.14) 
 

โดย  และ  เปนปริมาณความรอนในทิศ x  และ ตามลําดับและ  และ  เปนทิศทาง
โคไซนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับขอบนั้น 

xq yq y xn yn
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y

3T

2T

1T

3 

2 

1 

การให
ความรอน

การพา 
ความรอน ความรอน 

ผลิตเอง 

t
x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.3  เอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมและลักษณะการถายเทความรอนแบบตาง ๆ 
 

การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตผลเฉลยแมนตรงสําหรับเอลิเมนต เมื่อแทนผลเฉลยโดย
ประมาณลงในพจนตาง ๆ ทางดานซายของสมการเชิงอนุพันธ จะกอใหเกิดเศษตกคาง (Residual) 

ทางดานขวาของสมการ 
  

 RQ
y
T

x
Tk 2

2

2

2

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂   (3.15) 

 
โดย R  แทนคาของเศษตกคาง เพราะฉะนั้นการพยายามทําใหเศษตกคาง R  ที่เกิดขึ้นมีคาต่ําสุด 
เพื่อที่วาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณของอุณหภูมิ  จะไดมีความเที่ยงตรงมากที่สุด เราจึงใช
ระเบียบวิธีเศษตกคาง ซ่ึงประกอบดวยการคูณเศษตกคาง 

T

R  ดวยฟงกชันน้ําหนัก  และ         
อินทิเกรตตลอดพื้นที่และกําหนดผลที่ไดใหเทากับศูนย 

iW

 

  เมื่อ 0dRWi =Ω∫
Ω

3,2,1i =   (3.16) 

 
แทนคา R  จากสมการ (3.15) ลงในสมการ (3.16) จะได 
 

0dQ
y
T

x
TkW 2

2

2

2

i =Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫
Ω

  (3.17) 

 
เมื่อใหฟงกชันน้ําหนัก  จะได ii NW =
 

0dQ
y
T

x
TkN 2

2

2

2

i =Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫
Ω

  (3.18) 
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0dQNd
y
T

x
TNk i2

2

2

2

i =Ω+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫∫
ΩΩ

  (3.19) 

 
พจนทางดานซายมือประยุกตใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem) ดังนี้ 

 

   (3.20) ( ) ( ) Ω⋅∇−Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=Ω⋅∇ ∫∫∫

ΩΓ

∧

Ω

dVudnVudVu
vvv

เมื่อทําการเปรียบเทียบสัญลักษณของตัวแปรทางดานซายมือของสมการ (3.20) กับพจนทางดาน
ซายมือของสมการ (3.19) จะพบวา 
 

  u iN=

 ∇
v

ĵ
y

î
x ∂

∂
+

∂
∂

=  
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇ 2

2

2

2

y
T

x
TkV

vv

 V
v

ĵ
y
Tkî

x
Tk

∂
+

∂
∂

=
∂  

 

และเนื่องจาก      ดังนั้น ĵnînn yx +=
∧

 

  
∧

⋅nV
v

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= yx n
y
Tn

x
Tk  

 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

∧

nVu
v

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= yxi n
y
Tn

x
TNk  

 

 u∇
v

 ĵ
y

Nî
x

N ii

∂
∂

+
∂
∂

=  

 

 Vu
vv

⋅∇  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
y
T

y
N

x
T

x
N

k ii  

 
จากนั้นสมการ (3.19) จะกลายเปน  
 

0dQNd
y
T

y
N

x
T

x
Nkdn

y
Tn

x
TNk i

ii
yxi =Ω+Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫∫∫
ΩΩΓ

 

 

เมื่อ     (3.21) 3,2,1i =
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3T

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.4  การถายเทความรอนในเอลิเมนตสามเหลี่ยม 

 
ปริมาณความรอนที่ไหลเขาตลอดขอบแบงออกเปนปริมาณความรอนที่ผลิตไดเอง Q  

ปริมาณความรอนที่ตกกระทบ  และมีการพาความรอนบนผิวของเอลิเมนต  sq
 

เนื่องจากเราไดสมมติลักษณะการกระจายของอุณหภูมิแบบเชิงเสนตรงดังแสดงดังนี้ 
 
  ( ) ⎣ ⎦{ }ii TNy,xT =     

{ }i
i T

x
N

x
T

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

=
∂
∂  และ   { }i

i T
y

N
y
T

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=
∂
∂          (3.22) 

 
และสมการไฟไนตเอลิเมนตจึงกลายมาเปน 
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⎬
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⎨
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⎢
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⎢
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∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

[ ]cK [ ]K h

{ } { } ΩdQ+Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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∂
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TNk yx

{ }cQ { }QQ  

{ } { } ∞dshT∫∫ ++
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s NdsqN (3.23)

{ }qQ { }hQ
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เมื่อพิจารณาโหลดเวกเตอรการนําความรอน (Conduction Load Vector) 

 { } { } Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫
Γ

dn
y
Tn

x
TNkQ yxc   (3.24) 

ซ่ึงเปนการอินทิเกรตตลอดขอบของเอลิเมนต หากขอบเขตอยูในโดเมนของปญหา     
โหลดเวกเตอรนี้จะหักลางกันไปหลังจากการรวมเอลิเมนต ซ่ึงโหลดเวกเตอรนี้จะมีคาเทากับศูนย 

 
เพราะฉะนั้นจึงเขียนใหอยูในรูปของสมการไฟไนตเอลิเมนตไดดังนี้ 
 

[ ] [ ][ ]{ } { } { } { }hqQhc QQQTKK ++=+   (3.25) 

โดยที ่
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⎢
∂
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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= ∫
Ω

d
y
N

y
N

x
N

x
Nk   (3.26ก) 

[ ]hK    (3.26ข) { } ⎣ ⎦∫=
s

dsNhN

{ }QQ  { } Ω= ∫
Ω

dQN   (3.26ค) 

{ }qQ  { } dsqN
s

s∫=   (3.26ง) 

{ }hQ  { } dsThN
s
∫ ∞=   (3.26จ) 

โดยที ่  = เมตริกซการนําความรอน (Conduction Matrix) [ cK ]

]  = เมตริกซการพาความรอน (Convection Matrix) [ hK

  = เวกเตอรของอุณหภูมิที่จุดตอ (Vector of Nodal Temperatures) { }T

 { }QQ  = โหลดเวกเตอรความรอนผลิตเอง (Heat Generation Load Vector) 

  = โหลดเวกเตอรความรอนที่กําหนดให (Specifiled Heating Load Vector) { sQ }

}  = โหลดเวกเตอรการพาความรอน (Convection Load Vector) { hQ

 สมการ (3.25) สามารถนําไปแกไขปญหาการถายเทความรอนในของแข็งไดโดยการ
กําหนดเงื่อนไขขอบตาง ๆ ของปญหาที่พิจารณา 
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3.3 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการไหลแบบหนืด 

ในหัวขอนี้จะเปนการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต มาประยุกตใชในการวิเคราะหปญหา
การไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัว โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ ซ่ึงสมการ
เกี่ยวของมีดังนี ้

 
สมการเชิงอนุรักษมวล 
 

 0
y
v

x
u

=
∂
∂

+
∂
∂   (3.27) 

 
 
สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม    แกน ,  x y
 

 ([ ox2

2

2

2

TT1g
y
u

x
u

x
p

y
uv

x
uu −β−ρ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
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∂

μ+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ )]        (3.28ก) 

 

 ([ oy2

2

2

2

TT1g
y
v

x
v

y
p

y
vv

x
vu −β−ρ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ )]         (3.28ข) 

 

สมการเชิงอนุรักษพลังงาน 
 

Q
y
T

x
Tk

y
Tv

x
Tuc 2

2

2

2

ρ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ            (3.29) 

 

การนําเอาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาประยุกตใชในการแกปญหา ขั้นแรกจะตองทําการ
แบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ โดยในการทําวิทยานิพนธคร้ังนี้เลือกใชเอลิเมนต
แบบสามเหลี่ยมสามจุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 3.5 ซ่ึงประกอบไปดวยตัวไมทราบคาของความเร็วใน
ทิศทางของแกน  ตัวไมทราบคาของความเร็วในทิศทางของแกน  ตัวไมทราบคาของความดัน 

 และตัวไมทราบคาอุณหภูมิ  ที่จุดตอทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม จากนั้นกําหนดให
ลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณของความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิบนเอลิเมนตมี
ลักษณะดังนี้ 

x y

p T
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y

x
( )11 y,x

3 

2 

1 

( )33 y,x

( )22 y,x( )1111 T,p,v,u

( )3333 T,p,v,u

( )2222 T,p,v,u

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.5  การแบงลักษณะของปญหาออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 

 

( )y,xu  ( )
ii uy,xN∑=  ⎣ ⎦{ }uN=   (3.30ก) 

( )y,xv  ( )
ii vy,xN∑=  ⎣ ⎦{ }vN=   (3.30ข) 

( )y,xp  ( )
ii py,xN∑=  ⎣ ⎦{ }pN=   (3.30ค) 

( )y,xT  ( )
ii Ty,xN∑=  ⎣ ⎦{ }TN=   (3.30ง) 

 
ทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Method of Weighted Residuals) ลงใน      
สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม (3.28ก) จะได 
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 ( )[ ] Ω−β−ρ+ ∫

Ω

dTT1gW oxi                       (3.31) 

 
 ซ่ึงจะเลือกใชวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Streamline Upwind/ Petrov-

Galerkin Formulation) ไดแสดงในสมการ (3.9) โดยจะทําการประยุกตฟงกชันน้ําหนักเขากับ
ทุกพจนจะได 
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 ( )[ ] Ω−β−ρ+ ∫

Ω

dTT1gW oxi   (3.32) 

 
พิจารณาพจนทางดานขวามือพจนที่ 2 ทําการประยุกตใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem) 

แสดงในสมการ (3.20) จะได 
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        (3.33) 

แทนสมการ (3.33) ลงในสมการ (3.32) จะได 
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 ( )[ Ω−β−ρ+Γ⎟⎟
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uW oxiyxi ]   (3.34) 

 
แทนสมการ (3.30ก-ค) ใน (3.34) จะได 
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 { } ( )[ ] Ω−β−ρ+ ∫

Ω

dTT1gW ox   (3.35) 

 
ทําการจัดพจนตาง ๆ แลวสมการของเอลิเมนตสําหรับการอนุรักษโมเมนตัมในแกน 

สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของเมตริกซไดดังนี้  

x

 

 [ ] { }uA  { } { } { }gxupx RRR ++=   (3.36) 
 

เมื่อ [ ]A  [ ] [ ]diffconv AA +=     (3.37) 



  
 
 

36

โดยที่  [ ]convA { } Ω⎟⎟
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 { }gxR  { } ( )[ ] Ω−β−ρ= ∫
Ω

dTT1gW ox   (3.38จ) 

 
โดยที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ [ ]A  ของสมการ (3.36) ประกอบไปดวยพจนจากการพา และ

พจนที่ไดจากพจนของการแพรดังที่ไดแสดงไวในสมการ (3.37) 
 

ในทํานองเดียวกันสําหรับสมการอนุรักษโมเมนตัมในแกน  ก็สามารถทําไดเชนเดียวกันซึ่งจะได
รูปแบบดังนี ้

y

 

  [ ]{ }vA { } { } { }gyvpy RRR ++=     (3.39) 

เมื่อ  [ ]A [ ] [ ]diffconv AA +=     (3.40) 

โดยที ่ [ ]convA  { } Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

+⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

ρ= ∫
Ω

d
y
Nv

x
NuW   (3.41ก) 

  [ ]diffA Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

μ= ∫
Ω

d
y
N

y
W

x
N

x
W   (3.41ข) 

 { }pyR  { } { }pd
y
NW∫

Ω

Ω⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

−=   (3.41ค) 



  
 
 

37

 { }vR  { } Γ⎟⎟
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⎞
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 { }gyR  { } ( )[ ] Ω−β−ρ= ∫
Ω

dTT1gW oy   (3.41จ) 

ในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับความดันนั้น สามารถทําไดโดยเริ่มจากการ
ประยุกตใชระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางกับสมการการอนุรักษมวลกอน ซ่ึงจะไดสมการ
สําหรับเอลิเมนตดังนี ้
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   ( ) 0dnvnuW yxi =Γ++ ∫
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  (3.42) 

 
นําสมการ (3.36) และ (3.39) มาจัดรูปใหมไดดังนี้ 
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โดยที่  และ  ประกอบไปดวยพจนเงื่อนไขขอบเขตและพจนเนื่องจากแรงโนมถวง

ดังแสดงในสมการ (3.38ง-จ) และ (3.41ง-จ) ตามลําดับจากนั้นสมมติใหการเปลี่ยนแปลงของ
ความดันตลอดภายในเอลิเมนตมีคาคงที่ ดังนั้นสามารถเขียนสมการใหมไดดังนี้ 
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pKû pii ∂

∂
−=   (3.45ก) 

ในทํานองเดียวกัน  iv
y
pKv̂ pii ∂

∂
−=   (3.45ข) 

โดยที ่  iû
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ตอมานําฟงกชันการประมาณภายในของ  และ  จากสมการ (3.30ก-ข) แทนลงในสมการ 
(3.42) จะไดวา 

u v
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จากนั้นแทนคา  และ  จากสมการ (3.46ก-ข) ลงในสมการ (3.46) แลวจัดพจนใหม iu iv
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สุดทายแทนฟงกชันการประมาณภายในของความดัน สมการ (3.30ค) ลงในสมการ (3.47) และจัด
พจนใหม จะสามารถเขียนสมการเอลิเมนตของความดันในรูปเมตริกซไดดังนี้ 
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∂
∂

= ∑∫
Ω

d
y
NKN

y
W

j
j

j   (3.49ข) 
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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d
x
WûN

j
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 { }vR  Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫ ∑

Ω

d
y
Wv̂N

j
jj   (3.49ง) 

 { }bR  { }( ) Γ+−= ∫
Γ

dnvnuN yx   (3.49จ) 

 
ทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางสมการ (3.16) ลงในสมการเชิงอนุรักษ

พลังงาน (3.29) จะได 
 

 Ωρ+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ρ ∫∫∫
ΩΩΩ

dQWd
y
T

x
TkWd

y
Tv

x
TucW i2

2

2

2

ii   (3.50) 

 
ทําการประยุกตใชวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Streamline Upwind / Petrov-

Galerkin Formulation) ในสมการ (3.9) เฉพาะพจนของการพา จะได 
 

 Ωρ+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=Ω⎟⎟
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⎞
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⎛
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∂
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T
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2

2

2

ii   (3.51) 

 
ทําการประยุกตใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem) ลงบนพจนทางขวาของสมการ (3.51) 

จะได 
 

Ω⎟⎟
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∂
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+
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 Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫
Γ

dn
y
Tn

x
TWk yxi                  (3.52) 

 
ฟงกชันการประมาณภายในของอุณหภูมิในสมการ (3.30ง) แทนลงในสมการ (3.52) จะได 
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{ } Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫
Γ

dn
y
Tn

x
TWk yx                 (3.53) 

 
ทําการจัดพจนตาง ๆ แลวสมการของเอลิเมนตสําหรับการอนุรักษโมเมนตัมในแกน

สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของเมตริกซไดดังนี้ 
x
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 [ ] { } { } { }QRTA TT +=     (3.54) 
 
เมื่อ [ ]TA  [ ] [ ]T

diff
T
conv AA +=  

 

โดยที ่ [ ]T
convA  { } Ω⎟⎟
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 { }TR  { } Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫
Γ

dn
y
Tn

x
TWk yx   (3.55ค) 

 
  { }Q { } Ωρ= ∫

Ω

dQW   (3.55ง) 
 
 สําหรับการแกปญหาการถายเทความรอนในของแข็งพจนทางซายของสมการ (3.29) เปน
พจนของการพาจะมีคาเปนศูนย (u, v = 0) สมการจึงลดรูปเหมือนสมการ (3.12) ซ่ึงจะสามารถแก
ปญหาการถายเทความรอนในของแข็งได 
 

สําหรับขั้นตอนในการวิเคราะหปญหาการไหลโดยใชสมการตาง ๆ ขางตนไดแสดงไวใน
รูปที่ 3.6 ซ่ึงจะเริ่มตนจากการสมมติคาความเร็ว ความดันและอุณหภูมิ จากนั้นคํานวณหาคาของ
อุณหภูมิแตละจุดตอโดยใชสมการ (3.54) และคํานวณหาคาความเร็วที่แตละจุดตอโดยใชสมการ 
(3.36) และ (3.39) เมื่อไดคาความเร็วที่แตละจุดตอแลวนําคาเหลานี้ไปคํานวณหาคาความดันคา
ใหมที่แตละจุดตอโดยใชสมการ (3.48) สุดทายใชคาความดันใหมที่ไดมาทําการปรับปรุงคา
ความเร็วที่แตละจุดตอโดยใชสมการ (3.43) และ (3.44) ขั้นตอนการคํานวณดังกลาวจะดําเนินซํ้า
เปนวงรอบจนกวาคาของคําตอบที่ตองการจะลูเขาแลวจะหยุดการคํานวณ 
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รูปที่ 3.6  ขั้นตอนในการคํานวณ 

สมมติคาความเร็ว ความดันและอุณหภูมิ 

คํานวณคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ 
ของสมการอนุรักษพลังงาน 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตของสมการอนุรักษพลังงาน 

และแกสมการอนุรักษพลังงาน 

ปรับปรุงคาความเร็ว 

คาคําตอบ 
ลูเขา ? 

หยุดการคํานวณ 

 ใช 

 ไมใช 

คํานวณคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ 
ของสมการโมเมนตัม 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตของความเร็ว
และแกสมการโมเมนตัม 

คํานวณคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ 
ของสมการความดัน 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตของความดัน
และแกสมการความดัน 
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3.4 การคํานวณการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
 

สําหรับการถายเทความรอนบริเวณรอยตอระหวางของแข็งและของไหลมีการตั้ง       
สมมติฐานใหความรอนที่ถายเทจากของแข็งสูของไหลตองมีปริมาณเทากับปริมาณความรอนที่ของ
ไหลไดรับ ซ่ึงจะเปนไปตามกฎอนุรักษพลังงาน ในรูปที่ 3.7 เปนตัวอยางของการวิเคราะหปญหา
การถายเทความรอนแบบคอนจูเกตโดยมีทิศทางของความรอนจากของแข็งไปสูของไหล  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ของไหล fq

x

y

∞∞  , Tu

ของแข็ง 

constT

ผนังหุมฉนวน sq

g

ผนังหุมฉนวน 

ผิวรอยตอ 

 
รูปที่ 3.7 ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

 
ซ่ึงบริเวณผิวดานลางของของแข็งกําหนดใหมีอุณหภูมิคงที่ ( )constT  สวนผิวดานซายและ

ขวากําหนดใหเปนฉนวน ปริมาณความรอนจากของแข็งที่ถายเทสูของไหลมีคาเทากับ  ในขณะ
ที่ปริมาณความรอนซ่ึงของไหลไดรับจากของแข็งมีคาเทากับ  จากกฎการอนุรักษพลังงานจะได 

sq

fq
 
 fs q  q =   (3.56) 
 
บริเวณรอยตอระหวางของแข็งและของไหลสามารถคํานวณการถายเทความรอนได และกําหนดให
ปริมาณฟลักซความรอนที่ถายเทจากของแข็งสูของไหล ซ่ึงเกิดจากการแพรกระจายคือ  
 

 
s

s y
Tkq ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=   (3.57) 

 
สมการขางบนนี้เปนสวนสําคัญที่ใชในการเชื่อมโยงการนําความรอนในของแข็งและ      

การพาความรอนในของไหลเขาดวยกัน ทําใหสามารถคํานวณการถายเทความรอนทั้งสองลักษณะ
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พรอมกันภายในโดเมนเดียว ซ่ึงจะชวยใหเวลาที่ใชในการคํานวณลดลงเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีแบบ 
Iterative ซ่ึงแยกการคํานวณการถายเทความรอนในของแข็งและของไหลออกจากกันเปนสอง     
โดเมนโดยคํานวณหาคาฟลักซความรอนในโดเมนหนึ่งแลวจึงนําคาฟลักซความรอนดังกลาวไป
เปนเงื่อนไขขอบสําหรับการคํานวณการถายเทความรอนในอีกโดเมนหนึ่ง ซ่ึงวิธีไฟไนตเอลิเมนต
ขณะที่ทําการรวมเอลิเมนตตาง ๆ เขาดวยกัน ไดทําการคิดวาปริมาณความรอนที่ถายเทระหวาง      
เอลิเมนตกับเอลิเมนตมีคาเทากัน 
 
 
3.5 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซ 

สมการไฟไนตเอลิเมนต และคาสัมประสิทธิ์ตาง ๆ ดังในสมการไดแสดงขางตนนั้น
สามารถประดิษฐขึ้นไดโดยงาย วิธีการดังกลาวจะไดแสดงในหัวขอนี้ 
 

3.5.1 เอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการโมเมนตัม 
 
เร่ิมจากสมการของโมเมนตัมทั้งสองสมการ นั่นคือจากสมการ (3.36) และ (3.39) 
 
  [ ] { }uA  { } { } { }gxupx RRR ++=     (3.58) 
 
  [ ]{ }vA { } { } { }gyvpy RRR ++=     (3.59) 
 

สําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์  ของทั้งสองสมการนั้นประกอบไปดวยพจนการพาและพจนจาก
การแพรนั่นคือ  

[ ]A

[ ]A  [ ] [ ]diffconv AA +=  

พิจารณาพจนของการพาจะได 
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แทนคาฟงกชันน้ําหนักในสมการ (3.9) ลงในสมการ (3.60) และประมาณคา uu = , vv =  
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ทําการจัดรูปใหมจะได 

 [ ]convA  [ ] [ ]convwconvn AA +=   (3.62) 

โดยที่    [ ]convnA  { } Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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เนื่องจาก   
A2

b
x

N ii =
∂
∂

 

 
A2

c
y

N ii =
∂
∂

 

3,2,1i =             ดังนั้น 

 

เมื่อ 
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  (3.65) 
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เมื่อ 
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hk α

=  
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⎭
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   ∫∫
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⎦
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∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂
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N
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y
N
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Nuk ii2

 

    ⎥
⎦

⎤
Ω⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+Ω⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
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∂

⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧
∂
∂

+ ∫∫
ΩΩ

d
y
N

y
Nvd

x
N

y
Nvu i2i   (3.67) 

 
ทําการจัดพจนตาง ๆ แลวสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของผลบวกเมตริกซไดดังนี้ 

 
 [ ]convwA  [ ] [ ] [ ] [ ]( 4w3w2w1w AAAAk +++ρ= )  (3.68) 

 

โดยที ่ [ ]1wA  ∫
Ω

Ω⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= d
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N
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N
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 ⎣ ⎦ Ω

⎪
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⎬
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
= ∫
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321
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2
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
2
33231
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2
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2
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A4
u   (3.69ก) 

 

 [ ]2wA  ∫
Ω

Ω⎥
⎦

⎥
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∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= d
y
N

x
N

vu i  ⎣ ⎦ Ω
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
= ∫

Ω

dccc
b
b
b

A4
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=
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46

 [ ]3wA  ∫
Ω

Ω⎥
⎦

⎥
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⎭
⎬
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N
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⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨
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Ω
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c
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⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=
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vu    (3.69ค) 

 

 [ ]4wA  ∫
Ω

Ω⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫
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N
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 ⎣ ⎦ Ω

⎪
⎭

⎪
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⎪
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⎪
⎨
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Ω
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c
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2

 

  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
2
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2
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2
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ccccc
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A4
v    (3.69ง) 

พิจารณาพจนของการแพรจะได 
 

 [ ]diffA Ω⎥
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⎢
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W
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N
x

W iiii     (3.70) 

 

เน่ืองจาก   
x

N
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W ii

∂
∂

=
∂
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N
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∂
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3,2,1i =             ดังนั้น 
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⎥
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μ
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2
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1
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  (3.71) 
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สวนทางดานขวามือของสมการ (3.58) และ (3.59) นั้นสามารถหาคาไดดังนี้ 
 

 { }pxR  { } Ω
∂
∂

−= ∫
Ω

d
x
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  { } Ω
∂
∂

−= ∫
Ω

d
x
pN  Ω

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

− ∫
Ω

d
x
p

y
N

v
x

N
uk ii   (3.72) 

 
ทําการจัดรูปใหมจะได 

 
 { }pxR  { } { }pwxpnx RR +=  

 
โดยที ่
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⎧
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1   (3.73) 

การหาคาอินทิกรัลของพิกัดพื้นที่สามารถคํานวณไดจากสูตร 
 

  ∫
Ω

γβα ΩdNNN 321 ( ) A2.
!2

!!!
+γ+β+α
γβα

=    (3.74) 

3
AdNi =Ω∫

Ω

Q   จะได 
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ในทํานองเดียวกันกับสมการ (3.41ค) สามารถจัดใหอยูในรูป 
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 { }pyR  { } { }pwypny RR +=  

ซ่ึงจะสามารถประดิษฐเอลิเมนตเมตริกซไดดวยวิธีเดียวกันซึ่งจะไดเมตริกซลักษณะดังนี้ 

 { }pnyR  
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⎪
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สําหรับพจนอินทิเกรตขอบเขตทางดานขวาของสมการ (3.36) และ (3.39) นั้น
ภายในขอบเขตของปญหาพจนเหลานี้จะตัดกันหมดไปจึงไมจําเปนตองหาคา 

{ } { }( )vu R,R  

พิจารณาสมการ (3.38จ)  
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ทําการจัดรูปใหมจะได { }gxR  { } { }gwxgnx RR +=  

พิจารณาพจน 
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3.5.2 เอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการความดัน  

จากสมการ 

[ ]{ } { } { } { }bvuyx RRRpKK ++=+   (3.48) 

 
เมตริกซสัมประสิทธิ์ของความดันสามารถหาคาไดดังนี ้
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    (3.82) 

 
การสรางเมตริกซตาง ๆ ทางดานขวาของสมการ (3.58) มีขั้นตอนดังนี ้
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พจน {  สามารถหาไดดังนี้ }uR
 

 { }uR  Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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⎭
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∂
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

∧

duN
x

N
jj

i  

  Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
= ∫

Ω

∧∧∧

duNuNuN
b
b
b

A2
1

332211

3

2

1

 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

∧∧∧

321

3

2

1

uuu
b
b
b

3
A

A2
1  

 { }uR  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ ++
=

∧∧∧

3

2

1
321

b
b
b

6
uuu     (3.83) 

 
พจน {  สามารถหาคาไดดังนี ้}vR
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พจน {  สามารถหาไดดังนี้ }bR

      { } { } ( ) Γ+−= ∫
Γ

dnvnuNR yxb   (3.85) 

เนื่องจากเปนพจนการอินทิเกรตขอบเขต ดังนั้นภายในขอบเขตของปญหา พจนเหลานี้จะ
ตัดกันหมดไป  เหลือที่จะตองคํานวณเฉพาะบริเวณขอบเขตของโดเมนเทานั้น หากพิจารณา           
เอลิเมนตสามเหลี่ยมดังแสดงในรูปที่ 3.8 ซ่ึงมีขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-3 เปนขอบโดเมนของ
การไหล และเนื่องจากลักษณะการกระจายของฟงกชันความเร็วสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมจะอยู
ในลักษณะเชิงเสนตามขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-3 ซ่ึงมีความยาว L ดังที่แสดงในรูปที่ 3.8       
ดังนั้นพจน {  ในรูปแบบของสูตรอินทิเกรตสมการ (3.85) ที่สอดคลองกับขอบนี้คือ }bR

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
            

ขอบโดเมนของการไหล 

2

3

1

x 

 y 
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รูปที่ 3.8  การคํานวณพจน { }bR  ที่บริเวณขอบของโดเมนการไหล 
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ดังนั้นพจน {  สําหรับเอลิเมนตสามเหล่ียมที่มีขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-3 ซ่ึงมีความยาว L 

อยูติดขอบโดเมนของการไหลคือ 

}bR
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                              { } ( )
( ) ⎪

⎪
⎪
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⎪
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R
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yxb     (3.86) 

 

3.5.3 เอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการอนุรักษพลังงาน 

จากสมการ (3.54)   

 [ ] { } { } { }QRTA TT +=   (3.54) 

สําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์  ของทั้งสองสมการนั้นประกอบไปดวยพจนการพาและพจน
จากการแพรนั่นคือ  

[ ]TA

[ ]TA  [ ] [ ]T
diff

T
conv AA +=  

 
พิจารณาพจนของการพาจะได 
 

 [ ]T
convA  { } Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎦

⎥
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∂
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Ω

d
y
Nv

x
NuWc   (3.87) 

 
ซ่ึงขั้นตอนการแกดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต สําหรับพจนของการพาและการแพรจะทํา
เหมือนกับสมการ (3.60 –3.69) จะได 
 
พิจารณาพจนของการพาจะได 
 
   [ ]T

convA [ ] [ ]T
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T
convn AA +=  

 

โดยที ่ [ ]T
convnA  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++
+++
+++

ρ
=

vcubvcubvcub
vcubvcubvcub
vcubvcubvcub

6
c

332211

332211

332211

  (3.88) 
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convwA  [ ] [ ] [ ] [ ]( )4w3w2w1w AAAAkc +++ρ=  
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พิจารณาพจนของการแพรจะได 
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สําหรับพจน { }TR  ทางดานขวามือของสมการ (3.54) นั้นพบวาภายในขอบเขตของปญหาพจน
เหลานี้จะตัดกันหมดไปจึงไมจําเปนตองหาคา 
 
พิจารณา  
 
  { }Q { } Ωρ= ∫
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dQW   (3.55ง) 
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ไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ  ที่ไดแสดงในหัวขอนี้  สามารถนําไปประดิษฐเปน
โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการแกปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่สภาวะอยูตัวได
โดยตรง ซ่ึงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นจะไดแสดงไวในบทที่ 5 

 

 

 

 



บทที่  4 
 

การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต (Element by Element) 
 
 

วิธีที่นิยมใชกันในอดีต เพื่อแกระบบสมการเชิงเสนขนาดใหญ คือ ระเบียบวิธีการกําจัด
แบบเกาส (Gauss Elimination Method) ซ่ึงเปนระเบียบวิธีโดยตรง (Direct Method) และเปน
ที่ยอมรับกันโดยทั่วไปวาสามารถใหผลลัพธที่ถูกตองแมนยํา แตเมื่อนํามาใชในการแกระบบสมการ
ขนาดใหญ จะทําใหตองใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําเปนจํานวนมาก ดังนั้นทางเลือกที่
เปนที่นิยมเพิ่มมากขึ้นในการแกระบบสมการเชิงเสนขนาดใหญ  คือ ระเบียบวิธีแบบทําซ้ํา 
(Iterative Method) ซ่ึงประกอบดวยหลายวิธีดวยกันคือ ระเบียบวิธีคอนจูเกตเกรเดียนทและ 
ระเบียบวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต ซ่ึงระเบียบวิธีดังกลาวสามารถใหผลลัพธที่มีความถูกตองแมนยํา 
อีกทั้งยังใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําไมมากนัก จึงเหมาะแกการนํามาใชแกระบบ     
สมการเชิงเสนขนาดใหญ 

ในการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในครั้งนี้ จําเปนตองแกระบบ  
สมการเชิงเสนขนาดใหญ ดังนั้นจึงไดนําเอาระเบียบวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต EBE [25] ซ่ึงเปน
ระเบียบวิธีแยกคิดมาใชแกระบบสมการดังกลาว โดยในบทนี้จะกลาวถึงหลักการของระเบียบวิธี   
เอลิเมนตตอเอลิเมนต โดยจะอธิบายเพื่อใหเกิดความเขาใจอยางเปนขั้นตอนดังนี้ 

ระบบสมการเชิงเสนที่จะทําการแกนั้นอยูในรูป 

αβαβ = FUA     (4.1) 

 
โดยที่  เปนเวคเตอรที่ไมทราบคา  เปนเวคเตอรที่ทราบคา และ  เปนเมตริกซสมมาตร βU αF αβA
 
 จากนั้นแยกเมตริกซสมมาตรออกเปนสองสวนคือ เมตริกซที่มีแนวเสนทแยงมุมอยางเดียว 

 บวกกับเมตริกซที่ใหเสนทแยงมุมเปนศูนย  ดังนี้ αβD αβN
 
 αβαβαβ += NDA     (4.2) 
 
แทนสมการ (4.2) ลงในสมการ (4.1) จะได 
 
 ( ) αβαβαβ =+ FUND     (4.3) 
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สมการ (4.3) สามารถจัดพจน ( )rUβ  ใหอยูในรูปของการทําซ้ําที่ (r+1) และ (r) ไดดังนี ้
 
 ( ) ( ) ( )rr1r UNFUD βαβα

+
βαβ −≅     (4.4) 

 
จากนั้นทําการลบสมการ (4.4) ดวยพจน ( )rUD βαβ  ทั้งซายและขวาของสมการ แลวทําการจัดรูป
ใหมจะได 
 
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )rrr1r UDNFUUD βαβαβαβ

+
βαβ +−=−     (4.5) 

 
หรือ ( ) ( ) ( ) ( )( )rr1r1r FFDUU ββ

−
αβα

+
α −−=     (4.6) 

 
โดยพจน ( )rFα  มีรายละเอียดดังนี ้
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )U
E

1e

e
N

e
N

rrr FUAUDNF
=

αβαββαβαβα ∆==+=     (4.7) 

 
เมื่อ ( ) ( ) ( )e

M
e

NM
e

N UAF =  
 

โดยที่คา ( ) ( )U
E

1e

e
N

e
NF

=
α∆  คือการประกอบเอลิเมนตยอย ๆ เปนเอลิเมนตรวม 

 
จากนั้นทําการจัดรูปใหมโดยใชการแยกคิดดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต โดยที่เมตริกซในสมการ 
(4.6) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเวกเตอรได 
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    (4.8) 

 
ในกรณีที่จะทําใหการลู เขาและความถูกตองของผลลัพธเพิ่มขึ้นจําเปนตองใช Relaxation 

Process ซ่ึงอยูในรูป 
 
 ( ) ( ) ( )r1r U1UU ξ−+ξ= +        (4.9) 
 
ซ่ึงคา  หรือคาที่เหมาะสมในการคํานวณจะมีคาเทากับ 10 <ξ< 8.0=ξ  [25] ซ่ึงกระบวนการ  
ดังกลาวไดใชระเบียบวิธีการทําซ้ําแบบยาโคบี (Jacobi Iteration) หรือเรียกอีกอยางวา EBE 
Jacobi Method  
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 เพื่อเปนการเพิ่มประสิทธิภาพของการแกระบบสมการใหมีความถูกตองของผลลัพธมาก
ขึ้น สามารถนําวิธี Conjugate Gradient Method [13, 25] มาประยุกตเขากับวิธีเอลิเมนตตอ      
เอลิเมนตได ซ่ึงขั้นตอนการคํานวณมีดังนี ้
 
ขั้นตอนที่  1  สมมติคาเริ่มตน ( )rUα  
 
ขั้นตอนที่  2  คํานวณคา   จาก ( )rEα

 
  ( )

ααβαβαα −=−= FFUAFE rr   (4.10) 
 

เมื่อ  
( ) ( )U

E

1e

e
N

e
NFF

=
αα ∆=  

 
  

( ) ( ) ( )e
M

e
NM

e
UAF =α  

 
ขั้นตอนที่  3  สมมติคา 
 
  ( ) ( )rr EP αα =   (4.11) 
 
ขั้นตอนที่  4  คํานวณหาคา  ( )rEα

 

  
( ) ( ) ( ) ( )U

E

1e

e
N

e
N
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HPAE

=
αβαβα ∆==   (4.12) 

 
เมื่อ  ( ) ( ) ( )r

M
e

NM
e

N PAH =  
 
ขั้นตอนที่  5  คํานวณหาคา    ( )ra
 

  ( )
( ) ( )

( ) ( )rr

rr
r

PE

PEa
ββ

αα=   (4.13) 

 
ขั้นตอนที่  6  คํานวณหาคา    ( )1rU +

α

 
  ( ) ( ) ( ) ( )rrr1r PaUU αα

+
α +=   (4.14) 
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ขั้นตอนที่  7  คํานวณหาคา    ( )1rE +
α

 
  ( ) ( ) ( ) ( )rrr1r EaEE αα

+
α +=   (4.15) 

 
ขั้นตอนที่  8  คํานวณหาคา    ( )1rb +

 

  ( )
( ) ( )

( ) ( )rr

1r1r
r

EE
EE

b
ββ

+
α

+
α=   (4.16) 

 
ขั้นตอนที่  9  คํานวณหาคา    ( )1rP +

α

 
  ( ) ( ) ( ) ( )rr1r1r PbEP α

+
α

+
α +=   (4.17) 

 
ขั้นตอนที่ 10 ยอนกลับไปคํานวณขั้นตอนที่ 4 จนคาลูเขาสูคําตอบ 
 
 ในบทตอไปจะแสดงถึงวิธีการใชโปรแกรม SUPG และทําการเปรียบเทียบผลการแก    
สมการเชิงเสนระหวางวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตกับระเบียบวิธีการทําซ้ําแบบเกาส-ไซเดล (Gauss - 
Seidel)  
 
 
 
 
 
 
 
 



บทที่  5 
 

ไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับปญหาคอนจูเกต 
 
 

ในบทนี้จะไดนําเอาสมการไฟไนตเอลิเมนตและไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซที่ไดประดิษฐขึ้น
ในบทที่ 3 รวมทั้งระเบียบวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตที่ไดอธิบายในบทที่ 4 มาทําการประดิษฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกันดวยภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) เพื่อใชในการวิเคราะห
การไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัว โดยการแกปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
โดยโปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาวสามารถทํางานบนเครื่องคอมพิวเตอรสวนบุคคลได และ
สามารถทําความเขาใจไดโดยงาย โปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นนี้มีช่ือวา SUPG ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอ
ไปนี ้
 

5.1 ลักษณะของโปรแกรม SUPG 

โปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG ประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก (Main Program) และ    
7 โปรแกรมยอย (Subroutine) โดยมีขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมดังนี้ 

5.1.1 เร่ิมตนการทํางานโดยการอานแฟมขอมูลนําเขาของปญหาการไหล (Input File) 
เชน จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนตของปญหาทั้งหมด, จํานวนรอบในการ
คํานวณ, คาคุณสมบัติตาง ๆ ของของแข็งและของไหล ไดแก คาความหนาแนน 
คาความหนืด สัมประสิทธิ์การขยายตัว สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็ง 
สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล คาปริมาณความรอนที่ผลิตไดเอง จาก
นั้นจะอานคา พิกัดของจุดตอ เงื่อนไขเริ่มตนในแตละจุดตอซ่ึงไดแก คาความเร็ว 
u ในแนวแกน x คาความเร็ว v ในแนวแกน y คาความดัน p และคาอุณหภูมิ T
และหมายเลขจุดตอที่ประกอบกันขึ้นเปนเอลิเมนต และชนิดของเอลิเมนตวาเปน
ของแข็งหรือของไหล โดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE INPUT] 

5.1.2 เรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE SOLVET] เพื่อทําการสรางเอลิเมนต
เมตริกซตาง ๆ โดยจะทําการตรวจสอบเอลิเมนตวาเอลิเมนตใดเปนของแข็งและ    
เอลิเมนตใดเปนของไหลแลวทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต 
จากนั้นทําการรวมเอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอร แลวทําการแกระบบสมการดวย
วิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตเพื่อคํานวณหาคาอุณหภูมิใหมที่จุดตอตาง ๆ  
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5.1.3 เรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE SOLVEUV] เพื่อทําการสรางเอลิเมนต
เมตริกซตาง ๆ สําหรับพจนการพาและการนําความรอนในสมการโมเมนตัมทั้ง 2 
สมการ จากนั้นจะทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต จากนั้นทําการ
รวมเอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอรทั้งคาความเร็ว u และ v แลวทําการแกสมการหา
คาความเร็ว u และ v ใหมที่จุดตอตาง ๆ ดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต จากนั้น
คํานวณหาคาที่ตองใชในเมตริกซสัมประสิทธิ์ตาง ๆของสมการความดัน 

5.1.4 จากนั้นเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE SOLVEP] เพื่อทําการคํานวณตาม
ขั้นตอนตาง ๆ ในบทที่ 4 ดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต โดยในขั้นตอนจะทําการ
เรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE PELE] เพื่อทําการสรางเอลิเมนตตาง ๆ 
ของความดันแลวกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต จากนั้นทําการรวม   
เอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอรของคาความดัน แลวทําการแกหาคาความดันใหม 
แลวทําตามขั้นตอนตาง ๆ ทั้งหมด 10 ขั้นตอน 

5.1.5 นําคาความดันคาใหมที่คํานวณไดจากขอ 5.1.4 มาทําการปรับปรุงคาความเร็ว 
โดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE UPDATE]  

5.1.6 ทําการตรวจสอบการลู เข าของผลลัพธ  โดยจะทําการเรียกโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE ERROR]  โดยที่ ถ าค าความคลาดเคลื่ อนมีค าต่ํ ากว าค า
ความคลาดเคลื่อนที่กําหนดใหดําเนินการตอในขอ 5.1.7 แตถาไมก็ตองกลับไปทํา
การคํานวณตั้งแตหัวขอ 5.1.2 ใหม จนกระทั่งไดคาคลาดเคล่ือนต่ํากวาที่กําหนด
ไว หรือจนกวาคาความคลาดเคลื่อนที่คํานวณไดไมมีการเปลี่ยนแปลง 

5.1.7 พิมพคาผลลัพธที่คํานวณได ซ่ึงไดแกคาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง ความดันและ
อุณหภูมิ ลงในไฟลที่ตองการเพื่อนําไปใชแสดงผลตอไป 

ลําดับขั้นตอนตาง ๆ นี้สามารถสรุปดังแสดงในรูปที่ 5.1 
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สรางเอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการอนุรักษพลังงานและคํานวณหาคาอุณหภูมิใหม 
[SOLVET] โดยทํางานตามขั้นตอนตอไปนี้ 

- สรางเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ ที่ใชในการคํานวณ 

- ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต 
- รวมเอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอร 
- แกระบบสมการดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตเพื่อคํานวณหาคาอุณหภูมิใหม 

สรางเอลิ เมนต เมตริกซสําหรับสมการโมเมนตัม  และคํานวณหาคาความเร็วใหม
[SOLVEUV] โดยข้ันตอนการทํางานเหมือนกับการหาคาอุณหภูมิ  

- คํานวณคาที่ใชในเมตริกซสัมประสิทธิ์ของความดัน [COEFF] 

สรางเอลิเมนตเมตริกซสําหรับสมการความดัน และคํานวณหาคาความดันคาใหม 
[SOLVEP] โดยทํางานตามขั้นตอนในบทที่ 4 ทั้งหมด 10 ขั้นตอน  

- เรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE PELE] เพื่อทําการสรางเอลิเมนต
เมตริกซตาง ๆ 

- ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตในแตละเอลิเมนต 
- รวมเอลิเมนตใหอยูในรูปเวกเตอร 
- แกระบบสมการดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตเพื่อคํานวณหาคาความดันใหม 

ปรับปรุงคาความเร็ว 

 ไมใช

อานขอมูลของปญหา [INPUT]

เร่ิมการทํางาน [MAIN]

ตรวจสอบการลูเขา ?

พิมพผลลัพธที่จุดทุก ๆ จุดตอ [OUTPUT]

ใช

 รูปที่ 5.1  ลักษณะขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม SUPG 
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5.2 รายละเอียดของโปรแกรม SUPG 

 รายละเอียดของโปรแกรม SUPG ไดแสดงไวในภาคผนวก ก. 
 

5.3 ลักษณะของไฟลขอมูลท่ีโปรแกรม SUPG ตองการ 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรมวิเคราะหการไหลแบบหนืดนี้ตองการ สามารถจําแนกออก
เปน 6 สวนยอยไดดังตอไปนี้ 

 
สวนที่ 1  ประโยคอธิบายกํากับลักษณะของไฟล 
 

บรรทัดแรก  ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดที่เปนตัวอักษร 

บรรทัดตอไป ประโยคตาง ๆท่ีมีจํานวนบรรทัดเทาที่ระบุไว 
ตัวอยางเชน:     
 

2 
FINITE ELEMENT DATA FOR CONJUGATE NATURAL CONVECTION  IN A 
CAVITY:   Gr = 1000, Pr = 0.71, K = 1 

 
สวนที่ 2  ขนาดของปญหา พรอมคาที่จะใชในการคํานวณ 
 

บรรทัดแรก  คําระบุจํานวนจุดตอ, เอลิเมนต, เอลิเมนตที่ขอบ, รอบการคํานวณ  
และคาความผิดพลาดที่ยอมใหได 

บรรทัดตอไป ตัวเลขจํานวนจุดตอ, เอลิเมนต, เอลิเมนตที่ขอบ, รอบการคํานวณ  
และคาความผิดพลาดที่ยอมใหได 

ตัวอยางเชน: 
 

NPOIN    NELEM   NBOU   NITER     TOL 
       750     1392     0     2000     5.e-8 
 
หมายเหตุ: จํานวนเอลิเมนตที่ขอบ (NBOU) หมายถึง จํานวนเอลิเมนตที่อยูบนขอบเขตของ
ปญหาซึ่งมีของไหลไหลผาน เชนเอลิเมนตที่ขอบทางเขาของการไหลของของไหลในปญหาที่จะ
พิจารณา เปนตน 
 
สวนที่ 3  คุณสมบัติตาง ๆ ของของไหล 
 

บรรทัดแรก  คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ 

บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาความหนาแนน และคาความหนืดของปญหา 
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ตัวอยางเชน: 
 
DENSITY  VISCOSITY  THERM_EXP  SPEC_CV  Ksolid  Kfluid REF_TEMP  Qgen 
  1.0      0.1          1       7.1       5.0     1.0    1.0      0.0 
 
สวนท่ี 4   ลักษณะของจุดตอ 
 

บรรทัดแรก  คําระบุลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดตอ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอ เงื่อนไขขอบเขตของความเร็วในทิศทาง x  

และ y พรอมกับเงื่อนไขขอบเขตของความดัน ตําแหนงจุดตอในแกน x  

และ y และคาความเร็วในแกน x, y และคาความดัน 
 
ตัวอยางเชน: 
  

NODE IBCU IBCV IBCP IBCT X Y U V P T 
 1 1 1 0 0 -0.2 0.0 0. 0. 0. 0. 
 2 1 1 0 0 -0.16 0.0 0. 0. 0. 0. 
 3 1 1 0 0 -0.12 0.0 0. 0. 0. 0. 
 4 1 1 0 0 -0.08 0.0 0. 0. 0. 0. 
 5 1 1 0 0 -0.04 0.0 0. 0. 0. 0. 
 

 
 
 
 745 0 0 0 0 0.79166 1.0 0. 0. 0. 0. 
 746 0 0 0 0 0.83333 1.0 0. 0. 0. 0. 
 747 0 0 0 0 0.875 1.0 0. 0. 0. 0. 
 748 0 0 0 0 0.91666 1.0 0. 0. 0. 0. 
 749 0 0 0 0 0.95833 1.0 0. 0. 0. 0. 
 750 0 0 0 0 1.0 1.0 0. 0. 0. 0. 
 
หมายเหตุ: เงื่อนไขขอบเขต IBC ของความเร็ว u ในทิศทาง x, ความเร็ว v ในทิศทาง y, 

เงื่อนไขขอบเขตของความดันและเงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิหมายถึง 
 IBC   =   1 จุดตอนั้นถูกกําหนดใหมีคาตามที่ใหไว และไมตองทํา 

การคํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 

IBC   =   0 ใหทําการคํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 

(ถาจุดตอใดเปนของแข็ง ใหแทนคาความเร็ว u และ v เปนศูนย) 
 
สวนท่ี 5  ลักษณะของเอลิเมนต 
 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของเอลิเมนตและชนิดของเอลิเมนต 
บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขของจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็มนาฬิกาที่ประกอบขึ้นเปน 

 เอลิเมนตนั้น ๆ  
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ตัวอยางเชน: 
 
 ELEMENT NO. I J K LTYPE1 LTYP2 
 1 1 8 7 1 0 
 2 1 2 8 1 0 
 3 2 9 8 1 0 
 4 2 3 9 1 0 
 5 3 10 9 1 0 
 
 
 
 
 1388 723 724 748 0 0 
 1389 724 749 748 0 0 
 1390 724 725 749 0 0 
 1391 725 750 749 0 0 
 1392 725 726 750 0 0 
 
หมายเหตุ: LTYPE1 คือเอลิเมนตที่เปนของแข็ง 

หมายถึง  LTYPE1  =  1 คือเอลิเมนตที่เปนของแข็งจะใชคาสัมประสิทธิ์ 
การนําความรอนในของแข็ง Ksolid  

 LTYPE1  =  0 คือเอลิเมนตที่เปนของไหลจะใชคาสัมประสิทธิ์ 
การนําความรอนในของไหล Kfluid 

 LTYPE2 คือเอลิเมนตผลิตความรอนไดเอง 
หมายถึง LTYPE2  =  1 คือเอลิเมนตผลิตความรอนไดเองใชคา Qgen 

 LTYPE2  =  0 คือเอลิเมนตไมสามารถผลิตความรอนได 
(ซ่ึงคาตาง ๆ Ksolid, Kfluid, Qgen อยูในสวนที่ 3) 

 
สวนท่ี 6  เอลิเมนตที่อยูที่ขอบเขตของปญหาที่มีการไหลไหลผานขอบดานนั้น 
 

บรรทัดแรก คําระบุเอลิเมนตขอบเขต  

บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเอลิเมนตที่อยูที่ขอบดังกลาว และหมายเลขจุดตอที่อยูบน 

   ขอบของเอลิเมนตนั้น ๆ (โดยมีจํานวนบรรทัดตองเทากับคา NBOU 

   ที่ใหไวในสวนที่ 2) 
 
ตัวอยางเชน:        
 

 ELEMENT NO.  II JJ 
 32 2 1 
 33 3 2 

 34 4 3 
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8 

3 7 

2 6 

1 5

33

32

4 

34

12

9 

10

11

 
 
 
 

INFLOW  
 
 
 
 
 
 
 
 
หมายเหตุ: ถาในปญหาไมมีเอลิเมนตที่มีคุณสมบัติดังในสวนที่ 6 ใหใสคา NBOU ในสวนที่ 
  2 เทากับหนึ่ง และใสหมายเลขของเอลิเมนตในสวนที่ 6 เทากับศูนยดังนี ้
 

ELEMENT NO. II JJ 
    0          0      0 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรม SUPG ตองการสามารถทําความเขาใจไดดียิ่งขึ้นโดยจะทํา
การพิจารณาตัวอยางการใชโปรแกรมในหัวขอตอไป 
 
 

5.4 ตัวอยางผลการใชโปรแกรม SUPG ในการแกปญหา 

ในหัวขอนี้จะไดแสดงตัวอยางการใชโปรแกรม SUPG ที่ประดิษฐขึ้นในการวิเคราะห
ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในชองปดรูปสี่เหล่ียมโดยที่มีผนังนําความรอน แสดงใน
รูปที่ 5.2  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

0

1 

Solid

 y 

d

g

x 

1.0

0 2

0 

รูปที่ 5.2  ลักษณะของปญหาการถายเทค
โดยที่มีผนังนําความรอน 
1.
วามรอนแบบคอนจูเก
T = 
T = 
Flui
.

ตในชองปดรูปสี่เหล่ียม 
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ปญหาดังกลาวถูกนําไปวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG โดยเริ่มจากการ
สรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตประกอบไปดวย 750 จุดตอและ 1392 เอลิเมนต โดยที่ผนังดานบน
และผนังดานลางเปนฉนวน สวนผนังดานซายมีอุณหภูมิ 1 ในขณะที่ผนังดานขวามีอุณหภูมิต่ําที่ 0 

และคิดแรงเนื่องจากแรงโนมถวงดวย สวนลักษณะไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการนี้สมมติวาชื่อ 
‘NATURAL_CONV.DAT’ โดยมีรายละเอียดดังแสดงในหัวขอขางบน 

เมื่อผูใชทําการคํานวณโดยใชโปรแกรม SUPG โปรแกรมจะถามชื่อไฟลขอมูลซ่ึงผูใชจะ
พิมพตอบกลับไป และจากนั้นโปรแกรมจะทําการคํานวณเปนขั้นตอนดังอธิบายในหัวขอยอย 5.1 
เมื่อการคํานวณสิ้นสุดลง โปรแกรมจะใหผูใชใสช่ือไฟลที่จะบรรจุผลลัพธของความเร็ว, ความดัน 
และอุณหภูมิซ่ึงขั้นตอนทั้งหมดดังกลาวจะปรากฏบนจอคอมพิวเตอรดังแสดงในรูปที่ 5.3  
 
>SUPG      <Enter> 
 
PLEASE ENTER INPUT FILE NAME: 
NATURAL_CONV.DAT 
 
  THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF : 
     NUMBER OF NODES              =    750 
     NUMBER OF ELEMENTS           =   1392 
     NUMBER OF MAX. ITERATION     =   2000 
     SPECIFIED STOPPING TOLERANCE =0.50000E-07 
 
iter =   1  0.100000000E+01  0.100000000E+01  0.251078280E-06  0.563979978E+00 
iter =   2  0.144742927E+00  0.453231945E+00  0.192394865E-06  0.232848975E+00 
iter =   3  0.917488983E+00  0.131809102E+01  0.167424833E-06  0.153034729E+00 
iter =   4  0.156143279E+01  0.151913897E+01  0.148245678E-06  0.114674280E+00 
iter =   5  0.510015933E+00  0.576724704E+00  0.176844069E-06  0.918942178E-01 
iter =   6  0.534134809E+00  0.346500752E+00  0.188221063E-06  0.767490182E-01 
iter =   7  0.449653171E+00  0.263816147E+00  0.174856127E-06  0.659323709E-01 
iter =   8  0.312203836E+00  0.220340547E+00  0.169268369E-06  0.578123107E-01 
iter =   9  0.224862631E+00  0.193835255E+00  0.169164185E-06  0.514876337E-01 
iter =  10  0.180111201E+00  0.174211954E+00  0.162927272E-06  0.464186876E-01 
iter =  11  0.158727581E+00  0.156425511E+00  0.149343883E-06  0.422618004E-01 
iter =  12  0.145556030E+00  0.140367121E+00  0.148842551E-06  0.387873204E-01 
iter =  13  0.134368024E+00  0.126497779E+00  0.148403696E-06  0.358358531E-01 
iter =  14  0.123793688E+00  0.114819061E+00  0.197748990E-06  0.332933812E-01 
iter =  15  0.113770580E+00  0.104872686E+00  0.184527480E-06  0.310763413E-01 
iter =  16  0.104657804E+00  0.966052495E-01  0.169411511E-06  0.291222533E-01 
iter =  17  0.966115948E-01  0.895576448E-01  0.206126430E-06  0.273836015E-01 
iter =  18  0.895689308E-01  0.831902994E-01  0.190826627E-06  0.258237141E-01 
iter =  19  0.833726941E-01  0.773998654E-01  0.203227770E-06  0.244139131E-01 
iter =  20  0.778643604E-01  0.721569500E-01  0.191951793E-06  0.231314988E-01 
iter =  21  0.729205500E-01  0.675531383E-01  0.176658833E-06  0.219583018E-01 
iter =  22  0.684541002E-01  0.635445286E-01  0.162396486E-06  0.208796232E-01 
iter =  23  0.644015866E-01  0.598967922E-01  0.150457450E-06  0.198834517E-01 
iter =  24  0.607130136E-01  0.565544802E-01  0.139668040E-06  0.189598759E-01 
iter =  25  0.573458451E-01  0.534867738E-01  0.213621610E-06  0.181006414E-01 
iter =  26  0.542629396E-01  0.506323173E-01  0.203619098E-06  0.172988111E-01 
iter =  27  0.514319086E-01  0.479934369E-01  0.199894016E-06  0.165485059E-01 
iter =  28  0.488248028E-01  0.456628867E-01  0.191256023E-06  0.158447016E-01 
iter =  29  0.464174677E-01  0.435073619E-01  0.190815432E-06  0.151830721E-01 
iter =  30  0.441891084E-01  0.414941604E-01  0.184496115E-06  0.145598648E-01 
 
 
 
 
 
iter =  200  0.611076159E-03  0.622598028E-03  0.215205139E-06  0.791722748E-04 
iter =  201  0.598119602E-03  0.609183635E-03  0.244152287E-06  0.768029809E-04 
iter =  202  0.585425012E-03  0.596068967E-03  0.205134262E-06  0.745025301E-04 
iter =  203  0.573024482E-03  0.583209598E-03  0.231536881E-06  0.722682610E-04 
iter =  204  0.560857680E-03  0.570646565E-03  0.201714110E-06  0.700992039E-04 
iter =  205  0.548969751E-03  0.558333042E-03  0.223176138E-06  0.679926453E-04 
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iter =  206  0.537303163E-03  0.546303472E-03  0.236392349E-06  0.659476933E-04 
iter =  207  0.525897587E-03  0.534519473E-03  0.214269337E-06  0.639619637E-04 
iter =  208  0.514734526E-03  0.522986579E-03  0.220691598E-06  0.620339382E-04 
iter =  209  0.503805392E-03  0.511699374E-03  0.195136821E-06  0.601620103E-04 
iter =  210  0.493102172E-03  0.500656898E-03  0.212557409E-06  0.583447416E-04 
iter =  211  0.482623706E-03  0.489845165E-03  0.243997395E-06  0.565977230E-04 
iter =  212  0.472352005E-03  0.479283712E-03  0.203563200E-06  0.549215483E-04 
iter =  213  0.462331525E-03  0.468917648E-03  0.230032943E-06  0.533049986E-04 
iter =  214  0.452488127E-03  0.458793885E-03  0.241811324E-06  0.517492761E-04 
iter =  215  0.442836238E-03  0.448904604E-03  0.227172243E-06  0.502489279E-04 
iter =  216  0.433460639E-03  0.439175435E-03  0.236378544E-06  0.488010701E-04 
iter =  217  0.424208089E-03  0.429706680E-03  0.222214029E-06  0.474014296E-04 
iter =  218  0.415210980E-03  0.420399799E-03  0.226592263E-06  0.460501596E-04 
iter =  219  0.406339779E-03  0.411338877E-03  0.240048739E-06  0.447449910E-04 
iter =  220  0.397689508E-03  0.402452329E-03  0.210358921E-06  0.434875413E-04 
iter =  221  0.389234331E-03  0.393747747E-03  0.244190329E-06  0.422693018E-04 
iter =  222  0.380899892E-03  0.385269519E-03  0.208936268E-06  0.410916730E-04 
iter =  223  0.372835806E-03  0.376912373E-03  0.232037282E-06  0.399530129E-04 
iter =  224  0.364841433E-03  0.368795573E-03  0.205736768E-06  0.388478279E-04 
iter =  225  0.357106651E-03  0.360797495E-03  0.222633364E-06  0.377833504E-04 
iter =  226  0.349453654E-03  0.353020732E-03  0.236695699E-06  0.367543594E-04 
iter =  227  0.341999493E-03  0.345389512E-03  0.207083277E-06  0.357575697E-04 
iter =  228  0.334707411E-03  0.337920075E-03  0.213456517E-06  0.347936625E-04 
iter =  229  0.327561201E-03  0.330614200E-03  0.196956155E-06  0.338592826E-04 
iter =  230  0.320584681E-03  0.323460143E-03  0.236800480E-06  0.329548935E-04 
 
 
 
 
 
iter = 470  0.160433711E-05  0.150990618E-05  0.112381582E-06  0.134230596E-06 
iter = 471  0.155783952E-05  0.148064022E-05  0.102807199E-06  0.131057776E-06 
iter = 472  0.150767188E-05  0.145379990E-05  0.117217969E-06  0.127927192E-06 
iter = 473  0.146469434E-05  0.142445961E-05  0.106399407E-06  0.124821672E-06 
iter = 474  0.141761955E-05  0.139824667E-05  0.120254674E-06  0.121762676E-06 
iter = 475  0.137721946E-05  0.137039440E-05  0.107988299E-06  0.118734231E-06 
iter = 476  0.133444826E-05  0.134494106E-05  0.121071096E-06  0.115759823E-06 
iter = 477  0.129691550E-05  0.131884451E-05  0.107612519E-06  0.112823573E-06 
iter = 478  0.125732812E-05  0.129607176E-05  0.119728787E-06  0.109949240E-06 
iter = 479  0.122271331E-05  0.127243586E-05  0.105354567E-06  0.107120508E-06 
iter = 480  0.118544413E-05  0.125168939E-05  0.116270348E-06  0.104358138E-06 
iter = 481  0.115323466E-05  0.122834604E-05  0.101634304E-06  0.101647567E-06 
iter = 482  0.111814942E-05  0.120939685E-05  0.111123352E-06  0.990084595E-07 
iter = 483  0.108750110E-05  0.118802816E-05  0.966474538E-07  0.964263432E-07 
iter = 484  0.105463698E-05  0.117010529E-05  0.104683148E-06  0.939151572E-07 
iter = 485  0.102523526E-05  0.114970044E-05  0.907077235E-07  0.914624039E-07 
iter = 486  0.994947085E-06  0.113341673E-05  0.973978405E-07  0.890805011E-07 
iter = 487  0.967064999E-06  0.111310131E-05  0.843176024E-07  0.867608761E-07 
iter = 488  0.939569722E-06  0.109769392E-05  0.897265294E-07  0.845105542E-07 
iter = 489  0.913223289E-06  0.107703013E-05  0.776488398E-07  0.823201887E-07 
iter = 490  0.888577917E-06  0.106050897E-05  0.820603154E-07  0.801987996E-07 
iter = 491  0.864382507E-06  0.103991836E-05  0.709568368E-07  0.781365041E-07 
iter = 492  0.841841333E-06  0.102196830E-05  0.744387074E-07  0.761440665E-07 
iter = 493  0.820712938E-06  0.100099533E-05  0.643451930E-07  0.742082681E-07 
iter = 494  0.800633968E-06  0.982004986E-06  0.671169574E-07  0.723347636E-07 
iter = 495  0.781981305E-06  0.960851635E-06  0.580395668E-07  0.705166483E-07 
iter = 496  0.764272434E-06  0.941179563E-06  0.602222111E-07  0.687569212E-07 
iter = 497  0.747497943E-06  0.920519935E-06  0.523261767E-07  0.670512071E-07 
iter = 498  0.732021441E-06  0.900878193E-06  0.540211243E-07  0.654054204E-07 
iter = 499  0.716757091E-06  0.880647531E-06  0.475559332E-07  0.638101105E-07 
 
  Start time :  21:29:36:48    
    End time :  21:30:29:37    
                               
 ENTER THE OUTPUT FILE NAME 
 NATURAL_CONV_EBE.OUT   
                               
Stop – Program terminated. 

 
รูปที่ 5.3  ลําดับขั้นตอนที่ปรากฏบนจอคอมพิวเตอรในขณะใชโปรแกรม SUPG  

      โดยใชวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนต  
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 โดยที่ผลลัพธของคาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง, ความดันและอุณหภูมิ ซ่ึงบรรจุอยูใน
ไฟล “NATURAL_CONV_EBE.OUT” ไดแสดงในรูปที่ 5.4 
 
    NODE      U             V            P       T      
     1     0.00000E+00   0.00000E+00   0.73145E+01   0.10000E+01 
     2     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72833E+01   0.96085E+00 
     3     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72425E+01   0.92164E+00 
     4     0.00000E+00   0.00000E+00   0.71909E+01   0.88233E+00 
     5     0.00000E+00   0.00000E+00   0.71299E+01   0.84287E+00 
     6     0.00000E+00   0.00000E+00   0.70668E+01   0.80322E+00 
     7     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67715E+01   0.10000E+01 
     8     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67455E+01   0.96087E+00 
     9     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67136E+01   0.92170E+00 
    10     0.00000E+00   0.00000E+00   0.66731E+01   0.88241E+00 
    11     0.00000E+00   0.00000E+00   0.66241E+01   0.84297E+00 
    12     0.00000E+00   0.00000E+00   0.65708E+01   0.80333E+00 
    13     0.00000E+00   0.00000E+00   0.62148E+01   0.10000E+01 
    14     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61961E+01   0.96096E+00 
    15     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61725E+01   0.92187E+00 
    16     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61426E+01   0.88266E+00 
    17     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61053E+01   0.84329E+00 
    18     0.00000E+00   0.00000E+00   0.60616E+01   0.80369E+00 
    19     0.00000E+00   0.00000E+00   0.56398E+01   0.10000E+01 
    20     0.00000E+00   0.00000E+00   0.56287E+01   0.96111E+00 
 
 
 
 
 
 
   350    -0.17535E+00   0.16922E+00   0.24508E+01   0.50322E+00 
   351    -0.19402E+00   0.12852E+00   0.24660E+01   0.46786E+00 
   352    -0.20796E+00   0.84971E-01   0.24861E+01   0.43357E+00 
   353    -0.21675E+00   0.39745E-01   0.25108E+01   0.40028E+00 
   354    -0.22016E+00  -0.61952E-02   0.25395E+01   0.36788E+00 
   355    -0.21810E+00  -0.51967E-01   0.25716E+01   0.33624E+00 
   356    -0.21063E+00  -0.96657E-01   0.26060E+01   0.30518E+00 
   357    -0.19796E+00  -0.13912E+00   0.26414E+01   0.27456E+00 
   358    -0.18044E+00  -0.17790E+00   0.26761E+01   0.24422E+00 
   359    -0.15859E+00  -0.21116E+00   0.27084E+01   0.21402E+00 
   360    -0.13318E+00  -0.23649E+00   0.27362E+01   0.18383E+00 
   361    -0.10527E+00  -0.25090E+00   0.27577E+01   0.15358E+00 
   362    -0.76321E-01  -0.25071E+00   0.27708E+01   0.12319E+00 
   363    -0.48270E-01  -0.23144E+00   0.27741E+01   0.92620E-01 
   364    -0.23565E-01  -0.18775E+00   0.27667E+01   0.61884E-01 
   365    -0.54909E-02  -0.11322E+00   0.27469E+01   0.30988E-01 
   366     0.00000E+00   0.00000E+00   0.27062E+01   0.00000E+00 
   367    -0.35901E-02   0.13571E+00   0.18434E+01   0.77712E+00 
   368    -0.14849E-01   0.22092E+00   0.18266E+01   0.73812E+00 
   369    -0.31685E-01   0.26730E+00   0.18148E+01   0.69916E+00 
   370    -0.51779E-01   0.28434E+00   0.18057E+01   0.66046E+00 
 
 
 
 
 
 
   730     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.68204E+01   0.73335E+00 
   731     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.68835E+01   0.70428E+00 
   732     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.69693E+01   0.67517E+00 
   733     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.70740E+01   0.64583E+00 
   734     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.71941E+01   0.61609E+00 
   735     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.73258E+01   0.58576E+00 
   736     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.74661E+01   0.55468E+00 
   737     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.76122E+01   0.52267E+00 
   738     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.77616E+01   0.48958E+00 
   739     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.79120E+01   0.45528E+00 
   740     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.80613E+01   0.41966E+00 
   741     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.82075E+01   0.38265E+00 
   742     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.83484E+01   0.34424E+00 
   743     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.84814E+01   0.30444E+00 
   744     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.86036E+01   0.26335E+00 
   745     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.87108E+01   0.22110E+00 
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   746     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.87982E+01   0.17789E+00 
   747     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88598E+01   0.13394E+00 
   748     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88898E+01   0.89511E-01 
   749     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88859E+01   0.44805E-01 
   750     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88540E+01   0.00000E+00 

 
รูปที่ 5.4  ลักษณะผลลัพธของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

                                       ที่อยูในไฟลช่ือ “NATURAL_CONV_EBE.OUT” 
 
5.5 ผลการเปรียบเทียบวิธีแกสมการเชิงเสนดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตกับระเบียบวิธีการทำซ้ํา

แบบเกาส-ไซเดล 
 

ในหัวขอนี้จะทําการเปรียบเทียบระหวาง 2 วิธีโดยที่วิธีเอลิเมนตโดยเอิเมนต โดยทฤษฎีได
แสดงไวในบทที่ 4 และแสดงผลจากโปรแกรมคอมพิวเตอร ไวในหัวขอที่ 5.4 กับวิธีเกาส-ไซเดล 
โดยจะแสดงขั้นตอนของคา Error ไดแสดงในรูปที่ 5.5 

 
 

>SUPG      <Enter> 
 
PLEASE ENTER INPUT FILE NAME: 
NATURAL_CONV.DAT 
 
  THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF : 
     NUMBER OF NODES              =    750 
     NUMBER OF ELEMENTS           =   1392 
     NUMBER OF MAX. ITERATION     =   2000 
     SPECIFIED STOPPING TOLERANCE =0.50000E-07 
 
iter =    1  0.100000000E+01  0.628365271E+01  0.100000000E+01  0.931060300E+00 
iter =    2  0.307630486E+00  0.482960066E+01  0.704852362E+00  0.746985369E+00 
iter =    3  0.309060201E+00  0.169801703E+01  0.290828071E+00  0.598756188E+00 
iter =    4  0.547511040E+00  0.159051308E+01  0.431749289E+00  0.478392557E+00 
iter =    5  0.295897484E+00  0.165019023E+01  0.106117290E+01  0.381205852E+00 
iter =    6  0.190482760E+00  0.692103554E+00  0.624361630E+00  0.304726247E+00 
iter =    7  0.328341427E+00  0.310207643E+00  0.246474330E+00  0.244371302E+00 
iter =    8  0.217316497E+00  0.429562123E+00  0.226490174E+00  0.195508047E+00 
iter =    9  0.612709529E-01  0.287422103E+00  0.156886727E+00  0.155580590E+00 
iter =   10  0.102046708E+00  0.123377021E+00  0.924936620E-01  0.122962522E+00 
iter =   11  0.108986476E+00  0.153468158E+00  0.124756888E+00  0.982351908E-01 
iter =   12  0.578156185E-01  0.100150530E+00  0.805714363E-01  0.786833128E-01 
iter =   13  0.374519669E-01  0.377813165E-01  0.231053533E-01  0.623504791E-01 
iter =   14  0.456389313E-01  0.560019284E-01  0.512761612E-01  0.486795759E-01 
iter =   15  0.363690080E-01  0.435271673E-01  0.437959966E-01  0.380648170E-01 
iter =   16  0.190473144E-01  0.162330115E-01  0.163477202E-01  0.313152521E-01 
iter =   17  0.166054686E-01  0.236329395E-01  0.193265465E-01  0.268522058E-01 
iter =   18  0.150713586E-01  0.213768036E-01  0.226613296E-01  0.233089523E-01 
iter =   19  0.112289707E-01  0.965349561E-02  0.134651425E-01  0.201308033E-01 
iter =   20  0.886845917E-02  0.107917094E-01  0.136420694E-01  0.173825059E-01 
 
 
 
 
 
 
iter = 1000  0.267314934E-05  0.187735481E-05  0.332630200E-05  0.139797251E-04 
iter = 1001  0.267421510E-05  0.165648122E-05  0.277634975E-05  0.139629930E-04 
iter = 1002  0.266366103E-05  0.171642680E-05  0.312318683E-05  0.139463462E-04 
iter = 1003  0.265306311E-05  0.161222986E-05  0.270830555E-05  0.139296662E-04 
iter = 1004  0.263041284E-05  0.173253957E-05  0.313214876E-05  0.139130924E-04 
iter = 1005  0.265548760E-05  0.180277771E-05  0.329096821E-05  0.138965032E-04 
iter = 1006  0.269014856E-05  0.188014488E-05  0.354845273E-05  0.138799538E-04 
iter = 1007  0.261473126E-05  0.164052299E-05  0.291965600E-05  0.138633917E-04 
iter = 1008  0.263171767E-05  0.165134553E-05  0.294909833E-05  0.138468713E-04 
iter = 1009  0.269642699E-05  0.185777838E-05  0.352203708E-05  0.138303304E-04 
iter = 1010  0.262247215E-05  0.162739851E-05  0.287155820E-05  0.138137883E-04 
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iter = 1011  0.262602019E-05  0.174707824E-05  0.319374453E-05  0.137973171E-04 
iter = 1012  0.268039348E-05  0.171072492E-05  0.261204244E-05  0.137808575E-04 
iter = 1013  0.262086427E-05  0.171441520E-05  0.306241280E-05  0.137644692E-04 
iter = 1014  0.263233887E-05  0.173465935E-05  0.311629525E-05  0.137480292E-04 
iter = 1015  0.261145235E-05  0.178738545E-05  0.318128227E-05  0.137316190E-04 
iter = 1016  0.260248472E-05  0.164546333E-05  0.287722751E-05  0.137152077E-04 
iter = 1017  0.262510480E-05  0.178167507E-05  0.310194711E-05  0.136989094E-04 
iter = 1018  0.262449307E-05  0.154121202E-05  0.266213755E-05  0.136826371E-04 
iter = 1019  0.263103169E-05  0.160136739E-05  0.273746416E-05  0.136663987E-04 
iter = 1020  0.262636735E-05  0.161965823E-05  0.273861216E-05  0.136500796E-04 
 
 
 
 
 
 
iter = 1980  0.266650182E-05  0.628119478E-06  0.946079443E-06  0.429440148E-05 
iter = 1981  0.269078528E-05  0.676710075E-06  0.125564242E-05  0.428920996E-05 
iter = 1982  0.266356436E-05  0.562133068E-06  0.829681250E-06  0.428398295E-05 
iter = 1983  0.267445454E-05  0.587901709E-06  0.110397278E-05  0.427882961E-05 
iter = 1984  0.265519200E-05  0.520247331E-06  0.803330254E-06  0.427361844E-05 
iter = 1985  0.268619724E-05  0.671981429E-06  0.131943486E-05  0.426844747E-05 
iter = 1986  0.265633137E-05  0.523687723E-06  0.796514160E-06  0.426323800E-05 
iter = 1987  0.265952730E-05  0.570285966E-06  0.794610661E-06  0.425809924E-05 
iter = 1988  0.272076923E-05  0.639477160E-06  0.117175923E-05  0.425294343E-05 
iter = 1989  0.264615740E-05  0.558536537E-06  0.983713699E-06  0.424774596E-05 
iter = 1990  0.265767729E-05  0.510336771E-06  0.707664207E-06  0.424262412E-05 
iter = 1991  0.264293810E-05  0.539045946E-06  0.857870416E-06  0.423750536E-05 
iter = 1992  0.264440059E-05  0.561604363E-06  0.995314362E-06  0.423236652E-05 
iter = 1993  0.264806320E-05  0.562109000E-06  0.103975843E-05  0.422722401E-05 
iter = 1994  0.267928653E-05  0.665497287E-06  0.112923029E-05  0.422208732E-05 
iter = 1995  0.264418785E-05  0.526675964E-06  0.927788499E-06  0.421698285E-05 
iter = 1996  0.263528018E-05  0.489916054E-06  0.856883988E-06  0.421188043E-05 
iter = 1997  0.262384230E-05  0.574177036E-06  0.913791738E-06  0.420675340E-05 
iter = 1998  0.262586008E-05  0.543763925E-06  0.947275658E-06  0.420162876E-05 
iter = 1999  0.264610807E-05  0.742618034E-06  0.120287347E-05  0.419652231E-05 
iter = 2000  0.266021426E-05  0.774911828E-06  0.130750105E-05  0.419140470E-05 
 
  Start time :  21:42:29:54                                                        
    End time :   4:49:10:00                                                        
                                                                                   
 ENTER THE OUTPUT FILE NAME 
 NATURAL_CONV_GAUSS.OUT  
 
Stop – Program terminated.                                                         
 

 
รูปที่ 5.5  ลําดับขั้นตอนที่ปรากฏบนจอคอมพิวเตอรในขณะใชโปรแกรม SUPG 

           โดยใชวิธีเกาส-ไซเดล 
 
 โดยที่ผลลัพธของคาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง, ความดันและอุณหภูมิ ซ่ึงบรรจุอยูใน
ไฟล “NATURAL_CONV_GAUSS.OUT” ไดแสดงในรูปที่ 5.6 
 
    NODE          U             V            P         T      
     1     0.00000E+00   0.00000E+00   0.73244E+01   0.10000E+01 
     2     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72931E+01   0.96082E+00 
     3     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72523E+01   0.92156E+00 
     4     0.00000E+00   0.00000E+00   0.72006E+01   0.88219E+00 
     5     0.00000E+00   0.00000E+00   0.71396E+01   0.84268E+00 
     6     0.00000E+00   0.00000E+00   0.70764E+01   0.80299E+00 
     7     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67811E+01   0.10000E+01 
     8     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67552E+01   0.96085E+00 
     9     0.00000E+00   0.00000E+00   0.67232E+01   0.92161E+00 
    10     0.00000E+00   0.00000E+00   0.66828E+01   0.88227E+00 
    11     0.00000E+00   0.00000E+00   0.66337E+01   0.84278E+00 
    12     0.00000E+00   0.00000E+00   0.65804E+01   0.80310E+00 
    13     0.00000E+00   0.00000E+00   0.62243E+01   0.10000E+01 
    14     0.00000E+00   0.00000E+00   0.62056E+01   0.96094E+00 
    15     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61820E+01   0.92179E+00 
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    16     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61520E+01   0.88252E+00 
    17     0.00000E+00   0.00000E+00   0.61147E+01   0.84310E+00 
    18     0.00000E+00   0.00000E+00   0.60710E+01   0.80345E+00 
    19     0.00000E+00   0.00000E+00   0.56490E+01   0.10000E+01 
    20     0.00000E+00   0.00000E+00   0.56380E+01   0.96108E+00 
 
 
 
 
 
 
   350    -0.17535E+00   0.16920E+00   0.24591E+01   0.50273E+00 
   351    -0.19403E+00   0.12846E+00   0.24743E+01   0.46736E+00 
   352    -0.20797E+00   0.84890E-01   0.24943E+01   0.43307E+00 
   353    -0.21676E+00   0.39646E-01   0.25190E+01   0.39978E+00 
   354    -0.22016E+00  -0.63047E-02   0.25477E+01   0.36738E+00 
   355    -0.21809E+00  -0.52067E-01   0.25798E+01   0.33575E+00 
   356    -0.21061E+00  -0.96723E-01   0.26142E+01   0.30472E+00 
   357    -0.19793E+00  -0.13918E+00   0.26496E+01   0.27412E+00 
   358    -0.18039E+00  -0.17791E+00   0.26843E+01   0.24381E+00 
   359    -0.15852E+00  -0.21119E+00   0.27167E+01   0.21365E+00 
   360    -0.13309E+00  -0.23647E+00   0.27445E+01   0.18350E+00 
   361    -0.10519E+00  -0.25077E+00   0.27658E+01   0.15330E+00 
   362    -0.76258E-01  -0.25054E+00   0.27788E+01   0.12296E+00 
   363    -0.48235E-01  -0.23132E+00   0.27821E+01   0.92445E-01 
   364    -0.23549E-01  -0.18762E+00   0.27748E+01   0.61766E-01 
   365    -0.54875E-02  -0.11314E+00   0.27549E+01   0.30928E-01 
   366     0.00000E+00   0.00000E+00   0.27143E+01   0.00000E+00 
   367    -0.35951E-02   0.13576E+00   0.18513E+01   0.77684E+00 
   368    -0.14861E-01   0.22098E+00   0.18345E+01   0.73780E+00 
   369    -0.31707E-01   0.26726E+00   0.18228E+01   0.69880E+00 
   370    -0.51804E-01   0.28430E+00   0.18138E+01   0.66006E+00 
 
 
 
 
 
 
   731     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.68781E+01   0.70383E+00 
   732     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.69640E+01   0.67469E+00 
   733     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.70688E+01   0.64533E+00 
   734     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.71889E+01   0.61557E+00 
   735     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.73207E+01   0.58522E+00 
   736     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.74610E+01   0.55413E+00 
   737     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.76072E+01   0.52211E+00 
   738     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.77566E+01   0.48902E+00 
   739     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.79070E+01   0.45473E+00 
   740     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.80562E+01   0.41912E+00 
   741     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.82024E+01   0.38213E+00 
   742     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.83431E+01   0.34375E+00 
   743     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.84761E+01   0.30399E+00 
   744     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.85980E+01   0.26294E+00 
   745     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.87052E+01   0.22076E+00 
   746     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.87924E+01   0.17760E+00 
   747     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88539E+01   0.13372E+00 
   748     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88838E+01   0.89362E-01 
   749     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88799E+01   0.44730E-01 
   750     0.00000E+00   0.00000E+00  -0.88480E+01   0.00000E+00 
 

รูปที่ 5.6  ลักษณะผลลัพธของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

                                      ที่อยูในไฟลช่ือ “NATURAL_CONV_GAUSS.OUT” 
 
 จากรูปที่ 5.3 กับ 5.5 จะเห็นไดวาว ิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตจะใชเวลาในการคํานวณ 53 

วินาทีและวิธีเกาส-ไซเดลจะใชเวลาในการคํานวณประมาณ 7 ช่ัวโมง ซ่ึงจะเห็นไดวาวิธีเอลิเมนต
ตอเอลิเมนตจะคํานวณไดเร็วกวา แตการลูเขาสูคําตอบในแตละ iteration วิธีเกาส-ไซเดล จะลูเขาสู
คําตอบไดเร็วกวาระเบียบวิธีการทําซ้ําแบบยาโคบี (Jacobi Iteration) เพราะวิธีเกาส-ไซเดลจะทํา
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การปรับปรุงคาตาง ๆ เมื่อทําการคํานวณในแตละครั้ง สวนวิธียาโคบี จะปรับปรุงคาพรอม ๆ กัน 
ทั้งหมดเมื่อคํานวณผานไปหนึ่งรอบ 
 
 จากนั้นทําการหาคาความผิดพลาดโดยแสดงในรูปของกราฟเพื่อความเขาใจยิ่งขึ้น โดยจะ
แสดงผลการลูเขาของผลลัพธของคาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง, ความดันและอุณหภูมิ โดยการ
ทําซ้ํา 499 คร้ัง ซ่ึงแสดงในรูปที่ 5.7(ก-ง) 
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รูปที่ 5.7  การเปรียบเทียบคาความผิดพลาดที่ไดจากวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตและวิธีเกาส-ไซเดล 
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จากนั้นทําการเปรียบเทียบการกระจายของอุณหภูมิที่บริเวณผิวลอยตอระหวางของแข็ง
และของไหลที่ x = 0 โดยแสดงในรูปที่ 5.8 
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รูปที่ 5.8  การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิที่ผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหล 

      ดวยวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตและวิธีเกาส-ไซเดล 
 

จากรูปที่ 5.8 จะเห็นไดวาทั้งสองวิธีที่ไดกลาวมาขางตนนั้นจะใหผลของคําตอบมีคาใกล
เคียงกัน ซ่ึงในวิทยานิพนธนี้จะใชวิธีเอลิเมนตตอเอลิเมนตเพื่อการแกปญหาการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกต เนื่องจากระยะเวลาที่ใชในการคํานวณนอยกวา และใหผลลัพธที่นาพอใจ 

 



บทที่  6 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
 
 

ในบทนี้จะเปนการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น เพื่อใชในการวิเคราะห
ปญหาการการถายเทความรอนในของแข็งและการไหล โดยจะแบงปญหาในการวิเคราะหออกเปน
สองสวนดวยกัน ในสวนแรกจะเปนการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนในของแข็ง โดยจะนํา
โปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นไปทดสอบกับปญหาพื้นฐานที่มีผลเฉลยแมนตรงจํานวน 2 ปญหาดวยกัน
เพื่อเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม ในสวนที่สองจะเปนการวิเคราะหปญหาการไหล
แบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัว โดยจะนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นไปทดสอบกับปญหา       
พื้นฐานที่มีผลเฉลยแมนตรงจํานวน 2 ปญหาเพื่อเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมและ
ทําการวิเคราะหปญหาที่มีความซับซอนมากยิ่งขึ้นจํานวณ 2 ปญหา ดังนี้  
 
6.1 การตรวจสอบปญหาการถายเทความรอนในของแข็ง 
 

6.1.1 ปญหาการนําความรอนในสองมิติของแผนบางรูปสี่เหล่ียม (Conduction in     
           Rectangular Plate)  
 
สําหรับปญหานี้เปนตัวอยางการจําลองปญหาการนําความรอนดวยระเบียบวิธีไฟไนต      

เอลิเมนต โดยลักษณะของปญหาเปนการนําความรอนในแผนสี่เหล่ียม ซ่ึงแสดงในรูปที่ 6.1 มีการ
กําหนดใหขอบที่ผนังดานซายมีอุณหภูมิ 100 ขณะที่ผนังดานบนและดานขวากําหนดใหมีอุณหภูมิ
เทากับ 0 สวนขอบผนังดานลางกําหนดใหเปนฉนวน สําหรับสมการเชิงอนุพันธที่ใชในการแก
ปญหาจะพิจารณาเฉพาะเทอมของการแพรที่มีตัวแปรไมทราบคาคือ T  ซ่ึงมีรูปแบบของสมการ  
ดังนี้ 

0
y
T

x
T

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂       (6.1) 

โดยมีเงื่อนไขขอบเขตคือ 

( )y,0T   = 100    (6.2ก) 

( )y,20T  = 0    (6.2ข) 

( 0,x
y
T
∂
∂ ) = 0    (6.2ค) 

( )10,xT  = 0    (6.2ง) 
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 y 
 

10  T = 0  

T = 0  

ผนังหุมฉนวน

T = 100  

20 
x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.1  ลักษณะของปญหาการนําความรอนของแผนบางรูปสี่เหล่ียม 
 
 
ปญหานี้มีผลเฉลยแมนตรงดังนี ้
 

  ( )y,xT ( ) ( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

π−
= ∑

∞

=

y
20

1n2cosx20
20

1n2sinhA
1n

n     (6.3) 

 

โดยที ่  nA

( )

( )[ ]π−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π−

=
∫

1n2sinh

dyy
20

1n2cos20
10

0  

 

  ( )
( )

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π−

π−
=

2
1n2sin

1n2
400     (6.4) 

 

เมื่อ   n ...,3,2,1=

 
การวิเคราะหปญหาเริ่มจากการสรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงประกอบดวย 1,891      

จุดตอและ 3,600 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.2 
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 T = 100  
 
 

 
 

รูปที่ 6.2  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพรอมเงื่อนไขขอบเขตปญหาการนําความรอน 

                          ของแผนบางรูปสี่เหล่ียม 
 
 

รูปที่ 6.3  การกระจายตัวของอุณหภูมิจากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใน 

                      ปญหาการนําความรอนของแผนบางรูปสี่เหล่ียม 

 

T = 0  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

T = 0  

ผนังหุมฉนวน

50.0  
37.5  
26.0  
12.5  
  0.0  

100.0  
87.5  
75.0  
62.5  
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รูปที่ 6.4  แสดงอุณหภูมิที่ขอบผนังดานลางของแผนบางที่ตําแหนง ระหวางผลลัพธ 
                      จากการคํานวณดวยว SUPG กับผลเฉลยแมนต

จากการใชขนาดเอลิเมนตดังที่กลาวมาจะไดผลการกระจายตัวของอุณหภูมิดังแสดงใน    
รูปท นบาง  ๆ 

ับผลเฉลยแมนตรงในสมการ 
(6.3) ผล

 [26,27] 

สําหรับปญหานี้เปนตัวอยางการจําลองปญหาการแพรกระจายความรอนภายใตสถานะอยู
ตัวในสอ สดงใน 
รูปที่ 6.5 ซ่ึงกอใหเกิดเสนชั้นของอุณหภูมิ (Temperature Contours) ในระดับต  ๆ กัน
ผลมาจา

 
 100
 
 80

5 10 15 200

T 

x 

Exact Solution 
SUPG

 
 

60 
 
 40
 
 20
 
 

0 
 
 
 

 0x =  
  ิธี รง 
 

ี่ 6.3 และเมื่อทําการเปรียบเทียบอุณหภูมิบริเวณผนังดานลางของแผ ที่ตําแหนง x  ตาง
ระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตก

ลัพธที่ไดแสดงในรูปที่ 6.4 จะเห็นไดวาผลที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลยแมนตรงมี
ความสอดคลองกันเปนอยางด ี
 
 

6.1.2 ปญหาการแพรกระจายความรอนโดยมีปริมาณความรอนท่ีผิวแตกตางกัน 

 

งมิติบนพื้นที่ขนาดกวางและยาวหนึ่งหนวยดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดังแ
าง อันเปน

กคาของการผลิตความรอนไดเองตามตําแหนงตาง ๆ นั้นมีคาตางกัน สมการเชิงอนุพันธ
ยอยสําหรับปญหาการแพรกระจายความรอนนี้คือ 

 

 
k
Q

y
T

x
T

2

2

2

2

−=
∂
∂

+
∂
∂     (6.5) 
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        รูปที ่6.5  ผลเฉลยแมนตรงแสดงระดับของอุณหภูมิดวยเสนชั้นเนื่องจาก 

      การแพรกระจายความรอนในสองมิติ  

ดยที ่

  

x

y S

T = 0  

T = 0  

T = 0  

T = 0  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
โ

( )( )( ) ( ) ( ) ⎥
⎥
⎦β+

2212k
 
⎤⎡ −βα−α 2 x1xx21Q

⎢
⎢
⎣

+
β+

−β−= −
2

1

12
tany1y2

 

 ( ) ( )
( )

( )
( ) ⎥⎦

⎥
⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

β+

−βα
+

β+
−α

−β−+ −
22

2

2
1

12
y1y

12
y21tanx1x2              (6.6ก) 

 

ื่อ                        ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

+
α=β 8.0

2
yx  เม           (6.6ข) 

 

 ขตของปญหานี้คือการกําหนดอุณหภูมิตลอดขอบทั้ง 4 ดานใหมีคาเทาก
ุณหภู ิบนพื้ ี่ส่ีเหล ี้คือ 

 
เงื่อนไขขอบเ ับ

ศูนยแลว ผลเฉลยแมนตรงจะมีลักษณะการกระจายของอ ม นท ี่ยมน  
 

( ) ( ) ( ) β−−= −1tany1yx1xy,xT                                     (6.7) 

อุณหภูมิต่ํา
ากบริเวณดานซายลางของภาพไปสูอุณหภูมิสูงในบริเวณดานขว

 
โดยที่คาพารามิเตอร α  ในสมการ (6.6ข) แสดงถึงความชันของการเปลี่ยนแปลงของ
จ าบนซึ่งจะสังเกตไดจากจํานวน
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เสนชั้นที่เบียดชิดกัน ําหรับผลลัพธของเสนชั้นที่แสดงในรูปที่ 6.5 นี้ คาพารามิเตอร  ส α  ถูก
กําหนดใหมีคาเทากับ 50  
 

การวิเคราะหปญหาเริ่มจากการสรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงประกอบดวย 1,681      
ดตอและ 3,200 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.6 (ก) และลักษณะการกระจายของระดับอุณหภูมิที่
แสดงดว

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
มรอนในสองมิติดวยก ลี่ยม 

 

ดยม
ของเสน

 

 
จุ

ยเสนชั้น ดังแสดงในรูปที่ 6.6 (ข) ซ่ึงจะเห็นไดวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตสามารถแกปญหา
การแพรกระจายความรอนได แตในขณะเดียวกันไดแสดงถึงความคลาดเคลื่อน (Error) และเกิด
การสั่นของผลลัพธ ซ่ึงเกิดเนื่องจากการแบงโดเมนของเอลิเมนตนั้น มีขนาดไมเพียงพอ ดังแสดงใน
รูปที่ 6.6 (ข) 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

     (ข)  เสนชั้นแสดงระดับการ 
     กระจายของอุณหภูม ิ

     (ก)  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 
             1,681 จุดตอ 3,200 เอลิเมนต  

รูปที่ 6.6  ปญหาการแพรกระจายควา ารใชเอลิเมนตแบบสามเห

เพื่อใหผลลัพธมีความเที่ยงตรงยิ่งขึ้นเราจึงทําการลดขนาดของเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลง
ีจํานวน 3,721 จุดตอและ 7,200 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.7 (ก) และลักษณะการกระจายโ
ชั้นอุณหภูมิไดแสดงในรูปที่ 6.7 (ข) ผลที่ไดจากการลดขนาดเอลิเมนตนั้นจะทําใหการสั่น

ลดลง จากนั้นทําการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิตามทิศทาง S ดังแสดงในรูปที่ 6.8 จะเห็นได
วาขณะที่ใชจํานวนเอลิเมนตขนาดใหญ ผลลัพธที่ไดยังเกิดความคลาดเคลื่อนและเมื่อทําการลด
ขนาดของเอลิเมนตลงจะทําใหผลลัพทที่เกิดขึ้นเขาใกลกับผลเฉลยแมนตรงดียิ่งขึ้น 
 
 
 



  
 
 

82

 
 
 
 
 

 
มร ในสองมิติดวยการ ลี่ยม 

 
 

 
รูปที่ 6.8  แสดงการกระจายของอุณหภูมิ ตามทิศทาง จากการคํานวณ 

           ดวย SUPG กับผลเฉลยแมนตรง  
 

(ก)  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 
              3,721 จุดตอ 7,200 เอลิเมนต 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปที่ 6.7  ปญหาการแพรกระจายควา อน ใชเอลิเมนตแบบสามเห

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  (ข)  เสนชั้นแสดงระดับการ 
  กระจายของอุณหภูมิ 

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

0.5 1.0 1.5
S T 

SUPG
Exact Solution

20036811 ,, ×

20077213 ,, × SUPG

 S  
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6.2 การตรว
 

.2.1 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานอันเนื่องมาจากความหนืด (Couette Flow)           
[28, 13] 

หนืดแตไมอัดตัวร ื้องต าร
ไฟไนตเอลิเมนตระหวางโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนกับผลเฉลยแมนตรงได ลักษณะของ
ปญหาน

 

รูปท ษณะของปญหาการไหลแบบหนืดระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด 

รูปแบบการกระจายของความเร็ว สําหรับปญหานี้สามารถประดิษฐขึ้นไดโดยกําหนดให
ลักษ ตัม
ในแนวแกน x สามารถลดรูปลงมาเปน 

จสอบปญหาการไหลแบบหนืดในสองมิต ิ

6

ลักษณะของปญหาไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืดเปนปญหาการไหลแบบ
ะหวางแผนเรียบสองแผน ซ่ึงสามารถตรวจสอบความถูกตองเบ นของสมก

ี้ไดแสดงในรูปที่ 6.9 โดยที่แผนลางกําหนดใหมีการเคลื่อนที่ในแนวแกน x ดวยความเร็ว u 

เทากับ –0.5 ในขณะที่แผนบนมีการเคลื่อนที่ในแนวแกน x ดวยความเร็ว u เทากับ 1.0 และกําหนด
ใหระยะหางระหวางแผนคูขนานเทากับ 1  

 

 
y

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

u  = 1.0 

 = -0.5
1

1

x
u

ี่ 6.9  ลัก

ณะของการไหลไมมีการเปลี่ยนแปลงในแนวแกน x ซ่ึงจะทําใหสมการเชิงอนุรักษโมเมน
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 2

2

y
u

∂
∂  0=     (6.8) 

หากทําการอินทิเกรตสมการ (6.8) สองครั้ง จะได 

( )yu  ByA +=     (6.9) 

จากนั้นทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดังตอไปนี้ 

( )0y,xu =     =    -0.5                                            (6.10ก) 

( )1y,xu =      =     1.0                                            (6.10ข) 

เมื่อทําการแทนคาสมการ (6.10ก) และ (6

สมการดังกลาวไดคือ A = 1.5 และ B = -0.5 ดังนั้นรูปแบบการกระจายความเร็วตามแนวแกน y ท่ี
ตําแหนง x ใด ๆ คือ 
 

.10ข) ลงในสมการ (6.9) จะสามารถหาคาคงที่ใน      

  ( )yu  5.0y5.1 −=   (6.11) 

ปญหาดังกลาวถูกนําไปวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG โดยเร่ิมจากการ
รางรูปแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 6.10 ซ่ึงรูปแบบดังกลาวประกอบไปดวย 
 จุดตอ และ 72 เอลิเมนต โดยกําหนดใหความดันมีคาเท ับศูนยตลอดขอบในแนวดิ่ง

ซายและขวาของโดเมนการค

สดงในรูปที่ 6.12 ผลลัพธที่ไดมีคาเทากับผลเฉลยแมนตรง 

 

ส
49 าก ทางดาน

ํานวณ 

ผลลัพธจากการคํานวณที่ไดจากไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม จะมีลักษณะการกระจายตัวดัง
แสดงในรูปที่ 6.11 และเมื่อนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ตําแหนง x ตาง ๆ กัน ไดแก
ตําแหนง x  = 0.0, 0.5 และ 1.0 ดังแ
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            การไหลระหวางแผนคูขนา นืด 

 

 
 
 
 
 

รูปที่ 6.11  เวกเตอรของความเร็วสําหรับปญหาการไหล 

            ระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.10  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพรอมเงื่อนไขขอบเขตของปญหา 
นเนื่องจากความห

 

 

 

 

u  = -0.5,  = 0 v

y

u  = 1,  = 1v

x

p = 0 p = 0 

49 จุดตอ 

72 เอลิเมนต 
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ร เปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลยแมนตรง 
               ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหน  ณ ตําแหนงตาง ๆ 

สําหรับปญหานี้เปนปญหาที่เกี่ยวกับการเคลื่อนที่ของของไหลระหวางผิววัตถุที่มีการ
ลื่อนที่สัมพัทธ อรนัล) กับแบริ่ง ซ่ึงมีกลไกการหลอล่ืน     

ดังแสดงในร
 

 
 
 
 

รูป ไกการหลอล่ืนของเจอร

y

 = 0.75 

 = 1.00 

 = 0.0  = 0.5  = 1.0

               ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหน  ณ ตําแหนงตาง ๆ 

สําหรับปญหานี้เปนปญหาที่เกี่ยวกับการเคลื่อนที่ของของไหลระหวางผิววัตถุที่มีการ
ลื่อนที่สัมพัทธ อรนัล) กับแบริ่ง ซ่ึงมีกลไกการหลอล่ืน     

ดังแสดงในร
 
 

 
 
 
 

รูป ไกการหลอล่ืนของเจอร

y y y

u

u

u  = 0.75 

u

u

u  = 1.00 

u

x  = 0.0 x  = 0.5 x  = 1.0

y y

u

u

 = 0.50  = 0.50 u
 SUPG = 0.25  = 0.25 u 
 

Exact = 0.00  = 0.00 u 
 

 =-0.25  =-0.25 u 
 

 =-0.50  =-0.50 u 
x x x 

 
 

ูปที่ 6.12  
ืดืด

  
  

6.2.2 ปญหาการหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง [29] 6.2.2 ปญหาการหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง [29] 
  

เคเค กัน นั่นคือการหลอล่ืนของเพลา (หรือเจ
ูปที่ 6.13 ดังนี้ 

กัน นั่นคือการหลอล่ืนของเพลา (หรือเจ
ูปที่ 6.13 ดังนี้ 

(ก) (ข) (ค)

o' 
o 

W

o'

แบริ่ง  
 
 
 

 
 
 
  
  
 
  

ที่ 6.13  กลที่ 6.13  กล นัลแบริ่ง นัลแบริ่ง 

 

 

 
o 

W 

o' 

น้ํามันไหล 

o 
W

ชองรูปล่ิม 

ช

น ัน

เพลา องวาง 

้ําม
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ในรูปที่ 6.13 (ก) เปนขณะที่เพลาอยูนิ่ง ิวของเพลากับแบริ่งสัมผัสกันอยู เมื่อเพลา
เร่ิมหมุนทวนเข็มนาฬิกา ึงปนขึ้นไปทางดานซาย 
ดังแสดง

bricant Film) 

ระหวางเพลากับแบริ่งมีคานอยมากเมื่อเทียบกับสวนโคงของแบริ่งที่สัมผัสกับน้ํามัน นั่นคือ h<<L 

ดังแสด     

 

 

 

 

 

 
 
 

รูปที่ 6.14 างเพลากับแบริ่งและความยาวสวนโคงของแบร
ญหาดังกลาวนี้สามารถหาหาผลเฉลยแมนตรงไดดังนี้ 

 และผ
 ก็ยังมีการสัมผัสระหวางผิวหนาอยู ดังนั้นเพลาจ

ในรูปที่ 6.13 (ข) ในขณะนี้เองน้ํามันสําหรับการหลอล่ืนก็จะไหลเขาไปในชองรูปล่ิมที่เกิด
ขึ้น ซ่ึงจะทําใหเกิดความดันขึ้นภายในชั้นน้ํามัน เมื่อเพลามีความเร็วที่พอเหมาะ ความดันที่เกิดขึ้นก็
จะมีมากพอที่จะรับแรง W  และทําใหเพลาลอยตัวขึ้นและเคลื่อนที่มาอยูทางดานขวา ดังแสดงใน
รูปที่ 6.13 (ค) ซ่ึงเปนปรากฏการณที่เกิดขึ้นในการหลอล่ืนของเจอรนัลแบริ่งทั่วไป 

สําหรับปญหาดังกลาว ถาสมมติใหความหนาของชั้นน้ํามันหลอล่ืน (Lu

งในรูปที่ 6.14 ทําใหสามารถที่จะพิจารณาปญหานี้ดวยลักษณะของปญหาดังแสดงใน  
รูปที่ 6.15 และ 6.16 แทนได 
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รูปที่ 6.15  รูปแบบ สําหรับการวิเคราะหการหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง 

 

 
 
 
 

 
 

 
 

รูปที่ 6.16  รูปแบบจําลองขอ ารหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง 
 
 

 
 
 

รูปที่ 6.17  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพรอมเงื่อนไขขอบเขตของปญหาการหลอล
                            ระหวางเพลากับแบริ่ง 

น้ํามันหลอล่ืน 

เคลื่อนที่ดวยความเร็ว U   
แบริ่ง 

เพลา 

 

 

 

 

จําลอง
 

 
 
 
 
 

u = U0 , v = 0

u = v = 0 

h1 = 1  

h(x) 

y 
not to sc

x

ale

h2 = 2   

L = 20  

งปญหาก

 
 
 
 
 
 
 
 
 

u = v = 0  

 
ื่น 

u = 5, v = 0  

p  0  

y 

x

p = 0   

not to scale

 =
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ปญหาดังกลาวไดนํามาใชทดสอบความถูกตองของโปรแกรม SUPG โดยเริ่มจากการ
สราง นต   

ขตน
ตลอดขอ 0

 
รูปที่ 6.18  รียบเทียบการกระจายต องความเ ที่ขอบทางดานซายกับผลเฉลยแมนตรง 

 
รูป 6.1 ปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ทางด ขวากับผลเฉลยแมนตรง 

รูปแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตของปญหาดังไดแสดงในรูปที่ 6.17 ซ่ึงรูปแบบไฟไ
เอลิเมนตนี้ประกอบไปดวย 451 จุดตอและ 800 เอลิเมนต สําหรับเงื่อนไขขอบเ ั้นกําหนดให

บดานลางของปญหามีการเคลื่อนที่ในแนวแกน x ดวยความเร็ว U  = 5 สวนตลอดขอบ
ดานบนกําหนดใหถูกตรึงอยูกับที่ สําหรับขอบในแนวดิ่งทางดานซายและขวานั้นกําหนดใหมีคา
ความดันเทากับศูนย  

 
 
 
 

2.0 Exact Solution 
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0.5

0.0
1 2 3 40

 

u(0,y) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

การเป ัวข ร็ว

SUPG
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Exact Solution 
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ที่ 9  การเ าน
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ใหความยาวของขอบเขตของปญหา มีคาเทากับ 20 และกําหนดใหขอบของการไหล
ทาง าย

        

ูปที่ 6.20 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความดันเทียบกับผลเฉลยแมนตรง 

าความ     
ิดพลาดของความเร็วที่ตําแหนง x = 0 และตําแหนง x = L มีคาเทากับ 2.41% และ 0.52%     

ตามลําด

6.2.3 ปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหลี่ยม (Cavity Flow) [30] 

 L  
ดานซาย (h ) มีความสูงเทากับ 2 สวนความสูงของขอบทางดานขวา (h ) มีคาเทากับ 1 สุดท2 1

กําหนดใหความหนาแนนของของไหลมีคาเทากับ 1 และมีคาความหนืดเทากับ 10 รูปที่ 6.18 และ
รูปที่  6.19 แสดงการเปรียบเทียบคาการกระจายของความเร็วที่ตําแหนง x = 0 และ x = L 

ตามลําดับ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ร

 
ผลที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรกับผลเฉลยแมนตรง โดยที่ค

ผ
ับ ซ่ึงจะเห็นวาคาที่ไดจากการคํานวณใหผลที่มีความถูกตอง สําหรับรูปที่ 6.20 นั้นแสดงคา

การกระจายตัวของความดันที่ตําแหนง x  ตาง ๆ เทียบกับผลเฉลยแมนตรง ซ่ึงมีคาความผิดพลาด
ประมาณ 1.43%  
 
 

ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาด 11×  เปนอีกปญหาหนึ่งที่นํามาใช
ทดสอบความเที่ยงตรงของโปรแกรม SUPG โดยกําหนดใหตลอดขอบดานบนมีความเร็วในแนว
แกน x เ นด

 

ทานั้นซึ่งมีคาเทากับ 1 สวนอีกสามดานที่เหลือนั้นถูกกําห ใหมีความเร็วในแนวแกนทั้ง
สองมีคาเทากับศูนย ดังนั้นของไหลภายในชองสี่เหล่ียมจะเกิดการหมุนวนในทิศตามเข็มนาฬิกาดัง
แสดงในรูปที่ 6.21 ซ่ึงลักษณะของการไหลจะขึ้นอยูกับคาเรยโนลดนัมเบอร 

200
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0
5 10 150
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20

300
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รูปที่ 6.21  ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองแคบ 

รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังกลาวประกอบไปดวย 841 จุดตอและ 68 เอลิเมนต          
ดังแสดงในรูปที่ 6.22 จากนั้นทําการวิเคราะหป หาดังกลาวที่คาเรยโนลดเทากับ 100 และ 400 
ตามลําดับ ผลลัพ  โดยรูปที่ 6.23 

สดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและรูปที่ 6.24 แสดงการกระจายตัวของความดัน  

 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปที่ 6.22  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองแคบ 

                      ะเงื่อนไขขอบเขต 
 

 

 

 

 
 

 

 
1,5

ญ
ธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาไดแสดงในรูปที่ 6.23 และ 6.24

แ
 
 
 
 

 
 

 
 
  
 
 

         แล

x 

y 
u = 1 , v = 0

u = 0 
v = 0 

u = 0  
v = 0 

u = 0 , v = 0

 p = 0 

x 

y 

1
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รูปที่ 6.23  การกระจายตัวของความเร็วสําหรับป
คาเรยโนลดเทากับ 100 และ 400 ตามลําดับ 

 

 
 

รูปที่ 6.24  การกระจายตัวของความดันสําหรับปญหาการไหลหมุนวนภายในชองแคบที ่
คาเรยโนลดเทากับ 100 และ 400 ตามลําดับ 

สําหรับรูปที่ 6.25 ไดแสดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว ที่ตําแหนง เทากับ 
0.5 ก 400 
ตามลําดับ โดยท aswamy [30] ซ่ึงจะเห็นวาไดผล
ารคํานวณที่มีความสอดคลองกัน 

 

 
 
 
 
 
 
 

ญหาการไหลหมุนวนภายในชองแคบที ่
 

 
 u   x  

ับคาการกระจายตัวของความเร็ว v  ที่ตําแหนง y  เทากับ 0.5 ที่คาเรยโนลด 100 และ 
ําการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Ram

ก
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รูปที่ 6.25  การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คาเรยโนลด 
                                           เทากับ 100 และ 400 ามลําดับ 
 
 

6.2.4 การไหลเน อนแบบอิสระในชองปดรูปสี่เหลี่ ัตุรัส (Free  
 

 
ากนักวิจัยทานอื่นกับวิธี SUPG เพื่อ

ดสอบความเที่ยงตรงของโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้น ปญหานี้ประกอบไปดวยชองสี่เหล่ียมจัตุรัส
ขนาดกว
ขวามีอุณหภูมิส บ 20 ซ่ึงความแตกตางของ
ุณหภูมิจะทําใหของไหลเกิดการหมุนวนขึ้นในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส และมีแรงเนื่องจากแรงโนมถวง

ดังแสดง

 

 
 
 

 

−   Ramaswamy [30]
 •   SUPG
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v 

Re = 400 

0.5

u u 

 

ต

ื่องจากการพาความร ยมจ
Convection in Square Enclosure) [31,32,33] 

ในปญหานี้จะทําการเปรียบเทียบผลลัพธเชิงตัวเลขจ
ท

าง 11×  ภายในบรรจุของไหลอยู ผนังดานบนและผนังดานลางเปนฉนวน สวนผนังดาน
ูงเทากับ 60 ในขณะที่ผนังดานซายมีอุณหภูมิต่ําเทากั

อ
ในรูปที่ 6.26 รวมทั้งแสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงประกอบไปดวย 1,681 จุดตอและ 

3,200 เอลิเมนต  
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ผนังหุมฉนวน 

ผนังหุมฉนวน 

อุณหภูมิต่ํา 

x 

y 

อุณหภูมิสูง

g 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 6.26  ปญหาการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 

ในขั้นตอนการวิเคราะหสภาวะการไหลสําหรับปญหานี้ไดกําหนดใหพรันดเทิลนัมเบอร 
randtl Number; 

 

(P Pr ) มีคาเทากับ 0.7 คาพรันดเทิลนัมเบอรนี้แสดงอัตราส ของการแพร
ระจายของโมเมนตัม (Momentum Diffus พรกระจายของพลังงานความรอน 

(Thermal D
 

 

วน
ก ivity) กับการแ

iffusivity) [34] ดังนี้ 

Pr  
α
ν

=
µ

=
k
c

ังสมการ 

 

  (6.13) 

 
โดยที่ α  แทนคาการแพรกระจายของความรอนของของไหล ซ่ึงเปนอัตราสวนของการนําความ
รอนกับความสามารถในการจุความรอนด

α  
c

k
ρ

=   (6.14) 

น 4 5

     

 

และกําห ดใหคาเรยเลหนัมเบอร (Rayleigh Number; Ra ) มีคาเทากับ 10  และ 10  คาเรยเลห
นัมเบอรจะแสดงอัตราสวนของแรงลอยตัวเนื่องจากอุณหภูมิกับแรงของความหนืดในของไหล
ดังนี ้

Ra  
αν
∆ 3LTβ

=
g   (6.15) 
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โดยที่ L แทนคาความยาวเฉพาะ (Characteristic Length) ของปญหา ในงานวิจัยนี้จะใชคา L 

เทากับ 1 ผลลัพธที่คํานวณไดแสดงในรูปที่ 6.27 (ก-ค) ซ่ึงรูปที่ 6.27 (ก) แสดงขนาดทิศทางของ
ความ

  

เร็วตามจุดตอตาง ๆ อธิบายถึงการไหลหมุนวนของของไหลในทิศทวนเข็มนาฬิกาอันเนื่องมา
จากของไหล เกิดการลอยตัวสูงขึ้นในบริเวณผนังดานขวาที่มีอุณหภูมิสูงและลอยตัวลงในบริเวณ
นั งด านซ ายที่ มี อุณหภูมิต่ํ า รูปที่  6.27(ข ) จะแสดง

Contours) และรูปที่ 6.27(ค) จะแสดงลักษณะการกระจายของอุณหภูมิของของเหลวขณะเกิดการ

 (ก) และเสนกระแสการไหลแสดงในรูปที่ 6.28 (ข) จาก     
ลลัพธที่ไดคาเสนชั้นของอุณหภูมิ (Temperature Contours) จะมีลักษณะบางและแคบลง        

ดังแสดง

 

 

 

ผ ถึงเสนกระแสการไหล  (Streamline 

ไหลหมุนวนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสที่ 410Ra =  

 
สําหรับปญหานี้จะทําการวิเคราะหสภาวะการไหลโดยการทําซ้ําอีกครั้งเมื่อเพิ่มคาเรยเลห

นัมเบอร Ra เทากับ 510  ซ่ึงหมายถึงแรงลอยตัวเนื่องจากความแตกตางของอุณหภูมิเพิ่มขึ้นเปน 
10 เทาของกรณีที่แลวหรือคาความหนืดของของไหลลดลงไป 10 เทา ซ่ึงกอใหเกิดผลลัพธของ
สภาวะการไหลดังแสดงในรูปที่ 6.28 ซ่ึงลักษณะการไหลจะเกิดการหมุนวนเพิ่มขึ้น 2 วงใน       
ทิศทวนเข็มนาฬิกาดังแสดงในรูปที่ 6.28

ผ
ในรูปที่ 6.28 (ค) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                (ก)  เวกเตอรความเร็ว                                                 (ข)  เสนกระแสการไหล 
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20 
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35 
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55 
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40 

 

 

 

 

 

 

 

                         (ค)  แสดงเสนชั้นของอุณหภูมิ                                              

รูปที่ 6.27  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสเมื่อ

ผลลัพธที่คํานวณไดในกรณีของคา เทากับ และ ดังแสดงในรูปที่ 6.27 และ 
ตามลําดับ โดยทําการตรวจสอบความถูกตองโดยเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจาก [31, 32] 

ดังแสดงในรูปที่ 6.29 ซ่ึงรูปที่ 6.29(ก) แสดงการเปรียบเทียบความเร็ว v ตลอดแนวแกน x ที่ระดับ
กึ่งกลางความสูง

 

              (ก)  เวกเตอรความเร็ว                                                    (ข)  เสนกระแสการไหล 

 410Ra =  

 
 Ra  410   510  

6.28 

ของชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 
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                                      (ค)  แสดงเสนชั้นของอุณหภูมิ                                              

รูปที่ 6.28  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัสเมื่อ

ในขณะที่รูป 6.29(ข) แสดงการเปรียบเทียบของอุณหภูมิ T ตลอดแนวเดียวกัน รูปนี้แสดง
ัพธที่เกิดขึ้นจากวิธี SUPG ซ่ึงผลที่ไดใหผลลัพธที่นาพอใจ 

 

 

 

(ก)  ความเร็วไรมิต ิ

            

 510Ra =  
 

ผลล
 

 
80 Sai [31] 

SUPG
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ิไรมิต ิ
 

รูปที่  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของความเร็วและอุณหภูมิไรมิต ิ

                         ตลอดแนวแกน x กลางความสูงของชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 

จากต ี่ 6.1 แสดงการเปรียบเทียบคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยที่ผนังดานรอนระหวาง    
ผลลัพธของวิธี SUPG กับงานวิจัยอ่ืน ๆ ที่ไดท มากอนหนานี้ [35, 31] ซ่ึงผลท่ีไดใหคาเปนที่    
นาพอใจอยางมาก 

ตารางที่ 6 ื่น ๆ 

 

 

 

 

 

 

Sai [31] 

SUPG
0.3

0.2

-

-

0.1

-

-

0.5

(ข)  อุณหภูม

 6.29 

          ที่ระดับกึ่ง

ารางท
ํา

 
.1  การเปรียบเทียบคานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผนังรอนซึ่งไดเปรียบเทียบกับวิธีอ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0.1

0.2

0.3

0.4

L
x

1.0

0.4

0.5

T
TT 0

∆
−

Ra = 104

Ra = 105

0.0

-0.5

    คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผนังรอน (เปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนเปรียบเทียบกับ [35]) 
Ra 

  2.289  (2.28 %)  2.240  (0.09 %) 

    Benchmark [35]        Finite element [31]  SUPG                   
 
 
04          2.238 1

 
105          4.509                                4.688  (4.00 %)                 4.512  (0.07 %) 



บทที่  7 
 

โปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อแกปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 
 
 
 ในบทนี้จะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมาตรวจสอบความถูกตอง กับปญหาการ     
ถายเทความรอนแบบคอนจูเกตโดยที่มีการนําความรอนและการพาความรอนระหวางของแข็งและ   
ของไหลควบคูกัน ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณจะไดทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ผลจาก
การคํานวณหรือผลการทดลองกับผูวิจัยที่ไดทํามากอน โดยจะแบงปญหาในการวิเคราะหออกเปน
สองสวน ในสวนแรกเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น โดย
ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่ใชในการทดสอบมีทั้งการพาความรอนแบบบังคับและ
การพาความรอนแบบอิสระ ซ่ึงประกอบดวยกัน 3 ปญหา ดังนี ้
 

1) ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตระหวางแผนคูขนาน 

2) ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหล
สวนทางกัน 

3) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน 
 
 สําหรับสวนที่สองจะเปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรไปวิเคราะหการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกต เพื่อแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรใน
การแกปญหาที่มีรูปรางที่ซับซอนขึ้น โดยทําการตรวจสอบผลกระทบตาง ๆ ที่มีผลตอการถายเท
ความรอนแบบคอนจูเกต และสามารถนําไปดัดแปลงใชกับปญหาตาง ๆ ไดโดยจะทําการวิเคราะห
กับ 2 ปญหาดวยกัน ดังนี ้
 

1) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหล่ียมโดยมี
ผนังกันความรอน 

2) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความรอนใน
ชองปดสี่เหล่ียม โดยศึกษาผลกระทบตอครีบระบายความรอน 
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7.1 การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีประดิษฐขึ้น 
 

7.1.1 ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตระหวางแผนคูขนาน (Conjugate 
Couette Flow Problem in Parallel Plate Channel) 

 
สําหรับปญหานี้เปนปญหาสําหรับการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้น โดยจะ

นําผลลัพธที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง [36] ซ่ึงลักษณะของปญหานี้ไดแสดงในรูปที่ 
7.1 โดยที่แผนบนเปนแผนเย็นโดยมีความเร็วในแนวแกน x เทากับ 1 ในขณะที่ผนังดานลางเปน
ผนังรอนซึ่งไมมีการเคลื่อนที่ บริเวณของแข็งดานลางมีความหนาเทากับ 0.25 และกําหนดใหระยะ
หางระหวางแผนคูขนานเทากับ 0.5  
 

Fluid 

T = 1 

  u = 1 

Solid 

T = 0 

x

y 

0.50 

0.25 

T1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.1  ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตระหวางแผนคูขนาน 
 

รูปแบบการกระจายของความเร็ว สําหรับปญหานี้สามารถประดิษฐขึ้นไดโดยกําหนดให
ลักษณะของการไหลไมมีการเปลี่ยนแปลงในแนวแกน x และใหคาความดันมีคาคงที่ซ่ึงจะทําให   
สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x สามารถลดรูปลงมาเปน 

0
y
u
2

2

=
∂
∂     (7.1) 

ทําการอินทิเกรตสมการที่ (7.1) สองครั้ง จะได 

 ( )yu    ByA +=      (7.2) 
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จากนั้นจึงทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดังตอไปนี้ 
 
 ( )25.0y,xu =  = 0.0   (7.3ก) 

 ( )75.0y,xu =  = 1.0  (7.3ข) 

เมื่อทําการแทนคาสมการ (7.3ก) และ (7.3ข) ลงในสมการ (7.2) จะสามารถหาคาคงที่ในสมการ      
ดังกลาวไดคือ A = 2 และ B = -0.5 ดังนั้นรูปแบบการกระจายความเร็วแมนตรงตามแนวแกน y ที่
ตําแหนง x ใด ๆ คือ 

 
 ( )yu    5.0y2 −=     (7.4) 

รูปแบบการกระจายของอุณหภูมิ โดยกําหนดใหไมมีการเปลี่ยนแปลงในแนวแกน x ซ่ึงจะ
ทําใหสมการอนุรักษพลังงานสามารถลดรูปเปน 

 2

2

y
Tk

∂
∂   0=     (7.5) 

ทําการอินทิเกรตสมการที่ (7.5) สองครั้ง จะได 

 ( )yT  DyC +=     (7.6) 

จากนั้นจึงทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดังตอไปนี้ 
 
 ( )25.0y,xT =  =   (7.7ก) 1T

 ( )75.0y,xT =  = 0.0  (7.7ข) 

โดยที่  คืออุณหภูมิตรงบริเวณจุดตอระหวางของแข็งและของไหล 1T

ปริมาณความรอนจากของแข็งที่ถายเทสูของไหลยอมมีคาเทากันจะได 
 

 
s

s y
Tk ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−    
f

f y
Tk ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=     (7.8) 

 
เนื่องจากการถายเทความรอนเปนแบบเชิงเสนจะได 
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sy

TK ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
Δ  

fy
T
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
Δ

=     (7.9) 

ทําการแกสมการจะได 
 

  1T
1K2

K2
+

=   (7.10) 

 
โดยที่ K คืออัตราสวนของสัมประสิทธ์ิการนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธ์ิการนํา       
ความรอนในของไหล 

f

s

k
k

K =  เมื่อทําการแทนคาสมการ (7.7ก) และ (7.7ข) ลงในสมการ (7.6) 

จะสามารถหาคาคงที่ในสมการดังกลาวไดคือ C = -2T1 และ D = 1.5T1 ดังนั้นรูปแบบการกระจาย
ของอุณหภูมิตามแนวแกน y ที่ตําแหนง x ใด ๆ คือ 

 
 ( )yT  ( )y25.1T1 −=   (7.11) 

 
 ปญหาดังกลาวถูกนําไปวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG โดยเริ่มจากการ
สรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 7.2 ซ่ึงประกอบไปดวย 1,364 จุดตอและ 
2,580 เอลิเมนต โดยกําหนดใหความดันมีคาเทากับศูนยตลอดขอบในแนวดิ่งทางดานซายและขวา
ของโดเมนการคํานวณ 

ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรม  SUPG จะมีลักษณะการกระจายตัวของ        
เวกเตอรความเร็วดังแสดงในรูปที่ 7.3 และการกระจายตัวของอุณหภูมิที่คา K เทากับ 0.1, 1 และ 

10 ตามลําดับ ดังแสดงในรูปที่ 7.4  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.2  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

                            ระหวางแผนคูขนาน 
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รูปที่ 7.3  เวกเตอรของความเร็วสําหรับปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

    ระหวางแผนคูขนาน 
 
 
 

0.9
0.7
0.5
0.3

0.1

0.50.50.5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ Kเทากับ 0.1 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

 
(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 
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0.9

0.7

0.5

0.3

0.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 10 
 

รูปที่ 7.4  ลักษณะการกระจายของอุณหภูมิของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

              ระหวางแผนคูขนาน ที่คา K ตาง ๆ 

 
 จากรูปจะเห็นไดวาเมื่ออัตราสวนของสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนมีคาเพิ่มขึ้นการ   
ถายเทความรอนจะดียิ่งขึ้น ในรูปที่ 7.5 เปนการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลย
แมนตรงที่คา K เทากับ 0.1, 1 และ 10 โดยผลลัพธที่ไดมีคาความผิดพลาดของความเร็วและคาของ
อุณหภูมิมีคาเทากับ 0.01% และ 0.04% ตามลําดับ ซ่ึงใหผลเปนที่นาพอใจ 
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รูปที่ 7.5  การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วและอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณ 

            กับผลเฉลยแมนตรงที่คา K ตาง ๆ 
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7.1.2 ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในอุปกรณแลกเปล่ียนความรอนท่ีมี 

  การไหลสวนทางกัน (Conjugate Counter Flow Heat Exchanger) 
 

สําหรับปญหานี้เปนปญหาสําหรับการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
พัฒนาขึ้น โดยจะนําผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมาเปรียบเทียบกับผลการคํานวณดวยระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขของ Chen and Han [18] โดยมีลักษณะของปญหาเปนอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มี
การไหลสวนทางกันและมีแผนเหล็กเปนตัวกลางในการแลกเปลี่ยนความรอนโดยมีปลายทั้งสอง
เปนฉนวน สําหรับชองทางไหลทั้งสองมีทิศทางการไหลสวนทางกัน มีขอบดานบนและดานลาง
เปนฉนวน ดังแสดงในรูปที่ 7.6 

 
 

u1
T1

u2
T2

Solid

Hot Fluid

Cold Fluid x 

y 

a 

L 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.6  ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตในอุปกรณ 
         แลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกัน 
 

ชองทางการไหลทั้งสองมีขนาดเทากับความหนาของแผนเหล็ก a เทากับ 0.1 และ L มีคา     
เทากับ 1.0 โดยที่มีชองทางการไหลขางบนเปนของไหลที่มีอุณหภูมิสูงไหลเขามาดวยความเร็ว          
u1 = 0.2 อุณหภูมิ T1 = 800 และคาเรยโนลด Re = 133 สวนชองทางการไหลขางลางเปนของไหล
ที่มีอุณหภูมิต่ําไหลเขามาดวยความเร็ว u2= 0.1 อุณหภูมิ T2= 300 และคาเรยโนลด Re = 66 

ปญหานี้จะคิดคา พรันดเทิลนัมเบอร Pr = 0.75 จากนั้นทําการสรางรูปแบบจําลองทางไฟไนต      
เอลิเมนตซ่ึงประกอบไปดวย 1,763 จุดตอ และ 3,360 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 7.7 
 
 

 
 
 
 
 

 

รูปที่ 7.7  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

    ในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกัน 
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(ก)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 
 
 

340400

460520580640700

760 
 
 
 
 
 

(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 5 
 
 

340400

460520580640700

760 
 
 
 
 
 

(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 10 
 

รูปที่ 7.8  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

        ในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกันที่คา K ตาง ๆ 
 

รูปที่ 7.8 แสดงการกระจายตัวของอุณหภูมิ ในปญหานี้จะพบวาการถายเทความรอนภาย
ในบริเวณของแข็งเกิดการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่มีลักษณะเปนเสนตรง เนื่องจากมีการถายเท    
ความรอนแบบการแพรกระจาย สวนในบริเวณของไหลการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิมีลักษณะเปน  
เสนโคงเนื่องจากมีการถายเทความรอนแบบแพรกระจายและแบบพาความรอน จากผลการคํานวณ
เมื่อคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การถายเทความรอน K เพิ่มขึ้นการแลกเปลี่ยนความรอนระหวาง
ของเหลวจะดีขึ้นโดยสามารถอธิบายไดในรูปที่ 7.9 ซ่ึงแสดงการกระจายของอุณหภูมิที่ตําแหนง 
กึ่งกลางของปญหา (x = 0.5) ตลอดแนวแกน  y ที่คา K เทากับ 0.1, 1, 5 และ 10 โดยทําการ
เปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ  Chen and Han [18] ที่คา K = 5 พบวาผลที่ไดมีความ       
สอดคลองกัน 
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รูปที่ 7.9  การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณกับผลลัพธของ Chen and Han  
 ที่ตําแหนง x = 0.5 ตลอดแกน y ของปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต 

 ในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกันที่คา K ตาง ๆ  
 
 

7.1.3 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความ
รอน (Conjugate Natural Convection in a Square Cavity with a 
Conducting Wall)  

 
ในปญหานี้จะทําการเปรียบเทียบผลลัพธเชิงตัวเลขของ Hriberšek & Kuhn [37] เพื่อ    

ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม SUPG ลักษณะของปญหาประกอบไปดวยชองส่ีเหล่ียม
จัตุรัสขนาดกวาง  ซ่ึงภายในบรรจุของไหลอยู และมีผนังนําความรอนหนา 0.2 ผนังดานบน
และดานลางเปนฉนวน ผนังดานซายมีอุณหภูมิสูงเทากับ 1 ในขณะที่ผนังดานขวามีอุณหภูมิต่ํา   
เทากับ 0 ซ่ึงความแตกตางของอุณหภูมิจะทําใหของไหลเกิดการหมุนวนขึ้นในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 
ปญหานี้จะคิดแรงเนื่องจากแรงโนมถวง ดังแสดงในรูปที่ 7.10 จากนั้นทําการสรางรูปแบบจําลอง
ไฟไนตเอลิเมนตประกอบไปดวย 2,009 จุดตอและ 3,840 เอลิเมนตแสดงในรูปที่ 7.11 

11×
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รูปที่ 7.10  ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัส 

                                โดยที่มีผนังนําความรอน  
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 7.11  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระ 

         ในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน 
 

ในขั้นตอนการวิเคราะหสภาวะการไหลสําหรับปญหานี้ไดกําหนดใหพรันดเทิลนัมเบอร 
(Prandtl Number; Pr ) มีค าเท ากับ  0.71 และกําหนดใหค ากราชอรฟนัม เบอร  (Grashof 

Number; ) มีคาเทากับ 10Gr 3 และ 105 โดยคากราชอรฟนัมเบอรคืออัตราสวนของแรงลอยตัว
เนื่องจากอุณหภูมิกับแรงของความหนืดในของไหล ดังนี้ 

   2

32 LTgGr
μ
Δρβ

=                                                  (7.14) 
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โดยที่ L แทนความยาวเฉพาะ (Characteristic Length) โดยมีคาเทากับ 1 ผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณสําหรับปญหาดังกลาวแสดงในรูปที่ 7.12 (ก-ค) ในรูปที่ 7.12 (ก) แสดงเสนกระแส       
การไหล ซ่ึงอธิบายถึงการไหลหมุนวนของของไหลในทิศตามเข็มนาฬิกาอันเนื่องมาจากของไหล
เกิดการลอยตัวขึ้นในบริเวณผนังดานซายที่มีอุณหภูมิสูงและลอยตัวลงในบริเวณผนังดานขวาที่มี
อุณหภูมิต่ํา รูปที่ 7.12 (ข-ค) จะแสดงถึงเสนชั้นของอุณหภูมิ (Temperature Contours) ที่คา
อัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล K 

เทากับ 1 และ 10 ตามลําดับ ที่คา  3

5

10Gr =

จากนั้นทําการวิเคราะหสภาวะการไหลสําหรับปญหานี้โดยการทําซํ้าอีกครั้งในกรณีเมื่อคา 
กราชอรฟนัมเบอร Gr มีคาสูงขึ้นเปน 10  ซ่ึงหมายถึงแรงลอยตัวเนื่องจากความแตกตางของ
อุณหภูมิเพิ่มขึ้นเปน 100 เทาของกรณีที่แลวหรือคาความหนืดของของไหลลดลงไป 100 เทา      
ซ่ึงกอใหเกิดผลลัพธของสภาวะการไหลดังแสดงในรูปที่ 7.13 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
(ก)  เสนกระแสการไหล 
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(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 
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(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ Kเทากับ 10 
 

รูปที่ 7.12  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 

  เมื่อมีผนังนําความรอนเมื่อคา  310Gr =
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก)  เสนกระแสการไหล 
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(ข)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 
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(ค)  เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 10 

 
รูปที่ 7.13  สภาวะการไหลเนื่องจากการพาความรอนในชองสี่เหล่ียมจัตุรัส 

              เมื่อมีผนังนําความรอนเมื่อคา  510Gr =
 

ในรูปที่ 7.13 (ก) จะพบวามีการไหลหมุนวนในทิศตามเข็มนาฬิกาเพิ่มขึ้นเปน 2 วง และคา
เสนชั้นของอุณหภูมิที่ K เทากับ 1 และ 10 นั้นบางและแคบลง ดังแสดงในรูป 7.13 (ข-ค) 

 
จากนั้นทําการตรวจสอบความถูกตองโดยเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดกับ Hriberšek & 

Kuhn [37] โดยจะทําการเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาณความรอน (Heat Fluxes) ที่บริเวณ
ผิวลอยตอระหวางของแข็งและของไหล, x = 0.2, ตลอดแนวแกน  y ที่คา K = 1, 5 และ 10        
ดังแสดงในรูปที่ 7.14(ก-ข) ตามลําดับ  
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(ข)  คาปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอ 
 

รูปที่ 7.14  การเปรียบเทียบคาอุณหภูมิและปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอโดยเปรียบเทียบกับ 

           ผลการคํานวณของ Hriberšek & Kuhn ที่คา K = 1, 5 และ 10  
 

จากตารางที่ 7.1 แสดงการเปรียบเทียบคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยที่บริเวณผิวลอยตอระหวาง
ของแข็งและของไหล, 2.0xNu =  โดยเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Hriberšek & Kuhn [37] 

ผลที่ไดใหคาเปนที่นาพอใจอยางมาก 
 
ตารางที่ 7.1  การเปรียบเทียบคานัสเซิลทนัมเบอรเฉล่ียที่บริเวณผิวลอยตอ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

103    Hriberšek     0.87      1.02          1.04  
 
103  SUPG              0.87 (0.0%)     1.02 (0.0%) 1.04 (0.0%) 
  
105     Hriberšek    2.08             3.42               3.72 
 
105     SUPG                2.07 (0.48%)   3.39 (0.87%) 3.67 (1.34%) 

Gr          Conductivity ratio, K  1  5  10  

หมายเหตุ :  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉล่ียที่บริเวณผิวลอยตอ (คาความคลาดเคลื่อน % โดย 

   เปรียบเทียบกับ Hriberšek & Kuhn [37]) 
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7.2 การวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต  
 

7.2.1 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหลี่ยมโดย
มีผนังกันความรอน  (Conjugate Natural Convection and Conduction 
from Heated Cylinder in Square Cavity) 

 
ตัวอยางแรกที่ถูกวิเคราะหดวยโปรแกรม SUPG คือปญหาการพาความรอนแบบอิสระ

ระหวางทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน ทั้งนี้เพื่อแสดงใหเห็นถึง    
ประสิทธิภาพของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม โดยทําการเทียบผลลัพธเชิงตัวเลขของ Dong & Li 

[20] เพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึ้น ปญหานี้ประกอบไปดวยชองสี่เหล่ียม
จัตุรัสขนาดกวาง  โดยมีผิวทอทรงกระบอกอุณหภูมิสูงเทากับ 1 อยูดานใน ในขณะที่ผนังดาน
ซายและขวาเปนผนังอุณหภูมิต่ําเทากับ 0 และมีผนังกันความรอนหนา 0.2 อยูดานบน สวนผนัง
ดานบนและดานลางเปนฉนวน โดยที่โดเมนของปญหาแสดงในรูปที่ 7.15  

11×
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รูปที่ 7.15  ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปด 

                       ส่ีเหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน 
 
 เนื่องจากลักษณะการถายเทความรอนของปญหานี้มีความสมมาตร ดังนั้นแบบจําลอง      
ไฟไนตเอลิเมนตจึงสรางขึ้นเฉพาะทางดานขวาของรูปซ่ึงประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวน 
1,821 จุดตอและ 3,450 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 7.16 
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T = 0T = 1 

 
 

รูปที่ 7.16  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวาง 
 ทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน  

 
รูปที่ 7.17 – 7.19 แสดงผลลัพธสภาวะการไหลที่คํานวณไดเมื่อคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 

103, 104 และ 105 ตามลําดับ โดยคาความยาวเฉพาะ L ที่ใชคือคาความกวางมีคาเทากับ 1 และคา 
พรันดเทิลนัมเบอรของกรณีนี้มีคาเทากับ 0.71 เมื่อคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนมี
คาเทากับ 0.1, 1 และ 10 ตามลําดับ 
 

จากรูปที่ 7.17 เมื่อพิจารณาคาเสนชั้นของความเร็วจะเกิดการหมุนวนสองบริเวณใน       
ทิศทางทวนเข็มนาฬิกาเมื่อคา Ra = 103 จากนั้นเมื่อทําการเพิ่มคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนํา     
ความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล K กับเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 
104 จะเห็นไดวาคาเสนชั้นความเร็วจะไมเปลี่ยนแปลงมากนัก แตคาความเร็วในการหมุนวนจะมีคา   
เพิ่มขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 7.18 จากนั้นทําการเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 105 จะเห็นไดวาคาเสนชั้น
ความเร็วจะเกิดการเปลี่ยนแปลงโดยจะเกิดการหมุนวนขนาดใหญเพียงตําแหนงเดียว สวนบริเวณ
ขางลางจะเกิดการหมุนวนตามแนวยาว ดังแสดงในรูปที่ 7.19 
 

เมื่อพิจารณาเสนชั้นของอุณหภูมิจากรูปที่ 7.17 จะพบวาเมื่อทําการเพิ่มคา K ลักษณะการ
เปลี่ยนแปลงของเสนชั้นอุณหภูมิจะมีการเปล่ียนแปลงอยางชัดเจน แตเมื่อเพิ่มคา Ra เปน 104 และ
พิจารณาคา K คงที่ จะพบวาบริเวณของแข็งดานบนจะมีการถายเทความรอนไดดีขึ้น แตเมื่อเพิ่มคา 
Ra เปน 105 จะเห็นไดวาการเปลี่ยนแปลงของเสนชั้นอุณหภูมิจะมีความซับซอนยิ่งขึ้นและสามารถ
ถายเทความรอนออกไปสูบริเวณของแข็งไดเปนอยางดี ดังแสดงในรูปที่ 7.19 เนื่องจากคาความเร็ว
กับอุณหภูมิมีความสัมพันธกัน  จะพบวาบริเวณที่ เกิดการหมุนวนบริเวณนั้นจะมีการถายเท       
ความรอนไดดีกวาบริเวณที่ไมเกิดการหมุนวน 
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รูปที่ 7.17  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                 ที่คา K = 0.1, 1 และ 10 เมื่อคา   310Ra =
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รูปที่ 7.18  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                 ที่คา K = 0.1, 1 และ 10 เมื่อคา   410Ra =
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รูปที่ 7.19  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                 ที่คา K = 0.1, 1 และ 10 เมื่อคา   510Ra =
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จากนั้นทําการเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของอุณหภูมิที่ 3 ตําแหนงดวยกันคือผิวดาน
ลางสุด (y = 0), ที่บริเวณผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหล (y = 1) และที่บริเวณผิวดานบน
สุดของของแข็ง (y = 1.2) โดยทําการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Dong & Li [20] ที่คา 
เรยเลหนัมเบอรเทากับ 104 และที่คาอัตราสวนสัมประสิทธ์ิการนําความรอนในของแข็งตอ
สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหลมีคาเทากับ 0.1, 1, 5 และ 10 ตามลําดับ โดยแสดงใน    
รูปที่ 7.20 จะเห็นไดวาผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหผลเปนที่นาพอใจ 
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รูปที่ 7.20  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของอุณหภูมิที่ตําแหนงตาง ๆ โดยเปรียบเทียบกับ 

          ผลการคํานวณของ Dong & Li ที่คา K = 0.1, 1, 5 และ 10 เมื่อคา  410Ra =
 
 จากรูปที่ 7.20 จะเห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอ
สัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหลมีคาเพิ่มขึ้นคาอุณหภูมิบริเวณผิวดานลาง, x = 0, จะไม
คอยมีการเปลี่ยนแปลง แตคาอุณหภูมิบริเวณผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหล (y = 1) และ
ที่บริเวณผิวดานบนสุดของของแข็ง (y = 1.2) นั้นจะมีคาลดลง 
 

ในการวิเคราะหการถายเทความรอนสําหรับปญหานี้จะใชคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยซ่ึง
สามารถคํานวณไดจาก 

  ∫π
= dsNu

r2
1Nu   (7.13) 

เมื่อ 
r
yy

y
T

r
xx

x
TNu cc −

×
∂
∂

+
−

×
∂
∂

=   (7.14) 

โดยที่คา   คือพิกัดที่จุดศูนยกลางของทรงกระบอก และคา r คือรัศมีของทรงกระบอก cx , cy
 

จากตารางที่ 7.2 แสดงการเปรียบเทียบคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ย, Nu  ที่บริเวณผิวของ   
ทรงกระบอกโดยทําการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ Dong & Li [20] ที่คา K = 0.1, 1, 5 

และ 10 ที่คา  ซ่ึงจะเห็นไดวาคาที่ไดสอดคลองกันเปนอยางด ี410Ra =
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ตารางที่ 7.2 การเปรียบเทียบคานัสเซิลทนัมเบอรเฉล่ียที่บริเวณผิวทรงกระบอก 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

103  SUPG 3.78 3.95 4.19 4.28 
 
104    Dong & Li  4.05 4.20    - 4.49 
 
104  SUPG 3.99 (1.48%) 4.13 (1.67%) 4.35 4.43 (1.34%) 
 
105  SUPG 6.84 6.97 7.23 7.35 
 
106  SUPG 12.10 12.26 12.70 13.00 

0.1 1 5 10  

         Conductivity Ratio, K = ks / kf
Ra 

 

หมายเหตุ :  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉล่ียที่บริเวณผิวผิวทรงกระบอก (คาความคลาดเคลื่อน % 

       โดยเปรียบเทียบกับ Dong & Li [20]) 
 
 สําหรับปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปดสี่เหล่ียมโดย
มีผนังกันความรอน สามารถสรุปผลการศึกษาได ดังตอไปนี ้

 
1. เมื่อคาเรยเลหนัมเบอรมีคาสูงขึ้นจะทําใหการถายเทความรอนมีปริมาณมากขึ้น 

2. อัตราสวนระหวางสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความ
รอนในของไหล, K จะมีผลตอปริมาณความรอนที่ถายเทระหวางของแข็งและของไหล 
โดยเมื่อคา K มากขึ้น ปริมาณความรอนที่ถายเทระหวางของแข็งและของไหลจะ     
เพิ่มขึ้น 
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7.2.2 ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความ
รอนในชองปดสี่เหลี่ยม (Conjugate Natural Convection in a Horizontal 
Cylinder with Fins) 

 
สําหรับในปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความ

รอนในชองปดสี่เหล่ียมเราจะทําการศึกษาผลตอความยาวของครีบระบายความรอน โดยจะศึกษาตอ
จากปญหาแรก ซ่ึงการถายเทความรอนนี้สามารถนําไปประยุกตใชในทางดานวิศวกรรมอยางแพร
หลายยกตัวอยางเชน การออกแบบการถายเทความรอนในอุปกรณอิเล็กทรอนิกส และการออกแบบ
อุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนตาง ๆ สําหรับปญหานี้จะมีลักษณะคลายกับงานวิจัยของ Rahnama 

and Farhadi [38] และ Farinas and Garon [39] แตในงานวิจัยนี้จะเปนการถายเทความรอน
แบบคอนจูเกต โดยจะคิดการนําความรอนในของแข็งดวยเพื่อใหสอดคลองกับความเปนจริงมาก
ขึ้น 

ลักษณะของปญหาประกอบไปดวยชองสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดกวาง  โดยที่ผิวทอดานใน
มีอุณหภูมิสูงเทากับ 1 รัศมีภายใน r

11×

i และรัศมีภายนอก ro เทากับ 0.15 และ 0.20 ตามลําดับและมี
ครีบระบายความรอนสูงเทากับ H ในงานวิจัยนี้ทําการศึกษาคาความสูงของครีบระบายความรอน
เทากับ 0.1 และ 0.2 ความหนา t เทากับ 0.025 ในขณะที่ผนังดานซายและผนังดานขวามีอุณหภูมิต่ํา
เทากับ 0 และมีผนังกันความรอนหนา 0.2 อยูดานบน ผนังดานบนและดานลางเปนฉนวน โดย    
โดเมนของปญหาแสดงในรูปที่ 7.21 
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รูปที่ 7.21  ลักษณะของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มี 
  ครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม 
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เนื่องจากลักษณะการถายเทความรอนของปญหานี้มีความสมมาตร ดังนั้นรูปแบบไฟไนต
เอลิเมนตจึงสรางขึ้นเฉพาะทางดานขวาของรูป  สําหรับคา H = 0.1 ประกอบดวยเอลิเมนต
สามเหลี่ยมจํานวน  11,111 จุดตอและ 21,709 เอลิเมนตแสดงในรูปที่ 7.22 และคา H = 0.2 

ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวน  9,602 จุดตอและ  18,747 เอลิเมนต  ดังแสดงใน           
รูปที่ 7.23 
 

T = 0 T = 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.22  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวาง 
 ทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม เมื่อ H = 0.1 

 

T = 0 T = 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 7.23  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวาง 

 ทอทรงกระบอกที่มีครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม เมื่อ H = 0.2 
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รูปที่ 7.24  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 310Ra = และ H = 0.1 
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รูปที่ 7.25  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 410Ra = และ H = 0.1 
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รูปที่ 7.26  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 510Ra = และ H = 0.1 
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รูปที่ 7.27  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 610Ra = และ H = 0.1 
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รูปที่ 7.24 – 7.27 แสดงผลลัพธสภาวะการไหลที่คํานวณไดเมื่อคาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 
103, 104, 105 และ 106 ตามลําดับ และคาพรันดเทิลนัมเบอรของกรณีนี้มีคาเทากับ 0.71 เมื่อคา
อัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนมีคาเทากับ 0.1, 1, 10 และ 5,000 ที่คาความยาวของ
ครีบระบายความรอนมีคาเทากับ 0.1 
 

จากรูปที่ 7.24 เมื่อพิจารณาคาเสนชั้นของความเร็วจะเกิดการหมุนวนสามบริเวณใน       
ทิศทางทวนเข็มนาฬิกาที่คา Ra = 103 จากนั้นเมื่อทําการเพิ่มคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนําความ
รอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล K กับเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอร Ra เปน 
104 และ 105 จะพบวาคาเสนชั้นของความเร็วจะไมเปลี่ยนแปลงมากนัก ดังแสดงในรูปที่ 7.25 

และ 7.26 ตามลําดับ จากนั้นทําการเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 106 จะเห็นไดวาคาเสนชั้นความเร็ว
จะเกิดการเปลี่ยนแปลงอยางชัดเจน โดยที่คา K = 1 จะเกิดการหมุนวน 2 บริเวณดวยกันโดยจะเกิด
การหมุนวนใหญ ๆ เพียงตําแหนงเดียวและมีทิศทวนเข็มนาฬิกาทั้ง 2 วง เมื่อคา K = 10 จะเกิดการ
หมุนวนเพิ่มขึ้นเปน 3 วง โดยท่ีวงที่สามจะเกิดใกลกับครีบระบายความรอนโดยจะเกิดการหมุนวน
ในทิศตามเข็มนาฬิกาและเมื่อเพิ่มคา K = 5,000 จะเห็นไดวาจะเกิดการหมุนวนเพิ่มขึ้นเปนจํานวน 
4 วง โดยจะเกิดการหมุนวนขนาดใหญ 3 วงดวยกัน โดยท่ีตําแหนงวงกลางที่อยูดานบนจะเกิดการ
หมุนวนในทิศทางตามเข็มนาฬิกา สวนที่เหลืออีก 3 วงจะหมุนในทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังแสดงใน
รูปที่ 7.27 
 

เมื่อพิจารณาคาเสนชั้นของอุณหภูมิในรูปที่ 7.24 จะมีการเปลี่ยนแปลงอยางเห็นไดชัดเมื่อ
ทําการเปลี่ยนคา K เมื่อคา K สูงขึ้นการถายเทความรอนในของแข็งจะดีขึ้น เมื่อคาอัตราสวนของ
สัมประสิทธิ์การถายเทความรอนมีคาเทากับ 5,000 จะเห็นไดวาการถายเทความรอนสามารถถายเท
ออกจากครีบระบายความรอนและบริเวณผนังดานบนไดหมด และเมื่อเพิ่มคา Ra เปน 104, 105 
และ 106 แลวพิจารณาคา K คงที่จะเห็นไดวาการเปลี่ยนแปลงของเสนชั้นอุณหภูมิจะมีความ       
ซับซอนยิ่งขึ้นและสามารถถายเทความรอนออกไปสูบริเวณของแข็งไดเปนอยางดี ดังแสดงใน     
รูปที่ 7.24 – 7.27 
 

รูปที่ 7.28 – 7.31 แสดงเสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความ
รอนแบบอิสระโดยเพิ่มคาความสูงของครีบระบายความรอนเปน 0.2 โดยที่คํานวณคาเรยเลห     
นัมเบอรเทากับ 103, 104,105 และ 106 ตามลําดับ เมื่อคาอัตราสวนของสัมประสิทธ์ิการถายเท      
ความรอน K เทากับ 0.1, 1, 10 และ 5,000 ตามลําดับ 
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รูปที่ 7.28  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 310Ra = และ H = 0.2 
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รูปที่ 7.29  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 410Ra = และ H = 0.2 
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รูปที่ 7.30  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 510Ra = และ H = 0.2 
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รูปที่ 7.31  เสนชั้นการไหลและเสนชั้นของอุณหภูมิเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระ 

                               ที่คา K = 1, 10 และ 5000 เมื่อคา 610Ra = และ H = 0.2 
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จากรูปที่ 7.28 เมื่อพิจารณาคาเสนชั้นของความเร็วจะเกิดการหมุนวนสามบริเวณใน       
ทิศทางทวนเข็มนาฬิกาที่คา Ra = 103 จากนั้นเมื่อทําการเพิ่มคาอัตราสวนสัมประสิทธิ์การนํา   
ความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของไหล K กับเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 
104 และ 105 จะเห็นไดวาคาเสนชั้นความเร็วจะไมเปลี่ยนแปลงมากนัก ดังแสดงในรูปที่ 7.29 และ 
7.30 ตามลําดับ จากนั้นทําการเพิ่มคาเรยเลหนัมเบอรเปน 106 จะเห็นไดวาคาเสนชั้นความเร็วจะ
เกิดการเปลี่ยนแปลงอยางชัดเจน โดยท่ีคา K = 5000 จะเกิดการหมุนวนขนาดเล็กที่ขางครีบระบาย
ความรอนในทิศตามเข็มนาฬิกา ดังแสดงในรูปที่ 7.31 (ค) ในทํานองเดียวกันคาเสนชั้นของ
อุณหภูมิในรูปที่ 7.28 – 7.31 สามารถอธิบายเชนเดียวกับรูปที่ 7.24 – 7.27 

 
จากตารางที่ 7.3 แสดงคานัสเซิลนัมเบอรเฉล่ีย, Nu  ที่บริเวณผิวของครีบระบายความรอน

ที่คา H = 0.1 และ 0.2 โดยที่คานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยสามารถคํานวณไดจากสมการที่ (7.17) โดย
จะแสดงที่คา K = 0.1, 1, 10 และ  5000 ที่คาเรย เลหนัมเบอรเทากับ  103, 104,105 และ  106     
ตามลําดับ 
 
ตารางที่ 7.3  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่บริเวณผิวของครีบระบายความรอนเมื่อ 

                      ความสูงของครีบระบายความรอน H มีคาเทากับ 0.1 และ 0.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0.1 1 10 5000 

Conductivity Ratio, K = ks / kf 

 0.1  0.763 2.051 2.723 2.860 
 0.2 0.470 1.281 1.993 3.095 

 0.1 0.763  2.063  2.750 2.890
 0.2 0.470  1.286  2.021 3.108

 0.1 0.784 2.578 3.619 3.886
 0.2 0.476 1.785 2.721 3.790 

 0.1 0.873 3.792 6.203 8.696 
  0.2 0.548 2.484 4.012 5.964 
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จากตารางเพื่อความเขาใจยิ่งขึ้นจะแสดงคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ย Nu  โดยเปรียบเทียบผล
กระทบตอคาความสูงของครีบระบายความรอน H เทากับ 0.1 และ 0.2 แลวทําการเปลี่ยนแปลงคา
อัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ กัน ดังแสดงในรูปที่ 7.32 – 7.34 และ     
รูปที่ 7.35 – 7.37 จะแสดงคานัสเซิลนัมเบอรเฉล่ีย โดยทําการเปรียบเทียบผลกระทบตอคา     
ความสูงของครีบระบายความรอนแลวทําการเปลี่ยนแปลงคาเรยเลหนัมเบอรที่คาตาง ๆ กัน 

 
 รูปที่ 7.32 – 7.34 จะแสดงใหเห็นวาเมื่อคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนมี
คาเพิ่มขึ้น ปริมาณความรอนที่ผิวของครีบระบายความรอนก็จะมีคาสูงขึ้นดวยในทํานองเดียวกัน
เมื่อเพิ่มคาความสูงของครีบระบายความรอนจาก 0.1 เปน 0.2 จะเห็นไดวาปริมาณความรอนที่ผิว
ของครีบระบายความรอนลดลง ดังนั้นที่ความสูงของครีบระบายความรอนเทากับ 0.1 สามารถ
ระบายความรอนไดดีกวาที่ความสูงเทากับ 0.2 ยกเวนรูปที่ 7.32 ที่คา K เทากับ 5,000 ซ่ึงสามารถ
อธิบายไดในรูปที่ 7.37  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 

รูปที่ 7.32  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวน 

 ของสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอร 
 เทากับ 103 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2  
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รูปที่ 7.33  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวน 

 ของสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอร 
 เทากับ 105 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.34  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาอัตราสวน 

  ของสัมประสิทธิ์การนําความรอนที่คาตาง ๆ และคาเรยเลหนัมเบอร 
  เทากับ 106 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
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รูปที่ 7.35  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอรตาง ๆ และ 

  คาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 1 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 7.36  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอรตาง ๆ และ 

  คาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 10 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
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รูปที่ 7.37  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ผิวของครีบระบายความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอรตาง ๆ และ 

    คาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอน K เทากับ 5,000 เมื่อ H = 0.1 และ 0.2 
 
 รูปที่ 7.35 – 7.37 สามารถสรุปไดวาเมื่อคาเรยเลหนัมเบอรมีคาสูงขึ้นการถายเทความรอน
จะมีคาสูงขึ้น รูปที่ 7.37 แสดงคาอัตราสวนของสัมประสิทธิ์การนําความรอนเทากับ 5,000  จะพบ
วาการถายเทความรอนที่คาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 103, 104 และ 105 ที่ความสูงของครีบระบาย
ความรอนเทากับ 0.1 และ 0.2 คาปริมาณความรอนที่เกิดขึ้นมีคาไมแตกตางกันมากนัก แตเมื่อเพิ่ม
คาเรยเลหนัมเบอรเทากับ 106 จะพบวาปริมาณความรอนที่คาความสูงของครีบระบายความรอนเทา
กับ 0.1 สามารถระบายความรอนไดดีกวาที่ความสูงเทากับ 0.2 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณทั้งหมดพบวาเมื่อคาเรยเลหนัมเบอรมีคาสูงขึ้นจะเห็นไดวา
ปริมาณความรอนที่ผิวรอยตอระหวางของแข็งและของไหลมีคาสูงขึ้น ของแข็งสามารถถายเทความ
รอนไดดีและเมื่อพิจารณาคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนเมื่อมีคาสูงขึ้นจะทําใหความรอนสามารถ
ถายเทสูของไหลไดดี ดังนั้นในการเลือกวัสดุเพื่อใหอุปกรณระบายความรอนมีประสิทธิภาพสูงสุด 
ควรจะเลือกใชวัสดุที่มีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนสูงดวย แตในงานทางวิศวกรรมในบางครั้ง
อาจมีขอจํากัดบางอยาง เชน วัสดุที่มีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอนสูงมักจะมีราคาแพง ดังนั้นการ
ใชโปรแกรมคอมพิวเตอร ซ่ึงสามารถวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตได จะสามารถ
จําลองปญหาขึ้นมาแลวนําผลลัพธมาเปนขอมูลเพื่อใชในการเลือกวัสดุที่มีความเหมาะสมทั้งดาน
ราคาและสามารถระบายความรอนไดตามความตองการได  
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 สําหรับปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มีครีบระบาย       
ความรอนในชองปดสี่เหล่ียมสามารถสรุปผลการศึกษาได ดังตอไปนี้ 

 
1. เมื่อเรยโนลดนัมเบอรมีคาสูงขึ้นจะทําใหการถายเทความรอนมีปริมาณมากขึ้น 

2. อัตราสวนระหวางสัมประสิทธิ์การนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธิ์การนํา
ความรอนในของไหล, K จะมีผลตอปริมาณความรอนที่ถายเทระหวางของแข็งและ
ของไหล โดยเมื่อคา K มากขึ้น ปริมาณความรอนที่ถายเทระหวางของแข็งและของ
ไหลก็จะเพิ่มขึ้น 

3. ความสูงของครีบระบายความรอนมีผลตอตอปริมาณการถายเทความรอนของ       
ครีบระบายความรอน 

 



บทที่  8 
 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 
 
 
8.1 บทสรุป 
 
 วิทยานิพนธนี้ไดแสดงวิธีการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตของการ
ไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัวในสองมิติโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงวิธี       
ดังกลาวสามารถที่จะใชวิเคราะหปญหาในของแข็ง ปญหาในของไหล และปญหาการถายเท     
ความรอนในของแข็งและของไหลไดเปนที่นาพอใจ 
 
 ในการวิเคราะหปญหาการไหลและการถายเทความรอนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจํา
เปนตองมีความรูพื้นฐานในเรื่องของสมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของกับปญหาการไหลและการถายเท
ความรอน โดยในบทที่ 2 ไดแสดงถึงระบบสมการเชิงอนุพันธสําหรับปญหาการไหลและการ    
ถายเทความรอนในสองมิติไวอยางละเอียด ซ่ึงประกอบไปดวยสมการเชิงอนุพันธจํานวน 4 สมการ 
ไดแก สมการอนุรักษมวล สมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x สมการอนุรักษโมเมนตัมในแนว
แกน y และสมการอนุรักษพลังงาน รวมทั้งอธิบายผลของแรงลอยตัวอันเนื่องมาจากความแตกตาง
ของอุณหภูมิซ่ึงใชในการวิเคราะหการถายเทความรอนที่มีการพาความรอนแบบอิสระดวย  
 

สําหรับบทที่ 3 เปนการแสดงขั้นตอนในการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่สอด
คลองกับสมการเชิงอนุพันธของปญหาการไหลและการถายเทความรอน  พรอมทั้งประยุกต                   
ใช วิ ธีสตรีมไลน อัปวินด เพทรอฟ -กาเลอรคิน  (Streamline Upwind / Petrov-Galerkin 

Formulation; SUPG) จากนั้นไดประยุกตใชขั้นตอนการคํานวณของวิธี SIMPLER ซ่ึงเปนวิธีที่
ใชในการคํานวณความเร็วและความดัน เพื่อทําใหคา u และ v ที่คํานวณไดจากสมการโมเมนตัมน้ัน
สอดคลองกับสมการอนุรักษมวล ซ่ึงเปนขั้นตอนการคํานวณแบบแยกกัน (Segregated Method) 

เปนผลทําใหไมตองทําการแกระบบสมการขนาดใหญพรอม ๆ กัน อีกทั้งระเบียบวิธีที่ใชในการ
วิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่นําเสนอในวิทยานิพนธนี้ยังสามารถที่จะใช
ฟงกชันการประมาณภายในของความเร็ว ความดันและอุณหภูมิที่อันดับเทากันได (Equal-Order 

Interpolation Function) ทําใหการประดิษฐเอลิเมนตเมตริกซและไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม
คอมพิวเตอรสามารถที่จะทําความเขาใจไดโดยงาย จึงมีความสะดวกที่จะนําไปพัฒนาในงานวิจัยใน
ระดับสูงตอไป สําหรับเอลิเมนตเมตริกซที่ถูกสรางขึ้นในบทนี้จะอยูในรูปแบบที่สามารถนําไป
ประดิษฐเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง 
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การแกระบบสมการขนาดใหญในอดีตมีความนิยมที่จะใชระเบียบวิธีการกําจัดแบบเกาส 
(Gauss Elimination Method) ซ่ึงเปนวิธีการคํานวณแบบตรง (Direct Method) แตวิธีดังกลาว
ตองใชเวลาในการคํานวณเปนจํานวนมาก ทําใหเปนขอจํากัดในการวิเคราะหปญหาขนาดใหญ ดัง
นั้นในบทที่ 4 จึงไดนําเสนอระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่เรียกวาวิธีเอลิเมนตโดยเอลิเมนต (Element by 

Element) ซ่ึงเปนวิธีที่เหมาะสําหรับการแกระบบสมการขนาดใหญเนื่องจากสามารถที่จะลดเวลาที่
ตองใชในการคํานวณลงไดเปนอยางมาก เพราะเปนการหลีกเล่ียงการแกระบบสมการขนาดใหญ 
โดยไดอธิบายอยางเปนขั้นเปนตอนเพื่อใหเกิดความเขาใจในวิธีดังกลาว สําหรับในบทที่ 5 จะไดนํา
เอาสมการไฟไนตเอลิเมนตและไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซที่ไดประดิษฐขึ้นในบทที่ 3 รวมทั้งการแก
ระบบสมการดวยระเบียบวิธีเอลิเมนตโดยเอลิเมนตที่ไดอธิบายในบทที่ 4 มาทําการประดิษฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอร โดยจะอธิบายขั้นตอนการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรโดยละเอียด  
 

สําหรับในบทที่  6 เปนการตรวจสอบความถูกตองของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม
คอมพิวเตอรโดยจะทําการตรวจสอบ 2 สวนดวยกัน สวนแรกเปนการวิเคราะหปญหาในของแข็ง
โดยทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง 2 ปญหา ไดแก 1) ปญหาการนําความรอนในสองมิติ
ของแผนบางรูปสี่เหล่ียม 2) ปญหาการแพรกระจายความรอนโดยที่มีปริมาณความรอนที่ผิวแตก
ตางกัน สวนที่สองจะเปนการวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวที่สภาวะอยูตัว โดยทํา
การตรวจสอบกับผลเฉลยแมนตรง 2 ปญหา และทําการตรวจสอบกับผลการคํานวณดวยวิธีอ่ืนๆ 
ของผูวิจัยที่ไดทํามากอนหนานี้ 2 ปญหา ไดแก 1) ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานอันเนื่องมา
จากความหนืด 2) ปญหาการหลอล่ืนระหวางเพลากับแบริ่ง 3) ปญหาการไหลหมุนวนในชองส่ี
เหล่ียม 4) ปญหาการไหลเนื่องจากการพาความรอนแบบอิสระในชองปดรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 
 สําหรับในบทที่ 7 โดยจะแบงปญหาในการวิเคราะหออกเปนสองสวน ในสวนแรกเพื่อเพิ่ม
ความมั่นใจยิ่งขึ้นในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น โดยนํามา
ทดสอบปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต โดยเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ผลจากการ
ทดลองหรือผลการคํานวณดวยวิธีอ่ืนๆ ของผูวิจัยที่ไดทํามากอนหนานี้ซ่ึงประกอบดวย 3 ปญหา 
ไดแก 1) ปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตระหวางแผนคูขนาน 2) ปญหาการถายเท    
ความรอนแบบคอนจูเกตในอุปกรณแลกเปลี่ยนความรอนที่มีการไหลสวนทางกัน 3) ปญหาการพา
ความรอนแบบอิสระในชองปดสี่เหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนําความรอน  
 
 สําหรับสวนที่สองจะเปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นและมีความมั่นใจใน
ความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรไปวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกต เพื่อแสดง
ใหเห็นถึงประสิทธิภาพของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรในการแกปญหาที่มีรูปรางที่   
ซับซอน 2 ปญหา ไดแก 1) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกกับชองปด      
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ส่ีเหล่ียมโดยมีผนังกันความรอน 2) ปญหาการพาความรอนแบบอิสระระหวางทอทรงกระบอกที่มี
ครีบระบายความรอนในชองปดสี่เหล่ียม โดยในปญหานี้จะศึกษาผลกระทบจากการเปลี่ยนแปลงคา
เรยเลหนัมเบอร อัตราสวนสัมประสิทธ์ิการนําความรอนในของแข็งตอสัมประสิทธ์ิการนําความ
รอนในของไหล และคาความยาวของครีบระบายความรอน 
 
 กลาวโดยสรุปไดวาวิทยานิพนธนี้สามารถนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตวิเคราะหปญหา
การถายเทความรอนแบบคอนจูเกต ซ่ึงเปนการคํานวณการนําความรอนในของแข็งและการพาความ
รอนในของไหลพรอมกันไดเปนอยางดี และจากวิธีการแกระบบสมการดวยวิธีเอลิเมนตโดย         
เอลิเมนตสามารถลดเวลาในการคํานวณไดเปนอยางมาก เมื่อเทียบกับการแกระบบสมการดวย
ระเบียบวิธีการกําจัดแบบเกาส และการใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ ดังเชนในอดีต 
 
8.2 ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ 
 
 ปญหาสําคัญที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ คือ การทําความเขาใจกับระเบียบวิธีไฟไนต      
เอลิเมนตดวยวิธีวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน เนื่องจากมีความซับซอนมากในการแก
ดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต ตอมาจะเปนการคนหาวิธีในการเชื่อมโยงการนําความรอนในของแข็งและ
การพาความรอนในของไหล ซ่ึงเปนสวนที่สําคัญในการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนแบบ
คอนจูเกต ปญหาสําคัญอีกประการหนึ่งที่ตองกลาวถึงคือการหาวิธีการแกระบบสมการแบบใหม    
ที่สามารถลดเวลาในการคํานวณและใหผลลัพธที่ถูกตอง 
 
8.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 
 ในการวิเคราะหการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตสามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรจาก
วิทยานิพนธนี้ไปพัฒนาเพิ่มเติมสําหรับการคํานวณปญหาการถายเทความรอนแบบคอนจูเกตที่มีรูป
รางซับซอนที่เกิดขึ้นจริงในงานวิศวกรรมได ซ่ึงควรมีการพัฒนาเพิ่มเติมในสวนตอไปนี ้
 

- ปรับปรุงโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสามารถวิเคราะหปญหาการไหลและการถายเท
ความรอนแบบคอนจูเกตในสภาวะชั่วขณะ (Transient Problem) 

- ประยุกตใชวิธีปรับขนาดเอลิเมนต เพื่อลดจํานวนเอลิเมนตในการแกปญหาแบบ       
คอนจูเกต 

- พัฒนาใหโปรแกรมสามารถคํานวณการไหลในสามมิติได 
- พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสามารถวิเคราะหปญหาไหลและการถายเทความรอน

แบบคอนจูเกตในสภาวะปนปวน (Turbulent Problem) ได 
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ภาคผนวก ก 
รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG 

  
 โปรแกรมคอมพิวเตอร SUPG ที่ไดประดิษฐขึ้นเพื่อการวิเคราะหปญหาการถายเทความ
รอนแบบคอนจูเกตที่ไดกลาวไวในบทที่ 5 มีรายละเอียดดังนี ้
 
!*********************************************************************************** ! 
! ! 
!           A FINITE ELEMENT PROGRAM FOR CONJUGATE HEAT TRANSFER PROBLEMS           ! 
!            FOR TWO-DIMENSIONAL USE EQUAL-ORDER TRIANGULAR FORMULATION           ! 
!               BASE ON STREAMLINE UPWIND/PETROV GALERKIN FORMULATION              ! 
! ! 
!*********************************************************************************** ! 
 
MODULE SUPG 
IMPLICIT NONE 
 
CHARACTER(len=20) :: name1, name2, name3, name4 
 
INTEGER(2) :: sthour,stminute,stsecond,sthund      ! Collect Start time 
INTEGER(2) :: enhour, enminute, ensecond, enhund   ! Collect End time  
 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: intmat    ! Node connection on element 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: intbou        ! Define boundary inflow 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: intbouq       ! Define boundary heat flux 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:)  :: ibcu,ibcv,ibcp,ibct  ! boundary condition  
  for variable  
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: ltype 
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: ibce, nodeid, chke   ! boundary condition  
INTEGER(4),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: esup1, esup2, elemq  ! for elements 
  surrounding node  
INTEGER(4) :: npoi,  nelem,  iter, ierror, istor 
INTEGER(4) :: i, j, k, ii, jj, kk 
INTEGER(4) :: ip, ie, ib, jb, kb, st, ed 
INTEGER(4) :: niter, nlines, nbou, nflux, ipoi1, check 
INTEGER(4), DIMENSION(20) :: text  
 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: coord               ! Coordinate of each node  
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: sysk 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: u, v, p, t          ! Primitive variable 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: uold,vold,pold,told ! Primitive variable (old)  
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: unew, vnew, pnew, tnew 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: EE, PP, EEnew, PPnew, EB 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: ru, rv, areavg, qb  
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: uhat, vhat, kp, vsum  
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: sysrx, sysry, sysr, bflux 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: tbar, digt, pbar, digp, sysrold, EKP 
REAL(8),ALLOCATABLE,DIMENSION(:) :: sysa, comb 
REAL(8),DIMENSION(3,3) :: aele, atele, qq 
REAL(8),DIMENSION(3) :: rxele, rxnele, rxwele,  ryele, rele 
 
REAL(8) :: sumu, sumv, sump, sumt, sumx, sumy 
REAL(8) :: sumdu, sumdv, sumdp, sumdt 
REAL(8) :: erroru, errorv, errorp, errort 
REAL(8) :: tol, aaa, area,  dd, cross1, cross2, cross3 
REAL(8) :: cond, conds, condf, spec, expan, tref,den,vis 
REAL(8) :: xg1, xg2, xg3, yg1, yg2, yg3 
REAL(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
REAL(8) :: f1, f2, f3, uj, vj, q 
CONTAINS 
 
SUBROUTINE MAIN() 
 
IMPLICIT NONE 
 
CALL READ_INPUT() 
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! 
! Start calculation 
! 
 
DO iter = 1,niter 
 
   CALL SOLVET()               ! Solve for temperature 
 
   CALL SOLVEUV()              ! Solve for u & v - velocities 
 
   CALL SOLVEP()               ! Solve pressure 
 
   CALL UPDATE()               ! Update velocities 
 
   CALL ERROR()                ! Compute relative error 
 
!-------------------------------------------- 
! Write output file if the solution converge 
!-------------------------------------------- 
 
   IF(erroru <= tol.OR.errorv <= tol.OR.errorp <= tol.OR.iter == niter) THEN 
 
      CALL GETTIM(enhour,enminute,ensecond,enhund) 
 
      WRITE(6,10) sthour,stminute,stsecond,sthund 
      10 FORMAT('  Start time :',3X,I2,':',I2.2,':',I2.2,':',I2.2) 
 
      WRITE(6,20) enhour,enminute,ensecond,enhund 
      20 FORMAT('    End time :',3X,I2,':',I2.2,':',I2.2,':',I2.2) 
 
   CALL WRITE_OUTPUT()         ! Write output file if meet criteria 
 
   ENDIF 
 
   IF(erroru <= tol.OR.errorv <= tol.OR.errorp <= tol.OR.iter == niter) STOP 
 
END DO 
 
END SUBROUTINE MAIN 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE SOLVET()  ! Subroutine for solve Temperature 
 
IMPLICIT NONE 
 
INTEGER(4) :: it, nniter 
INTEGER(4) :: mm, ic, ir, ieq 
REAL(8), DIMENSION(3,3) :: acov, acovn, acovw, adif 
REAL(8), DIMENSION(3) :: ele, bc, tb 
REAL(8) :: sum, error 
REAL(8) :: canu, canv, caw1, caw23, caw4 
REAL(8) :: uba, vba, cqq 
REAL(8) :: absu, peclet, kba, hele, ds, alp, bb 
 
nniter = 10 
told = t 
 
loop : do it = 1,nniter 
 
sysr = 0.   
tbar = 0. 
digt = 0. 
 
!---------------------------------- 
! Loop over the number of elements 
!---------------------------------- 
 
element : do ie = 1,nelem 
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!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5, & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /, & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'           ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!------------ 
! Setup kba 
!------------ 
 
uba  = (u(ii)+u(jj)+u(kk))/3. 
vba = (v(ii)+v(jj)+v(kk))/3. 
absu  = SQRT((uba*uba) + (vba*vba)) 
ds = SQRT((xg1-xg2)*(xg1-xg2) + (yg1-yg2)*(yg1-yg2)) 
hele = 2.*area/ds 
peclet = absu*hele*den*spec/(2.*condf) 
alp = 1./(DTANH(peclet)) - 1./peclet 
kba = alp*hele/(2.*absu) 
if(peclet == 0.) kba = 0. 
 
!------------------------------------ 
! Setup [A] matrix: (Diffusion term) 
!------------------------------------ 
 
adif(1,1) =  ((b1*b1)+(c1*c1))/(4.*area) 
adif(1,2) =  ((b1*b2)+(c1*c2))/(4.*area) 
adif(1,3) =  ((b1*b3)+(c1*c3))/(4.*area) 
adif(2,2) =  ((b2*b2)+(c2*c2))/(4.*area) 
adif(2,3) =  ((b2*b3)+(c2*c3))/(4.*area) 
adif(3,3) =  ((b3*b3)+(c3*c3))/(4.*area) 
adif(2,1) =  adif(1,2) 
adif(3,1) =  adif(1,3) 
adif(3,2) =  adif(2,3) 
 
!====================================== 
! Setup [A] matrix: (Convection term) 
!====================================== 
 
!--------------------- 
! Setup  [An] matrix 
!--------------------- 
 
canu = den*uba/6. 
canv = den*vba/6. 
 
acovn(1,1) = canu*b1 + canv*c1 
acovn(1,2) = canu*b2 + canv*c2 
acovn(1,3) = canu*b3 + canv*c3 
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acovn(2,1) = acovn(1,1) 
acovn(2,2) = acovn(1,2) 
acovn(2,3) = acovn(1,3) 
acovn(3,1) = acovn(1,1) 
acovn(3,2) = acovn(1,2) 
acovn(3,3) = acovn(1,3) 
 
!--------------------- 
! Setup  [Aw] matrix 
!--------------------- 
 
caw1  = uba*uba/(4.*area) 
caw23 = uba*vba/(4.*area) 
caw4  = vba*vba/(4.*area) 
 
acovw(1,1) = caw1*b1*b1 + caw23*(b1*c1 + b1*c1) + caw4*c1*c1 
acovw(1,2) = caw1*b1*b2 + caw23*(b1*c2 + b2*c1) + caw4*c1*c2 
acovw(1,3) = caw1*b1*b3 + caw23*(b1*c3 + b3*c1) + caw4*c1*c3 
 
acovw(2,1) = acovw(1,2) 
acovw(2,2) = caw1*b2*b2 + caw23*(b2*c2 + b2*c2) + caw4*c2*c2 
acovw(2,3) = caw1*b2*b3 + caw23*(b2*c3 + b3*c2) + caw4*c2*c3 
 
acovw(3,1) = acovw(1,3) 
acovw(3,2) = acovw(2,3) 
acovw(3,3) = caw1*b3*b3 + caw23*(b3*c3 + b3*c3) + caw4*c3*c3 
 
!------------------------------------ 
! Setup  [Aconv] matrix : [An] + [Aw]  
!------------------------------------ 
 
acov = acovn + kba*acovw 
 
!------------------------------------- 
! Setup [aele] matrix : [adif]+[acov] 
!------------------------------------- 
 
IF(ltype(ie,1) == 1) then  
 
cond = conds 
qq = 0. 
 
!--------------------------- 
! Setup [RQ] matrix:(solid) 
!--------------------------- 
 
 If(ltype(ie,2) == 1) then 
  cqq = q*area/3. 
  qq(1) = cqq*1.  
  qq(2) = cqq*1.  
  qq(3) = cqq*1.  
 END If 
 
END If 
 
IF(ltype(ie,1) == 0) then  
 
cond = condf 
qq = 0. 
 
!---------------------------- 
! Setup [RQ] matrix: (fluid) 
!---------------------------- 
 
 If(ltype(ie,2) == 1) then 
  cqq = q*area/3. 
  qq(1) = den*cqq*1.  
  qq(2) = den*cqq*1.  
  qq(3) = den*cqq*1.  
 END If 
 
END If 
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!--------------------- 
! Setup [r] matrix:  
!--------------------- 
 
rele = 0. + qq 
 
aele = spec*acov + cond*adif 
 
!---------- 
! Solve T 
!---------- 
 
bc = 0. 
 
ele(1) = t(ii) 
ele(2) = t(jj) 
ele(3) = t(kk) 
 
if (ibct(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibct(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibct(kk) == 1) bc(3) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
outer1: do ieq = 1,3 
       
   if(bc(ieq) == 0) cycle outer1 
 
      inner1: do ir = 1,3 
         if(ir == ieq) cycle inner1 
         rele(ir) = rele(ir) - aele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         aele(ir,ieq) = 0. 
      enddo inner1 
 
      do ic = 1,3 
         aele(ieq,ic) = 0. 
      enddo 
 
   aele(ieq,ieq) = 1. 
   rele(ieq) = ele(ieq) 
 
enddo outer1 
 
!-------------------------------- 
!  Element by element solutions 
!-------------------------------- 
 
do i = 1,3 
   sum = 0. 
   do j = 1,3  
      sum = sum + aele(i,j)*t(intmat(ie,j)) 
   enddo 
   tb(i) = sum 
enddo 
 
!----------- 
! assemble     
!----------- 
 
do i = 1,3 
   mm = intmat(ie,i) 
   sysr(mm) =  sysr(mm) + rele(i) 
   tbar(mm) =  tbar(mm) + tb(i) 
   digt(mm) =  digt(mm) + aele(i,i) 
enddo 
 
!----------------------------------------------------------------- 
 
end do element 
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do i = 1,npoi 
!   tnew(i) = 0.9*(t(i) - ((tbar(i)-sysr(i))/digt(i))) + 0.1*t(i) 
    tnew(i) = t(i) - ((tbar(i)-sysr(i))/digt(i)) 
enddo 
 
t = tnew 
 
end do loop 
 
END SUBROUTINE SOLVET 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE SOLVEUV()  ! Subroutine for solve u & v -velocities 
 
IMPLICIT NONE 
 
INTEGER(4)               ::  ll, mm, nn, ieq, ic, ir 
REAL(8)                  ::  sum, coefn, coefw, canu, canv, caw1, caw23, caw4 
REAL(8) ::  uba, vba, absu, peclet, kba, hele, ds, alp, bb 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  rpy, rpny, rpwy, rgy, rgny, rgwy 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  bc, ele, fbx, fby, rpx 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  ::  acov, acovn, acovw, adif  
REAL(8), DIMENSION(3,3)  ::  axele, ayele 
REAL(8), DIMENSION(npoi) ::  rpsys, fbarx, fbary, fx, fy, digx, digy, rxsys 
 
rpsys = 0.   
 sysa = 0. 
   kp = 0.     
 uold = u       
 vold = v    
  
loop1: do nn = 1,2 
 
fbarx = 0. 
fbary = 0. 
   fx = 0. 
   fy = 0. 
 digx = 0. 
 digy = 0.  
 
! 
! Loop over the number of elements 
! 
 
loop2: DO ie = 1,nelem 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5, & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /, & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---' ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
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c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!------------ 
! Setup kba 
!------------ 
 
uba  = (u(ii)+u(jj)+u(kk))/3. 
Vba = (v(ii)+v(jj)+v(kk))/3. 
absu  = SQRT((uba*uba) + (vba*vba)) 
ds  = SQRT((xg1-xg2)*(xg1-xg2) + (yg1-yg2)*(yg1-yg2)) 
hele  = 2.*area/ds 
peclet = absu*hele*den*spec/(2.*condf) 
alp  = 1./(DTANH(peclet)) - 1./peclet 
kba  = alp*hele/(2.*absu) 
 
if(peclet == 0.) kba = 0. 
 
 
 
!======================================= 
! Setup [A] matrix: (Convection term) 
!======================================= 
 
!--------------------- 
! Setup  [An] matrix 
!--------------------- 
 
canu = den*uba/6. 
canv = den*vba/6. 
 
acovn(1,1) = canu*b1 + canv*c1 
acovn(1,2) = canu*b2 + canv*c2 
acovn(1,3) = canu*b3 + canv*c3 
 
acovn(2,1) = acovn(1,1) 
acovn(2,2) = acovn(1,2) 
acovn(2,3) = acovn(1,3) 
 
acovn(3,1) = acovn(1,1) 
acovn(3,2) = acovn(1,2) 
acovn(3,3) = acovn(1,3) 
 
!--------------------- 
! Setup  [Aw] matrix 
!--------------------- 
 
caw1  = uba*uba/(4.*area) 
caw23 = uba*vba/(4.*area) 
caw4  = vba*vba/(4.*area) 
 
acovw(1,1) = caw1*b1*b1 + caw23*(b1*c1 + b1*c1) + caw4*c1*c1 
acovw(1,2) = caw1*b1*b2 + caw23*(b1*c2 + b2*c1) + caw4*c1*c2 
acovw(1,3) = caw1*b1*b3 + caw23*(b1*c3 + b3*c1) + caw4*c1*c3 
 
acovw(2,1) = acovw(1,2) 
acovw(2,2) = caw1*b2*b2 + caw23*(b2*c2 + b2*c2) + caw4*c2*c2 
acovw(2,3) = caw1*b2*b3 + caw23*(b2*c3 + b3*c2) + caw4*c2*c3 
 
acovw(3,1) = acovw(1,3) 
acovw(3,2) = acovw(2,3) 
acovw(3,3) = caw1*b3*b3 + caw23*(b3*c3 + b3*c3) + caw4*c3*c3 
 
!------------------------------------ 
! Setup  [Aconv] matrix : [An] + [Aw]  
!------------------------------------ 
 
acov = acovn + kba*acovw 
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!======================================== 
! Setup [A] matrix: (Diffusion term) 
!======================================== 
 
adif(1,1) = ((b1*b1)+(c1*c1))/(4.*area) 
adif(1,2) = ((b1*b2)+(c1*c2))/(4.*area) 
adif(1,3) = ((b1*b3)+(c1*c3))/(4.*area) 
 
adif(2,2) = ((b2*b2)+(c2*c2))/(4.*area) 
adif(2,3) = ((b2*b3)+(c2*c3))/(4.*area) 
adif(3,3) = ((b3*b3)+(c3*c3))/(4.*area) 
 
adif(2,1) = adif(1,2) 
adif(3,1) = adif(1,3) 
adif(3,2) = adif(2,3) 
 
!========================= 
! Setup [rp] matrix:  
!========================= 
 
!--------------------- 
! Setup [rpx] matrix:  
!--------------------- 
 
rxnele(1) = -(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/6. 
rxnele(2) = rxnele(1) 
rxnele(3) = rxnele(1) 
 
rxwele(1) = -(b1*uba + c1*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(4.*area) 
rxwele(2) = -(b2*uba + c2*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(4.*area) 
rxwele(3) = -(b3*uba + c3*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(4.*area) 
 
rxele = rxnele + kba*rxwele 
 
!--------------------- 
! Setup [rpy] matrix:  
!--------------------- 
 
rpny(1) = -(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/6. 
rpny(2) = rpny(1) 
rpny(3) = rpny(1) 
 
rpwy(1) = -(b1*uba + c1*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(4.*area) 
rpwy(2) = -(b1*uba + c1*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(4.*area) 
rpwy(3) = -(b1*uba + c1*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(4.*area) 
 
rpy = rpny + kba*rpwy 
 
!========================= 
! Setup [rg] matrix: 
!========================= 
 
coefn = den*10.*area/12. 
Coefw = den*10.*(expan*(t(ii) + t(jj) + t(kk)) - 3.*(1. + expan*tref))/6. 
 
!coefn = 0. 
!coefw = 0. 
 
rgny(1) = coefn*(expan*( 2.*t(ii) +    t(jj) +    t(kk) ) - 4.*(1. + (expan*tref))) 
rgny(2) = coefn*(expan*(    t(ii) + 2.*t(jj) +    t(kk) ) - 4.*(1. + (expan*tref))) 
rgny(3) = coefn*(expan*(    t(ii) +    t(jj) + 2.*t(kk) ) - 4.*(1. + (expan*tref))) 
rgwy(1) = coefw*(b1*uba + c1*vba)  
rgwy(2) = coefw*(b2*uba + c2*vba) 
rgwy(3) = coefw*(b3*uba + c3*vba) 
 
rgy = rgny + kba*rgwy 
 
!---------------- 
! Sum term in y:  
!---------------- 
 
ryele = rpy + rgy 
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!------------------------------------- 
! Setup [aele] matrix : [adif]+[acov] 
!------------------------------------- 
 
axele = acov + vis*adif 
ayele = axele 
 
 
if(nn == 1) then 
 
aele = axele 
 
!---------- 
! Solve U 
!---------- 
 
bc = 0. 
 
ele(1) = u(ii) 
ele(2) = u(jj) 
ele(3) = u(kk) 
 
if (ibcu(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibcu(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibcu(kk) == 1) bc(3) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
outer1: DO ieq = 1,3 
 
 
   IF(bc(ieq) == 0) CYCLE outer1 
 
      inner1: DO ir = 1,3 
         IF(ir == ieq) CYCLE inner1 
         rxele(ir) = rxele(ir) - axele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         axele(ir,ieq) = 0. 
      END DO inner1 
 
      DO ic = 1,3 
         axele(ieq,ic) = 0. 
      END DO 
 
   axele(ieq,ieq) = 1. 
   rxele(ieq) = ele(ieq) 
 
END DO outer1 
 
!---------- 
! Solve V 
!---------- 
 
bc = 0. 
 
ele(1) = v(ii) 
ele(2) = v(jj) 
ele(3) = v(kk) 
 
if (ibcv(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibcv(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibcv(kk) == 1) bc(3) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
outer2: DO ieq = 1,3 
       
   IF(bc(ieq) == 0) CYCLE outer2 
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      inner2: DO ir = 1,3 
         IF(ir == ieq) CYCLE inner2 
         ryele(ir) = ryele(ir) - ayele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         ayele(ir,ieq) = 0. 
      END DO inner2 
 
      DO ic = 1,3 
         ayele(ieq,ic) = 0. 
      END DO 
 
   ayele(ieq,ieq) = 1. 
   ryele(ieq) = ele(ieq) 
 
 
END DO outer2 
 
endif 
 
!-------------------------------- 
!  Element by element solutions 
!-------------------------------- 
 
do i = 1,3 
   sumx = 0. 
   sumy = 0. 
   do j = 1,3  
      sumx = sumx + axele(i,j)*u(intmat(ie,j)) 
   sumy = sumy + ayele(i,j)*v(intmat(ie,j)) 
   enddo 
   fbx(i) = sumx 
   fby(i) = sumy 
enddo 
 
!----------- 
! assemble     
!----------- 
 
DO i = 1,3 
   mm = intmat(ie,i) 
 
       fx(mm) =    fx(mm) + rxele(i) 
    fbarx(mm) = fbarx(mm) + fbx(i) 
     digx(mm) =  digx(mm) + axele(i,i) 
 
       fy(mm) =    fy(mm) + ryele(i) 
    fbary(mm) = fbary(mm) + fby(i) 
     digy(mm) =  digy(mm) + ayele(i,i) 
 
   if(nn == 1) then 
     sysa(mm) =  sysa(mm) + aele(i,i)   
    rpsys(mm) = rpsys(mm) + rpy(i) 
   endif 
 
END DO 
 
!-------------------------------------------------------- 
 
if(nn == 2) then 
kp(ii) = kp(ii) + (area/(3.*sysa(ii)))   !  
kp(jj) = kp(jj) + (area/(3.*sysa(jj)))   ! Setup kp 
kp(kk) = kp(kk) + (area/(3.*sysa(kk)))   !  
endif 
 
END DO loop2 
 
!--------------------------------------------------------- 
if(nn == 1 ) then 
do i = 1,npoi 
   unew(i) = 0.8*(u(i) - ((fbarx(i)-fx(i))/digx(i))) + 0.2*u(i) 
   vnew(i) = 0.8*(v(i) - ((fbary(i)-fy(i))/digy(i))) + 0.2*v(i) 
 
!   unew(i) = u(i) - ((fbarx(i)-fx(i))/digx(i)) 
!   vnew(i) = v(i) - ((fbary(i)-fy(i))/digy(i)) 
enddo 
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u = unew 
v = vnew 
endif 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
ru = fbarx - fx 
rv = fbary - rpsys 
 
do i = 1,npoi 
   uhat(i) = (-(fbarx(i) - u(i)*sysa(i)) + ru(i))/sysa(i) 
   vhat(i) = (-(fbary(i) - v(i)*sysa(i)) + rv(i))/sysa(i) 
enddo 
 
enddo loop1 
 
END SUBROUTINE SOLVEUV 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE SOLVEP()  ! Subroutine for solve Temperature 
 
implicit none  
 
REAL(8)           :: sum, sumup, sumdw, error, a, b 
integer(4)        :: it, nniter 
 
pold = p    
nniter = 100 
check = 1 
 
! Step 2 
call pele() 
EE = sysr - pbar 
 
! Step 3 
PP = EE 
 
loop : do it = 1,nniter 
 
! Step 4 
check = 0 
call pele() 
 
! Step 5 
sumup = 0. 
sumdw = 0. 
do i = 1,npoi 
   sumup = sumup + EE(i)*PP(i) 
   sumdw = sumdw + EB(i)*PP(i) 
enddo 
 
a = sumup/sumdw 
 
! Step 6 
pnew = p + a*PP 
 
! Step 7 
EEnew = EE - a*EB 
 
! Step 8 
sumup = 0. 
sumdw = 0. 
do i = 1,npoi 
   sumup = sumup + EEnew(i)*EEnew(i) 
   sumdw = sumdw + EE(i)*EE(i) 
enddo 
 
b = sumup/sumdw 
 
! Step 9 
PPnew = EEnew + b*PP 
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! Step 10 
PP = PPnew 
EE = EEnew 
 
!---------------------------------------- 
 
sum = 0.  
    
do j = 1,npoi 
   sum = sum + abs(p(j)-pnew(j)) 
enddo 
 
error = sum/npoi 
 
p = pnew 
 
if(error <= 1.e-6) exit 
 
!---------------------------------------- 
 
end do loop 
 
END SUBROUTINE SOLVEP 
 
!====================================================================================! 
 
subroutine pele() 
 
implicit none 
 
REAL(8)                  :: cru, crv, xb1,   xb2,  yb1,  yb2 
REAL(8)                  :: unx, uny, coefp 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  :: adif  
REAL(8), DIMENSION(3)    :: rpu, rpv, rb 
REAL(8)                  :: sum 
REAL(8), DIMENSION(3)    :: ele, bc, pb, kpele 
INTEGER(4)               :: mm, ic, ir, ieq 
 
sysr = 0. 
pold = p 
pbar = 0. 
digp = 0. 
  EB = 0. 
 
DO ie = 1,nelem     ! Loop over the number of elements: 
 
 rb = 0. 
 ii = intmat(ie,1) 
 jj = intmat(ie,2) 
 kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
 
 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5, & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /, & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---' ) 
 
IF(area <= 0.) STOP 
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b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!-------------------------- 
! Setup diffusion matrices 
!-------------------------- 
 
adif(1,1) = ((b1*b1)+(c1*c1))/(4.*area) 
adif(1,2) = ((b1*b2)+(c1*c2))/(4.*area) 
adif(1,3) = ((b1*b3)+(c1*c3))/(4.*area) 
adif(2,2) = ((b2*b2)+(c2*c2))/(4.*area) 
adif(2,3) = ((b2*b3)+(c2*c3))/(4.*area) 
adif(3,3) = ((b3*b3)+(c3*c3))/(4.*area) 
 
adif(2,1) = adif(1,2) 
adif(3,1) = adif(1,3) 
adif(3,2) = adif(2,3) 
 
!------------------- 
! Setup [ru] matrix 
!------------------- 
 
cru    = (uhat(ii)+uhat(jj)+uhat(kk))/6. 
rpu(1) = cru*b1 
rpu(2) = cru*b2 
rpu(3) = cru*b3 
 
!------------------- 
! Setup [rv] matrix 
!------------------- 
 
crv    = (vhat(ii)+vhat(jj)+vhat(kk))/6. 
rpv(1) = crv*c1 
rpv(2) = crv*c2 
rpv(3) = crv*c3 
 
!------------------- 
! Setup [rb] matrix 
!------------------- 
 
IF(ibce(ie) == 1) THEN 
    ib = intbou(ie,1) 
    jb = intbou(ie,2) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
   IF(ib == ii) THEN 
      rb(1) = ((u(ib)/3.)+(u(jb)/6.))*unx + ((v(ib)/3.)+(v(jb)/6.))*uny  
      rb(2) = ((u(ib)/6.)+(u(jb)/3.))*unx + ((v(ib)/6.)+(v(jb)/3.))*uny  
      rb(3) = 0. 
   ENDIF   
 
 
 
   IF(ib == jj) THEN 
      rb(1) = 0. 
      rb(2) = ((u(ib)/3.)+(u(jb)/6.))*unx + ((v(ib)/3.)+(v(jb)/6.))*uny  
      rb(3) = ((u(ib)/6.)+(u(jb)/3.))*unx + ((v(ib)/6.)+(v(jb)/3.))*uny  
   ENDIF   
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   IF(ib == kk) THEN 
      rb(1) = ((u(ib)/6.)+(u(jb)/3.))*unx + ((v(ib)/6.)+(v(jb)/3.))*uny  
      rb(2) = 0. 
      rb(3) = ((u(ib)/3.)+(u(jb)/6.))*unx + ((v(ib)/3.)+(v(jb)/6.))*uny  
   ENDIF 
 
ENDIF  
 
coefp = (kp(ii)+kp(jj)+kp(kk))/3. 
 
aele = coefp*adif 
 
rele = rpu + rpv - rb 
 
!---------- 
! Solve P 
!---------- 
 
bc = 0. 
 
ele(1) = p(ii) 
ele(2) = p(jj) 
ele(3) = p(kk) 
 
if (ibcp(ii) == 1) bc(1) = 1 
if (ibcp(jj) == 1) bc(2) = 1 
if (ibcp(kk) == 1) bc(3) = 1 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
outer1: do ieq = 1,3 
       
   if(bc(ieq) == 0) cycle outer1 
 
      inner1: do ir = 1,3 
         if(ir == ieq) cycle inner1 
         rele(ir) = rele(ir) - aele(ir,ieq)*ele(ieq) 
         aele(ir,ieq) = 0. 
      enddo inner1 
 
      do ic = 1,3 
         aele(ieq,ic) = 0. 
      enddo 
 
   aele(ieq,ieq) = 1. 
   rele(ieq) = ele(ieq) 
 
enddo outer1 
 
!-------------------------------- 
!  Element by element solutions 
!-------------------------------- 
 
if(check == 1) then 
 
   do i = 1,3 
      sum = 0. 
      do j = 1,3  
         sum = sum + aele(i,j)*p(intmat(ie,j)) 
      enddo 
      pb(i) = sum 
   enddo 
 
   do i = 1,3 
      mm = intmat(ie,i) 
      sysr(mm) = sysr(mm) + rele(i)     
      pbar(mm) = pbar(mm) + pb(i)        
      digp(mm) = digp(mm) + aele(i,i)    
   end do 
 
else 
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   do i = 1,3 
      sum = 0. 
      do j = 1,3  
         mm = intmat(ie,j) 
         sum = sum + aele(i,j)*pp(mm) 
      enddo 
      kpele(i) = sum 
   enddo 
 
   do i = 1,3 
      mm = intmat(ie,i) 
      EB(mm) = EB(mm) + kpele(i)     
   end do 
 
endif 
end do 
 
end subroutine pele 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE UPDATE()  ! Subroutine for update velocities 
 
IMPLICIT NONE 
 
sysrx = 0.        ! Reset the system of equation 
sysry = 0.        ! Reset the system of equation  
 
DO ie = 1,nelem   ! Loop over the number of elements 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!--------------------- 
! Setup [rpx] matrix:  
!--------------------- 
 
rxele(1) = -(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/6. 
rxele(2) = rxele(1) 
rxele(3) = rxele(1) 
!--------------------- 
! Setup [rpy] matrix:  
!--------------------- 
 
 
ryele(1) = -(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/6. 
ryele(2) = ryele(1) 
ryele(3) = ryele(1) 
 
CALL ASSMUP()    ! Assemble element eq to form system eq 
      
END DO 
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!------------------------------ 
! Calculate the matrix sysr(i) 
!------------------------------ 
 
DO i =1,npoi    
   sysrx(i) = sysrx(i)/sysa(i)  
   sysry(i) = sysry(i)/sysa(i) 
END DO 
 
!-------------------------------------- 
! Evaluate the new value of velocities 
!-------------------------------------- 
 
DO i = 1,npoi 
 
   IF(ibcu(i) == 1) THEN 
        u(i) = uold(i) 
      ELSE 
        u(i) = uhat(i) + sysrx(i) 
   ENDIF 
    
   IF(ABS(u(i)) <= 1.E-10)  u(i) = 0. 
 
   IF(ibcv(i) == 1) THEN 
        v(i) = vold(i) 
      ELSE 
        v(i) = vhat(i) + sysry(i) 
   ENDIF 
    
   IF(ABS(v(i)) <= 1.E-10)  v(i) = 0. 
 
END DO 
 
END SUBROUTINE UPDATE 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE ASSMUP() ! Subroutine for assembling in update 
 
IMPLICIT NONE 
 
DO i = 1,3 
   ii = intmat(ie,i) 
   sysrx(ii) = sysrx(ii) + rxele(i) 
   sysry(ii) = sysry(ii) + ryele(i) 
END DO 
 
END SUBROUTINE ASSMUP 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE READ_INPUT() 
 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8) :: x, y 
 
! 
! Enter input file name 
!  
WRITE(6,10) 
10 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
READ(5,*) name1 
 
OPEN(UNIT=7, FILE=name1, STATUS='OLD', ACTION='READ', IOSTAT=ierror) 
 
CALL GETTIM(sthour,stminute,stsecond,sthund) 
 
! 
! Read input data 
! 
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READ(7,*) nlines 
 
DO i = 1,nlines 
   READ(7,1) text 
   1 FORMAT(20A4) 
DO 
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) npoi, nelem, nbou, nflux, niter, tol 
 
ALLOCATE(intmat(nelem,3), intbou(nelem,2) , coord(npoi,2)               ) 
ALLOCATE(sysk(npoi,npoi), intbouq(nflux,3), nodeid(nflux)               ) 
ALLOCATE( ibcu(npoi)    , ibcv(npoi)      , ibcp(npoi)  , ibce(nelem)   ) 
ALLOCATE(    u(npoi)    , v(npoi)         , p(npoi)     , t(npoi)       ) 
ALLOCATE( uold(npoi)    , vold(npoi)      , pold(npoi)  , told(npoi)    ) 
ALLOCATE(   ru(npoi)    , rv(npoi)        , uhat(npoi)  , vhat(npoi)    ) 
ALLOCATE(   kp(npoi)    , vsum(npoi)      , areavg(npoi), qb(npoi)      ) 
ALLOCATE(sysrx(npoi)    , sysry(npoi)     , sysr(npoi)  , ibct(npoi)    ) 
ALLOCATE(bflux(nflux)   , esup2(npoi+1)   , chke(nelem) , elemq(nflux)  ) 
ALLOCATE(ltype(nelem,2)                                                 ) 
ALLOCATE(tbar(npoi), digt(npoi), pbar(npoi), digp(npoi), sysa(npoi)     ) 
ALLOCATE(unew(npoi),  vnew(npoi),   pnew(npoi),  tnew(npoi)             ) 
ALLOCATE(EE(npoi), PP(npoi), EEnew(npoi), PPnew(npoi), EB(npoi)         ) 
ALLOCATE(sysrold(npoi), EKP(npoi), comb(nelem)                          ) 
 
! 
! Read Fluid-Solid properties 
! 
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) den, vis, expan, spec, conds, condf, tref, q 
 
! 
! Read nodal coordinates, boundary conditions, their values 
! 
 
READ(7,1) text 
  
DO ip = 1,npoi 
   READ(7,*) i,ibcu(i),ibcv(i),ibcp(i),ibct(i),(coord(i,k),k=1,2),u(i),v(i),p(i),t(i) 
   IF(i /= ip) WRITE(6,40) ip 
   40 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ip) STOP 
END DO 
 
! 
! Read element nodal connection 
! 
 
READ(7,1) text 
  
DO ie = 1,nelem 
   READ(7,*)  i,(intmat(i,j),j=1,3),(ltype(i,k),k=1,2) 
   ibce(i) = 0 
   IF(i /= ie) WRITE(6,50) ie 
   50 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ie) STOP 
END DO 
 
! 
! Read inflow boundary element 
! 
 
READ(7,1) text 
  
IF(nbou /= 0.) THEN 
   DO ie = 1,nbou 
      READ(7,*)  i, (intbou(i,j),j=1,2) 
      IF(i /= 0) ibce(i) = 1 
   END DO 
END IF 
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!----------------------------------- 
! Read boundary for compute flux 
!----------------------------------- 
 
READ(7,1) text 
  
IF(nflux /= 0.) THEN 
   DO ie = 1,nflux 
      READ(7,*)  elemq(ie), (intbouq(ie,j),j=1,3) 
   END DO 
END IF 
 
CLOSE(UNIT=7, STATUS='keep') 
 
! 
! Print out title 
! 
WRITE(6,60) npoi, nelem, NITER, tol 
60 FORMAT(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,    & 
            '      NUMBER OF NODES              =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF MAX. ITERATION     =', I6, /,   & 
            '      SPECIFIED STOPPING TOLERANCE =', E10.5 ,/) 
 
!----------------------------------- 
! Find elements surrounding node 
!----------------------------------- 
 
esup2 = 0 
 
do ie = 1,nelem 
 do ip = 1,3 
    ipoi1 = intmat(ie,ip)+1 
 esup2(ipoi1) = esup2(ipoi1)+1 
 enddo 
enddo 
 
do ip = 2,npoi+1 
   esup2(ip) = esup2(ip)+esup2(ip-1) 
enddo 
 
ALLOCATE(esup1(esup2(npoi+1))) 
 
do ie = 1,nelem 
 do ip = 1,3 
    ipoi1 = intmat(ie,ip) 
    istor = esup2(ipoi1)+1 
    esup2(ipoi1) = istor 
    esup1(istor) = ie 
 enddo 
enddo 
 
do ipoi1 = npoi+1,2,-1 
   esup2(ipoi1) = esup2(ipoi1-1) 
enddo 
 
esup2(1) = 0 
 
END SUBROUTINE READ_INPUT 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE ERROR() 
 
IMPLICIT NONE 
 
!----------------------- 
! check for convergence 
!----------------------- 
 
sumu = 0. 
sumv = 0. 
sump = 0. 
sumt = 0. 
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sumdu = 0. 
sumdv = 0. 
sumdp = 0. 
sumdt = 0. 
 
DO i = 1,npoi 
   sumdu = sumdu + ABS(uold(i)-u(i)) 
   sumu  = sumu  + ABS(u(i)) 
 
   sumdv = sumdv + ABS(vold(i)-v(i)) 
   sumv  = sumv  + ABS(v(i)) 
 
   sumdp = sumdp + ABS(pold(i)-p(i)) 
   sump  = sump  + ABS(p(i)) 
 
   sumdt = sumdt + ABS(told(i)-t(i)) 
   sumt  = sumt  + ABS(t(i)) 
END DO 
 
if(sumv == 0.) then 
    sumv = 1.e-6 
   sumdv = 1.e-6 
endif 
 
if(sump == 0.) then 
    sump = 1.e-6 
   sumdp = 1.e-6 
endif 
 
erroru = sumdu/sumu 
errorv = sumdv/sumv 
errorp = sumdp/sump      
errort = sumdt/sumt      
 
OPEN(UNIT=11, FILE='Error', STATUS='UNKNOWN') 
 
WRITE(6,70)  iter, erroru, errorv, errorp, errort 
WRITE(11,70) iter, erroru, errorv, errorp, errort 
70 FORMAT('iter = ', I4, 2X, E15.9, 2X, & 
          E15.9, 2X, E15.9, 2X, E15.9) 
 
END SUBROUTINE ERROR 
 
!====================================================================================! 
 
SUBROUTINE WRITE_OUTPUT() 
 
IMPLICIT NONE 
 
WRITE(6,150) 
150 FORMAT(/, ' ENTER THE OUTPUT FILE NAME',/) 
READ(5,'(A)') name2 
 
OPEN(UNIT=8, FILE=name2 , STATUS='NEW', IOSTAT=ierror) 
    
   WRITE(8,160)  
   160 FORMAT(/,2x,'node',8X,'u(i)',10X,'v(i)',10X,'p(i)',10X't(i)') 
 
DO i = 1,npoi 
   WRITE(8,190) i, u(i), v(i), p(i), t(i) 
   190 FORMAT(I6,2X, 6E14.5) 
END DO 
END SUBROUTINE WRITE_OUTPUT 
 
!====================================================================================! 
END MODULE SUPG 
!************************************************************************************! 
 
PROGRAM CONJUGATE_HEAT_TRANSFER_3NODES 
USE SUPG 
IMPLICIT NONE 
CALL MAIN() 
END PROGRAM CONJUGATE_HEAT_TRANSFER_3NODES 
 
!************************************************************************************! 
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Abstract 
This paper presents two finite element schemes for s

conjugate heat transfer problems, where heat conduction
solid is coupled with heat convection in viscous fluid flow
solving viscous incompressible thermal flow in fluid regio
Streamline Upwind Finite Element method and the Strea
Upwind Petrov-Galerkin method are selected, while 
conduction in solid region is solved using the standard Ga
method.  The methods use the three-node triangular elemen
equal-order interpolation functions for all the variables o
velocity components, the pressure and the temperature. 
main advantage of the presented approach is to consis
couple heat transfer along the solid-fluid interface.  Thre
cases, conjugate Couette flow problem in parallel plate ch
counter-flow in heat exchanger, and conjugate natural conv
in a square cavity with a conducting wall, are selected to ev
the presented algorithms.   
 
1. Introduction 

Conjugate heat transfer problems are encountered in 
practical applications, where heat conduction in solid reg
closely coupled with heat convection in an adjacent fluid.  
are many engineering areas where conjugate heat transfer s
be considered such as heat transfer enhancement with a 
surface, design of thermal insulation, cooling of nuclear re
design of solar collector, etc.  Most of the computational s
in this research area, however, are based on finite differenc
finite volume methods [1].  Numerous publications 
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computational results show that these methods can perform very 
well on the problems of interest, but some assumptions on heat 
transfer coefficients are needed to compute the temperatures 
along the solid-fluid interface.  Furthermore, the determination of 
unknown temperatures and heat fluxes at the solid-fluid interface 
is done in an iterative way, usually through the use of the artificial 
heat transfer coefficient. 

For the finite element method, some researchers proposed 
computational procedure for conjugate heat transfer problems.  
Misra and Sarkar [2] use the standard Galerkin formulation and 
solve the continuity, momentum and energy equations 
simultaneously.  Cesini and Paroncini [3] use the streamfunction-
vorticity formulation with segregated solution algorithm. 

In this paper, two finite element schemes known as the 
Streamline Upwind Finite Element method [4] and Streamline 
Upwind Petrov-Galerkin method [5-6] are selected for the analysis 
of conjugate heat transfer problems.  Both methods use equal-
order interpolation functions for the velocity components, the 
pressure and the temperature, and then solved them separately 
for further improving the computational efficiency.  The method 
also calculates the temperatures and the heat fluxes along the 
solid-fluid interface directly without the use of the assumed heat 
transfer coefficient.  
 
2.  Theoretical formulation and solution procedure 
2.1 Governing equations 

The governing equations for conjugate heat transfer 
problems consist of the conservation of mass or the continuity 



166 equation, the conservation of momentums in x  and  
directions and the conservation of energy. 
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Energy equation, 
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where  and  are the velocity components in the u v x  and  
direction, respectively; ρ is the density,  is the pressure, 

y
p µ is 

the viscosity, gy is the gravitational acceleration constant, β is the 
volumetric coefficient of thermal expansion,  is the reference 
temperature for which buoyant force in the y-direction vanishes, 

 is specific heat,  is the coefficient of thermal conductivity 
and  is the internal heat generation rate per unit volume.  
Equation (1d) can also be used for solving heat conduction in 
solid by setting both the velocity components,  and , as zero. 
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2.2 Finite element formulations 
2.2.1 Streamline Upwind Finite Element method 
 For the Streamline Upwinding Finite Element formulation, a 
special treatment for the convection terms is incorporated.  These 
terms are approximated by a monotone streamline upwinding 
formulation to be used with the triangular element [4].  In this 
approach, the convection term is first written in the streamline 
coordinates as, 
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where  and  are the velocity and the gradient along 
the streamline direction, respectively.  These terms are evaluated 
by a streamline tracing method, which keeps track of the direction 
of the flow within the element. 
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2.2.2 Streamline Upwind Petrov-Galerkin method 
In Streamline Upwind Petrov-Galerkin method, a modified 

weighting function, , is applied to the convection terms for 
suppressing the non-physical spatial oscillation in the numerical 
solution.  The modified weighting function is given by Zienkiewicz 
[6], 
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where α  is calculated for each element from, 
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where  is the Peclet numbers and  is the element size. Pe h
The basic idea of both the solution algorithms presented in 

this paper is to use the two momentum equations for solving the 
velocity components, use the continuity equation for solving the 
pressure, and use the energy equation for solving the 
temperature in solid and fluid regions.   
 
2.2.3  Discretization of momentum and energy equations 

The three-nodes triangular element is used in this study.  
The element assumes linear interpolation functions for the 
velocity components, the pressure, and the temperature as 

       (5) ( ) ( ) i
i

i y,xNy,x φφ ∑
=

=
3

1

where φ  is transport property (u, v, p and T) and Ni are the 
element interpolation functions. 

To derive the momentum and the energy equations that 
correspond to the Streamline Upwind Finite Element scheme and 
the Streamline Upwind Petrov-Galerkin scheme, the Galerkin 
method of weighted residuals is employed by multiplying Eqs. 
(1b-d) with the weighting function, Ni, except for the convection 
terms which the special treatment as described in the above 
sections is used.  Integration by parts are then performed using 
the Gauss theorem to yield the element equations in the form, 
Momentum equations, 

 [ ]{ }uA { } { }upx RR +=                  (6a) 

 [ ]{ }vA { } { } { }gyvpy RRR ++=     (6b) 

 



167 Energy equation, 

 [ ] { }TAT { } { }T
Q

T RR +=                        (7) 

where the coefficient matrices [ ]A  and  contain the 
known contributions from the convection and diffusion terms.  
Details of these matrices can be found in ref [4]. 
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2.2.4 Discretization of pressure equation 

To derive the pressure equation, the method of weighted 
residuals is applied to the continuity equation, Eq. (1a).  Because 
the pressure term does not appear in the continuity equation, the 
relation between velocity components and pressure are thus 
required.  Such relations can be derived from the momentum 
equations, Eqs. (6a-b) as,  
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where and  are the surface integral terms and the source 
term due to the buoyancy.    
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 By applying Eqs. (8a-b) into the continuity equations, the 
pressure equations can be written in matrix form with unknowns 
of the nodal pressure as 

 [ ] { }pK { } { } { }bvu FFF ++=       (9) 

where the details for these element matrices can also found in ref 
[4]. 

The above element equations are assembled to yield the 
global equations for the velocity components, the temperature 
and the pressure equations.  Appropriated boundary conditions 
are then applied prior to solving for the new velocity components, 

temperature and pressure values.   
 
2.2.5 Computational procedure 

The computational procedure starts from assuming initial 
nodal velocity components, pressures, and temperatures.  The 
new nodal temperatures are computed using Eq. (7).  The new 
nodal velocity components and pressures are then computed 
using Eqs. (6a-b) and (9), respectively.  The nodal velocity 
components are then updated using Eqs. (8a-b) with the 
computed nodal pressures.  This process is continued until the 
specified convergence criterion is met.  Such segregated solution 
procedure helps reducing the computer storage because the 
equations for the velocity components, the pressure, and the 
temperature are solved separately. 
 
3. Results 

In this section, three example problems are presented.  The 
first example, conjugate Couette flow problem in parallel plate 
channel, is chosen to evaluate the finite element formulations and 
to validate the developed computer programs.  The second and 
the third examples, counter-flow in heat exchanger and conjugate 
natural convection in a square cavity with a conducting wall, are 
used to illustrate the capability of the presented schemes in the 
analysis of conjugate heat transfer problems.  
 
3.1 Conjugate Couette flow problem in parallel plate channel 

The first example for evaluating the finite element 
formulations and validating the developed computer programs is 
the problem of conjugate Couette flow problem in parallel plate 
channel.  As shown in Fig. 1, the upper wall moves at a constant 
velocity and the other wall is stationary conducting solid.  The 
other surface of the conducting solid is maintained at a constant 
temperature that is higher than the constant temperature of the 
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Fig. 1. A conjugate Couette flow problem in parallel 
     plate channel. 
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opposing channel wall.  The numerical results are compared with 
the analytical solution as shown in Ref. [7].  Fig. 2 shows that the 
computational results from both finite element schemes 
demonstrate excellent agreement with the analytical solution for 
varying conductivity ratios, fs kkK = , where ks and kf are 
solid and fluid heat conduction coefficient respectively.  The 
numerical results of the temperatures from the Streamline Upwind 
Petrov-Galerkin method and the Streamline Upwind Finite 
Element method are compared within 0.04% of the analytical 
solutions. 
 
3.2  Conjugate counter flow heat exchanger 

To validate the numerical schemes with the second test 
example, a conjugate counter flow heat exchanger problem is 
selected.  This heat exchanger consists of two parallel flow 
passages with widths  and  separated by a solid plate with 
thickness of  as shown in Fig. 3.  The outer walls of the flow 
passages are assumed to be adiabatic.  The same properties 
and uniform inlet velocity and temperature profiles are assumed 
for the hot and cold fluids.  Parameters adopted in the 
computation are as follows, geometrical sizes  =  =  = 
0.1 and  = 1.0, the flow in upper channel parameters = 0.2, 

= 800, = 133.33 and 

1a 3a

2a

1a 2a 3a
L 1u

1T Re Pr = 0.75, the flow in lower channel 
parameters = 0.1, = 300, = 66.67 and 2u 2T Re Pr = 0.75, 
conduction ratio, K = 5.  The finite element model consisting of 

1,763 nodes and 3,360 triangles, as shown in Fig. 4, is used in 
this study.  Fig. 5 shows the predicted temperature contours in 
entire domain.  The predicted temperature distributions at 

2/Lx =  from both presented schemes are compared with the 
results from Chen and Han [8] as shown in Fig. 6.  The figure 
shows good agreement of the solutions.  
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3.3 Conjugate natural convection in a square cavity with a 
conducting wall 
 To further evaluate the effectiveness of the presented 
schemes, the problem of conjugate natural convection in a 
square cavity with a conducting wall as shown in Fig. 7, is 
selected.  The cavity is heated at the left side (solid wall) and 
cooled at the right side, all other boundaries are insulated.  Fig. 8 
shows the finite element model that consists of 2,009 nodes and 
3,840 triangles.  Figs. 9 and 10 show the predicted streamline 
and temperature contours for different thermal conductivity ratios 
of K = 1 and 10 at Grashof numbers of 103 and 105, respectively.  
The temperature and the heat flux distributions along the solid-
fluid interface with the variation of conduction ratio, K, are shown 
in Figs. 11(a) and (b), respectively.  Table 1 compares the 
predicted average Nusselt numbers at interface, 0=xNu .  The 
computational results are compared with the results from 
Hribersek [9] which show good agreement of the solutions of 
average Nusselt numbers for both temperature and heat flux. 
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Fig. 3. A conjugate counter flow heat exchanger. 

Fig. 4. Finite element model for conjugate counter flow 
 heat exchanger. 

Fig. 5. Predicted temperature contours for a conjugate 
 counter flow heat exchanger. 

Fig. 6.  The temperature profiles at 2/Lx =  for a conjugate 
 counter flow heat exchanger. 
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Fig. 10. (a) Streamline contours for K  = 10, (b) Temperature contours for K  = 1 and 
 (c) Temperature contours for K  = 10, all at Gr  = 105. 

Fig. 9.   (a) Streamline contours for K  = 10, (b) Temperature contours for K  = 1 and 
 (c) Temperature contours for K = 10, all at Gr  = 103. 
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Fig. 7.  Conjugate natural convection problem. 
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Conductivity ratio fs kkK =   1  5  10  

Gr                   Average Nusselt numbers along interface ( % difference from Ref. [9] ) 

Table 1  Variation of the overall Nusselt numbers.

 103     Hribersek [9]  0.87       1.02          1.04  
103   SUPG               0.87 (0.0%)         1.02 (0.0%) 1.04 (0.0%) 
103   SUFE               0.85 (2.29%)         1.03 (0.98%) 1.04 (0.0%) 
  
105      Hribersek [9] 2.08               3.42               3.72 
105       SUPG               2.07 (0.48%)       3.39 (0.87%) 3.67 (1.34%) 
105       SUFE               2.04 (1.92%)       3.30 (3.51%) 3.60 (3.22%) 
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4. Conclusions 
 Two finite element methods for conjugate heat transfer 
problems are presented.  The methods use three-node triangular 
element for the analysis of viscous incompressible thermal flow in 
the fluid region and heat transfer in the solid region. The 
convection terms in the momentum and the energy equations are 
treated by the Streamline Upwind Finite Element method and the 
Streamline Upwind Petrov-Galerkin method to suppress the non-
physical spatial oscillation in the numerical solutions.  The 
corresponding finite element equations are derived and 
corresponding computer programs have been developed.  The 
test cases highlight the benefit of the finite element method for 
the analysis of conjugate heat transfer problems that can 
compute the temperatures along the solid-fluid interface directly. 
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