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 In this thesis, a finite element method for two-dimensional, steady-state 

viscous incompressible flow using characteristic-based split algorithm is presented. 

The corresponding finite element equations are derived from the set of partial 

differential equations which satisfy the law of conservation of mass and conservation 

of momentum. To analyze fluid flow problems, the linear interpolation function with 

three-node triangular elements are used. Finite element computer program from finite 

element equations is developed and verified by solving fluid flow problems of which 

exact solutions and previous numerical results are available. 

 
 To improve solution accuracy and save computational time, an adaptive 

meshing technique is applied to the finite element method. The technique places small 

elements in the region of high solution gradients, and vice versa. 

 
 Results from complex geometries assure the efficiency of applying the finite 

element method with adaptive meshing technique, which are proposed in this thesis. 
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สารบัญตาราง 
 
 หนา 
 
ตารางที่ 6.1 การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนระหวาง 
  ผลจากการทดลองกับผลลัพธจากการคํานวณดวยโปรแกรม LOCBS  85 

ตารางที ่6.2 รูปรางและคาเรยโนลดนัมเบอรของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ  87 

ตารางที ่6.3 การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนและระยะ 

  การเกิดการแยกตัวของการไหลระหวางผลการทดลองกับผลจากการคํานวณ 

  ดวยโปรแกรม LOCBS  93 
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สารบัญภาพ 
 
 หนา 
 
รูปที่ 2.1 รูปแบบแสดงฟลักซของมวลของไหลผานกรอบเล็ก ๆ  ที่ตรึงอยูในโดเมนของ 
  การไหล 8 

รูปที่ 2.2 แรงตาง ๆ  ที่กระทําบนผิวของกอนของไหลซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหล  10 

รูปที่ 4.1 การแบงพื้นที่โดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ  27 

รูปที่ 4.2 เอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมที่ประกอบดวยตัวไมรูคาที่ 3 จุดตอ  28 

รูปที่ 4.3 การคํานวณเวกเตอรที่ขอบโดเมนของการไหล  43 

รูปที่ 4.4 ขั้นตอนการทํางานของวิธีซีบีเอส  50 

รูปที่ 5.1 ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  56 

รูปที ่5.2  ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหล่ียม  61 

รูปที่ 5.3 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหล่ียม  62 

รูปที่ 5.4 ขอมูลไฟลนําเขาชื่อ ‘cav.in’  63 

รูปที ่5.5 ลําดับขั้นตอนที่ปรากฏบนจอคอมพิวเตอรในขณะใชโปรแกรมคอมพิวเตอร 
  LOCBS  64 
รูปที่ 5.6 ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.op’  65 

รูปที่ 5.7 ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.er’  65 

รูปที่ 5.8 ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.re’  66 

รูปที่ 6.1 ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด  68 

รูปที่ 6.2 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เนื่องจากความหนืด  69 

รูปที่ 6.3 การกระจายตัวของความเร็วสําหรับปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เนื่องจากความหนืด  70 

รูปที่ 6.4 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลย 

  แมนตรงของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด  70 

รูปที่ 6.5 ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน  71 

รูปที่ 6.6 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เนื่องจากความดัน  73 

รูปที่ 6.7 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจาก 

  ความดัน  74 
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รูปที่ 6.8 การเปรียบเทียบคาการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณได ณ ตําแหนง x  ตาง ๆ 

  ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันกับผลเฉลยแมนตรง  74 

รูปที่ 6.9 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจาก 

  ความดัน  74 

รูปที่ 6.10 การเปรียบเทียบคาการกระจายตัวของความดันที่คํานวณได ณ ตําแหนง y  ตาง ๆ 

  ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันกับผลเฉลยแมนตรง  75 

รูปที่ 6.11 ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม  76 

รูปที่ 6.12 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม  76 

รูปที่ 6.13 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียมที่คา 
  เรยโนลดนัมเบอรเทากับ 100 และ 400 ตามลําดับ  77 

  (ก) เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 100  77 

  (ข) เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 400  77 

รูปที่ 6.14 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียมที่คา 
  เรยโนลดนัมเบอรเทากับ 1,000 และ 5,000 ตามลําดับ  77 

  (ก) เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 1,000  77 

  (ข) เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 5,000  77 

รูปที่ 6.15 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอสกับ 

  ผลลัพธจากวิธีผลตางสืบเนื่องเมื่อ Re = 100 และ 400 ตามลําดับ  78 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 100  78 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 400  78 

รูปที่ 6.16 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอสกับ 

  ผลลัพธจากวิธีผลตางสืบเนื่องเมื่อ Re = 1,000 และ 5,000 ตามลําดับ  79 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 1,000  79 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 5,000  79 

รูปที่ 6.17 รูปแบบจําลองแบบไมสม่ําเสมอของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม  80 

รูปที ่6.18 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม 

  ที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000  80 

รูปที ่6.19 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วจากวิธีซีบีเอสกับผลลัพธจาก 

  วิธีผลตางสืบเนื่องที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000  81 
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รูปที่ 6.20 ลักษณะของปญหาการไหลภายในชองคูขนานที่มีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัด 

  ทันทีทันใด  82 

รูปที่ 6.21 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด  82 

รูปที่ 6.22 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=50  83 

รูปที ่6.23 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=50  83 

รูปที่ 6.24 รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.22 ที่แสดง 
  การไหลหมุนวนของปญหาที่คา Re=50  83 

รูปที่ 6.25 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=150  84 

รูปที ่6.26 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=150  84 

รูปที ่6.27 รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.25 ที่แสดง 
  การไหลหมุนวนของปญหาที่คา Re=150  84 

รูปที ่6.28 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอสกับ 

  ผลการทดลองที่ตําแหนงตาง ๆ  สําหรับปญหาที่มีคา Re = 150  86 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 8.3=x   86 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.5=x   86 

  (ค) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.7=x   86 

  (ง) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.15=x   86 

รูปที ่6.29 ลักษณะของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ  87 

รูปที ่6.30 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปกลองสี่เหล่ียม  88 

รูปที ่6.31 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปกลองสี่เหล่ียมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144  88 

รูปที่ 6.32 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปกลองสี่เหล่ียมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144  89 
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รูปที ่6.33 การกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.31 ที่แสดงรายละเอียด 

  ของการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองสี่เหล่ียมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144  89 

รูปที ่6.34 การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วที่คํานวณไดกับผลการทดลองที่ตําแหนง 
  x  ตาง ๆ  90 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 68=x   90 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 80=x   90 

  (ค) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 90=x   90 

  (ง) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 100=x   90 

  (จ) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 110=x   90 

รูปที ่6.35 การกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดของการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปกลองสี่เหล่ียมที่ตําแหนง x  ตาง ๆ  91 

รูปที ่6.36 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม  91 

รูปที่ 6.37 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 

  ที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5  92 

รูปที ่6.38 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 

  ที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5  92 

รูปที ่6.39 การกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.37 ที่แสดงรายละเอียด 

  ของการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 92 

รูปที ่6.40 การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วที่คํานวณไดกับผลการทดลองที่ตําแหนง 
  x  ตาง ๆ  94 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 53=x   94 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 63=x   94 

  (ค) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 81=x   94 

  (ง) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 101=x   94 
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maxU  ความเร็วสูงสุด 

u  ความเร็วในแนวแกน x  

u  ความเร็วเฉลี่ยในแนวแกน x′  
∗∗u  ความเร็วชวยในแนวแกน x  

αu  ความเร็วในแนวแกน x  ที่จุดตอ 

V  ความเร็วในการไหล 

V
v

 เวกเตอรความเร็ว 



 ท

)(eV  ความเร็วในการไหลสําหรับแตละเอลิเมนต 
v  ความเร็วในแนวแกน y  

v  ความเร็วเฉลี่ยในแนวแกน y′  
∗∗v  ความเร็วชวยในแนวแกน y  

αv   ความเร็วในแนวแกน y  ที่จุดตอ 

αWWi ,  ฟงกชันน้ําหนัก 

x  ระยะในแนวราบ 

x′  ระยะในแนวราบที่เคล่ือนที่ไปกับการไหล 

1, rr xx  ระยะการแตะสัมผัส 

32 , rr xx  ระยะการเกิดการแยกตัวของการไหล 

y  ระยะในแนวดิ่ง 
y′  ระยะในแนวดิ่งที่เคล่ือนที่ไปกับการไหล 

Δ  ผลตาง 
Γ  ขอบของการไหล 

)(eΓ  ขอบของเอลิเมนต 
κ  คาบัลคโมดูลัส 

Σ  ผลรวม 

Ω  โดเมนของการไหล 

)(eΩ  โดเมนของเอลิเมนต 

xδ  ระยะทางบนแกน x′  

yδ  ระยะทางบนแกน y′  

φ  ตัวแปรใดๆ 

φ  ผลเฉลยแมนตรง 
λ  ความหนืดที่สอง,  ตัวแปรในการปรับขนาดเอลิเมนต 
μ  ความหนืดพลศาสตร 
ν  ความหนืดจลนศาสตร 
θ  มุมที่แกนหลัก X  ทํากับแกน x ,  คาคงที่ตั้งแต 0 ถึง 1 

21,, θθθ  คาคงที่ตั้งแต 0 ถึง 1 

ρ  ความหนาแนน 

XXτ  ความเคนตั้งฉากในแนวแกนหลัก X  

xxτ  ความเคนตั้งฉากในแนวแกน x  



 ธ

xx ′′τ  ความเคนตั้งฉากในแนวแกน x′  

XYτ  ความเคนเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกนหลัก Y  

xyτ  ความเคนเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกน y  

yx ′′τ  ความเคนเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกน y′  

yxτ  ความเคนเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกน x  

xy ′′τ  ความเคนเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกน x′  

YYτ  ความเคนตั้งฉากในแนวแกนหลัก Y  

yyτ  ความเคนตั้งฉากในแนวแกน y  

yy ′′τ  ความเคนตั้งฉากในแนวแกน y′  

ω  ตัวแปรวอรทิซิตี้ 
ψ  ตัวแปรสตรีมฟงกชัน 

∞  อนันต 
∂  ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธยอย 

≈  ประมาณ 

∅ เสนผานศูนยกลาง 
∇
v

 เกรเดียน 



บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 
 ปญหาการไหลแบบไมมีการอัดตัว (incompressible flow) เปนปญหาที่เกี่ยวของ
กับการไหลหนืดที่มีความเร็วต่ําซ่ึงมีความซับซอน  เนื่องจากในการอธิบายพฤติกรรมการไหลนี้จํา
เปนตองอาศัยการแกสมการอนุพันธยอย (partial differential equations) ที่เกี่ยวของคือระบบ  
สมการนาเวียร-สโตกส  (Navier-Stokes equations)  และการหาผลเฉลยแมนตรง  (exact 

solutions) สําหรับปญหาการไหลที่พบโดยทั่วไปนั้นทําไดยากลําบาก  จึงมีการนําระเบียบวิธีเชิง 
ตัวเลข (numerical method) มาใชวิเคราะหหาผลเฉลยโดยประมาณจากระบบสมการนาเวียร-
สโตกสนี้แทน 
 
 ในอดีตที่ผ านมาระเบียบวิ ธีผลตางสืบเนื่อง  (finite different method) เปน
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยมเปนอยางมากเนื่องจากสามารถทําความเขาใจไดโดยงาย  แต
มีขอจํากัดคือในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีนี้จําเปนตองแบงขอบเขตของปญหาออกเปน   
ตารางสี่เหล่ียม  ซ่ึงหากปญหาที่นํามาทําการวิเคราะหมีรูปรางซับซอนจะทําใหเกิดความยากลําบาก
ในการจําลองรูปรางลักษณะของปญหา  จึงไดมีการพัฒนาการหาผลเฉลยวิธีใหมเรียกวาระเบียบวิธี   
ไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) โดยระเบียบวิธีนี้สามารถแบงขอบเขตของปญหาใหอยู
ในรูปสามเหลี่ยมหรือส่ีเหล่ียมดานไมเทาก็ได  และสามารถแบงใหมีขนาดแตกตางกันออกไปได
เปนผลใหจําลองรูปรางลักษณะของปญหาไดใกลเคียงยิ่งขึ้น  ทําใหผลเฉลยโดยประมาณที่ไดมี
ความถูกตองแมนยํามากยิ่งขึ้น 
 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีหลักการคราว ๆ  คือเร่ิมจากการแบงขอบเขตของ
ปญหาที่จะทําการวิเคราะหออกเปนเอลิเมนต (elements) ยอย ๆ  แลวจึงเลือกฟงกชันการประมาณ
ภายใน (interpolation function) เพื่อประมาณคาของตัวไมทราบคา (unknowns) บนเอลิเมนต
นั้น ๆ  และประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับสมการอนุพันธของปญหาโดยจะ
ประดิษฐใหอยูในรูปเมตริกซของแตละเอลิเมนตยอย ๆ  สุดทายจึงนําเอลิเมนตเมตริกซเหลานี้มา
รวมกันเปนระบบสมการรวม (system of equations)  และประยุกตเงื่อนไขขอบเขตที่เหมาะสม
จากนั้นจึงทําการแกระบบสมการรวมเพื่อหาผลเฉลยโดยประมาณของตัวไมทราบคาเหลานั้น 
 
 ความยุงยากซับซอนประการแรกในการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาวิเคราะห
ปญหาการไหลหนืดในสองมิติ  มาจากการที่ระบบสมการนาเวียร-สโตกสประกอบไปดวยสมการ
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อนุรักษโมเมนตัมจํานวน 2 สมการซึ่งมีตัวไมทราบคาไดแกความเร็วในแนวแกนทั้งสองและความ
ดัน   และสมการอนุรักษมวลอีก 1 สมการซึ่งมีตัวไมทราบคาไดแกความเร็วในแนวแกน
ทั้งสองและความหนาแนน 

),,( pvu

),,( ρvu   จะเห็นไดวาการที่สมการอนุรักษมวลไมปรากฎพจนของ
ความดันในสมการโดยตรงทําใหไมสามารถแกปญหาไดโดยงาย  ในอดีตที่ผานมาไดมีการหลีกเลี่ยง
การหาคาความดันดังกลาวโดย  Ikegawa [1] ไดนําเสนอการแกปญหาการไหลดวยระเบียบวิธี    
ไฟไนตเอลิเมนต  โดยหาคาตัวแปรสตรีมฟงกชัน (ψ , stream function) และคาตัวแปรวอรทิซิตี้ 
(ω , vorticity) แทนการหาคาความเร็วและความดันโดยตรง  และทําการเปรียบเทียบผลการ
คํานวณที่ไดจากวิธีนี้กับผลการคํานวณจากระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องและผลการทดลองการไหล
ผานชองแคบ (channel with a cavity) พบวาไดผลลัพธที่สอดคลองกัน  วิธีการดังกลาวชวยลด
เวลาที่ตองใชในการคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรลงไดแตมีความยุงยากในการประยุกตเงื่อนไข
ขอบเขตของปญหา  และกอใหเกิดความซับซอนหากนําไปประยุกตกับปญหาการไหลในสามมิติทํา
ใหในปจจุบันจึงนิยมแกปญหาจากตัวแปรตั้งตน (primitive variables) มากขึ้น 
 
 ความซับซอนอีกประการหนึ่งของการวิเคราะหการไหลมาจากการที่มีพจนของ
อนุพันธยอยเนื่องจากการพา (convection term) ในระบบสมการนาเวียร-สโตกสอยูในรูปแบบไม
เชิงเสน  นอกจากนั้นยังมีความยุงยากจากการที่พจนของอนุพันธยอยที่เกี่ยวของกับความเร็วมีอันดับ
สูงกวาพจนของอนุพันธยอยที่เกี่ยวของกับความดันอยูหนึ่งอันดับ  ซ่ึงหากเลือกใชเอลิเมนตขนาด
ใหญในบริเวณที่เกิดการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธสูงหรือเลือกใชอันดับของฟงกชันการประมาณ
ภายในเอลิเมนตสําหรับความเร็วและความดันที่เทากันในระบบสมการนาเวียร-สโตกสแลว  จะทํา
ใหผลลัพธที่ไดเกิดการสั่น (oscillation) และการลูเขา (converge) ของคําตอบเปนไปไดชาหรือ
อาจไมเกิดการลูเขาของคําตอบโดยเฉพาะหากปญหาที่ทําการวิเคราะหมีคาเรยโนลดนัมเบอร 
(Reynold number) สูง  จากสาเหตุดังกลาวจึงไดมีการพัฒนาการแกปญหาการไหลโดย  Chorin 

[2,3] นําความอัดตัวไดเทียม (artificial compressibility; AC) มาชวยแกปญหา  โดยนําเสนอ
ความสัมพันธระหวางพจนความดันและความหนาแนนเพิ่มเติมลงในสมการอนุรักษมวลทําใหงาน
วิจัยในเวลาตอมาสามารถนําหลักการนี้มาใชกับปญหาการไหลได  โดยใชหลักการนี้กับวิธีการ
คํานวณแบบแยกกัน (segregrated solution method) ซ่ึงอาศัยการคํานวณหาคาความเร็วจากความ
ดันที่สมมติขึ้น  จากนั้นจึงใชความสัมพันธของความอัดตัวไดเทียมมาคํานวณหาคาความดันใน    
สมการอนุรักษมวล  คาความดันที่ไดนี้จะถูกนํากลับมาใชในการคํานวณหาคาความเร็วใหม  วิธีการ
ดังกลาวถูกปรับปรุงภายหลังเปนผลใหสามารถเลือกใชอันดับของฟงกชันการประมาณภายใน
สําหรับความเร็วและความดันที่เทากันได  ซ่ึงชวยลดเวลาที่ตองใชในการคํานวณและไดผลลัพธที่ดี
ขึ้น 
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 Yamada et al. [4] และ Kawahara et al. [5,6] เลือกใชฟงกชันการประมาณ
ภายในแบบผสม (mixed interpolation function) ทําการแกปญหาการไหลแบบไมอัดตัวโดย
เลือกใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ  เลือกประมาณคาความเร็วดวยควอดราติกฟงกชันและ
ใชการประมาณภายในสําหรับความดันเปนแบบเชิงเสน  วิธีการดังกลาวถูกนํามาใชรวมกับระเบียบ
วิธีการทําซํ้าของนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson iteration method) [7] ซ่ึงชวยลดการส่ัน
ของผลลัพธและสามารถนํามาวิเคราะหปญหาที่มีคาเรยโนลดนัมเบอรสูงไดมากขึ้น 
 
 Christie et al. [8] และ Heinrich et al. [9] ทําการปรับปรุงฟงกชันถวงน้ําหนัก 
(weighted function) ที่ ใช ใน ระ เบี ยบ วิ ธี ถ ว งน้ํ าห นั ก เศษตกค าง  (method of weighted 

residuals) เรียกวาวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin Method) เพื่อชวยลดการสั่นของ 
ผลลัพธ  ทําใหไดผลลัพธที่มีความถูกตองยิ่งขึ้นโดยไมตองใชฟงกชันการประมาณภายในแบบผสม
สงผลใหงานวิจัยในเวลาตอมาของ  Brooks and Hughes [10] ไดพัฒนาการหาผลลัพธของปญหา
การไหลโดยรวมหลักการจากวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคินเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลน
อัปวินด  เรียกวาวิธีสตรีมไลนอัปวินด เพทรอฟ-กาเลอรคิน  (Streamline Upwind / Petrov-

Galerkin method)  วิธีการดังกลาวสงผลใหเกิดการแพรที่ผิดพลาดเล็กนอยและลดการสั่นของ   
ผลลัพธลงได 
 
 นิพนธ  วรรณโสภาคย [11] นําระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวินดมาใชรวมกับวิธีการ
คํานวณแบบแยกสวนกันและประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับวิธีการดัง
กลาว  พบวาสามารถลดเวลาที่ตองใชในการคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรลงไดและทําใหวิเคราะห
ปญหาการไหลที่มีความซับซอนไดมากขึ้น 
 
 Donea [12] และ Lohner et al. [13] นําเสนอการแกปญหาการไหลดวยระเบียบ
วิธีเทยเลอร-กาเลอรคิน (Taylor-Galerkin method) ซ่ึงคํานวณหาผลลัพธในลักษณะที่กาวไปกับ
เวลา  โดยมีหลักการคือการใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series expansion) เพื่อสรางความ
สัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence relations) [14] ที่เกี่ยวของกับเวลา (time)  และใชระเบียบวิธี
ถวงน้ําหนักเศษตกคางเพื่อสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่เกี่ยวของกับระยะ (space) ในโดเมนของ
การไหลนั้น  วิธีการดังกลาวชวยลดเวลาที่ตองใชในการคํานวณลงไดอยางมากและไดผลลัพธที่มี
ความถูกตองสูง  และยังสามารถนําไปประยุกตใชกับปญหาไมเชิงเสนอื่น ๆ ได  เปนผลใหไดรับ
ความนิยมอยางแพรหลายในเวลาตอมา 
 
 Zienkiewicz and Codina [15] นําเสนอระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ 
(Characteristic-Based Split algorithm; CBS) หรือวิธีที่เรียกกันโดยทั่วไปวาวิธีซีบีเอสในการ
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จัดการกับพจนเนื่องจากการพา  โดยยายพิกัดอางอิงไปอยูบนแกนคุณลักษณะซึ่งเปนแกนที่เคลื่อนที่
ไปกับอนุภาคของของไหล  เปนผลใหสามารถรวมพจนของอนุพันธยอยเนื่องจากเวลาเขากับพจน
เนื่องจากการพา  จากนั้นจึงทําการประมาณคาความเร็วและความดันกลับมาอยูบนแกนอางอิงตาม
เดิม  นอกจากนี้วิธีซีบีเอสยังไดประยุกตใชวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันในการหาผลลัพธของตัว
แปรตั้งตน  วิธีการดังกลาวลดการสั่นของผลลัพธเนื่องจากการพาและสามารถเลือกใชอันดับของ
ฟงกชันการประมาณภายในสําหรับความเร็วและความดันที่เทากันได  ทําใหไดผลลัพธที่ดีขึ้นและ
การคํานวณในลักษณะกาวไปกับเวลาชวยลดเวลาที่ตองใชในการคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรลง
ไดอยางมาก  ซ่ึงภายหลัง Zienkiewicz et al. [16, 17] และ Codina et al. [18] ไดปรับปรุงวิธี   
ซีบีเอสใหสามารถนําไปใชทดสอบกับปญหาหลาย ๆ แบบไดอาทิ เชน ปญหาการไหลความเร็วต่ํา
แบบหนืด  ปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได  ปญหาการไหลของน้ําตื้น และ ปญหาการไหล
ในตัวกลางพรุนเปนตน 
 
 Nithiarasu and Zienkiewicz [19] และ Nithiarasu [20] เสนอการกําหนดชวง
เวลา (time step) และวิธีการกําหนดขอบเขตของปญหาในการคํานวณดวยวิธีซีบีเอสสําหรับปญหา
การไหลแบบไมมีการอัดตัวเพื่อปรับปรุงผลลัพธใหมีความถูกตองยิ่งขึ้น 
 
 ในการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาใชวิเคราะหหาผลเฉลยโดยทั่วไปนั้น  
ความถูกตองของผลลัพธจะขึ้นอยูกับขนาดของเอลิเมนต  กลาวคือหากตองการความถูกตองเที่ยง
ตรงสูงก็จําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากโดยเฉพาะตรงบริเวณที่เกิดการเปลี่ยนแปลง
ของผลลัพธสูง  แตการใชเอลิเมนตขนาดเล็กเปนจํานวนมากตลอดทั้งโดเมนของการไหลทําใหตอง
ใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําเพิ่มมากขึ้นโดยไมจําเปน  ดังนั้นการนําเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing technique) ซ่ึงสามารถปรับขนาดเอลิเมนตใหมี
เอลิเมนตขนาดเล็กในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธสูง  และใหมีเอลิเมนตขนาดใหญใน
บริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธต่ํามาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตก็จะทําใหการแก
ปญหามีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น 
 
 งานวิทยานิพนธนี้จึงขอนําเสนอวิธีการหาผลลัพธสําหรับปญหาการไหลแบบหนืด
แตไมอัดตัวในสองมิติภายใตสถานะอยูตัว  ดวยการนําระเบียบวิธีซีบีเอสมาประยุกตใชรวมกับ
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  โดยใชฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสนกับ    
เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 
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1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 
  เพื่อศึกษาระเบียบวิธีซีบีเอสและประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับ
สมการอนุพันธยอยท่ีไดจากระเบียบวิธีซีบีเอส  รวมถึงประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อวิเคราะห
ปญหาการไหลราบเรียบแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติภายใตสถานะอยูตัวสําหรับเอลิเมนต
สามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 
 
 
1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 

1.3.1 ประดิษฐสมการอนุพันธยอยที่สอดคลองกับระเบียบวิธีซีบีเอสจากสมการอนุรักษ       
โมเมนตัมสําหรับวิเคราะหปญหาหารไหลราบเรียบแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติภาย
ใตสถานะอยูตัว 

1.3.2 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกัน 

1.3.3 ประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ได
ประดิษฐขึ้น 

1.3.4 แสดงประสิทธิภาพของการใชระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติรวมกับ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้น  โดยนําไปใชวิเคราะหปญหาที่มีความซับซอน 

 
 
1.4 ขั้นตอนการดําเนินงานวิทยานิพนธ 
 

1.4.1 ศึกษาระเบียบวิธีซีบีเอสสําหรับปญหาหารไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิต ิ

1.4.2 ประดิษฐสมการอนุพันธยอยที่สอดคลองกับระเบียบวิธีซีบีเอสจากสมการอนุรักษ       
โมเมนตัม 

1.4.3 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกัน  โดยใช    
เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 

1.4.4 ทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นกับปญหาอยางงายที่มีผลเฉลยแมนตรง
หรือปญหาที่มีผูหาผลลัพธไวแลว 

1.4.5 ประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอร 
1.4.6 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ปรับปรุงแลวไปใชแกปญหาที่มีความซับซอนมากขึ้น 

1.4.7 เขียนวิทยานิพนธ 
1.4.8 สอบวิทยานิพนธ 
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1.5 ประโยชนท่ีไดรับจากวิทยานิพนธ 
 

1.5.1 สามารถนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตมาใชรวมกับโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นจากวิธีซีบีเอสได 

1.5.2 สามารถนําโปรแกรมที่ปรับปรุงแลวไปใชวิเคราะหปญหาการไหลที่มีความซับซอนได
โดยไมตองทําการทดลอง 

1.5.3 สามารถลดหนวยความจํา  (RAM) และเวลาที่ตองใชในการคํานวณบนเครื่อง
คอมพิวเตอรลงได 

1.5.4 เปนแนวทางสําหรับการศึกษาและพัฒนาวิชาการดานไฟไนตเอลิเมนตสําหรับผูวิจัยใน
อนาคตตอไป 



บทที ่2 
 

สมการอนุพันธยอยสําหรับปญหาการไหล 
 
 ในบทนี้จะแสดงขั้นตอนการประดิษฐสมการอนุพันธที่สอดคลองกับปญหาการ
ไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติ [21]  ไดแกสมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษโมเมนตัม
ตามลําดับ 
 
 การวิเคราะหปญหาที่เก่ียวของกับการไหลโดยทั่วไปจําเปนตองแกสมการอนุพันธ
ยอยท่ีใชอธิบายพฤติกรรมของการไหลซึ่งประกอบดวย 

 1. สมการอนุรักษมวล (conservation of mass) 

 2. สมการอนุรักษโมเมนตัม (conservation of momentum) 

 3. สมการอนุรักษพลังงาน (conservation of energy) 
 
 ในวิทยานิพนธน้ีเปนการศึกษาการไหลราบเรียบแบบหนืดแตไมอัดตัว (viscous 

incompressible flow) ในสองมิติ  ดังน้ันความหนาแนนของการไหลอาจถูกสมมติใหมีคาคงที่ได
และสําหรับการไหลที่มีความเร็วต่ําน้ันอุณหภูมิของของไหลจะถูกสมมติใหกระจายสม่ําเสมอทั่วท้ัง
โดเมนของการไหล  ทําใหสมการอนุรักษพลังงานไมมีความสัมพันธกับสมการอนุรักษอื่น ๆ  ดังน้ัน
การแกสมการที่เก่ียวของจึงมีเพียงสมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษโมเมนตัมเทาน้ัน 
 
 
2.1 สมการอนุรักษมวล 
 
  การประดิษฐสมการอนุพันธยอยของการไหลในสองมิติที่ไดจากกฎการอนุรักษ
มวลสามารถประดิษฐขึ้นได  โดยพิจารณาจากการไหลผานกรอบเล็ก ๆ  ขนาดกวาง dx และ dy  ดัง
แสดงในรูปที่ 2.1  ณ  ตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงที่ตรึงอยูในโดเมนของการไหล 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
8

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 2.1  รูปแบบแสดงฟลักซของมวลของไหลผานกรอบเล็ก ๆ ท่ีตรึงอยูในโดเมนของการไหล 

 
เน่ืองจากทั้งความหนาแนน ρ  และความเร็ว u  น้ันเปลี่ยนแปลงไปตลอด  ดังน้ันปริมาณฟลักซของ
มวลที่เพ่ิมขึ้นในแนวแกน x  ผานขอบ dy  ของการไหลผานกรอบเล็ก ๆ น้ีคือ 
 

                                [ ] dxdy
x
udyudydx

x
uu

∂
∂

=−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+
)()( ρρρρ   (2.1) 

 
ในทํานองเดียวกัน  ปริมาณฟลักซของมวลที่เพ่ิมข้ึนในการไหลผานขอบ dx  ลางไปยังขอบบนคือ 
 

                                 [ ] dxdy
y
vdxvdxdy

y
vv

∂
∂

=−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

)()( ρρρρ   (2.2) 

 
ดังน้ันผลรวมของปริมาณฟลักซของมวลที่เพ่ิมขึ้นจากการไหลผานกรอบเล็ก ๆ  น้ีมีคาเทากับ 
 

                                                dxdy
y
v

x
u

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂ )()( ρρ   (2.3) 

 
และเนื่องจากปริมาณของมวลในกรอบเล็ก ๆ  น้ีคือ )(dxdyρ  ดังน้ันอัตราการเปลี่ยนแปลงของมวล
หรือปริมาณฟลักซของมวลที่ลดลงไปคือ 
 

x

y

dydx
x
uu ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

+
)(ρρ

dxdy
y
vv ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

)(ρρ

dyu)(ρ

dxv)(ρ

dx

dy
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                                                          dxdy
t∂

∂
−

ρ   (2.4) 

 
แตมวลในกรอบเล็ก ๆ  น้ีตองไมเกิดการสูญหาย  ดังน้ันปริมาณฟลักซของมวลที่เพ่ิมข้ึนจากการ
ไหลผานขอบ dx  และ dy  ตองเทากับปริมาณฟลักซของมวลในกรอบเล็ก ๆ  ที่ลดลง  น่ันคือ 
 

                                      dxdy
t

dxdy
y
v

x
u

∂
∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂ ρρρ )()(   (2.5) 

 
หารสมการ (2.5) ตลอดดวย dxdy  แลวยายขางจะได 
 

                                             0)()(
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u

t
ρρρ   (2.6) 

 

หรือ                                              0)( =⋅∇+
∂
∂ V

t
vv

ρρ   (2.7) 

 

โดยที่ j
y

i
x

vvv

∂
∂

+
∂
∂

=∇   (2.8) 

 
และ jviuV

vvv
+=   แทนคาเวกเตอรความเร็วของการไหล  (2.9) 

 
   สมการ (2.6) น้ีคือสมการอนุรักษมวลที่อยูในรูปแบบของพจนอนุพันธอันดับหน่ึง  
ซ่ึงประกอบดวยตัวไมรูคา (unknowns) จํานวน 3 คาไดแกความเร็วของการไหล vu, และความ
หนาแนน ρ   แตเน่ืองจากในวิทยานิพนธน้ีเปนการศึกษาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวซ่ึงความ
หนาแนนของกอนของไหลมีคาคงที่  ดังน้ันสมการ (2.6) จึงลดรูปลงเปน 
 

                                                         0=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u  (2.10) 

 
หรือ                                                     0=⋅∇ V

vv
 (2.11) 

 
สมการอนุรักษมวล (2.6) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเทนเซอรไดคือ 
 

                                                     0
)(
=

∂
∂

+
∂
∂

i

i

x
u

t
ρρ                      2,1=i  (2.12) 
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2.2 สมการอนุรักษโมเมนตัม 
 
   สมการอนุรักษโมเมนตัมสามารถประดิษฐขึ้นไดโดยอาศัยกฎขอที่สองของ    นิว
ตัน (Newton’s second law) ที่กลาววา  ผลรวมของแรงภายนอกเทากับมวลคูณดวยอัตราเรงซ่ึง
สามารถเขียนเปนความสัมพันธโดยให F

v
แทนเวกเตอรของแรง  m  แทนมวล และ av  แทนเวกเตอร

ของความเรง  ไดดังน้ี 
 
                                                           amF vv

=∑  (2.13) 
 
ดังน้ันหากพิจารณามวลซึ่งมีขนาดกวาง dx  และ dy  ที่กําลังเคลื่อนที่ไปกับการไหลดังแสดงใน  
รูปที่ 2.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.2  แรงตาง ๆ  ที่กระทําบนผิวของกอนของไหลซึ่งเคล่ือนที่ไปกับการไหล 
 
แรงภายนอกทางดานซายมือของสมการ (2.13)  ประกอบดวย 
 
  1. แรงอันเนื่องมาจากน้ําหนักของกอนของไหลเอง (body force)  ซ่ึงเปนแรงอันเนื่องมา
จากความโนมถวงของโลก 

x

y

dxdy
y
yx

yx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
τ

τ

dxdy
y
yy

yy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
τ

τ

dxyyτ

dxyxτ

dyxyτ

dyxxτ

dx

dy

dydx
x
xx

xx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
ττ

dydx
x
xy

xy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
τ

τ

dxdy
y
pp ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+

pdx

dydx
x
pp ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+  pdy
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  2. แรงกระทําที่ผิวตาง ๆ  บนกอนของไหล (surface forces)  ซึ่งประกอบดวยแรงอันเนื่อง
มาจากความดัน  p ,  ความเคนตั้งฉาก  (normal stress) yyxx ττ ,   และความเคนเฉือน  (shear 

stress) yxxy ττ ,   สําหรับดรรชนีลางของความเคนเฉือนตาง ๆ  น้ันกําหนดไดโดยใหตัวหอยแรก
แทนทิศทางที่ตั้งฉากกับทิศแกนของความเคน  สวนตัวหอยหลังแทนทิศทางที่ความเคนนี้กระทํา 
หากพิจารณาเฉพาะความสัมพันธของกฎขอที่สองของนิวตันในทิศแกน x  คือ 
 
                                                          xx maF =∑  (2.14) 
 
โดยที่ xF  และ xa  เปนคาของแรงและความเรงในทิศแกน x  ตามลําดับ 
 
หากกําหนดให f  แทนน้ําหนักของตัวของไหลแลวแรงอันเนื่องมาจากน้ําหนักของตัวของไหลเอง
ในทิศแกน x  คือ 
 
                                                          )(dxdyf xρ  (2.15) 
 
และแรงรวมที่กระทําที่ผิวตาง ๆ  ในทิศแกน x  ของกอนมวลนี้คือ 
 

     dxdy
y

dydx
x

dydx
x
ppp yx

yx
yxxx

xx
xx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+− τ
τ

ττττ  (2.16) 

 
ดังน้ันแรงรวมทั้งหมดในทิศแกน x  ที่เกิดจากพจนตาง ๆ  ในสมการ (2.15) และ (2.16) คือ 
 

                               dxdyfdxdy
yxx

pF x
yxxx

x ρ
ττ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−=∑  (2.17) 

 
สวนมวลของกอนของไหลนี้คือ 
 
                                                        )(dxdym ρ=  (2.18) 
 
สําหรับคาความเรงของมวลในสมการ (2.14)  คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว u  ของมวลท่ี
กําลังเคล่ือนที่น้ันตอเวลา 
 

                                                           
Dt
Duax =  (2.19) 

 
แทนคาสมการ (2.17)-(2.19) ลงในกฎขอที่สองของนิวตันในสมการ (2.14)  แลวหารตลอดดวย
dxdy   จะได 
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                                       x
yxxx f
yxx

p
Dt
Du ρ

ττ
ρ +

∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−=  (2.20ก) 

 
ในทํานองเดียวกันกฎขอที่สองของนิวตันสําหรับทิศแกน y   กอใหเกิดสมการอนุพันธที่สอดคลอง
กันดังน้ี 
 

                                       y
yyxy f
yxy

p
Dt
Dv ρ

ττ
ρ +

∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

−=  (2.20ข) 

 
คาอนุพันธสัมบูรณทางดานซายมือของสมการ (2.20ก-ข) สามารถแปลงใหอยูในรูปของอนุพันธ
ยอย  โดยอาศัยความสัมพันธดังแสดงในสมการ (2.21) คือ 
 

     
y

v
x

u
tDt

D
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡   (2.21) 

 

หรือ    )( ∇⋅+
∂
∂

≡
vv

V
tDt

D   (2.22) 

 
เม่ือประยุกตความสัมพันธในสมการ (2.21) เขากับความเร็ว u  และ v  ทําให 
 

     
y
uv

x
uu

t
u

Dt
Du

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  (2.23ก) 

 

และ    
y
vv

x
vu

t
v

Dt
Dv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  (2.23ข) 

 
แทนคาอนุพันธสัมบูรณของความเร็ว u  และ v  ลงในสมการ (2.20ก-ข)  จะได 
 

     x
yxxx f
yxx

p
y
uv

x
uu

t
u ρ

ττ
ρ +

∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  (2.24ก) 

 

     y
yyxy f
yxy

p
y
vv

x
vu

t
v ρ

ττ
ρ +

∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  (2.24ข) 

 
สําหรับของไหลแบบนิวโทเนียน (Newtonian fluid) ซ่ึงมีคุณสมบัติวาคาความเคนแปรผันโดย
ตรงกับการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว (velocity gradient)  สามารถเขียนเปนความสัมพันธไดดังน้ี 
 

    
x
uVxx ∂
∂

+⋅∇= μλτ 2)(
vv

 (2.25ก) 
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y
vVyy ∂
∂

+⋅∇= μλτ 2)(
vv

 (2.25ข) 

 

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

==
x
v

y
u

yxxy μττ  (2.25ค) 

 
โดย μ  แทนคาความหนืดพลศาสตร (dynamic viscosity)  และ λ  แทนคาความหนืดที่สอง 
(second viscosity)  ซ่ึงหากเปนปญหาการไหลแบบไมอัดตัวคา λ  จะไมถูกนํามาใชในการ
คํานวณ 
 
   เม่ือแทนคาความเคนตาง ๆ  ที่อยูในรูปของความเร็วจากสมการ (2.25ก-ค) ลงใน
สมการ (2.24ก-ข)  จะกอใหเกิดสมการอนุพันธยอยที่สอดคลองกับกฎการอนุรักษโมเมนตัมซึ่ง
เรียกกันโดยทั่วไปวาสมการนาเวียร-สโตกส (Navier-Stokes equations)  ดังน้ี 
 

xfx
v

y
u

y
V

x
u

xx
p

y
uv

x
uu

t
u ρμλμρ +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅∇+

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ )(2

vv
 (2.26ก) 

 

yfV
y
v

yx
v

y
u

xy
p

y
vv

x
vu

t
v ρλμμρ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅∇+

∂
∂

∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ )(2

vv
 (2.26ข) 

 
สําหรับการไหลแบบไมอัดตัวในสองมิติหากละท้ิงแรงเนื่องจากนํ้าหนักของของไหลจะทําให      
สมการนาเวียร-สโตกสลดรูปลงเปน 
 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x
v

y
u

yx
u

xx
p

y
uv

x
uu

t
u 21

ρ
μ

ρ
 (2.27ก) 

 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

y
v

yx
v

y
u

xy
p

y
vv

x
vu

t
v 21

ρ
μ

ρ
 (2.27ข) 

 
สมการอนุรักษโมเมนตัมในสมการ (2.27ก-ข) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเทนเซอรไดคือ 
 

                                        
j

ij

ij

i
j

i

xx
p

x
uu

t
u

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂ τ

ρρ
11              2,1, =ji   (2.28) 

 
   พจนที่สองทางดานซ ายมือของสมการ  (2.28) น้ี เปนพจนแบบไม เชิงเสน 
(nonlinear term)  ซึ่งกอใหเกิดความซับซอนในการแกระบบสมการ  จึงไดประยุกตระเบียบวิธีการ
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แยกดวยคุณลักษณะกับสมการดังกลาวในบทที่ 3  เพ่ือใหสามารถทําการวิเคราะหปญหาการไหลได
สะดวกและรวดเร็วย่ิงข้ึน 



บทที ่3 
 

ระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ 
 
 ในบทนี้เปนการนําเสนอระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ [15, 22]  โดยจะแสดง
ถึงขั้นตอนของการเปลี่ยนสมการแบบอยางของการพา-การแพรจากระนาบอางอิงที่อยูกับที่ไปบน
ระนาบอางอิงใหมซ่ึงเคลื่อนที่ไปพรอมกับการไหล  จากนั้นจึงเปรียบเทียบสมการอนุรักษโมเมนตัม
กับสมการแบบอยาง  แลวทําการประมาณคาของสมการอนุรักษโมเมนตัมใหกลับมาอยูบนระนาบ
อางอิงเดิม  สุดทายจึงประยุกตวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันกับสมการที่ไดเพ่ือใหสามารถคํานวณ
หาคาความเร็วของการไหลและความดันได 
 
 พิจารณาสมการแบบอยางของการพา-การแพรบนระนาบ txi −  (convection-

diffusion equation)  โดยมีตัวแปรตามเปนปริมาณสเกลาร ),( txiφ   สามารถเขียนใหอยูในรูป
ของเทนเซอรไดดังสมการ (3.1) 
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หากทําการยายพิกัด txi −  ไปอยูบนระนาบอางอิงใหม txi −′   ซ่ึงเปนระนาบแสดงเสนทางการ
เคล่ือนที่ไปกับการไหลของกอนของไหล  โดยอาศัยความสัมพันธดังน้ี 
 
   dtudxxd iii −=′    (3.2) 
 

และจาก   dt
t
x

dx
x
x

xd i
i

i

i
i ∂

′∂
+

∂
′∂

=′    (3.3) 

 

เม่ือเปรียบเทียบสมการ (3.2) กับสมการ (3.3) จะพบวา 1=
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x  และ i
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เน่ืองจาก ix′  เปนฟงกชันของ ix  และ t   ดังน้ัน 
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จากความสัมพันธ (3.4ก) และ (3.4ข)  ทําใหสมการ (3.1) บนระนาบ txi −′  ลดรูปลงเปน 
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สมการอนุรักษโมเมนตัมที่ประดิษฐขึ้นมาในบทที่ 2  คือ 
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หากเปรียบเทียบสมการอนุรักษโมเมนตัม (2.28) กับสมการแบบอยางของการพา-การแพร ใน     
สมการ (3.1) โดยแทนพจนเน่ืองจากแหลงกําเนิด Q  ดวยพจนของอนุพันธยอยเน่ืองจากความดัน
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p

∂
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ρ
1  จะพบวาสมการดังกลาวมีลักษณะคลายคลึงกัน  ทําใหสามารถประยุกตวิธีการยายพิกัดไป

บนระนาบ txi −′  กับสมการอนุรักษโมเมนตัมได  โดยเปรียบเทียบสมการ (2.28) เขากับสมการ 
(3.5) ได  ดังน้ี 
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กําหนดใหพจน 
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∂  ท่ีพิจารณาเปนปริมาณที่ทราบคาที่เวลา 2θ+nt  ซึ่งอยูระหวางชวงเวลา nt  และ

1+nt  ทําใหสมการ (3.6) กลายเปน 
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ประยุกตวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence relations) กับพจน 
2θ+

′∂
∂ n
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p  จะได 
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แทนคาสมการ (3.8) ลงในสมการ (3.7) แลวทําการยายขางสมการ  จะไดสมการโมเมนตัมบน
ระนาบที่เคล่ือนที่ไปกับการไหล txi −′   ดังน้ี 
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 ทําการประมาณคาตัวแปรตาง ๆ  ในสมการ (3.9)  โดยในที่น้ีจะแสดงตัวอยางการ
ประมาณสมการโมเมนตัมบนระนาบ txi −′  เฉพาะสมการโมเมนตัมในทิศแกน x′  เทาน้ัน  สําหรับ
สมการโมเมนตัมในทิศแกน y′  จะใชหลักการเดียวกันในการประมาณคา  สมการโมเมนตัม (3.9) 
ในทิศแกน x′  สามารถเขียนไดเปน 
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ประยุกตวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิดกับตัวแปรเวลา (time discretization)  จะได 
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  (3.11) 

 
โดยดรรชนีลาง )( δ−s  แสดงถึงพจนเหลาน้ีเปนพจนที่อยูบนระนาบที่เคลื่อนที่ไปกับการไหลที่
เวลา nt   โดยที่ tux Δ=δ  หรือ tvy Δ=δ   คือระยะทางที่กอนของไหลเคลื่อนที่ไปในชวงเวลา tΔ

ในทิศแกน x′  และ y′  ตามลําดับ 
 
 สมการ (3.11) เปนสมการบนระนาบที่เคลื่อนที่ไปกับการไหล  ในทางปฏิบัติหากทํา
การประยุกตระเบียบวิธีกาเลอรคิน (Galerkin method) กับสมการดังกลาวจะทําใหตองมีการแปลง
ระนาบอางอิงทุกชวงเวลาซึ่งมีความยุงยากซับซอน  เพ่ือหลีกเลี่ยงปญหาดังกลาวจึงจะทําการ
ประมาณคาของตัวแปรตามกับระนาบอางอิงเดิมโดยใชอนุกรมเทย เลอร  (Taylor series 

expansion) [23]  จากนั้นจึงประยุกตวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันกับสมการที่ไดแลวจึงจะทํา
การประยุกตระเบียบวิธีกาเลอรคินภายหลัง  การประมาณคาดวยอนุกรมเทยเลอรมีข้ันตอนดังน้ี 
 
 ใชอนุกรมเทยเลอรประมาณคาของพจนตาง ๆ  ท่ีเวลา nt  บนระนาบ txi −′   สําหรับ
พจนที่เวลา 1+nt  เปนพจนที่ใชคํานวณหาคาจึงไมตองทําการประมาณคา  พจนที่เวลา nt  เม่ือใช
อนุกรมเทยเลอรประมาณคาแลวไดแก 
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เม่ือแทนคาพจนตาง ๆ  ของสมการ (3.12ก-ค) ลงในสมการ (3.11)  จะได 
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แทนคา u  และ v  จากสมการ (3.13ก-ข) และ (3.14ก-ข) ลงในสมการ (3.15)  ทําใหพจนทางดาน
ซายมือของสมการ (3.15) มีคาดังน้ี 
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สวนพจนทางดานขวามือของสมการ (3.15) จะกลายเปน 
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เน่ืองจาก   2
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หากละทิ้งพจนที่มีอันดับสูง  และเน่ืองจากเลือกใชการประมาณภายในเอลิเมนตเปนแบบเชิงเสนทํา
ใหสามารถละทิ้งพจนของอนุพันธยอยอันดับสามได  สมการ (3.18) จึงลดรูปลงเหลือ 
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เม่ือแทนคาพจนตาง ๆ  ของสมการ (3.20ก-ง) ลงในสมการ (3.19) แลวจัดรูปใหม  จะได 
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ยายขางพจนทางดานซายมือแลวจัดรูปใหม  สมการ (3.21) จะสามารถเขียนไดเปน 
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ในทํานองเดียวกันสมการโมเมนตัมในทิศแกน y′   สามารถประมาณคาไดดังน้ี 
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คูณสมการ (3.22ก-ข) ดวย tΔ   แลวจัดรูปใหมจะไดสมการโมเมนตัมซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูป
ของเทนเซอรไดคือ 
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โดยที่   2,1,, =kji  
 
ข้ันตอนตอไปเปนการประยุกตวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันกับสมการ (3.23)  โดยกําหนดให 
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 พจนของอนุพันธยอยเน่ืองจากความดัน 
21 θ

ρ

+

∂
∂

Δ−
n

ix
pt  ในสมการ (3.24) น้ันไม

สามารถคํานวณไดโดยตรงจากสมการอนุรักษมวล (2.12)  เน่ืองจากไมมีพจนของความดันมาเกี่ยว
ของ  แตหากทําการประยุกตความอัดตัวไดเทียม  (artificial compressibility) เขากับสมการ
อนุรักษมวล (2.12)  จะทําใหสามารถคํานวณหาคาความดันได  โดยอาศัยสมมติฐานดังตอไปนี ้
 
 1. ปญหาที่จะทําการวิเคราะหเปนปญหาที่อุณหภูมิของของไหลมีคาคงที่สม่ําเสมอ
ท่ัวทั้งโดเมนของการไหล (isothermal) 
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 2. การเปลี่ยนแปลงของความหนาแนนเมื่อเทียบกับความดันมีคานอยมาก  หมายถึงมี
การยอมใหของไหลท่ีพิจารณามีการอัดตัวไดนอยมาก 
 
 จากสมมติฐานทั้ งสองขอเปนผลใหสมการของสถานะ  (equation of state) 

),( TPρρ =  แสดงถึงคาความหนาแนนขึ้นกับความดันเพียงอยางเดียว  และสามารถแสดงเปน
ความสัมพันธไดคือ 

                                                         dpd
κ
ρρ =   (3.26) 

 
โดยที่ κ  แทนคาบัลคโมดูลัส (bulk modulus) ซึ่งเปนคาที่ใชแสดงถึงความสามารถในการอัดตัว

ไดของของไหล  สมการ (3.26) สามารถเขียนใหอยูในรูปของความเร็วเสียง )(c   โดยที่ 
ρ
κ

=2c  

ไดดังน้ี 
 

                                                         dp
c

d 2

1
=ρ   (3.27) 

 

หรือ                                                  
t
p

ct ∂
∂

=
∂
∂

2

1ρ   (3.28) 

 
เม่ือประยุกตความสัมพันธน้ีกับสมการอนุรักษมวล (2.12)  โดยสมมติใหมีความอัดตัวไดเทียม
สําหรับการไหลแบบไมอัดตัวคือกําหนดให ∞→2c   จะไดวา 
 

                                             
i

i

c x
u

t
p

ct ∂
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1   (3.29) 

 

หรือ                                               
i

i

x
u

t
p

c ∂
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−=
∂
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11
ρ

  (3.30) 

 
ประยุกตวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิดกับตัวแปรเวลา  จะได 
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  (3.31) 

 
เน่ืองจากไดกําหนดให ∞→2c   ดังน้ันพจนทางดานซายมือของสมการ (3.31) จึงมีคาเปนศูนย   
สมการจะลดรูปลงเหลือ 
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u θθ   (3.32) 
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หรือ                                            01 =
∂
Δ∂

+
∂
∂ n

i

i
n

i

i

x
u

x
u θ   (3.33) 

 
หากแทนคา n

iuΔ  จากสมการ (3.24) ลงในสมการ (3.33)  จะทําใหสามารถคํานวณหาคาความดัน
ไดดังน้ี 
 

                                  01 2
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หรือ              0)1(1
2
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θθ   (3.35) 

 
ยายขางพจนของอนุพันธยอยเนื่องจากความดันที่เวลา 1+nt  มาไวทางดานซายมือและหารตลอดดวย

ρ
tΔ  แลวจึงจัดรูปใหม  จะได 
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เม่ือนําคาที่ไดจากสมการ (3.25) และ (3.36) แทนกลับลงไปในสมการ (3.24)  จะทําใหสามารถหา
คาความเร็วที่เวลา 1+nt  ไดดังน้ี 
 

                           ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−+
∂
∂

Δ−Δ+=
+

∗∗+
n

i

n

i
i

n
i

n
i x

p
x
ptuuu )1(1

2

1

2
1 θθ

ρ
  (3.37) 

 
 จะเห็นไดวาวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันเมื่อนํามาประยุกตเขากับสมการ (3.23)  
จะทําใหสามารถแบงขั้นตอนการคํานวณหาคาความเร็วของการไหลและความดันออกเปน 3        
ข้ันตอน  กลาวโดยสรุปคือ 
 
ข้ันตอนที ่1 ใชสมการ (3.25) คํานวณหาคา ∗∗Δ iu  จากความเร็วและความดันที่สมมติขึ้น 
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ข้ันตอนที ่2 นําคา ∗∗Δ iu  ที่ คํานวณไดจากขั้นตอนที่ 1  มาคํานวณหาคาความดัน  1+np  จาก      
สมการ (3.36) 
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ข้ันตอนที ่3 แทนคา ∗∗Δ iu  และ 1+np  กลับลงไปในสมการ (3.37)  เพ่ือคํานวณหาคาความเร็ว

1+n
iu  
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 ข้ันตอนแตละขั้นตอนที่ไดกลาวมานี้สามารถนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมา
ประมาณผลลัพธบนโดเมนของการไหลได  โดยสามารถเลือกใชอันดับของฟงกชันการประมาณ
ภายในสําหรับความเร็วและความดันที่อันดับเทากัน  จากนั้นจึงนําผลลัพธท่ีไดมาเขาสูกระบวนการ
ทําซ้ํา (iteration) จนกวาผลลัพธจะลูเขาสูสภาวะอยูตัว  ดังที่จะไดกลาวถึงรายละเอียดในบทตอไป 



บทที ่4 
 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิธีซีบีเอส 
 
 ในบทนี้จะกลาวถึงขั้นตอนท่ัวไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  จากน้ันจึงทํา
การประยุกตใชกับสมการการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติที่ไดจากวิธีซีบีเอส  โดยใชการ
ประมาณภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอแบบเชิงเสนสําหรับตัวไมรูคาทั้งความเร็วของการ
ไหลและความดัน  และอธิบายถึงขั้นตอนพรอมทั้งแสดงตัวอยางการประดิษฐสมการไฟไนต         
เอลิเมนตตลอดจนเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ  ที่สามารถนําไปประดิษฐขึ้นเปนโปรแกรมคอมพิวเตอร
ไดโดยตรง  สุดทายจะแสดงแผนผังสรุปขั้นตอนการทํางานของขั้นตอนการทํางานของวิธีซีบีเอส 
 
 
4.1 ข้ันตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 ในการแกปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ขั้นตอนโดยทั่วไปประกอบ   
ดวย 6 ขั้นตอนหลัก [21]  ดังตอไปนี้ 
 
ข้ันตอนที่ 1 แบงโดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ  ดังแสดงในรูปท่ี 4.1  โดยในที่น้ี
พ้ืนที่ ท้ังหมดภายในโดเมนจะถูกแบงออกเปนเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมสามจุดตอ (3 node 

triangular elements) ยอย ๆ  เอลิเมนตเหลาน้ีตอเชื่อมกันท่ีจุดตอซ่ึงเปนตําแหนงที่จะคํานวณตัว
ไมรูคา (nodal unknowns)  คือความเร็วของการไหลและความดัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1  การแบงพ้ืนที่โดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ 
 
ข้ันตอนที ่2 พิจารณาเอลิเมนตใดเอลิเมนตหน่ึงบนโดเมนนี้ดังแสดงในรูปที่ 4.2  และเลือก
ฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนต (element interpolation function)  โดยในที่น้ีจะเลือก

y

x

เอลิเมนต 

จุดตอ 
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ใชการประมาณภายในแบบเชิงเสน  ซ่ึงสามารถสรางสมการที่แสดงการกระจายของผลลัพธโดย
ประมาณ )(φ  บนเอลิเมนตสามเหลี่ยมน้ีไดดังน้ี 
 
                            332211 ),(),(),(),( φφφφφ yxNyxNyxNyx ++==    (4.1) 
 
โดย ),( yxNi 3,2,1; =i   แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 
 iφ  3,2,1; =i   แทนตัวไมรูคาที่จุดตอทั้งสาม 
 
สมการ (4.1) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังน้ี 
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  ⎣ ⎦{ } iii
NyxN φΣφ
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1)13()31(
),(

=××
==    (4.2) 

 
โดย ⎣ ⎦N  แทนเมตริกซแถวนอน (row matrix) ของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 
 { }φ  แทนเวกเตอรหรือเมตริกซแถวตั้ง (column matrix) ที่ประกอบดวยตัวไมรูคาท่ี
  จุดตอของเอลิเมนตน้ัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2  เอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมที่ประกอบดวยตัวไมรูคาที่ 3 จุดตอ 
 
ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบเชิงเสนคือ 
 

                                           )(
2
1),( ycxba
A

yxN iiii ++=    (4.3) 
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โดย A  แทนพ้ืนที่ของเอลิ เมนตสามเหลี่ยม   ซ่ึงสามารถคํานวณไดจากตําแหนงของ
โคออรดิเนตท่ีจุดตอทั้งสามดังน้ี 
 

                              [ ])()()(
2
1

213321132 yyxyyxyyxA −+−+−=    (4.4) 

 
และคาสัมประสิทธิ์ iii cba ,,  ในสมการ (4.4) คํานวณไดจาก 
 
  23132123321 xxcyybyxyxa −=−=−=  
 
  31213231132 xxcyybyxyxa −=−=−=  
 
  12321312213 xxcyybyxyxa −=−=−=    (4.5) 
 
ข้ันตอนที ่3 ประยุกตระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษตกคาง (method of weighted residuals)เขา
กับสมการอนุพันธยอย  เพ่ือใหผลลัพธโดยประมาณนั้นมีความคลาดเคลื่อนนอยที่สุด  ระเบียบวิธี
ถวงน้ําหนักเศษตกคางมีรายละเอียดดังน้ี 
 
 สมการอนุพันธยอยของปญหาที่สนใจสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบทั่วไปได คือ 
 
                                                           0)( =φL    (4.6) 
 
โดย L  แทนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (differential operator) 

 )(φ  แทนผลเฉลยแมนตรง (exact solution) 
 
 ในการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต (finite element equations) จากสมการ
อนุพันธ  หากเราแทนผลเฉลยโดยประมาณที่สมมติขึ้น )(φ  จากสมการ (4.1) ลงในสมการ (4.6)  
จะพบวา 
 
                                                  )(φL  จะ 0≠  แตจะ R=  
 
โดย R  แทนเศษตกคาง (residual)  น่ันหมายถึงวา 
 
                                                 ⎣ ⎦{ }( )φφ NLLR == )(    (4.7) 
 
จากนั้นทําการประยุกตวิธีกาเลอรคินโดยเริ่มจากการคูณเศษตกคาง R  ดวยฟงกชันนํ้าหนัก ( iW , 

weighting function)  แลวจึงทําการอินทิเกรตตลอดพื้นที่โดเมนของเอลิเมนต  แลวกําหนด        
ผลลัพธที่ไดใหเทากับศูนย  น่ันคือ 



 
30

                                                      0
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=∫
e

RdWiΩ
Ω                      3,2,1=i    (4.8) 

 
หากเลือก ii NW =  จะเรียกกันทั่วไปวาวิธีบับโนฟ-กาเลอรคิน (Bubnov-Galerkin)  และเมื่อ
ประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s theorem) กับสมการ (4.8)  จะกอใหเกิดพจนที่เก่ียวของกับ
ขอบของเอลิเมนต )(eΓ  ตามมาดังน้ี 
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                                              พจนที่เก่ียวของกับโดเมน         พจนที่เก่ียวของกับ 

                                                    ของเอลิเมนต )(eΩ           ขอบของเอลิเมนต )(eΓ  
 
ซ่ึงทฤษฎีบทของเกาสกลาววา 
 
                               ∫∫∫ ⋅∇−⋅=⋅∇
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vvvvvv   (4.10) 

 
จากนั้นแทนพจนที่เก่ียวของกับขอบของเอลิเมนต )(eΓ  ดวยสภาวะตาง ๆ  ที่อาจเกิดขึ้นไดอันจะนํา
ไปสูสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สมบูรณสําหรับปญหาน้ัน  แลวจึงเขียนเปนสมการไฟไนตเอลิเมนต
สําหรับแตละเอลิเมนตซ่ึงสามารถเขียนในรูปเมตริกซไดดังน้ี 
 

                                       

)(3

2

1

)(3

2

1

)(333231

232221

131211

eee
f
f
f

kkk
kkk
kkk

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

φ
φ
φ

  (4.11) 

 
โดย ijk  321; ,,ji, =  เปนคาสัมประสิทธิ์ของตัวไมรูคา 
 ดรรชนีลาง )(e  แสดงถึงเมตริกซเหลาน้ีเปนเมตริกซระดับเอลิเมนต 
 
สมการ (4.11) สามารถเขียนโดยยอไดเปน 
 
                                                   [ ] { } { } )()()( eee FK =φ   (4.12) 
 
ข้ันตอนที ่4 นําสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐข้ึนจากทุก ๆ  เอลิเมนตมาประกอบรวมกัน
เขา กอใหเกิดระบบสมการรวมขนาดใหญดังน้ี 
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                           ∑ equations)(element  ⇒  [ ] { } { } )sys()sys()sys( FK =φ   (4.13) 
 
โดย ดรรชนีลาง )sys(  แสดงถึงเมตริกซเหลาน้ีเปนเมตริกซของระบบสมการรวม 
 
ข้ันตอนที ่5 ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตของปญหาเขาในระบบสมการรวม (4.13)  แลวจึงแก
ระบบสมการรวมนี้เพ่ือหาคาตาง ๆ  ที่จุดตอ 
 
ข้ันตอนที ่6 คํานวณหาคาอื่น ๆ  ซ่ึงเปนผลตอเน่ืองจากคาที่จุดตอท่ีสามารถคํานวณไดอันจะ
เปนประโยชนในการออกแบบตอไป 
 
 
4.2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติท่ีไดจากวิธีซีบีเอส 
 
 ในหัวขอตอไปนี้จะทําการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเขากับสมการ
อนุพันธยอยที่ไดจากระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะหรือวิธีซีบีเอสทั้งสามขั้นตอน  จากนั้นจะ
แสดงตัวอยางการประดิษฐเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ  จากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ได 
 
 4.2.1 การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิธีซีบีเอส 
 
 สมการอนุพันธยอยที่ไดจากวิธีซีบีเอสซ่ึงกลาวไปแลวในบทที่ 3  ประกอบดวยขั้น
ตอนทั้งหมด 3 ขั้นตอนดังน้ี 
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ข้ันตอนที ่2 
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ข้ันตอนที ่3 
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 ในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการ (3.25), (3.36) และ (3.37)  
สําหรับวิทยานิพนธน้ี  จะสมมติรูปแบบการกระจายของตัวไมรูคาภายในเอลิเมนตใหเปนแบบเชิง
เสนโดยเลือกใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ  ตัวไมรูคาจากขั้นตอนทั้งสามประกอบดวยความเร็ว
ชวย ∗∗Δ iu , ความเร็ว n

i
n

i uu ,1+  และความดัน nn pp ,1+  ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของตัวไมรู
คาที่จุดตอไดดังน้ี 
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                                       ⎣ ⎦{ }111 ),( +++ == nnn pNpNyxp αα  (4.14ง) 
 
                                         ⎣ ⎦{ }nnn pNpNyxp == αα),(  (4.14จ) 
 
โดย ),( yxNα  3,2,1; =α  แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตซ่ึงมีรายละเอียดดัง 
    แสดงในสมการ (4.3)-(4.5) 

 ดรรชนีลาง i  2,1; =i  เปนเทนเซอรที่แสดงถึงคาในทิศแกน x  และ y  ตามลําดับ 
 
เม่ือกําหนดฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแลวจึงทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษ
ตกคางเขากับขั้นตอนทั้งสาม  โดยใหฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตเปนฟงกชันน้ําหนักตาม
วิธีของบับโนฟ-กาเลอรคินคือเลือก αα NW =   จะได 
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ทําการแปลงอินทิกรัลบางพจนในสมการ (4.15ก-ข) ใหอยูในรูปแบบของอินทิกรัลตลอดขอบของ
เอลิเมนต  โดยอาศัยทฤษฎีบทของเกาสในสมการ (4.10) ที่ไดกลาวมาแลว  สําหรับสมการ (4.15ก) 
น้ันทําการประยุกตทฤษฎีบทของเกาสกับพจนที่สอง  สาม  และสี่ทางขวามือของสมการดังน้ี 
 

                    
n

A ij
j

S jijA

n

j

ij dA
x
N

dSnNtdA
x

Nt ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

−Δ=
∂

∂
Δ ∫∫∫ ττ

ρ
τ

ρ
α

αα
11  (4.16ก) 

 

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂Δ

A

n

j

i
j

k

n
k dA

x
u

u
x

uNt
α2

2

 

 

 
n

A
j

i
jk

k
S k

j

i
jk dA

x
u

uu
x
N

dSn
x
u

uuNt

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

= ∫∫ α
α )(

2

2

 (4.16ข) 

 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
Δ

A

n

ik

n
k dA

x
p

x
uNt

αθ
ρ

)1(1
2 2

2

 

 

 
n

A
i

k
k

S k
i

k dA
x
pu

x
N

dSn
x
puNt

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
Δ

= ∫∫ α
αθ

ρ
)()1(1

2 2

2

 (4.16ค) 

 
แทนคาสมการ (4.16ก-ค) ลงในสมการ (4.15ก) แลวจัดรูปใหม  จะไดเปนสมการไฟไนตเอลิเมนต
สําหรับขั้นตอนที่ 1  ดังน้ี 
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ในสวนของสมการ (4.15ข) ทําการประยุกตทฤษฎีบทของเกาสเชนเดียวกันกับพจนตาง ๆ  ดังน้ี 
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แทนคาสมการ (4.18ก-ค) ลงในสมการ (4.15ข)  แลวยายพจนที่อยูในรูปแบบของอินทิกรัลตลอด
ขอบของเอลิเมนตมาไวทางดานขวามือและจัดรูปใหม  จะไดเปนสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้น
ตอนที่ 2 ดังน้ี 
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หากพิจารณาเฉพาะพจนท่ีอยูในรูปอินทิกรัลตลอดขอบของเอลิเมนต  จะพบวา 
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ดังน้ันการกําหนดคาอินทิกรัลตลอดขอบของเอลิเมนตของขั้นตอนที่ 2  จึงเปนการกําหนดคาของ
n

iuΔ   ซ่ึงหากกําหนดความเร็วตลอดขอบทางเขาและบริเวณผนังของโดเมนจะทําให 0=Δ n
iu

สวนบริเวณทางออกของโดเมนเปนการกําหนดแรงรวมที่ผิว  ซ่ึงในขณะที่คํานวณหาความดันในขั้น
ตอนที่ 2 น้ันคา n

iuΔ  ยังเปนปริมาณที่ไมรูคาจึงอาจละทิ้งได [20]  ทําใหสมการ (4.19) ลดรูปลง
เหลือ 
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 สมการไฟไนตเอลิเมนตท่ีประดิษฐขึ้นทั้งสามขั้นตอนดังสมการ (4.17), (4.21) 
และ (4.15ค) น้ันสามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังน้ี 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที ่1 
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221  (4.22ก) 
 
 [ ]{ } { } { } { } { } { } { } { }vSSvvSvvvvv PCKPCKCvM +++−−−−=Δ ∗∗

221  (4.22ข) 
 
โดยที่ [ ]uM  = [ ]vM  = { }⎣ ⎦∫A dANN  (4.23ก) 
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สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที ่2 
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สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที่ 3 
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n
v PPGvM −−=+  (4.26ข) 

 
โดยที ่ [ ]uM  = [ ]vM  = { }⎣ ⎦∫A dANN  (4.27ก) 
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 4.2.2 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซสําหรับวิธีซีบีเอส 
 
 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ จากสมการ (4.23ก-ฒ)  สมการ 
(4.25ก-ง)  และสมการ (4.27ก-ช)  เพ่ือใชในสมการไฟไนตเอลิเมนตทั้งสามขั้นตอนคือสมการ 
(4.22ก-ข)  สมการ(4.24)  และสมการ (4.26ก-ข)  มีรายละเอียดดังน้ี 
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ไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซสําหรับขั้นตอนที ่1 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที่ 1  ประกอบดวยสมการ (4.22ก-ข) คือ 
 
 [ ]{ } { } { } { } { } { } { } { }uSSuuSuuuuu PCKPCKCuM +++−−−−=Δ ∗∗

221  (4.22ก) 
 
 [ ]{ } { } { } { } { } { } { } { }vSSvvSvvvvv PCKPCKCvM +++−−−−=Δ ∗∗

221  (4.22ข) 
 
 สําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ทางดานซายมือ [ ]uM  และ [ ]vM  ของสมการทั้งสอง
มีคาเทากันดังแสดงในสมการ (4.23ก) 
 
                                            [ ] [ ] { }⎣ ⎦∫==

Avu dANNMM  (4.23ก) 

 
เมตริกซสัมประสิทธิ์ (4.23ก) สามารถหาคาไดดังน้ี 
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 เน่ืองจากการผลลัพธของการอินทิเกรตฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสน
สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ [24]  มีคาเทากับ 
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=∫ γβα
γβαγβα  ทําใหผลของสมการ (4.28) คือ 
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หากพิจารณาเมตริกซดังกลาวซึ่งเปนเมตริกซเต็มใหอยูในรูปเมตริกซแบบรวมกันอยูที่จุดตอทั้งสาม
คือใหคาสัมประสิทธิ์รวมอยูในแนวทะแยงของเมตริกซมวลแบบรวมกอน (lumped mass matrix) 
[14]  เพ่ือใหสมการยอยตาง ๆ   ในระบบสมการรวมไม เก่ียวของสัมพันธ กัน  (uncoupled 

equations)  ทําใหสามารถแกสมการทีละสมการไดโดยตรง  โดยไมตองแกระบบสมการรวมชวย
ลดเวลาในการคํานวณลงเปนอยางมาก  ซึ่งเมตริกซมวลแบบรวมกอนสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยม
สามจุดตอคือ 
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สําหรับพจนเวกเตอรตาง ๆ  ทางดานขวามือของสมการ (4.22ก-ข) น้ันในที่น้ีจะแสดงการประดิษฐ 
เอลิเมนตเมตริกซเฉพาะพจนจากสมการ (4.22ก) เทาน้ัน  สวนพจนจากสมการ (4.22ข) ก็สามารถ
ประดิษฐไดดวยวิธีเดียวกัน  พจนทางขวามือของสมการ (4.22ก-ข) สามารถหาคาไดดังน้ี 
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   สําหรับเมตริกซตาง ๆ  ที่เก่ียวของกับการอินทิเกรตตลอดขอบเขต { }uSK , { }vSK , 
{ }SuC 2 , { }SvC 2 , { }uSP  และ { }vSP   เม่ือประกอบเอลิเมนตตาง ๆ  เขาเปนระบบสมการรวมแลวหาก
ขอบของเอลิเมนตที่พิจารณาอยูภายในโดเมนของการไหลจะทําใหเมตริกซเหลาน้ีหักลางกันไปเอง  
ดังน้ันในการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรจึงไมตองคํานวณหาคาของเมตริกซเหลาน้ี  ยกเวนหาก
มีขอบของเอลิเมนตที่พิจารณาวางตัวอยูบนขอบของโดเมนดังแสดงในรูปที่ 4.3  ซ่ึงสมมติใหขอบ
ของจุดตอ 2-3  ซ่ึงมีความยาว L  เปนขอบโดเมนของการไหล 
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รูปที่ 4.3  การคํานวณเวกเตอรที่ขอบโดเมนของการไหล 
 
เน่ืองจากฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตตลอดขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-3 น้ีอยูในรูป
แบบเชิงเสนตรง  ดังน้ันคาของ { }uSK , { }vSK , { }SuC 2 , { }SvC 2 , { }uSP  และ { }vSP  ที่สอดคลองกับ
จุดตอ 2-3 น้ีคือ 
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เอลิเมนตเมตริกซสําหรับขั้นตอนที ่2 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที่ 2  คือสมการ (4.24) 
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เมตริกซสัมประสิทธิ์ [ ]PM  สามารถหาคาไดดังน้ี 
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สําหรับพจนทางขวามือของสมการ (4.24)  สามารถหาคาไดดังน้ี 
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เอลิเมนตเมตริกซสําหรับขั้นตอนที่ 3 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที่ 3  ประกอบดวยสมการ (4.26ก-ข) คือ 
 
     [ ]{ } { } { } { }21

1
uuu

n
u PPGuM −−=+  (4.26ก) 

 
     [ ]{ } { } { } { }21

1
vvv

n
v PPGvM −−=+  (4.26ข) 

 
   สําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ทางดานซายมือ [ ]uM  และ [ ]vM  ของทั้งสองสมการ
มีคาเทากันกับเมตริกซสัมประสิทธ [ ]uM  และ [ ]vM  ของขั้นตอนที่1 ในสมการ (4.30)  สวนพจน
เวกเตอรตาง ๆ  ทางดานขวามือของสมการในที่น้ีจะแสดงการประดิษฐเอลิเมนตเมตริกซเฉพาะพจน
ของสมการ (4.26ก) เทาน้ัน  สําหรับพจนของสมการ (4.26ข) ก็สามารถหาคาไดดวยวิธีเดียวกัน  
พจนทางขวามือของขั้นตอนที่ 3 สามารถหาคาไดดังน้ี 
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   เอลิเมนต เมตริกซตาง ๆ   ที่ไดแสดงในหัวขอน้ีสามารถนําไปประดิษฐ เปน
โปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง  ซ่ึงขั้นตอนการทํางานของวิธีซีบีเอสไดแสดงไวในรูปที่ 4.4  
สําหรับรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นนี้จะกลาวถีงรายละเอียดในบทที ่5 
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รูปที่ 4.4  ข้ันตอนการทํางานของวิธีซีบีเอส 

เร่ิมการทํางาน

อานขอมูลของปญหา

คํานวณรูปรางและเมตริกซมวลแบบรวมที่จุดตอ 

คํานวณทิศทางโคซายนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับขอบของปญหา 
และคํานวณเมตริกซสัมประสิทธิ์สําหรับสมการความดัน 

คํานวณความเร็วชวยในขั้นตอนที่ 1  

คํานวณความดันในขั้นตอนที่ 2

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตลงในผลลัพธที่ได  

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตลงในผลลัพธที่ได  

คํานวณความเร็วที่เวลา 1+nt  ในขั้นตอนที่ 3  

ตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธ 

พิมพผลลัพธที่ทุกจุดตอลงในไฟลสงออก 

ลูเขาถึงเกณฑที่กําหนดแลว 

ลูเขายังไมถึงเกณฑท่ีกําหนด 

จบการทํางาน
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 4.2.3 การกําหนดชวงเวลาในการคํานวณสําหรับวิธีซีบีเอส 
 
   ในการคํานวณหาความเร็วของการไหลจากขั้นตอนดังที่กลาวมาแลวน้ัน  การ
คํานวณเมตริกซมวลแบบรวมกอน (lumped mass matrix)  แทนการคํานวณเมตริกซแบบต็มทําให
สามารถแกสมการทีละสมการไดโดยตรงโดยไมตองแกระบบสมการรวม  ซ่ึงชวยลดเวลาในการ
คํานวณลงเปนอยางมาก  วิธีการเชนนี้เปนการคํานวณโดยชัดแจง (explicit algorithm)  อยางไรก็
ตาม  ผลเสียจากการใชวิธีน้ีก็คือ  คาชวงเวลา (time step)  tΔ  ที่ใชในการคํานวณน้ันมีคาจํากัดเพ่ือ
ไมใหเกิดการลูออกของผลลัพธ (diverged solution) 
 
   สําหรับปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัว Nithiarasu and Zienkiewicz [19] 

ไดกําหนดคาชวงเวลาวิกฤต crtΔ  ไวดังน้ี 
 

                                                  
ν

ΔΔ
2
htt

2

cr =≤   (4.55) 

 
โดยที ่ h  แทนขนาดของเอลิเมนตที่เล็กที่สุดภายในโดเมนของการไหล 

และ ν  แทนความหนืดจลนศาสตร 
 
    การเลือกใชคาชวงเวลาในการไหลจึงไมควรใหมีคามากกวาคาชวงเวลาวิกฤตท่ี
คํานวณได  แตหากเลือกใชคาชวงเวลาที่นอยเกินไปก็จะทําใหใชเวลามากในการคํานวณ กวาท่ี     
ผลลัพธที่ไดจะเขาสูสภาวะอยูตัวซ่ึงในวิทยานิพนธน้ีใชความแมนยําช่ัวขณะ (transient accurate) 

เทากับ 10E-10 เปนตัวกําหนดสภาวะอยูตัวโดยคํานวณความคลาดเคลื่อนของผลลัพธในแตละชวง
เวลา  หากการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธที่มีคามากที่สุดจากทุก ๆ จุดตอมีคานอยกวาคาที่กําหนดนี้จึง
จะหยุดการคํานวณ 



บทที ่5 

ไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 
 ในบทนี้จะอธิบายถึงรายละเอียดขั้นตอนการคํานวณจริงของไฟไนตเอลิเมนต
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นมาเพ่ือใชกับสมการไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซสําหรับการ
ไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติที่ไดจากวิธีซีบีเอสในบทที่ 4  โปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาวมี
ช่ือวา  LOw-speed flow Characteristic-Based Split program หรือโปรแกรม  LOCBS  ซึ่ ง
เขียนขึ้นดวยภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) ท่ีสามารถทําความเขาใจไดงาย  และสามารถทํางานได
บนเครื่องคอมพิวเตอรสวนบุคคล (personal computer) ที่ใชกันทั่วไปในปจจุบันได 
 
 
5.1 ลักษณะของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS 
 
 โปรแกรม LOCBS ประกอบดวยโปรแกรมหลัก (main program) และโปรแกรม
ยอย (subroutine) จํานวน 25 โปรแกรม  โดยมีรายละเอียดข้ันตอนการทํางานของโปรแกรมดังน้ี 
 
 5.1.1  เริ่มตนการทํางานในโปรแกรมหลัก [main]  โดยเร่ิมจากเรียกโปรแกรมยอย 
[input] สําหรับอานขอมูลนําเขาเบื้องตนของปญหา เชน จํานวนจุดตอและเอลิเมนตของปญหา  
จํานวนดานที่อยูบนขอบโดเมนของการไหล  จํานวนครั้งในกระบวนการทําซ้ํา  คาการเปลี่ยนแปลง
นอยที่สุด (tolerance)  คาคุณสมบัติของของไหล ไดแก  คาความหนาแนนและคาความหนืด
พลศาสตร  ตําแหนงโคออรดิเนตของจุดตอ  คาเริ่มตนของความเร็วและความดันที่กําหนดขึ้นในแต
ละจุดตอ  หมายเลขของจุดตอที่ประกอบขึ้นเปนเอลิเมนต  และหมายเลขของจุดตอที่อยูบนขอบ    
โดเมนของการไหล  เปนตน  หากเปนการคํานวณที่ตอเนื่องจากการคํานวณครั้งที่แลวจะเรียก
โปรแกรมยอย [restar]  เพ่ือนําคาความเร็วและความดันสุดทายที่ไดจากการคํานวณครั้งที่แลวมา
เปนคาเริ่มตนในการคํานวณครั้งน้ี 
 
 5.1.2  เม่ืออานขอมูลเบื้องตนเสร็จแลวจึงเร่ิมการคํานวณในโปรแกรมหลักโดยเริ่ม
จากคํานวณหาคาความหนืดจลนศาสตร  เรียกโปรแกรมยอย [identm]  จากนั้นจึงระบุและนับ
จํานวนจุดตอท่ีกําหนดเงื่อนไขความดันบนขอบโดเมนของการไหล  และระบุเอลิเมนตทั้งหมดท่ี
ประกอบดวยดานท่ีอยูบนขอบโดเมนของการไหล 
 
 5.1.3  คํานวณคาเบื้ องตนตาง ๆ   ที่จําเปนในการแกระบบสมการโดยเรียก
โปรแกรมยอยตามลําดับดังน้ี 
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 5.1.3.1 โปรแกรมยอย [getgeo]  เพ่ือคํานวณหาพื้นที่และคาการประมาณภายในที่จุดตอ
ของแตละเอลิเมนต 
 
 5.1.3.2 โปรแกรมยอย [getmat]  เพ่ือคํานวณหาเมตริกซมวลแบบรวมกอน โดยจะเรียก
โปรแกรมยอย [rfillv] ในตอนเริ่มการทํางานของโปรแกรมยอย [getmat] 

 5.1.3.3 โปรแกรมยอย [getnor]  เพ่ือคํานวณหาความยาวดานที่อยูบนขอบโดเมนของการ
ไหลรวมทั้งหาคาทิศทางโคซายนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับดานนั้น ๆ  โดยจะเรียกโปรแกรมยอย 
[rfillm] ในตอนเริ่มการทํางานของโปรแกรมยอย [getnor] 
 
 5.1.3.4 โปรแกรมยอย [getnrw]  เพ่ือระบุและนับจํานวนจุดตอที่กําหนดเงื่อนไขขอบผนัง
แบบไมล่ืน (no-slip condition) บนขอบโดเมนของการไหล 
 
 5.1.3.5 โปรแกรมยอย [dtfix]  เพ่ือคํานวณหาคาชวงเวลาวิกฤต (critical time step) และ
คาชวงเวลาที่ใชจริงในการคํานวณ 
 
 5.1.3.6 โปรแกรมยอย [pstiff]  เพ่ือคํานวณหาคาของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของความดันใน
ข้ันตอนที่ 2 ของไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซ  โดยจะเรียกโปรแกรมยอย [rfillv] ในตอนเริ่มการ
ทํางานของโปรแกรมยอย [pstiff] 
 
  5.1.4  เร่ิมตนกระบวนการทําซํ้าโดยเรียกโปรแกรมยอย [identm] ในตอนเริ่ม
กระบวนการทําซ้ําแลวจึงเรียกชุดของโปรแกรมยอยทั้งส้ิน 3 ชุดตามลําดับดังน้ี 
 
 5.1.4.1 ชุดโปรแกรมยอยที่ 1  ซ่ึงประกอบไปดวยโปรแกรมยอย [step1]  และโปรแกรม
ยอย [bound]  ตามลําดับ  โดยในโปรแกรมยอย [step1] จะเรียกโปรแกรมยอย [rfillm] ในตอน
เร่ิมการทํางานแลวจึงเรียกโปรแกรมยอยอีก 2 โปรแกรมไดแก  โปรแกรมยอย [advect]  เพ่ือ
คํานวณหาพจนเวกเตอรเน่ืองจากการพาและความดันสําหรับข้ันตอนที่ 1 ของไฟไนตเอลิเมนต
เมตริกซ  และเรียกโปรแกรมยอย [difuse]  เพ่ือคํานวณหาพจนเวกเตอรเน่ืองจากความหนืดของ
ของไหล  โดยจะเรียกโปรแกรมยอย [rfillv] ในตอนเริ่มการทํางานของโปรแกรมยอย [difuse] จาก
น้ันจึงรวมพจนเวกเตอรจากโปรแกรมยอย [advect] และ [difuse] เขาดวยกันเปนโหลดเวกเตอรท้ัง
หมดของระบบสมการรวมของขั้นตอนที ่1  และแกระบบสมการดังกลาวเพ่ือหาคาความเร็วชวยแลว
จึงใชโปรแกรมยอย [bound]  เพ่ือประยุกตเงื่อนไขขอบเขตที่เก่ียวของกับความเร็วของการไหล 
 
 5.1.4.2 โปรแกรมยอยชุดท่ี 2  ไดแกโปรแกรมยอย [step2]  โดยในโปรแกรมยอยน้ีจะ
เรียกโปรแกรมยอยอีก 2 โปรแกรมไดแก 
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5.1.4.2.1 โปรแกรมยอย [pload] ซ่ึงในโปรแกรมยอยน้ีจะเรียกโปรแกรมยอย [rfillv] ในตอนเริ่ม
การทํางานแลวจึงเรียกโปรแกรมยอยอีก 2 โปรแกรมไดแก  โปรแกรมยอย [getrhs] เพ่ือคํานวณ
พจนเวกเตอรในขั้นตอนที่ 2 ที่เก่ียวของกับความเร็วที่ไดจากขอ 5.1.4.1  และโปรแกรมยอย [prhp]  
เพ่ือคํานวณพจนเวกเตอรในขั้นตอนที่ 2 ที่เก่ียวของกับความดัน  จากนั้นจึงรวมพจนเวกเตอรจาก
โปรแกรมยอย [getrhs] และ [pehp] เขาดวยกันเปนโหลดเวกเตอรทั้งหมดของระบบสมการรวม 
 
5.1.4.2.2 โปรแกรมยอย [solver]  เพ่ือทําการแกระบบสมการรวมหาคาความดันที่ชวงเวลาถัดไป
โดยในโปรแกรมยอยน้ีจะเรียกโปรแกรมยอย [conjug] และระหวางการแกสมการจะเรียก
โปรแกรมยอย [mult3n] 
 
 5.1.4.3 โปรแกรมยอยชุดที่ 3  ซ่ึงประกอบไปดวยโปรแกรมยอย [step3] และ โปรแกรม
ยอย [bound] ตามลําดับ  โดยในโปรแกรมยอย [step3] จะเรียกโปรแกรมยอย [rfillm] ในตอนเร่ิม
การทํางานแลวจึงเรียกโปรแกรมยอย [correct]  เพ่ือคํานวณพจนเวกเตอรทางขวามือของขั้นตอนท่ี 
3 ของไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซ  ทําการแกระบบสมการเพื่อหาคาความเร็วของการไหลที่ชวงเวลา
ถัดไป  แลวจึงใชโปรแกรมยอย [bound]  เพ่ือประยุกตเงื่อนไขขอบเขตที่เก่ียวของกับความเร็วของ
การไหล 
 
   5.1.5  ตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธโดยหาคาการเปลี่ยนแปลงของความเร็วและ
ความดันระหวางคาที่คํานวณไดในชวงเวลาถัดไปจากขอ 5.1.4.2 และ 5.1.4.3  กับคาเดิมกอนการ
คํานวณในขั้นตอนที่ 1 จากทุกจุดตอ  และเลือกใชคาท่ีมากที่สุดเปนตัวกําหนดการลูเขาของผลลัพธ
หากคาการเปลี่ยนแปลงน้ันมีคานอยกวาคาท่ีกําหนดไวหรือไดทําซํ้าจนครบจํานวนรอบสูงสุดท่ี
กําหนดใหแลว  จะดําเนินการตอไปในขอ 5.1.6  แตหากคาดังกลาวยังคงมากกวาคาที่กําหนดใหก็
ใหวนยอนกลับไปทําซํ้าใหมในขอ 5.1.4 ขางตน  กระบวนการทําซ้ําเชนนี้จะทําเรื่อยไปจนกวาคา
การเปล่ียนแปลงน้ันนอยกวาคาที่กําหนดไวหรือไดทําซํ้าจนครบจํานวนรอบสูงสุดที่กําหนดใหแลว 
 
   5.1.6  แสดงผลลัพธตาง ๆ  ที่คํานวณได ไดแก คาความเร็วของการไหล  คาความ
ดัน  คาชวงเวลาวิกฤต  คาชวงเวลาที่ใชจริง  จํานวนรอบและเวลาที่ใชในการคํานวณ  และคาการ
เปลี่ยนแปลงที่นอยที่สุดของความเร็วและความดันในแตละรอบที่กําหนดไว  คาตาง ๆ  เหลาน้ีจะถูก
บันทึกลงในไฟลสงออกที่ตองการเพื่อนําไปใชแสดงผลทางดานกราฟกตอไป 
 
   5.1.7  โปรแกรมยอยอ่ืน ๆ  ไดแกโปรแกรมยอย [rfillv]  โปรแกรมยอย [rfillm] 
และโปรแกรมยอย [identm] ที่ไดกลาวถึงขางตนนั้นเปนโปรแกรมยอยเพ่ือชวยแปลงเวกเตอรหรือ
เมตริกซสําหรับคาจํานวนจริงที่ตองการ  โดยจะแทรกไวในตอนตนของโปรแกรมยอยบาง
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โปรแกรมที่ไดกลาวมาแลว  โปรแกรมยอยเหลาน้ีมีหนาที่ดังน้ี  โปรแกรมยอย [rfillv]  สําหรับตั้ง
คาเวกเตอรให เทากับศูนย  โปรแกรมยอย [rfillm]  สําหรับตั้งคาเมตริกซให เทากับศูนย  และ
โปรแกรมยอย [identm]  สําหรับแทนคาเมตริกซจากตัวแปรหน่ึงใหกับอีกตัวแปรหนึ่ง 
 
สําหรับขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมไดแสดงไวในรูปท่ี 5.1 
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รูปที่ 5.1  ข้ันตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS 

เริ่มการทํางาน

อานขอมูลของปญหา [input] 

คํานวณคาการประมาณภายในและพื้นที่เอลิเมนต [getgeo] 

คํานวณเมตริกซมวลแบบรวมที่จุดตอ [getmat, rfillv] 

คํานวณทิศทางโคซายนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับขอบโดเมนของปญหา [getnor, rfillm]

ระบุจุดตอที่กําหนดเงื่อนไขขอบที่ผนัง [getnrw], คํานวณหาคาชวงเวลา [dtfix] 

และคํานวณเมตริกซสัมประสิทธิ์สําหรับสมการความดัน [pstiff, rfillv] 

คํานวณความเร็วชวยในข้ันตอนที่ 1 [step1, rfillm, advect, difuse, rfillv] 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตลงในผลลัพธที่ได [bound] 

คํานวณความดันในขั้นตอนที่ 2  

[step2, pload, rfillv, getrhs, prhp, solver, conjug, mult3n] 

คํานวณความเร็วที่เวลา 1+nt  ในข้ันตอนที่ 3 [step3, rfillm, correct] 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตลงในผลลัพธที่ได [bound] 

ตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธ [main] 

พิมพผลลัพธที่ทุกจุดตอลงในไฟลสงออก [output]  จบการทํางาน 

ลูเขาถึงเกณฑที่กําหนดแลว 

ลูเขายังไมถึงเกณฑที่กําหนด 

คํานวณความหนืดจลนศาสตร, จุดตอที่กําหนดเงื่อนไขความดัน 

และเอลิเมนตท่ีอยูบนขอบโดเมนของการไหล [main, identm] 
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5.2 รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS 
 
   รายละเอียดของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ไดแสดงไวใน
ภาคผนวก ก. โดยลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาที่จะนํามาใชกับโปรแกรมคอมพิวเตอรประกอบดวย 
7 สวนยอยดังตอไปน้ี 
 
สวนที ่1 ขนาดและประเภทของคาเริ่มตนของปญหา 
 บรรทัดแรก คําระบุถึงจํานวนเอลิเมนต  จํานวนจุดตอ  จํานวนดานที่อยูบนขอบโดเมน

ของการไหล  และคําระบุประเภทของคาเริ่มตนในการแกปญหา 
 บรรทัดที่สอง จํานวนเอลิเมนต  จํานวนจุดตอ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบโดเมนของการ

ไหล  และเงื่อนไขคาเร่ิมตนของการแกปญหา 
 
ตัวอยางเชน:  nelem   npoin   nboun   iopt 
    1800     961      121       0 
 
หมายเหต:ุ ตัวเลขแสดงเงื่อนไขคาเริ่มตนของการแกปญหา  กําหนดโดย 

  iopt = 0 หมายถึงการคํานวณคร้ังน้ี เปนการเริ่มคํานวณครั้งแรก   โปรแกรม
คอมพิวเตอร LOCBS จะนําคาความเร็วของการไหลและความดันที่อาน
ไดจากไฟลน้ีมาเปนคาเริ่มตนของการคํานวณ 

  iopt = 1 หมายถึงการคํานวณครั้งน้ีไมใชการเริ่มคํานวณครั้งแรก  โปรแกรม
คอมพิวเตอร LOCBS จะอานคาความเร็วของการไหลและความดันจาก
ไฟลผลลัพธในการคํานวณครั้งกอนมาเปนคาเริ่มตนของการคํานวณ 

 
สวนที ่2 ขอกําหนดท่ีเก่ียวกับกระบวนการทําซ้ําของปญหา 
 บรรทัดแรก คําระบุถึงจํานวนครั้งสูงสุดในการทําซ้ํา  รอบเริ่มตนของการคํานวณ  และ

คําระบุคาที่ใชกําหนดรอบเพื่อแสดงคาการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธของ
ปญหา 

 บรรทัดที่สอง จํานวนครั้งสูงสุดในการทําซํ้า  รอบเร่ิมตนของการคํานวณ  และคาที่ใช
กําหนดรอบเพื่อแสดงคาการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธของปญหา 

 
ตัวอยางเชน:  ntime   istep   iwrite 
    2000    0        100 
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สวนที ่3 คาตัวประกอบของชวงเวลา  คุณสมบัติของการไหล  และคาการเปลี่ยนแปลงที่กําหนด 

 บรรทัดแรก คําระบุถึงคาตัวประกอบของชวงเวลา  คุณสมบัติของการไหล  และคาการ
เปลี่ยนแปลงที่กําหนด 

 บรรทัดที่สอง คาตัวประกอบของชวงเวลา  คาความหนาแนน  คาความหนืดพลศาสตร
และคาการเปลี่ยนแปลงที่กําหนด 

 
ตัวอยางเชน:  csafm                     rho                     mu         toler 
    0.500    0.100000E+01   0.500000E-01   0.1E-05 
 
สวนที ่4 ขอมูลของเอลิเมนต 
 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของการเชื่อมตอของจุดตอบนเอลิเมนตและจํานวน     

เอลิเมนตซ่ึงอยูภายในวงเล็บ [  ] 
 บรรทัดตอ ๆ  ไป หมายเลขเอลิเมนต  และหมายเลขของจุดตอทั้งสามบนเอลิเมนตน้ันในทิศ

ทวนเข็มนาฬิกา 
 
ตัวอยางเชน:  element nodal connection[ 1800 ]: 
          1          1       33         32 
          2          1         2         33 
          3          2         3         33 
           .           .          .            . 
           .           .          .            . 
           .           .          .            . 
           .           .          .            . 
    1798      929      960       959 
    1799      929      961       960 
    1800      929      930       961 
 
สวนที ่5 ขอมูลของจุดตอ 

 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของตําแหนงโคออรดิเนตของจุดตอและจํานวนจุดตอ
ซ่ึงอยูภายในวงเล็บ [  ] 

 บรรทัดตอ ๆ  ไป หมายเลขจุดตอ  และตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน x  และ y  ของจุดตอ
น้ันตามลําดับ 

 
ตัวอยางเชน:  nodal coordinates[ 961 ]: 
        1     0.000000E+00    0.000000E+00 
        2     0.333330E-01     0.000000E+00 
        3     0.666670E-01     0.000000E+00 
        .              .                            .     
        .              .                            .      
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        .              .                            .      
        .              .                            .      
    959     0.933330E+00    0.100000E+01 
    960     0.966670E+00    0.100000E+01 
    961     0.100000E+01    0.100000E+01 
 
สวนที ่6 ขอมูลเร่ิมตนของคาความเร็วและความดันของจุดตอ 

 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของคาเริ่มตน 

 บรรทัดตอ ๆ  ไป หมายเลขจุดตอ  และคาความเร็วของการไหล u  และ v  และคาความดัน
เริ่มตน 

 
ตัวอยางเชน:  initial condition (u, v, p) 
        1     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
        2     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
        3     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
        .                .                          .                             . 
        .                .                          .                             . 
        .                .                          .                             . 
        .                .                          .                             . 
    959     0.100000E+01    0.000000E+00    0.000000E+00 
    960     0.100000E+01    0.000000E+00    0.000000E+00 
    961     0.100000E+01    0.000000E+00    0.000000E+00 
 
สวนที ่7 ขอมูลของเอลิเมนตที่อยูบนขอบโดเมนของการไหล 

 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของดานเอลิเมนตและจํานวนเอลิเมนตที่อยูบนขอบ   
โดเมนของการไหลซึ่งอยูภายในวงเล็บ [  ] 

 บรรทัดตอ ๆ  ไป จุดตอท้ังสองของดานที่อยูบนขอบโดเมนของการไหลในลักษณะทวนเข็ม
นาฬิกา  หมายเลขเอลิเมนตที่ประกอบดวยจุดตอน้ัน  และเงื่อนไขคาที่ใช
กําหนดประเภทขอบเขตของปญหา 

 
ตัวอยางเชน:  boundary sides[ 121 ]: 
      32         1           1        2 
        1         2           2        2 
        2         3           3        2 
         .          .            .         . 
         .          .            .         . 
         .          .            .         . 
         .          .            .         . 
    960      959     1798       5 
    961      960     1799       5 
    930      961     1800       2 
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หมายเหต:ุ ตัวเลขแสดงเงื่อนไขคาที่ใชกําหนดประเภทขอบเขตของปญหา  กําหนดโดย 

  rsido(4,nboun) = 1  หมายถึงเปนขอบเขตที่กําหนดคาความเร็วของการไหล 

  rsido(4,nboun) = 2  หมายถึงเปนขอบเขตผนังภายใตเงื่อนไขผนังแบบไมล่ืน 

  rsido(4,nboun) = 3  หมายถึงเปนขอบเขตที่กําหนดคาความดัน 
 
   ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  รวมถึงราย
ละเอียดท่ีปรากฏขึ้นบนหนาจอคอมพิวเตอรในขณะท่ีโปรแกรมคอมพิวเตอรน้ีทําการคํานวณ  และ
ไฟลผลลัพธตาง ๆ  ที่เกิดจากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรน้ี  สามารถทําความเขาใจไดดีย่ิงขึ้นโดย
พิจารณาตัวอยางการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในหัวขอตอไป 
 
 
5.3 ตัวอยางการใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ในการวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืด 

 แตไมอัดตัวในสองมิติ 
 
  ในหัวขอน้ีจะแสดงตัวอยางการใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ในการ
วิเคราะหปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่ เหลี่ยมขนาด 1×1 หนวย  ที่มีคาเรยโนลดนัมเบอร 
(Reynold number) เทากับ 100 โดยกําหนดใหของไหลที่อยูภายในชองส่ีเหลี่ยมที่ขอบทางดาน
บนมีการเคล่ือนตัวในแนวแกน x  ดวยความเร็ว 1=u   การเคลื่อนตัวดังกลาวจะชักนําใหของไหล
ภายในชองสี่เหลี่ยมน้ีเกิดการไหลหมุนวนในทิศตามเข็มนาฬิกาดังแสดงในรูปที่ 5.2 
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รูปที่ 5.2  ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหล่ียม 

 
  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาน้ีประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสาม
จุดตอจํานวน 32 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอ 25 จุดตอ  สําหรับเงื่อนไขขอบเขตประกอบดวยการ
กําหนดความเร็วให 0== vu  ที่ทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนังของชองสี่ เหล่ียมและ 0,1 == vu  
สําหรับทุกจุดตอที่อยูบนขอบดานบน  นอกจากนั้นยังกําหนดความดันให 0=p  กับจุดตอท่ี
ตําแหนงกึ่งกลางของขอบดานลางเพ่ือใชเปนความดันอางอิงของปญหา ดังแสดงในรูปที่ 5.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 

1

y
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x
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รูปที่ 5.3  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหลี่ยม 
 
  ปญหาดังกลาวถูกนําไปวิเคราะหดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS โดยกําหนด
ใหไฟลขอมูลนําเขาสําหรับสําหรับปญหานี้มีช่ือวา ‘cav.in’  และกําหนดใหกระบวนการทําซํ้าจบ
ส้ินเมื่อคาการเปลี่ยนแปลงที่มากที่สุดจากทุกจุดตอมีคานอยกวา 610−   หรือหากไดผานการคํานวณ
ในกระบวนการทําซํ้าจนครบ 2000 รอบแลวคาการเปลี่ยนแปลงที่มากท่ีสุดจากทุกจุดตอยังคงมีคา
มากกวา 610−  ก็ใหหยุดทําการคํานวณและพิมพผลลัพธออกมา  ไฟลขอมูลนําเขา ‘cav.in’ มี
ลักษณะดังแสดงในรูปที่ 5.4 
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  nelem   npoin   nboun   iopt 
     32      25      17      0 
  ntime   istep   iwrite 
   2000       0       10 
  csafm             rho             mu     toler 
  0.100    0.100000E+01   0.100000E-01   0.1E-05 
  element nodal connection[ 32 ]: 
      1     1    17    16 
      2     1     2    17 
      3     2    18    17 
      4     2     3    18 
      .     .     .     . 
      .     .     .     . 
      .     .     .     . 
     29    24    10    11 
     30    24    25    10 
     31    25     9    10 
     32    25     8     9 
  nodal coordinates[ 25 ]: 
      1     0.000000E+00    0.000000E+00 
      2     0.250000E+00    0.000000E+00 
      3     0.500000E+00    0.000000E+00 
      4     0.750000E+00    0.000000E+00 
      .          .                . 
      .          .                . 
      .          .                . 
     22     0.750000E+00    0.500000E+00 
     23     0.250000E+00    0.750000E+00 
     24     0.500000E+00    0.750000E+00 
     25     0.750000E+00    0.750000E+00 
  initial condition (u, v, p) 
      1     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
      2     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
      3     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
      4     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
      .          .               .                . 
      .          .               .                . 
      .          .               .                . 
     22     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
     23     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
     24     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
     25     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
  boundary sides[ 17 ]: 
     12    13    25     1 
     11    12    27     1 
     10    11    29     1 
      9    10    31     1 
      .     .     .     . 
      .     .     .     . 
      .     .     .     . 
      7     8    24     2 
     13    14    25     2 
      8     9    32     2 
      3     3     6     3 

 
รูปที่ 5.4  ขอมูลไฟลนําเขาชื่อ ‘cav.in’ 
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  เม่ือผูใชทําการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  โปรแกรมจะถามชื่อ
ไฟลขอมูลนําเขาใหผูใชพิมพตอบกลับไป  จากนั้นโปรแกรมจะทําการคํานวณตามขั้นตอนที่ได
อธิบายในหัวขอยอย 5.1  ขณะทําการคํานวณโดยใชไฟลขอมูลนําเขา cav  จะเห็นรายละเอียด    
ปรากฎขึ้นบนหนาจอคอมพิวเตอรดังแสดงในรูปที่ 5.5 

 
please type your input file name : 
cav 
 The finite element model consists of: 
 number of nodes                     =        25 
 number of elements                  =        32 
 number of boundary nodes            =        17 
 number of pressure boundary nodes   =         1 
 with number of iterations required  =      2000 
 
performing iterations for convergence 
 
    iter             del U           del V           del P 
       1    0.10000000E+01  0.28079809E-02  0.16076101E+00 
      10    0.90026611E-02  0.74314513E-02  0.18122152E-02 
      20    0.19489457E-02  0.20892477E-02  0.60878636E-03 
      30    0.76611042E-03  0.66201285E-03  0.23194848E-03 
      40    0.28070253E-03  0.24337008E-03  0.83470585E-04 
      50    0.10040777E-03  0.88088247E-04  0.29819349E-04 
      60    0.35570672E-04  0.31649132E-04  0.15946094E-04 
      70    0.12597027E-04  0.10812885E-04  0.26783089E-05 
      80    0.42012582E-05  0.38118879E-05  0.29980040E-05 
      90    0.13791213E-05  0.12782594E-05  0.14079169E-05 
      95    0.93990458E-06  0.68157513E-06  0.71294779E-06 
Press any key to continue 

 
รูปที่ 5.5  ลําดับขั้นตอนที่ปรากฏบนจอคอมพิวเตอรในขณะใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS 

 
  หลังจากโปรแกรมคอมพิวเตอรไดคํานวณเสร็จสิ้นแลว  โปรแกรมจะทําการพิมพ
ขอมูลสําหรับสงออกโดยแบงการแสดงผลลัพธออกเปน 3 ไฟลดวยกัน  ในที่น้ีเน่ืองจากตัวอยางของ
ปญหาคือปญหาการไหลหมุนวนในชองส่ีเหล่ียม  ไฟลขอมูลนําเขาคือไฟล ‘cav.in’  ดังน้ันไฟลขอ
มูลสงออกจะไดแก ‘cav.op’, ‘cav.er’ และ  ‘cav.re’  โดยที่ไฟล  ‘cav.op’ แสดงผลลัพธของ
ความเร็วในแนวแกนทั้งสองของการไหลและความดัน  ซ่ึงมีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 5.6 
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  nelem    npoin     nboun   iopt 
     32       25        17      0 
  nstep    itime    intime   inpt         timt        toler 
      1       95        95      1  0.14844E+02  0.10000E-05 
  csafm      rho        mu               deltc        deltp 
 0.1000  1.00000   0.01000         0.15625E+01  0.15625E+00 
   node      velocity-u       velocity-v       pressure-p 
      1    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.224284E-02 
      2    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.824195E-02 
      3    0.000000E+00     0.000000E+00     0.000000E+00 
      4    0.000000E+00     0.000000E+00     0.938617E-02 
      .         .                .                 .      
      .         .                .                 .      
      .         .                .                 .      
     22   -0.132002E+00    -0.252903E+00    -0.736708E-02 
     23   -0.274105E+00     0.281267E+00    -0.815948E-01 
     24   -0.162845E+00    -0.342483E-01    -0.978529E-01 
     25    0.799973E-01    -0.266412E+00     0.235073E-01 
 start time :    2:35:18:95 
   end time :    2:35:19:03 

 
รูปที่ 5.6  ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.op’ 

 
สําหรับไฟลขอมูลสงออก ‘cav.er’ เปนไฟลแสดงผลลัพธของการเปลี่ยนแปลงสูงสุดที่เกิดขึ้นของ
ความเร็วของการไหลและความดันในรอบที่กําหนดไว  ไฟลดังกลาวมีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 5.7 
 
data of error convergence estimation 
   itime              delu            delv            delp 
       1    0.10000000E+01  0.28079809E-02  0.16076101E+00 
      10    0.90026611E-02  0.74314513E-02  0.18122152E-02 
      20    0.19489457E-02  0.20892477E-02  0.60878636E-03 
      30    0.76611042E-03  0.66201285E-03  0.23194848E-03 
      40    0.28070253E-03  0.24337008E-03  0.83470585E-04 
      50    0.10040777E-03  0.88088247E-04  0.29819349E-04 
      60    0.35570672E-04  0.31649132E-04  0.15946094E-04 
      70    0.12597027E-04  0.10812885E-04  0.26783089E-05 
      80    0.42012582E-05  0.38118879E-05  0.29980040E-05 
      90    0.13791213E-05  0.12782594E-05  0.14079169E-05 
      95    0.93990458E-06  0.68157513E-06  0.71294779E-06 
 start time :    2:35:18:95 
   end time :    2:35:19:03 

 
รูปที่ 5.7  ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.er’ 
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สําหรับไฟลขอมูลสงออก ‘cav.re’  จะเปนไฟลแสดงผลลัพธของความเร็วของการไหลและความ
ดันสําหรับใชเปนขอมูลนําเขาในการคํานวณครั้งตอไป  ไฟลดังกลาวมีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 5.8 

 
   inpt    itime          timt 
      1       95   0.14844E+02 
   node      velocity-u       velocity-v       pressure-p 
      1    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.224284E-02 
      2    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.824195E-02 
      3    0.000000E+00     0.000000E+00     0.000000E+00 
      4    0.000000E+00     0.000000E+00     0.938617E-02 
      5    0.000000E+00     0.000000E+00     0.182219E-02 
      6    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.574194E-02 
      7    0.000000E+00     0.000000E+00     0.232328E-02 
      8    0.000000E+00     0.000000E+00     0.914241E-01 
      9    0.000000E+00     0.000000E+00     0.272805E+00 
     10    0.100000E+01     0.000000E+00     0.864956E-01 
     11    0.100000E+01     0.000000E+00    -0.632422E-01 
     12    0.100000E+01     0.000000E+00    -0.175366E+00 
     13    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.383252E+00 
     14    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.164472E+00 
     15    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.200877E-01 
     16    0.000000E+00     0.000000E+00     0.429381E-02 
     17   -0.664199E-01     0.746964E-01    -0.704148E-02 
     18   -0.153629E+00    -0.134992E-01    -0.805182E-02 
     19   -0.745940E-01    -0.721673E-01     0.197599E-02 
     20   -0.908842E-01     0.188101E+00    -0.385892E-01 
     21   -0.236787E+00    -0.353678E-01    -0.482650E-01 
     22   -0.132002E+00    -0.252903E+00    -0.736708E-02 
     23   -0.274105E+00     0.281267E+00    -0.815948E-01 
     24   -0.162845E+00    -0.342483E-01    -0.978529E-01 
     25    0.799973E-01    -0.266412E+00     0.235073E-01 
 start time :    2:50:12:50 
   end time :    2:50:12:53 

 
รูปที่ 5.8  ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.re’ 



บทที ่6 

 
ผลการใชไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีประดิษฐข้ึน 

ในการวิเคราะหปญหาการไหลแบบตาง ๆ 
 
 ในบทนี้จะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึน  โดยนํา
โปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ที่ไดประดิษฐขึ้นมาวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดจํานวนทั้ง
ส้ิน 5 ปญหา  ไดแก 
 1. ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด (Couette flow) 

 2. ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน (Poiseuille flow) 

 3. ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหลี่ยม (cavity flow) 

 4. ปญหาการไหลภายในชองคูขนานท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด 
  (backward facing step flow) 
 5. ปญหาการไหลภายในชองแคบผานสิ่งกีดขวางสองมิติ  
  (flow over two-dimensional obstacle)  ซ่ึงประกอบดวย 

  5.1 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปกลองส่ีเหลี่ยม (flow over block) 

  5.2 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปแทงส่ีเหลี่ยม (flow over fence) 
 
 
6.1 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเน่ืองจากความหนืด (Couette flow) [25, 26] 
 
 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืดเปนปญหาที่สามารถตรวจ
สอบความถูกตองเบื้องตนของสมการไฟไนตเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นได
เน่ืองจากปญหานี้มีผลเฉลยแมนตรง  การไหลเกิดขึ้นจากความหนืดเนื่องจากแผนบนเคลื่อนท่ีไป
ทางขวามือตามแนวแกน x  ดวยอัตราเร็ว 1=u   ในขณะที่แผนลางเคลื่อนที่ไปทางซายมือดวย
อัตราเร็ว 5.0−=u   โดยมีระยะหางระหวางแผนทั้งสองเทากับ 1  ดังแสดงในรูปที่ 6.1 
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รูปที่ 6.1  ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเน่ืองจากความหนืด 
 
 รูปแบบการกระจายของความเร็วแมนตรงท่ีทุกตําแหนงบนแกน  x  สามารถ
ประดิษฐขึ้นได  โดยพิจารณาใหการไหลเปนการไหลในหน่ึงมิติคือ )(yuu =  และ 0=v  รวมทั้ง
กําหนดคาความดัน 0=p  ตลอดแนวแกน y  ที่ตําแหนง x  ใด ๆ  ซ่ึงจะทําใหสมการอนุรักษ      
โมเมนตัมลดรูปลงเปน 
 

                                            02

2

=
∂
∂
y
u  (6.1) 

 
อินทิเกรตสมการ (6.1) เทียบกับตัวแปร y  สองครั้ง  จะได 
 
                                      BAyyu +=)(  (6.2) 
 
โดยที่ A  และ B  เปนคาคงที่จากการอินทิเกรต  ซ่ึงคาทั้งสองสามารถหาไดจากเงื่อนไขขอบเขตที่
ขอบบนและลางของปญหาคือ 5.0)0( −==yu  และ 0.1)1( ==yu  
 
เม่ือทําการแทนเงื่อนไขขอบเขตลงในสมการ (6.2) จะพบวา 5.1=A  และ 5.0−=B   จะไดผล
เฉลยแมนตรงของรูปแบบการกระจายตัวของความเร็ว u  ที่ตําแหนง x  ใด ๆ  คือ 
 
                                    5.05.1)( −= yyu  (6.3) 

0.1=u

5.0−=u

1

1

x

y
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 ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  โดยเร่ิม
จากการสรางแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 6.2  ซ่ึงแบบจําลองดังกลาวประกอบ
ดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 32 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอ 25 จุดตอ  โดยกําหนด
ใหความดันมีคาเทากับศูนยตลอดขอบในแนวดิ่งทั้งทางดานซายและขวาของแบบจําลองไฟไนต    
เอลิเมนต 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.2 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

   เน่ืองจากความหนืด 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS มีลักษณะการ
กระจายตัวดังแสดงในรูปที่ 6.3  และเมื่อนําผลลัพธที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงท่ี
ตําแหนง 5.0,0.0=x  และ 0.1  ดังแสดงในรูปที่ 6.4  พบวาผลลัพธที่ไดมีความถูกตองแมนยํา 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x

0=p0=p

0,1 == vu

0,5.0 =−= vu

25 จุดตอ 
32 เอลิเมนต 

y
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 รูปที่ 6.3 การกระจายตัวของความเร็วสําหรับปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เน่ืองจากความหนืด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 6.4 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลยแมนตรงของ 
 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด 
 
 
 
 
 
 
 

u

y y y

000.1=u

250.0=u

500.0−=u
5.0=x 0.1=x0.0=x

LOCBS

Exact 125.0−=u

625.0=u
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6.2 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเน่ืองจากความดัน (Poiseuille flow) [26] 
 
 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันเปนปญหาอีกหนึ่งปญหาท่ี
สามารถตรวจสอบความถูกตองเบื้องตนของสมการไฟไนตเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ี
ประดิษฐขึ้นไดกับผลเฉลยแมนตรง  ลักษณะของปญหาดังกลาวเปนการไหลเนื่องจากความดัน
ระหวางแผนคูขนานสองแผนที่ถูกตรึงใหอยูกับที่  การไหลระหวางแผนท้ังสองมีลักษณะการ
กระจายความเร็วเปนแบบพาราโบลา (parabola) ซ่ึงมีความเร็วสูงสุดเทากับหน่ึงท่ีตําแหนงกึ่งกลาง
ของระยะหางระหวางแผนคูขนาน  ดังแสดงในรูปท่ี 6.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.5  ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน 
 
 ผลเฉลยแมนตรงของการกระจายของความเร็วสําหรับปญหานี้สามารถประดิษฐขึ้น
ไดหากพิจารณาการไหลใหเปนการไหลแบบเต็มรูปแบบ (fully developed flow) ในหนึ่งมิติใน
แนวแกน x  คือกําหนดให 0=v  และ )(yuu =  ที่ตําแหนง x  ใด ๆ  จากขอสมมติดังกลาวทําให
สมการอนุรักษโมเมนตัมลดรูปลงเปน 
 

สมการโมเมนตัมในแนวแกน :x        
x
p

y
u

∂
∂

−
∂
∂

2

2

μ  0=  (6.4ก) 

 

สมการโมเมนตัมในแนวแกน :y                     
y
p
∂
∂  0=  (6.4ข) 

 
 
 
 
 

h

L

y

x
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อินทิเกรตสมการ (6.4ก)  เทียบกับตัวแปร y  สองคร้ัง  จะได 
 

                                                ByAy
x
pyu ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
μμ

2

2
1)(  (6.5) 

 
โดยที่ A  และ B  เปนคาคงที่จากการอินทิเกรต  ซ่ึงคาทั้งสองสามารถหาไดจากเงื่อนไขขอบเขตที่
ขอบบนและลางของปญหาคือ 0)0( ==yu  และ 0)( == hyu  
 

เม่ือทําการแทนเงื่อนไขขอบเขตลงในสมการ (6.5) จะพบวา ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=
x
phA

2
 และ 0=B   จะไดผล

เฉลยแมนตรงของรูปแบบการกระจายตัวของความเร็ว u  ที่ตําแหนง x  ใด ๆ  คือ 
 

                                                  ( )yhy
x
pyu −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= 2

2
1)(
μ

 (6.6) 

 
เน่ืองจากกําหนดใหความเร็วสูงสุดเทากับหน่ึงที่ตําแหนงกึ่งกลางของระยะหางระหวางแผนคูขนาน

น่ันคือ 1
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

hyu   เม่ือแทนคาดังกลาวลงในสมการ (6.6) จะได 

 

                                                          2
8
hx

p μ
−=

∂
∂  (6.7) 

 
แทนคาพจนของอนุพันธยอยเน่ืองจากความดันกลับเขาไปในสมการ (6.6) ดังน้ัน 
 

                                                       )(4)( 2 yh
h

yyu −=  (6.8) 

 
จากสมการ (6.8) หากกําหนดใหระยะหางระหวางแผนคูขนานมีคาเทากับ 1  จะไดสมการของการ
กระจายตัวของความเร็วในแนวแกน x  ดังน้ี 
 
                                                       )1(4)( yyyu −=  (6.9) 
 

สมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y  ในสมการ (6.4ข)  คือ 0=
∂
∂

y
p  แสดงถึงคาความดันแปร

ผันในแนวแกน x  เพียงทิศทางเดียวเทาน้ัน  น่ันคือ )(xpp =   และหากกําหนดใหของไหลมีคา
ความหนืดเทากับ 0.125 จะทําใหสมการ (6.7) มีคาดังน้ี 
 

                                                          1−=
dx
dp  (6.10) 

 



 
73

อินทิเกรตสมการ (6.10)  เทียบกับตัวแปร x   จะได 
 

                                                      ∫∫ −=
xp

p
dxdp

01

 

 
                                                xpxp −=− 1)(  (6.11) 
 
และถาหากกําหนดใหความดัน p  ตลอดแนวทางออกที่ตําแหนง 3=L  มีคาเปนศูนย  ดังน้ัน
ลักษณะการกระจายของความดันแมนตรง )(xp  ในแนวแกน x  คือ 
 
                                                         xxp −= 3)(  (6.12) 
 
 ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  โดยเร่ิม
จากการสรางแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 6.6  ซ่ึงแบบจําลองดังกลาวประกอบ
ดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 80 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอ 54 จุดตอ  โดยกําหนด
ใหตลอดขอบทางดานซายมีการกระจายตัวของความเร็วแบบเต็มรูปแบบดังสมการ (6.9)  ขอบผนัง
ดานบนและลางมีความเร็วเทากับศูนย  สวนตลอดขอบทางดานขวาของแบบจําลองกําหนดใหความ
ดันมีคาเทากับศูนย  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.6 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เน่ืองจากความดัน 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS มีลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วดังแสดงในรูปที่ 6.7  และนําผลลัพธที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมน
ตรงที่ตําแหนง 0.2,0.1,0.0=x  และ 0.3  ดังแสดงในรูปที่ 6.8  ซ่ึงไดผลลัพธที่มีความถูกตอง
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แมนยํา  สําหรับรูปที่ 6.9 และ 6.10 เปนรูปแสดงลักษณะการกระจายตัวของความดันที่ไดจากการ
คํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS และรูปแสดงการเปรียบเทียบความดันที่จุดตอกับผล
เฉลยแมนตรงที่ตําแหนง 50.0,25.0=y  และ 75.0  ตามลําดับ  ซ่ึงผลลัพธที่ไดมีความถูกตองแมน
ยําเชนเดียวกัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 6.7  การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.8 การเปรียบเทียบคาการกระจายตัวของความเร็วท่ีคํานวณได ณ ตําแหนง x  ตาง ๆ 

  ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันกับผลเฉลยแมนตรง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 6.9  การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน 

0.0=x
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 รูปที่ 6.10 การเปรียบเทียบคาการกระจายตัวของความดันที่คํานวณได ณ ตําแหนง y  ตาง ๆ 

 ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันกับผลเฉลยแมนตรง 
 
 
6.3 ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหลี่ยม (cavity flow) 
 
 ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหลี่ยมจัตุรัสขนาด 11×  หนวยเปนปญหา
มาตรฐานที่นิยมนํามาใชทดสอบความเที่ยงตรงของระเบียบวิธีการแกปญหาการไหลแบบไมอัดตัว
สําหรับสมการนาเวียร-สโตกส  โดยกําหนดใหของไหลท่ีอยูบริเวณขอบทางดานบนเคลื่อนตัวไป
ทางขวามือในแนวแกน x  ดวยความเร็ว 1=u   การเคลื่อนตัวดังกลาวจะทําใหของไหลภายในชอง
ส่ีเหลี่ยมน้ีเกิดการหมุนวนในทิศตามเข็มนาฬิกาดังแสดงในรูปที่ 6.11  โดยลักษณะของการไหลจะ
ข้ึนกับคาเรยโนลดนัมเบอร (Reynold number) [26] คือ 
 

                                       
μ
ρuL

=Re  (6.13) 

 
การทดสอบปญหาดังกลาวสําหรับการศึกษาครั้งน้ีจะทดสอบที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 100, 

400, 1,000 และ 5,000 ตามลําดับ  โดยใชแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาดเดียวกันซึ่ง
ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 4,802 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอเทากับ
2,500 จุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 6.12  โดยกําหนดความเร็วให 0== vu  ที่ทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนัง
ของชองสี่เหลี่ยม และ 0,1 == vu  สําหรับทุกจุดตอที่อยูบนขอบดานบน  นอกจากนั้นยังกําหนด
ความดันให 0=p  กับจุดตอที่ตําแหนงก่ึงกลางของขอบดานลางเพื่อใชเปนความดันอางอิงของ
ปญหา 
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รูปที่ 6.11  ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหลี่ยม 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.12  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม 
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 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาดังกลาวไดแสดงในรูปที่ 6.13 และ 6.14  โดย
รูปที่ 6.13 (ก-ข) แสดงการกระจายตัวของความเร็วที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 100 และ 400 ตาม
ลําดับ  สวนรูปที่ 6.14 (ก-ข) แสดงการกระจายตัวของความเร็วที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 1,000  
และ  5,000 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       (ก)  เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 100                  (ข)  เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 400 
 
 รูปที่ 6.13 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหล่ียม 

   ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 100 และ 400 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      (ก)  เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 1,000                 (ข)  เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 5,000 
 
 รูปที่ 6.14 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหล่ียม 

  ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 1,000  และ  5,000 ตามลําดับ 
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 ความเที่ยงตรงของผลลัพธที่คํานวณไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS เม่ือนํา
มาเปรียบเทียบกับผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite difference 

method) ของ Ramaswamy [27]  โดยเปรียบเทียบลักษณะการกระจายความเร็ว )(yu  ที่ตําแหนง 
5.0=x   และความเร็ว )(xv  ที่ตําแหนง 5.0=y  ดังแสดงในรูปที่ 6.15  และ  6.16  การเปรียบ

เทียบดังกลาวแสดงใหเห็นวาไดผลการคํานวณที่มีความสอดคลองกัน  โดยรูปที่ 6.15 (ก-ข)  แสดง
การเปรียบเทียบที่คา Re = 100  และ  400 ตามลําดับ  สวนรูปที่ 6.16 (ก-ข) แสดงการเปรียบเทียบ
ท่ีคา Re = 1,000  และ  5,000 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    (ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 100         (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 400 
 
 รูปที่ 6.15 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอส 

  กับผลลัพธจากวิธีผลตางสืบเนื่องเมื่อ Re = 100 และ 400 ตามลําดับ 
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(ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 1,000       (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 5,000 
 
 รูปที่ 6.16 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอส 

  กับผลลัพธจากวิธีผลตางสืบเนื่องเมื่อ Re = 1,000  และ  5,000 ตามลําดับ 
 
 การเปรียบเทียบผลลัพธที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000 พบวายังมีความคลาด
เคลื่อนอยูบาง  จึงทําการทดสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS อีกครั้งหน่ึง  
โดยใชเอลิเมนตแบบไมสม่ําเสมอขนาด 5,000 เอลิเมนต  2,601 จุดตอดังแสดงในรูปที่ 6.17  ทํา
การคํานวณการไหลหมุนวนภายใชองแคบที่คาเรยโนลดเทากับ 5,000  ผลลัพธที่ไดจากการ
วิเคราะหปญหาดังกลาวไดแสดงในรูปที่ 6.18  เมื่อนํามาเปรียบเทียบกับผลลัพธของ Ramaswamy 

[27]  ดังแสดงในรูปที่ 6.19  การเปรียบเทียบดังกลาวแสดงใหเห็นวาไดผลการคํานวณทั้งสองมี
ความสอดคลองกันมากย่ิงขึ้น 
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รูปที่ 6.17  รูปแบบจําลองแบบไมสม่ําเสมอของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหล่ียม 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.18 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหล่ียม 

   ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000 
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 รูปที่ 6.19 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วจากวิธีซีบีเอสกับผลลัพธจาก 

    วิธีผลตางสืบเนื่องที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000  
 
 
6.4 ปญหาการไหลภายในชองคูขนานที่มีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด 
 (backward facing step) 
 
 ปญหาการไหลภายในชองคูขนานที่มีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดเปน
ปญหาอีกหน่ึงปญหาที่สามารถนํามาใชตรวจสอบความถูกตองแมนยําของระเบียบวิธีซีบีเอสและ
โปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ได  โดยปญหาดังกลาวเปนการวิเคราะหการไหลที่มีลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วที่ทางเขาระหวางชองคูขนานเปนแบบพาราโบลา  เมื่อการไหลนี้ผานจุดที่มี
การเปลี่ยนแปลงพื้นท่ีหนาตัดเพ่ิมขึ้นทันทีทันใดจะกอใหเกิดการไหลหมุนวนที่หลังบริเวณนั้น  ดัง
แสดงในรูปที่ 6.20  โดยลักษณะของการไหลและระยะการแตะสัมผัส (reattachment length) 

ของปญหาจะข้ึนกับคาเรยโนลดนัมเบอร [28] คือ 
 

                                                     
μ

ρ )(Re max hHU −
=  (6.14) 
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   รูปที่ 6.20 ลักษณะของปญหาการไหลภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด 
 
 การทดสอบปญหาดังกลาวจะทดสอบที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 50 และ 150  
โดยใชแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตท่ีมีขนาดเดียวกันซึ่งประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสาม
จุดตอจํานวน 4,800 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอเทากับ 2,521 จุดตอ ดังแสดงในรูปท่ี 6.21  โดย
กําหนดความเร็วที่ทางเขาเปนแบบเต็มรูปแบบและให 0== vu  ที่ทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนัง  นอก
จากนั้นยังกําหนดความดันให 0=p  ตลอดขอบทางออกดานขวามือ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.21 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรไดแสดงไวในรูปท่ี 
6.22-6.27  โดยรูปที่ 6.22-6.24 แสดงการกระจายตัวของความเร็วและความดัน รวมถึงรายละเอียด
ของการไหลหมุนวนที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 50  และรูปที่ 6.25-6.27 แสดงการกระจายตัว
ของความเร็วและความดัน รวมถึงรายละเอียดของการไหลหมุนวนที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 
150 ตามลําดับ 
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 รูปที่ 6.22 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=50 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.23 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=50 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.24 รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.22 

   ที่แสดงการไหลหมุนวนของปญหาที่คา Re=50 
 
 
 
 
 
 
 

not to scale 

not to scale 

not to scale 
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 รูปที่ 6.25 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=150 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.26 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนาน 

  ที่มีการเปลี่ยนแปลงพ้ืนที่หนาตัดทันทีทันใดท่ีคา Re=150 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.27 รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.25 

  ที่แสดงการไหลหมุนวนของปญหาที่คา Re=150 
 
 
 
 
 
 

not to scale 

not to scale 

not to scale 
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 ระยะการแตะสัมผัสที่คํานวณไดพบวาหากการไหลมีคาเรยโนลดนัมเบอรสูงขึ้นจะ
สงผลใหระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนมีคาเพ่ิมขึ้นดวย  การเปรียบเทียบระยะการแตะ
สัมผัสที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS กับคาที่วัดไดจากการทดลองของ 
GAMM-workshop [29] แสดงไดดังตารางที่ 6.1  โดยที่ระยะการแตะสัมผัส rx  สามารถคํานวณ
ไดจากสมการ (6.15) ดังน้ี 
 

                                                          
hH

sxr −
=  (6.15) 

 
ตารางที่ 6.1 การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนระหวาง 
 ผลจากการทดลองกับผลลัพธจากการคํานวณดวยโปรแกรม LOCBS  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ความแมนยําของผลลัพธท่ีคํานวณไดจากโปรแกรม LOCBS เม่ือเปรียบเทียบกับ
ผลการทดลองของ GAMM-workshop โดยเปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว )(yu  
ท่ีตําแหนง 0.7,0.5,8.3=x และ 15.0 สําหรับปญหาที่มีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 150 พบวาผล
การคํานวณที่ไดและผลจากการทดลองมีความสอดคลองกันดังแสดงในรูปที่ 6.28 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

GAMM-workshop

LOCBS

Re=50 Re=150

Error(%) 6.67

3.00

2.80

6.00

6.20

3.33

Reattachment length
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      (ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 8.3=x          (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.5=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      (ค)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.7=x          (ง)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.15=x  
 
 รูปที่ 6.28 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอส 

   กับผลการทดลองที่ตําแหนงตาง ๆ  สําหรับปญหาท่ีมีคา Re = 150 
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6.5 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ (flow over two-dimensional obstacle) [28] 
 
  ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติเปนปญหาการไหลในชองแคบที่สามารถ
เปรียบเทียบผลลัพธที่คํานวณไดกับผลลัพธจากการทดลอง  ลักษณะของปญหาประกอบดวยของ
ไหลที่ทางเขาตลอดขอบดานซายมีลักษณะการไหลแบบเต็มรูปแบบ  โดยมีส่ิงกีดขวางรูปสี่เหลี่ยม
ขวางการไหลไวซ่ึงจะกอใหเกิดการไหลหมุนวนบริเวณดานหลังของสิ่งกีดขวางนี้ และหากเปนการ
ไหลที่มีคาเรยโนลดนัมเบอรสูงพอจะเกิดการไหลหมุนวนบริเวณผนังดานบนของปญหาดวย   ดัง
แสดงในรูปที่ 6.29  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.29  ลักษณะของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ 
 
 รูปแบบของปญหาแบงออกเปนสองลักษณะคือการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ี
เหลี่ยม (flow over the block) และปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยม (flow over 

the fence) โดยขนาดของปญหาทั้งสองลักษณะไดแสดงไวในตารางที่ 6.2  โดยกําหนดใหคา      
เรยโนลดนัมเบอรสามารถคํานวณได ดังน้ี 
 

                                                     
μ

ρ )(Re max hHU −
=  (6.16) 

 
ตารางที่ 6.2  รูปรางและคาเรยโนลดนัมเบอรของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ 
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 6.5.1 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปกลองสี่เหล่ียม 
  (flow over  block) 
 
 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่นํามาใชกับปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ี
เหลี่ยมประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 4,350 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอเทา
กับ 2,306 จุดตอดังแสดงในรูปที่ 6.30  โดยกําหนดใหความเร็วตลอดขอบดานซายมือมีการกระจาย
แบบพาราโบลา  และให 0== vu  สําหรับทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนัง นอกจากนี้ตลอดขอบทางดาน
ขวามือยังกําหนดให 0=p  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.30  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ีเหล่ียม 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองสี่เหลี่ยมที่คา
เรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144  โดยที่กําหนดใหความหนาแนนเทากับ 1 และคาความหนืดเทากับ
0.0694 ไดแสดงไวในรูปที่ 6.31-6.33 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.31 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ีเหลี่ยม 

  ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144 
 
 
 
 

not to scale 
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2,306 จุดตอ 
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 รูปที่ 6.32 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ีเหลี่ยม 

  ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.33 การกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.31 ที่แสดงรายละเอียด 

  ของการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ีเหลี่ยมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144 
 
 ระยะการแตะสัมผัส rx  ของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองสี่ เหล่ียม
สามารถคํานวณไดจากสมการ (6.17) ดังน้ี 
 

                                                          
hH

sxr −
= 1  (6.17) 

 
จากการเปรียบเทียบระยะดังกลาวพบวาระยะการแตะสัมผัสที่วัดไดจากผลการทดลองของ     
Tropea et al. [30] มีคาเทากับ 7.10  และระยะการแตะสัมผัสที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอสคือ 8.09 
ซ่ึงคิดเปนเปอรเซนตความผิดพลาดเทากับ 13.94% 
 
 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากโปรแกรม LOCBS กับผล
จากการทดลองที่ตําแหนง x  ตาง ๆ  ไดแกตําแหนง 100,90,80,68=x  และ 110  แสดงไดดัง 
รูปที่ 6.34(ก-จ) โดยไดผลที่มีความสอดคลองกัน  และสําหรับรูปที่ 6.35 แสดงลักษณะการกระจาย
ตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
 

not to scale 

not to scale 
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         (ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 68=x      (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 80=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (ค)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 90=x      (ง)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 100=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        (จ)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 110=x  
 
รูปท่ี 6.34  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วที่คํานวณไดกับผลการทดลองที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
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 รูปที่ 6.35 การกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดของการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
   รูปกลองส่ีเหล่ียมที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
 
 6.5.2 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปแทงส่ีเหลี่ยม (flow over  fence) 
 
 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่นํามาใชกับปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทง  ส่ี
เหลี่ยมประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 6,060 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอเทา
กับ 3,178 จุดตอดังแสดงในรูปที่ 6.36  โดยกําหนดใหความเร็วตลอดขอบดานซายมือมีการกระจาย
แบบพาราโบลา  และให 0== vu  สําหรับทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนัง นอกจากนี้ตลอดขอบทางดาน
ขวามือยังกําหนดให 0=p  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.36  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมที่คา
เรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 โดยที่กําหนดใหความหนาแนนเทากับ 1 และคาความหนืดเทากับ
0.046 ไดแสดงไวในรูปที่ 6.37-6.39 
 
 
 
 
 
 
 

not to scale 0== vu

0== vu

0=p

y

x

3,178 จุดตอ 
6,060 เอลิเมนต
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 รูปที่ 6.37 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงสี่เหล่ียม 

 ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.38 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 

 ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.39 การกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.37 ที่แสดงรายละเอียด 

  ของการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 
 
 การไหลหมุนวนที่เกิดขึ้นในปญหานี้เกิดขึ้นบริเวณหลังส่ิงกีดขวางและบริเวณผนัง
ดานบนของปญหา สําหรับการไหลหมุนวนหลังส่ิงกีดขวางสามารถตรวจสอบไดจากระยะการแตะ
สัมผัส 1rx  และการไหลหมุนวนที่บริเวณผนังดานบนสามารถตรวจสอบไดจากระยะการเกิดการ
แยกตัวของการไหล (separation length) 2rx  และ 3rx   ดังน้ี 

not to scale 

not to scale 

not to scale 
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hH

sx
−

= 1
1r  (6.18) 

 

                                                          
hH

sx
−

= 2
2r  (6.19) 

 

                                                          
hH

s
x

−
= 3

3r  (6.20) 

 
การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสและระยะการเกิดการแยกตัวของการไหลที่วัดไดจากผลการ
ทดลองของ Carvalho et al. [31] กับคาที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรม LOCBS แสดงไดดัง
ตารางที่ 6.3 
 
ตารางที่ 6.3 การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนและระยะการเกิดการแยกตัว 

 ของการไหลระหวางผลการทดลองกับผลจากการคํานวณดวยโปรแกรม LOCBS 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากโปรแกรม LOCBS กับผล
จากการทดลองที่ตําแหนง x  ตาง ๆ  ไดแกตําแหนง 101,81,63,53=x  และ 131  แสดงไดดัง  
รูปที่ 6.40(ก-จ) โดยไดผลที่มีความสอดคลองกัน  และสําหรับรูปที่ 6.41 แสดงลักษณะการกระจาย
ตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Carvalho et al.

LOCBS

Error(%)

10.50 15.4010.00

10.97

4.48

9.64

3.55

16.07

4.17

xr1 xr2 xr3
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         (ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 53=x            (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 63=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (ค)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 81=x           (ง)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 101=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        (จ)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 131=x  
 
รูปที่ 6.40  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วที่คํานวณไดกับผลการทดลองที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
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 Calvalho et al. 
LOCBS131=x
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 รูปที่ 6.41 การกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดของการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
   รูปแทงส่ีเหลี่ยมที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 



บทที ่7 
 

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในการวิเคราะหปญหาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตน้ันหากตองการ
ความถูกตองของผลลัพธสูงจําเปนตองใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กเปนจํานวนมากในการจําลองรูปราง
ของปญหาโดยเฉพาะอยางยิ่งในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธสูง  แตเน่ืองจากปญหาการ
ไหลโดยทั่วไปมีความซับซอนจึงไมอาจทราบลักษณะการกระจายตัวของคําตอบลวงหนากอนทํา
การวิเคราะหเพ่ือที่จะกําหนดใหมีเอลิเมนตขนาดเล็กในบริเวณท่ีตองการได  และหากเลือกใช        
เอลิเมนตขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมนของปญหาจะตองใชเวลาในการคํานวนมากและสิ้นเปลืองหนวย
ความจําบนเครื่องคอมพิวเตอรโดยไมจําเปน  เปนผลใหทําการวิเคราะหปญหาที่มีขนาดใหญได
ลําบากเนื่องจากขีดจํากัดของเครื่องคอมพิวเตอร  อยางไรก็ตามหากนําเทคนิคการปรับขนาด          
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติ [32] มาประยุกตใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะชวยใหสามารถ
เลือกขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมได  ซ่ึงในบทนี้จะกลาวถึงหลักการของเทคนิคการปรับขนาด         
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติและข้ันตอนการประยุกตใชรวมกับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้น 
 
 
7.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
  หลักการเบื้องตนของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติคือการนําผล
ลัพธและขอมูลต้ังตนที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาปรับขนาดเอลิเมนตใหมีเอลิเมนตขนาด
เล็กในบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูง  และใหมีเอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณที่มีการ
เปลี่ยนแปลงของผลลัพธต่ํา  โดยอาศัยหลักการของการหาความเคนในแนวแกนหลัก (principal 

stresses) [33] เพ่ือหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตามตําแหนงตาง ๆ  ที่วาสําหรับความเคนใน
สองมิติใด ๆ  ซ่ึงประกอบดวยความเคนตั้งฉาก yyxx ττ ,  และความเคนเฉือน xyτ   จะมีแนวแกนหลัก
ซ่ึงสามารถลดรูปความเคนใหเหลือเพียงความเคนต้ังฉากในแนวแกนหลักทั้งสอง YYXX ττ ,   ได ดัง
รูปที่ 7.1  หลักการดังกลาวมีรายละเอียดดังน้ี 
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รูปที่ 7.1  หลักการของการหาความเคนในแนวแกนหลัก 
 
  พิจารณาทรงสามเหลี่ยมท่ีมีผิวดานประกอบมุมฉากซึ่งตั้งฉากกับแกน x  และ y  
และมีดานตรงขามมุมฉากที่ต้ังฉากกับแกนหลัก X  ที่ทํามุม θ  องศากับแกน x  ดังแสดงในรูปที่ 
7.2  พบวาหากกําหนดใหพ้ืนที่ผิวของดานที่ตั้งฉากกับแกนหลัก X  มีขนาดพ้ืนที่เทากับ dA        
ดังน้ันพ้ืนที่ผิวของดานประกอบมุมฉากซึ่งต้ังฉากกับแกน x  และ y  จะมีคาเทากับ θcosdA  และ 

θsindA  ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.2  พ้ืนที่ผิวและแรงที่กระทําบนดานตาง ๆ  ของเอลิเมนตทรงสามเหลี่ยมในสองมิติ 
 

x  

y

xxτ  xxτ  

yyτ

xyτ  

yyτ
xyτ  

YYτ  XXτ

XXτ
YYτ

XY

θ  

θcosdA

dA

θsindA

θ  

)cos( θτ dAxy  

dAXXτ

)sin( θτ dAxy

dAXYτ

)sin( θτ dAyy

)cos( θτ dAxx

x  

y

X
Y

θ  
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เม่ือรวมแรงที่กระทําบนเอลิเมนตทรงสามเหลี่ยมในแนวแกนหลัก X  และ Y  และใหมีคาเทากับ
ศูนยจะสามารถเขียนไดเปน 
 

;0=∑ XF  
 
         θθτθθττ sin)cos(cos)cos( dAdAdA xyxxXX −−  
 
                            0cos)sin(sin)sin( =−− θθτθθτ dAdA xyyy  (7.1) 
 

;0=∑ YF  
 
          θθτθθττ cos)cos(sin)cos( dAdAdA xyxxXY −+  
 
                            0sin)sin(cos)sin( =+− θθτθθτ dAdA xyyy  (7.2) 
 
ยายขางสมการ (7.1) และ (7.2) แลวหารตลอดดวย dA  จะได 
 
      θθτθτθττ cossin2)sincos( 22

xyyyxxXX =+−  (7.3) 
 
และ  )sin(coscossin)( 22 θθτθθτττ −+−−= xyyyxxXY  (7.4) 
 
อาศัยความสัมพันธทางตรีโกณมิติที่วา 
 
   θθθ cossin22sin =  (7.5ก) 
 
   θθθ 22 sincos2cos −=  (7.5ข) 
 

   
2

2cos1cos2 θθ +
=  (7.5ค) 

 

และ   
2

2cos1sin 2 θθ −
=  (7.5ง) 

 
เม่ือแทนคาจากสมการ (7.5ก-ง) ลงในสมการ (7.3) และ (7.4) จะได 
 

     θτθ
ττττ

τ 2sin2cos
22 xy

yyxxyyxx
XX +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−  (7.6) 
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                                               θτ
ττ

τ 2cos
2

)(
xy

yyxx
XY +

−
−=  (7.7) 

 
ยกกําลังสองทั้งสองขางของสมการ (7.6) และ (7.7) แลวนํามารวมกันจากนั้นจึงจัดรูปใหม จะได 
 

                       ( ) ( )2
2

2
2

22 xy
yyxx

XY
yyxx

XX τ
ττ

τ
ττ

τ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−  (7.8) 

 
  สมการ (7.8) แสดงถึงสมการวงกลมบนแกนหลัก X  และ Y  ที่มีจุดศูนยกลางที่

ตําแหนง ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

2
yyxx ττ

 และมีรัศมีเทากับ ( )2
2

2 xy
yyxx τ

ττ
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
  ดังน้ันคาของ ( ) minmax,XXτ  ซึ่ง

เรียกวาคาความเคนในแนวแกนหลัก (principal stresses) จะมีคาเทากับ 
 

  principal stresses  =  ( )2
2

22 xy
yyxxyyxx τ

ττττ
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
 (7.9) 

 
  หลักการดังกลาวถูกนํามาใชกับเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  โดย
แทนคาความเคนดวยคาอนุพันธอันดับที่สองของตัวไมทราบคาที่เลือกใชเปนตัวบงชี้อัตราการ
เปล่ียนแปลงของผลลัพธ  สําหรับวิทยานิพนธฉบับน้ีไดใชคาความเร็วของการไหล  ไดแก 
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กระบวนการดังกลาวจะทําการคํานวณสําหรับทุกๆจุดตอในรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่มีอยู  จากนั้น

จึงนําคา 2

2

X
V

∂
∂  และ 2

2

Y
V

∂
∂  ของทุกๆจุดตอมาเปรียบเทียบกันเพื่อหาคาอนุพันธอันดับสองที่มีคามาก

ท่ีสุดของปญหาซึ่งแทนดวย maxλ  โดยที ่
 

                                              ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

= 2

2

2

2

max ,max
Y
V

X
Vλ  (7.13) 

 
คา maxλ  ท่ีคํานวณไดจะถูกใชในการคํานวณเพื่อหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตามตําแหนงตาง 
ๆ  ดังตอไปนี ้
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โดยที่ 1h  คือความยาวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X  และ 2h  คือความยาวของเอลิเมนตในแนว
แกนหลัก Y  ดังแสดงในรูปที่ 7.3  ดังน้ันหากกําหนดขนาดความยาวของเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กที่
สุด minh  และขนาดความยาวของเอลิเมนตท่ีมีขนาดใหญที่สุด maxh  ใหแลว คาความยาว 1h  และ 

2h  ที่เหมาะสมของเอลิเมนตอื่น ๆ  สําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตใหมจึงสามารถคํานวณได 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.3  การวางตัวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X  และ Y  
 
จากสมการ (7.14) พบวาคา minh  มีความสําคัญอยางยิ่งในการปรับขนาดเอลิเมนต  กลาวคือหาก
กําหนดคา minh  ที่นอยเกินไปจะทําใหมีการแบงเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีจํานวนมากเกินไป  ในทาง
กลับกันถาหากกําหนดคา minh  ที่มากเกินไปก็จะมีเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนนอยเกินไปซึ่งอาจสง
ผลตอความแมนยําในการคํานวณของผลลัพธ  ดังน้ันการเลือกคา minh  ที่เหมาะสมจึงเปนสิ่งที่
สําคัญมาก  ในทางปฏิบัติยังไมมีวิธีใดที่สามารถบอกไดวาคา minh  ที่เหมาะสมควรมีคาเทาใดทั้งน้ีก็

1h

2h  

X

Y
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ข้ึนกับลักษณะของปญหาและประสบการณของผูทําการวิเคราะห  สําหรับคา maxh  ซ่ึงหมายถึง
ขนาดความยาวของเอลิเมนตที่มีขนาดใหญที่สุดอาจจะเพ่ิมข้ึนไดถึงประมาณ 2 เทาสําหรับการปรับ
ขนาดเอลิเมนตครั้งแรก ๆ  หลังจากนั้นคา maxh  อาจจะปรับใหเพ่ิมขึ้นเพียงเล็กนอยหรืออาจจะใหคง
ท่ีไดทั้งน้ีขึ้นอยูกับรูปรางของปญหาและรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเปนหลัก 
 
  คาอนุพันธอันดับที่สองของความเร็วของการไหลที่จุดตอตาง ๆ  ในรูปแบบไฟไนต
เอลิเมนตที่มีอยูแลวสามารถคํานวณไดโดยใชขั้นตอนดังตอไปนี้  ยกตัวอยางหากตองการคํานวณหา 

2

2

x
V

∂
∂  สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอซ่ึงลักษณะการกระจายของความเร็วบนเอลิเมนตคือ 
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ซ่ึงมีคาคงที่และรูคาสําหรับเอลิเมนตน้ัน  ในขณะเดียวกันหากมองโดเมนของการไหลในภาพรวม
แลวสมมติวาคาความชันของความเร็วบนเอลิเมนตน้ันมีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบซ่ึงข้ึนอยู
กับความชันของความเร็วที่จุดตอดังน้ี 
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จากนั้นนําสมการ (7.17) ลบออกจากสมการ (7.16) แลวประยุกตระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษตกคาง
จะได 
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แทนคาสมการ (7.17) ลงในสมการ (7.18) จะได 
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โดยที่ [ ]M  คือเมตริกซแบบเต็มดังแสดงในสมการ (4.29)  สําหรับสมการ (7.20) เปนสมการของ
แตละเอลิเมนตดังน้ันจึงตองทําการคํานวณสําหรับทุก ๆ  เอลิเมนตแลวรวมข้ึนเปนระบบสมการรวม
ใหญเพ่ือหาคาความชันของความเร็วที่จุดตอ  อน่ึงระบบสมการรวมใหญสามารถแกไดงายหาก
แปลงเมตริกซแบบเต็มใหอยูในรูปของเมตริกซมวลแบบรวมกอนที่จุดตอดังสมการ (4.30) 
 
การคํานวณหาคาอนุพันธอันดับสองสามารถดําเนินไปในแนวทางเดียวกันกลาวคือ หลังจากทราบ
คาอนุพันธอันดับหน่ึงที่จุดตอแลวสามารถคํานวณหาคาอนุพันธอันดับสองไดจาก 
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สมมติอนุพันธอันดับสองของความเร็วบนเอลิเมนตน้ันมีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบซ่ึงขึ้น
อยูกับคาอนุพันธอันดับสองของความเร็วที่จุดตอดังน้ี 
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จากนั้นคาอนุพันธอันดับสองของความเร็วที่จุดตอจึงคํานวณไดจาก 
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สําหรับขั้นตอนในการหาคา 
yx

V
y
V
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∂
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2

,  สามารถคํานวณไดในทํานองเดียวกัน 

 
 
7.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัต ิ
 
  การประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับการวิเคราะห
ปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวสําหรับวิทยานิพนธน้ีจะมีโปรแกรมสําคัญที่เก่ียวของจํานวน 2 
โปรแกรมคือโปรแกรม FEMESH และโปรแกรม LOCBS  และโปรแกรมสําหรับแปลงขอมูลให
อยูในรูปขอมูลนําเขาที่สามารถใชไดกับโปรแกรมดังกลาวอีก 2 โปรแกรม ไดแก โปรแกรม 
FEMCBS และโปรแกรม CBSFEM  โดยโปรแกรมที่ไดกลาวมาแลวมีรายละเอียดดังน้ี 
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  1. โปรแกรม FEMESH 
 
  โปรแกรม FEMESH เปนโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาทางดานไฟไนต       
เอลิเมนตตาง ๆ  สําหรับวิทยานิพนธน้ีจะใชโปรแกรม FEMESH ในการสรางแบบจําลองไฟไนต 
เอลิเมนตและแสดงผลลัพธในรูปของกราฟก รวมถึงคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมในขั้น
ตอนของการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
  2. โปรแกรม FEMCBS 
 
  โปรแกรม FEMCBS เปนโปรแกรมสําหรับแปลงขอมูลเบื้องตนของปญหาที่ได
จากโปรแกรม FEMESH เพ่ือใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม LOCBS

โดยมีรายละเอียดแสดงไวในภาคผนวก ข. 
 
  3. โปรแกรม LOCBS 
 
  โปรแกรม LOCBS เปนโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไม
อัดตัวในสองมิติซ่ึงผลลัพธท่ีไดจะอยูในรูปของความเร็วและความดันท่ีจุดตอดังที่ไดกลาวราย
ละเอียดมาแลวในบทที่ 5 
 
  4. โปรแกรม CBSFEM 
 
  โปรแกรม CBSFEM เปนโปรแกรมสําหรับแปลงผลลัพธในรูปของความเร็วของ
การไหลและความดันที่ไดจากโปรแกรม LOCBS.เพ่ือใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับใช
ในโปรแกรม FEMESH  โดยมีรายละเอียดแสดงไวในภาคผนวก ค. 
 
 
7.3 ข้ันตอนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
  ข้ันตอนในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับการ
วิเคราะหการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวสามารถแสดงไดดังรูปที่ 7.4 โดยมีรายละเอียดของแตละขั้น
ตอนดังตอไปน้ี 
 
ข้ันตอนที่ 1  ใชโปรแกรม FEMESH สรางโดเมนของปญหา  กําหนดคุณสมบัติตาง ๆ  ของ
ของไหล  และสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอขนาด
สม่ําเสมอทั่วทั้งโดเมนของปญหา  จากนั้นจึงกําหนดเงื่อนไขขอบเขตและคาเริ่มตนของปญหา 
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ข้ันตอนที่ 2  ใชโปรแกรม  FEMCBS อานขอมูลเบื้องตนของปญหาที่ ไดจากโปรแกรม 
FEMESH แลวจึงทําการแปลงใหอยูในรูปของไฟลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม LOCBS 
 
ข้ันตอนที่ 3  ใชโปรแกรม LOCBS วิเคราะหปญหาการไหลดังที่ไดอธิบายมาแลวในบทที่ 5 
 
ข้ันตอนที่ 4  ใชโปรแกรม CBSFEM นําผลลัพธที่ไดในรูปของความเร็วและความดันจากขั้น
ตอนที่ 3 แปลงเปนขอมูลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม FEMESH 
 
ข้ันตอนที่ 5  ใชโปรแกรม FEMESH เพ่ือแสดงผลลัพธในรูปของกราฟกและทําการปรับขนาด
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ในขั้นตอนนี้ผูใชโปรแกรมจะตองกําหนดคาความยาวของเอลิเมนตที่มากที่
สุด maxh   คาความยาวของเอลิเมนตที่นอยที่สุด minh   และกําหนดตัวแปรที่ใชสําหรับปรับขนาด   
เอลิเมนต  ซ่ึงในวิทยานิพนธน้ีจะเลือกใชคาความเร็วของการไหลเปนตัวแปรสําหรับกําหนดการ
ปรับขนาดเอลิเมนตดังที่กลาวมาแลวในหัวขอ 7.1  หลังจากที่ไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต
ใหมแลวจึงจะทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตของปญหาบนแบบจําลองที่ได 
 
ข้ันตอนที่ 6  ใชโปรแกรม  FEMCBS อานขอมูลเบื้องตนของปญหาที่ ไดจากโปรแกรม 
FEMESH มาทําการแปลงใหอยูในรูปของไฟลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม LOCBS 
 
ข้ันตอนที่ 7 ทําการวิเคราะหปญหาการไหลอีกครั้งดวยโปรแกรม LOCBS จากรูปแบบจําลอง   
ไฟไนตเอลิเมนตที่ได 
 
ข้ันตอนที่ 8 นําผลลัพธที่ไดจากขั้นตอนที่ 7 มาเปรียบเทียบกับผลลัพธในครั้งกอนจากขั้นตอนที่ 3
หากผลตางที่ไดมีคาสูงแสดงวาขนาดเอลิเมนตที่ทําการปรับในขั้นตอนที่ 5 ยังมีขนาดไมเหมาะสม
จะตองนําผลลัพธในครั้งหลังน้ีกลับไปทําซ้ําใหมในขั้นตอนที่ 4  กระบวนการทําซํ้าเชนน้ีจะทําเร่ือย
ไปจนกวาผลตางน้ันจะมีคานอยมากหรือมีคาเปนศูนย 
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รูปที่ 7.4  ข้ันตอนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 

ทําการปรับขนาดเอลิเมนตดวยโปรแกรม FEMESH 

วิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวดวยโปรแกรม LOCBS 

สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตนดวยโปรแกรม FEMESH 

ใชโปรแกรม CBSFEM แปลงไฟลขอมูลนําเขา 
สําหรับโปรแกรม FEMESH 

ใชโปรแกรม FEMCBS แปลงไฟลขอมูลนําเขา 
สําหรับโปรแกรม LOCBS 

วิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวดวยโปรแกรม LOCBS 

ส้ินสุดการทํางาน 

ตรวจสอบความคลาดเคลื่อน 

ของผลลัพธ 

ใชโปรแกรม FEMCBS แปลงไฟลขอมูลนําเขา 
สําหรับโปรแกรม LOCBS 

คลาดเคลื่อนเล็กนอย

คลาดเคลื่อนสูง 
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7.4 ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม FEMESH 
 
  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม  FEMESH เพ่ือปรับขนาด           
เอลิเมนตประกอบดวยไฟล 2 ไฟล ไดแก 
 
สวนที่ 1. สวนคําสั่ง (command section) ประกอบดวยขอมูลตาง ๆ  ที่จําเปนในการตรวจสอบ
ความสอดคลองกันระหวางไฟลขอมูลนําเขากับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่สรางข้ึน  ดังตัวอยางสวน
คําสั่งของไฟล ‘cylinder0.out’ ในรูปที่ 7.5 
 
 OUT_FILE_VERSION=1.0 
 TITLE=FINITE ELEMENT MODEL FOR ANALYSIS FLOW PAST CYLINDER 
 SUBTITLE=MODEL WITH 1998 TRIANGULAR ELEMENTS AND 1045 NODES 
 DATE=14-JAN-2548  11:48:13 
 SOL=17 
 PROBLEMID=33042807 
 SOLVERSTART=14-JAN-05 11:48:14 
 SOLVEREND=14-JAN-05 11:48:14 
 REMESH_HMIN=0.155435 
 REMESH_HMAX=0.572233 
 END=CMD 
 

รูปท่ี 7.5  สวนคําส่ังของไฟล ‘cylinder0.out’ 
 
สวนที่ 2. สวนผลลัพธ (solution section) ประกอบดวยคําระบุความหมายของผลลัพธที่จุดตอและ
จํานวนจุดตอซ่ึงอยูภายในวงเล็บ [  ]  บรรทัดตอ ๆ  ไปประกอบดวยคาผลลัพธที่คํานวณไดในแตละ
จุดตอไดแก  หมายเลขจุดตอ  คาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง  คาความดัน  และขนาดเอลิเมนต  ดัง
ตัวอยางสวนผลลัพธของไฟล ‘cylinder0.out’ ในรูปที่ 7.6 
 
 NODAL VALUES SOLUTIONS [ 1045]:  
 
 NODE              U              V               P              H 
    1   0.100000E+01   0.000000E+00   -0.162034E-02   0.000000E+00 
    2   0.100000E+01   0.000000E+00   -0.253106E-02   0.000000E+00 
    3   0.100000E+01   0.000000E+00   -0.354827E-02   0.000000E+00 
    4   0.100000E+01   0.000000E+00   -0.414964E-02   0.000000E+00 
    .        .              .               .              . 
    .        .              .               .              . 
    .        .              .               .              . 
 1042   0.109515E+01  -0.138712E+00    0.610360E-01   0.000000E+00 
 1043   0.106158E+01   0.257394E-02   -0.623561E-02   0.000000E+00 
 1044   0.124535E+01  -0.253903E+00   -0.651132E-01   0.000000E+00 
 1045   0.104906E+01  -0.144534E+00    0.134406E+00   0.000000E+00 
 

รูปที่ 7.6  สวนผลลัพธของไฟล ‘cylinder0.out’ 
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7.5 ตัวอยางการนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาประยุกตใชกับการวิเคราะห 
 ปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิต ิ
 
  ในหัวขอน้ีจะแสดงตัวอยางการนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมา
ใชวิเคราะหปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก   โดยลักษณะของปญหามีการไหลแบบ
สม่ําเสมอเขามาทางดานซายมือ  ดานบนและดานลางของโดเมน  วัตถุรูปทรงกระบอกยาวขวางการ
ไหลไวกอใหเกิดการไหลหมุนวนบริเวณดานหลังทรงกระบอกนั้น  ดังแสดงในรูปที่ 7.7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.7  ลักษณะของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก 
 
  การวิเคราะหโดยใชโปรแกรม LOCBS รวมกับโปรแกรม FEMESH  มีข้ันตอน
ดังตอไปนี ้
 
ข้ันตอนที ่1 สรางแบบจําลองเริ่มตนสําหรับปญหาตัวอยางดวยโปรแกรม FEMESH  โดยรูปแบบ
จําลองประกอบดวยเอลิเมนตดังรูปที่ 7.8 สําหรับขั้นตอนนี้จะไดไฟลแสดงกราฟกของรูปแบบ    
ไฟไนตเอลิเมนตมีชื่อวา ‘cylinder0.cuf’  และไฟลขอมูลที่บอกขอมูลที่เก่ียวของกับปญหา ไดแก
ไฟลช่ือ ‘cylinder0.dat’ และไฟล ‘cylinder0.out’ 
 
 

7.5

10.0

x

y

0,1 == vu

0,1 == vu

Cylinder; ∅ = 0.5

0,1 == vu

1.5
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รูปที่ 7.8  รูปแบบจําลองเริ่มตนของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก 
 
ข้ันตอนที่ 2 ใชโปรแกรม FEMCBS อานขอมูลเบ้ืองตนจากไฟลช่ือ ‘cylinder0.dat’ ที่ไดจาก
โปรแกรม FEMESH  แลวแปลงใหอยูในรูปไฟลขอมูลนําเขาชื่อ ‘cylinder0.in’ สําหรับใชใน
โปรแกรม LOCBS  โดยมีรายละเอียดของไฟลขอมูลนําเขาดังแสดงในบทที่ 5 
 
ข้ันตอนที่ 3 ใชโปรแกรม LOCBS วิเคราะหปญหาการไหลดังที่ไดอธิบายมาแลวในบทที่ 5 หลัง
จากทําการวิเคราะหในขั้นตอนน้ีเสร็จส้ินแลวจะไดไฟลสงออกที่จะตองนํามาใชเปนขอมูลในการ
ปรับขนาดเอลิเมนตช่ือ ‘cylinder0.op’ 
 
ข้ันตอนที่ 4 ใชโปรแกรม CBSFEM นําผลลัพธที่ไดในรูปของความเร็วและความดันจากไฟล 
‘cylinder0.op’ แปลงเปนขอมูลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม FEMESH 
 
ข้ันตอนที่ 5 ใชโปรแกรม FEMESH เพ่ือแสดงผลลัพธและทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1  
หลังจากทําการปรับขนาดแลวจะไดไฟลในลักษณะเดียวกับขั้นตอนที่  1 ประกอบดวยไฟล 
‘cylinder1.cuf’  ไฟลขอมูล ‘cylinder1.dat’  และไฟล ‘cylinder1.out’  ผลการกระจายตัวของ
ความดันสําหรับแบบจําลองเร่ิมตนของปญหาและรูปแบบจําลองหลังการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 
1  แสดงในรูปที่ 7.9 และรูปที่ 7.10 ตามลําดับ 
 
 

1,045 จุดตอ 
1,998 เอลิเมนต 
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 รูปที่ 7.9  การกระจายตัวของความดันและรายละเอียดภายในกรอบประ 

  สําหรับแบบจําลองเริ่มตนของปญหาการไหลภายในทอ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 7.10 รูปแบบจําลองของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก 

 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 1 
 
ข้ันตอนที่ 6 ใชโปรแกรม FEMCBS ทําการแปลงไฟล ‘cylinder1.dat’ ใหอยูในรูปของไฟลนํา
เขาสําหรับใชในโปรแกรม LOCBS 
 
ข้ันตอนที่ 7 ทําการวิเคราะหปญหาการไหลอีกครั้งดวยโปรแกรม LOCBS 

443 จุดตอ 
838 เอลิเมนต 
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ข้ันตอนที่ 8 เปรียบเทียบผลลัพธท่ีไดกับผลลัพธในครั้งกอน  ผลการกระจายตัวของความดันแสดง
ในรูปที่ 11  ในตัวอยางนี้จะทําการปรับขนาดเอลิเมนตอีกคร้ังหนึ่ง  หลังจากทําการปรับขนาด      
แลวจะไดไฟล ‘cylinder2.cuf’  ไฟลขอมูล ‘cylinder2.dat’  และไฟล ‘cylinder2.out’  รูปแบบ
จําลองหลังการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 และผลลัพธที่ไดแสดงในรูปที่ 7.12 และ รูปที่ 7.13 

ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 7.11 การกระจายตัวของความดันและรายละเอียดภายในกรอบประสําหรับแบบจําลอง 
  ของปญหาการไหลภายในทอหลังการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 1 
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 รูปที่ 7.12 รูปแบบจําลองของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก 

 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 7.13 การกระจายตัวของความดันและรายละเอียดภายในกรอบประสําหรับแบบจําลอง 
 ของปญหาการไหลภายในทอหลังการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 2 
 
 การเปรียบเทียบผลการกระจายตัวของความดันบริเวณดานหนาวัตถุทรงกระบอก
ระหวางแบบจําลองตั้งตนกับแบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 2 พบวาผลลัพธท่ี

588 จุดตอ 
1,121 เอลิเมนต 
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ไดมีความชัดเจนยิ่งขึ้น  โดยที่ใชหนวยความจําบนเครื่องคอมพิวเตอรลดลงและชวยประหยัดเวลา
ในการคํานวณได 



บทที่ 8 
 

การวิเคราะหปญหาโดยใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในหัวขอน้ีจะแสดงประสิทธิภาพของการประยุกตระเบียบวิธีการปรับเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติเขากับการวิเคราะหปญหาการไหลที่มีความซับซอนมากยิ่งข้ึน 
 
 
8.1 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทง 
 
  ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียมสองแทงเปนปญหาการไหลภายใน
ชองแคบที่พบไดทั่วไปในทางวิศวกรรม เชน การไหลในระบบทอผานครีบตาง ๆ  เปนตน ลักษณะ
ของปญหาดังกลาวจะมีการไหลเขามาทางขอบดานซายของปญหาดวยความเร็วแบบเต็มรูปแบบโดย
มีความเร็วสูงสุด 2=u  และมีรายละเอียดขนาดของปญหาดังแสดงในรูปที่ 8.1 โดยของไหลจะ
ไหลผานสิ่งกีดขวางทางดานลางและดานบนที่มีขนาดกวาง 1 หนวยแลวจึงไหลออกท่ีขอบทางดาน
ขวามือ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.1  ลักษณะของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทง 
 
  ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิเคราะหดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS โดยสรางรูป
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงประกอบไปดวยเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอขนาดสม่ําเสมอ
จํานวน 2,826 เอลิเมนต มีจุดตอจํานวน 1,512 จุดตอ  และกําหนดขอบเขตของปญหาดังแสดงใน
รูปที่ 8.2  การคํานวณภายใตคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 50  โดยมีคาความหนาแนนเทากับ 1 และ
คาความหนืดเทากับ 0.08 ผลลัพธแสดงลักษณะการกระจายความเร็วพรอมทั้งรายละเอียดของเอลิ
เมนตและการไหลหมุนวนบริเวณหลังส่ิงกีดขวางทั้งสองไดแสดงในรูปที่ 8.3-8.5 ตามลําดับ 
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 รูปที่ 8.2 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 8.3  ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงสี่เหล่ียมสองแทง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
             (ก)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางลาง             (ข)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.4 รายละเอียดแสดงเอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมทั้งสองแทง 
  ภายในกรอบประของรูปที่ 8.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x

0== vu

0=p

y

0== vu

1,512 จุดตอ 
2,826 เอลิเมนต
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             (ก)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางลาง              (ข)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.5 รายละเอียดแสดงลักษณะการไหลหมุนวนบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 

  ท้ังสองแทงภายในกรอบประของรูปที่ 8.3 
 
  คาความเร็วท่ีคํานวณไดจะถูกนําไปใชคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมเพื่อทํา
การปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 ซ่ึงไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาด 2,875 เอลิเมนต
1,534 จุดตอ  โดยรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่ไดแสดงในรูปที่ 8.6-8.9  จากนั้น
จึงนําผลลัพธจาการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1  มาทําการปรับขนาดเอลิเมนตอีกครั้งหน่ึง ทําใหได
รูปแบบจําลองที่ประกอบดวยเอลิเมนตจํานวน 5,242 เอลิเมนตและมีจุดตอจํานวน 2,731 จุดตอ  
โดยมีรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่ไดแสดงในรูปที่ 8.10-8.13 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.6 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
   รูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทงหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.7 ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงสี่เหล่ียม 

  สองแทงหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 

1,534 จุดตอ 
2,875 เอลิเมนต 
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             (ก)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางลาง             (ข)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.8 รายละเอียดแสดงเอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมทั้งสองแทง 
   ภายในกรอบประของรูปที่ 8.6 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
             (ก)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางลาง              (ข)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
รูปที่ 8.9 รายละเอียดแสดงลักษณะการไหลหมุนวนบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียมทั้งสองแทง 
  ภายในกรอบประของรูปที่ 8.7 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.10 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
   รูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทงหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.11 ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยม 

   สองแทงหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 

2,731 จุดตอ 
5,242 เอลิเมนต 
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             (ก)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางลาง              (ข)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.12 รายละเอียดแสดงเอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมทั้งสองแทง 
   ภายในกรอบประของรูปที่ 8.10 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
             (ก)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางลาง               (ข)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.13 รายละเอียดแสดงลักษณะการไหลหมุนวนบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมท้ังสอง 
   แทงภายในกรอบประของรูปที่ 8.11 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
 
  หากทําการเปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนงดานหนา
และหลังของแทงส่ีเหลี่ยมทั้งสอง  โดยเปรียบเทียบระหวางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในกรณี
ท่ีใชเอลิเมนตที่มีขนาดสม่ําเสมอกับกรณีที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองคร้ัง จะสามารถแสดง
ไดดังรูปท่ี 8.14 และ 8.15  การเปรียบเทียบแสดงใหเห็นวาการกระจายตัวของความเร็วหลังทําการ
ปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองคร้ังไดคาที่สอดคลองกัน และมีความชัดเจนขึ้นเปนอยางมากเมื่อเทียบ
กับกรณีที่ใชเอลิเมนตที่มีขนาดสม่ําเสมอ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
118

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (ก)  ความเร็วดานหนาแทงส่ีเหลี่ยมลาง              (ข)  ความเร็วดานหลังแทงส่ีเหลี่ยมลาง 
 

รูปที่ 8.14  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วบริเวณดานหนาและหลังแทงส่ีเหล่ียมลาง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (ก)  ความเร็วดานหนาแทงส่ีเหลี่ยมบน              (ข)  ความเร็วดานหลังแทงส่ีเหลี่ยมบน 
 

รูปที่ 8.15  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วบริเวณดานหนาและหลังแทงส่ีเหลี่ยมบน 
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8.2 ปญหาการไหลออกผานวาลว 
 
  ปญหาการไหลออกผานวาลวเปนอีกหน่ึงปญหาที่มีความซับซอนโดยของไหลจะ
ไหลเขาหอง (chamber) จากชองทางขอบซายลางและขอบขวาลางดวยความเร็ว 1=u  และ 

1−=u  ตามลําดับ และไหลออกผานวาลวที่อยูดานบนทั้งสองตัว ดังแสดงในรูปที่ 8.16 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.16  ลักษณะของปญหาการไหลออกผานวาลว 
 
  การวิเคราะหปญหาการไหลผานวาลวดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS เร่ิม
จากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตโดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอที่มีขนาด
สม่ําเสมอจํานวน 3,172 เอลิเมนต และมีจุดตอ 1,658 จุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 8.17  ทําการคํานวณ
ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ  100 โดยกําหนดใหคาความหนาแนนเทากับ 1 และคาความหนืดของ
การไหลเทากับ 0.01  ผลลัพธที่ไดแสดงการกระจายตัวของความเร็วในรูปที่ 8.18 พรอมทั้งราย
ละเอียดของการไหลหมุนวนท่ีเกิดขึ้นบริเวณวาลวทั้งสองในรูปที่ 8.19 ตามลําดับ 
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รูปที่ 8.17  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลออกผานวาลว 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.18  ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลออกผานวาลว 

1,658 จุดตอ 
3,172 เอลิเมนต 
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รูปที่ 8.19  รายละเอียดของการไหลหมุนวนภายในกรอบประของรูปที่ 8.18 
 
  คาความเร็วท่ีคํานวณไดจะถูกนําไปใชคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมเพื่อทํา
การปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1  ซ่ึงไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาด 3,303 เอลิเมนต  
1,794 จุดตอ  โดยแสดงรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่ไดในรูปที่ 8.20-8.22  พบวา
สามารถแสดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไดดีข้ึน  จากนั้นจึงนําผลลัพธจากการปรับขนาด
เอลิเมนตครั้งที่ 1  มาทําการปรับขนาดเอลิเมนตอีกครั้งหน่ึง ทําใหไดรูปแบบจําลองที่มีเอลิเมนต
จํานวน 8,646 เอลิเมนตและมีจุดตอจํานวน 4,561 จุดตอ  โดยแสดงรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต
และผลลัพธที่ไดในรูปท่ี 8.23-8.26 ตามลําดับ 
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 รูปที่ 8.20 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลออกผานวาลว 

   หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.21 ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลออกผานวาลว  
   หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 1 

1,794 จุดตอ 
3,303 เอลิเมนต 
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รูปที่ 8.22  รายละเอียดของการไหลหมุนวนภายในกรอบประของรูปที่ 8.21 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.23 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลออกผานวาลว  
   หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
 
 

4,561 จุดตอ 
8,646 เอลิเมนต 
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 รูปที่ 8.24 ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลออกผานวาลว 

  หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.25  รายละเอียดของการไหลหมุนวนภายในกรอบประของรูปที่ 8.24 
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รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 8.25  บริเวณดานหลังของบา
วาลวทางดานซายมือและขวามือแสดงไดดังรูปที่ 8.26 และ 8.27 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 รูปที่ 8.26 รายละเอียดการกระจายความเร็วบริเวณบาวาลวดานซายมือภายในกรอบประ 

  ของรูปที่ 8.25 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 รูปที่ 8.27 รายละเอียดการกระจายความเร็วบริเวณบาวาลวดานขวามือภายในกรอบประ 

  ของรูปท่ี 8.25 
 
 

A 
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B
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A B
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  หากทําการเปรียบเทียบลักษณะของการกระจายตัวระหวางหนาตัดทั้งสองขาง
บริเวณบาวาลวดานซายมือในรูปที่ 8.26 กับหนาตัดทั้งสองขางบริเวณบาวาลวดานขวามือในรูปท่ี 
8.27  เพ่ือทดสอบความสมมาตรของผลลัพทธโดยใชแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตหลังจากทําการ
ปรับขนาดครั้งที่ 2 พบวาไดคาที่ใกลเคียงกันมากดังแสดงในรูปที่ 8.28 และรูปที่ 8.29 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.28 การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วขณะไหลผานวาลวดานซายและขวามือ 

  ในแนว A-A สําหรับแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตหลังจากทําการปรับขนาด 

  ครั้งที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.29 การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วขณะไหลผานวาลวดานซายและขวามือ 

  ในแนว B-B สําหรับแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตหลังจากทําการปรับขนาด 

  ครั้งที่ 2 
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เม่ือเปรียบเทียบลักษณะของการกระจายตัวที่หนาตัดทั้งสองขางบริเวณบาวาลวดานซายมือในรูปท่ี 
8.26 โดยเปรียบเทียบระหวางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในกรณีที่ใชเอลิเมนตที่ มีขนาด
สม่ําเสมอกับกรณีที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองครั้ง ซ่ึงแสดงไดดังรูปที่ 8.30 และ 8.31  จาก
การเปรียบเทียบพบวาการกระจายตัวของความเร็วหลังทําการปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองคร้ังไดคาท่ี
สอดคลองกันและมีความชัดเจนขึ้นเปนอยางมาก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.30  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วขณะไหลผานวาลวซายมือในแนว A-A 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.31  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วขณะไหลผานวาลวซายมือในแนว B-B 
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บทที ่9 
 

บทสรุป  ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 
 
9.1 บทสรุป 
 
 วิทยานิพนธฉบับนี้นําเสนอการวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวใน
สองมิติภายใตสถานะอยูตัวดวยระเบียบไฟไนตเอลิเมนต  ที่เรียกวาระเบียบวิธีการแยกดวยคุณ
ลักษณะ (Characteristic-Based Split algorithm; CBS) หรือวิธีซีบีเอส  วิธีการดังกลาวสามารถ
นําไปวิเคราะหปญหาการไหลที่มีรูปรางซับซอนไดอยางมีประสิทธิภาพ  ลดเวลาที่ตองใชในการ
คํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรลงไดมาก  และมีความสะดวกตอการประยุกตใชกับเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในการวิเคราะหปญหาการไหลดวยการหาผลลัพธโดยประมาณดวยระบียบวิธี    
ไฟไนตเอลิเมนต  จําเปนตองมีความรูในเรื่องของสมการอนุพันธที่อธิบายถึงการไหลน้ัน ซ่ึงในบท
ท่ี 2  ไดแสดงขั้นตอนการประดิษฐสมการอนุพันธยอยสําหรับปญหาการไหลในสองมิติ    สมการ
ดังกลาวเรียกวาระบบสมการนาเวียร-สโตกส  (Navier-Stokes equations) ซ่ึงประกอบดวยสม
การอนุรักษมวล 1 สมการ  และสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกนทั้งสองอีก 2 สมการ  ระบบ
สมการนาเวียร-สโตกสที่ไดมีความซับซอนกอใหเกิดความยากลําบากหากนําไปวิเคราะหดวย
ระเบียบไฟไนตเอลิเมนตโดยตรง  ดังน้ันในบทที่ 3  จึงนําเสนอระเบียบวิธีซีบีเอสเพื่อชวยจัดการกับ
พจน เน่ืองจากการพาในสมการอนุรักษโมเมนตัม   และใชความอัดตัวได เทียม  (artificial 

compressibility) เพ่ือสรางความสัมพันธระหวางความดันกับความหนาแนนในสมการอนุรักษ
มวล  นอกจากน้ียังใชการคํานวณแบบแยกกัน (segregrated method) เพ่ือแบงการคํานวณออก
เปน 3 ขั้นตอน  เปนผลใหสามารถเลือกใชฟงกชันการประมาณภายในของความเร็วและความดันท่ี
อันดับเทากันได  และไมตองแกระบบสมการใหญพรอม ๆ  กัน 
 
 ข้ันตอนทั้งหมดที่ตองใชในการคํานวณที่ไดจากวิธีซีบีเอสในบทที่ 3  จะถูกนํามา
ใชเพ่ือประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตตลอดจนถึงเอลิเมนตเมตริกซในบทที่ 4  และในบทที่ 5  ได
แสดงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับเอลิเมนตเมตริกซน้ัน  ข้ันตอนการ
ทํางานรวมทั้งตัวอยางไฟลขอมูลที่จําเปนตองใชสําหรับวิเคราะหปญหาการไหล  โดยโปรแกรม
คอมพิวเตอรไดถูกเขียนขึ้นเปนภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) โปรแกรมดังกลาวมีช่ือวา (LOw-
speed flow Characteristic-Based Split program; LOCBS) 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ถูกนํามาตรวจสอบความถูกตองในบทที่ 6 โดย
นําเสนอตัวอยางการนําโปรแกรม LOCBS ไปใชทดสอบกับปญหาการไหลแบบตาง ๆ  ซ่ึงเปน
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ปญหาอยางงายที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือปญหาที่มีผูทําการวิเคราะหหาคําตอบไวแลวจํานวน 5 

ปญหา ไดแก  ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด  ปญหาการไหลระหวางแผน
คูขนานเนื่องจากความดัน  ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหลี่ยม  ปญหาการไหลภายในชองคู
ขนานที่มีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด  และปญหาการไหลภายในชองแคบผานสิ่งกีด
ขวางสองมิติ  จากการเปรียบเทียบผลลัพธของปญหาที่ไดกลาวมาแลวกับผลลัพธที่ไดจากวิธีซีบีเอส
พบวามีความสอดคลองกัน 
 
  เน่ืองจากปญหาการไหลโดยทั่วไปมีความซับซอน  หากตองการผลลัพธที่มีความ
ถูกตองแมนยําสูงจําเปนตองใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กเปนจํานวนมากในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลง
ของผลลัพธบริเวณนั้นสูง  แตหากทําการคํานวณปญหานั้น ๆ  ดวยการใชเอลิเมนตขนาดเล็กทั่วทั้ง
ขอบเขตของปญหาจะทําให ส้ินเปลืองเวลาในการคํานวณและใชหนวยความจําบนเครื่อง
คอมพิวเตอรมากเกินความจําเปน  จึงนําเสนอเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเพ่ือ
ประยุกตใชรวมกับวิธีซีบีเอสในบทที่ 7  โดยอธิบายถึงหลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัติและรายละเอียดขั้นตอนการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีเก่ียวของ  พรอมทั้งแสดงการ
นําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาประยุกตใชกับการวิเคราะหปญหาการไหลในบท
ท่ี 8 พบวาสามารถใหผลลัพธที่ถูกตองโดยไมตองใชเอลิเมนตจํานวนมากเกินไปซึ่งแสดงถึงประ
สิทธิภาพในการนํามาวิเคราะหปญหาที่มีความซับซอน 
 
 
9.2 ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ 
 
  ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธน้ีคือการศึกษาทําความเขาใจทฤษฎีของระเบียบ
วิธีซีบีเอส  ขั้นตอนการประมาณคาพจนตางในสมการอนุรักษโมเมนตัม  ตลอดจนการประยุกตวิธี
ความอัดตัวไดเทียมและวิธีการคํานวณแบบแยกกันกับสมการดังกลาวเนื่องจากขั้นตอนเหลาน้ีมี
ความซับซอนและเปนสวนสําคัญหลักในการนําไปประดิษฐเปนสมการไฟไนตเอลิเมนตเพ่ือ
ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกันตอไป 
 
  ปญหาอีกประการหนึ่งที่พบคือการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีประดิษฐข้ึนไปใช
วิเคราะหปญหาขนาดใหญหรือปญหาที่มีคาเรยโนลดนัมเบอรสูง  ปญหาเหลาน้ีจําเปนตองใช         
เอลิเมนตขนาดเล็กเปนจํานวนมากหากตองการผลลัพธที่มีความถูกตองสูง  และเนื่องจากขอจํากัด
ของการใชชวงเวลาของวิธีซีบีเอสซึ่งเปนระเบียบวิธีแบบชัดแจง  ทําใหตองใชเวลาในการคํานวณ
มากและใชหนวยความจําในการเก็บขอมูลบนเครื่องคอมพิวเตอรสูง  จึงตองประยุกตเทคนิคการ
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติรวมกับวิธีซีบีเอสเพ่ือใหการแกปญหามีประสิทธิภาพยิ่งข้ึน 
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9.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 
  สําหรับงานวิจัยในอนาคตนั้นสามารถนําพ้ืนฐานความรูที่ไดจากวิทยานิพนธฉบับ
น้ีไปประยุกตกับงานวิจัยอ่ืน ๆ เชน การใชวิเคราะหปญหาการไหลหนืดแตไมอัดตัวในสามมิติ
ปญหาการไหลภายใตสภาวะชั่วขณะได (transient problem)  รวมถึงการเพิ่มเติมสมการอนุรักษ
พลังงานเพ่ือใหสามารถใชวิเคราะหปญหาการไหลที่มีอุณหภูมิไมสม่ําเสมอได 
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ภาคผนวก ก 
รายละเอียดของโปรแกรม LOCBS 

 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ท่ีไดประดิษฐขึ้นในบทที5่  ประกอบดวย
โปรแกรมหลัก (main program)  และโปรแกรมยอย (subroutine) อีก 25 โปรแกรมยอย ดังมีราย
ละเอียดตอไปนี้ 
 
 
 PROGRAM LOCBS 
C ============================================================== 
C ==PURPOSE : To solve laminar, 2D incompressible Navier-Stokes == 
C ==  equations based on the Characteristic-Based-Split == 
C ==  (CBS) algorithm use linear triangular finite == 
C ==  elements == 
C ============================================================== 
 
 IMPLICIT NONE 
 
 INTEGER  mxpoi ,mxele ,mxbou 
 PARAMETER (mxpoi=5000 ,mxele=5000 ,mxbou=1000) 
 
 INTEGER nboun ,nelem ,npoin ,ntime ,nwall ,nstep 
 INTEGER nbcp ,ib ,ibb ,iopt ,inpt ,istep 
 INTEGER ip ,iwrite ,i ,ie ,itime ,intime 
 INTEGER ia ,l ,namlen 
 
 INTEGER(2) sthour ,stminute ,stsecond ,sthund 
 INTEGER(2) enhour ,enminute ,ensecond ,enhund 
 
 INTEGER intma(3,mxele) ,isido(4,mxbou) ,ielsi(2,mxele) 
 INTEGER iwpoin(mxbou) , ipfix(mxpoi) ,ipdx(mxpoi) 
 
 REAL*8 coord(2,mxpoi) ,geome(7,mxele) ,unkna(2,mxpoi) 
 REAL*8 unkn0(2,mxpoi) ,unkn1(2,mxpoi) ,rsido(3,mxbou) 
 REAL*8 rhs2(2,mxpoi) ,gstif(3*mxele) ,dmmat(mxpoi) 
 REAL*8 pdiag(mxpoi) ,pres(mxpoi) ,pres1(mxpoi) 
 REAL*8 ha(3) 
 
 REAL*8 csafm ,timt ,re ,rho ,mu ,toler 
 REAL*8 kkk ,delu ,delv ,delp ,cder ,ani 
 REAL*8 err ,delte ,deltp ,deltc ,roff ,value 
 REAL*8 zero 
 
 DATA zero/0.0/ 
 
 CHARACTER filnam*12 
 
40 WRITE(*,*) 'please type your input file name : ' 
 READ (*,*)  filnam 
 l = namlen(filnam) 
 IF (l.EQ.0) GOTO 40 
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 OPEN (unit=10 ,file = filnam(1:l)//'.in' ,err=40) 
 OPEN (unit=11 ,file = filnam(1:l)//'.re' ,err=40) 
 OPEN (unit=12 ,file = filnam(1:l)//'.op' ,err=40) 
 OPEN (unit=13 ,file = filnam(1:l)//'.er' ,err=40) 
 
 CALL gettim (sthour ,stminute ,stsecond ,sthund) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To read all global data == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL input (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,iopt, 
   1   inpt  ,intma ,coord ,unkn0 ,isido ,ntime ,istep, 
   2   csafm ,rho   ,mu    ,pres  ,toler ,iwrite) 
 
 IF (iopt.EQ.1) THEN 
     CALL restar (mxpoi ,npoin ,unkn0 ,pres ,inpt ,timt ,istep) 
     OPEN        (unit=11 ,file = filnam(1:l)//'.re' ,err=40) 
 ELSE 
     timt = 0.0 
 ENDIF 
 
 re  = rho / mu 
 ani = 1.0 / re 
 
 CALL identm (2 ,npoin ,unkna ,unkn0) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate number of pressure boundary, code =3 == 
C ============================================================== 
 
 nbcp = 0 
 DO 101 ib = 1,nboun 
    IF (isido(4,ib).EQ.3) THEN 
        DO 102 ibb = 1,2 
           ip = isido(ibb,ib) 
           IF (ipdx(ip).EQ.0) THEN 
               nbcp      = nbcp + 1 
               ipdx(ip)  = 1 
               ipfix(ip) = 1 
           ENDIF 
102        CONTINUE 
    ENDIF 
101 CONTINUE 
 
 WRITE (*,10) npoin ,nelem ,nboun ,nbcp ,ntime 
 WRITE (*,11) 
 WRITE (*,*) 
 WRITE (*,12) 
 WRITE (13,13) 
 WRITE (13,14) 
10 0 FORMAT(' The finite element model consists of:',          /, 
   1        ' number of nodes                     =', i10,     /, 
   2        ' number of elements                  =', i10,     /, 
   3        ' number of boundary nodes            =', i10,     /, 
   4        ' number of pressure boundary nodes   =', i10,     /, 
   5        ' with number of iterations required  =', i10,     /,) 
11 FORMAT('performing iterations for convergence') 
12 FORMAT(4x ,'iter' ,13x ,'del U' ,11x ,'del V' ,11x ,'del P') 
13 FORMAT(' data of error convergence estimation') 
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14 FORMAT(3x ,'itime' ,14x ,'delu' ,12x ,'delv' ,12x ,'delp') 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To mark elements with 1 or 2 boundary sides == 
C ============================================================== 
 
 DO 103 ia = 1,2 
    DO 104 ie = 1,nelem 
       ielsi(ia,ie) = 0 
104    CONTINUE 
103 CONTINUE 
 DO 105 i = 1,nboun 
    ie = isido(3,i) 
    IF (ielsi(1,ie).EQ.0) ielsi(1,ie) = i 
    IF (ielsi(1,ie).NE.i) ielsi(2,ie) = i 
105 CONTINUE 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain the derivatives of shape functions, == 
C ==  lumped mass matrix and wall boundary == 
C ============================================================== 
 
 CALL getgeo (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,coord ,intma ,geome) 
   0 CALl getmat (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,dmmat, 
   1              zero) 
   0 CALL getnor (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,coord ,isido ,rsido, 
   1              zero) 
 CALL getnrw (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,isido ,nwall ,iwpoin) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain fixed time step for all nodes == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL dtfix  (mxele ,nelem ,geome ,csafm ,re    ,deltp ,delte, 
   1              deltc) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To construct the global stiffness matrix for == 
C ==  pressure == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL pstiff (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,pdiag, 
   1              gstif ,zero) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To perform the time step iterations == 
C ============================================================== 
 
 nstep = istep + 1 
 istep = ntime + istep 
 DO 106 itime = nstep,istep 
    intime = itime - nstep + 1 
 
    CALL identm (2 ,npoin ,unkn1 ,unkn0) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the intermediate(**) velocities in x == 
C ==  and y directions and impose the boundary == 
C ==  conditions 
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C ============================================================== 
 
   0    CALL step1 (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,intma, 
   1                geome ,dmmat ,unkn0 ,rsido ,isido ,ielsi ,rhs2, 
   2                deltp ,delte ,pres  ,ani   ,zero) 
 
   0    CALL bound (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,isido ,unkn0, 
   1                unkna ,iwpoin) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the pressure == 
C ============================================================== 
 
   0    CALL step2 (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,unkn0, 
   1                unkn1 ,pres  ,pres1 ,deltp ,pdiag ,gstif ,ipfix, 
   2                zero) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the correction terms for velocity == 
C ==  and impose the boundary conditions == 
C ============================================================== 
 
   0    CALL step3 (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,unkn0 ,rhs2, 
   1                dmmat ,deltp ,pres  ,pres1 ,geome ,zero) 
 
   0    CALL bound (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,isido ,unkn0, 
   1                unkna ,iwpoin) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To estimate convergence of all results == 
C ============================================================== 
 
    DO 107 ia = 1,3 
       ha(ia)     = 0.0 
107    CONTINUE 
    DO 108 ip = 1,npoin 
       delu = unkn0(1,ip) - unkn1(1,ip) 
       delv = unkn0(2,ip) - unkn1(2,ip) 
       delp = pres1(ip)   - pres(ip) 
 
       cder  = ABS(delu) 
       IF (cder.GT.ha(1)) ha(1) = cder 
 
       cder  = ABS(delv) 
       IF (cder.GT.ha(2)) ha(2) = cder 
 
       cder  = ABS(delp) 
       IF (cder.GT.ha(3)) ha(3) = cder  
108    CONTINUE 
    DO 109 ip = 1,npoin 
       pres(ip)  = pres1(ip) 
       pres1(ip) = 0.0 
 
109    CONTINUE 
 
    kkk = MOD(itime ,iwrite) 
    IF ((kkk.EQ.0).OR.(itime.EQ.istep).OR.(itime.EQ.nstep)) THEN 
         WRITE(*,15)    itime ,(ha(ia) ,ia = 1,3) 
         WRITE(13,15)   itime ,(ha(ia) ,ia = 1,3) 
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    ENDIF 
 
    timt = timt + deltp 
 
    err = MAX(ha(1) ,ha(2) ,ha(3)) 
    IF (err.LE.toler) THEN 
        WRITE(*,15)   itime ,(ha(ia) ,ia = 1,3) 
        WRITE(13,15)  itime ,(ha(ia) ,ia = 1,3) 
        GOTO 200 
    ENDIF 
    IF ((itime.EQ.istep).AND.(err.GT.toler)) THEN 
         WRITE(*,16) 
         WRITE(13,16) 
         GOTO 200 
    ENDIF 
106 CONTINUE 
 
15 FORMAT(i8 ,2x ,3e16.8) 
16 FORMAT(' solution does not converged in this range') 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To round-off solution values for neat output == 
C ============================================================== 
 
200 roff = 1.0E-06 
 DO 110 ia = 1,2 
    DO 111 ip = 1,npoin 
       value = ABS(unkn0(ia,ip)) 
       IF (value.LT.roff) unkn0(ia,ip) = 0.0 
111    CONTINUE 
110 CONTINUE 
 DO 112 ip = 1,npoin 
    value = ABS(pres(ip)) 
    IF (value.LT.roff) pres(ip) = 0.0 
112 CONTINUE      
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To send results for output file == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL output (mxpoi ,mxele ,mxbou  ,npoin ,nelem ,nboun ,unkn0, 
   1              nstep ,timt  ,intime ,csafm ,toler ,rho   ,mu, 
   2              pres  ,iopt  ,inpt   ,itime ,deltp ,deltc) 
 
 CALL gettim (enhour ,enminute ,ensecond ,enhund) 
 
 WRITE (11,18) sthour ,stminute ,stsecond ,sthund 
 WRITE (12,18) sthour ,stminute ,stsecond ,sthund 
 WRITE (13,18) sthour ,stminute ,stsecond ,sthund 
 
 WRITE (11,19) enhour ,enminute ,ensecond ,enhund 
 WRITE (12,19) enhour ,enminute ,ensecond ,enhund 
 WRITE (13,19) enhour ,enminute ,ensecond ,enhund 
18 FORMAT(' start time :' ,3x ,i2 ,':' ,i2.2 ,':' ,i2.2,':' ,i2.2) 
19 FORMAT('   end time :' ,3x ,i2 ,':' , i2.2,':' ,i2.2,':' ,i2.2) 
 
 CLOSE (11) 
 CLOSE (12) 
 CLOSE (13) 
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 STOP 
 END 
******************************************************************* 
 INTEGER FUNCTION namlen(filnam) 
 
 CHARACTER  filnam*12 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To count the number of characters in filnam == 
C ============================================================== 
 
 namlen = 0 
 DO 10 i = 12,1,-1 
    IF (filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 10 
    namlen = i 
    GOTO 20 
10 CONTINUE 
 
20 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE input (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun, 
   1                   iopt  ,inpt  ,intma ,coord ,unkn0 ,isido, 
   2                   ntime ,istep ,csafm ,rho   ,mu    ,pres, 
   3                   toler ,iwrite) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,mxbou  ,npoin ,nelem ,nboun ,iopt 
 INTEGER    inpt  ,ntime ,iwrite ,istep ,i     ,j     ,ie 
 INTEGER    ip      
 
 INTEGER    isido(4,mxbou)  ,intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,coord(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     csafm ,rho   ,mu     ,toler 
 
 CHARACTER  text*40 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To check whether the array-sizes given are == 
C ==  sufficient and get necessary data == 
C ============================================================== 
 
 READ (10,1) text 
 READ (10,*) nelem ,npoin ,nboun ,iopt 
 
 IF (npoin.GT.mxpoi) THEN 
     WRITE(*,2) npoin 
     STOP 
 ENDIF 
 IF (nelem.GT.mxele) THEN 
     WRITE(*,3) nelem 
     STOP 
 ENDIF 
 IF (nboun.GT.mxbou) THEN 
     WRITE(*,4) nboun 
     STOP 
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 ENDIF 
 
 READ (10,1)  text 
 READ (10,*)  ntime ,istep ,iwrite  
 
 READ (10,1)  text 
 READ (10,*)  csafm ,rho   ,mu     ,toler 
 
 READ (10,1)  text 
 DO 100 i = 1,nelem 
    READ (10,*) ie ,(intma(j,ie) ,j = 1,3) 
    IF (ie.NE.i) THEN 
        WRITE(*,5) i 
        STOP 
    ENDIF 
100 CONTINUE 
 
 READ (10,1)  text 
 DO 200 i = 1,npoin 
    READ (10,*) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
    IF (ip.NE.i) THEN 
        WRITE(*,6) i 
        STOP 
    ENDIF 
200 CONTINUE 
 
 READ (10,1)  text 
 DO 300 i = 1,npoin 
    READ (10,*) ip ,(unkn0(j,ip) ,j = 1,2) ,pres(ip) 
300 CONTINUE  
 
 READ (10,1)  text 
 DO 400 i = 1,nboun 
    READ (10,*) (isido(j,i),j = 1,4) 
400 CONTINUE 
 
 IF (iopt.EQ.0) inpt = 1 
 
 CLOSE (10) 
 
1 FORMAT(a) 
2 FORMAT('  mxpoi needs to be increased to :' ,i5) 
3 FORMAT('  mxele needs to be increased to :' ,i5) 
4 FORMAT('  mxbou needs to be increased to :' ,i5) 
5 FORMAT('  elem no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
6 FORMAT('  node no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
 SUBROUTINE restar (mxpoi ,npoin ,unkn0 ,pres ,inpt ,timt ,istep) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,npoin ,istep ,inpt ,ip ,i ,j 
 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     timt 
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C ============================================================== 
C ==Purpose : To get data in case of restarted program == 
C ============================================================== 
 
 READ(11,*) 
 READ(11,*) inpt ,istep ,timt 
 inpt = inpt + 1 
 READ(11,*) 
 DO 100 ip = 1,npoin 
    READ(11,*) i , (unkn0(j,ip) ,j = 1,2) ,pres(ip) 
100 CONTINUE 
 
 CLOSE(11) 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getgeo (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,coord ,intma, 
   1                    geome) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ie ,ip ,in 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,coord(2,mxpoi) 
 REAL*8     x(3)            ,y(3)            ,pnxi(2)  ,pnet(2) 
 
 REAL*8     x21   ,x31   ,y21   ,y31   ,rj    ,rj1   ,xix 
 REAL*8     xiy   ,etx   ,ety   ,rnxi  ,rnet 
 
 DATA       pnxi/-1.0 ,1.0/ 
 DATA       pnet/-1.0 ,0.0/ 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To get geometry of each linear element == 
C ==  interpolation == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    DO 200 ip = 1,3 
       in    = intma(ip,ie) 
       x(ip) = coord(1,in) 
       y(ip) = coord(2,in) 
200    CONTINUE 
    x21 =  x(2) - x(1) 
    x31 =  x(3) - x(1) 
    y21 =  y(2) - y(1) 
    y31 =  y(3) - y(1) 
    rj  =  x21*y31 - x31*y21 
    rj1 =  1.0 / rj 
    xix =  y31 * rj1 
    xiy = -x31 * rj1 
    etx = -y21 * rj1 
    ety =  x21 * rj1 
    DO 300 in = 1,2 
       rnxi           = pnxi(in) 
       rnet           = pnet(in) 
       geome(in,ie)   = xix*rnxi + etx*rnet 
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       geome(in+3,ie) = xiy*rnxi + ety*rnet 
300    CONTINUE 
    geome(3,ie) = -(geome(1,ie) + geome(2,ie)) 
    geome(6,ie) = -(geome(4,ie) + geome(5,ie)) 
    geome(7,ie) =   rj 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getmat (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome, 
   1                    dmmat ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ie ,inode ,i ,in 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,dmmat(mxpoi) 
 
 REAL*8     rj    ,rj6   ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To get inverse lumped mass matrix == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillv (dmmat ,npoin ,zero) 
 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    rj  = geome(7,ie) 
    rj6 = rj / 6.0 
    DO 200 inode = 1,3 
       in        = intma(inode,ie) 
       dmmat(in) = dmmat(in) + rj6 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 DO 300 i = 1,npoin 
    dmmat(i) = 1.0 / dmmat(i) 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getnor (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,coord ,isido, 
   1                    rsido ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,ib ,ipoi0 ,ipoi1 
 
 INTEGER    isido(4,mxbou) 
 
 REAL*8     rsido(3,mxbou)  ,coord(2,mxpoi) 
 
 REAL*8     dx    ,dy    ,rl    ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To get direction  cosines on boundary sides and == 
C ==  get length of boundary sides == 
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C ============================================================== 
 
 CALL rfillm (rsido ,3 ,nboun ,zero) 
 
 DO 100 ib = 1,nboun 
    ipoi0       = isido(1,ib) 
    ipoi1       = isido(2,ib) 
    dx          = coord(1,ipoi1) - coord(1,ipoi0) 
    dy          = coord(2,ipoi1) - coord(2,ipoi0) 
    rl          = SQRT(dx*dx + dy*dy) 
    rsido(1,ib) =  dy / rl 
    rsido(2,ib) = -dx / rl 
    rsido(3,ib) =  rl 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getnrw (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,isido ,nwall, 
   1                    iwpoin) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,in ,i ,nn ,jj 
 
 INTEGER    isido(4,mxbou)  ,iwpoin(mxbou)  ,ihelp(mxpoi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To get unit normal vector and obtain number of == 
C ==  wall boundary, code=2 == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 i = 1,npoin 
    ihelp(i) = 0 
100 CONTINUE 
 DO 200 i = 1,nboun 
    iwpoin(i) = 0 
200 CONTINUE 
 
 nwall = 0 
 DO 300 in = 1,2 
    DO 400 i = 1,nboun 
       IF (isido(4,i).EQ.2) THEN 
           nn = isido(in,i) 
           jj = ihelp(nn) 
           IF (jj.EQ.0) THEN 
               nwall         = nwall + 1 
               iwpoin(nwall) = nn 
               ihelp(nn)     = nwall 
           ENDIF 
       ENDIF 
400    CONTINUE 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE dtfix (mxele ,nelem ,geome ,csafm ,re ,deltp ,delte, 
   1                   deltc) 
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 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxele ,nelem ,ie     
 
 REAL*8     geome(7,mxele) 
 
 REAL*8     csafm ,re    ,alen1 ,alen2 ,alen3 ,alen ,delte ,deltp 
 REAL*8     deltc ,anx   ,any 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain fixed global external and internal time == 
C ==  step due to viscous limit only == 
C ============================================================== 
 
 alen = 1000. 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    anx   = geome(1,ie) 
    any   = geome(4,ie) 
    alen1 = 1.0 / SQRT((anx*anx + any*any)) 
 
    anx   = geome(2,ie) 
    any   = geome(5,ie) 
    alen2 = 1.0 / SQRT((anx*anx + any*any)) 
 
    anx   = geome(3,ie) 
    any   = geome(6,ie) 
    alen3 = 1.0 / SQRT((anx*anx + any*any)) 
 
    alen  = MIN(alen1 ,alen2 ,alen3 ,alen) 
100 CONTINUE 
 deltc = 0.5 * alen * alen * re 
 deltp = csafm * deltc 
 delte = 2.0 * deltp 
 IF (delte.GT.deltc) delte = deltc 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE pstiff (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome, 
   1                    pdiag ,gstif ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,isky ,ie ,ip1 ,ip2 ,ip3
 INTEGER    i 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,gstif(3*mxele)  pdiag(mxpoi) 
 
 REAL*8     area  ,gdi   ,gdj   ,gdk   ,b1   ,b2 ,b3  ,c1  ,c2 
 REAL*8     c3    ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain global stiffness matrix for pressure == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillv (pdiag ,npoin ,zero) 
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 isky = 0 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    ip1         = intma(1,ie) 
    ip2         = intma(2,ie) 
    ip3         = intma(3,ie) 
    area        = geome(7,ie) / 2.0 
    b1          = geome(1,ie) 
    b2          = geome(2,ie) 
    b3          = geome(3,ie) 
    c1          = geome(4,ie) 
    c2          = geome(5,ie) 
    c3          = geome(6,ie) 
    pdiag(ip1)  = pdiag(ip1) + area*(b1*b1 + c1*c1) 
    pdiag(ip2)  = pdiag(ip2) + area*(b2*b2 + c2*c2) 
    pdiag(ip3)  = pdiag(ip3) + area*(b3*b3 + c3*c3) 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = area*(b1*b2 + c1*c2) 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = area*(b1*b3 + c1*c3) 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = area*(b2*b3 + c2*c3) 
100 CONTINUE 
 isky = 0 
 DO 200 i = 1,npoin 
    pdiag(i) = SQRT(pdiag(i)) 
200 CONTINUE 
 DO 300 ie = 1,nelem 
    gdi         = 1.0 / pdiag(intma(1,ie)) 
    gdj         = 1.0 / pdiag(intma(2,ie)) 
    gdk         = 1.0 / pdiag(intma(3,ie)) 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = gstif(isky) * gdi * gdj 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = gstif(isky) * gdi * gdk 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = gstif(isky) * gdj * gdk 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE step1 (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun, 
   1                   intma ,geome ,dmmat ,unkn0 ,rsido ,isido, 
   2                   ielsi ,rhs2  ,deltp ,delte ,pres  ,ani, 
   3                   zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,ip  
 
 INTEGER    intma(3,mxele)  ,isido(4,mxbou)  ,ielsi(2,mxele) 
 
 REAL*8     rhs0(2,mxpoi)   ,rhs2(2,mxpoi)   ,geome(7,mxele) 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,rsido(3,mxbou)  ,dmmat(mxpoi) 
 REAL*8     pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     dt    ,ani   ,delte ,deltp ,zero 
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 CALL rfillm (rhs2 ,2 ,npoin ,zero) 
 CALL rfillm (rhs0 ,2 ,npoin ,zero) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the convective component == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL advect (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,intma, 
   1              isido ,rsido ,geome ,unkn0 ,pres  ,delte ,rhs2, 
   2              ielsi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the diffusive component == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL difuse (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,intma, 
   1              isido ,rsido ,geome ,unkn0 ,rhs0  ,ani   ,zero) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To add advection and diffusion, multiply by == 
C ==  inversed mass and update the solution == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 ip = 1,npoin 
    dt         =  dmmat(ip) 
    rhs2(1,ip) = (rhs2(1,ip) + rhs0(1,ip)) * dt 
    rhs2(2,ip) = (rhs2(2,ip) + rhs0(2,ip)) * dt 
100 CONTINUE 
 DO 200 ip = 1,npoin 
    unkn0(1,ip) = unkn0(1,ip) + deltp * rhs2(1,ip) 
    unkn0(2,ip) = unkn0(2,ip) + deltp * rhs2(2,ip) 
200 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE advect (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun, 
   1                    intma ,isido ,rsido ,geome ,unkn0 ,pres, 
   2                    delte ,rhs2  ,ielsi) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi  ,mxele  ,mxbou  ,npoin  ,nelem  ,nboun 
 INTEGER    ie     ,ip1    ,ip2    ,ip3    ,isi    ,is     ,ip  
 INTEGER    inode  ,id1    ,id2    ,in1    ,in2 
 
 INTEGER    intma(3,mxele)  ,isido(4,mxbou)  ,ielsi(2,mxele) 
 
 REAL*8     rsido(3,mxbou)  ,unkn0(2,mxpoi)  ,geome(7,mxele) 
 REAL*8     pres(mxpoi)     ,rhs2(2,mxpoi) 
 
 REAL*8     area   ,ar12   ,ar3    ,b1     ,b2     ,b3     ,c1 
 REAL*8     c2     ,c3     ,u1     ,u2     ,u3     ,v1     ,v2 
 REAL*8     v3     ,dudx   ,dudy   ,dvdx   ,dvdy   ,dpdx   ,dpdy 
 REAL*8     usum   ,vsum   ,umean  ,vmean  ,adu11  ,adu21  ,adu31 
 REAL*8     adv11  ,adv21  ,adv31  ,adu12  ,adu22  ,adu32  ,adv12 
 REAL*8     adv22  ,adv32  ,anx    ,any    ,un1    ,un2    ,vn1 
 REAL*8     vn2    ,anor   ,anoru1 ,anoru2 ,anorv1 ,anorv2 ,aleng 
 REAL*8     adup12 ,adup22 ,adup32 ,advp12 ,advp22 ,advp32 ,delte 
 



 
149

C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the convective component for == 
C ==  intermediate velocities and stabilized pressure == 
C ==  term == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    area  = geome(7,ie) * 0.5 
    ar12  = area / 12.0 
    ar3   = area / 3.0 
    ip1   = intma(1,ie) 
    ip2   = intma(2,ie) 
    ip3   = intma(3,ie) 
    b1    = geome(1,ie) 
    b2    = geome(2,ie) 
    b3    = geome(3,ie) 
    c1    = geome(4,ie) 
    c2    = geome(5,ie) 
    c3    = geome(6,ie) 
    u1    = unkn0(1,ip1) 
    u2    = unkn0(1,ip2) 
    u3    = unkn0(1,ip3) 
    v1    = unkn0(2,ip1) 
    v2    = unkn0(2,ip2) 
    v3    = unkn0(2,ip3) 
    dudx  = b1*u1 + b2*u2 + b3*u3 
    dudy  = c1*u1 + c2*u2 + c3*u3 
    dvdx  = b1*v1 + b2*v2 + b3*v3 
    dvdy  = c1*v1 + c2*v2 + c3*v3 
    dpdx  = pres(ip1*)b1 + pres(ip2*)b2 + pres(ip3*)b3 
    dpdy  = pres(ip1*)c1 + pres(ip2*)c2 + pres(ip3*)c3 
    usum  = u1 + u2 + u3 
    vsum  = v1 + v2 + v3 
    umean = usum / 3.0 
    vmean = vsum / 3.0 
 
    adu11 = ar12 * (dudx*(usum+u1) + dudy*(vsum+v1)) 
    adu21 = ar12 * (dudx*(usum+u2) + dudy*(vsum+v2)) 
    adu31 = ar12 * (dudx*(usum+u3) + dudy*(vsum+v3)) 
    adv11 = ar12 * (dvdx*(usum+u1) + dvdy*(vsum+v1)) 
    adv21 = ar12 * (dvdx*(usum+u2) + dvdy*(vsum+v2)) 
    adv31 = ar12 * (dvdx*(usum+u3) + dvdy*(vsum+v3)) 
 
   0    adu12  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b1 + vmean*c1) * 
   1             (dudx*usum + dudy*vsum) 
   0    adu22  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b2 + vmean*c2) * 
   1             (dudx*usum + dudy*vsum) 
   0    adu32  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b3 + vmean*c3) * 
   1             (dudx*usum + dudy*vsum) 
   0    adv12  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b1 + vmean*c1) * 
   1             (dvdx*usum + dvdy*vsum) 
   0    adv22  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b2 + vmean*c2) * 
   1             (dvdx*usum + dvdy*vsum) 
   0    adv32  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b3 + vmean*c3) * 
   1             (dvdx*usum + dvdy*vsum) 
 
    adup12 = 0.25 * delte * area * (umean*b1 + vmean*c1) * dpdx 
    adup22 = 0.25 * delte * area * (umean*b2 + vmean*c2) * dpdx 
    adup32 = 0.25 * delte * area * (umean*b3 + vmean*c3) * dpdx 
    advp12 = 0.25 * delte * area * (umean*b1 + vmean*c1) * dpdy 
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    advp22 = 0.25 * delte * area * (umean*b2 + vmean*c2) * dpdy 
    advp32 = 0.25 * delte * area * (umean*b3 + vmean*c3) * dpdy 
 
    rhs2(1,ip1) = rhs2(1,ip1) – adu11 - adu12 – adup12 
    rhs2(1,ip2) = rhs2(1,ip2) – adu21 – adu22 – adup22 
    rhs2(1,ip3) = rhs2(1,ip3) – adu31 – adu32 – adup32 
    rhs2(2,ip1) = rhs2(2,ip1) - adv11 - adv12 - advp12 
    rhs2(2,ip2) = rhs2(2,ip2) – adv21 – adv22 – advp22 
    rhs2(2,ip3) = rhs2(2,ip3) – adv31 – adv32 – advp32 
 
    DO 200 isi = 1,2 
       is = ielsi(isi,ie) 
       IF (is.NE.0) THEN 
           aleng = rsido(3,is) / 6.0 
           anx   = rsido(1,is) * aleng 
           any   = rsido(2,is) * aleng 
           ip    = isido(1,is) 
           DO 300 inode = 1,3 
              IF (ip.EQ.intma(inode,ie)) THEN 
                  id1 = inode 
                  GOTO 50 
              ENDIF 
300           CONTINUE 
           PRINT*, ' error in side contribution ' 
           STOP 
50           id2 = id1 + 1 
           IF (id2.GT.3) id2 = id2 - 3 
           in1    = intma(id1,ie) 
           in2    = intma(id2,ie) 
           un1    = unkn0(1,in1) 
           un2    = unkn0(1,in2) 
           vn1    = unkn0(2,in1) 
           vn2    = unkn0(2,in2) 
           anor   = delte * 0.5 * (umean*anx + vmean*any) 
   0           anoru1 = anor * (dudx*(2.0*un1+un2) 
   1                          + dudy*(2.0*vn1+vn2)+ 1.5*dpdx) 
   0           anoru2 = anor * (dudx*(2.0*un2+un1) 
   1                          + dudy*(2.0*vn2+vn1)+ 1.5*dpdx) 
   0           anorv1 = anor * (dvdx*(2.0*un1+un2) 
   1                          + dvdy*(2.0*vn1+vn2)+ 1.5*dpdy) 
   0           anorv2 = anor * (dvdx*(2.0*un2+un1) 
   1                          + dvdy*(2.0*vn2+vn1)+ 1.5*dpdy) 
 
           rhs2(1,in1) = rhs2(1,in1) + anoru1 
           rhs2(1,in2) = rhs2(1,in2) + anoru2 
           rhs2(2,in1) = rhs2(2,in1) + anorv1 
           rhs2(2,in2) = rhs2(2,in2) + anorv2 
       ENDIF 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE difuse (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun, 
   1                    intma ,isido ,rsido ,geome ,unkn0 ,rhs0, 
   2                    ani   ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
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 INTEGER    mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,ie ,ia ,lok 
 INTEGER    in    ,lok1  ,ja    ,is    ,ip 
 
 INTEGER    intma(3,mxele)  ,isido(4,mxbou) 
 
 REAL*8     rsido(3,mxbou)  ,geome(7,mxele)  ,unkn0(2,mxpoi) 
 REAL*8     rhs0(2,mxpoi)   ,sigxx(mxele)    ,sigyy(mxele) 
 REAL*8     sigxy(mxele)    ,rh1p(2,3) 
 
 REAL*8     ani   ,velo1 ,velo2 ,aleng ,anx   ,any   ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate contribute from diffusion terms for == 
C ==  intermediate velocities == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillv (sigxx ,nelem ,zero) 
 CALL rfillv (sigxy ,nelem ,zero) 
 CALL rfillv (sigyy ,nelem ,zero) 
 
 DO 100 ia = 1,nelem 
    DO 200 lok = 1,3 
       in        = intma(lok,ia) 
       lok1      = lok + 3 
       velo1     = unkn0(1,in) 
       velo2     = unkn0(2,in) 
       sigxx(ia) = sigxx(ia) + ani*(geome(lok,ia) * 2.0*velo1) 
       sigyy(ia) = sigyy(ia) + ani*(geome(lok1,ia) * 2.0*velo2) 
   0       sigxy(ia) = sigxy(ia) + ani*(geome(lok,ia) *velo2 
   1                                  + geome(lok1,ia)*velo1) 
200    CONTINUE    
    DO 300 lok = 1,3 
       lok1        = lok + 3 
   0       rh1p(1,lok) = -geome(7,ia)*(sigxx(ia)*geome(lok,ia) 
   1                                 + sigxy(ia)*geome(lok1,ia))*0.5 
   0       rh1p(2,lok) = -geome(7,ia)*(sigxy(ia)*geome(lok,ia) 
   1                                 + sigyy(ia)*geome(lok1,ia))*0.5 
300    CONTINUE 
    DO 400 lok = 1,3 
       in = intma(lok,ia) 
       DO 500 ja = 1,2 
          rhs0(ja,in) = rhs0(ja,in) + rh1p(ja,lok) 
500       CONTINUE 
400    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 DO 600 is = 1,nboun 
    aleng = rsido(3,is) * 0.5 
    anx   = rsido(1,is) * aleng 
    any   = rsido(2,is) * aleng 
    ie    = isido(3,is) 
    DO 700 in = 1,2 
       ip         = isido(in,is) 
       rhs0(1,ip) = rhs0(1,ip) + anx*sigxx(ie) + any*sigxy(ie) 
       rhs0(2,ip) = rhs0(2,ip) + anx*sigxy(ie) + any*sigyy(ie) 
700    CONTINUE 
600 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
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******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE step2 (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome, 
   1                   unkn0 ,unkn1 ,pres  ,pres1 ,deltp ,pdiag, 
   2                   gstif ,ipfix ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem  
 
 INTEGER    intma(3,mxele)  ,ipfix(mxpoi) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,unkn0(2,mxpoi)  ,unkn1(2,mxpoi) 
 REAL*8     gstif(3*mxele)  ,glm(mxpoi)      ,pdiag(mxpoi) 
 REAL*8     pres1(mxpoi)    ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     deltp ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate p(n+1) of pressure system equation == 
C ==  from Laplace equation == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL pload  (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,pres, 
   1              glm   ,deltp ,unkn0 ,unkn1 ,zero) 
 
   0 CALL solver (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ipfix ,glm   ,pres, 
   1              pres1 ,pdiag ,gstif ,intma) 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE pload (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome, 
   1                   pres  ,glm   ,deltp ,unkn0 ,unkn1 ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,i ,ielem ,ip 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,glm(mxpoi)   ,unkn1(2,mxpoi) 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi)  ,elrhs(3) 
 REAL*8     rhsp(3)         ,p(3) 
 
 REAL*8     deltp ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain the velocity and pressure term on the == 
C ==  right hand side(RHS) for Laplace equation == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillv (glm ,npoin ,zero) 
 
 DO 100 ielem = 1,nelem 
 
   0    CALL getrhs (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,intma ,geome, 
   1                 unkn0 ,unkn1 ,elrhs) 
 
   0    CALL prhp   (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,pres, 
   1                 rhsp  ,ielem) 



 
153

    DO 200 i = 1,3 
       ip      = intma(i,ielem) 
       p(i)    = elrhs(i)/deltp + rhsp(i)*0.25 
       glm(ip) = glm(ip) + p(i) 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getrhs (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,intma, 
   1                    geome ,unkn0 ,unkn1 ,elrhs) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,inode ,iu ,jnode 
 INTEGER    ip    ,knode 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,unkn0(2,mxpoi)  ,unkn1(2,mxpoi) 
 REAL*8     elukn(2,3)      ,elukn1(2,3)     ,elrhs(3) 
 
 REAL*8     dudx  ,dvdy  ,velo1 ,velo2 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain RHS velocity == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 inode = 1,3 
    ip = intma(inode,ielem) 
    DO 200 iu = 1,2 
       elukn(iu,inode)  = 0.5 * (unkn0(iu,ip)-unkn1(iu,ip)) 
       elukn1(iu,inode) = unkn1(iu,ip) 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 velo1 = 0.0 
 velo2 = 0.0 
 dudx  = 0.0 
 dvdy  = 0.0 
 DO 300 jnode = 1,3 
    knode = jnode + 3 
    dudx  = dudx  + geome(jnode,ielem)*elukn1(1,jnode) 
    dvdy  = dvdy  + geome(knode,ielem)*elukn1(2,jnode) 
    velo1 = velo1 + elukn(1,jnode) 
    velo2 = velo2 + elukn(2,jnode) 
300 CONTINUE 
 DO 400 inode = 1,3 
    elrhs(inode) = 0.0 
    jnode        = inode + 3 
   0    elrhs(inode) = elrhs(inode) - dudx - dvdy 
   1                 + geome(inode,ielem)*velo1 
   2                 + geome(jnode,ielem)*velo2 
    elrhs(inode) = elrhs(inode) * geome(7,ielem) / 6.0 
400 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE prhp (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,pres, 
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   1                  rhsp  ,ielem) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,lok ,im ,lok1 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,pres(mxpoi)  ,rhsp(3)  ,p(3)  ,b(2) 
 
 REAL*8     ar 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain RHS pressure == 
C ============================================================== 
 
 ar = geome(7,ielem) / 2.0 
 DO 100 lok = 1,3 
    im        = intma(lok,ielem) 
    p(lok)    = pres(im) 
    rhsp(lok) = 0.0 
100 CONTINUE 
 b(1) = 0.0 
 b(2) = 0.0 
 DO 200 lok = 1,3 
    lok1 = lok + 3 
    b(1) = b(1) + geome(lok,ielem)*p(lok) 
    b(2) = b(2) + geome(lok1,ielem)*p(lok) 
200 CONTINUE 
 DO 300 lok = 1,3 
    lok1      = lok + 3 
   0    rhsp(lok) = rhsp(lok) - ar*(geome(lok,ielem)*b(1) 
   1                              + geome(lok1,ielem)*b(2)) 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE solver (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ipfix ,glm ,pres, 
   1                    pres1 ,pdiag ,gstif ,intma) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,i  
 
 INTEGER    ipfix(mxpoi)  ,intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     glm(mxpoi)    ,pres(mxpoi)     ,pres1(mxpoi) 
 REAL*8     pdiag(mxpoi)  ,gstif(3*mxele)  ,press(mxpoi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To solve matrix by conjugate method == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 i = 1,npoin 
    press(i) = pres(i) 
    IF (ipfix(i).EQ.1) press(i) = 0.0 
100 CONTINUE 
 DO 200 i = 1,npoin 
    pres1(i) = glm(i)   / pdiag(i) 
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    press(i) = press(i) * pdiag(i) 
200 CONTINUE 
 
   0 CALL conjug (mxele ,mxpoi ,nelem ,npoin ,intma ,gstif ,pdiag, 
   1              ipfix ,pres1 ,press) 
 
 DO 300 i = 1,npoin 
    pres1(i) = press(i) / pdiag(i) 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE conjug (mxele ,mxpoi ,nelem ,npoin ,lnods ,astif, 
   1                    gdiag ,ipfix ,b     ,x) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxele ,mxpoi ,nelem ,npoin  ,iter  ,miter ,i      ,ij 
 
 INTEGER    lnods(3,mxele)  ,ipfix(mxpoi) 
 
 REAL*8     astif(3,mxele)  ,gdiag(mxpoi)  ,b(mxpoi)  ,x(mxpoi) 
 REAL*8     p(mxpoi)        ,apold(mxpoi) 
 
 REAL*8     toler ,alph1 ,bi    ,apoldi ,beta1 ,alph2 ,alpha 
 REAL*8     beta2 ,rnewi ,znewi ,beta   ,bmax  ,bmmx 
 
 iter  = 0 
 miter = npoin * 2 
 toler = 1.0E-06 
 
 DO 100 i = 1,npoin 
    IF (ipfix(i).EQ.1).b(i) = 0.0 
100 CONTINUE 
 
   0 CALL mult3n (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,lnods , astif ,x, 
   1              apold) 
 
 DO 200 i = 1,npoin 
    IF (ipfix(i).EQ.1).apold(i) = 0.0 
200 CONTINUE 
 
 alph1 = 0.0 
 DO 300 i = 1,npoin 
    bi       = b(i) - apold(i) 
    b(i)     = bi 
    apoldi   = bi / gdiag(i) 
    apold(i) = apoldi 
    p(i)     = apoldi 
    alph1    = alph1 + bi*apoldi 
300 CONTINUE 
 beta1 = alph1 
 
 DO 400 ij  = 1,100000 
    iter = iter + 1 
    IF (iter.GT.miter) THEN 
        PRINT *,'Too many iterations - reduce time step' 
        STOP 
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    ENDIF 
 
   0    CALL mult3n (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,lnods ,astif ,p, 
   1                 apold) 
 
    DO 500 i = 1,npoin 
       IF (ipfix(i).EQ.1).apold(i) = 0.0 
500    CONTINUE 
 
    alph1 = beta1 
    alph2 = 0.0 
    DO 600 i = 1,npoin 
       alph2 = alph2 + p(i)*apold(i) 
600    CONTINUE 
    alpha = alph1 / alph2 
    beta2 = alph1 
    beta1 = 0.0 
    DO 700 i = 1,npoin 
       x(i)     = x(i) + alpha*p(i) 
       rnewi    = b(i) - alpha*apold(i) 
       znewi    = rnewi / gdiag(i) 
       b(i)     = rnewi 
       apold(i) = znewi 
       beta1    = beta1 + rnewi*znewi 
700    CONTINUE 
 
    beta = beta1 / beta2 
    DO 800 i = 1,npoin 
       p(i) = apold(i) + beta*p(i) 
800    CONTINUE 
 
    bmax = 0.0 
    DO 900 i = 1,npoin 
       bmmx = ABS(b(i)) 
       bmax = MAX(bmax,bmmx) 
900    CONTINUE 
    IF (bmax.LE.toler) THEN 
        RETURN 
    ENDIF 
400 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE mult3n (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,lnods ,astif ,x, 
   1                    r) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ie  ,ni  ,nj ,nk 
 
 INTEGER    lnods(3,mxele) 
 
 REAL*8     x(mxpoi)  ,r(mxpoi)  ,astif(3,mxele) 
 
 REAL*8     xi    ,xj    ,xk    ,sij   ,sik ,sjk 
 
 DO 100 ni = 1,npoin 
    r(ni) = x(ni) 
100 CONTINUE 
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 DO 200 ie = 1,nelem 
    ni    = lnods(1,ie) 
    nj    = lnods(2,ie) 
    nk    = lnods(3,ie) 
    xi    = x(ni) 
    xj    = x(nj) 
    xk    = x(nk) 
    sij   = astif(1,ie) 
    sik   = astif(2,ie) 
    sjk   = astif(3,ie) 
    r(ni) = r(ni) + sij*xj + sik*xk 
    r(nj) = r(nj) + sij*xi + sjk*xk 
    r(nk) = r(nk) + sik*xi + sjk*xj 
200 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE step3 (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,unkn0, 
   1                   rhs2  ,dmmat ,deltp ,pres  ,pres1 ,geome, 
   2                   zero) 
 
 IMPLICIT   NONE  
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ip ,iu 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,rhs2(2,mxpoi)  ,unkn0(2,mxpoi) 
 REAL*8     dmmat(mxpoi)    ,pres1(mxpoi)   ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     deltp ,dt    ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To perform velocity correction step == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillm  (rhs2 ,2 ,npoin ,zero) 
 
   0 CALL correct (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,pres ,pres1, 
   1               geome ,rhs2) 
 
 DO 100 ip = 1,npoin 
    DO 200 iu = 1,2 
       dt           = dmmat(ip) 
       rhs2(iu,ip)  = rhs2(iu,ip) * dt * deltp 
       unkn0(iu,ip) = unkn0(iu,ip) + rhs2(iu,ip) 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE correct (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,pres, 
   1                     pres1 ,geome ,rhs2) 
 
 IMPLICIT   NONE  
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,inode ,jnode ,ip 
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 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,rhs2(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi) 
 REAL*8     pres1(mxpoi)    ,elprs(3) 
 
 REAL*8     area  ,ar3   ,dpdx  ,dpdy 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To evaluate the RHS of velocity correction step == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 ielem = 1,nelem 
    area = geome(7,ielem) * 0.5 
    ar3  = area / 3.0 
    dpdx = 0.0 
    dpdy = 0.0 
    DO 200 inode = 1,3 
       jnode = inode + 3 
       ip    = intma(inode,ielem) 
       elprs(inode) = 0.5 * (pres(ip) + pres1(ip)) 
       dpdx  = dpdx + geome(inode,ielem)*elprs(inode) 
       dpdy  = dpdy + geome(jnode,ielem)*elprs(inode) 
200    CONTINUE 
    DO 300 inode = 1,3 
       ip         = intma(inode,ielem) 
       rhs2(1,ip) = rhs2(1,ip) - ar3*dpdx 
       rhs2(2,ip) = rhs2(2,ip) - ar3*dpdy 
300    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE bound (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,isido, 
   1                   unkn0 ,unkna ,iwpoin) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,is ,in ,ip ,iw 
 
 INTEGER    isido(4,mxbou)  ,iwpoin(mxbou) 
 
 REAL*8     unkna(2,mxpoi)  ,unkn0(2,mxpoi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To apply inflow boundary conditions, code = 1 == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 is = 1,nboun 
    DO 200 in = 1,2 
       ip = isido(in,is) 
       IF (isido(4,is).EQ.1) THEN 
           unkn0(1,ip) = unkna(1,ip) 
           unkn0(2,ip) = unkna(2,ip) 
       ENDIF 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To apply the wall boundary conditions, code = 2 == 
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C ============================================================== 
 
 DO 300 iw = 1,nwall 
      ip          = iwpoin(iw) 
      unkn0(1,ip) = 0.0 
      unkn0(2,ip) = 0.0 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
 SUBROUTINE rfillv (a ,na ,c) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    na ,i 
 
 REAL*8     a(na) 
 
 REAL*8     c 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To initialize a vector of real variable with zero == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 i = 1,na 
    a(i) = c 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
 SUBROUTINE rfillm (a ,na ,ma ,cm) 
 
 IMPLICIT   NONE  
 
 INTEGER    na ,ma ,i ,j 
 
 REAL*8     a(na,ma) 
 
 REAL*8     cm 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To initialize a matrix of size (na * ma) with cm == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 i = 1,na 
    DO 200 j = 1,ma 
       a(i,j) = cm 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
 SUBROUTINE identm (m ,n ,a ,b) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 



 
160

 INTEGER    m ,n ,i ,j 
 
 REAL*8     a(m,n)  ,b(m,n) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To equal two matrices of same size == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 j = 1,n 
    DO 200 i = 1,m 
       a(i,j) = b(i,j) 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE output (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin  ,nelem ,nboun, 
   1                    unkn0 ,nstep ,timt  ,intime ,csafm ,toler, 
   2                    rho   ,mu    ,pres  ,iopt   ,inpt  ,itime, 
   3                    deltp ,deltc) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele  ,mxbou  ,npoin ,nelem ,nboun ,nstep 
 INTEGER    iopt  ,inpt   ,intime ,itime ,ip 
 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     timt  ,csafm  ,rho    ,mu    ,toler ,deltp ,deltc 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To write output after prescribed number of == 
C ==  iterations == 
C ============================================================== 
 
 WRITE (12,*) ' nelem    npoin     nboun   iopt' 
 WRITE (12,1)   nelem   ,npoin    ,nboun  ,iopt 
   0 WRITE (12,*) ' nstep    itime    intime   inpt         timt', 
   1              '        toler' 
 WRITE (12,2)   nstep ,itime ,intime ,inpt ,timt ,toler 
   0 WRITE (12,*) ' csafm      rho        mu               deltc', 
   1              '        deltp' 
 WRITE (12,3)   csafm ,rho ,mu ,deltc ,deltp 
   0 WRITE (12,*) '  node      velocity-u       velocity-v       ', 
   1              'pressure-p' 
 DO 100 ip = 1,npoin 
    WRITE(12,4) ip ,unkn0(1,ip) ,unkn0(2,ip) ,pres(ip) 
100 CONTINUE         
 
 WRITE (11,*) '  inpt    itime          timt' 
 WRITE (11,5)    inpt   ,itime         ,timt 
   0 WRITE (11,*) '  node      velocity-u       velocity-v       ', 
   1              'pressure-p' 
 DO 200 ip = 1,npoin 
    WRITE(11,4) ip , unkn0(1,ip) ,unkn0(2,ip) ,pres(ip) 
200 CONTINUE 
 
1 FORMAT(1x ,i6 ,3x ,i6 ,4x ,i6 ,1x ,i6) 
2 FORMAT(1x ,i6 ,1x ,i8 ,2x ,i8 ,1x ,i6 ,2x ,e11.5 ,2x ,e11.5) 
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3 FORMAT(f7.4 ,2x ,f7.5 ,2x ,f8.5 ,9x ,e11.5 ,2x ,e11.5) 
4 FORMAT(1x ,i6 ,1x ,e15.6 ,2(2x ,e15.6)) 
5 FORMAT(1x ,i6 ,2x ,i7 ,2x ,e12.5) 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
C========================== end of program ========================== 
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ภาคผนวก ข 
รายละเอียดของโปรแกรม FEMCBS 

 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร FEMCBS มีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 
 
 PROGRAM femcbs 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To transfer element nodal connections, nodal == 
C ==  coordinates, initial conditions and boundary == 
C ==  sides from exported femesh model to input file of == 
C ==  CBS program == 
C ============================================================== 
 
 IMPLICIT NONE 
 
 INTEGER mxele ,mxpoi ,mxbou ,ntime ,istep ,iwrite 
 
 REAL*8 csafm ,toler ,rho ,mu 
 
 PARAMETER (mxele=50000 ,mxpoi=50000 ,mxbou=5000) 
 PARAMETER (ntime=900000 ,istep=0  ,iwrite=1000) 
 PARAMETER (csafm=0.1 ,rho=1.0  ,mu=0.001) 
 PARAMETER (toler=1.E-10) 
 
 CHARACTER filnam*20 
 
 INTEGER nelem ,npoin ,nboun ,integ ,iopt ,I ,j 
 INTEGER ii ,ie ,ip ,ib ,l ,namlen 
 
 INTEGER intma(3,mxele) ,isido(4,mxbou) ,idx(mxpoi) 
 
 REAL*8 x ,y ,uinit ,vinit 
 
 REAL*8 coord(2,mxpoi) ,u(mxpoi) ,v(mxpoi) 
 REAL*8 p(mxpoi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To read required input from femesh model file == 
C ==  (.dat) == 
C ============================================================== 
 
 40 WRITE(*,*) 'please enter your input file name : ' 
 READ (*,*)  filnam 
 l = namlen(filnam) 
 IF (l.EQ.0) GOTO 40 
 
 OPEN (unit = 10 ,file = filnam(1:l)//'.dat' ,err=40) 
 
 WRITE(*,*) 'please enter number of element ,node and boundary' 
 READ (10,*) nelem ,npoin ,nboun 
 IF (npoin.GT.mxpoi) THEN 
     WRITE(*,1) npoin 
     STOP 
 ENDIF 
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 IF (nelem.GT.mxele) THEN 
     WRITE(*,2) nelem 
     STOP 
 ENDIF 
 IF (nboun.GT.mxbou) THEN 
     WRITE(*,3) nboun 
     STOP 
 ENDIF 
 DO 100 i = 1,41 
    READ(10,*) 
100 CONTINUE 
 DO 101 i = 1,npoin 
    READ(10,*) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
    IF (ip.NE.i) THEN 
        WRITE(*,4) i 
        STOP 
    ENDIF 
101 CONTINUE 
 READ(10,*) 
 DO 102 i = 1,nelem 
    READ(10,*) ie ,(intma(j,ie) ,j=1,3)  
    IF (ie.NE.i) THEN 
        WRITE(*,5) i 
        STOP 
    ENDIF 
102 CONTINUE 
 READ(10,*) 
 DO 103 i = 1,npoin 
    READ(10,*) 
103 CONTINUE      
 READ(10,*) 
 DO 104 i = 1,nboun 
    READ(10,*) (isido(j,i) ,j=1,4) 
104 CONTINUE  
 
 CLOSE(10) 
 
  1 FORMAT(' mxpoi needs to be increased to:' ,i5) 
  2 FORMAT(' mxele needs to be increased to:' ,i5) 
  3 FORMAT(' mxbou needs to be increased to:' ,i5) 
  4 FORMAT(' node no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
  5 FORMAT(' elem no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To set the initial value of velocity and pressure == 
C ============================================================== 
 
 WRITE(*,*) 'please enter your start option : ' 
 READ (*,*)  iopt 
 
 IF (iopt.EQ.1) THEN 
 
     OPEN (unit = 11 ,file = filnam(1:l)//'.out' ,err=40) 
 
     DO 105 i = 1,32 
        READ (11,*) 
105     CONTINUE 
     DO 106 ip = 1,npoin 
        READ (11,*) i ,u(ip) ,v(ip) 
        READ (11,*) p(ip) 
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106     CONTINUE 
 
     CLOSE(11) 
 ELSE 
     DO 107 ip = 1,npoin 
        u(ip)   = 0.0 
        v(ip)   = 0.0 
        p(ip)   = 0.0 
        idx(ip) = 0 
107     CONTINUE 
     DO 108 ib = 1,nboun 
        IF (isido(4,ib).EQ.1) THEN 
            DO 109 ii = 1,2 
               ip = isido(ii,ib) 
               x  = coord(1,ip) 
               y  = coord(2,ip) 
               IF (idx(ip).EQ.0) THEN 
                   u(ip)   = uinit(x,y) 
                   v(ip)   = vinit(x,y) 
                   idx(ip) = 1 
               ENDIF 
109            CONTINUE 
        ENDIF 
108     CONTINUE 
 ENDIF 
 DO 110 ib = 1,nboun 
    IF (isido(4,ib).EQ.2) isido(4,ib) = 3 
    IF (isido(4,ib).EQ.5) isido(4,ib) = 2 
110 CONTINUE 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To transfer data to input file of CBS program == 
C ==  (.in) == 
C ============================================================== 
 
 OPEN (unit = 12 ,file = filnam(1:l)//'.in' ,err=40) 
 
 WRITE(12,*)  ' nelem   npoin   nboun   iopt' 
 WRITE(12,10)   nelem  ,npoin  ,nboun  ,iopt 
 WRITE(12,*)  ' ntime   istep   iwrite' 
 WRITE(12,11)   ntime  ,istep  ,iwrite 
 WRITE(12,*)  ' csafm             rho             mu     toler' 
 WRITE(12,12)   csafm            ,rho            ,mu    ,toler 
 WRITE(12,13) '  element nodal connection[', nelem, ' ]:' 
 DO 1000 ie = 1,nelem 
    WRITE(12,15) ie ,(intma(j,ie) ,j = 1,3) 
1000 CONTINUE 
 WRITE(12,13) '  nodal coordinates[', npoin, ' ]:' 
 DO 1001 ip = 1,npoin 
    WRITE(12,14) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
1001 CONTINUE 
 WRITE(12,*)  ' initial condition (u, v, p)' 
 DO 1002 ip = 1,npoin 
    WRITE(12,14) ip ,u(ip) ,v(ip) ,p(ip) 
1002 CONTINUE 
 WRITE(12,13) '  boundary sides[', nboun, ' ]:'   
 DO 1003 ib = 1,nboun 
    WRITE(12,15) (isido(j,ib) ,j = 1,4) 
1003 CONTINUE 
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 10 FORMAT(1X ,I6 ,2(2X, I6) ,3X, I4) 
 11 FORMAT(1X ,I6 ,3X ,I5 ,3X ,I6) 
 12 FORMAT(2X ,F5.3 ,4X ,E12.6 ,3X ,E12.6 ,3X ,E7.1) 
 13 FORMAT(A ,I6 ,A) 
 14 FORMAT(2X ,I5 ,3X ,E14.6 ,2(2X, E14.6)) 
 15 FORMAT(2X ,I5 ,3(1X, I5)) 
 
 CLOSE(12) 
 
 END 
********************************************************************* 
 FUNCTION namlen(filnam) 
 
 CHARACTER   filnam*20 
 
 namlen = 0 
 DO 100 i = 20,1,-1 
    IF (filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
    namlen = i 
    GOTO 200 
100 CONTINUE 
 
200 RETURN 
 END 
********************************************************************* 
 FUNCTION uinit(x, y) 
  
 REAL*8   x,  y,  uinit 
  
 uinit = 1. 
   
 RETURN 
 END 
********************************************************************* 
 FUNCTION vinit(x, y) 
  
 REAL*8   x,  y,  vinit 
  
 vinit = 0. 
  
 RETURN 
 END 
********************************************************************* 
C==========================end of program===========================C 
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ภาคผนวก ค 
รายละเอียดของโปรแกรม CBSFEM 

 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร CBSFEM มีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 
 
 PROGRAM  cbsfem 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To prepare result data from CBS program for == 
C ==  adaptive meshing in femesh model file == 
C ============================================================== 
 
 IMPLICIT  NONE 
 
 INTEGER  mxpoi 
 
 PARAMETER (mxpoi=50000)  
 
 CHARACTER  text*40 ,name1*20 ,name2*20 
 
 INTEGER npoin ,integ ,I ,ip ,l ,k
 INTEGER namlen 
 
 REAL*8 zero ,delv ,delp ,err 
 
 REAL*8 p0(mxpoi) ,u0(mxpoi) ,v0(mxpoi) 
 REAL*8 vel0(mxpoi) ,p1(mxpoi) ,u1(mxpoi) 
 REAL*8 v1(mxpoi) ,vel1(mxpoi) 
  
C ============================================================== 
C ==Purpose : To read required input from cbs output (.op) and == 
C ==  details of femesh model (.out) == 
C ============================================================== 
 
 40 WRITE(*,*) 'please enter your input file name : ' 
 READ (*,*)  name1 
 50 WRITE(*,*) 'please enter your output file name : ' 
 READ (*,*)  name2 
 l = namlen(name1) 
 IF (l.EQ.0) GOTO 40 
 k = namlen(name2) 
 IF (k.EQ.0) GOTO 50 
  
 OPEN (unit = 10 ,file = name1(1:l)//'.op'  ,err=40) 
 OPEN (unit = 11 ,file = name1(1:l)//'.out' ,err=40) 
 OPEN (unit = 12 ,file = name2(1:k)//'.out' ,err=50) 
 
 READ (10,*) 
 READ (10,*) integ ,npoin ,integ ,integ 
 IF (npoin.GT.mxpoi) THEN 
     WRITE(*,1) npoin 
     STOP 
 ENDIF 
 DO 100 i = 1,5 
    READ (10,*) 
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100 CONTINUE 
 DO 200 i = 1,npoin 
    READ (10,*) ip ,u1(ip) ,v1(ip) ,p1(ip) 
    IF (ip.NE.i) THEN 
        WRITE(*,2) i 
        STOP 
    ENDIF 
200 CONTINUE 
 
 DO 300 i = 1,30 
    READ (11,3) text  
    WRITE(12,3) text 
300 CONTINUE 
 READ (11,*) 
 READ (11,*) 
 DO 400 ip = 1,npoin 
    READ (11,*) i ,u0(ip) ,v0(ip) 
    READ (11,*) p0(ip) 
    IF (i.NE.ip) THEN 
        WRITE(*,2) ip 
        STOP 
    ENDIF 
400 CONTINUE 
 
  1 FORMAT(' mxpoi needs to be increased to:' ,i5) 
  2 FORMAT(' node no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
  3 FORMAT(5a40) 
 
 CLOSE(11) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To check different output between last time == 
C ==  interpolate node (name1.out) result and this time == 
C ==  adaptive result (name2.out) == 
C ============================================================== 
 
 delv = 0.0 
 delp = 0.0 
 DO 500 ip = 1,npoin 
    vel0(ip) = SQRT(u0(ip)*u0(ip) + v0(ip)*v0(ip)) 
    vel1(ip) = SQRT(u1(ip)*u1(ip) + v1(ip)*v1(ip)) 
500 CONTINUE 
 DO 600 ip = 1,npoin 
    delv = delv + ((vel1(ip) - vel0(ip)) * (vel1(ip) - vel0(ip))) 
    delp = delp + ((p1(ip) - p0(ip)) * (p1(ip) - p0(ip))) 
600 CONTINUE 
 delv = SQRT(delv) 
 delp = SQRT(delp) 
 err  = MAX (delv ,delp) 
 err  = err / npoin 
 
 IF (delv.GE.delp) THEN 
     WRITE (*,4) err 
     READ (10,*) 
     READ (10,*) 
     WRITE(10,4) err 
 ENDIF 
 IF (delp.GT.delv) THEN 
     WRITE (*,5) err 
     READ (10,*) 



 
168

     READ (10,*) 
     WRITE(10,5) err 
 ENDIF 
 
 CLOSE(10) 
 
  4 FORMAT ('maximum error is velocity = ' ,e15.6) 
  5 FORMAT ('maximum error is pressure = ' ,e15.6) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To prepare data to femesh model for adaptive == 
C ==  (.out) == 
C ============================================================== 
 
 zero = 0.0  
 
 WRITE(12,*) 
 WRITE(12,6)    
 DO 700 ip = 1,npoin 
    WRITE(12,7) ip ,u1(ip) ,v1(ip) ,p1(ip) ,zero  
700 CONTINUE 
 
  6 0FORMAT('   NODE             U               ', 
    1       ' V                P                H') 
  7 FORMAT(1x ,i6 ,1x ,e15.6 ,3(2X, e15.6)) 
 
 CLOSE(12) 
 
 END 
********************************************************************* 
 FUNCTION namlen(filnam) 
 
 CHARACTER   filnam*20 
 
 namlen = 0 
 DO 100 i = 20,1,-1 
    IF (filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
    namlen = i 
    GOTO 200 
100 CONTINUE 
 
200 RETURN 
 END 
********************************************************************* 
C==========================end of program===========================C 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 
 นางสาวพัชรี  ธีระเอก  เกิดเมื่อวันที่  4  เดือนกันยายน  พุทธศักราช  2518  จังหวัด
นครราชสีมา  สําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิตจากภาควิชา  วิศวกรรมเครื่องกล  
คณะวิศวกรรมศาสตร  มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร  ในปการศึกษา  2541  เขาศึกษาตอในหลักสูตร
วิ ศ วกรรมศาสตรมห าบั ณฑิ ต   ภาควิ ช าวิ ศ วกรรม เครื่ อ งกล   คณ ะวิ ศวกรรมศาสตร                         
จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย  ในปการศึกษา  2544 
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