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ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 ของปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

60 

6.8 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 ของปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

61 

6.9 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.20 ของปญหาการเกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

62 

6.10 ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ  63 

6.11 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันที่เวลา t = 0.05  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

64 

6.12 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันที่เวลา t = 0.10  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

64 

6.13 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันที่เวลา t = 0.15  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

64 

6.14 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหา

คลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

65 

6.15 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหา

คลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

66 

6.16 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหา

คลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

67 

6.17 ปญหาคลื่นชอ็กสี่เหลี่ยม  68 

6.18 เสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.02-0.12 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

 

69 

6.19 เสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.14-0.28 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

 

70 



 

 

ฐ 

6.20 เสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.30-0.40 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

71 

6.21 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน คาความดันที่ตําแหนง y = 0.5 และ ที่เวลา t = 0.10 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

 

72 

6.22 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข

ของคาความหนาแนน คาความดันที่ตําแหนง y = 0.5 และ ที่เวลา t = 0.20 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

 

73 

6.23 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.00 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

75 

6.24 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

76 

6.25 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

77 

6.26 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

78 

6.27 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

79 

6.28 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.25 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

80 

6.29 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน 

คาความดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

81 
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6.30 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน 

คาความดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

82 

6.31 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน 

คาความดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

83 

6.32 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน 

คาความดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาการ

เกิดคลื่นช็อกในทอ  

 

 

84 

6.33 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.00 สําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

 

85 

6.34 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

 

86 

6.35 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

 

86 

6.36 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ  

 

 

87 

6.37 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.05 ปญหาสําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

88 

6.38 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.10 ปญหาสําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

89 

6.39 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.15 ปญหาสําหรับปญหาคลื่น

การกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

90 
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6.40 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.08  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

92 

6.41 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.12-0.20  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

93 

6.42 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.24-0.32  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

94 

6.43 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.36-0.40  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหลี่ยม  

 

95 

6.44 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

 

 

96 

6.45 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนต

ของคาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาคลื่นช็อก

สี่เหลี่ยม  

 

 

97 

6.46 ปญหาการกระจายของคลืน่ช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o  98 

6.47 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.0-0.3 

สําหรับปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมมุ 90o  

 

99 

6.48 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.4-0.6 

สําหรับปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมมุ 90o  

 

100 

6.49 ปญหาการไหลความเร็วสงูกวาเสยีง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพืน้เอยีงมุม 10o  101 

6.50 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.1-7.0 

สําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 

10o  

 

 

102 

6.51 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 8.0-12.0 

สําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 

10o  

 

 

103 

6.52 ปญหาคลื่นชอ็กหมายเลขมคั 2 สะทอนบนผนงัยกระดบั  104 

6.53 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00000-

0.00045 สําหรับปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนงัยกระดับ  

 

105 

   



 

 

ณ 

6.54 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00060-

0.00090 สําหรับปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนงัยกระดับ  
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บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

งานวิจัยทางดานการคํานวณพลศาสตรของของไหล (computational fluid 

dynamics) เปนอีกสาขาที่ไดรับความสนใจอยางตอเนื่องจนถึงปจจุบัน แตองคความรูที่สามารถ

นํามาสูการแกปญหาของการไหลอยางถูกตองแมนยํา ยังคงประสบปญหาในหลายอยางเชน 

ปญหาความไมเปนเชิงเสนของสมการเชิงอนุพันธยอย (nonlinear partial differential equations) 

ที่ควบคุมการไหล ปญหาของการไหลที่เกิดปรากฏการณที่มีความซับซอนเกิดขึ้นเชน คล่ืนช็อก 

(shock wave) การไหลในบริเวณขอบชั้นขอบเขต (boundary layer) เปนตน  

ปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได (high-speed compressible flow) ที่มี

ความเร็วสูงกวาความเร็วเสียง (supersonic flow) เปนการไหลที่ความหนาแนนของของไหลนั้นมี

คาไมคงที่ ลักษณะของปญหาครอบคลุมตั้งแตการไหลของของไหลภายนอก (external flow) เชน 

การไหลของอากาศผานเครื่องบินที่บินดวยความเร็วสูง รวมไปถึงปญหาการไหลของของไหล

ภายใน (internal flow) เชน การไหลของกาซในเครื่องยนตกังหันกาซที่มีความเร็วสูง [1] มักจะ

กอใหเกิดปรากฏการณการไหลที่มีความซับซอนเกิดขึ้น เชน คลื่นช็อก (shock wave) คลื่นการ

ขยายตัว (expansion wave) คลื่นช็อกสะทอน (reflecting shock wave) และการกระทบกันของ

คล่ืนช็อก (shock-shock interaction) [2,3] ลักษณะเดนของการไหลประเภทนี้คือ การ

เปลี่ยนแปลงสภาวะการไหลโดยฉับพลันผานคลื่นช็อก การเปล่ียนแปลงอยางฉับพลันนี้เอง

กอใหเกิดความยากลําบากในการคํานวณเพ่ือหาผลเฉลยแมนตรง (exact solution) ดังนั้นในอดีต

การวิเคราะหปญหาการไหลดังกลาวจึงตองอาศัยการทดลองเปนหลักซึ่งทําใหเสียเวลาและ

คาใชจายเปนจํานวนมาก จึงเปนแรงผลักดันใหระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical methods) เขา

มามีบทบาทเพื่อคํานวณหาผลเฉลยโดยประมาณ (approximate solution) 

ในอดีตที่ผานมาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยมเพื่อใชในการแกปญหา

การไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดก็คือ ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite difference method) ซึ่ง

เปนระเบียบวิธีที่ประกอบดวยขั้นตอนที่ไมซับซอนและงายตอการทําความเขาใจ แตอาจกอใหเกิด

ความยากลําบากขึ้นไดหากปญหาที่ทําการวิเคราะหมีรูปรางที่ซับซอน (complex geometry) เปน

สาเหตุใหระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) ซึ่งสามารถวิเคราะหปญหาที่มี

รูปรางซับซอนไดดีกําลังไดรับความนิยมในปจจุบัน งานวิจัยทางดานระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
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เพื่อแกปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดไดมีออกมาอยางตอเนื่องในชวง 20 ป เชนระเบียบ

วิธีเทยเลอร-กาเลอรคิน  (Taylor-Galerkin method) [4,5,6] ระเบียบวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร 

(upwind cell-centered method) [7,8,9] ระเบียบวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin 

method) [10] ระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน(streamline upwind Petrov-

Galerkin method) [11]  ระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ (characteristic-based split 

method ) [12,13]  

ในบรรดาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตาง ๆ ที่ไดมีผูเสนอมานั้น ระเบียบ

วิธีการแยกดวยคุณลักษณะ (characteristic-based split method)  เปนวิธีการที่ไดถูกนํามา

ประยุกตใชเพ่ือวิเคราะหปญหาการไหลในหลาย ๆ รูปแบบ เชน การไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

(high-speed compressible flow)  การไหลแบบหนืดแตไมอัดตัว (viscous incompressible 

flow) การไหลแบบความหนืดแตไมอัดตัวโดยรวมอุณหภูมิ (thermal viscous incompressible 

flow) การไหลของน้ําตื้น (shallow water flow) การไหลในตัวกลางพรุน (porous media flow) 

การไหลแบบปนปวน (turbulent flow) [14,15,16] ซึ่งแสดงใหเห็นถึงความสามารถของในการ

วิเคราะหปญหาการไหลแบบตางๆ ของระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะที่มีเหนือระเบียบวิธีไฟ

ไนตเอลิเมนตแบบอ่ืน ๆ  สําหรับการวิเคราะหการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงดวยวิธีการ

แยกดวยคุณลักษณะที่ผานมาจะมุงเนนเฉพาะการหาคําตอบที่สภาวะคงตัว (steady state) เพียง

อยางเดียวเทานั้น ยังไมมีการนํามาใชในการแกปญหาการไหลในสภาวะไมอยูตัว (unsteady 

state)  เชน ปญหาการไหลคลื่นช็อกในทอ [17] ปญหาคลื่นช็อกผานพื้นที่หักมุม [18] เปนตน ซึ่ง

จะมีปรากฏการณการไหลที่ซับซอนไปอีกระดับหนึ่งคือการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก การเคลื่อนตัว

ของคล่ืนการขยายตัว การศึกษาถึงปรากฏการณการไหลดังกลาวจะทําใหรูความเขาใจในเรื่องการ

ไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงไดดีย่ิงขึ้น ดวยเหตุผลดังกลาวจึงเลือกระเบียบวิธีการแยกดวย

คุณลักษณะในการวิเคราะหการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัว 

โดยทั่วไปปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงมักจะประกอบดวยคลื่น

ช็อก ซึ่งคาของตัวแปร เชน ความหนาแนน ความดัน ความเร็ว จะเกิดการเปล่ียนแปลงอยาง

ฉับพลันผานคลื่นช็อกนั้น ทําใหจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กมากๆ วางตัวในแนวคลื่นช็อก 

เพื่อใหสามารถจับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นอยางฉับพลันได และสําหรับการไหลในสภาวะไมอยู

ตัวจะเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก การใชเอลิเมนตขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมนจะสงผลโดยตรงตอ

เวลาและหนวยความจําที่ใชในการคํานวณ ดังนั้นเพื่อใหไดมาซึ่งผลลัพธที่มีความถูกตองแตใช

เวลาและหนวยความจําของคอมพิวเตอรในการคํานวณที่นอยลง จําเปนตองใชเอลิเมนตที่มีขนาด
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เล็กในบริเวณคลื่นช็อกซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรอยางฉับพลันและใชเอลิเมนตขนาดใหญ

ในบริเวณอื่น ๆ ที่มีการเปลี่ยนแปลงคาของตัวแปรคอนขางนอย  และในปญหาการไหลแบบมีการ

อัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว จะเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกดังนั้นเพ่ือใหไดมาซึ่ง

ผลลัพธที่ดี เอลิเมนตขนาดเล็กจะตองเคลื่อนตัวตามแนวคลื่นช็อกได วิธีการหนึ่งที่จะชวย

แกปญหาดังกลาวไดแก เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing 

technique) โดยวิธีการนี้มีหลักการคือ ใชการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทของผลลัพธที่คํานวณได

จากรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตครั้งกอนหนาเปนตัวชี้วัด ในการสรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่จะใช

ในการคํานวณครั้งตอไป ทําใหไมจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กหมดทั่วทั้งโดเมน เวลาและ

หนวยความจําที่ตองใชจึงลดลงได 

ดังนั้นงานวิทยานิพนธนี้จึงไดขอนําเสนอ  การใชระเบียบวิธีการแยกดวย

คุณลักษณะ (characteristic-based split method) ในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนต เพ่ือ

วิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัว (unsteady state high-

speed compressible flows) พรอมทั้งนําเอาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

(adaptive meshing technique) มาประยุกตใชเพ่ือลดเวลาและหนวยความจําเครื่องคอมพิวเตอร

ที่ตองใชในการคํานวณ และเพ่ิมความถูกตองของผลลัพธที่คํานวณไดในแตละชวงเวลา 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจยั 
1.2.1 ศึกษาระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสในระบบพิกัดฉากในสองมิติ

สําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

1.2.2 ศึกษาวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ สําหรับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-

สโตกสเพื่อวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยู

ตัว 

1.2.3 ศึกษาและประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเพื่อใชวิเคราะห

ปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 
ขอบเขตของการศึกษาที่สอดคลองกับวัตถุประสงคขางตน  มีดังตอไปนี้ 

1.3.1 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและเอลิเมนตเมตริกซ จากระบบสมการเชิง

อนุพันธยอยนาเวียร-สโตกสดวยวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ  

1.3.2 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกันเพื่อใชวิเคราะหปญหาการไหล

แบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง 
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1.3.3 ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเพื่อใชวิเคราะหปญหาการ

ไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว 

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรบั 
1.4.1 มีความเขาใจถึงปรากฏการณที่เกิดขึ้นเมื่อเกิดการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได

ผานรูปรางที่ซับซอนอันจะเปนพื้นฐานการสําหรับการวิจัยในระดับสูงตอไป 

1.4.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนเพื่อใชวิเคราะหปญหการไหล

ความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัวผานรูปรางที่ซับซอน 

1.4.3 เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเมื่อใชรวมกับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

ประดิษฐข้ึนสามารถลดเวลาและหนวยความจําที่ตองใชลงได 

1.4.4 เปนแนวทางสําหรับการศึกษาและพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในอนาคต

ตอไป 

1.5 วิธีดําเนินการวิจัย 
1.5.1 ศึกษาหลักการและทฤษฎีดานพลศาสตรของไหล และระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่

เก่ียวของกับงานวิจัยนี้ 

1.5.2 ศึกษาและประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชวิเคราะหปญหาการไหลแบบมี

การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว 

1.5.3 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนกับปญหาอยาง

งายที่มีผลเฉลยแมนตรง 

1.5.4 ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

1.5.5 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรไปใชแกปญหาการไหลที่มีความซับซอนมากขึ้น 

1.5.6 จัดทํารายงานเพื่อนําเสนอ และสรุปผล 

1.6 เอกสารและงานวจิัยที่เกีย่วของ 
1.6.1 J. Donea [4] ไดเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่ใชวิเคราะหปญหาการพา ของ

ตัวแปรสกาลารโดยใชการกระจายอนุกรมเทยเลอร (Tayler series expansion)  

สรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลาและใชวิธีบับโนฟ-กาเลอรคิน  สรางสมการ

ไฟไนตเอลิเมนตที่เก่ียวของกับระยะทาง 

1.6.2 R. Löhner et al. [5] ไดทําการวิเคราะหปญหาการไหลดวยความเร็วสูงแบบอัด

ตัวไดโดยไรความหนืด (high-speed inviscid compressible flow) ในสองมิติ 

ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยใชวิธีเทยเลอร-กาเลอรคิน โดยหลักการ
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พ้ืนฐานของวิธีการนี้ก็คือ การใชอนุกรมเทยเลอร (Tayler series expansion) 

สรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลา และใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method 

of weighted residuals) แบบกาเลอรคินสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่เก่ียวของ

กับระยะทาง ในงานวิจัยไดเลือกใชวิธีการแบบชัดแจง (explicit method) ในการ

แกระบบสมการ  

1.6.3 R. Löhner [19] ไดนําเสนอเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสําหรับ

ปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว โดยในงานวิจัย

ไดใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบ FCT (flux corrected transport 

algorithm) เพื่อหาผลลัพธที่ข้ึนกับเวลาสําหรับปญหาคลื่นช็อกเคลื่อนที่ในทอ 

เปนตน 

1.6.4 J. Probert et al. [20 ] ไดนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ เพื่อวิเคระหปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่

ความเร็วสูงในสภาวะไมอยูตัว ซึ่งประกอบไปดวย ปญหาคลื่นช็อกในทอ ปญหา

คลื่นช็อกผานกรวยทํามุมตาง ๆ และ ปญหาการเคลื่อนที่ของคลื่นช็อกผานรูปราง

ที่ซับซอน 

1.6.5 F. P. Brueckner and J. C. Heinrich [10] ไดนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนตเพื่อการวิเคราะหปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งแบบรวม

ความหนืด (viscous) และไรความหนืด (inviscid) ในสภาวะอยูตัวในสองมิติ โดย

ไดใชวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin) และเลือกใชเอลิเมนตชนิด

ส่ีเหลี่ยมส่ีจุดตอ และทําการอินทิเกรตเวลาดวยวิธีออยเลอรและรุงเง-คุตตาอันดับ

สองเพื่อประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธ 

1.6.6 P. Dechaumphai and W. Limtrakarn [9] นําเสนอวิธีการวิเคราะหการไหลแบบ

มีการอัดตัวที่ความเร็วสูงโดยไรความหนืดในสภาวะอยูตัว (steady state high-

speed inviscid compressible flows) ในสองมิติดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

อัปวินเซลลเซนเตอร (upwind cell-centered finite element) รวมกับเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive remeshing technique) เพ่ือ

ปรับปรุงความถูกตองของผลลัพธใหเพ่ิมมากขึ้น  

1.6.7 สุทธิศักดิ์ พงศธนาพาณิช [8] ทําการศึกษาวิธีการวิเคราะหปญหาการไหล

ความเร็วสูงแบบอัดตัวไดโดยไรความหนืดทั้งในสภาวะอยูตัวและไมอยูตัวใน

ระนาบสองมิติดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุด
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ตอ โดยสมการไฟไนตเอลิเมนตไดประดิษฐข้ึนจากวิธีอัปวินดเซลลเซนเตอร เขา

กับระบบสมการเชิงอนุพันธนาเวียร– สโตกส  

1.6.8 G.J.L. Beau et al. [11] ไดนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบวิธีสตรีมไลน

อัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (SUPG algorithm) เพ่ือวิเคราะหปญหาการไหล

แบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งแบบความเร็วสูงกวาเสียงและความเร็วต่ํากวา

ความเร็วเสียงที่สภาวะอยูตัว 

1.6.9 O. C. Zienkiewicz et al. [21] ไดเสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซึ่งสามารถ

วิเคราะหปญหาการไหลไดอยางครอบคลุม ตั้งแตการไหลแบบไมอัดตัวและการ

ไหลแบบอัดตัวได โดยในงานวิจัยไดใชวิธีก่ึงโดยปริยาย (semi implicit 

algorithm) สําหรับการไหลความเร็วต่ํา และวิธีโดยชัดแจง (explicit time 

algorithm) สําหรับการไหลความเร็วสูง อีกทั้งยังไดเสนอวิธีการแยก (split) 

สมการนาเวียร-สโตกสออกเปนสองสวนจากนั้นอาศัยวิธีของความสัมพันธเวียน

บังเกิดเพื่อสรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลา และใชวิธีบับโนฟ-กาเลอรคิน

เพื่อสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่เก่ียวของกับระยะทาง เปนผลใหการวิเคราะห

การไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดสามารถแกปญหาการสั่นของผลลัพธในบาง

บริเวณที่การไหลมีความสามารถในการอัดตัว (compressibility) มีคาต่ําได   

1.6.10 O. C. Zienkiewicz and J. Wu [22] ไดนําเสนอระเบียบไฟไนตเอลิเมนตแบบชัด

แจง (explicit) และกึ่งชัดแจง (semi explicit) ซ่ึงสามารถวิเคราะหปญหาการไหล

ไดหลากหลาย ทั้งการไหลแบบไมอัดตัวและการไหลแบบอัดตัวได ในงานวิจัยได

เสนอวิธีแคแร็กเทอรริสทิค-กาเลอรคิน (Characteristic-Galerkin) เพื่อจัดการ

พจนที่เก่ียวของกับการพา (convective terms) ทําใหสามารถใชวิธีบับโนฟ-กา

เลอรคิน เพื่อสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่เกี่ยวของกับระยะทางไดอยางมี

ประสิทธิภาพสูงสุด และไดแสดงใหเห็นวาวิธีการที่นําเสนอสามารถแกปญหาการ

ส่ันของผลลัพธในบริเวณใกล ๆ กับจุดที่มีความเร็วเปนศูนย (stagnation point) 

ไดโดยไมตองทําการเพิ่มความหนืดเทียม (artificial viscosity) 

1.6.11 O. C. Zienkiewicz et al. [14] เสนอระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อแกปญหา

การไหลแบบตาง ๆ หลายรูปแบบ เชน การไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงใน

สภาวะอยูตัวทั้งแบบแบบที่ความเร็วสูงกวาความเร็วเสียงและเขาใกลความเร็ว

เสียง การไหลแบบหนืดแตไมอัดตัว  การไหลของน้ําตื้น เปนตน โดยสมการไฟไนต

เอลิเมนตประดิษฐข้ึนจากวิธีการแยกดวยคุณลักษณะทั้งหมด ผลลัพธที่ไดจาก
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งานวิจัยนี้แสดงใหเห็นวา วิธีการแยกดวยคุณลักษณะ มีความสามารถที่จะใช

วิเคราะหปญหาการไหลแบบตาง ๆ ไดอยางดี 

1.6.12 P. Nithiarasu et al. [23] ไดนําเสนอวิธีการเพ่ิมความหนืดเทียมสําหรับระเบียบ

วิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะเพื่อใชวิเคราะหปญหา การ

ไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะอยูตัว 
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บทที่  2 

สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหล 

สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหล เปนสมการที่อธิบายความเปนจริงของการ

ไหลที่วาตองเกิดการอนุรักษมวล (conservation of mass) การอนุรักษโมเมนตัม (conservation 

of momentum) และการอนุรักษพลังงาน (conservation of energy) อันประกอบไปดวยสมการที่

อยูในรูปอนุพันธยอยดังนี้ 

1. สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล 

2. สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม 

3. สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน 

ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยทั้งระบบนี้ถูกเรียกวา ระบบสมการนาเวียร-สโตกส 

สําหรับงานวิทยานิพนธที่นําเสนอนี้จะศึกษาเฉพาะการไหลในสองมิติ จึงขอนําเสนอที่มาของแตละ

สมการที่กลาวขางตน เฉพาะในระบบพิกัดฉาก (Cartesian coordinate system) ในสองมิติ

เทานั้น โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

2.1 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล 

พิจารณาการไหลผานเอลิเมนตขนาดเล็กๆ ที่มีความกวาง dx และ dy ที่มีความ

หนาหนึ่งหนวยวางตัวอยูกับที่ในโดเมนการไหลดังรูปที่ 2.1 การไหลของมวลในแนวแกน x ไหลเขา

ทางขอบดานซายและไหลออกทางขอบดานขวา สวนการไหลของมวลในแนวแกน y ไหลเขาทาง

ขอบดานลางและไหลออกทางขอบดานบน ดังนั้นผลลัพธของมวลที่ไหลออกในแนวแกน x และ y 

ดังแสดงในสมการ (2.1) และ  (2.2) ตามลําดับ 

( ) ( ) ( )dxdy
x
udyudydx

x
uu

∂
∂

=−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+
ρρρρ  (2.1) 

( ) ( ) ( )dxdy
y
vdxvdxdy

y
vv

∂
∂

=−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

ρρρρ  (2.2) 

ดังนั้นผลลัพธของมวลที่ไหลออกจากเอลิเมนตไดจากการรวมสมการ (2.1) และ (2.2) ซึ่งแสดงใน

สมการ (2.3) 

( ) ( ) dxdy
y
v

x
u

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

=
ρρoutflowmassnet  (2.3) 
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รูปที ่2.1 ฟลักซของมวลผานดานของเอลิเมนตขนาดเล็กที่ตรงึอยูกับที่ในโดเมนการไหล 

สําหรับมวลของของไหลในเอลิเมนตเล็กๆ นั้นมีคาเทากับ dxdyρ ดังนั้นอัตราการ

เปลี่ยนแปลงของมวลที่ลดลงเปนไปตามสมการ (2.4) 

dxdy
t∂

∂
−=

ρdecreasemassofratetime  (2.4) 

จากหลักการคงที่ของมวลที่วา “ผลลัพธของมวลของของไหลที่ออกจากเอลิเมนต

ที่พิจารณาจะมีคาเทากับอัตราการลดลงของมวลภายในเอลิเมนตนั้น” [24] ซึ่งนิยามดังกลาว

สามารถเขียนใหอยูในรูปสมการไดดังแสดงในสมการ (2.5) 

( ) ( ) dxdy
t

dxdy
y
v

x
u

∂
∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂ ρρρ  (2.5) 

เมื่อนํา dxdy หารสมการ (2.5) และจัดรูปสมการใหมไดดังสมการ (2.6) 

( ) ( ) 0=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u

t
ρρρ  (2.6) 

dx

dy[ ]dyuρ ( ) dydx
x
uu ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

+
ρρ

y

x

( ) dxdy
y
vv ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

ρρ

[ ]dxvρ
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หรือ ( ) 0=⋅∇+
∂
∂ V

t
vv

ρρ   (2.7) 

สมการ (2.7) เปนสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวลซึ่งเขียนอยูในรูปแบบอนุรักษ 

2.2 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม 

พิจารณาเอลิเมนตขนาดเล็ก ๆ ที่มีขนาด dx และ dy ที่มีความหนาหนึ่งหนวยซึ่ง

กําลังเคล่ือนที่ไปตามการไหลในโดเมนดังแสดงในรูปที่ 2.2 จากกฎการอนุรักษโมเมนตัมหรือกฎ

ขอที่สองของนิวตันมีนิยามวา “แรงทั้งหมดที่กระทําตออนุภาคของของไหลจะเทากับอัตราการ

เปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเชิงเสน ” [24] ซึ่งสามารถเขียนเปนความสัมพันธไดดังสมการ (2.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.2 แรงที่กระทําบนเอลิเมนตที่เคลื่อนที่ไปตามการไหล 

∑ = amF vv
  (2.8) 

กฎขอที่สองของนิวตันในสมการ (2.8) เปนความสัมพันธแบบเวคเตอร (vector) ซึ่งสามารถเขียน

ความสัมพันธดังกลาวในรูปของความสัมพันธแบบสกาลาร (scalar)  ในแนวแกนตางๆ ไดหาก

พิจารณาในแนวแกน x จะไดดังสมการ (2.9) 

dx

dy

y

x

dyp dydx
x
pp ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+

dyxσ dydx
x

x
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
σσ

dyxyτ

dydx
x
xy

xy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
τ

τ

dxpdxyσ

dxyxτ

dxdy
y
yx

yx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
τ

τ

dxdy
y
pp ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
dxdy

y
y

y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
σ

σ

)(yFbody

)(xFbody
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∑ = xx maF   (2.9) 

โดยที่  xF   คือ  แรงในแนวแกน x 

 xa  คือ ความเรงในแนวแกน x 

หากพิจารณาพจนทางดานซายมือของสมการ (2.9) โดยละเอียดจะพบวาแรงที่

กระทําบนเอลิเมนตดังรูปที่ 2.2 ประกอบดวยสองสวนดวยกัน คือ แรงเนื่องจากน้ําหนัก (body 

force) และ แรงกระทําที่ผิว (surface force) โดยมีรายละเอียดดังแสดงในสมการ (2.10) และ 

(2.11) 

 
dxdy

y

dydx
x

dydx
x
ppp

yx
yx

yx

x
x

xx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+−=

τ
τ

τ

σσσforcesurface

 (2.10) 

และ dxdyfxx ρ=forcebody   (2.11) 

ดังนั้นแรงรวมทั้งหมดในแนวแกน x จะแสดงในสมการ (2.12)  

dxdyfdxdy
yxx

pF x
yxx

x ρ
τσ

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=∑   (2.12) 

สําหรับพจนทางดานขวามือของสมการ (2.9) มวลของของไหลในเอลิเมนตคือ 

dxdym ρ=   (2.13) 

สวนความเรงในแนวแกน x คืออัตราการเปลี่ยนแปลงความเร็วในแนวแกน x ดังนั้น 

Dt
Duax =   (2.14) 

เมื่อนําสมการ (2.12), (2.13) และ (2.14) แทนลงในสมการ (2.9) หารดวย dxdy  จะไดสมการเชิง
อนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x ดังแสดงในสมการ (2.15) 

x
yxx f
yxx

p
Dt
Du ρ

τσρ +
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=  (2.15) 
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ในทํานองเดียวกันสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y 

สามารถหาไดดังตอไปนี้ 

y
yxy f

yxy
p

Dt
Dv ρ

στ
ρ +

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=   (2.16) 

โดยพจนทางดานซายของสมการ (2.15) และ (2.16) สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบอนุรักษ 

(conservation form) ไดดังแสดงในสมการ  (2.17) และ (2.18) ตามลําดับ  

 ( ) ( )Vu
t
u

Dt
Du vv

ρρρ ⋅∇+
∂

∂
=   (2.17) 

และ ( ) ( )Vv
t
v

Dt
Dv vv

ρρρ ⋅∇+
∂

∂
=   (2.18) 

ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมซึ่งอยูในรูปแบบอนุรักษ 

(conservation form) ในทิศทาง x และ y สามารถแสดงไดดังสมการ (2.19) และ (2.20) 

( ) ( ) x
yxx f
yxx

pVu
t
u ρ

τσρρ
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=⋅∇+
∂

∂ vv
  (2.19) 

( ) ( ) y
yxy f

yxy
pVv

t
v ρ

στ
ρρ

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=⋅∇+
∂

∂ vv
  (2.20) 

2.3 สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน 

จากกฎขอที่ 1 ของเทอรโมไดนามิกส มีใจความวา “อัตราการเปลี่ยนแปลงของ

พลังงานในกอนของไหลจะมีคาเทากับผลรวมของปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกของไหลบวกกับ

อัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ ที่กระทําบนกอนของไหลนั้น” ซึ่งเขียนในรูปสมการได

ดังตอไปนี้ 

 
   
 
 
 
 

 (2.21)

   

อัตราการเปลีย่นแปลง

ของพลังงาน ในกอน      

ของไหล 

                A 

ปริมาณฟลักซ 

ความรอนที่ใหแกกอน 

ของไหล 
B 

อัตราของงานที่เกิดขึ้น

เนื่องจากแรงตางๆ ที่

กระทําบนกอนของไหล 
C 

= + 

หรือ + 
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จากความสัมพันธดังกลาวขางตน อัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงประกอบไป

ดวยสองสวนดวยกันดังแสดงในรูปที่ 2.3 คือ อัตราของงานอันเกิดจากแรงเนื่องจากน้ําหนักของ

ของไหลซ่ึงเคลื่อนที่ดวยความเร็ว   ดังแสดงในสมการ (2.22) และ อัตราของงานอันเนื่องจากแรง

กระทําที่ผิวของกอนของไหลในทิศทาง x และ y ดังแสดงในสมการ (2.23) 

dxdyVf
vv

⋅= ρforcebodybydonework   (2.22) 

dxdy

y
v

x
v

y
u

x
u

y
vp

x
up

yxyyx

x

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+

∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−

=
)()((

)()()(

forcesurfacebydonework
) σττ

σ

 (2.23) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่2.3 งานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงตาง ๆ บนเอลิเมนตซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหลในโดเมน 

 

 

 

dx

dy
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x

dyup dydx
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∂
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∂
∂
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x
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⎠
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⎝

⎛
∂

∂
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τ

dxvpdxv yσ

dxu yxτ
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y

v
v y

y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

)( σ
σ

dxdy
y
vpvp ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

)(

dxdy
y

u
u yx

yx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

)( τ
τ
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ดังนั้น อัตราของงานทั้งหมดที่เกิดข้ึนเนื่องจากแรงตาง ๆ ที่กระทําบนกอนของไหล คือ 

 
dxdyVf

dxdy
y

v
x

v
y

u
x

u
y
vp

x
upC yxyyxx

vv
⋅+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−=

ρ

σττσ )()(()()()( )

 (2.24)  

สําหรับปริมาณฟลักซความรอนที่ใหแกกอนของไหลจะประกอบดวยสองสวน ดัง

แสดงในรูปที่ 2.4 คือ อัตราความรอนสะสมภายในกอนของไหล (volumetric heating) ดังแสดงใน

สมการ (2.25)  

dxdyQ&ρ=heatingvolumetric  (2.25) 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่2.4 ปริมาณฟลักซความรอนที่ไหลผานเอลิเมนตซึ่งเคล่ือนที่ไปกับการไหลในโดเมน 

 

และปริมาณฟลักซอันเนื่องจากการถายเทความรอนในทิศทาง x และ y แสดงดังตอไปนี้ 

dxdy
y
q

x
q yx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=conductionthermalbyheating   (2.26) 

ดังนั้นปริมาณฟลักซความรอนสุทธิที่ใหกับกอนของไหล เปนผลรวมของสมการ (2.25) และ (2.26) 

ซ่ึงมีคาดังที่ปรากฏในสมการ (2.27) 

dx

dydyqx
( ) dydx
x
qq x

x ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+

y

x

( )
dxdy

y
q

q y
y ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+

dxqy

Q&
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dxdy
y
q

x
qQB yx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= &ρ   (2.27) 

ปริมาณฟลักซความรอน xq  และ yq  เปนไปตามกฎของฟูริเยร (Fourier’s law) กลาวคือ 

x
Tkqx ∂
∂

−=   (2.28) 

y
Tkqy ∂
∂

−=   (2.29) 

โดยที่  k  คือ  สัมประสิทธการนําความรอน (thermal conductivity) ของของไหล  

ดังนั้นพจน B ในสมการ (2.27) จะสามารถเขียนใหอยูในรูปใหมไดเปนดังสมการ (2.30) 

dxdy
y
Tk

yx
Tk

x
QB ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+= &ρ   (2.30) 

สําหรับพจน A ซึ่งแทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในกอนของไหลอันเกิด

จากสองแหลงคือ พลังงานภายใน (internal energy) ซึ่งเกิดจากการเคลื่อนที่ของโมเลกุลภายใน

ของไหล และพลังงานจลน (kinetic energy) หาก e   แทนพลังงานภายในและ  
2

2V   แทน

พลังงานจลนแลวพลังงานรวม(total energy) คือ  
2

2Ve +   ซึ่งเปนพลังงานรวมตอหนึ่งหนวยมวล 

และเนื่องจากมวลของกอนของไหลนี้คือ  dxdyρ  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานใน

กอนของไหลสามารถแสดงไดดังสมการ (2.31) 

dxdyVe
Dt
DA ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2

2

ρ   (2.31) 

ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงานจะไดจากการนําสมการ (2.24) , (2.30) และ 

(2.31) แทนลงในความสัมพันธในสมการ (2.21) และหารตลอดดวย dxdy  ดังแสดงผลลัพธใน

สมการ (2.32) 

Vf
y

v
x

v
y

u
x

u

y
vp

x
up

y
Tk

yx
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x
QVe

Dt
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yxyyxx
vv
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∂
+

∂
∂

+
∂
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+

∂
∂

+

∂
∂
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∂

∂
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

ρ
σττσ

ρρ

)()(()(

)()(
2

)

2

   (2.32) 
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พจนทางดานซายมือของสมการ (2.32) ซึ่งอยูในรูปแบบของอนุพันธสัมบูรณสามารถเขียนใหอยู

ในรูปแบบของอนุพันธยอยไดดังสมการ (2.33) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅∇+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ VVeVe

t
Ve

Dt
D vv

222

222

ρρρ   (2.33) 

เมื่อนําสมการ (2.33) แทนลงในสมการ (2.32) จะไดสมการเชิงอนุพันธยอยของ

การอนุรักษพลังงานซึ่งอยูในรูปแบบอนุรักษโดยแสดงในสมการ (2.34) 
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∂
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⎝

⎛
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⎦

⎤
⎢
⎣
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⎠

⎞
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⎝

⎛
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∂
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στ

τσ
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)()(

)()()()(

22

22

 (2.34) 

2.4 ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหลในรูปแบบอนุรักษ 

สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการไหลทั้งระบบซึ่งประกอบไปดวย สมการเชิง

อนุพันธยอยของการอนุรักษมวล (2.7) สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัมใน

แนวแกน x (2.19)  และแนวแกน y (2.20) และสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน 

(2.34) ไดถูกเรียกรวมกันวา ระบบสมการนาเวียร-สโตกส ซึ่งตางอยูในรูปแบบอนุรักษ สามารถ

เขียนใหอยูในรูปแบบอยางงายในรูปแบบเทนเซอร (tensor notation) ไดดังนี้  

{ } { } { } { } 0=+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ Q

x
G

x
F

t
U

i

i

i

i           (2.35) 

โดยที่  { }U   คือ เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variable) ซึ่งมีรายละเอียดดังที่ 

แสดงในสมการ (2.36) 

{ }

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

ερ
ρ
ρ
ρ

v
u

U  (2.36) 
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สําหรับ { }iF  คือ เวคเตอรฟลักซแบบไมหนืด ซึ่งหากเปนระบบแกนพิกัดฉาก { }iF  ในแนวแกน x 

และ y จะมีรายละเอียดดังแสดงในสมการ (2.37) และ (2.38) 

{ }

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧
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+
=

puu
vu
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u

Fx

ερ
ρ

ρ
ρ
2

 (2.37) 

{ }
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫
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⎪
⎪
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⎧

+
+

=

vpv
pv

vu
v

Fy

ερ
ρ
ρ
ρ

2  (2.38) 

โดยที่    ε  คือ  พลังงานรวม (total energy) ซ่ึงมีเทากับ  
2

2Ve +  

สวน { }iG  คือ เวกเตอรฟลักซแบบหนืด ซึ่งระบบพิกัดฉาก { }iG  ในแนวแกน x และ y มี

รายละเอียดดังสมการ (2.39) และ (2.40) 

{ }
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⎪
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σ
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  (2.39) 
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  (2.40) 

และ { }Q  คือ เวคเตอรของแรงเนื่องจากน้ําหนักในแนวแกน x และ y และความรอนสะสมดังแสดง

ในสมการ (2.41)  

 { }
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เมื่อพิจารณาระบบสมการนาเวียร-สโตกสที่แสดงถึงที่มาขางตนแลวนั้น  จะพบวา

ประกอบดวยตัวไมทราบคา (unknowns) ถึง 6 ตัว คือ  ρ , u , v , p , e , T  จึงจําเปนตองหา

สมการเพ่ิมอีก 2 สมการ คือ 

1.สมการสถานะ (equation of state) โดยตั้งสมมติฐานวาของไหลเปน กาซอุดม

คติ (ideal gas) ซึ่งเปนสมการที่ใหความสัมพันธระหวางความดัน ความหนาแนน และอุณหภูมิ 

ดังตอไปนี้ 

RTp
=

ρ
  (2.42) 

โดย R  คือ  คาคงที่จําเพาะของกาซ 

2. สมการของพลังงานภายใน โดยใชความสัมพันธทางเทอรโมไดนามิกสซ่ึงมี

รายละเอียดดังตอไปนี้ 

Tce v=   (2.43) 

v

p

c
c

=γ   (2.44) 

โดย γ   คือ คาอัตราสวนความรอนจําเพาะของของไหล 

 pc  และ vc   คือ  คาความรอนจําเพาะที่ความดันและปริมาตรคงที่ตามลําดับ 

จากการตั้งสมมติฐานวาของไหลเปนกาซในอุดมคติทําใหสามารถแสดงความ

ระหวางความดันและคาพลังงานรวมดังนี้ 

( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−= 22

2
11 vup εργ   (2.45) 

ดังนั้นทําใหจํานวนสมการทั้งหมดเทากับจํานวนตัวไมทราบคา จึงสามารถทําการคํานวณหาคา

ผลลัพธได 
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ในงานวิทยานิพนธนี้ พิจารณาวาการไหลเปนการไหลดวยความเร็วสูงแบบอัดตัว

ไดโดยเปนแบบไรความหนืด ดังนั้นจึงไมนําพจนที่เก่ียวของกับความหนืดและไมนําพจนที่เก่ียวของ

กับการนําความรอนและความรอนสะสมมาพิจารณา ระบบสมการนาเวียร-สโตกสจึงลดรูปเปนดัง

สมการ (2.46) และมีชื่อเรียกอีกอยางหนึ่งวา สมการออยเลอร (Euler equations) [24] 

 { } { } { }
0=

∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

y
F

x
F

t
U yx  (2.46) 

2.5 เง่ือนไขขอบเขต 

ในการแกระบบสมการเชิงอนุพันธยอย (2.46) จําเปนตองประกอบดวยเงื่อนไข

เริ่มตน (initial condition) และเงื่อนขอบเขต (boundary condition) ที่เหมาะสมกับการไหล ในรูป

ที่ 2.5 แสดงโดเมนและเงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ ของการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได ซ่ึง

โดยทั่วไปเงื่อนไขขอบเขตสําหรับการไหลดวยความเร็วสูงแบบอัดตัวได มักประกอบดวยเงื่อนไข

ตางๆ ดังนี้  

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่2.5 เงื่อนไขขอบเขตของการไหลดวยความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

 

 

x 

y 

โดเมนของ

การไหล 
S1 S2 

S3 

n̂

V
v
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1. เงื่อนไขขอบเขตของการไหลเขาดวยความเร็วมากกวาเสียง (supersonic 

inflow) ตลอดขอบ S1 จะกําหนดใหคาตัวแปรปฐมภูมิมีคาเทากับคาเริ่มตน (initial values) ดังนี้ 

  oρρ =  (2.47) 

  ouu =  (2.48) 

  ovv =  (2.49) 

  oεε =  (2.50) 

2. เงื่อนไขขอบเขตของการไหลออกดวยความเร็วมากกวาเสียง (supersonic 

outflow) ตลอดขอบ S2 จะไมมีการกําหนดเงื่อนไขใดๆ 

3.  เงื่อนไขขอบเขตของผนังที่สมมติใหไมมีความหนืดในการวิเคราะหการไหล

แบบไมหนืด (inviscid flow analysis) ตลอดขอบ S3 หรืออาจจะเปนขอบเขตของการไหลที่มีความ

สมมาตร (symmetry) ซึ่งเงื่อนไขตลอดขอบเชนนี้คือ 

 0ˆ =⋅ nV
v

 (2.51) 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทที่  3 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ 

เนื้อหาในบทนี้เปนการกลาวถึงการนําระบบสมการเชิงอนุพันธยอยในบทที่ 2 มา

ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกัน โดยชวงแรกจะกลาวถึงขั้นตอนโดยทั่วไปของ

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ตอจากนั้นเปนการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนต (finite element 

equations) จากระบบสมการเชิงอนุพันธยอยที่ควบคุมปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

โดยใชระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ (characteristic-based split algorithm) หรือที่นิยม

เรียกกันโดยใชชื่อยอวาวิธีซีบีเอส (CBS algorithm) ซึ่งจะนําไปสูไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ (finite 

element metrices) ที่สามารถนําไปประดิษฐเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง 

3.1 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

การแกปญหาไฟไนตเอลิเมนตโดยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางประกอบดวย

ข้ันตอนที่สําคัญ 6 ข้ันตอน [1] คือ 

ขั้นตอนที่ 1 แบงรูปรางลักษณะของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอยๆ ดังแสดงในรูปที่ 3.1 

จากนั้นก็ทําการหาสมการเชิงอนุพันธยอยที่สอดคลองกับปญหาที่ตองการวิเคราะห ซึ่งสมการเชิง

อนุพันธยอยโดยทั่วไปสามารถเขียนใหอยูในรูป 

( ) 0=′φD  (3.1) 

โดยที่  D  คือ ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (differential operator) และ φ′  คือตัวแปรตามแมนตรง 

 
รูปที ่3.1 การแบงขอบเขตรปูรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ 

 

y 

x 

จุดตอ 

เอลิเมนต 

แบบอยาง 
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ขั้นตอนที่ 2 เลือกฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนต (element interpolation 

function) ยกตัวอยางเชน เอลิเมนตสามเหล่ียมซึ่งประกอบดวยจุดตอ 3 จุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 

3.2 โดยที่จุดตอนี้เปนตําแหนงของตัวไมทราบคา (nodal unknowns) ซึ่งคือ 1φ , 2φ  และ 3φ  โดย

ที่ตัวไมทราบคาเหลานี้เปนคุณสมบัติตาง ๆ ของของไหล ลักษณะการกระจายของตัวไมทราบคา

บนเอลิเมนตนี้ สามารถเขียนใหอยูในรูปของฟงกชันการประมาณภายในและตัวไมทราบคาที่จุด

ตอดังแสดงในสมการ (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) 332211 ,,,, φφφφ yxNyxNyxNyx ++=  (3.2) 

โดยที่  ( ) 3,2,1;, =iyxNi  แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต สมการ (3.2) นี้สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของเมทริกซไดดังนี้ 

),( yxφφ =  ⎣ ⎦
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

3

2

1

321  
φ
φ
φ

NNN   

 ( )⎣ ⎦
( )

{ }
( )1331

,
××

= φyxN  (3.3) 

โดยที่ ⎣ ⎦N  คือ  เมทริกซของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 

 { }φ  คือ  เวกเตอรเมทริกซที่ประกอบไปดวยตัวไมทราบคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้น 

 
รูปที ่3.2 เอลิเมนตสามเหลีย่มแบบ 3 จุดตอและตัวไมทราบคาที่จดุตอ 

ขั้นตอนที่ 3 สรางสมการของแตละเอลิเมนต (element equations) ดวยวิธีถวงน้ําหนักเศษ

ตกคาง (method weighted residual, MWR) โดยใชหลักการที่วา หากทําการแทนผลเฉลย

โดยประมาณดังที่แสดงในสมการ (3.2) ลงในสมการเชิงอนุพันธของปญหาที่กําลังพิจารณาอยูนั้น 

ซ่ึงในที่นี้คือ สมการ (3.1) จะไมเทากับ 0 แตจะเทากับ R ดังแสดงในสมการ (3.4)  

  

x   

  y   

2   

3   

1     1 φ     

2 φ 

  3 φ     
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( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∑

=

m

i
iiNDDR

1

φφ  (3.4) 

โดยที่  R  คือ  เศษตกคาง (residual)  

  m  คือ จํานวนจุดตอของเอลิเมนตนั้น 

จากวิธีกาเลอรคิน (Galerkin)  เปนวิธีการลดความผิดพลาดใหนอยที่สุด ซึ่งมี

ข้ันตอนโดยเริ่มจากการคูณเศษตกคาง R ดวยฟงกชันน้ําหนัก (weighted function) W จากนั้นทํา

การอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมนของเอลิเมนต แลวกําหนดใหผลลัพธที่ไดใหเทากับศูนย ซึ่งคือ 

             0=Ω∫
Ω

dRWi            m,,,,i K321=  (3.5) 

โดยปกติจะเลือก  ii NW =  ซึ่งเรียกวาวิธีบับโนฟ-กาเลอรคิน  (Bubnov-Galerkin) แตหากเลือก   

ii NW ≠  จะเรียกวาวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin) 

ขั้นตอนที่ 4 อินทิเกรตทีละสวน (integrate by part) เพื่อกอใหเกิดพจนที่เก่ียวของกับ

ขอบเขตของเอลิเมนต ซึ่งหากแทนสมการ (3.4) ลงในสมการ (3.5) แลวอินทิเกรตทีละสวนจะได 

∫
Ω

ΩdRWi  
( )

Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ ∑

Ω =

dNDW
e

m

i
iii

1
φ  

 ( )
( )

( )
( )

0,,,, =Γ+Ω= ∫∫
ΓΩ

dNWdNW
ee

iiiiii φφ  (3.6) 

 

 

ขั้นตอนที่ 5 แทนพจนที่เก่ียวของกับขอบเขตของเอลิเมนต )(eΓ  ดวยภาวะขอบเขตอื่น ๆ ที่

เก่ียวของ ซึ่งจะกอใหเกิดสมการของเอลิเมนตที่สมบูรณสําหรับปญหาที่พิจารณา 

ขั้นตอนที่ 6 จากนั้นเขียนสมการของเอลิเมนต ซึ่งมีทั้งหมด m  สมการใหอยูในรูปของเมท

ริกซ นั่นคือ 

[ ]
( )

{ }
( )

{ }
( )11 ×××

=
mmmm
FK φ  (3.7) 

โดยที่ [ ]K  คือ เอลิเมนตเมทริกซของความแข็งเกร็ง (element stiffness matrix)  

 { }φ  คือ เวคเตอรซ่ึงประกอบดวยตัวไมรูคาที่จุดตอตาง ๆ ของเอลิเมนต   

  { }F  คือ โหลดเวคเตอรของเอลิเมนตนั้น 

พจนที่เก่ียวของกับโดเมน 

ของเอลิเมนต ( )eΩ  

พจนที่เก่ียวของกับขอบเขต 

ของเอลิเมนต ( )eΓ  
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เมื่อไดสมการไฟไนตเอลิเมนตดังเชนแสดงในสมการ (3.7) แลวลําดับข้ันตอน

ตอไปก็จะทําการรวมสมการของเอลิเมนตยอยเขาดวยกันกอใหเกิดระบบสมการรวม จากนั้น

กําหนดคาที่ขอบเขต แลวจึงแกระบบสมการรวมเพื่อหาคาผลลัพธที่จุดตอตาง ๆ 

3.2 ระเบียบวิธกีารแยกดวยคณุลักษณะ 

การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยใชระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ 

(characteristic-based split algorithm) หรือวิธีซีบีเอส (CBS algorithm) โดยภาพรวมแลว

ประกอบดวย 2 ข้ันตอน คือ ทําการแบงยอยชวงเวลา (time discretization) ดวยระเบียบวิธีแค

แร็กเทอรริสทิค-กาเลอรคิน (characteristic-Galerkin algorithm) และ ทําการแบงยอยระยะทาง 

(spatial discretization) ดวยระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (method of weighted residual)  

ข้ันตอนการแบงยอยชวงเวลาดวยวิธีแคแร็กเทอรริสทิค-กาเลอรคิน เริ่มตนจาก

การพิจารณาสมการแบบอยางของการพาและการแพร (convection-diffusion equation) ของตัว

แปรสกาลาร (scalar variable) ดังแสดงในสมการ (3.8) 
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โดยที่  φ  คือ ตัวแปรสกาลารซึ่งเปนปริมาณที่ถูกสงถายโดยการพาและการแพร 

 k  คือ สัมประสิทธิ์การแพร (diffusion coefficient) 

 iu  คือ ความเร็วของการพา (convection velocity component) 

 Q คือ พจนของแหลงกําเนิด (source term) 

หากพิจารณาสมการแบบอยางของการพาและการแพรใน 1 มิติแลวสมการ (3.8) จะลดรูปเปน

ดังตอไปนี้ 
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ในสมการ (3.9) หากทําการเปลี่ยนแกนอางอิงจากแกน x  ซึ่งอยูกับที่บนโดเมน 

ไปเปนแกน x′  ซึ่งแกนอางอิงใหมนี้เปนแกนที่เคลื่อนที่ไปพรอมกับอนุภาคของของไหลตาม

เสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคของของไหล (path lines) ซึ่งเรียกแกนอางอิงใหมนี้วา แกน

คุณลักษณะ (characteristic) [15] ซึ่งมีความสัมพันธระหวาง แกน x  และ แกน x′   ดังแสดงใน

สมการ (3.10) 

dtudxxd −=′   (3.10) 
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จะพบวาพจนที่เก่ียวของกับการพา (convective term) จะหมดไป จึงทําใหสมการของการพาและ

การแพรของตัวแปรสกาลารบนแกน เปนดังสมการ (3.11) 
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รูปที ่3.3 แกนคณุลักษณะบนโดเมนของเวลาและระยะทาง 

ทําการประยุกตวิธีของความสัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence relations) [1] เพื่อสราง

ความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลากับสมการ (3.11) บนแกน x′  โดยพิจารณาจากรูปที่ 3.3 ได

ดังตอไปนี้ 
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โดยพจนที่มีตัวหอย ( )xx Δ−  แสดงถึงพจนที่อยูบนแกนคุณลักษณะ ซึ่งในทางปฏิบัติการ

แกปญหาการไหลบนแกนอางอิงที่เคลื่อนที่ไปกับอนุภาคของไหลนั้นมีความซับซอนในการเปลี่ยน

แกนอางอิงและการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตของการไหล ดังนั้นจึงทําการประมาณคาของตัวแปร
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กลับสูแกนอางอิงเดิมโดยใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series expansion) สําหรับ θ   จะเลือกใช

เทากับ 0.5 ซึ่งเรียกวาวิธีแครงก-นิโคลสัน (Crank-Nicolson scheme) เพื่อใหเกิดเปนการ

ประมาณอันดับสอง (second order approximation) [12] เปนผลใหสามารถประมาณพจนตางๆ 

ในสมการ (3.12) ที่อยูบนแกนคุณลักษณะไดดังนี้  
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ดังนั้นเมื่อแทนสมการ (3.13)-(3.16) ลงในสมการ (3.12) และทําการจัดรูปใหมจะไดดังตอไปนี้ 
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 [ ]nnn
QQQ += ++ 12
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2
1  (3.20) 

โดยที่ xΔ  คือ ระยะทางที่อนุภาคของไหลเคลื่อนที่ไปไดในทิศทาง x ในชวงเวลา tΔ  ซึ่งมีคา

เทากับความเร็วเฉลี่ยของอนุภาคของไหลคูณกับชวงเวลา ซึ่งสามารถเขียนเปนความสัมพันธไดนี้ 

 tux Δ=Δ   (3.21) 
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โดยที่ 
2

1 n
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n uuu Δ−
+ +

=   (3.22) 

และ  ( )2tO
x
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n
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∂
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ดังนั้น  ⎟⎟
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หรือ  
n

nn

x
uutuu
∂
∂Δ

−=
+

2
2
1

 (3.25) 

ดังนั้นจะได 
n
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uututx
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−Δ=Δ
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2
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1

  (3.26) 

เมื่อนําสมการ (3.26) แทนลงในสมการ (3.17) แลวทําการจัดพจนตาง ๆ ใหมโดยละทิ้งพจนที่มี

อันดับสูง ( 3tΔ ) ทิ้งไป และหากใชการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time step) ดวยแลว

ตองทําการประมาณคาตาง ๆ ที่เวลา  
2
1

+n  ดวยเวลาที่ n  จะทําใหสมการใหมเขียนได

ดังตอไปนี้ 
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สมการ (3.27) เปนสมการแบบอยางของปญหาการพาและการแพรของปริมาณสกาลารใด ๆ ใน 1 

มิติ ซึ่งไดทําการสรางความสัมพันธที่เก่ียวกับชวงเวลาดวยระเบียบวิธีแคแร็กเทอรริสทิค-กาเลอร

คิน จากสมการเชิงอนุพันธยอยของการพาและการแพร ซึ่งสามารถขยายไปสูปญหาใน 2 มิติได

โดยตรงดังแสดงในสมการ (3.28)  
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โดยที่  ตัวหอย 21 ,k,j,i =  
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3.3 การแบงยอยชวงเวลาสําหรับสมการเชิงอนุพันธ 

ระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-สโตกส อันประกอบไปดวยสมการเชิง

อนุพันธยอยของการอนุรักษมวล สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม และสมการเชิง

อนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน มีลักษณะคลายกับสมการของการพาและการแพรจึง

สามารถนําสมการ (3.28) มาประยุกตไดโดยตรงเพื่อสรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลา ดังจะ

ไดแสดงรายละเอียดตอไปนี้ 

สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล 
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∂ρ  (3.29) 

สมการสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษโมเมนตัม 
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สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน 
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โดยที่ ตัวหอย 21 ,j,i =  และ iU  คือ ฟลักซของมวล ซึ่งเปนไปตามสมการ (3.32) 

ii uU ρ=   (3.32) 

เมื่อใหพจน 
ix

p
∂
∂  ที่พิจารณาเปนพจนที่ทราบคาที่เวลา 2θ+nt  ซึ่งอยูระหวางชวงเวลา  nt  และ  1+nt  

ทําใหไดสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม (3.30) กลายเปน  
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หรือ 
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และพิจารณาพจนที่เก่ียวของกับความดันใหเปนพจนของแหลงกําเนิด ทําใหสมการเชิงอนุพันธ

ยอยของการอนุรักษโมเมนตัมที่ไดสรางความสัมพันธที่เก่ียวของกับเวลาโดยการประยุกตสมการ 

(3.34) เขากับสมการ (3.28) ซึ่งจะไดผลลัพธเปนดังตอไปนี้ 
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สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวลดังแสดงในสมการ (3.29) เมื่อสรางความสัมพันธเวียน

บังเกิด (recurrence relations) จะไดผลลัพธดังตอไปนี้ 
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สําหรับสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน (3.31) สามารถประยุกตเขากับสมการ 

(3.28) ไดโดยตรงซึ่งจะกอใหเกิดผลลัพธดังตอไปนี้    
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ข้ันตอนตอไปจะทําการแยก (split) พจนที่เก่ียวของกับเกรเดียนทของความดันในสมการ (3.35) 

ออกแลวกําหนดเปนสมการขึ้นมาใหมซ่ึงเรียกวา สมการโมเมนตัมชั้นกลาง (intermediate 

momentum equations) [12] โดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้   
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ดังนั้น ⎟⎟
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หากนําสมการ (3.40) แทนลงในสมการ (3.37) จะกอใหเกิดสมการอีกรูปแบบหนึ่งดังนี้ 
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ในเอกสารอางอิง [15] เสนอใหใชคา 1θ   ในสมการ (3.40) อยูในชวงระหวาง 0.5-1.0 และ คา 2θ   

มีคาเทากับศูนยเพื่อใหการคํานวณเปนแบบชัดแจง (explicit) 

 ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา การคํานวณปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัว 

ดวยวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ มี 4 ข้ันตอนดังนี้  

ข้ันตอนที่ 1  คํานวณสมการโมเมนตัมชั้นกลางของทั้งแนวแกน x และ y ในสมการ (3.39) 

ซ่ึงจะได  *
iUΔ  

ข้ันตอนที่ 2  คํานวณสมการเชิงอนุรักษมวล ในสมการ (3.41) ซึ่งจะได ρΔ  

ข้ันตอนที่ 3  คํานวณสมการโมเมนตัมของทั้งแนวแกน x และ y ในสมการ (3.30) ซึ่งจะได  

iUΔ  
ข้ันตอนที่ 4  คํานวณสมการเชิงอนุรักษพลังงานในสมการ (3.38) ซึ่งจะได ( )ρεΔ  จากนั้น

จึงประยุกตสมการสถานะของกาซในอุดมคติคํานวณหาคาความดันที่ชวงเวลาถัดไปได 

3.4 ระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง  

โดยทั่วไปการแบงโดเมนของการไหลออกเปนเอลิเมนตยอยๆ อาจประกอบไป

ดวยเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมหรือแบบส่ีเหลี่ยมดานไมเทา  ซึ่งเอลิเมนตเหลานี้ตอกันดวยจุดตอ

ซ่ึงเปนตําแหนงที่จะทําการคํานวณตัวไมทราบคา สําหรับระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนาเวียร-

สโตกสในระนาบสองมิติ ซึ่งประกอบดวย 4 สมการยอย ดังนั้นตัวไมทราบคาซึ่งอยูในรูปแบบ

อนุรักษจึงประกอบไปดวย ρ , xU , yU  และ ρε  โดยตัวไมทราบคาเหลานี้จะเปลี่ยนแปลงไปตาม
โคออรดิเนต x  และ y  ดังนั้นตัวไมทราบคาเหลานี้สามารถเขียนใหอยูในรูปของฟงกชันการ
ประมาณภายในบนเอลิเมนตและตัวไมทราบคาที่จุดตอบนเอลิเมนตไดดังนี้ 

( )yx,ρ  ⎣ ⎦{ }ρα ),( yxN=  (3.42) 

( )yxUi ,  ⎣ ⎦{ }iUyxN ),(α=   (3.43) 

( )yxuUi ,  ⎣ ⎦{ }iuUyxN ),(α=   (3.44) 

( )yxvUi ,  ⎣ ⎦{ }ivUyxN ),(α=  (3.45) 

( )yx,ρε  ⎣ ⎦{ }ρεα ),( yxN=  (3.46) 

( )yxp ,  ⎣ ⎦{ }pyxN ),(α=  (3.47) 

โดยที่ ( )⎣ ⎦yxN ,α  คือ เมทริกซของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต   

 ตัวหอย i  คือ x และ y เปนตัวบงชี้วาเปนปริมาณฟลักซในทิศทางใด 
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การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชวิคราะหปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง

ทําไดโดยการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางแบบบับโนฟ-กาเลอรคิน เขากับสมการ 

(3.38) - (3.41) โดยมีรายละเอียดในแตละขั้นตอนเปนดังนี้ 

 ข้ันตอนที่ 1 ประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ (3.39) โดยผลลัพธที่

เกิดขึ้นไดแสดงในสมการ (3.48) 
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θα  (3.48) 

โดยที่ A คือ พื้นที่ของเอลิเมนต  

 ตัวยก n คือ คาตางๆ ที่ใชในการคํานวณที่เวลา   nt  

เนื่องจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐข้ึน จําเปนตองใชไดกับปญหาที่มีเงื่อนไขขอบเขตที่

แตกตางกันได  จึงทําการประยุกตทฤษฎีของเกาส (Gauss theorem) [1] ซึ่งคือ 

( ) ( ) ( )∫∫∫ ⋅∇−⋅=⋅∇
ASA

dAVudSnVudAVu
vvv

ˆ   (3.49) 

เขากับทุกพจนทางดานขวามือของสมการ (3.39) โดยในที่นี้ขอยกตัวอยางสําหรับพจนที่หนึ่ง

ทางดานขวามือโดยให 

αNu =   (3.50) 

ĵ
y

î
x ∂

∂
+

∂
∂

=∇    (3.51) 

ĵvUîuUV xx +=
v

 (3.52) 

( ) ( ) ( )
y

vU
x

uUV xx

∂
∂

+
∂

∂
=⋅∇

v
  (3.53) 

และให jninn yx
ˆˆˆ +=  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยซึ่งตั้งฉากกับขอบของเอลิเมนตใดๆ ที่กําลัง

พิจารณาอยูดังนั้น 
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สําหรับพจนอื่นในสมการ (3.48) สามารถทําการอินทิเกรตไดในทํานองเดียวกัน โดยผลลัพธ

สุดทายหลังจากทําการประยุกตทฤษฎีของเกาสและทําการจัดพจนใหมของสมการ (3.48) จะเปน

ดังตอไปนี้ 
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θα  (3.55) 

เมื่อแทนสมการ (3.42) - (3.47) ลงในสมการ (3.55) จะกอใหเกิดเปนสมการไฟไนตเอลิเมนตซึ่งอยู

ในรูปแบบเมทริกซตาง ๆ ดังตอไปนี้ 

[ ]{ } [ ]{ } { }[ ]n
uij

*
i RUuCtUM −Δ=Δ [ ]{ } { }[ ]n
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−

Δ
−

2

2
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θ  (3.56) 

 ข้ันตอนที่ 2  ประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ (3.41) ทําใหไดผล

ลัพธเปนดังตอไปนี้ 
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2 1 θθθα   (3.57) 

หลังจากนั้นจึงทําการประยุกตทฤษฎีของเกาสเขากับทุกพจนในสมการ (3.57) โดยมีวิธีการทํา

เชนเดียวกับข้ันตอนที่ 1  ซึ่งจะทําใหไดผลลัพธดังตอไปนี้ 
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1

2
2

+

⎥
⎦

⎤
⎢
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∂
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∂

∂
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Δ− ∫∫
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iA ii

dSn
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x
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x
Nt α

αθ  (3.58) 

เมื่อแทนสมการ (3.42) - (3.47)  ลงในสมการ (3.58) จะไดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับ

สมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวลดังแสดงตอไปนี้ 

[ ]{ } [ ]{ } { }[ ]n
D

*
ii RUUDtM −Δ+Δ=Δ 1θρ [ ]{ } { }[ ]n

pRpK)(t −−Δ− 21
2 1 θθ  

 [ ]{ } { }[ ] 1
2

2 +−Δ− n
pRpKt θ  (3.59) 

 ข้ันตอนที่ 3 ในขั้นตอนนี้จะทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง เขากับสมการ 

(3.40) ผลลัพธที่เกิดขึ้นไดแสดงดังตอไปนี้  
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221 θθααα  (3.60) 

ทําการประยุกตทฤษฎีของเกาส เขากับพจนที่สองทางดานขวามือของสมการ (3.60) ซึ่งจะ

กอใหเกิดผลลัพธดังตอไปนี้ 
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dSpnNpdA
x

Nt α
αθ  (3.61) 

เมื่อแทน (3.42) - (3.47) ลงในสมการ (3.61) จะกอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับ

สมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษโมเมนตัม ที่อยูในรูปแบบเมทริกซดังตอไปนี้ 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }[ ] 1

21
+

−−Δ+Δ=Δ
nn

p
*
ii RpD)(tUMUM θ  

 [ ]{ } { }[ ] 1
2

+−Δ+ n
pRpDtθ  (3.62) 

ดังนั้นเมื่อทําการคํานวณสมการ (3.62) จะทําใหไดผลลัพธของสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษ

โมเมนตัมที่เวลา 1+nt  ซึ่งก็คือคา 1+n
xU  , 1+n

yU  แตผลลัพธดังกลาวยังอยูในรูปแบบของตัวแปร

อนุรักษ ดังนั้นในการหาคาความเร็วในแตละแนวแกนที่จุดตอตางๆ บนโดเมน ทําไดดวยขั้นตอน

ดังตอไปนี้ 
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และ  ( )
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ρ
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ρ
 (3.64) 

ข้ันตอนที่ 4  ในขั้นตอนนี้จะเปนการคํานวณหาตัวแปรอนุรักษจากสมการเชิงอนุพันธของ

การอนุรักษพลังงาน โดยมีข้ันตอนที่คลายกับข้ันตอนอื่นๆ ที่กลาวมา โดยเริ่มจากการประยุกต

ระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ  (3.38) แลวทําการประยุกตทฤษฎีของเกาส โดย

มีรายละเอียดดังนี้ 
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หลังจากประยุกตทฤษฎีของเกาสเขากับสมการ (3.65) จะได 

( ) ( )( ) ( )( )
n

S
jj

A
j

jA

dSnpuNdApu
x
NtdAN

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−+

∂
∂

Δ=Δ ∫∫∫ ρερερε α
α

α  

 
( )( ) n

A j

j

k
k dA

x
pu

x
Nut

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
+∂

∂
∂Δ

− ∫
ρεα

2

2

 

 
( )

n

S
k

j

j
k dSn

x
pu

Nut

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
+∂Δ

+ ∫
ρε

α2

2

 (3.66) 

เมื่อแทนสมการ (3.42) - (3.47) ลงในสมการ (3.66) จะกอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่

สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธของการอนุรักษพลังงานในรูปแบบของเมทริกซ โดยมีรายละเอียด

ดังตอไปนี้ 
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รายละเอียดของเมทริกซตางๆ ที่ใชในการคํานวณในแตละขั้นตอน ไดเขียนอยูใน

รูปแบบการของอินทิเกรตบนเอลิเมนตและการอินทิเกรตที่ขอบดังตอไปนี้ 
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∂

=
S

k
i

dSn
x
pN      (3.76) 

{ }DR { }∫ +=
S

iii dSnUUN )( *
1Δθ   (3.77) 

{ }pR { }∫ ∂
∂

=
S

i
i

dSn
x
pN  (3.78) 

{ }eR { } ( )( )∫ +=
A

jj dAnpuN ρε      (3.79) 

{ }esR { } ( )( )
∫ ∂

+∂
=

S
k

j

j dSn
x

pu
N

ρε
     (3.80) 

ปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง โดยทั่วไปมักประกอบดวยคลื่นช็อก 

ซ่ึงลักษณะการกระจายตัวของตัวแปร ไมวาจะเปนความหนาแนน ความเร็ว หรือ พลังงานรวม จะ

เกิดการเปลี่ยนแปลงโดยฉับพลัน การใชเอลิเมนตขนาดใหญเกินไปในบริเวณของแนวคลื่นช็อก จะ
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กอใหเกิดการสั่น (oscillation) ของผลลัพธในบริเวณนั้น  ทั้งนี้เนื่องจากลักษณะการกระจาย

ภายในเอลิเมนตไมสามารถแทนผลลัพธที่เปลี่ยนแปลงโดยฉับพลันได ดังนั้นเพื่อลดการสั่นของ

ผลลัพธในเอกสารอางอิง [23] ไดเสนอวิธีเพิ่มความหนืดเทียม (artificial viscosity) เขากับ        

วิธีซีบีเอสดังนี้โดย 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Δ
− ++

t
UU nn

s
11

= [ ] [ ]{ }n

ee UKp
p

cV
hCM 231 ∇

+−  (3.81) 

โดยที่   1+n
sU  คือ ตัวแปรอนุรักษที่มีการแกการสั่นดวยการเพิ่มความหนืดเทียม 

 1+nU   คือ  ตัวแปรอนุรักษที่คํานวณไดในชวงเวลาที่  1+n  

 nU  คือ ตัวแปรอนุรักษที่เวลา  n  

 h  คือ ขนาดของเอลิเมนต 

 eC  คือ คาคงที่ของปริมาณความหนืดเทียม มีคาอยูระหวาง 0.0-2.0  

 V   คือ ความเร็วสัมบูรณ 

 c   คือ ความเร็วเสียง 

 p  คือ ความดันเฉลี่ยบนเอลิเมนต 

การคํานวณหาตัวแปรอนุรักษของการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง ดวยวิธีซี

บีเอสนั้นเปนการดําเนินกาวไปกับเวลา (time marching) โดยเปนการแกระบบสมการแบบชัดแจง 

(explicit)  ดังนั้นในระหวางการคํานวณผลลัพธอาจเกิดการลูออก (diverged) ไดหากเลือกใช

ชวงเวลา (time step) tΔ   ที่สูงเกินไป  จึงจําเปนตองมีขีดจํากัดของชวงเวลาที่ใชในการคํานวณ

โดยประเมินจาก ชวงเวลาวิกฤติ  (critical time step) [25] ดังตอไปนี้ 

Vc
htt crit +

=Δ=Δ
σσ   (3.82) 

โดยที่   σ  คือ คาตัวเลขเคอแรนท (Courant number) มีคาอยูระหวาง 0.0 ถึง 1.0 

 h   คือ ขนาดของเอลิเมนต 

 V  คือ ความเร็วสัมบูรณ 

 c  คือ ความเร็วเสียง 
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3.5  ไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ 

 ไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซตางๆ สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบปดได ซึ่งจะทําใหสามารถ

นําไปประดิษฐเปนโปรแกรมคอมพิวเตอรไดตอเนื่อง โดยเริ่มจากการพิจารณาฟงกชันการ

ประมาณภายในเอลิเมนตของเอลิเมนตสามเหล่ียม ซึ่งมีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบ (flat 

plane) รูปที่ 3.4 แสดงเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบสามจุดตอใดๆ ที่วางตัวอยูในพิกัด x-y  

 
รูปที ่3.4 เอลิเมนตสามเหล่ียมที่วางตัวอยูในพิกัด x-y 

ฟงกชันการประมาณภายในบนเอลิเมนตสามารถเขียนใหอยูในรูปของพิกัดไดดังตอไปนี้  

   ( )y,xNα  =  ( )ycxba
A ααα ++

2
1   3,2,1=α  (3.83) 

เมื่อ A แทนพื้นที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยมซึ่งคํานวณไดจากพิกัดของจุดตอทั้งสามไดดังนี ้

  A  =  ( ) ( ) ( )[ ]2131323212
1 yyxyyxyyx −+−+−  (3.84) 

คาสัมประสิทธิ์ ααα c,b,a ในสมการ (3.83) คํานวณไดจาก 

 23321 yxyx   a −=  321 yy   b −=  231 xx   c −=  

  31132 yxyx   a −=  132 yy   b −=  312 xx   c −=  (3.85) 

 12213 yxyx   a −=  213 yy   b −=  123 xx   c −=  

ดังนัน้คาอนุพนัธของฟงกชนัการประมาณภายในจากสมการ (3.83) คือ  

  
2A
b    

x
N αα =
∂
∂    และ 

2A
c    

y
N αα =
∂
∂   (3.86) 

 

 

x 

y 

2 

3 

1      

 

)y,x( 11

)y,x( 33

)y,x( 22
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พิจารณาเมทรกิซมวล  [ ]M จากสมการ (3.68) 

 [ ]M  =  { }⎣ ⎦∫
A

dANN  

  [ ]M  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

211
121
112

12
A   (3.87) 

เมทริกซมวล [ ]M เปนเมทริกซมวลแบบแนบนัย (consistent mass matrix) ดังนั้นจะกอใหเกิด

ระบบสมการรวมซึ่งประกอบดวยแตละสมการยอยๆ มีความสัมพันธกัน ทําใหตองแกระบบสมการ

ขนาดใหญ ดังนั้นจึงดัดแปลงเมทริกซมวล [ ]M ใหอยูในรูปแบบรวมตัวที่จุดตอ (lumped mass 

matrix) [1] ดังตอไปนี้ 

  [ ]M  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
010
001

3
A   (3.88) 

พิจารณาเมทรกิซ [ ]C  จากสมการ (3.69) 

 [ ]C   =  ⎣ ⎦∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

A j

dAN
x
N      

ซ่ึงเมื่อพิจารณาโดยละเอียดจะพบวา [ ]C  ประกอบไปดวย 

  [ ]xC  =  ⎣ ⎦∫ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

A

dAN
x
N   (3.89) 

  [ ]xC  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡

333

222

111

6
1

bbb
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  (3.90) 

และ  [ ]yC  =  ⎣ ⎦∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

A

dAN
y
N   (3.91) 

  [ ]yC  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

333

222

111

6
1

ccc
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  (3.92) 

พิจารณาเมทรกิซ [ ]usK  จากสมการ (3.70) 

  [ ]usK  =  ∫
⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢

∂
∂

⎭
⎬
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ซ่ึงเมื่อพิจารณาโดยละเอียดจะพบวา [ ]usK  ประกอบไปดวย 

  [ ]xxK  =  ∫ ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

⎭
⎬
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⎩
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N   (3.93) 

  [ ]xxK  =  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

332313

322212

312111

4
1

bbbbbb
bbbbbb
bbbbbb

A
  (3.94) 
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  (3.98) 

และ  [ ]yyK  =  ∫ ⎥
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  [ ]yyK  =  
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  (3.100) 

พิจารณาเมทรกิซ [ ]psK จากสมการ (3.71) 

  [ ]psK  =  ∫ ⎥
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⎥
⎢
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ซ่ึงเมทริกซ [ ]psK จะประกอบไปดวย [ ]xxK , [ ]xyK , [ ]yxK  และ [ ]yyK  ซึ่งมีรูปแบบเเหมอืนกับ
สมการ  (3.94), (3.96), (3.98) และ (3.100)  

พิจารณาเมทรกิซ [ ]D  จากสมการ (3.72) 

 [ ]D  =  ⎣ ⎦∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
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A i

dAN
x
N  

ซ่ึงเมทริกซ [ ]D  จะประกอบไปดวย [ ]xD  และ [ ]yD  ซึ่งมีรูปแบบเเหมือนกับสมการ (3.90) และ (3.92)  
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พิจารณาเมทรกิซ [ ]K  จากสมการ (3.73) 

 [ ]K  =  ∫ ⎥
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∂
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⎭
⎬
⎫

⎩
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ซ่ึงเมทริกซ [ ]K จะประกอบไปดวย [ ]xxK  และ [ ]yyK ซ่ึงมรีปูแบบเเหมือนกับสมการ (3.94) และ 

(3.100) 

สําหรับเอลิเมนตเมทริกซที่เปนการอินทิเกรตที่ขอบ ใหพิจารณาเอลิเมนตที่อยูขอบของการไหลดัง

แสดงรายละเอียดในรูปที่ 3.5 โดยขั้นตอนเปนดังนี้ 

 
 

รูปที ่3.5 เอลิเมนตที่อยูที่ขอบของโดเมนการไหล 

พิจารณาเวกเตอร  { }uR จากสมการ (3.74) 
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 (3.101) 

  { }uR  =  
( )
( ) j

ij

ij n
Uu
UuL
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  (3.102) 

พิจารณาเวกเตอร  { }usR  จากสมการ (3.75) 

  { }usR  =  { } ( )
∫ ∂
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S
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j

ij dSn
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N   (3.103) 

1 

2 

3 

x 

y 

ĵnînn̂ yx +=  

ขอบโดเมนของการไหล 

L 
S 
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  (3.104) 
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  (3.105) 

พิจารณาเวกเตอร { }psR  จากสมการ (3.76)  
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  (3.107) 
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  (3.108) 

พิจารณาเวกเตอร { }DR จากสมการ (3.77) 
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*
ii dSn)UU(N 1θ   (3.109) 

  { }DR  =  ( )
( ) j*

ii

*
ii

L

n
UU
UU

dS
L
s

L
s

L
s

L
s

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Δ+
Δ+

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
∫

21

11

0

1
1 θ

θ  (3.110) 
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  (3.111) 

 
พิจารณาเวกเตอร { }pR จากสมการ (3.78) 
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  (3.113) 
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  (3.114) 
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พิจารณาเวกเตอร { }eR จากสมการ (3.79) 
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jj dSnpuN ρε   (3.115) 

  { }uR  =  
( )( )
( )( ) j

j

j
L

n
pu
pu

dS
L
s

L
s

L
s

L
s

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
∫

2

1

0

1
1 ρε

ρε
 (3.116) 

  { }uR  =  
( )( )
( )( ) j

j

j n
pu
puL

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

21
12

6 ρε
ρε

  (3.117) 

 
พิจารณาเวกเตอร { }esR จากสมการ (3.80) 
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บทที่  4 

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการวิเคราะห 

ปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได 

บทนี้จะกลาวถึงรายละเอียดและขั้นตอนการคํานวณภายในโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนใหสอดคลองกับสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ไดแสดงไวในบทที่ 3 โดย

โปรแกรมดังกลาวไดถูกเขียนขึ้นมาดวยภาษาฟอรแทรน 90 (FORTRAN 90)  

4.1  โปรแกรมคอมพิวเตอร 

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได

ประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก (main program) และ 6 โปรแกรมยอย (subroutines) โดยมี

ข้ันตอนการทํางานดังนี้ 

4.1.1 เริ่มตนการทํางานภายในโปรแกรมหลัก [MAIN PROGRAM] โดยจะ

เรียกโปรแกรมยอยแรก [INPUT] โดยการอานแฟมขอมูลนําเขาของ

ปญหาการไหล (input file) ซึ่งประกอบดวยจํานวนจุดตอทั้งหมด 

จํานวนเอลิเมนตทั้งหมด จํานวนขอบทั้งหมด คุณสมบัติตางๆ ของของ

ไหล จํานวนรอบในการคํานวณ พิกัดของจุดตอเงื่อนไขเริ่มตนของการ

ไหลในแตละจุดตอซึ่งไดแก คาความหนาแนน คาความเร็ว u ใน

แนวแกน x และ คาความเร็ว v ในแนวแกน y และคาพลังงานรวม 

หมายเลขจุดตอที่ประกอบกันข้ึนเปนเอลิเมนต และเงื่อนไขขอบเขตของ

ปญหา 

4.1.2 เรียกโปรแกรมยอย [PRELIM] เพื่อทําการคํานวณขอมูลเบื้องตนของ

ปญหา เชน ความสูงของเอลิเมนต คํานวณรูปรางและเมตริกซมวลแบบ

รวมที่จุดตอ ทิศทางโคซายนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับขอบของปญหา 

ขอมูลเกี่ยวกับขอบดานที่เปนผนัง เปนตน  

4.1.3 เรียกโปรแกรมยอย [TRANSFORM] เพื่อทําใหตัวแปรที่นําเขาที่อยูใน

รูปแบบตัวแปรพื้นฐานอยูในรูปแบบตัวแปรอนุรักษ 

4.1.4 เริ่มการคํานวณแบบทําซ้ําโดยเรียกโปรแกรมยอย [ITERATION] ซึ่ง

ภายในจะประกอบดวยโปรแกรมยอยที่เก่ียวของกับกระบวนการคํานวณ

ตั้งแตการคํานวณในขั้นตอนที่ 1 ถึง ข้ันตอนที่ 4 การประยุกตเงื่อนไข

 



 

 

44 

ขอบเขต การคํานวณความดัน เชน โปรแกรมยอย [STEP1], [STEP2],  

[STEP3] และ [STEP4]  เปนตน  

4.1.5 เรียกโปรแกรมยอย [BTRANSFORM] เพ่ือเปล่ียนตัวแปรที่อยูในรูปแบบ

อนุรักษกลับไปสูตัวแปรพื้นฐาน 

4.1.6 เรียกโปรแกรมยอย [OUTPUT] เพื่อพิมพคาผลลัพธที่คํานวณไดลงใน

แฟมขอมูลที่ตองการเพื่อนําไปใชแสดงผลตอไป 

4.2 รายละเอียดของโปรแกรม 

รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไวในภาคผนวก ก 

4.3 ลักษณะของไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการ 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรมตองการ สามารถแบงออกเปน 8 สวนยอยไดดังนี้ 

สวนที่ 1 ประโยคอธิบายกํากับลักษณะของไฟล 

 บรรทดัแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทดัที่เปนตัวอักษร 

 บรรทดัตอไป ประโยคตาง ๆ ที่มีจํานวนบรรทดัเทาที่ระบไุว 

ตัวอยางเชน:    2 

  FINITE ELEMENT MODEL FOR MACH 2 WALL SHOCK 
  MODEL WITH 1642 TRIANGULAR ELEMENTS AND 862 NODES 

 

สวนที่ 2 ขนาดของรูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

บรรทดัแรก คําอธิบายถึงจํานวนเอลิเมนต จดุตอ เงื่อนไขขอบเขต  

บรรทดัที่สอง จํานวนเอลิเมนต จํานวนจดุตอ จํานวนเงื่อนไขขอบเขตของปญหา  

 

ตัวอยางเชน NELEM      NPOIN      NBOUN       

     1642        862        80          
 
สวนที่ 3 คณุสมบัติของของไหล 

บรรทดัแรก คําอธิบายคุณสมบัติของของไหลและคาคงที่ของความหนืดเทียม 

บรรทดัที่สอง คาอัตราสวนความรอนจําเพาะที่ความดนัและปริมาตรคงที ่

 

ตัวอยางเชน  GAMMA    CONSTANT 

      1.40  0.5 
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สวนที่ 4 จํานวนของการทําซ้ําและจํานวนครั้งที่จะแสดงคาการลูเขา 

บรรทดัแรก คําอธิบายจํานวนการทําซ้ํา จํานวนครัง้ที่แสดงผลการลูเขาบนหนาจอ

คอมพิวเตอร และชวงเวลาในการคํานวณ 

บรรทดัที่สอง จํานวนการทําซ้ํา จํานวนครัง้ที่แสดงผลการลูเขาบนหนาจอคอมพิวเตอร 

และชวงเวลาในการคํานวณ 

 

ตัวอยางเชน  NTIME      IWRITE     DTFIX 

     5000       100       0.0050 

 

สวนที่ 5 ขอมูลของจุดตอ 

 บรรทดัแรก คําอธิบายของขอมูลจุดตอ 

 บรรทดัตอไป หมายเลขจุดตอ พิกัดของจุดตอในแกน x และแกน y 

 

ตัวอยางเชน  NODAL COORDINATES ( X AND Y ) [   862]: 

          1        0.00000000        0.00000000 
          2        0.05000000        0.00000000 
          3        0.10000000        0.00000000 

 

สวนที่ 6 เงื่อนไขเริ่มตนของคาตัวแปรที่จดุ 

 บรรทดัแรก คําอธิบายของคาตัวแปรที่จดุตอ 

 บรรทดัตอไป  หมายเลขจุดตอ คาความหนาแนน คาความเร็ว u ในแนวแกน x และคา 

ความเร็ว v ในแนวแกน y และคาพลังงานรวม 

 

ตัวอยางเชน  ASSUME DENSITY U-VELOCITY V-VELOCITY T-ENER[  862]: 

1   0.100E+01   0.9848E+00   -0.173648E+00   0.946428E+00 
2   0.100E+01   0.9848E+00   -0.173648E+00   0.946428E+00 
3   0.100E+01   0.9848E+00   -0.173648E+00   0.946428E+00 

 
สวนที่ 7 ขอมูลของเอลิเมนต 

 บรรทดัแรก คําอธิบายขอมูลหมายเลขของจุดตอแตละเอลิเมนต 

 บรรทดัตอไป หมายเลขเอลิเมนต หมายเลขจุดตอทัง้สามของเอลิเมนต 
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ตัวอยางเชน  ELEMENT NODAL CONNECTIONS [  1642]: 

          1        19        20        81 
          2        81        20       151 
          3        19        81       155 

 
สวนที่ 8 ขอมูลหมายเลขเอลิเมนตและจดุตอทีท่างไหลเขา ไหลออก และผนัง 

 บรรทดัแรก คําอธิบายขอมูลหมายเลขของจุดตอ เอลิเมนตและเงื่อนไขขอบเขต 

บรรทัดตอไป หมายเลขจุดตอทั้งสองที่ขอบ หมายเลขเอลิเมนตของขอบนั้นและ

หมายเลขเงื่อนไขขอบเขตซึ่งกําหนดให 1 คือ ดานที่มีการไหลเขา, 2 คือ 

ดานที่เปนผนัง 4 คือ ดานที่มกีารความสมมาตร และ 5 คือ ดานของการ

ไหลออก   

 

ตัวอยางเชน    BOUNDARY CONDITIONS(1=IN,2=WALL,4=SYM,5=OUT)[80]: 

          42       43       20        1 
          43       44       21        1 
             41       42       25        1 
 

 
4.4 ลักษณะของแฟมขอมูลผลลัพธ 
 หลังจากโปแกรมคอมพิวเตอรไดทําการคํานวณส้ินสุดลง โปรแกรมจะใหพิมพชื่อ

แฟมขอมูลผลลัพธเพื่อบรรจุคาของความหนาแนน ความเร็วและพลังงานรวมที่คํานวณได โดย

แฟมขอมูลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมมีลักษณะดังตอไปนี้ 

 

 บรรทดัแรก คําอธิบายผลลัพธ 

 บรรทดัตอไป หมายเลขจุดตอ คาความหนาแนน คาความเร็ว u ในแนวแกน x และ คา 

ความเร็ว v ในแนวแกน y และคาพลังงานรวม 

ตัวอยางเชน   
NODAL VALUES SOLUTIONS [   862]: 
 
NODE       RHO              U                 V               E     
  1   0.100000E+01     0.984808E+00     -0.138777E-15    0.946428E+00 
  2   0.119133E+01     0.938976E+00     -0.582447E-17    0.928602E+00 
  3   0.132134E+01     0.921427E+00     -0.262575E-17    0.932206E+00 

  . . . . . 
  
861   0.119133E+01     0.938976E+00     -0.582447E-17    0.928602E+00 
862   0.132134E+01     0.921427E+00     -0.262575E-17    0.932206E+00 



บทที่  5 

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ในปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียงโดยทั่วไปมักจะพบคลื่นช็อก (shock 

wave) ซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงคุณสมบัติของของไหลอยางฉับพลันผานแนวของคลื่นช็อก 

โดยเฉพาะอยางยิ่งการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมคงตัว จะเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกนี้ 

เพื่อใหไดผลลัพธที่มีความแมนยําสูงจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กวางตัวตามแนวการเคลื่อน

ตัวคล่ืนช็อก แตโดยทั่วไปแลวทิศทางและตําแหนงการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกไมสามารถทราบได

ลวงหนาทําใหการที่จะใหไดมาซึ่งผลลัพธที่มีความแมนยําสูงไดนั้น จําเปนตองใชเอลิเมนตที่มี

ขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน ทําใหตองใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอร

มากขึ้นไปดวย 

ดังนั้นหากสามารถเลือกใชเอลิเมนตขนาดเล็กเฉพาะในบริเวณที่เหมาะสมได 

และเอลิเมนตขนาดเล็กปรับตัวไปตามเวลาเมื่อ คลื่นช็อกมีการเคลื่อนที่ไป ก็จะทําใหเวลาในการ

คํานวณลดลงและเพิ่มความแมนยําของผลลัพธข้ึนดวย ในบทนี้จะไดกลาวถึงหลักการของเทคนิค

การปรับขนาดเอลิเมนต (adaptive meshing technique) และขั้นตอนในการประยุกตเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนตาง ๆ 

5.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  คือ  การใชขอมูลของ

รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่มีอยู เพื่อปรับขนาดเอลิเมนตใหมีเอลิเมนตขนาดเล็กใน

บริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทของผลลัพธสูง และ เอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณที่มี

การเปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทของผลลัพธต่ํา โดยหลักการหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตาม

ตําแหนงตางๆ อาศัยหลักการหาคาความเคนในแนวแกนหลัก (principle stress) ในวิชากล

ศาสตรของแข็ง (solid mechanics) คือ เริ่มจากการหาคาอนุพันธอันดับสองของคําตอบที่จะใช

เปนตัวบงชี้ในการปรับขนาดเอลิเมนต เชน ความหนาแนน ความดัน ความเร็ว เปนตน สําหรับการ

ไหลในสองมิติคาอนุพันธอันดับสองของผลลัพธมี 3 คาคือ 2

2

x∂
∂ φ , 2

2

y∂
∂ φ ,

yx∂∂
∂ φ2    ซึ่งสามารถเขียน

ใหอยูในรูปเมทริกซไดดังนี้ 

 

 

 

 



48 

 

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

2

22

2

2

2

 

 

yxy

yxx
φφ

φφ

 

โดยที่ φ  คือ ผลลัพธของปญหาที่ใชเปนตัวบงชี้ในการปรับขนาดเอลิเมนต 

คาอนุพันธอันดับสองทั้ง 3 คา จะนํามาคํานวณหาคาในแนวแกนหลักไดดังตอไปนี้ 
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ดังนั้นจะขอยกตัวอยางการหาคาอนุพันธอันดับสองของตัวบงชี้ที่ใชในการปรับขนาดเอลิเมนต ซึ่ง

ในที่นี้จะใหคาความหนาแนนที่ไดจากการคํานวณเปนตัวบงชี้ในการปรับขนาดเอลิเมนต  
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 โดยที่ 
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กระบวนการดังกลาวจะทําการคํานวณสําหรับทุกๆ จุดตอในจากนั้นจึงนําคา 2

2

X∂
∂ ρ  และ 2

2

Y∂
∂ ρ   

ของทุกๆ จุดตอมาเปรียบเทียบกันเพื่อหาคาอนุพันธอันดับสองที่มีคามากที่สุดของปญหาซึ่งแทน

ดวย maxλ  โดยที่  

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

= 2

2

2

2

Y
,

X
maxmax

ρρλ  (5.6) 

คา maxλ  ที่คํานวณไดจะถูกใชในการคํานวณเพื่อหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตามตําแหนง

ตางๆ ดังตอไปนี้  

 maxminh
Y

h
X

h λρρ 2
2

2
2
22

2
2

1 =
∂
∂

=
∂
∂  (5.7) 

 

โดยที่ 1h  คือ ความยาวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X และ 2h  คือ ความยาวของเอลิเมนตใน

แนวแกนหลัก Y ดังแสดงในรูปที่ 5.1 ดังนั้นหากกําหนดขนาดความยาวของเอลิเมนตที่มีขนาดเล็ก

ที่สุด minh  และขนาดความยาวของเอลิเมนตที่มีขนาดใหญที่สุด maxh ใหแลว คาความยาว 1h  

และ 2h  ที่เหมาะสมของเอลิเมนตอื่นๆ สําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตใหมจึงสามารถคํานวณได  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่5.1 การวางตัวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X และ Y 

 

y 

x 

Y 

X 
1h
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จากสมการ (5.7) พบวาคา minh  มีความสําคัญอยางย่ิงในการปรับขนาดเอลิเมนต กลาวคือ หาก

กําหนดคา minh  ที่นอยเกินไปจะทําใหมีการแบงเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีจํานวนมากเกินไป ในทาง

กลับกันถาหากกําหนดคา minh  ที่มากเกินไปก็จะมีเอลิเมนตสามเหล่ียมจํานวนนอยเกินไป ซึ่งอาจ

สงผลตอความแมนยําในการคํานวณของผลลัพธ ดังนั้นการเลือกคา minh ที่เหมาะสมจึงเปนส่ิงที่

สําคัญมาก ในทางปฏิบัติยังไมมีวิธีใดที่สามารถบอกไดวาคา minh  ที่เหมาะสมควรมีคาเทาใด ทั้งนี้

ก็ข้ึนกับลักษณะของปญหาและประสบการณ   

คาอนุพันธอันดับสองของความหนาแนนทั้ง 3 คา ซึ่งคือ 2

2

x∂
∂ ρ , 2

2

y∂
∂ ρ , 

yx∂∂
∂ ρ2

 ที่

จุดตอตางๆ ในรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่มีอยูแลวสามารถคํานวณไดโดยใชขั้นตอนดังตอไปน้ี 

[26,27,28] สมมติตองการคํานวณหา 2

2

x∂
∂ ρ  สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ ซึ่งลักษณะ

การกระจายของความหนาแนนบนเอลิเมนตคือ  

 ( )eρ  = ⎣ ⎦{ }ρN    (5.8) 

ดังนัน้   
( )

x

e

∂
∂ρ  = { }ρ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢
∂
∂

x
N    (5.9) 

ซ่ึงมีคาคงที่และรูคาสําหรับเอลิเมนตนั้น ในขณะเดียวกันหากมองโดเมนของการไหลในภาพรวม

แลวสมมติวา คาความชันของความหนาแนนบนเอลิเมนตนั้นมีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบ

ซ่ึงขึ้นอยูกับคาความชันของความหนาแนนที่จุดตอดังนี้  

 
( )

x
ˆ e

∂
∂ρ  = ⎣ ⎦

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

x
N ρ    (5.10) 

จากนั้นนําสมการ (5.10) ลบออกจากสมการ (5.9) แลวประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง

จะได 

 { }
( ) ( )

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

A

ee

dA
xx

ˆ
N ρρ  = 0  (5.11) 

แทนคาสมการ (5.10) ลงในสมการ (5.11) จะได 

 { }⎣ ⎦∫ ⎭
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⎩
⎨
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A x
dANN ρ  = { }
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∫ ∂
∂

A

e

x
dAN ρ  (5.12) 

 [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

x
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∫ ∂
∂
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e

x
dAN ρ   (5.13) 
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โดยที่ [ ]M  คือ เมทริกซมวลแบบแนบนัยดังแสดงสมการ (3.87) สําหรับสมการ (5.13) เปน

สมการของแตละเอลิเมนต ดังนั้นจึงตองทําการคํานวณสําหรับทุกๆ เอลิเมนตแลวรวมขึ้นเปน

ระบบสมการใหญเพื่อหาคาความชันของความหนาแนนที่จุดตอ อนึ่งระบบสมการใหญสามารถแก

ไดงายขึ้นหากแปลงเมทริกซมวลแบบเต็มใหอยูในรูปของเมทริกซมวลแบบรวมที่จุดตอดังสมการ 

(3.88) 

 การคํานวณหาคาอนุพันธอันดับสองสามารถดําเนินไปในแนวทางเดียวกัน 

กลาวคือ หลังจากทราบคาอนุพันธอันดับหนึ่งที่จุดตอแลวสามารถคํานวณคาอนุพันธอันดับสองได

จาก 

 
( )

2

2

x

e

∂
∂ ρ  = 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

xx
N ρ   (5.14) 

สมมติอนุพันธอันดับสองของความหนาแนนบนเอลิเมนตนัน้มีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบ

ซ่ึงขึ้นอยูกับคาอนุพันธอันดบัสองของความหนาแนนที่จดุตอดงันี้  

 
( )

2

2

x
ˆ e

∂
∂ ρ  = ⎣ ⎦

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

2

2

x
N ρ   (5.15) 

จากนั้นคาอนพุันธอันดับสองของความหนาแนนที่จุดตอจึงคํานวณไดจาก 
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สําหรับข้ันตอนในการหาคา 2

2

y∂
∂ ρ , 

yx∂∂
∂ ρ2

สามารถคํานวณไดในทํานองเดียวกัน 

5.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ในวิทยานิพนธนี้ไดใชโปรแกรม FEMESH ซึ่งไดพัฒนาขึ้นโดย อ.ดร.สุทธิศักดิ์ 

พงศธนาพาณิช [8] ในการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ โปรแกรม FEMESH เปนโปรแกรมที่

ทํางานในโหมดกราฟกสามารถที่จะสรางรูปแบบของปญหาและสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมไดทันที 

และยังสามารถสงตอขอมูลใหกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตอ่ืน ๆ เพื่อทําการวิเคราะหปญหาไดใน

หลายรูปแบบ รวมถึงการแสดงผลลัพธที่ เกิดขึ้นจากการคํานวณในรูปแบบกราฟกได โดย

ประสิทธิภาพและความถูกตองของโปรแกรม FEMESH ไดรับการตรวจสอบดวยปญหาใน

เอกสารอางอิง [29] 
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ภาพโดยรวมของโครงสรางการทํางานของโปรแกรม FEMESH สามารถที่จะแบง

ออกไดเปนสามสวนหลัก ๆ ดังนี้ 

1. สวนทํางานกอนการประมวลผล (Pre-processing) เปนสวนของโปรแกรมที่

ชวยในการสรางรูปรางของปญหาตางๆ เชน การวาดเสนตรง หรือเสนโคง การสรางเอลิเมนต

สามเหลี่ยม หรือการกําหนดเงื่อนไขที่ขอบ (boundary constraint) เปนตน งานหลักของสวน

ทํางานกอนการประมวลผล ก็คือ การทํางานดานคอมพิวเตอรชวยการออกแบบ (CAD) ซึ่ง

ประกอบดวยคําสั่งตาง ๆ มากมายที่ชวยในการสรางรูปทรงเรขาคณิต 

2. สวนการประมวลผล (Processing) ซึ่งหมายถึง สวนของโปรแกรมที่ทําการ

คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาตาง ๆ 

3. สวนทํางานหลังการประมวลผล (Post-processing) เปนสวนของโปรแกรมที่

ชวยในการแสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณในรูปแบบกราฟก เชน การแสดงเสนชั้น (contour) 

หรือการแสดงเวกเตอรของความเร็ว (velocity vector) เปนตน นอกจากนี้การประยุกตเทคนิคปรับ

ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing technique) เขากับปญหาเพื่อตองการใหไดผล

ลัพธที่มีความแมนยํามากยิ่งขึ้น ก็จะเปนการทํางานในสวนนี้ดวยเชนกัน โดยจะนําผลลัพธที่ไดมา

ทําการคํานวณขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมและทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมข้ึนมาใหมอีก 

5.3 ประยุกตโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใต
สภาวะไมอยูตัวกับเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ข้ันตอนการประยุกตโปรแกรมคอมพิวเตอรเขากับโปรแกรม FEMESH เพื่อปรับ

ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ สามารถอธิบายไดดวยแผนภูมิการทํางานดังแสดงในรูปที่ 5.2 ซึ่งมี

รายละเอียดโดยสรุปดังตอไปนี้  

5.3.1 สรางรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตนดวยโปรแกรม FEMESH โดยรูปแบบ

ไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตน โดยจะมีเอลิเมนตขนาดเล็กวางตัวอยูตามแนวของคลื่นช็อกตามแตปญหา

ที่กําลังพิจารณา  

5.3.2 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน มาทําการวิเคราะหปญหาการไหล

ความเร็วสูงโดยใชรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ไดจากขอ 5.3.1 ซึ่ง โปรแแกรมจะทําการคํานวณ

จนถึงชวงเวลาหนึ่ง adaptΔ  ก็จะหยุดเพื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนต 
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รูปที ่5.2 แผนผังการทํางานของการประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเอลเิมนตโดยอัตโนมตั ิ

5.3.3 นําผลลัพธที่คํานวณไดจากขอ 5.3.2 เขาโปรแกรม FEMESH เพื่อทําการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยในขั้นตอนนี้จําเปนเลือกตัวชี้วัดในการปรับขนาดเอลิเมนตซึ่งในที่นี้ใชคา

ความหนาแนน หรือคาความดัน และกําหนดคาความยาวของเอลิเมนตที่มากที่สุด และคาความ

ยาวของเอลิเมนตที่นอยที่สุด ซึ่งจะไดรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่มีการเคลื่อนตัวของเอลิเมนตไป

ตามการเคลื่อนตัวของผลลัพธและผลลัพธที่ไดก็มีความแมนยําภายใตสภาวะไมอยูตัวดวย 

วิเคราะหปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร

โดยจะใหคํานวณถึงชวงเวลา adaptΔ  

นําผลลัพธจากโปรแกรมคอมพิวเตอรเขาโปรแกรม 

FEMESH เพื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตั ิ

ไดรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตใหมทีเ่วลา

ผานไป adaptΔ  

สรางรปูแบบไฟไนตเอลิเมนต 

เริ่มตนดวยโปรแกรม FEMESH 

การคํานวณถึงเวลาที่

ตองการ ? 

ไมใช 

ใช 

พิมพผลลัพธ และ

ส้ินสุดการวิเคราะห 
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5.3.4 ทําซ้ําข้ันตอนที่  5.3.2 และ 5.3.3 อีกครั้งจนไดผลลัพธที่เวลาที่ตองการจึง

หยุดการคํานวณ 

5.4  ลักษณะของแฟมขอมูลนําเขาโปรแกรม FEMESH  

ลักษณะของแฟมขอมูลนําเขาโปรแกรม FEMESH เพื่อปรับขนาดเอลิเมนต

สําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงประกอบดวย 2 สวน ดังตอไปนี้ 

สวนที่ 1 สวนคําสั่ง (command section) ประกอบดวยขอมูลตางๆ เพื่อให

โปรแกรม FEMESH ตรวจสอบแฟมขอมูลที่นําเขามามีความสอดคลองกับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนต

ที่สรางขึ้น ตัวอยางเชน 

  OUT_FILE_VERSION=1.0 
  TITLE=FINITE ELEMENT MODEL FOR SHOCK TUBE PROBLEM 
  SUBTITLE= 
  DATE=20-JAN-08  12:39:52 
  SOL=15 
  PROBLEMID=15822203 
  SOLVERSTART=20-JAN-08 12:39:52 
  SOLVEREND=20-JAN-08 12:41:13 
  REMESH_HMIN=0.001 
  REMESH_HMAX=0.1 
  END=CMD 

สวนที่ 2 สวนผลลัพธ (solution section) ประกอบดวยคาผลลัพธที่คํานวณไดใน

แตละจุดตอซึ่งประกอบดวย หมายเลขจุดตอ คาความหนาแนน ความเร็ว u และ v  คาพลังงาน

รวม คาความดันและขนาดเอลิเมนต ตัวอยางเชน 
 
NODAL VALUES SOLUTIONS [  862]: 
  
NODE     RHO           U          V           E          P        H 
1 0.1000E+01  0.9848E+00  0.000E+00  0.9464E+00  0.1785E+00  0.00E+00 
2 0.1253E+01  0.9252E+00  0.000E+00  0.9240E+00  0.2486E+00  0.00E+00 
3 0.1409E+01  0.9090E+00  0.000E+00  0.9290E+00  0.2908E+00  0.00E+00 
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บทที่ 6 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร                            
และการวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว 

ในบทนี้จะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนมาใชวิเคราะหปญหาการไหล

ความเร็วสูงแบบตาง ๆ โดยในชวงแรกของบท จะวิเคราะหปญหาตาง ๆที่มีผลเฉลยแมนตรงเพ่ือ

ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม ซึ่งจะใชเอลิเมนตขนาดสม่ําเสมอวางตัวอยางเปนระเบียบทั่ว

ทั้งโดเมนของปญหา โดยจะทําการวิเคราะหปญหาทั้งหมด 3 ปญหา ซึ่งไดแก 

1. ปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

2. ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

3. ปญหาคลื่นช็อกส่ีเหลี่ยม 

ตอจากนั้นจะทําการวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวที่

มีความซับซอนขึ้นโดยประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตเขาไปดวย โดยในการวิเคราะห

ปญหาตางๆนั้นจะพบวาเอลิเมนตขนาดเล็กจะเคลื่อนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคลื่นช็อกเพื่อจับ

การเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นอยางฉับพลันของผลลัพธที่เกิดขามคล่ืนช็อกนั้น โดยปญหาการไหล

ความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวที่วิเคราะหรวมกับประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติ ไดแก 

1. ปญหาคลื่นช็อกในทอ 

2. ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

3. ปญหาคลื่นช็อกส่ีเหลี่ยม 

4. ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 

5. ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 10o 

6. ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

7. ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ 

8. ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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6.1 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

6.1.1 ปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

ปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ [17] เปนปญหาพื้นฐานที่นิยมใชในการตรวจสอบ

ความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่คํานวณปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยู

ตัว เนื่องจากสามารถหาผลเฉลยแมนตรงที่เวลาตางๆ ได นอกจากนี้ยังเปนปญหาที่สามารถทํา

การทดลองในหองปฏิบัติการไดโดยตรง รูปแบบของปญหาไดแสดงในรูปที่ 6.1คือ  ในขณะที่เวลา

เปนศูนยจะกําหนดใหของไหลที่อยูภายในทอถูกแบงออกเปนสองดานโดยแผนกั้น(diaphragm) 

ตรงกึ่งกลางของทอ และใหของไหลทั้งสองดานมีคุณสมบัติเริ่มตนที่แตกตางกัน เชน คาความ

หนาแนน คาความดัน  เปนตน โดยในที่นี้จะกําหนดใหของไหลทางดานซายมือเปนดานที่มีความ

ดันสูงกวา (high pressure zone) และมีคุณสมบัติเริ่มตนเปนดังนี้ =ρ 1.0, =u 0.0, =v 0.0, 

=ε 2.5 สวนคุณสมบัติเริ่มตนของของไหลทางดานขวามือซึ่งมีความดันต่ํากวา (low pressure 

zone) เปนดังนี้ =ρ 0.125, =u 0.0, =v 0.0, =ε 2.0 เมื่อมีการยกแผนกั้นออกทันทีทันใด ผล

ของความแตกตางกันของคุณสมบัติของของไหลทั้งสองดานจะทําใหเกิดคลื่นช็อกวิ่งไปทางดาน

ขวามือ และ คลื่นการขยายตัวว่ิงไปดานซายมือ 

 

 

 

 

รูปที ่6.1 ปญหาการเกิดคลืน่ช็อกในทอ 

ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐจะเริ่มจาก

การสรางเอลิเมนตสม่ําเสมอขนาด 0.0025 ซึ่งจะทําใหไดจํานวนจุดตอจํานวน 16,442 จุดตอและ

จํานวนเอลิเมนตจํานวน 32,001 เอลิเมนต เพื่อแสดงใหเห็นถึงความถูกตองของโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน ในรูปที่ 6.2 – 6.9 เปนเสนชั้นของคาความหนาแนน คาความดัน และ 

คาความเร็วในแนวแกน x และกราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณ

เชิงตัวเลขที่เวลา 0.05, 0.10, 0.15 และ 0.20 ตามลําดับ โดยผลลัพธที่คํานวณไดมีความ

สอดคลองกันเปนอยางดีกับผลเฉลยแมนตรง แตผลลัพธที่ไดขามแนวของช็อกอาจจะไดผลลัพธที่

ไมแมนยํามากนั้นทั้งนี้เพราะวาเอลิเมนตที่อยูตามแนวช็อกมีขนาดใหญ 

  

High pressure zone Low pressure zone 

Diaphragm Expansion wave Shock wave 

0.1 

0.5 0.5 
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(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

 
(ค) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

รูปที่ 6.2 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดัน และเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 ของปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

 

 
(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

 
(ค) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

รูปที ่6.3 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 ของปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 
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(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

 
(ค) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

รูปที ่6.4 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 ของปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

 

 
(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

 
(ค) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

รูปที ่6.5 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ที่เวลา t = 0.20 ของปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 
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รูปที ่6.6 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนัและเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  

ที่เวลา t = 0.05 ของปญหาการเกิดคล่ืนชอ็กในทอ 

ρ

x

p

x

u

x

(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 

(ค) ความเร็ว 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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รูปที ่6.7 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนัและเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  

ที่เวลา t = 0.10 ของปญหาการเกิดคล่ืนชอ็กในทอ 

ρ

x

p

x

u

x

(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 

(ค) ความเร็ว 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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รูปที ่6.8 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชิงตวัเลขของคา

ความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนัและเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  

ที่เวลา t = 0.15 ของปญหาการเกิดคล่ืนชอ็กในทอ 

ρ

x

p

x

u

x

(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 

(ค) ความเร็ว 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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รูปที ่6.9 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนัและเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  

ที่เวลา t = 0.20 ของปญหาการเกิดคล่ืนชอ็กในทอ 

ρ

x

p

x

u

x

(ข) ความดัน 

(ก) ความหนาแนน 

(ค) ความเร็ว 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 



63 

6.1.2 ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ [18] เปนปญหาพื้นฐานอีกปญหา

หนึ่งที่นิยมใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่คํานวณปญหาการไหล

ความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว เนื่องการกําหนดสภาวะเริ่มตนใหกับของไหลทั้งสองขางที่

แตกตางกันจะกอใหเกิดความดันบริเวณก่ึงกลางโดเมนมีคานอยมากๆ จึงเปนปญหาที่นิยมใชใน

การทดสอบความแข็งแรง (robustness) ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข โดยที่รูปแบบของปญหานี้ได

แสดงในรูปที่ 6.10 และจะกําหนดใหของไหลทางดานซายมือมีคุณสมบัติเริ่มตนเปนดังนี้ =ρ 1.0, 

=u  -2.0, =v  0.0, =ε  3.0 สวนคุณสมบัติเริ่มตนของของไหลทางดานขวามือเปนดังนี้ 

=ρ 1.0, =u  2.0, =v  0.0, =ε  3.0 เมื่อมีการยกแผนก้ันออกทันทีทันใดจะทําใหเกิดคลื่นการ

ขยายตัวว่ิงไปทางดานซายและขวา และบริเวณกึ่งกลางจะมีสภาวะเปนสุญญากาศ 

 

 

 

 

รูปที ่6.10 ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐจะเริ่มจาก

การสรางเอลิเมนตสม่ําเสมอขนาด 0.0025 ซึ่งจะทําใหไดจํานวนจุดตอจํานวน 16,442 จุดตอและ

จํานวนเอลิเมนตจํานวน 32,001 เอลิเมนต เพื่อแสดงใหเห็นถึงความถูกตองของโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน ในรูปที่ 6.11 – 6.13 เปนเสนชั้นของคาความหนาแนนและคาความดัน 

ที่เวลา 0.05, 0.10, และ 0.15 ตามลําดับ  

ในรูปที่ 6.14 - 6.16 เปนกราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณของคา

ความหนาแนน และคาความดัน ที่เวลา 0.05, 0.10, และ0.15 กับผลเฉลยแมนตรงโดยผลลัพธที่

ไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดีแสดงใหเห็นถึงความมีเสถียรภาพของระเบียบวิธีการแยกดวย

คุณลักษณะในการวิเคราะหการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัว 

 

 

 Diaphragm Expansion wave 

0.1 

Expansion wave 

0.5 0.5 
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(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.11 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันที่เวลา t = 0.05  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 
(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.12 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันที่เวลา t = 0.10 

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 
(ก) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ข) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.13 เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดันที่เวลา t = 0.15  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 
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รูปที ่6.14 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของ 

คาความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนั ที่เวลา t = 0.05  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

p

x

(ข) ความดัน 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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รูปที ่6.15 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของ 

คาความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนั ที่เวลา t = 0.10 

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

p

x

(ข) ความดัน 

ผลเฉลยแมนตรง 
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ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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รูปที ่6.16 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลพัธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของ 

คาความหนาแนน เสนชัน้ของคาความดนั ที่เวลา t = 0.15  

สําหรับปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 
 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

p

x

(ข) ความดัน 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 

ผลเฉลยแมนตรง 

CBS 
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 6.1.3  ปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 

ปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม [30] เปนปญหาการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกในสองมิติ

อันเกิดจากความแตกตางของการกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนของของไหลภายในโดนเมน โดยที่จะเกิด

คลื่นช็อกจากทั้งส่ีดานและคลื่นช็อกดังกลาวก็จะเคล่ือนตัวมากระทบกันเกิดเปนปรากฏการณการ

กระทบกันของคลื่นช็อก (shock-shock interaction) ซึ่งเปนปรากฏการณที่มีความซับซอน ใน

ปญหานี้เปนอีกปญหาหนึ่งที่สามารถหาผลเฉลยแมนตรงไดในชวงที่คล่ืนช็อกเคลื่อนที่เขาหากัน

กอนที่จะกระทบกัน โดยรูปแบบของปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียมนี้ไดแสดงในรูปที่ 6.17  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.17 ปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 

 

การกําหนดคุณสมบัติเริ่มตนใหกับของไหลเปนดังตอไปนี้ =ρ 0.125, =u 0.0, 

=v 0.0, =ε 0.5 ที่ตําแหนง 0.25 ≤≤ x 0.75 และ 0.25 ≤≤ y 0.75 สําหรับในบริเวณอื่นๆ 

กําหนดให =ρ 1.0, =u 0.0, =v 0.0, =ε 0.625 สําหรับเงื่อนไขขอบเขตกําหนดใหตลอดขอบ

ทั้ง 4 ดานของโดเมนเปนขอบของการไหลออกดวยความเร็วสูงกวาเสียง 

ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐจะเริ่มจาก

การสรางเอลิเมนตสม่ําเสมอขนาด 0.0025 ซึ่งจะทําใหไดจํานวนจุดตอจํานวน 160,802 จุดตอ

และจํานวนเอลิเมนตจํานวน 320,001 เอลิเมนต โดยในรูปที่ 6.18 – 6.20 เปนเสนชั้นของคาความ

หนาแนนท่ีไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน เพื่อแสดงใหเห็นถึงความ

ถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน ในรูปที่ 6.21 – 6.23 เปนกราฟเปรียบเทียบผล
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เฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลขที่ตําแหนงความสูง y = 0.5 ตลอด

แนวแกน x ที่เวลา 0.10 และ 0.20 ตามลําดับ โดยผลลัพธที่คํานวณไดมีความสอดคลองกับผล

เฉลยแมนตรง สําหรับเนื้อหาในสวนตอไปจะเปนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนเพื่อวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูง

ภายใตสภาวะไมอยูตัว เพื่อใหเกิดความแมนยําของผลลัพธทุกๆ ชวงเวลาที่คํานวณ 

 

 
  t= 0.02 t= 0.04 

 
 t= 0.06 t= 0.08 

 
 t= 0.10 t= 0.12 

รูปที ่6.18 เสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.02-0.12 สําหรับปญหาคลืน่ช็อกสี่เหล่ียม 
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 t= 0.14 t= 0.16 

 
 t= 0.18 t= 0.20 

 
 t= 0.22 t= 0.24 

 
t= 0.26 t= 0.28 

รูปที ่6.19 เสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.14-0.28 สําหรับปญหาคลืน่ช็อกสี่เหล่ียม 
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 t= 0.30 t= 0.32 

 
 t= 0.34 t= 0.36 

 
 t= 0.38 t= 0.40 

รูปที ่6.20 เสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.30-0.40 สําหรับปญหาคลืน่ช็อกสี่เหล่ียม 
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รูปที ่6.21 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน คาความดนัที่ตําแหนง y = 0.5 และ ทีเ่วลา t = 0.10  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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รูปที ่6.22 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชงิตวัเลขของคา

ความหนาแนน คาความดนัที่ตําแหนง y = 0.5 และ ทีเ่วลา t = 0.20 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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6.2 การวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวรวมกับเทคนิคการ
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

หลังจากไดทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐ

ข้ึนจนเกิดความมั่นใจแลวจะไดประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขาไปเพื่อใช

วิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวโดยจะกอใหเกิดผลลัพธที่มีความ

แมนยําในทุกชวงเวลาที่ทําการคํานวณ โดยปญหาที่ทําการวิเคราะหชวงแรกจะเปนปญหา

เดียวกับที่ไดทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรเพ่ือจะแสดงใหเห็นความ

แมนยําที่เพ่ิมข้ึนในแตละชวงเวลาที่ทําการคํานวณ ตอจากนั้นจะเปนการวิเคราะหปญหาการไหล

ความเร็วสูงภายใตสภาวะอยูตัวที่มีความซับซอนข้ึน 

6.2.1 ปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

รูปแบบของปญหานี้จะเหมือนกับที่ไดทําการวิเคราะหไวในหัวขอที่ 6.1.1 แตจะ

ทําการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขาไปดวย [29,31] ในระหวางการ

วิเคราะหการไหลดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร โดยรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่ไดจากการ

คํานวณทั้ง  เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของความดันและเสนชั้นของคาความเร็วใน

แนวแกน x ในชวงเวลาตาง ๆ ไดแสดงไวในรูปที่ 6.23 - 6.28 จากรูปดังกลาวจะพบวาในขณะที่ทํา

การวิเคราะหปญหาการไหลจะมีเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคล่ืนช็อก

และคลื่นการขยายตัว เพื่อจับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดข้ึนในทุก ๆ ชวงเวลาและกอใหเกิดผลลัพธที่มี

ความแมนยํามากขึ้นในทุกๆชวงเวลา 

ในรูปที่ 6.29 – 6.32 เปนกราฟที่เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณโดยใช

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและการใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กและวางตัวสม่ําเสมอ

ทั่วทั้งโดเมน ผลลัพธที่ไดพบวาการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําใหไดผล

ลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุก ๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ โดยจํานวนเอลิเมนตที่ใชในการ

คํานวณในชวงแรก ๆ ของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตจะมีจํานวนที่นอยกวาการใชเอลิ

เมนตที่มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน และจะมีจํานวนเพิ่มข้ึนจนมีจํานวนใกลเคียงกับการใชเอลิเมนตที่

มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน แตขนาดเอลิเมนตของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

จะมีขนาดที่เล็กกวา 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.23 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนช้ันของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.00 สําหรับปญหาการเกิดคลืน่ช็อกในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.24 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาการเกิดคลืน่ช็อกในทอ  
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.25 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.26 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.27 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาการเกิดคลืน่ช็อกในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 
(ง) เสนชั้นของความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที ่6.28 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชั้นของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.25 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 
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รูปที ่6.29 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ คาความหนาแนน คาความ

ดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

(ค) ความเร็ว 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 
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Nonadaptive mesh 
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รูปที ่6.30 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของคาความหนาแนน คาความ

ดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

(ค) ความเร็ว 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

ผลเฉลยแมนตรง 
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(ข) ความดัน 
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รูปที ่6.31 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของคาความหนาแนน คาความ

ดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

(ค) ความเร็ว 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 
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รูปที ่6.32 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของคาความหนาแนน คาความ

ดันและคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาการเกิดคล่ืนช็อกในทอ 

(ค) ความเร็ว 

(ก) ความหนาแนน 
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ผลเฉลยแมนตรง 
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6.2.2 ปญหาคลื่นการกระจายแบบสมมาตรในทอ 

รูปแบบของปญหานี้จะเหมือนกับที่ไดทําการวิเคราะหไวในหัวขอที่ 6.1.2 ในรูปที่ 

6.33-6.36 ไดแสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับเปล่ียนไปตามเวลาและผลลัพธที่ไดจากการ

คํานวณทั้ง เสนชั้นของคาความหนาแนน เสนชั้นของความดัน จากรูปดังกลาวจะพบวาเอลิเมนต

ขนาดเล็กเคลื่อนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคลื่นการขยายตัว เพื่อจับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดข้ึนใน

ทุกๆชวงเวลาและกอใหเกิดผลลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุกๆชวงเวลา 

ในรูปที่ 6.37 – 6.39 เปนกราฟที่เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณโดยใช

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและการใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กและวางตัวสม่ําเสมอ

ทั่วทั้งโดเมน ผลลัพธที่ไดพบวาการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําใหไดผล

ลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุกๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ โดยจํานวนเอลิเมนตที่ใชในการ

คํานวณในชวงแรกๆของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตจะมีจํานวนที่นอยกวาการใชเอลิ

เมนตที่มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน และจะมีจํานวนเพิ่มข้ึนจนมีจํานวนใกลเคียงกับการใชเอลิเมนตที่

มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน แตขนาดเอลิเมนตของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

จะมีขนาดที่เล็กกวา 

 
(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

 

รูปที ่6.33 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.00 สําหรับปญหาคลืน่การกระจาย

แบบสมมาตรในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.34 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาคลืน่การกระจาย

แบบสมมาตรในทอ 

 
(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.35 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลืน่การกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 
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(ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต 

 
(ข) เสนชั้นของความหนาแนน 

 
(ค) เสนชั้นของความดัน 

รูปที ่6.36 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนต เสนชัน้ของคาความหนาแนน เสนชั้นของคาความดนั 

และเสนชัน้ของคาความเร็วในแนวแกน x  ที่เวลา t = 0.15สําหรับปญหาคลื่นการกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 
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รูปที ่6.37 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.05 สําหรับปญหาคลื่นการกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

(ข) ความดัน 

p

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 



89 

0.0
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รูปที ่6.38 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลื่นการกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

(ข) ความดัน 

p

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 
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รูปที ่6.39กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.15 สําหรับปญหาคลื่นการกระจาย 

แบบสมมาตรในทอ 

 

 

 

 

(ก) ความหนาแนน 

ρ

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 

(ข) ความดัน 

p

x

ผลเฉลยแมนตรง 

Adaptive mesh 

Nonadaptive mesh 
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6.2.3 ปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 

รูปแบบของปญหานี้จะเหมือนกับที่ไดทําการวิเคราะหไวในหัวขอที่ 6.1.3 แตจะ

ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขาไปดวย โดยในรูปที่ 6.40-6.43 จะแสดง

รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่เอลิเมนตจะเคลื่อนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคลื่นช็อกและเสนชั้นของ

ความหนาแนนที่สอดคลองกัน ที่เวลาตางๆ จากรูปเสนชั้นของความหนาแนนจะพบวาการ

วิเคราะหปญหานี้ดวยการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตินั้นจะไดผลลัพธของคลื่น

ช็อกที่มีความคมชัดกวาแตใชจํานวนเอลิเมนตที่นอยกวา ซึ่งอาจจะเสียเวลาในการปรับขนาดเอลิ

เมนตในระหวางการคํานวณไปบาง แตผลลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุกๆชวงเวลา 

ในรูปที่ 6.44 – 6.45 เปนกราฟที่เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณโดยใช

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและการใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กและวางตัวสม่ําเสมอ

ทั่วทั้งโดเมน ผลลัพธที่ไดพบวาการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําใหไดผล

ลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นในทุกๆ ชวงเวลาที่ทําการคํานวณ โดยจํานวนเอลิเมนตที่ใชในการ

คํานวณในชวงแรกๆของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตจะมีจํานวนที่นอยกวาการใชเอลิ

เมนตที่มีขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน และจะมีจํานวนเพิ่มข้ึนจนมีจํานวนใกลเคียงกับการใชเอลิเมนตที่

มขีนาดเล็กทั่วทั้งโดเมน แตขนาดเอลิเมนตของการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ

จะมีขนาดที่เล็กกวา 
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 t = 0.00 

  
t = 0.04 

  
t = 0.08 

 

รูปที ่6.40 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.08  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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t = 0.12 

  
t = 0.16 

  
t = 0.20 

 

รูปที ่6.41 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.12-0.20  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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t = 0.24 

  
t = 0.28 

  
t = 0.32 

 

รูปที ่6.42 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.24-0.32  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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t = 0.36 

  
t = 0.40 

 

รูปที ่6.43 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.36-0.40  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกสี่เหล่ียม 
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รูปที ่6.44 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.10 สําหรับปญหาคลื่นชอ็กสี่เหลี่ยม 
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รูปที ่6.45 กราฟเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตของ 

คาความหนาแนน คาความดัน ที่เวลา t = 0.20 สําหรับปญหาคลื่นชอ็กสี่เหลี่ยม 
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6.2.4 ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 

 ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o (Diffraction of a 

Mach 2 shock over a 90o corner) [32,33,34] ไดถูกแสดงในรูปที่ 6.46 โดยกําหนดใหคลื่นช็อก

ตั้งฉาก (normal shock) หมายเลขมัค 2 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือ และเมื่อคลื่นช็อก

ตั้งฉากเคลื่อนที่ผานมุมหักลงดานลาง 90 องศา ก็จะเกิดการกระจายของคลื่นช็อกตั้งฉากตรงมุม

หัก และเกิดการเปลี่ยนรูปของคลื่นช็อกตั้งฉาก เนื่องจากเมื่อคลื่นช็อกเคลื่อนที่ผานมุมหักลง

ดานลาง 90 องศา ก็จะเกิดการกระจายของคลื่นช็อกตั้งฉากตรงมุมหัก โดยเกิดการเปลี่ยนรูปของ

คล่ืนช็อกตั้งฉาก ซึ่งกอใหเกิดคล่ืนช็อก คล่ืนขยาย ผิวสัมผัสไมตอเนื่องและการหมุนตัวของเสน

สตรีม (streamline) จนเกิดปรากฏการณวอเท็กซ (vortex)  

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.46 ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 

ในรูปที่ 6.47-6.48 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของความหนาแนนที่ไดจากการ

คํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน เมื่อพิจาราณารูปตาง ๆ จะเห็นวา การประยุกตเทคนิคปรับขนาดเอลิ

เมนตเขากับปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว สามารถจับการเคลื่อนตัวของคลื่น

ช็อกตกกระทบเคลื่อนที่มาจากทางดานขวาและลงมาทางดานลางของโดเมนไดอยางชัดเจน  
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    t = 0.0 

    t = 0.1 

   t = 0.2 

    t = 0.3 

 

รูปที ่6.47 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.0-0.3 สําหรับ

ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 
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   t = 0.4 

   t = 0.5 

   t=0.6 

 

รูปที ่6.48 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.4-0.6 สําหรับ

ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o 
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6.2.5  ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 10o 
  

 ลักษณะของปญหาคือมีของไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทา ผานเขามา

ทางดานซายมือ และไหลผานชองที่มีพื้นเอียงทํามุม 10o กับแนวราบ [31] การหักมุมอยางฉับพลัน

กอใหเกิดคลื่นช็อคเอียงพุงขึ้นไปกระทบผนังดานบนและสะทอนกลับลงมาดานลาง คล่ืนช็อกที่

สะทอนกลับลงมาจะกระทบผนังดานลางอีกครั้งและสะทอนสูผนังดานบนกอนที่จะไหลออก

ทางดานขวามือของปญหา บริเวณจุดหักมุมที่สองของปญหาจะเกิดคลื่นการขยายตัวพุงไปกระทบ

กับคล่ืนช็อกที่เกิดจากการสะทอนทางดานหลัง ทําใหการไหลดานหลังจุดหักมุมมีความซับซอนข้ึน 

รูปแบบของปญหานี้ไดแสดงไวในรูปที่ 6.49 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.49 ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมมุ 10o 

 

 การวิเคราะหปญหาการไหลนี้เริ่มดวยการสรางรูปรางของปญหาและแบงโดเมน

ของปญหาออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอ แลวทําการประยุกตเทคนิค

การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาในระหวางการวิเคราะหการไหล ในรูปที่ 6.50-

6.51 จะพบวาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยํามากขึ้นในทุก

ชวงเวลา โดยสังเกตจากเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากวางตัวตามแนวคลื่นช็อกทําใหความหนา

ของคลื่นช็อกลดลง ในขณะเดียวกันมีการกระจุกตัวของเอลิเมนตที่จุดหักมุมที่สองทําใหคลื่นการ

ขยายตัวเปนเสนตรงและรวมกันเปนจุดเดียวที่จุดหักมุมนี้ ในตารางที่ 6.1 เปนการเปรียบเทียบของ

ผลลัพธที่ไดจากคํานวณในรูปแบบของหมายเลขมัคที่จุดตางๆ บนโดเมน พบวามีผลลัพธที่ไดมี

ความสอดคลองผลเฉลยแมนตรงและระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในเอกสารอางอิง [35] 

 

 

Shock wave 
M = 2.0 

1.0 1.0 3.0 

1.0 

x 

y 

Computational domain 

1 

2 4 

3 
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t=0.1 

   
t=1.0 

  
t=2.0 

  
t=3.0 

   
t=4.0 

  
t=5.0 

  
t=6.0 

   
t=7.0 

รูปที่ 6.50 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนช้ันของคาความหนาแนนที่เวลา t=0.1-7.0 สําหรับ

ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 10o 
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t =8.0 

  
t=9.0 

  
t=10.0 

  
t=11.0 

   
t=12.0 

 

รูปที ่6.51 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t=8.0 – 12.0 สําหรบั

ปญหาการไหลความเร็วสูงกวาเสียง 2.0 เทาในชองแคบที่มีพื้นเอียงมุม 10o 

 

ตารางที่ 6.1 การเปรียบเทียบคาหมายเลขมัคที่ตําแหนงตางๆ ของปญหาการไหลความเร็วสูงกวา

เสียง 2.0 เทาในชองแคบทีม่ีพื้นเอียงมุม 10o 

 

ตําแหนง 
Analytical 

Mach number 

CBS  

(% difference) 

Ref . [35] 

(% difference) 

   1 2.00 2.000 (0.0) 2.000 (0.0) 

   2 1.65 1.641 (0.5) 1.639 (0.7) 

   3 1.30 1.310 (0.8) 1.287 (1.0) 

   4 2.00 1.985 (0.8) 1.985 (0.8) 
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 6.2.6  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ (Mach 2 shock 

reflection over a wedge) [34,36] เปนปญหาที่กําหนดใหคลื่นช็อกตั้งฉาก (normal shock) 

หมายเลขมัค 2 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือดังแสดงในรูปที่ 6.52 ปญหานี้มักใชเปน

ปญหาที่ทดสอบประสิทธิภาพของระเบียบเชิงตัวเลขและเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติเนื่องจากเปนปญหาที่มีความซับซอนและเกิดปรากฏการณคลื่นช็อกที่มีพฤติกรรม

แตกตางกันมาก  และถาหากระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการแกปญหาไมมีประสิทธิภาพ ก็จะไม

สามารถจับคล่ืนช็อกตาง ๆ ของปญหาไดอยางถูกตอง 

 

 

รปูที่ 6.52 ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

ในรูปที่ 6.53-6.54 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับตัวไปตามเวลาและเสนชัน้

ของความหนาแนนที่ไดจากการคํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน จากรูปจะพบวาเอลิเมนตขนาดเล็กจะ

เคล่ือนตัวไปตามการเคลื่อนที่ของคลื่นช็อกตกกระทบที่มีลักษณะเปนเสนตรงและเอลิเมนตขนาด

เล็กจะวางตัวตามแนวของคลื่นช็อกสะทอนกลับที่มีลักษณะเปนสวนโคงขณะเดียวกันตรงจุดที่

คลื่นช็อกตกกระทบสัมผัสกับพื้นจะมีเอลิเมนตวางตัวกันอยางหนาแนนตลอดเวลาเพื่อที่จะจับการ

เปลี่ยนแปลงของการไหลที่มีความซับซอนตรงจุดนี้ใหไดซึ่งจะปรากฏในรูปแบบของกานมัคที่จะตั้ง

ฉากกับพื้นตลอดเวลา  

1.0

46
o
 

0.25 0.75 

Ms=2.0 
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t=0.00000 

t=0.00015 

t=0.00030 

t=0.00045 

 

รูปที ่6.53 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00000-0.00045 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนงัยกระดับ 
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t=0.00060 

t=0.00075 

t=0.00090 

 

รูปที ่6.54 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00060-0.00090 

สําหรับปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนงัยกระดับ 

   

 

 

 

 

 



107 

6.2.7 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ 

ปญหาของการระเบิดในอากาศ [8,37,38] เปนปญหาที่มีลักษณะเคลื่อนตัวของ

คลื่นช็อกแผกระจายออกเปนวงกลมจากการกําหนดเงื่อนไขเริ่มตนใหกับของไหลใหมีความ

แตกตางกันรูปแบบของปญหาไดถูกแสดงไวในรูปที่ 6.55 

 

 

รูปที ่6.55 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 

 สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศ เปนดังนี้

กําหนดให ρ = 2, u = 0, v = 0 และ ε = 18.75 ที่ r = 22 yx + < 0.13 และ กําหนดให ρ = 1, u = 

0, v = 0 และ ε = 2.5. ที่ตําแหนงอ่ืนๆ เมื่อทําการคํานวณจะพบวาเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก

ในรูปแบบของวงกลมออกจากศูนยกลางการระเบิดสวนของไหลบริเวณดานหลังของคลื่นช็อกก็จะ

มีการเปลี่ยนแปลงแบบคอยเปนคอยไป สําหรับการวิเคราะหปญหานี้ จะเริ่มตนดวยการสรางเอลิ

เมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาด

เอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาจนไดผลลัพธที่มีความแมนยําในชวงเวลาเริ่มตนเสียกอน 

จากนั้นจึงเริ่มวิเคราะหการไหลและปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติควบคูกันไปพรอมๆกัน ในรูป

ที่ 6.56 – 6.58 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของความหนาแนนพบจะมีวาเอลิเมนต

ขนาดเล็กวางตัวตามแนวของคลื่นช็อกเปนวงกลมอยางชัดเจนและเอลิเมนตขนาดเล็กเหลานี้จะ

เคล่ือนตัวออกจากออกจากศูนยกลางการระเบิด ซึ่งทําใหไดผลลัพธที่มีความแมนยําในทุก

ชวงเวลาที่คํานวณ ในปญหานี้ไดทําการเปรียบเทียบผลลัพธที่เวลา t = 0.13 กับผลการคํานวณ

เชิงตัวเลขในเอกสารอางอิง [38] โดยไดแสดงไวในรูปที่ 6.59 ซึ่งจะพบวาผลลัพธที่ไดจากการ

ประยุกตรวมกันของระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะและเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติควบคูกันใหผลลัพธที่ดีกวาโดยดูจากความชันของคลื่นช็อก 

Low pressure zone 

1.0 

1.0 

Shock wave 

High  

pressure 

zone 
x 

y 
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t=0.00 

 

   
t=0.02 

 

   
t=0.04 

 

รูปที่ 6.56 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.04  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 
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t=0.06 

 

   
t=0.08 

  

   
t=0.10 

 

รูปที่ 6.57 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.06-0.10  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 
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t=0.11 

 

   
t=0.12 

 

   
t=0.13 

 

รูปที่ 6.58 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.11-0.13  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 
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รูปที ่6.59 กราฟเปรียบเทียบคาความหนาแนน ที่ตําแหนง y=0 ที่เวลา t = 0.13  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศ 

 

 6.2.8 ปญหาคลื่นชอ็กจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ 

ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้นราบ [37] ดังในรูปที่ 6.60  

จะมีลักษณะคลายกับปญหาที่ผานมาแตจะกําหนดใหพื้นดานลางเปนผนัง  เพื่อศึกษา

ปรากฏการณการตกกระทบของคลื่นช็อก  สําหรับเงื่อนไขเริ่มตนสําหรับการไหลก็จะเหมือนกับ

ปญหาที่ผานมา คือ 

 

รูปที ่6.60 ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 

Low pressure zone 

1.0 

1.0 

Shock wave 

High pressure zone 
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y 

0.25 

ρ

x

Ref [38] 

CBS 
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 กําหนดให ρ = 2, u = 0, v = 0 และ ε = 18.75 ที่ r = 22 yx + < 0.13 และ 

กําหนดให ρ = 1, u = 0, v = 0 และ ε = 2.5. ที่ตําแหนงอื่นๆ การวิเคราะหจะเริ่มตนดวยการสราง

เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีขนาดคอนขางสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และประยุกตระเบียบวิธีปรับ

ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับปญหาเพื่อใชเกิดความแมนยําของผลลัพธในชวงเวลาเริ่มตน

จากนั้นคอยวิเคราะหการไหลควบคูไปกับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ โดยในรูปที่ 6.61-

6.63 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของความหนาแนนที่สอดคลองกันที่เวลาตางๆ จาก

รูปดังกลาวจะพบวาคลื่นช็อกโคงเคลื่อนตัวออกจากศูนยกลางการระเบิด และเมื่อตกกระทบกับ

พ้ืนราบ ก็จะเกิดการสะทอนกลับของคลื่นช็อกและการกระทบกันของคล่ืนช็อกสะทอนและคลื่น

ช็อกโคงซึ่งกอใหเกิดเปนปรากฏการณการไหลที่มีความซับซอนมาก การประยุกตเทคนิคการปรับ

ขนาดเอลิเมนตรวมไปกับการวิเคราะหการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัวดวยโปแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสามารถจับการเปลี่ยนแปลงและจับสภาวะการไหลที่มีความซับซอนได 

 

 
t=0.00 

 
t=0.02 

รูปที่ 6.61 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.00-0.02  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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t=0.04 

 
t=0.06 

 
t=0.08 

 
t=0.10 

รูปที่ 6.62 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.04-0.10  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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t=0.12 

 
t=0.14 

 
t=0.16 

 
t=0.18 

รูปที่ 6.63 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.12-0.18  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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t=0.20 

 
t=0.22 

 
t=0.24 

รูปที่ 6.64 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตและเสนชั้นของคาความหนาแนนที่เวลา t = 0.20-0.24  

สําหรับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบดิในอากาศตกกระทบพื้นราบ 
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บทที่  7 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 

 การวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะไมอยูตัว โดย

ใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะและการประยุกตเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ สามารถสรุปประเด็นสําคัญ ตลอดจนปญหาที่พบและ

ขอเสนอแนะสําหรับการวิจัยในอนาคต ดังตอไปนี้ 

7.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธนี้ไดทําการศึกษาปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดโดยไร

ความหนืดใน 2 มิติ ภายใตสภาวะไมอยูตัว ซึ่งถูกควบคุมโดยระบบสมการเชิงอนุพันธยอยนา

เวียร-สโตกส และสมการสถานะของกาซในอุดมคติ โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยสมการ

ไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐข้ึนไดเลือกใชระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ(Characteristic-

Based Split algorithm) หรือที่นิยมเรียกกันโดยยอวาวิธีซีบีเอส (CBS algorithm) โดยวิธีซีบีเอส

ไดถูกนํามาประยุกตใชกับปญหาการไหลในหลายๆ รูปแบบ วิทยานิพนธไดนําวิธีการนี้มา

ประยุกตใชกับปญหาการไหลความเร็วสูงภายใตสภาวะไมอยูตัว และเพ่ือปรับปรุงผลลัพธใหมี

ความถูกตองมากขึ้นในทุกๆ ชวงเวลาที่ทําการวิเคราะห จึงไดนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต

โดยอัตโนมัติมาใชรวมดวย เนื้อหาของวิทยานิพนธไดอธิบายการทํางานอยางเปนขั้นเปนตอน เริ่ม

ตั้งแตการกลาวถึงที่มาและความสําคัญของวิทยานิพนธ ซึ่งไดชี้ใหเห็นความจําเปนในการหา

ผลลัพธโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ตลอดจนงานวิจัยในอดีตที่งานมา ดังแสดงไวในบทที่ 1 

ในบทที่ 2 เปนเนื้อหาเกี่ยวกับระบบสมการเชิงอนุพันธที่อธิบายหลักความจรงิของ

การไหลซึ่งประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษมวล สมการเชิงอนุพันธยอยของ

การอนุรักษโมเมนตัม และสมการเชิงอนุพันธยอยของการอนุรักษพลังงาน ตอจากนั้นจึงเปนการ

อธิบายเก่ียวกับเงื่อนไขขอบเขตสําหรับปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได ในสวนของบทที่ 3 

ไดแสดงถึงขั้นตอนโดยทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และอธิบายถึงภาพรวมของวิธีการ

แยกดวยคุณลักษณะ แลวดําเนินการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับระบบสมการ

เชิงอนุพันธยอยโดยใชวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ หลังจากไดสมการไฟไนตเอลิเมนตแลว จึงทํา

การประดิษฐรายละเอียดของไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซทั้งหมดที่เก่ียวของตอไป 
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ตอจากนั้นจึงเปนการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับสมการไฟ

ไนตเอลิเมนต โดยรายละเอียดขั้นตอนการทํางาน ลักษณะแฟมขอมูลนําเขา และแฟมขอมูล

ผลลัพธ ไดแสดงไวในบทที่ 4  

ในบทที่ 5 ผลลัพธที่ไดมีความสอดคลองกัน เนื่องจากในปญหาการไหลความเร็ว

สูงแบบอัดตัวไดโดยสวนใหญจะมีการเปลี่ยนแปลงสภาวะการไหลอยางฉับพลันผานแนวคลื่นช็อก

โดยเฉพาะอยางย่ิง เมื่อปญหาการไหลอยูในสภาวะไมอยูตัวจะเกิดการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก

ตางๆ  การที่จะใหไดมาซึ่งผลลัพธที่มีความแมนยําสูง จําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กๆ วางตัว

ตามแนวคลื่นช็อกเพื่อจับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นอยางฉับพลันใหได  แตการใชเอลิเมนตขนาด

เล็กทั่วทั้งโดเมนของปญหาจะทําใหสิ้นเปลืองหนวยความจําของคอมพิวเตอร จึงไดนําเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขามาประยุกตใชรวมดวย โดยจะประยุกตเทคนิคการปรับขนาด

เอลิเมนตโดยอัตโนมัติควบคูกันไปกับการวิเคราะหการไหลซึ่งจะทําใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตอง

มากย่ิงขึ้นโดยไมจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากทั่วทั้งโดเมน  เนื้อหาในบทที่ 6 เปน

ตัวอยางการวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูงในรูปแบบตางๆ โดยเริ่มการตรวจสอบความ

ถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง เชน ปญหาคลื่น

ช็อกในทอจากนั้นจึงประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตควบคูกับการวิเคราะหการไหลเพื่อดู

ความแมนยําของผลลัพธที่เพิ่มขึ้นมา และนํากระบวนการทั้งสองไปประยุกตกับปญหาที่มีความ

ซับซอนมายิ่งข้ึนเชน ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o  ปญหาคลื่น

ช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบ

พ้ืนราบ เปนตน จากผลการคํานวณพบวาวิธีซีบีเอสสามารถวิเคราะหปญหาการไหลความเร็วสูง

ภายใตสภาวะไมอยูตัว และการใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติควบคูไปกับการ

วิเคราะหการไหลจะทําใหไดผลลัพธที่มคีวามแมนยํามากขึ้นในทุกชวงเวลา จากตัวอยางที่ไดแสดง

และจากงานวิจัยที่ผานมาตางๆ ไดแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพของระเบียบวิธีซีบีเอสในการ

วิเคราะหปญหาการไหลในรูปแบบตางๆ ซึ่งถือเปนขอดีของระเบียบวิธีนี้ อยางไรก็ตามระเบียบวิธนีี้

ก็ยังมีขอดวยอยูบางในเรื่องของการสั่นของผลลัพธที่ไดจากการคํานวนในบริเวณที่มีความเร็วต่ํา ๆ  

ซ่ึงจะตองศึกษาวิจัยเพื่อแกไขกันตอไป 

 

7.2 ปญหาท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธ 

สําหรับปญหาที่พบในขณะดําเนินการวิจัย สามารถสรุปเปนขอๆ มีดังนี้  
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7.2.1  ปญหาการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ จําเปนตองมี

การกําหนด คาพารามิเตอรบางตัว เชน การเลือกคา minh , maxh  กลาวคือ ในชวงเริ่มตนของการ

คํานวณจําเปนตองปรับขนาดเอลิเมนตใหมีความถูกตองของผลลัพธกอนซ่ึงหากในตอนเริ่มตนใช

คาดังกลาวไมเหมาะสม เชน minh นอยเกินไปแลว เมื่อวิเคราะหปญหาการไหลไปไดสักระยะ จะ

ทําใหเกิดจํานวนเอลิเมนตเพิ่มข้ึนอยางมากซึ่งจะสงผลตอเวลาที่ใชในการคํานวณมากทีเดียว หรือ

หากเลือก minh มีคามากเกินไปเมื่อทําการคํานวณไปไดสักระยะแลวจะไมสามารถจับการเคลื่อน

ตัวของคลื่นช็อกได ซึ่งการเลือก minh , maxh ในตอนเริ่มตนนี้ข้ึนอยูกับประสบการณของผูทําการ

วิเคราะหเปนหลัก  

7.2.2  การเลือกชวงเวลาที่เหมาะสมในการปรับขนาดเอลิเมนต ในงานวิจัยนี้จะมีการ

ปรับขนาดเอลิเมนตควบคูไปกับการวิเคราะหการไหลซึ่งจะทําใหมีเอลิเมนตขนาดเล็กเคลื่อนตัวไป

พรอมกับการเคลื่อนตัวของผลลัพธเมื่อเวลาเปล่ียนแปลงไป หากเลือกชวงเวลาในปรับขนาดเอลิ

เมนตไมเหมาะสม เชน เลือกชวงเวลาดังกลาวมากไปจะทําใหไมสามารถจับการเคลื่อนตัวของ

คล่ืนช็อกไดแตถาเลือกชวงเวลาดังกลาวนอยไปจะทําใหตองเสียเวลาในการปรับขนาดเอลิเมนต

หลายๆครั้งมากขึ้น 

7.2.3 ปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได มักมีการเปลี่ยนแปลงของสภาวะการ

ไหลอยางฉับพลันผานแนวคลื่นช็อค ซึ่งอาจเกิดการสั่นของผลลัพธในบริเวณใกลแนวคลื่นช็อคได

จึงตองมีการเพิ่มความหนืดเทียมเขาไปเพื่อลดการสั่น โดยจําเปนตองมีการกําหนดคาคงที่ ซึ่ง

หมายถึงปริมาณของความหนืดเทียมที่เพ่ิมเขาไปใหกับปญหา ซึ่งถาเลือกไมเหมาะสมจะทําให

ความแมนยําของผลลัพธที่ไดลดลง หรืออาจจะเกิดการลูออกได 

 

7.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวจิัยในอนาคต 

 ในงานวิทยานิพนธนี้เปนการศึกษาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวไดภายใตสภาวะ

ไมอยูตัวแบบไรความหนืดเทานั้น หากทําการเพิ่มพจนที่ความหนืดลงไปในสมการไฟไนตเอลิเมนต 

ก็จะทําใหการวิเคราะหการไหลจะมีความใกลเคียงกับสภาวะที่เกิดจริงในธรรมชาติมากยิ่งขึ้น และ

จากปญหาสุดทายของการวิเคราะหคือ ปญหาคลื่นช็อกจากการระเบิดในอากาศตกกระทบพื้น

ราบ ถาหากไปทําการวิเคราะหปฏิสัมพันธกับโครงสรางวาผลการระเบิดจะกอใหเกิดผลกระทบ

อยางไรตอโครงสรางดวยจะกอใหเกิดเปนองคความรูใหมข้ึนมา 
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ภาคผนวก ก 
รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร สําหรับวิเคราะหการไหลความเร็วสูง 

  
 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได ที่ไดประดิษฐข้ึน

ดังที่ไดกลาวไวในบทที่ 4 มีรายละเอียดดังนี้ 

 
! Bismi Allahi alrrahmani alrraheemi ! 
! In the name of Allah, Most Gracious, Most Merciful 
! Praise be to Allah, the Cherisher and Sustainer of the world;  
! Most Gracious, Most Merciful;  
! Master of the Day of Judgment.  
! Thee do we worship, and Thine aid we seek.  
! Show us the straight way,  
! The way of those on whom Thou hast bestowed Thy Grace, those whose (portion) is not 
wrath, 
! and who go not astray. 
 
Program CBS_HIFLOW 
  

use variable 
 implicit none 
 open(unit=12, file='femesh_sol.out', status='unknown', action='write') 
 open(unit=13, file='error_av.eav'  , status='unknown', action='write') 
 open(unit=15, file='error_mx.emx'  , status='unknown', action='write') 
 open(unit=16, file='transient.his' , status='unknown', action='write') 
 OPEN(UNIT=20, FILE='CHECK1.OUT',STATUS='UNKNOWN',action='write') 
 call input 
 call prelim 
 call transform 
 call iteration 
 call btransform 
 call output 
 
End program CBS_HIFLOW 
 
Module variable 
  
implicit none 
 character(len=20) :: name1, name2, name3, text 
 character(len=1) :: hthou, tthou, thou, hun, dec, unit 
 integer(2) :: stday, stmonth, styear 
 integer(2) :: sthour, stminute, stsecond, sthund
 integer(2) :: enday, enmonth, enyear 
 integer(2)  :: enhour, enminute, ensecond, enhund  
 
! define size by (npoin,x) 
  

integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: matcon 
 
! define size by (nelem,x)  
  

integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: intma    !
 integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: ielsi 
 
! define size by (nboun,x)  
  

integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: iside      
 integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: iwpoin 
 
! define size by (npoin) 
 
 integer(4), allocatable, dimension(:)        :: ihelp 
 integer(4), allocatable, dimension(:) :: ncmax, number 
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! define size by (x) 
 
 integer(4), dimension(4) :: icount 
 integer(4)                       :: npoin, nelem, nboun, nwall 
 integer(4) :: ip, ie, ib, ia, ic, iw 
 integer(4) :: i, j, k, kkk 
 integer(4) :: na, nb, nc, nd, ne, nf, nz, leng 
 integer(4)                        :: ntime, istep, ilots, iwrite 
 integer(4) :: itime, intime, nstep, niter, nwrite 
 integer(4)                        :: iopt, inpt, opvis, index, idum 
 integer(4) :: ifinal, nsmoo, opshock, num 
 
! define size by (npoin,x) 
 
 real(8), allocatable, dimension(:,:)   :: unkno, unkn1 
 real(8), allocatable, dimension(:,:)   :: rhs0, rhs1, rhs2 
 real(8), allocatable, dimension(:,:) :: coord    
      
! define size by (nelem,x)  
  
 real(8), allocatable, dimension(:,:)  :: geome    
! real(8), allocatable, dimension(:,:) :: fxsec, fysec 
 
! define size by (nboun,x)  
 
 real(8), allocatable, dimension(:,:)   :: rside 
 real(8), allocatable, dimension(:,:) :: wnor    
     
! define size by (npoin) 
 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dmmat    
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: pres, pres1, temp, temp1 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: sound, amach, absv 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: deltp 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: alen 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: pswe, dum1, dum2 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dpdxp, dpdyp, delun 
 real(8), allocatable, dimension(:) :: pnew, vnorm, rhonew, vmod, soundnew 
 
! define size by (nelem) 
 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: delte 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: sigxx, sigyy, sigxy 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dtdx, dtdy, dpdx, dpdy  
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dfx, dfy 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dfe 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: uav, vav, dudxe, dvdye 
 real(8), allocatable, dimension(:)     :: dspdx, dspdy, dspdn 
  
! define size by (x) 
 
 real(8), dimension(5) :: cinf1, cinf2 
 real(8), dimension(4) :: ha, hb, sumer, sumsq 
 real(8), dimension(3) :: conin 
 real(8), dimension(2) :: theta 
 real(8)                                :: gamma, gamma1    
 real(8) :: dtfix, timt, rtime 
 real(8)                                :: csafe, csmoo 
 real(8) :: dt, diff, cder 
 real(8) :: adel1, adel2, adel3, adel4 
 real(8) :: shockcon, tk, amul 
 real(8) :: cpoin, ttemp, lines 
 
End module variable 
 
Subroutine input 
 
 use  variable 
 
      implicit none 
 
 call gettim(sthour, stminute, stsecond, sthund) 
 
 write(*,*)"Bismi Allahi Alrrahmani Alrraheemi" 
 write(*,*)"In the name of Allah, Most Gracious, Most Merciful" 
 write(*,*)"Praise be to Allah, the Cherisher and Sustainer of the world;"  
 write(*,*)"Most Gracious, Most Merciful;"  
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 write(*,*)"Master of the Day of Judgment."  
 write(*,*)"Thee do we worship, and Thine aid we seek."  
 write(*,*)"Show us the straight way,"  

write(*,*)"The way of those on whom Thou hast bestowed Thy Grace, those whose 
(portion)" 

 write(*,*)"is not wrath, and who go not astray." 
 
 1  write(*,10) 
 10 format(//, ' Please enter the input file name:',/) 
 read(*, '(A)', err = 1) name1 
 
 open(unit=11, file=name1, status='old', action='read', err = 1) 
    

read(11,*) lines 
       DO  i = 1,lines 
        read(11,*) TEXT 
       ENDDO !i 
 

read(11,*) text 
 read(11,*) nelem, npoin, nboun 
  
 write(*,20) 
    20 format(/,' Enter option for transient calculation :',//,5x,'1.) steady state 
',/,5x,'2.) transient') 
 read(*,*) index 
  
 IF (index == 2) THEN 
   
  write(*,25) 
  25 format(/,' Please enter number of time step for write output files 
:') 
  read(*,*)nwrite 
 
 ENDIF  
  
 write(*,30) 
 30 format(/,' THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :') 
 write(*,40)npoin 
 40 format('    NUMBER OF NODES       = ', I6) 
     write(*,50)nelem   
        50 format('    NUMBER OF ELEMENTS    = ', I6)   
     write(*,60)nboun 
        60 format('    NUMBER OF BOUNDARIES  = ', I6)   
 
! READING SPECIFIC HEAT RATIO (GAMMA) AND CONSTANT 
 
 READ(11,*) text 
     READ(11,*) gamma, shockcon 
 gamma1 = gamma - 1.0d+00 

opshock = 1 
     csmoo = 0.001 

nsmoo = 1 
theta(1) = 0.5 
theta(2) = 0.5 
ilots  =  -1 
opshock = 1 

 
! *** READING NO.OF STEPS TO BE RUN, NO.OF STEPS RAN SO FAR,  
! *** FIXED TIME STEP VALUE 
 
     READ(11,*) text 
     READ(11,*) ntime, iwrite, dtfix  
 
! *** allocate size of each array.... 
 
! allocate (npoin,x) 
 
 allocate(matcon(npoin,20))  
 allocate(unkno(npoin,4), unkn1(npoin,4)) 
 allocate(rhs0(npoin,4), rhs1(npoin,4), rhs2(npoin,4)) 
 allocate(coord(npoin,2)) 
 
! allocate (nelem,x) 
 
 allocate(intma(nelem,3), ielsi(nelem,2)) 
 allocate(geome(nelem,7)) 

allocate(fxsec(nelem,4), fysec(nelem,4)) 



 127

 
 
 
! allocate (nboun,x) 
 
 allocate(iside(nboun,4), rside(nboun,4)) 
 allocate(iwpoin(nboun,3), wnor(nboun,2))  
 
! allocate (npoin) 
 
 allocate(ihelp(npoin), ncmax(npoin), number(npoin)) 
 allocate(dmmat(npoin)) 
 allocate(pres(npoin), pres1(npoin), temp(npoin), temp1(npoin)) 
 allocate(sound(npoin), amach(npoin), absv(npoin)) 
 allocate(deltp(npoin), alen(npoin), pswe(npoin), dum1(npoin), dum2(npoin)) 
 allocate(dpdxp(npoin), dpdyp(npoin), delun(npoin)) 
 allocate(pnew(npoin), vnorm(npoin), rhonew(npoin), vmod(npoin),soundnew(npoin)) 
 
! allocate (nelem) 
 
 allocate(delte(nelem)) 
 allocate(sigxx(nelem), sigyy(nelem), sigxy(nelem)) 
 allocate(dtdx(nelem), dtdy(nelem), dpdx(nelem), dpdy(nelem))  
 allocate(dfx(nelem), dfy(nelem)) 
 allocate(dfe(nelem)) 
 allocate(uav(nelem), vav(nelem), dudxe(nelem), dvdye(nelem))  
 allocate(dspdx(nelem), dspdy(nelem), dspdn(nelem)) 
 
! *** READING THE COORDINATES OF THE NODAL POINTS 
 
 READ(11,*) text 
 
  DO ip = 1, npoin 
 
   READ(11,*) i, (coord(ip,j),j = 1,2) 
   IF(i.ne.ip) THEN 
    WRITE(*,70) I 
       70 FORMAT(/,'NODE NO.', I6,' IN DATA FILE IS MISSING') 
    STOP 
   ENDIF 
  ENDDO !ip 
 
! *** READING THE UNKNOWNS(RHO,U1,U2 AND E) 
 
 READ(11,*) text 
 
  DO ip = 1, npoin 
 
   READ(11,*) i, (unkno(ip,j),j = 1,4) 
   IF(i.ne.ip)THEN  
    WRITE(*,80) I 
       80 FORMAT(/,'NODE NO.', I6,' IN DATA FILE IS MISSING') 
    STOP 
   ENDIF  
  ENDDO !ip 
    
! *** READING ELEMENT CONNECTIVITY 
 
 READ(11,*) text 
 
  DO ie = 1, nelem 
   READ(11,*) i, (intma(ie,j),j = 1,3) 
   IF(i.ne.ie) THEN 
     WRITE(*,90) I 
       90 FORMAT(/,'ELEMENT NO.', I6,' IN DATA FILE IS MISSING') 
    STOP 
   ENDIF  
  ENDDO !ie 
 
! *** READING THE BOUNDARY SIDES INFORMATION 
 
 READ(11,*) text 
  
  DO ib = 1, nboun 
   READ(11,*) i, (iside(ib,j),j = 1,4) 
  ENDDO !ib 
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! *** CALCULATING PRESSURE, SPEED OF SOUND, TEMPERATURE  
 
  DO ip = 1, npoin 
 
   pres(ip)  = gamma1*unkno(ip,1)*(unkno(ip,4) - 
0.5d+00*(unkno(ip,2)**2 + unkno(ip,3)**2)) 
  
   temp(ip)  = (unkno(ip,4) - 0.5d+00*(unkno(ip,2)**2 + 
unkno(ip,3)**2)) 
  ENDDO !IP 
  
    CLOSE(11) 
   
End subroutine input 
 
! TRANSFORM PRIMATIVE VARIABLES INTO CONSERVATIVE VARIABLES 
 
Subroutine transform 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 DO ip = 1, npoin  
  DO ia = 2,4  
   unkno(ip,ia) = unkno(ip,1)*unkno(ip,ia) 
  ENDDO !ia 
 ENDDO !ip 
 
END subroutine transform 
 
Subroutine prelim 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4), dimension(npoin)   :: iflag 
 integer(4) :: ii, jj, kk 
 integer(4) :: ik, ikp, ik1, ik2, ikp1, ikp2 
 integer(4) :: ipb1, ipb2, in, nn, mm 
 integer(4) :: ib1, ib2, itrail 
 real(8) :: x1, x2, x3, y1, y2, y3 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: area, area2, ar2, ar3 
 real(8) :: anx, any, height 
 real(8) :: dx, dy, rleng 
 real(8) :: anx1, any1, ach, anor  
 
! marking the elements with one or two or no boundary sides 
  
 ielsi = 0  
 DO ib = 1, nboun 
         ie = iside(ib,3) 
         IF(ielsi(ie,1).eq.0) ielsi(ie,1) = ib 
         IF(ielsi(ie,1).ne.ib) ielsi(ie,2) = ib 
    ENDDO !i 
 
! finding points surriund points 
 
 IF(ilots /= -1) then 
  DO ip = 1, npoin 
   iflag = 0 
   ncmax(ip) = 0 
   DO ie = 1, nelem 
    DO ik = 1, 3 
     ikp = intma(ie,ik) 
     IF(ikp.eq.ip) THEN 
      ik1 = ik + 1 
      IF (ik1.gt.3) ik1 = ik1 - 3 
      ikp1 = intma(ie, ik1) 
      ik2 = ik1 + 1 
      IF(ik2.gt.3) ik2 = ik2 - 3 
      ikp2 = intma(ie,ik2) 
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      IF(iflag(ikp1).ne.1) THEN 
       iflag(ikp1) = 1 
       ncmax(ip) = ncmax(ip) + 1 
       matcon(ip,ncmax(ip)) = ikp1 
      ENDIF 
      IF(iflag(ikp2).ne.1) THEN 
       iflag(ikp2) = 1 
       ncmax(ip) = ncmax(ip) + 1 
       matcon(ip,ncmax(ip)) = ikp2 
      ENDIF 
     ENDIF 
    ENDDO !ik 
   ENDDO !ie 
  ENDDO !ip 
 ENDIF 
 
! computing [dNi/dX] = bi/2A, [dNi/dY] = ci/2A, Area of element   
  
 DO ie = 1, nelem 
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  x1 = coord(ii,1) 
  x2 = coord(jj,1) 
  x3 = coord(kk,1) 
  y1 = coord(ii,2) 
  y2 = coord(jj,2) 
  y3 = coord(kk,2) 
  b1 = y2 - y3 
  b2 = y3 - y1 
  b3 = y1 - y2 
  c1 = x3 - x2 
  c2 = x1 - x3 
  c3 = x2 - x1 
  area = 0.5d+00*(x2*(y3-y1) + x1*(y2-y3) + x3*(y1-y2)) 
  area2 = 2.0d+00*area  
  geome(ie,1) = b1/area2 
  geome(ie,2) = b2/area2 
  geome(ie,3) = b3/area2 
  geome(ie,4) = c1/area2 
  geome(ie,5) = c2/area2 
  geome(ie,6) = c3/area2 
  geome(ie,7) = area2 
 ENDDO !ie 
 
! computing the shortest characteristic height for all nodes 
 
 alen = 1.0d+06 
        DO ie = 1, nelem 
  DO i = 1, 3 
   ip  = intma(ie,i) 
   anx = geome(ie,i) 
   any = geome(ie,i+3) 
   height = 1.0/dsqrt(anx*anx + any*any) 
   alen(ip) = dmin1( alen(ip),height ) 
  ENDDO !i   

ENDDO !ie  
 
! computing inverse lumped mass matrix 
 
 dmmat = 0.0d+00 
 DO ie = 1, nelem 
         ar2 = geome(ie,7) 
         ar3 = ar2/6.0d+00 
         DO i = 1, 3 
   ip = intma(ie,i) 
   dmmat(ip) = dmmat(ip) + ar3 
         ENDDO !i 
  ENDDO !ie 
 
     DO ip = 1, npoin 
  dmmat(ip) = 1.0d+00/dmmat(ip) 
 ENDDO !ip 
 
! computing direction cosine and lenght of boundary 
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 rside = 0.0d+00 
 
 DO ib = 1, nboun 
         ipb1 = iside(ib,1) 
         ipb2 = iside(ib,2) 
         dx = coord(ipb2,1) - coord(ipb1,1) 
         dy = coord(ipb2,2) - coord(ipb1,2) 
         rleng = dsqrt(dx*dx+dy*dy) 
         rside(ib,1) = dy/rleng 
         rside(ib,2) = -dx/rleng 
         rside(ib,3) =  rleng 
 ENDDO !ib  
 
! computing normal vector of node on wall boundary  
 
 ihelp = 0 
 iwpoin = 0 
 DO in = 1, 2 
  DO ib = 1, nboun 
   IF(iside(ib,4)==2) THEN 
    nn = iside(ib,in) 
    mm = ihelp(nn) 
    IF(mm == 0) THEN 
     nwall = nwall + 1 
     iwpoin(nwall,1) = nn 
     iwpoin(nwall,2) = ib 
     ihelp(nn) = nwall 
    ELSE 
     iwpoin(mm,3) = ib 
    ENDIF 
   ENDIF 
  ENDDO !ib 
 ENDDO !in 
      
 DO iw = 1, nwall 
  ib1 = iwpoin(iw,2) 
         ib2 = iwpoin(iw,3) 
         anx1 = rside(ib1,3)*rside(ib1,1) 
         any1 = rside(ib1,3)*rside(ib1,2) 
        IF(ib2 /= 0) THEN 
   anx1 = anx1 + rside(ib2,3)*rside(ib2,1) 
   any1 = any1 + rside(ib2,3)*rside(ib2,2) 
   ach  = rside(ib1,1)*rside(ib2,1) + rside(ib1,2)*rside(ib2,2) 
   IF(ach < -0.2) THEN 
    itrail = IW 
    WRITE(*,*) iwpoin(iw,1),' IS TRAILING EDGE' 
    wnor(iw,1) = 0.0D+00 
    wnor(iw,2) = 0.0D+00 
    GO TO 300 
   ENDIF 
        ENDIF 
         anor = DSQRT(anx1*anx1 + any1*any1) 
         anx1 = anx1/anor 
         any1 = any1/anor 
         wnor(iw,1) = anx1 
         wnor(iw,2) = any1 
  300 CONTINUE 
 ENDDO !IW 
 
End subroutine prelim 
 
 
Subroutine iteration 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 write(*,10) 
 write(13,10) 
 write(15,10)  
 10 format(/,4X,'ITERATION NO.',5X,'DEL-RHO',7X,'DEL RHO-U',5X,'DEL RHO-
V',5X,'DEL RHO-E',/) 
 
 nstep = istep + 1 
     istep = ntime + istep 
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     DO itime = nstep, istep 
 
  intime = itime - nstep + 1 
 
! storing variable  
   
  DO ia = 1, 4 
   DO ip = 1, npoin 
    unkn1(ip,ia) = unkno(ip,ia) 
   ENDDO !ip 
  ENDDO !ia 
 
! storing pressure and temperature 
 
  DO ip = 1, npoin 
   pres1(ip) = pres(ip) 
   temp1(ip) = temp(ip) 
  ENDDO !ip 
  call critime 
  call step1 
  call step2 
  call step3 
  call step4 
 
! apply boundary conditions 
   
  call bound 
  call getpres 
 
! residual smooting technique 
 
  call rsmoo 
 
! apply boundary conditions  
 
  call bound 
  call getpres 
 
! show error on monitor 
 
  kkk = mod(itime, iwrite) 
  IF(kkk.eq.0.or.itime.eq.istep.or.intime.eq.1)THEN 
   cpoin = 1.0d+00/float(npoin) 
   DO ia = 1, 4  
    ha(ia) = 0.0d+00 
    hb(ia) = 0.0d+00 
    icount(ia) = 1 
   ENDDO !IA 
           DO ip = 1, npoin 
    adel1 = unkno(ip,1) - unkn1(ip,1) 
    adel2 = unkno(ip,2) - unkn1(ip,2) 
    adel3 = unkno(ip,3) - unkn1(ip,3) 
    adel4 = unkno(ip,4) - unkn1(ip,4) 
              cder = dabs(adel1) 
    hb(1) = hb(1) + cder 
    IF(cder >=ha(1)) THEN 
     icount(1) = ip 
     ha(1) = cder 
    ENDIF 
    cder = dabs(adel2) 
    hb(2) = hb(2) + cder 
    IF(cder >=ha(2)) THEN 
     icount(2) = ip 
     ha(2) = cder 
    ENDIF 
    cder = dabs(adel3) 
    hb(3) = hb(3) + cder 
    IF(cder >=ha(3)) THEN 
     icount(3) = ip 
     ha(3) = cder 
    ENDIF 
             cder = dabs(adel4) 
    hb(4) = hb(4) + cder 
    IF(cder >=ha(4)) THEN 
     icount(4) = ip 
     ha(4) = cder 
    ENDIF  
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             ENDDO !IP      
 
   hb(1) = hb(1)*cpoin 
   hb(2) = hb(2)*cpoin 
   hb(3) = hb(3)*cpoin 
   hb(4) = hb(4)*cpoin 
 
! writing average error into error_av.eav 
   
   write(13,95)  itime, (hb(ia),ia = 1, 4)   
                     
! writing maximum error into error_mx.emx 
 
   write(15,95)  itime, (ha(ia),ia = 1, 4)  
   write(15,100) (icount(ia),ia = 1, 4) 
  95  format(i6,2x,4e16.8) 
                100  format(8x,4i15)   
   ENDIF 
 
! computing summation square of error for first iteration  
 
  IF(itime == nstep) THEN 
   DO ia = 1, 4 
    sumer(ia) = 0.0d+00 
    DO ip = 1, npoin 
     diff = unkno(ip,ia) - unkn1(ip,ia) 
     sumer(ia) = sumer(ia) + diff*diff 
    ENDDO !ip   
    sumer(ia) = dsqrt(sumer(ia)) 
   ENDDO !ia  
  ENDIF 
 
! computing summation square of error for each iteration  
 
  DO ia = 1, 4 
   sumsq(ia) = 0.0d+00 
    DO ip = 1, npoin 
     diff = unkno(ip,ia) - unkn1(ip,ia) 
     sumsq(ia) = sumsq(ia) + diff*diff 
    ENDDO !ip 
   sumsq(ia) = dsqrt(sumsq(ia)) 
  ENDDO !ia 
 
! showing summation square of error for each iteration  
 
  kkk = mod(itime,iwrite) 
  IF(kkk.eq.0.or.itime.eq.istep.or.intime.eq.1)THEN   
   write(*,105)itime, (sumsq(ia), ia = 1, 4) 
   105 format(4x,i6,10x,e12.6,3(2x,e12.6)) 
  ENDIF 
 
! *** CHECK ERROR IN EVERY TIME ITERATION WITH FIRST TIME ITERATION 
 
  ifinal = 0 
  DO ia = 1, 4 
   IF(sumsq(ia).lt.sumer(ia)*1.0e-8) ifinal = ifinal + 1 
  ENDDO !ia 
  IF(ifinal == 4) THEN 
   write(*,110)itime, (sumsq(ia),ia = 1, 4) 
   110 format(I8,4(2X,E12.6))  
   GOTO 2000 
  ENDIF  
 
! *** WRITING OUTPUT FILES FOR TRANSIENT PROBLEM 
 
  IF(index == 2)THEN 
   idum = mod(itime,nwrite) 
   IF(idum == 0.or.intime == 1)THEN 
    num   = itime 
    na    = int(num/100000) 
    hthou = char(na+48) 
    num   = num - na*100000 
    nb    = int(num/10000) 
    tthou = char(nb+48) 
    num  = num - nb*10000 
    nc   = int(num/1000) 
    thou = char(nc+48) 
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    num  = num - nc*1000 
    nd   = int(num/100) 
    hun  = char(nd+48) 
    num  = num - nd*100 
    ne   = int(num/10) 
    dec  = char(ne+48) 
    nf   = mod(num,10) 
    unit = char(nf+48) 
    leng = len_trim(name1) - 4 
  
 open(unit=17,file=name1(1:leng)//'_'//hthou//tthou//thou//hun//dec//unit//'.plt
',status='unknown')     
    call outtr 
 write(16,*)name1(1:leng),'_',hthou,tthou,thou,hun,dec,unit,'   time elapsed ' 
,rtime, ' sec '     
   ENDIF 
  ENDIF 
 
! *** check time elapsed  
 
  ttemp = 1.0d+06 
  DO ip = 1, npoin 
   ttemp = min(ttemp, deltp(ip)) 
  ENDDO !IP 
  timt = timt + ttemp 
 ENDDO !itime 
 
2000 continue 
 
End subroutine iteration 
 
Subroutine critime 
  use variable 
  implicit none 
 integer(4) :: ik, ikk, ip1, ip2, ip3 
 real(8) :: uvel, vvel, cmax, vmax, tcri, pecl 
 real(8) :: dtsml, dtbig 
 
! ilots = -1 , transient accurate option 
  

IF(ilots.le.-1) THEN 
  deltp = dtfix 
  delte = 2.0d+00*dtfix 
         return 

ENDIF 
 
! ilots = 1 , steady state option 
 
     DO ip = 1, npoin 
         uvel = unkno(ip,2)/unkno(ip,1) 
         vvel = unkno(ip,3)/unkno(ip,1)  
         vmod(ip) = dsqrt( uvel*uvel + vvel*vvel ) 

ENDDO !ip 
 
! average properties around each nodes 
     
 DO ip = 1, npoin 
  deltp(ip)  = 1.0d+06 
          vnorm(ip)  = 0.0d+00 
         pnew(ip)   = 0.0d+00 
         rhonew(ip) = 0.0d+00 
  soundnew(ip) = 0.0d+00 
        DO ik = 1, ncmax(ip) 
  ikk = matcon(ip,ik) 
  vnorm(ip) = vnorm(ip) + vmod(ikk) 
  pnew(ip) = pnew(ip) + pres(ikk) 
  rhonew(ip) = rhonew(ip) + unkno(ikk,1) 
        ENDDO !ik 
        vnorm(ip) = vnorm(ip)/ncmax(ip) 
        pnew(ip) = pnew(ip)/ncmax(ip) 
        rhonew(ip) = rhonew(ip)/ncmax(ip) 
        soundnew(ip) = dsqrt(gamma*pnew(ip)/rhonew(ip)) 
 ENDDO !ip 
 
 DO ie = 1, nelem 
  ip1 = intma(ie,1) 
  ip2 = intma(ie,2) 
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  ip3 = intma(ie,3) 
  cmax = max(soundnew(ip1),soundnew(ip2),soundnew(ip3) ) 
  vmax = max(vnorm(ip1),vnorm(ip2),vnorm(ip3) ) 
  vmax = vmax + cmax 
  tcri = (alen(ip1)/vmax) 
  deltp(ip1) = min(tcri,deltp(ip1)) 
  tcri = (alen(ip2)/vmax) 
  deltp(ip2) = min(tcri,deltp(ip2)) 
  tcri = (alen(ip3)/vmax) 
  deltp(ip3) = min(tcri,deltp(ip3)) 
 ENDDO !ie 
   
! calculating external time step (tp) and internal time step (te) 
  
 DO ip = 1, npoin 
         deltp(ip) = csafe*deltp(ip) 
     ENDDO !ip 
 DO ie = 1, nelem 
         ip1 = intma(ie,1) 
         ip2 = intma(ie,2) 
         ip3 = intma(ie,3) 
         delte(ie) = (deltp(ip1)+deltp(ip2)+deltp(ip3))/3.0d+00 
     ENDDO !ie 
 
End subroutine critime 
 
Subroutine step1 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 DO ia = 1, 4 
  DO ip = 1, npoin 
   rhs0(ip,ia)  = 0.0d+00 
   rhs1(ip,ia)  = 0.0d+00 
   rhs2(ip,ia)  = 0.0d+00 
  ENDDO !ip 
 ENDDO !ia 
 call advect 
 call shockcap 
! *** update the solution. 
  
 DO ip = 1, npoin 
        unkno(ip,2) = unkno(ip,2) + deltp(ip)*dmmat(ip)*( rhs0(ip,2) + rhs1(ip,2) + 
rhs2(ip,2) )  
        unkno(ip,3) = unkno(ip,3) + deltp(ip)*dmmat(ip)*( rhs0(ip,3) + rhs1(ip,3) + 
rhs2(ip,3) )  
 ENDDO !ip 
 
End subroutine step1 
 
Subroutine advect 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4) :: ii, jj, kk 
 integer(4) :: ipb1, ipb2, ieb 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: u1, u2, u3, v1, v2, v3 
 real(8) :: fxx, fyx, fxy, fyy 
 real(8) :: dfxx, dfyx, dfxy, dfyy 
 real(8) :: anx, any, aleng, rnx, rny, rleng 
 real(8) :: ub1, ub2, vb1, vb2 
 real(8) :: fxxb1, fxxb2, fyyb1, fyyb2 
 
! advection over element 
 
 DO ie = 1, nelem 
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
  b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
  b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
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  c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
  c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
  c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
  u1 = unkno(ii,2)/unkno(ii,1) 
  u2 = unkno(jj,2)/unkno(jj,1) 
  u3 = unkno(kk,2)/unkno(kk,1) 
  v1 = unkno(ii,3)/unkno(ii,1) 
  v2 = unkno(jj,3)/unkno(jj,1) 
  v3 = unkno(kk,3)/unkno(kk,1) 
  dpdx(ie) = geome(ie,1)*pres(ii) + geome(ie,2)*pres(jj) + 
geome(ie,3)*pres(kk) !dp/dx 
  dpdy(ie) = geome(ie,4)*pres(ii) + geome(ie,5)*pres(jj) + 
geome(ie,6)*pres(kk) !dp/dy 
  fxx = u1*unkno(ii,2) + u2*unkno(jj,2) + u3*unkno(kk,2)  
  fyx = v1*unkno(ii,2) + v2*unkno(jj,2) + v3*unkno(kk,2)  
  fxy = u1*unkno(ii,3) + u2*unkno(jj,3) + u3*unkno(kk,3)  
  fyy = v1*unkno(ii,3) + v2*unkno(jj,3) + v3*unkno(kk,3)  
      
  dfxx = geome(ie,1)*u1*unkno(ii,2) + geome(ie,2)*u2*unkno(jj,2) + 
geome(ie,3)*u3*unkno(kk,2) !d(uUx)/dx 
  dfyx = geome(ie,4)*v1*unkno(ii,2) + geome(ie,5)*v2*unkno(jj,2) + 
geome(ie,6)*v3*unkno(kk,2) !d(vUx)/dy  
  dfxy = geome(ie,1)*u1*unkno(ii,3) + geome(ie,2)*u2*unkno(jj,3) + 
geome(ie,3)*u3*unkno(kk,3) !d(uUy)/dx 
  dfyy = geome(ie,4)*v1*unkno(ii,3) + geome(ie,5)*v2*unkno(jj,3) + 
geome(ie,6)*v3*unkno(kk,3) !d(vUy)/dy 
 
  dfx(ie) = dfxx + dfyx   ! d(uUx)/dx + d(vUx)/dy 
  dfy(ie) = dfxy + dfyy   ! d(uUy)/dx + d(vUy)/dy 
   
  uav(ie) = ((unkno(ii,2) + unkno(jj,2) + 
unkno(kk,2))/3.0d+00)/((unkno(ii,1) + unkno(jj,1) + unkno(kk,1))/3.0d+00) 
  vav(ie) = ((unkno(ii,3) + unkno(jj,3) + 
unkno(kk,3))/3.0d+00)/((unkno(ii,1) + unkno(jj,1) + unkno(kk,1))/3.0d+00) 
 
 

rhs2(ii,2) = rhs2(ii,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b1*fxx + c1*fyx)   
-(0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*dfx(ie)  

 -(0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*dfx(ie)   
 -(0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdx(ie)      
 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdx(ie) 

   
  rhs2(jj,2) = rhs2(jj,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b2*fxx + c2*fyx) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*dfx(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*dfx(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdx(ie) 
- (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*(1.0d+00 - 

theta(2))*dpdx(ie) 
   
  rhs2(kk,2) = rhs2(kk,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b3*fxx + c3*fyx) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*dfx(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*dfx(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdx(ie)       
- (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*(1.0d+00 - 

theta(2))*dpdx(ie) 
 
  rhs2(ii,3) = rhs2(ii,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b1*fxy + c1*fyy) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*dfy(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*dfy(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdy(ie)      
 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdy(ie) 

 
  rhs2(jj,3) = rhs2(jj,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b2*fxy + c2*fyy) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*dfy(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*dfy(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdy(ie)      
 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdy(ie) 
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  rhs2(kk,3) = rhs2(kk,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b3*fxy + c3*fyy) 
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*dfy(ie)  
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*dfy(ie)   
    - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*(1.0d+00 –  

theta(2))*dpdy(ie)      
 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*(1.0d+00 - 
theta(2))*dpdy(ie)       

 ENDDO !ie 
 
! advection over boundary 
  
 DO ib = 1, nboun 
 
  ipb1  = iside(ib,1) 
  ipb2  = iside(ib,2) 
  ieb   = iside(ib,3) 
 
  rnx   = rside(ib,1) 
  rny   = rside(ib,2) 
  rleng = rside(ib,3)*(1.0d+00/6.0d+00) 
 
  aleng = rside(ib,3) 
  anx   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rnx 
  any   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rny 
 
  ub1   = unkno(ipb1,2)/unkno(ipb1,1) 
  ub2   = unkno(ipb2,2)/unkno(ipb2,1) 
  vb1   = unkno(ipb1,3)/unkno(ipb1,1) 
  vb2   = unkno(ipb2,3)/unkno(ipb2,1) 
 
  fxxb1 = unkno(ipb1,2)*(ub1*rnx + vb1*rny)*rleng 
  fxxb2 = unkno(ipb2,2)*(ub2*rnx + vb2*rny)*rleng 
  fyyb1 = unkno(ipb1,3)*(ub1*rnx + vb1*rny)*rleng 
  fyyb2 = unkno(ipb2,3)*(ub2*rnx + vb2*rny)*rleng 
 
 
  rhs2(ipb1,2) = rhs2(ipb1,2) - 2.0d+00*fxxb1 - fxxb2   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfx(ieb)   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ieb)
      + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfx(ieb)   
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ieb)
  
  rhs2(ipb2,2) = rhs2(ipb2,2) - fxxb1 - 2.0d+00*fxxb2                                 
      + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfx(ieb)   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ieb)
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfx(ieb)   
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ieb)
  
  rhs2(ipb1,3) = rhs2(ipb1,3) - 2.0d+00*fyyb1 - fyyb2   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfy(ieb)    
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ieb)
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfy(ieb)   
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ieb) 
 
  rhs2(ipb2,3) = rhs2(ipb2,3) - fyyb1 - 2.0d+00*fyyb2   
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfy(ieb)    
   + 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ieb)
      + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfy(ieb)   
   + 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ieb) 
 ENDDO !ib  
 
End subroutine advect 
 
Subroutine shockcap 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4) :: ii, jj, kk, ipb1, ipb2, ieb 
 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: r1, r2, r3, ux1, ux2, ux3, uy1, uy2, uy3, e1, e2, e3 
 real(8) :: u1, u2, u3, v1, v2, v3, vn1, vn2, vn3, p1, p2, p3 
 real(8) :: p11, p22, p33, pb1, pb2, xps, xpd 
 real(8)               :: const 
 real(8) :: drdx, drdy, duxdx, duxdy, duydx, duydy, dedx, dedy 
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 real(8) :: cmax, vmax, velmax, pbar, hbar 
 real(8) :: u11,u12,u13,u14,u21,u22,u23,u24,u31,u32  
     real(8) :: u33,u34,u211,u212,u213,u214,u311,u312,u313,u314 
     real(8) :: u231,u232,u233,u234,dxm1,dxm2,dxm3,eix1,eix2  
     real(8) :: eix3,cf12,cf13,cf23,d11,d12,d13,d14,d21,d22  
     real(8) :: d23,d24,d31,d32,d33,d34 
 
! Pressure switch method #index 1 
 
 IF(opshock ==1) THEN 
  DO ip = 1, npoin 
   pswe(ip)  = 0.0d+00 
   delun(ip) = 0.0d+00 
   number(ip)= 0  
  ENDDO !ip 
  DO ie = 1, nelem 
   ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   p1 = pres(ii) 
   p2 = pres(jj) 
   p3 = pres(kk) 
   pbar = pres(ii) + pres(jj) + pres(kk) 
   p11 = (3.0d+00*p1 - pbar) 
   p22 = (3.0d+00*p2 - pbar) 
   p33 = (3.0d+00*p3 - pbar) 
   pswe(ii) = pswe(ii) + p11 
   pswe(jj) = pswe(jj) + p22 
   pswe(kk) = pswe(kk) + p33 
   delun(ii) = delun(ii) + dabs(p1-p3) + dabs(p1-p2) 
   delun(jj) = delun(jj) + dabs(p2-p3) + dabs(p1-p2) 
   delun(kk) = delun(kk) + dabs(p1-p3) + dabs(p3-p2) 
   number(ii) = number(ii) + 2 
   number(jj) = number(jj) + 2 
   number(kk) = number(kk) + 2 
  ENDDO !ie 
  DO ib = 1, nboun 
   ipb1 = iside(ib,1) 
   ipb2 = iside(ib,2) 
   ieb  = iside(ib,3) 
   pb1  = pres(ipb1) 
   pb2  = pres(ipb2) 
   xps  = pb1 + pb2 
   xpd  = pb1 - pb2 
   number(ipb1) = number(ipb1) + 1 
   number(ipb2) = number(ipb2) + 1 
   pswe(ipb1) = pswe(ipb1) + xpd 
   pswe(ipb2) = pswe(ipb2) - xpd 
   delun(ipb1) = delun(ipb1) + dabs(pb1-pb2)  
   delun(ipb2) = delun(ipb2) + dabs(pb1-pb2)  
  ENDDO !ib 
  DO ip = 1, npoin 
   if(delun(ip) <= 0.1*pres(ip)) delun(ip) = pres(ip) 
   ENDDO !ip 
  DO ip = 1, npoin 
   pswe(ip) = shockcon*dabs(pswe(ip))/delun(ip) 
  ENDDO !ip 
  DO ie = 1, nelem 
   ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   u11 = unkno(ii,1) 
   u12 = unkno(ii,2) 
   u13 = unkno(ii,3) 
   u14 = unkno(ii,4) + pres(ii) 
   u21 = unkno(jj,1) 
   u22 = unkno(jj,2) 
   u23 = unkno(jj,3) 
   u24 = unkno(jj,4) + pres(jj) 
   u31 = unkno(kk,1) 
   u32 = unkno(kk,2) 
   u33 = unkno(kk,3) 
   u34 = unkno(kk,4) + pres(kk) 
   u211 = (u21 - u11) 
   u212 = (u22 - u12) 
   u213 = (u23 - u13) 
   u214 = (u24 - u14) 
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   u311 = (u31 - u11) 
   u312 = (u32 - u12) 
   u313 = (u33 - u13) 
   u314 = (u34 - u14) 
   u231 = (u21 - u31) 
   u232 = (u22 - u32) 
   u233 = (u23 - u33) 
   u234 = (u24 - u34) 
   dxm1 = (1.0d+00/24.0d+00)*csafe*geome(ie,7)/delte(ie) 
   dxm2 = (1.0d+00/24.0d+00)*csafe*geome(ie,7)/delte(ie) 
   dxm3 = (1.0d+00/24.0d+00)*csafe*geome(ie,7)/delte(ie) 
   eix1 =  min(dxm1,dxm2) 
   eix2 =  min(dxm1,dxm3) 
   eix3 =  min(dxm3,dxm2) 
   cf12 =  eix1*max(pswe(ii),pswe(jj)) 
   cf13 =  eix2*max(pswe(ii),pswe(kk)) 
   cf23 =  eix3*max(pswe(kk),pswe(jj)) 
          u211 =  cf12*u211 
   u212 =  cf12*u212 
   u213 =  cf12*u213 
   u214 =  cf12*u214 
   u311 =  cf13*u311 
   u312 =  cf13*u312 
   u313 =  cf13*u313 
   u314 =  cf13*u314 
   u231 =  cf23*u231 
   u232 =  cf23*u232 
   u233 =  cf23*u233 
   u234 =  cf23*u234 
   d11  =  (u211+u311) 
   d12  =  (u212+u312) 
   d13  =  (u213+u313) 
   d14  =  (u214+u314) 
   d21  = -(u231+u211) 
   d22  = -(u232+u212) 
   d23  = -(u233+u213) 
   d24  = -(u234+u214) 
   d31  =  (u231-u311) 
   d32  =  (u232-u312) 
   d33  =  (u233-u313) 
   d34  =  (u234-u314) 
   rhs1(ii,1) = rhs1(ii,1) + d11 
   rhs1(ii,2) = rhs1(ii,2) + d12 
   rhs1(ii,3) = rhs1(ii,3) + d13 
   rhs1(ii,4) = rhs1(ii,4) + d14 
   rhs1(jj,1) = rhs1(jj,1) + d21 
   rhs1(jj,2) = rhs1(jj,2) + d22 
   rhs1(jj,3) = rhs1(jj,3) + d23 
   rhs1(jj,4) = rhs1(jj,4) + d24 
   rhs1(kk,1) = rhs1(kk,1) + d31 
   rhs1(kk,2) = rhs1(kk,2) + d32 
   rhs1(kk,3) = rhs1(kk,3) + d33 
   rhs1(kk,4) = rhs1(kk,4) + d34 
       enddo !ie   
 ENDIF 
 
! Second gradient of pressure method #index 3 
 
 IF(opshock == 3) THEN 
  do ip = 1, npoin 
   dpdxp(ip) = 0.0 
   dpdyp(ip) = 0.0 
  enddo !ip 
  do ie = 1, nelem 
   ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   dpdxp(ii) = dpdxp(ii) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdx(ie) 
   dpdxp(jj) = dpdxp(jj) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdx(ie) 
   dpdxp(kk) = dpdxp(kk) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdx(ie) 
   dpdyp(ii) = dpdyp(ii) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdy(ie) 
   dpdyp(jj) = dpdyp(jj) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdy(ie) 
   dpdyp(kk) = dpdyp(kk) + (1.0d+00/6.0d+00)*geome(ie,7)*dpdy(ie) 
  enddo !ie 
  do ip = 1, npoin 
   dpdxp(ip) = dmmat(ip)*dpdxp(ip) 
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   dpdyp(ip) = dmmat(ip)*dpdyp(ip) 
  enddo !ip     
  do ie = 1, nelem 
          ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   dspdx(ie) = geome(ie,1)*dpdxp(ii) + geome(ie,2)*dpdxp(jj) + 
geome(ie,3)*dpdxp(kk) 
          dspdy(ie) = geome(ie,4)*dpdyp(ii) + geome(ie,5)*dpdyp(jj) + 
geome(ie,6)*dpdyp(kk) 
          dspdn(ie) = dsqrt(dspdx(ie)**2 + dspdy(ie)**2) 
        enddo !ie 
               do ie = 1, nelem 
   ii = intma(ie,1) 
   jj = intma(ie,2) 
   kk = intma(ie,3) 
   b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
   b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
   b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
   c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
   c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
   c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
   r1 = unkno(ii,1) 
   r2 = unkno(jj,1) 
   r3 = unkno(kk,1) 
   ux1 = unkno(ii,2) 
   ux2 = unkno(jj,2) 
   ux3 = unkno(kk,2) 
   uy1 = unkno(ii,3) 
   uy2 = unkno(jj,3) 
   uy3 = unkno(kk,3) 
   e1 = unkno(ii,4) + pres(ii) 
   e2 = unkno(jj,4) + pres(jj) 
   e3 = unkno(kk,4) + pres(kk) 
   u1 = unkno(ii,2)/unkno(ii,1) 
   u2 = unkno(jj,2)/unkno(jj,1) 
   u3 = unkno(kk,2)/unkno(kk,1) 
   v1 = unkno(ii,3)/unkno(ii,1) 
   v2 = unkno(jj,3)/unkno(jj,1) 
   v3 = unkno(kk,3)/unkno(kk,1) 
   vn1 = dsqrt(u1*u1 + v1*v1) 
   vn2 = dsqrt(u2*u2 + v2*v2) 
   vn3 = dsqrt(u3*u3 + v3*v3) 
   cmax = dmax1(sound(ii), sound(jj), sound(kk)) 
   vmax = dmax1(vn1, vn2, vn3) 
   velmax = vmax + cmax 
   pbar = (pres(ii) + pres(jj) + pres(kk))/3.0d+00 
   hbar = (alen(ii) + alen(jj) + alen(kk))/3.0d+00 
   const = shockcon*(hbar**3)*velmax*dspdn(ie)/pbar 
   drdx = geome(ie,1)*r1 + geome(ie,2)*r2 + geome(ie,3)*r3 
   drdy = geome(ie,4)*r1 + geome(ie,5)*r2 + geome(ie,6)*r3  
   duxdx = geome(ie,1)*ux1 + geome(ie,2)*ux2 + geome(ie,3)*ux3 
   duxdy = geome(ie,4)*ux1 + geome(ie,5)*ux2 + geome(ie,6)*ux3 
   duydx = geome(ie,1)*uy1 + geome(ie,2)*uy2 + geome(ie,3)*uy3 
   duydy = geome(ie,4)*uy1 + geome(ie,5)*uy2 + geome(ie,6)*uy3 
   dedx = geome(ie,1)*e1 + geome(ie,2)*e2 + geome(ie,3)*e3 
   dedy = geome(ie,4)*e1 + geome(ie,5)*e2 + geome(ie,6)*e3  
   rhs1(ii,1) = rhs1(ii,1) - const*(b1*drdx + c1*drdy) 
            rhs1(jj,1) = rhs1(jj,1) - const*(b2*drdx + c2*drdy) 
   rhs1(kk,1) = rhs1(kk,1) - const*(b3*drdx + c3*drdy) 
   rhs1(ii,2) = rhs1(ii,2) - const*(b1*duxdx + c1*duxdy) 
              rhs1(jj,2) = rhs1(jj,2) - const*(b2*duxdx + c2*duxdy) 
   rhs1(kk,2) = rhs1(kk,2) - const*(b3*duxdx + c3*duxdy) 
   rhs1(ii,3) = rhs1(ii,3) - const*(b1*duydx + c1*duydy) 
              rhs1(jj,3) = rhs1(jj,3) - const*(b2*duydx + c2*duydy) 
   rhs1(kk,3) = rhs1(kk,3) - const*(b3*duydx + c3*duydy) 
   rhs1(ii,4) = rhs1(ii,4) - const*(b1*dedx + c1*dedy) 
              rhs1(jj,4) = rhs1(jj,4) - const*(b2*dedx + c2*dedy) 
   rhs1(kk,4) = rhs1(kk,4) - const*(b3*dedx + c3*dedy) 
   ENDDO !ie 
  
 ENDIF 
 
End subroutine shockcap 
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Subroutine step2 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4)  :: ii, jj, kk 
 integer(4)  :: ipb1, ipb2, ieb 
 real(8)  :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8)  :: uxx, uyy 
 real(8)  :: anx, any, aleng, rnx, rny, rleng 
 real(8)  :: unknob1, unknob2, unkn1b1, unkn1b2, ub1, ub2  
 
! Continuity equation over element 
 
 DO ia = 1, 4 
  DO ip = 1, npoin 
   rhs2(ip,ia)  = 0.0d+00 
  ENDDO !ip 
 ENDDO !ia 
 DO ie = 1, nelem 
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
  b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
  b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
  c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
  c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
  c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
  uxx = theta(1)*(unkno(ii,2) + unkno(jj,2) + unkno(kk,2))                 
+ (1.0d+00 - theta(1))*(unkn1(ii,2) + unkn1(jj,2) + unkn1(kk,2)) 
  uyy = theta(1)*(unkno(ii,3) + unkno(jj,3) + unkno(kk,3))                  
+ (1.0d+00 - theta(1))*(unkn1(ii,3) + unkn1(jj,3) + unkn1(kk,3))       
  rhs2(ii,1) = rhs2(ii,1) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b1*uxx + c1*uyy)            
- 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*b1*dpdx(ie) - 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*c1*dpdy(ie)  
  rhs2(jj,1) = rhs2(jj,1) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b2*uxx + c2*uyy)            
- 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*b2*dpdx(ie) - 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*c2*dpdy(ie)  
  rhs2(kk,1) = rhs2(kk,1) + (1.0d+00/6.0d+00)*(b3*uxx + c3*uyy)          
- 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*b3*dpdx(ie) - 0.5d+00*delte(ie)*theta(1)*c3*dpdy(ie)   
 ENDDO !ie 
 
! Continuity equation over boundary 
  
 DO ib = 1, nboun 
  ipb1  = iside(ib,1) 
  ipb2  = iside(ib,2) 
  ieb   = iside(ib,3) 
  rnx   = rside(ib,1) 
  rny   = rside(ib,2) 
  rleng = rside(ib,3)*(1.0d+00/6.0d+00) 
  aleng = rside(ib,3) 
  anx   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rnx 
  any   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rny 
  unknob1 = theta(1)*(unkno(ipb1,2)*rnx + unkno(ipb1,3)*rny) 
  unknob2 = theta(1)*(unkno(ipb2,2)*rnx + unkno(ipb2,3)*rny) 
  unkn1b1 = (1.0d+00 - theta(1))*(unkn1(ipb1,2)*rnx + unkn1(ipb1,3)*rny) 
  unkn1b2 = (1.0d+00 - theta(1))*(unkn1(ipb2,2)*rnx + unkn1(ipb2,3)*rny) 
  ub1 = 2.0d+00*unkn1b1*rleng 
  ub2 = 2.0d+00*unkn1b2*rleng 
  rhs2(ipb1,1) = rhs2(ipb1,1) - 2.0d+00*ub1 - ub2   
  rhs2(ipb2,1) = rhs2(ipb2,1) - ub1 - 2.0d+00*ub2     
 ENDDO !ib 
 
! *** update the solution. 
 
 DO ip = 1, npoin 
              unkno(ip,1) = unkno(ip,1) + deltp(ip)*dmmat(ip)*(rhs1(ip,1) +rhs2(ip,1)) 
        ENDDO !ip 
 
End subroutine step2 
 
Subroutine step3 
  
 use variable 
 
 implicit none 
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 integer(4) :: ii, jj, kk 
 integer(4) :: ipb1, ipb2, ieb 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: pelem 
 real(8) :: anx, any, aleng 
 real(8) :: pbx1, pbx2, pby1, pby2 
  
 DO ip = 1, npoin 
  rhs2(ip,2)  = 0.0d+00 
  rhs2(ip,3)  = 0.0d+00 
 ENDDO !ip 
 
! Correction momentum equations over element 
 
 DO ie = 1, nelem 
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
  b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
  b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
  c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
  c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
  c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
     pelem = pres(ii) + pres(jj) + pres(kk) 

 rhs2(ii,2) = rhs2(ii,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*b1*pelem                            
- (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie)

 - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie) 
  rhs2(jj,2) = rhs2(jj,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*b2*pelem                          
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie)
   - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie) 
  rhs2(kk,2) = rhs2(kk,2) + (1.0d+00/6.0d+00)*b3*pelem                                
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie)
   - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*(1.0d+00 - theta(2))*dpdx(ie) 
 
  rhs2(ii,3) = rhs2(ii,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*c1*pelem   
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie)
   - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie) 
   
  rhs2(jj,3) = rhs2(jj,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*c2*pelem   
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie)
   - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie) 
 
  rhs2(kk,3) = rhs2(kk,3) + (1.0d+00/6.0d+00)*c3*pelem   
   - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie)
    - (0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*(1.0d+00 - theta(2))*dpdy(ie)  
 ENDDO !ie 
 
! Correction momentum equations over boundary 
 
 DO ib = 1, nboun 
  ipb1  = iside(ib,1) 
  ipb2  = iside(ib,2) 
  ieb   = iside(ib,3) 
  anx   = rside(ib,1) 
  any   = rside(ib,2) 
  aleng = rside(ib,3) 
  pbx1 = (1.0d+00/6.0d+00)*pres(ipb1)*aleng*anx 
  pbx2 = (1.0d+00/6.0d+00)*pres(ipb2)*aleng*anx 
  pby1 = (1.0d+00/6.0d+00)*pres(ipb1)*aleng*any 
  pby2 = (1.0d+00/6.0d+00)*pres(ipb2)*aleng*any 
  rhs2(ipb1,2) = rhs2(ipb1,2) - 2.0d+00*pbx1 - pbx2 
+ 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00-theta(2))*dpdx(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng    
+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00-theta(2))*dpdx(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng 
  rhs2(ipb2,2) = rhs2(ipb2,2) - pbx1 - 2.0d+00*pbx2& 
+ 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00-theta(2))*dpdx(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng    
+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00-theta(2))*dpdx(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng 
  rhs2(ipb1,3) = rhs2(ipb1,3) - 2.0d+00*pby1 - pby2                               
+ 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00-theta(2))*dpdy(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng     
+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00-theta(2))*dpdy(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng
  
 
  rhs2(ipb2,3) = rhs2(ipb2,3) - pby1 - 2.0d+00*pby2& 
+ 1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*(1.0d+00-theta(2))*dpdy(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng    
+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*(1.0d+00-theta(2))*dpdy(ieb)*(1.0d+00/6.0d+00)*aleng
 ENDDO !ib 
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! *** update the solution. 
 
 DO ip = 1, npoin 
 
         unkno(ip,2) = unkno(ip,2) + deltp(ip)*dmmat(ip)*(rhs2(ip,2))  
         unkno(ip,3) = unkno(ip,3) + deltp(ip)*dmmat(ip)*(rhs2(ip,3)) 
 ENDDO !ip 
 
End subroutine step3 
 
Subroutine step4 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 DO ip = 1, npoin 

rhs0(ip,4)  = 0.0d+00 
  rhs2(ip,4)  = 0.0d+00 
 ENDDO !ip 
  
 call eneradv 
 
! *** update the solution. 
  
 DO ip = 1, npoin 
        unkno(ip,4) = unkno(ip,4) + deltp(ip)*dmmat(ip)*(rhs0(ip,4) + rhs1(ip,4) + 
rhs2(ip,4))  
 ENDDO !ip 
 
End subroutine step4 
 
Subroutine eneradv 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4) :: ii, jj, kk 
 integer(4) :: ipb1, ipb2, ieb 
 real(8) :: b1, b2, b3, c1, c2, c3 
 real(8) :: u1, u2, u3, v1, v2, v3 
 real(8) :: h1, h2, h3 
 real(8) :: fex, fey, dfex, dfey 
 real(8) :: anx, any, aleng, rnx, rny, rleng 
 real(8) :: ub1, ub2, vb1, vb2 
 real(8) :: hpb1, hpb2 
 real(8) :: feb1, feb2 
 
! Energy over element 
  
 DO ie = 1, nelem 
   
  ii = intma(ie,1) 
  jj = intma(ie,2) 
  kk = intma(ie,3) 
  b1 = geome(ie,1)*geome(ie,7) 
  b2 = geome(ie,2)*geome(ie,7) 
  b3 = geome(ie,3)*geome(ie,7) 
  c1 = geome(ie,4)*geome(ie,7) 
  c2 = geome(ie,5)*geome(ie,7) 
  c3 = geome(ie,6)*geome(ie,7) 
  u1 = unkn1(ii,2)/unkn1(ii,1) 
  u2 = unkn1(jj,2)/unkn1(jj,1) 
  u3 = unkn1(kk,2)/unkn1(kk,1) 
  v1 = unkn1(ii,3)/unkn1(ii,1) 
  v2 = unkn1(jj,3)/unkn1(jj,1) 
  v3 = unkn1(kk,3)/unkn1(kk,1) 
  h1 = unkno(ii,4) + pres(ii) 
  h2 = unkno(jj,4) + pres(jj) 
  h3 = unkno(kk,4) + pres(kk) 
    
  fex = u1*h1 + u2*h2 + u3*h3 
  fey = v1*h1 + v2*h2 + v3*h3 
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  dfex = geome(ie,1)*u1*h1 + geome(ie,2)*u2*h2 + geome(ie,3)*u3*h3 
  dfey = geome(ie,4)*v1*h1 + geome(ie,5)*v2*h2 + geome(ie,6)*v3*h3 
  dfe(ie) = dfex + dfey        
  rhs2(ii,4) =  rhs2(ii,4) + (1.0d+00/6.0d+00)*b1*fex + 
(1.0d+00/6.0d+00)*c1*fey - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b1*dfe(ie) - 
(0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c1*dfe(ie) 
  rhs2(jj,4) =   rhs2(jj,4) + (1.0d+00/6.0d+00)*b2*fex + 
(1.0d+00/6.0d+00)*c2*fey - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b2*dfe(ie) - 
(0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c2*dfe(ie) 
  rhs2(kk,4) =   rhs2(kk,4) + (1.0d+00/6.0d+00)*b3*fex + 
(1.0d+00/6.0d+00)*c3*fey - (0.25d+00)*uav(ie)*delte(ie)*b3*dfe(ie) - 
(0.25d+00)*vav(ie)*delte(ie)*c3*dfe(ie) 
 ENDDO !ie  
  
! Energy over boundary 
  
 DO ib = 1, nboun 
 
  ipb1  = iside(ib,1) 
  ipb2  = iside(ib,2) 
  ieb   = iside(ib,3) 
  rnx   = rside(ib,1) 
  rny   = rside(ib,2) 
  rleng = rside(ib,3)*(1.0d+00/6.0d+00) 
  aleng = rside(ib,3) 
  anx   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rnx 
  any   = (1.0d+00/6.0d+00)*aleng*rny 
  ub1   = unkn1(ipb1,2)/unkn1(ipb1,1) 
  ub2   = unkn1(ipb2,2)/unkn1(ipb2,1) 
  vb1   = unkn1(ipb1,3)/unkn1(ipb1,1) 
  vb2   = unkn1(ipb2,3)/unkn1(ipb2,1) 
  hpb1  = unkno(ipb1,4) + pres(ipb1) 
  hpb2  = unkno(ipb2,4) + pres(ipb2) 
  feb1  = (ub1*hpb1*rnx + vb1*hpb1*rny)*rleng 
  feb2  = (ub2*hpb2*rnx + vb2*hpb2*rny)*rleng 
  rhs2(ipb1,4) = rhs2(ipb1,4) - 2.0d+00*feb1 - feb2 + 
1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfe(ieb)+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfe(ieb) 
  rhs2(ipb2,4) = rhs2(ipb2,4) - feb1 - 2.0d+00*feb2 + 
1.5d+00*uav(ieb)*delte(ieb)*anx*dfe(ieb)+ 1.5d+00*vav(ieb)*delte(ieb)*any*dfe(ieb) 
 ENDDO !ib 
 
End subroutine eneradv 
 
Subroutine bound 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 integer(4) :: in, rho, u, v, toe, ine 
 
 real(8)              :: anx, any, fn, rn, us 
 
! supersonic inflow # 1 
 DO ib = 1, nboun  
  DO in = 1, 2 
   ip = iside(ib,in) 
   IF(iside(ib,4) == 1) THEN 
    unkno(ip,1) = unkn1(ip,1) 
    unkno(ip,2) = unkn1(ip,2) 
    unkno(ip,3) = unkn1(ip,3) 
    unkno(ip,4) = unkn1(ip,4) 
          ENDIF 
  ENDDO !IN 
 ENDDO !IS 
! symetry # 4 
 DO ib = 1, nboun 
  IF(iside(ib,4) == 4) THEN 
   anx = rside(ib,1) 
   any = rside(ib,2) 
   DO in = 1, 2 
    ip = iside(ib,in) 
    us = -unkno(ip,2)*any + unkno(ip,3)*anx 
    unkno(ip,2) = -us*any 
    unkno(ip,3) =  us*anx 
   ENDDO !in  
  ENDIF 
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 ENDDO !ib 
 
! inviscid wall # 2 
  
  DO iw = 1, nwall 
   ip = iwpoin(iw,1) 
   anx = wnor(iw,1) 
   any = wnor(iw,2) 
   fn = unkn1(ip,2)*anx + unkn1(ip,3)*any 
   rn = unkno(ip,2)*anx + unkno(ip,3)*any 
   rn = rn - fn 
   fn = 0.1d+00*fn 
   unkno(ip,2) = unkno(ip,2) - (rn+fn)*anx 
   unkno(ip,3) = unkno(ip,3) - (rn+fn)*any 
  ENDDO !iw 

   
End subroutine bound 
 
Subroutine getpres 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 real(8) :: rho, uvel, vvel, te, temp2, aux, aux0 
 
 DO ip = 1, npoin  
  pres(ip) = gamma1*( unkno(ip,4) - 0.5d+00*(unkno(ip,2)**2 + 
unkno(ip,3)**2 )/unkno(ip,1)) 
  temp(ip) = gamma*(unkno(ip,4) - 0.5d+00*(unkno(ip,2)**2 + 
unkno(ip,3)**2 )/unkno(ip,1) )/unkno(ip,1) 
  
 ENDDO !IP 
 
End subroutine getpres 
 
Subroutine outtr 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 real(8) :: rho, u, v, toe, ine, p, absov, asound, temper, ama 
 
 write(*,5) itime 
    5  format(/,'writing output file for iteration number :', i6) 
 
 rtime = float(itime)*dtfix 
 
 write(*,6)rtime 
    6  format(/,'time  elasped ',f18.10,'  SEC',/)    
 
! HEADER FILE TECPLOT  
     write (17,10)  
    10 format('VARIABLES = "X-COOR","Y-
COOR","NODE","RHO","U","V","T_E","P","I_E","MACH","ABSV","TEMP"') 
     write (17,15) npoin, nelem 
    15 format('ZONE N=',I6,',E=',I6,',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE') 
 
! WRITE OUT FILE FOR TIME ITERATION  
     DO  ip = 1, npoin 
  rho = unkno(ip,1) 
  u   = unkno(ip,2)/rho 
  v   = unkno(ip,3)/rho 
  toe  = unkno(ip,4)/rho 
  p   = pres(ip) 
  asound = dsqrt(gamma*p/rho) 
         ine  = p/(rho*gamma1) 
      absov = dsqrt(u**2 + v**2) 
      ama = absov/asound 
  temper = ine/cv 
! TECPLOT 
  write(17,30)(coord(ip,j), j = 1, 2), ip, rho, u, v, toe, p, ine, ama, 
absov, temper 
  30 format(2e16.6,I6,9e16.6) 
       enddo !ip 
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 DO ie = 1, nelem 
  write(17,40) (intma(ie,j), j = 1, 3) 
  40 format(3i7) 
 ENDDO !IE 
 
 END  
 
! TRANSFORM CONSERVATION VARIABLES INTO PRIMATIVE VARIABLES 
 
Subroutine btransform 
 
 use variable 
 
 implicit none 
 
 DO ip = 1, npoin 
  DO ia = 2,4 
   unkno(ip,ia) = unkno(ip,ia)/unkno(ip,1) 
  ENDDO !ia 
 ENDDO !ip 
 
END subroutine btransform 
 
Subroutine output 
  
 use variable 
 
 implicit none 
 
 real(8) :: hmin 
 real(8) :: rho, u, v, toe, ine, p, absov, asound, temper, ama 
 
 hmin = 0.0d+00 
 write(12,1)npoin 
    1  format('  NODAL VALUES SOLUTIONS [',I6,']:') 
 write(12,2) 
    2  format(/,'  NODE     RHO      U       V       E        P         H') 
 DO ip = 1,npoin 
  write(12,3)ip, unkno(ip,1), unkno(ip,2), unkno(ip,3), unkno(ip,4), 
pres(ip), hmin 
    3   format(x,i6,7x,6(5x,e16.6)) 
     ENDDO !IP 
 
! writing output file for open by tecplot9 
 
    300 write(*,305) 
    305 format(/,'Please enter the output file name for plot by tecplot :',/) 
 read(*, '(A)', err = 300) name2  
 open(unit=17, file=name2, status='unknown', action='write', err = 300) 
 write(17,310) 
    310 format('VARIABLES = "X-CO","Y-
CO","NODE","RHO","U","V","T_E","P","I_E","MACH","ABSV","TEMP"') 
     write(17,315) npoin, nelem 
    315 format('ZONE N=',I6,',E=',I6,',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE')    
 DO ip = 1, npoin 
  rho = unkno(ip,1) 
  u   = unkno(ip,2) 
  v   = unkno(ip,3) 
  toe = unkno(ip,4) 
  p   = pres(ip) 
  asound = dsqrt(gamma*p/rho) 
         ine  = p/(rho*gamma1) 
      absov = dsqrt(u**2 + v**2) 
      ama = absov/asound 
  write(17,320) (coord(ip,j),j=1,2), ip, (unkno(ip,k),k=1,4), p, ine, 
ama, absov, temper 
 320  format(2e16.8,i6,9e16.6)     
 ENDDO !ip 
 
 DO ie = 1, nelem 
   
  write(17,325) (intma(ie,j),j=1,3) 
 325 format(3i7) 
 
 ENDDO !ie    
  
End subroutine output 
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