
การศกึษาการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ด้วยเทคนิคความคล้ายคลงึของโครงสร้างและสปริง 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

นางสาวนิภาพร  เตมิแสงสริิศกัดิ ์

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

วิทยานิพนธ์นีเ้ป็นสว่นหนึง่ของการศกึษาตามหลกัสตูรปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบณัฑิต 
สาขาวิชาวิศวกรรมเคร่ืองกล   ภาควิชาวศิวกรรมเคร่ืองกล  

คณะวิศวกรรมศาสตร์   จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั 
ปีการศกึษา  2552 

ลขิสทิธ์ิของจฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 



 

STUDY OF MESH MOVEMENT BY STRUCTURAL AND SPRING ANALOGY 
TECHNIQUES 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Miss Nipaporn  Termsangsirisak 

 
 
 
 
 
 
 

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Master of Engineering Program in Mechanical Engineering 

Department of Mechanical Engineering 
Faculty of Engineering 

Chulalongkorn University 
Academic Year 2009 

Copyright of Chulalongkorn University 

 
 

 



~1"ll1~"1!1 

'fl1'"l1~~~mn'jj'1~Yltl11jYi'Wfi~~n 

n 1 ~~ n'jj'1 n1~LI"1 ~'fl'W~'J"ll'fl~ L'fl ~ L~'W(;] ~'JtI LYlI"11jI"1I"1'J1 ~ 

1"1~1t11"1~~"ll'fl~ tl"1~~~h~ LL~::;~m~ 

'W1~~1'J1jJl1Yi~ L~~LL~~Mfi1'n~ 
, 

"" .dI 
'Jfil'Jm~~LI"1~'fl~n~ 

~-rl'Jtlfil1~l?ln'"l1~~ (;1~.1jYi'Wfi 'J~nut~Jl11"1~ 
'lJ 

........ ,~./6. ........ ..... .. .. .... .. . th::;fi1'Wm~~n1~ 
(fil1~1?l~1'"l1~~ (;1~.tJ~1t~Yl~ L(;1"1!::;tl11Yi) 

... ~ .. ~";",,~,,,~","m~U;n>n'i~mil""fi~.n 
(~-rl'JtI fil1~ 1?l~1'"l1~~ (;1~.1jYi'Wfi 'J~~rut~Jl11"1~) 

'lJ 

........ . ........ ... ....... .... ... . . .. . .. m~~n1~ 

(~'fl~fil1~l?ln'"l1~~ (;1~.h~'W 4''WYlfL'"l1''1,!) 

~ "" w 
. .................. r .. . ... ..... .. .... .. .. . . ....... m~~n1~Jl1t1'W'fln~~1'JYltl1~t1 

((;1~. ~Ylfifi1'n ~ Yi~';fi'W1Yi1 ru."1! ) 
q 



ilJl1'Yi~ L~h.JbL~-lm~n ~ n1~~m~t1 n1 ~Lrl~'el'W~'J"lJ'el-l L'el~ LlJ'Wr;lrJi''JmYl rlilrlrl'J1lJ 

rl~1Url~-l"lJ'el-ltrl~-l~¥1-lLL'tl::;~m-l . (STUDY OF MESH MOVEMENT BY 

STRUCTURAL AND SPRING ANALOGY TECHNIQUES) 'el. ~llim~1 

';)Ylmil'Yi'Wfi~~n : ~-rl'JUP11~(;l~1"'l1~tJ "'~.il'Yi'Wfi 'J~~rut~Jl1rltJ, 180 ~ih . 
" 

... , , 
';)Ylmil'Yi'WfiilLu'Wn1~~n~1 LYl rlilrl';)fiL~'el H1 'Wn1~~1 ~1 Lrl~'el'W~'J"lJ'el-l L'el~ LlJ'W(;l1 'W 

U n 1~1~"lJ'elU L"lJ (;l Lii '" n1 nrl~'el'W~Jl1UL~~Jl1'J ::;mJ ~'J L 'W~'el-lij~t"'mh::;u n r;lL-D'1'JlJ rlU 
.~ ". 

~::; LtJuu';)fi1 ~1 'Wr;lL'el~ LlJ'Wr;l ~-l ~u LLUU n1 nrl~'el'W~'J"lJ'el-l L'el~ LlJ'Wr;l~1rJi' ~'el-l ~'el '" rl~'el-l rlUn1 ~ 
" , , ... 

Lrl~'el'WY1"lJ'el-l"lJ'elUL"lJ(;l t",u';hn1~~n~1~-l~lJ'" 3 ';)firJi''JtJrl'W 1rJi'LLn"r)fim1lJrl~1Url~-l~m-lL~-l 

L~'W, ';)fi rl'J 1lJ rl ~1U rl~-lYl'elf-n'W~ m-l LL'tl ::;';)firl'J1lJ rl~ 1U rl~-lYl1-l trl N~¥1-l'1l'el-l1' (;ltl~U "'~~'W • • 
1rJi' ~-l~1'W'J'W"'l '" 1Pl'el LL'tl ::;~u LLUUn1n~'ellJtU-l"lJ'el-l L'el~ LlJ'Wr;l~-l rl-l L~lJhj LU~U'WLLUf'l-l (;If'l'el '" . " 

~::;LtJuu';)fi1 ~1 'Wr;lL'el~ LlJ'W(;l1rJi'~ n-W1lJ1U~::;tJ n ~L ih rlU~lJ n1~~'WJ1'W'1I'el-l LLIPlf'l::;';)fi 

n'elL'IX Ln "'~::;UU~lJ n1~ 1 ~1 'W~L 'el~ LlJ'W~ LL~'J~-l-W1 ~lJ n1 ~ 1 ~1 'W~L'el~ LlJ'W~~1rJi''''l1 n LLIPlf'l ::;';)filJ1 

lh::;~~fLU'W tunLmlJ rl'ellJvh L(;l'elf~ ~'el '" rl~'el-l rl'W L ~'el-w11ulh::;tJ n (;l1-D' rlUU n '~1~ihu LLUU ~ 1 v~ ~ 

rl~ 1 U rl ~-lYl1-l trlN ~ ¥1-l '11 'el-l l' (;l ~~U ",~~'W1rJi' Lu'W';)fi~iJu~::;~Yl fiJl1'YilJ1n~ ~ '" Lti'el-l"'l1 n 

~1lJ1~tl,j'el-l rl'Wn1~1 '11.) ~'J'1I'el-l L'el~ LlJ'W(;l1rJi'~~~ '" ~'JlJ~-l L'el~ LlJ'W~~1rJi'iJ rlruJl1'YilJ1 n n~1 • • 

, 
... ... QI 

~1'111'J".n1 ....... ~ .~.?J:l~J~.LJ~lt~1.~J:l~. 

t1n1~~n~ ____ .2.5.5.2. ____ . ____________ . 



# # 4970394721 : MAJOR MECHANICAL ENGINEERING 

KEYWORDS : MESH MOVEMENT / MOVING BOUNDARY PROBLEMS / SPRING 

ANALOGY TECHNIQUE / ELASTIC MEDIUM ANALOGY TECHNIQUE 

NIPAPORN TERMSANGSIRISAK : STUDY OF MESH MOVEMENT BY 

STRUCTURAL AND SPRING ANALOGY TECHNIQUES. THESIS ADVISOR: 

ASST.PROF. NIPHON WANSOPHARK, Ph.D., 180 pp. 

Techniques for updating the computational mesh as the domains deform in 

steady-state, two-dimensional moving boundary problems associated with a Finite 

Element Method (FEM) is studied . The resulted computational mesh must conform to 

the changing moving boundaries. Three techniques are studied here such as lineal 

spring analogy technique, torsional spring analogy technique and elastic medium 

analogy technique which maintain the same nodal points and elemental connectivity. 

A FEM which applied to the individual governing equations resulted the 

system of finite element equations. The corresponding finite element computer 

programs were developed in order to execute the various 2-D moving boundary 

problems. 

The resulted elements were compared for each technique by considering the 

element validity and element quality. The resulted elements are invalid if they reverse 

or have negative area. It is demonstrated that the elastic medium analogy technique 

is most efficient because it can prevent element crossover effectively and provides 

more element quality than the others. 

Department : .... M~Qh~[1i.c.<;lJ .. I;J:l9.ifJ~~ri[1g .. 

Field of Study : .. M~Qh~[1i.c.<;lJ .. E;J:lgjfJ~~ri[1g .. 

Academic Year :.2Qm~ .............................. . 



ฉ 
 

กติตกิรรมประกาศ 

ผู้ วิจัยขอกราบขอบพระคุณ ผู้ ช่วยศาสตราจารย์ ดร.นิพนธ์ วรรณโสภาคย์ อาจารย์ท่ี
ปรึกษาวิทยานิพนธ์เป็นอย่างสงู ท่ีได้ให้ความรู้ คําแนะนํา ตลอดจนข้อคิดท่ีมีคณุคา่ยิ่งในการทํา
วิจัย รวมถึงใช้ความอดทนและความพยายามอย่างยิ่งในการผลักดันจนผู้ วิจัยสามารถทํา
วิทยานิพนธ์เลม่นีอ้อกมาได้อยา่งสมบรูณ์ 

ขอกราบขอบพระคุณ ศาสตราจารย์ ดร.ปราโมทย์ เดชะอําไพ ประธานกรรมการ รอง
ศาสตราจารย์ ดร.รัชทิน จนัทร์เจริญและ ดร.สทุธิศกัดิ ์พงศ์ธนาพาณิช กรรมการ ท่ีได้ให้คําแนะนํา 
ข้อเสนอแนะตลอดจนความรู้ตา่ง ๆ ซึง่ทําให้วิทยานิพนธ์นีมี้ความสมบรูณ์ยิ่งขึน้ 

ขอขอบพระคุณคุณสุธี ไตรวิวัฒนา คุณปริญญา บุญมาเลิศ คุณอธิพงษ์ มาลาทิพย์     
คณุพชัรี ธีระเอก คณุสทุธิคมน์ พนัธิมากรกิจและคณุพิชเญนทร์ โพธิคณุ ซึง่เป็นพ่ี ๆ และเพ่ือน ๆ 
ในห้องปฏิบตัิการวิจยักลศาสตร์การคํานวณ สําหรับความช่วยเหลือ คําแนะนําท่ีมีให้ผู้วิจยัตลอด
ระยะเวลาในการทําวิจยันี ้ทัง้นีข้อขอบคณุคณุสริุยา อุน่จิตตสํิาหรับกําลงัใจท่ีมีให้เสมอมา 

ท้ายสดุนีผู้้ วิจยัขอกราบขอบพระคณุคณุพ่อชยัวฒัน์ และคณุแม่พิชญา เติมแสงสิริศกัดิ์

เป็นอยา่งสงู ท่ีได้เป็นทัง้กําลงัใจและกําลงัทรัพย์ รวมถึงสนบัสนนุการศกึษาของผู้วิจยัโดยเสมอมา 
ทัง้นีป้ระโยชน์และคณุคา่อนัใดท่ีได้รับจากวิทยานิพนธ์นีข้อมอบเป็นกตญัญตุาบชูาแดบ่ิดามารดา 
รวมถึงครูบาอาจารย์ ตลอดจนผู้ มีพระคณุทกุท่าน 



ช 
 

สารบญั 

 หน้า 

บทคัดย่อภาษาไทย.................................................................................................. ง 

บทคัดย่อภาษาอังกฤษ............................................................................................. จ 

กิตตกิรรมประกาศ................................................................................................... ฉ 

สารบัญ..................................................................................................................... ช 

สารบัญภาพ.............................................................................................................. ญ 

 

บทที่  1 บทนํา ................................................................................................................. 1 
1.1  ความสําคญัและท่ีมาของวิทยานิพนธ์ ..................................................................... 1 
1.2  งานวิจยัท่ีเก่ียวข้องกบัวิธีเคล่ือนย้ายเอลเิมนต์ ......................................................... 2 
1.3  วตัถปุระสงค์ของวทิยานิพนธ์ ................................................................................. 8 
1.4  ขอบเขตของวิทยานิพนธ์ ........................................................................................ 9 
1.5  ขัน้ตอนการดําเนินงาน .......................................................................................... 9 
1.6  ประโยชน์ท่ีได้รับ ................................................................................................. 10 

บทที่  2  ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ............................................................................. 11 
2.1  ขัน้ตอนทัว่ไปของระเบียบวธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ ......................................................... 11 
2.2  ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์แบบสองมิต ิ................................................. 13 

บทที่  3  เทคนิควิธีการหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ .................................................... 18 
3.1  วิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้น (Lineal Spring Analogy Technique) ................... 18 

3.1.1  หลกัการและสมการพืน้ฐาน ................................................................... 18 
3.1.2  การแปลงเมตริกซ์ของเอลเิมนต์ .............................................................. 20 
3.1.3  สมการไฟไนต์เอลเิมนต์ในปัญหาสองมิต ิ................................................. 26 

3.2  วิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริง (Torsional Spring Analogy Technique) .............. 28 
3.2.1  หลกัการและสมการพืน้ฐาน ................................................................... 28 
3.2.2  จลนศาสตร์ (Kinematics) ของทอร์ชนัสปริง ............................................ 29 



ซ 
 

 หน้า 

3.2.3  สมการไฟไนต์เอลเิมนต์ในปัญหาสองมิต ิ................................................. 33 
3.3  วิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ (Elastic Medium Analogy 

Technique) ....................................................................................................... 37 
3.3.1  หลกัการและสมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ย ........................................................ 37 
3.3.2  สมการไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับปัญหาของแข็งในสองมิต ิ........................... 42 

3.4  เกณฑ์ในการวดัผลลพัธ์ของเอลเิมนต์ ................................................................... 45 

บทที่  4  ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพวิเตอร์ .......................................................... 47 
4.1  โปรแกรม LINEAL2D .......................................................................................... 47 

4.1.1  ลกัษณะของโปรแกรม LINEAL2D .......................................................... 47 
4.1.2  รายละเอียดของโปรแกรม LINEAL2D .................................................... 49 
4.1.3  ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูท่ีโปรแกรม LINEAL2D ต้องการ ............................ 49 
4.1.4  ตวัอยา่งการใช้โปรแกรม LINEAL2D ....................................................... 54 

4.2  โปรแกรม TORSION2D ...................................................................................... 63 
4.2.1  ลกัษณะของโปรแกรม TORSION2D ...................................................... 63 
4.2.2  รายละเอียดของโปรแกรม TORSION2D ................................................. 65 
4.2.3  ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูท่ีโปรแกรม TORSION2D ต้องการ ........................ 65 
4.2.4  ตวัอยา่งการใช้โปรแกรม TORSION2D ................................................... 68 

4.3  โปรแกรม ELASTIC2D........................................................................................ 75 
4.3.1  ลกัษณะของโปรแกรม ELASTIC2D ........................................................ 75 
4.3.2  รายละเอียดของโปรแกรม ELASTIC2D .................................................. 75 
4.3.3  ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูท่ีโปรแกรม ELASTIC2D ต้องการ .......................... 76 
4.3.4  ตวัอยา่งการใช้โปรแกรม ELASTIC2D .................................................... 76 

บทที่  5  การตรวจสอบโปรแกรมคอมพวิเตอร์ .............................................................. 85 

บทที่  6  การประยุกต์ใช้โปรแกรมคอมพวิเตอร์ในปัญหาขอบเขตเกิดการเคล่ือนที่ใน
สองมิต ิ............................................................................................................. 91 

6.1  ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม ......................................... 91 
6.2  ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลม ........................................... 98 



ฌ 
 

 หน้า 

6.3  ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม ........................................ 105 
6.4  ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม ........................................... 112 
6.5  การจําลองการไหลเวียนของเลือดผา่นเส้นเลือด Coronary Artery ........................ 117 
6.6  ข้อสรุปและข้อเปรียบเทียบ ................................................................................ 121 

บทที่  7  บทสรุป ปัญหาที่พบและข้อเสนอแนะ ........................................................... 124 
7.1  บทสรุป ............................................................................................................ 124 
7.2  ปัญหาท่ีพบในขณะทําวทิยานิพนธ์ ..................................................................... 127 
7.3  ข้อเสนอแนะสําหรับงานวิจยัในอนาคต ............................................................... 127 

รายการอ้างองิ ................................................................................................................. 129 

ภาคผนวก   ....................................................................................................................... 133 
ภาคผนวก ก   รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D .................................... 134 
ภาคผนวก ข   รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D ................................. 146 
ภาคผนวก ค   รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D .................................. 158 
ภาคผนวก ง   งานวิจยัท่ีได้ตีพิมพ์ในการประชมุเครือขา่ยวิศวกรรมเคร่ืองกลแห่งประเทศ 
  ไทยครัง้ท่ี23 .................................................................................................. 170 

ประวัตผู้ิเขียนวิทยานิพนธ์................................................................................... ............ 180 
 
 
 
 
 



ญ 
 

สารบญัภาพ 

 หน้า 

รูปท่ี 1.1   แบบจําลองวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นและทอร์ชนัสปริง 
 (ก)  สปริงเชิงเส้น .............................................................................................. 4 
 (ข)  ทอร์ชนัสปริง................................................................................................4 
รูปท่ี 2.1   การแบง่ขอบเขตรูปร่างลกัษณะของปัญหาออกเป็นเอลเิมนต์ยอ่ย ๆ แบบตา่ง ๆ .... 11 
รูปท่ี 2.2   ตวัไมรู้่คา่ท่ีจดุตอ่ของเอลเิมนต์สามเหล่ียม ......................................................... 12 
รูปท่ี 2.3   เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ ................................................................. 14 
รูปท่ี 2.4   ตวัอยา่งเอลเิมนต์สามเหล่ียม ........................................................................... 15 
รูปท่ี 2.5   ลกัษณะการกระจายของฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์ ............................ 16 
รูปท่ี 2.6   ลกัษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณภายในเอลเิมนต์ .......................... 16 
รูปท่ี 3.1   แบบจําลองสปริงเอลเิมนต์เม่ือใช้วิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้น ........................ 18 
รูปท่ี 3.2   สปริงเอลเิมนต์  ij  .......................................................................................... 19 
รูปท่ี 3.3   คา่ความแข็งเกร็งของสปริง, แรงสปริงและคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ของสปริงเชิงเส้น   
 ในหนึง่มิต ิ....................................................................................................... 20 
รูปท่ี 3.4   คา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ในระบบแกนรวมใหญ่และแกนยอ่ย ..................................... 21 
รูปท่ี 3.5   เอลเิมนต์ในแนวแกนยอ่ย x  ............................................................................ 22 
รูปท่ี 3.6   เอลเิมนต์ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  ............................................................. 22 
รูปท่ี 3.7   พลงังานความเครียดในสปริง ........................................................................... 23 
รูปท่ี 3.8    การวางตวัของเอลเิมนต์เป็นมมุ   โดยวดัจากแนวแกน X ซึง่มีคา่เป็นบวกใน 
 ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา .................................................................................... 25 
รูปท่ี 3.9   แรงสปริงและคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  ........................ 26 
รูปท่ี 3.10   แบบจําลองสปริงเอลเิมนต์เม่ือใช้วิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริง ........................ 28 
รูปท่ี 3.11   การเคลื่อนท่ีและการเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ ........................................ 30 
รูปท่ี 3.12   ขอบเขตและเง่ือนไขขอบเขตของปัญหาของแข็งท่ียืดหยุน่ได้ ................................ 38 
รูปท่ี 3.13   เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ ................................................................. 41 
รูปท่ี 4.1   ลกัษณะขัน้ตอนการทํางานของโปรแกรม LINEAL2D ......................................... 50 
รูปท่ี 4.2   การแปลงสปริงเอลเิมนต์ให้เป็นสปริงเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ ............ 51 



ฎ 
 

 หน้า 

รูปท่ี 4.3   ลกัษณะปัญหาของรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี .......................... 54 
รูปท่ี 4.4   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตเม่ือวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม  
 LINEAL2D ..................................................................................................... 55 
รูปท่ี 4.5   ลกัษณะข้อมลูในไฟล์ “RECT_LIN.DAT” .......................................................... 57 
รูปท่ี 4.6   ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม LINEAL2D ........... 58 
รูปท่ี 4.7   ลกัษณะผลลพัธ์ของคา่เคลือ่นตวัท่ีจดุตอ่ในไฟล์ “RECT_LIN_SOL.OUT” ........... 59 
รูปท่ี 4.8   ลกัษณะไฟล์ “RECT_LIN_DEF.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงผลลพัธ์การเปล่ียนแปลง 
 รูปร่างของเอลเิมนต์ ......................................................................................... 61 
รูปท่ี 4.9   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ก่อนการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์ 
 “RECT_LIN_DEF.PLT”................................................................................... 62 
รูปท่ี 4.10   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์หลงัการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์ 
 “RECT_LIN_DEF.PLT”................................................................................... 62 
รูปท่ี 4.11   ลกัษณะไฟล์ “MOV_RECT_QLT.PLT”เพ่ือใช้ในการแสดงคณุภาพของ 
 เอลเิมนต์ ........................................................................................................ 63 
รูปท่ี 4.12   กราฟแสดงคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากไฟล์ “MOV_RECT_QLT.PLT” ............. 63 
รูปท่ี 4.13   ลกัษณะขัน้ตอนการทํางานของโปรแกรม TORSION2D ..................................... 66 
รูปท่ี 4.14   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตของปัญหาเม่ือวิเคราะห์ด้วย 
 โปรแกรม TORSION2D ................................................................................... 68 
รูปท่ี 4.15   ลกัษณะข้อมลูในไฟล์ “RECT_TOR.DAT” ......................................................... 70 
รูปท่ี 4.16   ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม TORSION2D ........ 71 
รูปท่ี 4.17   ลกัษณะผลลพัธ์ของคา่เคลือ่นตวัท่ีจดุตอ่ในไฟล์ “RECT_TOR_SOL.OUT” .......... 71 
รูปท่ี 4.18   ลกัษณะไฟล์ “RECT_TOR_DEF.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงผลลพัธ์การ 
 เปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ ...................................................................... 73 
รูปท่ี 4.19   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ก่อนการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์ 
 “RECT_TOR_DEF.PLT” ................................................................................. 74 
รูปท่ี 4.20   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์หลงัการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์ 
 “RECT_TOR_DEF.PLT” ................................................................................. 74 
 



ฏ 
 

 หน้า 

รูปท่ี 4.21   ลกัษณะไฟล์ “RECT_TOR_QLT.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงคณุภาพของ 
 เอลเิมนต์ ........................................................................................................ 75 
รูปท่ี 4.22   กราฟแสดงคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากไฟล์ “RECT_TOR_QLT.PLT” ............. 75 
รูปท่ี 4.23   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตของปัญหาเม่ือวิเคราะห์ด้วย 
 โปรแกรม ELASTIC2D .................................................................................... 77 
รูปท่ี 4.24   ลกัษณะข้อมลูในไฟล์ “RECT_ELAS.DAT” ....................................................... 78 
รูปท่ี 4.25   ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม ELASTIC2D ......... 79 
รูปท่ี 4.26   ลกัษณะผลลพัธ์ของคา่เคลือ่นตวัท่ีจดุตอ่ในไฟล์ “RECT_ELAS_SOL.OUT” ........ 80 
รูปท่ี 4.27   ลกัษณะไฟล์ “RECT_ELAS_DEF.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงผลลพัธ์การ 
 เปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ ...................................................................... 82 
รูปท่ี 4.28   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ก่อนการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์  
 “RECT_ELAS_DEF.PLT” ............................................................................... 83 
รูปท่ี 4.29   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์หลงัการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์  
 “RECT_ELAS_DEF.PLT” ............................................................................... 83 
รูปท่ี 4.30   ลกัษณะไฟล์ “RECT_ELAS_QLT.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงคณุภาพของ 
 เอลเิมนต์ ........................................................................................................ 83 
รูปท่ี 4.31   กราฟแสดงคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากไฟล์ “RECT_ELAS_QLT.PLT” ............ 84 
รูปท่ี 5.1   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาโครงสร้างรูปสามเหล่ียมเม่ือทําการ 
 วิเคราะห์ด้วยโปรแกรมตา่ง ๆ 
 (ก)  โปรแกรม LINEAL2D ................................................................................ 85 
 (ข)  โปรแกรม TORSION2D ............................................................................ 86 
 (ค)  โปรแกรม ELASTIC2D ............................................................................. 86 
รูปท่ี 5.2   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ เม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ี 
 ลงมาเป็นระยะทาง 50% ของความสงู 0h  
 (ก)  โปรแกรม LINEAL2D ................................................................................ 86 
 (ข)  โปรแกรม TORSION2D ............................................................................ 87 
 (ค)  โปรแกรม ELASTIC2D ............................................................................. 87 



ฐ 
 

 หน้า 

รูปท่ี 5.3   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ เม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ี 
 ลงมาเป็นระยะทาง 58% ของความสงู 0h  
 (ก)  โปรแกรม LINEAL2D ................................................................................ 87 
 (ข)  โปรแกรม TORSION2D ............................................................................ 87 
 (ค)  โปรแกรม ELASTIC2D ............................................................................. 87 
รูปท่ี 5.4   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ เม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ี 
 ลงมาเป็นระยะทาง 59% ของความสงู 0h  
 (ก)  โปรแกรม LINEAL2D ................................................................................ 88 
 (ข)  โปรแกรม TORSION2D ............................................................................ 88 
 (ค)  โปรแกรม ELASTIC2D ............................................................................. 88 
รูปท่ี 5.5   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ เม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ี 
 ลงมาเป็นระยะทาง 90% ของความสงู 0h  
 (ก)  โปรแกรม LINEAL2D ................................................................................ 88 
 (ข)  โปรแกรม TORSION2D ............................................................................ 88 
 (ค)  โปรแกรม ELASTIC2D ............................................................................. 88 
รูปท่ี 5.6   การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหา 
 โครงสร้างรูปสามเหล่ียม .................................................................................. 90 
รูปท่ี 6.1   ลกัษณะของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม ................... 92 
รูปท่ี 6.2   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูป  
 ส่ีเหล่ียม ......................................................................................................... 92 
รูปท่ี 6.3   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีขึน้ไป 1 หน่วย 
 (ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ............................................................. 93 
 (ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D .......................................................... 93 
 (ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ........................................................... 93 
 
 



ฑ 
 

 หน้า 

รูปท่ี 6.4   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีขึน้ไป  
 2.8 หน่วย 
 (ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ............................................................. 94 
 (ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D .......................................................... 94 
 (ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ........................................................... 94 
รูปท่ี 6.5   การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีขึน้ไป  
 1 หนว่ย .......................................................................................................... 95 
รูปท่ี 6.6   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ี 
 ทัง้หมด 2.8 หน่วยออกเป็นช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยตา่ง ๆ 
 (ก)  โปรแกรม LINEAL2D เม่ือแบง่เป็น 100 ช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยซึง่จะจบการ 
       ทํางานท่ีชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ยท่ี 61 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั ............ 97 
 (ข)  โปรแกรม TORSION2D เม่ือแบง่เป็น 12 ชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ย ..................... 97 
 (ค)  โปรแกรม ELASTIC2D เม่ือแบง่เป็น 42 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย ....................... 97 
รูปท่ี 6.7   การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ี 
 ทัง้หมด 2.8 หน่วยออกเป็น 60 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย .......................................... 98 
รูปท่ี 6.8   ลกัษณะของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลม ..................... 99 
รูปท่ี 6.9   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูป 
 วงกลม ........................................................................................................... 99 
รูปท่ี 6.10   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีไปทางซ้าย 
 1 หน่วย 
 (ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ........................................................... 100 
 (ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D ........................................................ 100 
 (ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ......................................................... 100 



ฒ 
 

 หน้า 

รูปท่ี 6.11   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีไปทางซ้าย 
  2.9 หน่วย 
 (ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ........................................................... 101 
 (ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D ........................................................ 101 
 (ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ......................................................... 101 
รูปท่ี 6.12   การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีไปทางซ้าย  
 1 หนว่ย ........................................................................................................ 102 
รูปท่ี 6.13   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ีทัง้หมด  
 2.9 หน่วยออกเป็นช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยตา่ง ๆ 

 (ก)  โปรแกรม LINEAL2D เม่ือแบง่เป็น 100 ช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยซึง่จะจบการ        
  ทํางานท่ีชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ยท่ี 65 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั ........... 104 

 (ข)  โปรแกรม TORSION2D เม่ือแบง่เป็น 5 ชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ย ..................... 104 
 (ค)  โปรแกรม ELASTIC2D เม่ือแบง่เป็น 5 ช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ย....................... 104 
รูปท่ี 6.14   การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ีทัง้หมด 
 2.9 หน่วยออกเป็น 20 ช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ย .................................................... 105 
รูปท่ี 6.15   ลกัษณะของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม .................. 106 
รูปท่ี 6.16  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูป 
 ส่ีเหล่ียม ....................................................................................................... 106 
รูปท่ี 6.17   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตบดิไปทํามมุ 10 องศากบั 
 แนวแกน X  
 (ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ........................................................... 107 
 (ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D ........................................................ 107 
 (ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ......................................................... 107 



ณ 
 

 หน้า 

รูปท่ี 6.18   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตบดิไปทํามมุ 45 องศากบั 
 แนวแกน X  
 (ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ........................................................... 108 
 (ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D ........................................................ 108 
 (ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ......................................................... 108 
รูปท่ี 6.19   การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตบดิไปทํามมุ 10 องศากบั 
 แนวแกน X  .................................................................................................. 109 
รูปท่ี 6.20   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือทําการแบง่มมุท่ีบดิไปทัง้หมด 
 45 องศา ออกเป็นช่วงยอ่ย ๆ 

 (ก)  โปรแกรม LINEAL2D เม่ือแบง่เป็น 100 ช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยซึง่จะจบการ        
  ทํางานท่ีชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ยท่ี 84 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั ........... 111 

 (ข)  โปรแกรม TORSION2D เม่ือแบง่เป็น 4 ชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ย ..................... 111 
 (ค)  โปรแกรม ELASTIC2D เม่ือแบง่เป็น 2 ช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ย....................... 111 
รูปท่ี 6.21   การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือทําการแบง่มมุท่ีบดิไปทัง้หมด 
 45 องศา ออกเป็น 20 ชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ย ..................................................... 112 
รูปท่ี 6.22   ลกัษณะของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม ..................... 113 
รูปท่ี 6.23   แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบผสมของขอบเขตรูป 
 ส่ีเหล่ียม ....................................................................................................... 113 
รูปท่ี 6.24   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 
 (ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ........................................................... 114 
 (ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D ........................................................ 114 
 (ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ......................................................... 114 
 



ด 
 

 หน้า 

รูปท่ี 6.25   ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือทําการแบง่ระยะทางการ 
 เคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็นช่วงยอ่ย ๆ 

 (ก)  โปรแกรม LINEAL2D เม่ือแบง่เป็น 100 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ยซึง่จะจบการ     
ทํางานท่ีชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ยท่ี 46 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั ........... 116 

 (ข)  โปรแกรม TORSION2D เม่ือแบง่เป็น 100 ชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ยซึง่จะจบการ
ทํางานท่ีชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ยท่ี 96 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั ........... 116 

 (ค)  โปรแกรม ELASTIC2D เม่ือแบง่เป็น 15 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย ..................... 116 
รูปท่ี 6.26   การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 เคล่ือนท่ีแบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือทําการแบง่ระยะทางการ 
 เคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็น 20 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย ........................................... 117 
รูปท่ี 6.27   ลกัษณะของหวัใจและตําแหน่งของเส้นเลือด Coronary Artery ......................... 118 
รูปท่ี 6.28   ลกัษณะของเส้นเลือด Coronary Artery โดยหลอดเลือดมีรัศมีภายนอก  
 Ro = 2 มม.และรัศมีภายใน Ri = 1.5 มม. ........................................................ 118 
รูปท่ี 6.29   ลกัษณะของปัญหาการไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery ........... 119 
รูปท่ี 6.30  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด 
 Coronary Artery .......................................................................................... 119 
รูปท่ี 6.31 ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 ไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery 
 (ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ........................................................... 120 
 (ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D ........................................................ 120 
 (ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ......................................................... 120 
รูปท่ี 6.32   การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการ 
 จําลองการไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery  
 ในสภาวะท่ีขยายตวั ...................................................................................... 121 
 
 
 



 
 

1                                          บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความสาํคัญและที่มาของวิทยานิพนธ์ 

ในปัจจบุนัปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี (Moving Boundary Problems) เป็นปัญหา
หนึ่งในแขนงการคํานวณพลศาสตร์ของไหล (Computational Fluid Dynamics: CFD) ท่ีได้รับ
ความสนใจและมีการค้นคว้าวิจัยกันมากขึน้ทัง้ในด้านวิศวกรรมศาสตร์และด้านการแพทย์ 
ตัวอย่างของปัญหาเหล่านีไ้ด้แก่ ปัญหาปฏิสัมพันธ์กันระหว่างของไหลและโครงสร้าง (Fluid-
Structure Interaction: FSI), ปัญหาการไหลท่ีพืน้ผิวอย่างอิสระ (Free Surface Flows), ปัญหา
การออกแบบโครงสร้าง (Geometric Design Optimization), ปัญหาการจําลองระบบการ
ไหลเวียนของโลหิต และปัญหาการวิเคราะห์หาการเปลี่ยนแปลงของอวยัวะภายในร่างกายเม่ือมี
สิ่งผิดปกติเกิดขึน้ เช่น การวิเคราะห์รูปร่างของสมองท่ีเปล่ียนแปลงไปเน่ืองจากขนาดของเนือ้งอก
ท่ีโตขึน้ เป็นต้น  

ระเบียบวิธีหนึง่ท่ีนิยมใช้ในการแก้ปัญหาดงักลา่วคือระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ซึง่ภายใน
โดเมนของปัญหาจะถูกแบ่งออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ ดงันัน้เม่ือมีการเปลี่ยนแปลงรูปร่างของ
โดเมนหรือขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี สิ่งท่ีเกิดขึน้ตามมาคือเอลิเมนต์ย่อยแต่ละเอลิเมนต์จะต้อง
เคล่ือนตวัไปในทิศทางท่ีสอดคล้องกบัการเคล่ือนท่ีของขอบเขต ดงันัน้วิธีการตา่ง ๆ จงึถกูคดิค้นขึน้
เพ่ือหาการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ให้สอดคล้องกบัการเคล่ือนท่ีของขอบเขตอย่างเหมาะสม โดยท่ี
คณุภาพของเอลิเมนต์ยงัอยู่ในเกณฑ์ท่ียอมรับได้  วิธีดงักล่าวเรียกว่าวิธีการหาค่าเคลื่อนตวัของ  
เอลเิมนต์ (Updating / Moving / Dynamic Mesh Algorithms) 

เน่ืองจากวิธีการหาคา่เคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ได้ถกูคิดค้นและพฒันามาอย่างตอ่เน่ือง ทํา
ให้ในปัจจบุนัมีหลายวิธีด้วยกนัซึง่สามารถแบง่ออกเป็น 2 กลุม่ใหญ่ ๆ ได้ดงันี ้[1, 2] 

1.  วิธีสร้างเอลิเมนต์ใหม่ (Mesh Regeneration หรือ Re-meshing) วิธีนีเ้อลิเมนต์จะ
ถกูสร้างขึน้ใหม่ทกุครัง้เม่ือขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี โดยลกัษณะของเอลิเมนต์ท่ีถกูสร้างขึน้ใหม่นี ้
จะขึน้อยู่กบัรูปแบบการเคล่ือนท่ีของขอบเขตและรูปร่างของปัญหา วิธีนีเ้หมาะสมเป็นอย่างยิ่งกบั
ปัญหาท่ีมีรูปร่างซบัซ้อนหรือขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีไปมาก เพราะสามารถควบคมุคณุภาพของ
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เอลิเมนต์ได้ แต่ข้อเสียของวิธีนีคื้อขัน้ตอนท่ียุ่งยากซับซ้อนและต้องใช้ระยะเวลานานในการ
คํานวณเน่ืองจากต้องทําการสร้างเอลเิมนต์ขึน้ใหมท่กุครัง้ 

2.  วิธีเคล่ือนย้ายเอลิเมนต์ (Mesh Relocation)  วิธีนีเ้อลิเมนต์จะเกิดการเคล่ือนตวั
เน่ืองจากการเคล่ือนท่ีของจดุตอ่เท่านัน้โดยท่ีไม่มีการสร้างเอลิเมนต์ใหม่  ดงันัน้จํานวนจดุตอ่และ
รูปแบบการเช่ือมโยงของเอลิเมนต์จะยังคงเดิมไม่เปล่ียนแปลงตลอดช่วงเวลาท่ีเกิดการ
เปล่ียนแปลงรูปร่างของโดเมน ข้อดีของวิธีนีคื้อการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์จะเป็นไปอย่างตอ่เน่ือง 
รวมถึงมีขัน้ตอนท่ีง่ายกว่าและใช้ระยะเวลาในการคํานวณน้อยกว่าเม่ือเปรียบเทียบกับแบบแรก 
แต่เหมาะกับการนําไปใช้กับปัญหาท่ีมีรูปร่างอย่างง่ายหรือขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีไปเพียง
เลก็น้อยเท่านัน้ 

ในการคํานวณหาคา่เคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ในปัญหาใด ๆ อาจเลือกใช้เพียงวิธีเดียวหรือ
ทัง้สองวิธีผสมกนัก็ได้ เช่น Johnson และ Tezduyar [3] ได้ทําการคํานวณหาค่าเคลื่อนตวัของ   
เอลิเมนต์ของทัง้โดเมนด้วยวิธีเคล่ือนย้ายเอลิเมนต์ แล้วจึงใช้วิธีสร้างเอลิเมนต์ใหม่เฉพาะใน
บริเวณท่ีเอลิเมนต์ท่ีได้มีคณุภาพต่ํา เป็นต้น ซึง่การจะเลือกใช้วิธีใดนัน้จะต้องพิจารณาเลือกใช้ให้
เหมาะสมกบัรูปแบบการเคล่ือนท่ีของขอบเขต ลกัษณะรูปร่างของปัญหา ต้นทนุและระยะเวลาท่ี
ต้องใช้ในการคํานวณ ความซบัซ้อนของขัน้ตอนรวมถึงข้อดี-ข้อเสียของแต่ละวิธี ซึ่งปัจจยัต่าง ๆ 
เหลา่นีมี้ผลตอ่คณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้ 

สําหรับวิทยานิพนธ์เลม่นีจ้ะศกึษาวิธีการหาค่าเคลื่อนตวัของเอลิเมนต์แบบวิธีเคล่ือนย้าย
เอลเิมนต์เท่านัน้ เน่ืองจากเป็นวิธีท่ีง่ายตอ่การทําความเข้าใจและใช้ระยะเวลาในการคํานวณน้อย
กวา่ รวมถึงสามารถประดษิฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้ง่ายและรวดเร็ว 

1.2 งานวจิัยที่เก่ียวข้องกับวธีิเคล่ือนย้ายเอลิเมนต์ 

ในช่วงแรก ๆ การหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์สําหรับปัญหาขอบเขตเกิดการเคลื่อนท่ี
กระทําได้โดยการจําลองรูปแบบปัญหาการไหลเสมือนจริงอย่างง่ายทัง้ในสภาวะอยู่ตวั (Steady-
state) และสภาวะชัว่ครู่ (Transient state) แต่วิธีนีมี้ข้อจํากดัคือ ไม่สามารถจําลองปัญหาท่ีมี
โครงสร้างเป็น 3 มิติหรือปัญหาท่ีมีความสลบัซบัซ้อน เช่น การไหลแบบป่ันป่วน (Turbulent) หรือ
คล่ืนกระแทก (Shock Wave) ได้ ถึงแม้จะใช้คอมพิวเตอร์ท่ีมีความสามารถสงู (Super-computer) 
ก็ตาม อีกทัง้ยงัก่อให้เกิดคา่ใช้จ่ายสงูและใช้ระยะเวลาในการคํานวณนาน เน่ืองจากมีตวัแปรท่ีไม่รู้
ค่าจํานวนมาก รวมถึงการควบคมุคณุภาพของเอลิเมนต์ทําได้ยาก [3-5] ดงันัน้เพ่ือขจดัปัญหา
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ดงักลา่วข้างต้น วิธีการใหม ่ๆ จึงถกูคิดค้นและพฒันาขึน้ โดยวิธีเคล่ือนย้ายเอลิเมนต์เป็นวิธีหนึ่งท่ี
นิยมนํามาใช้ในการหาค่าเคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ ซึ่งวิธีนีถู้กคิดค้นและพฒันามาอย่างต่อเน่ือง
ตัง้แต่ช่วงคริสต์ศักราช 1980 ตัวอย่างของวิธีเคล่ือนย้ายเอลิเมนต์ ได้แก่ วิธี Transfinite 
Interpolation (TFI) [6-9], วิธีการจบัคูแ่บบไอโซพาราเมตริก (Isoparametric Mapping) [10-11], 
วิธีความคล้ายคลงึสปริง (Spring Analogy) [12-23] และวิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของ
วตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ (Elastic Analogy) [24-34]  วิธี TFI และการจบัคูแ่บบไอโซพาราเมตริกเป็นวิธี
ทางพีชคณิตซึง่เหมาะสมกบัเอลิเมนต์แบบมีระเบียบ (Structured Meshes) ในปัญหาอย่างง่าย 
ในขณะท่ีวิธีความคล้ายคลึงสปริงและวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ียืดหยุ่นได้
สามารถใช้ได้กบัเอลิเมนต์ทัง้แบบมีระเบียบและไร้ระเบียบ (Structured and Unstructured 
Meshes) ซึง่วิธีความคล้ายคลงึสปริงจะมองเอลิเมนต์แตล่ะเอลิเมนต์เสมือนว่าเป็นสปริงเช่ือมตอ่
กนัเป็นโครงขา่ย ดงันัน้เม่ือขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีจะสง่ผลให้เอลิเมนต์ย่อย ๆ ภายในโดเมนเกิด
การเคลื่อนตวัผ่านทางแรงสปริง ซึ่งค่าเคลื่อนตวัท่ีได้นัน้จะเป็นไปในทิศทางท่ีสอดคล้องกับการ
เคล่ือนท่ีของขอบเขต วิธีความคล้ายคลึงสปริงเป็นวิธีหนึ่งท่ีได้รับความนิยมและถูกพฒันาเพ่ือ
ปรับปรุงคณุภาพของเอลิเมนต์มาอย่างต่อเน่ือง เน่ืองจากมีรูปแบบท่ีง่ายไม่ซบัซ้อน ใช้ระยะเวลา
ในการคํานวณน้อยและคอมพิวเตอร์ต้องการหน่วยความจําเพ่ือใช้ในการประมวลผลน้อย รวมถึง
สามารถนําไปประยกุต์ใช้กบัปัญหาตา่ง ๆ ได้โดยง่าย [19-25]  

 Nakahashi และ Deiwert ได้เสนอแบบจําลองสปริง (Spring Analogy Model) ขึน้เป็น
ครัง้แรกเพ่ือใช้ในการคํานวณหาการเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ในปัญหาการไหลของอากาศ
ผ่านโครงสร้างท่ีมีรูปทรงแตกต่างกนัในย่านความเร็วเหนือเสียงใน 2 มิติ โดยวิธีการปรับเปลี่ยน   
เอลิเมนต์ (Adaptive Grid Method) [12] และนํามาขยายใช้กบัปัญหาใน 3 มิติ พบว่าเอลิเมนต์ท่ี
ได้มีรูปแบบการเคล่ือนตวัท่ีตอ่เน่ืองทัง้โดเมน [13]  

Batina [14] ได้ดดัแปลงวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้น (Lineal Spring Analogy 
Method) เพ่ือใช้ในการหาการเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลิเมนต์ในปัญหาการไหลแบบออยเลอร์ 
(Euler flow) ผ่านปีกเคร่ืองบินท่ีเกิดการสัน่ (Oscillating Airfoil) ในสถานะชัว่ครู่โดยใช้เอลิเมนต์
แบบไร้ระเบียบใน 2 มิติ ซึง่คา่ความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้นได้ถกูกําหนดให้แปรผกผนักบัความ
ยาวขอบเอลเิมนต์ กลา่วคือถ้าขอบเอลเิมนต์สัน้ลงจะทําให้คา่ความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้นมีคา่
มากขึน้ ดงันัน้คา่ความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้นจึงเปล่ียนแปลงไปตลอดช่วงเวลาท่ีเอลิเมนต์เกิด
การเคลื่อนตวั 
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ต่อมาได้มีการปรับปรุงและพัฒนาวิ ธีความคล้ายคลึงสปริงโดยนําทอร์ชันสปริง 
(Torsional Spring) มาประยกุต์ใช้กบัแบบจําลองเพิ่มเติมนอกเหนือจากสปริงเชิงเส้น (Lineal 
Spring) เรียกวิธีนีว้่าวิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริง (Torsional Spring Analogy Method) ซึง่
แบบจําลองสปริงทัง้สองแบบแสดงได้ดงัรูปท่ี 1.1  

 

  

 

 

(ก)  สปริงเชิงเส้น   (ข)  ทอร์ชนัสปริง     

รูปท่ี 1.1  แบบจําลองวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นและทอร์ชนัสปริง  

Farhat et al. [15-16]  นําเสนอวิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงเพ่ือใช้ในการหาการ
เปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลิเมนต์สําหรับปัญหาต่าง ๆ ใน 2 มิติโดยใช้เอลิเมนต์แบบไร้ระเบียบ 
โดยเสมือนว่ามีทอร์ชนัสปริงติดอยู่ท่ีแต่ละจุดต่อของทุก ๆ เอลิเมนต์ภายในโดเมนของปัญหา ซึ่ง
ค่าความแข็งเกร็งของทอร์ชันสปริงถูกกําหนดให้แปรผกผันกับพืน้ท่ีของเอลิเมนต์ กล่าวคือถ้า      
เอลเิมนต์มีพืน้ท่ีน้อยลงจะทําให้คา่ความแข็งเกร็งของทอร์ชนัสปริงมีคา่เพิ่มขึน้ ดงันัน้คา่ความแข็ง
เกร็งของทอร์ชนัสปริงจะเปล่ียนแปลงไปตลอดช่วงเวลาท่ีเอลิเมนต์เกิดการเคลื่อนตวั ซึง่วิธีนีไ้ด้รับ
ความนิยมอย่างมาก เน่ืองจากให้คณุภาพและรูปแบบการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์เป็นท่ีน่าพอใจ 
อย่างไรก็ตามเน่ืองจากความยุ่งยากซับซ้อนของขัน้ตอนและสมการท่ีใช้ในการคํานวณหาค่า
เคล่ือนตวัของเอลเิมนต์รวมถึงระยะเวลาท่ีใช้ในการคํานวณท่ีมาก ทําให้วิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนั
สปริงท่ีเสนอโดย Farhat et al. นัน้ไม่เหมาะสมในการนํามาประยุกต์ใช้กับปัญหาใน 3 มิต ิ
นอกจากนี ้Degand และ Farhat [17] ยงัศกึษาวิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงเพิ่มเติมเพ่ือนํามา
ขยายใช้กับปัญหาใน 3 มิติ โดยใส่แผ่นระนาบเข้าไปในแบบจําลองเพ่ือป้องกันการยุบตัวของ
โครงสร้าง และคํานวณหาการเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลิเมนต์โดยพิจารณาทีละหน้าตดัของ     
เอลเิมนต์  

เพ่ือลดความยุ่งยากของขัน้ตอนรวมถึงระยะเวลาท่ีต้องใช้ในการคํานวณหาค่าเคลื่อนตวั
ของเอลิเมนต์ท่ีนําเสนอโดย Farhat et al. Blom [18] ได้เสนอแบบจําลองสปริงกึ่งทอร์ชนั (Semi-
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torsional Spring Analogy Model) ซึง่คา่ความแข็งเกร็งของสปริงกึ่งทอร์ชนันีส้ามารถคํานวณได้
จากอตัราส่วนระหว่างค่าความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้นกบัมมุภายในสามเหล่ียมของจดุต่อท่ีอยู่
ตรงข้ามกับสปริงเชิงเส้นนัน้ ซึ่งจะแตกต่างกับวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นและทอร์ชนัสปริง 
อย่างไรก็ตามข้อจํากดัของวิธีท่ีเสนอโดย Blom คือสามารถนําไปประยกุต์ใช้ได้กบัปัญหาใน 2 มิติ
เท่านัน้  

Zeng [19] และ Murayama et al. [20] ได้ปรับปรุงวิธีความคล้ายคลงึสปริงกึ่งทอร์ชนัให้
สามารถนํามาขยายใช้ได้กบัปัญหาใน 3 มิต ิโดยปรับเปล่ียนสมการท่ีใช้ในการคํานวณหาคา่ความ
แข็งเกร็งของสปริงกึ่งทอร์ชนัใหม่ และนําไปทดสอบกบัปัญหาต่าง ๆ ใน 3 มิติเช่น การจําลองการ
เคลื่อนท่ีของปีกเคร่ืองบินในย่านความเร็วเหนือเสียง (Supersonic Flow) [20] หรือการจําลอง
ระบบการไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด Right Coronary Artery (RCA) [19]  เป็นต้น พบว่า
คณุภาพและรูปแบบการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ท่ีได้เป็นท่ีน่าพอใจ ถึงแม้จะกําหนดให้ขอบเขต
เกิดการเคล่ือนท่ีไปมากก็ตาม  

Burg [21] ได้นําวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นและทอร์ชนัสปริงมาใช้ในการหาค่า
เคล่ือนตัวของเอลิเมนต์สําหรับปัญหาใน 3 มิติ โดยใช้แบบจําลองสปริงรูปแบบเดียวกับ
แบบจําลองสปริงท่ีนําเสนอโดย Farhat et al. แตข่ัน้ตอนท่ีใช้ในการคํานวณมีความแตกตา่งกนั 
โดย Farhat et al. จะแบง่เอลิเมนต์รูปทรงส่ีหน้าใน 3 มิติออกเป็นหน้าตดัใน 2 มิติแล้วจึงสร้าง
สมการโดยพิจารณาทีละหน้าตดัใน 2 มิตินัน้ ในขณะท่ี Burg ใช้ปริมาตรและพืน้ท่ีหน้าตดัของ
รูปทรงส่ีหน้ามาสร้างสมการโดยตรง ทําให้ค่าเคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ท่ีได้มีความถูกต้องแม่นยํา
มากกว่า รวมถึงสามารถนําสมการท่ีใช้สําหรับปัญหาใน 2 มิติมาขยายใช้กบัปัญหาใน 3 มิติได้
โดยง่าย ซึง่แตกต่างจากวิธีของ Farhat et al. ท่ีการสร้างสมการสําหรับปัญหาใน 3 มิติมีความ
ยุ่งยากและซบัซ้อน โดย Burg ได้ทดสอบประสิทธิภาพของวิธีท่ีได้นําเสนอกบัปัญหาการเคล่ือนท่ี
อย่างง่ายเช่นเดียวกบัปัญหาของ Farhat et al. และปัญหาการจําลองการเคลื่อนท่ีของเรือบนผิว
นํา้ท่ีมีรูปทรงของลําเรือแตกตา่งกนั 

Bottasso [22] นําเสนอวิธีใหม่ในการหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์โดยใช้แบบจําลอง
สปริงรูปแบบเดียวกบัแบบจําลองสปริงท่ีนําเสนอโดย Batina แตเ่พิ่มสปริงเชิงเส้นซึง่เช่ือมระหว่าง
จุดต่อกับขอบเอลิเมนต์ท่ีอยู่ตรงกันข้ามในทิศทางตัง้ฉากสําหรับเอลิเมนต์ใน 2 มิติหรือเช่ือม
ระหว่างจุดต่อกับหน้าตดัท่ีอยู่ตรงกันข้ามในทิศทางตัง้ฉากสําหรับเอลิเมนต์ใน 3 มิติลงไปใน
แบบจําลองด้วย เน่ืองจากในขณะท่ีโดเมนเกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่างไปนัน้จะสง่ผลให้จดุต่อเกิด
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การเคล่ือนท่ี แต่การเคล่ือนท่ีของจุดต่อจะถูกจํากัดอยู่แค่ภายในขอบเขตท่ีเช่ือมกันเป็นวงกลม
เท่านัน้ วิธีนีจ้ึงถกูเรียกว่าวิธี Ball-vertex โดย Bottasso ได้นํามาประยกุต์ใช้กบัปัญหาทัง้ใน 2 
และ 3 มิต ิ 

Anderson [23] ได้นําวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นมาประยกุต์ใช้ร่วมกบัการสร้าง     
เอลิเมนต์ใหม่ในปัญหาการออกแบบปีกเคร่ืองบิน โดยจะทําการสร้างเอลิเมนต์ใหม่ขึน้มาแทน     
เอลิเมนต์ท่ีเกิดการยุบตวั ทําให้ไม่เกิดการยุบตวัของเอลิเมนต์ทัว่ทัง้โดเมน อย่างไรก็ตามพบว่า   
เอลเิมนต์ท่ีได้ยงัคงมีคณุภาพต่ําถึงแม้วา่จะทําการสร้างเอลเิมนต์ขึน้มาใหมแ่ล้วก็ตาม 

สว่นวิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้จะมองโดเมนท่ีกําลงัพิจารณา
วา่เป็นวตัถท่ีุมีความยืดหยุน่ ดงันัน้คา่เคลื่อนตวัท่ีขอบเขตจึงสง่ผลตอ่เอลิเมนต์ย่อย ๆ ท่ีอยู่ภายใน
โดเมนนัน้ผา่นทางแรงยืดหยุน่ ซึง่คณุสมบตัเิฉพาะตวัของวตัถจุะถกูนํามาใช้ในการคํานวณด้วย  

Johnson และ Tezduyar [24] นําเสนอวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถุท่ี
ยืดหยุ่นได้ร่วมกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการคํานวณหาค่าเคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ โดย
พิจารณาทัง้โดเมนเสมือนว่าเป็นวตัถุท่ียืดหยุ่นได้ท่ีมีคณุสมบตัิเฉพาะตวัเป็นค่าคงท่ี เป็นผลให้
สมการท่ีเก่ียวข้องได้แก่ สมการแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด และสมการ
สมดลุของวตัถท่ีุได้อยูใ่นรูปแบบเชิงเส้น โดยนํามาประยกุต์ใช้กบัปัญหาการสัน่ของปีกเคร่ืองบนิใน 
2 มิติ นอกจากนี ้Johnson และ Tezduyar [25] ยงัได้นําวิธีการสร้างเอลิเมนต์ใหม่มาประยกุต์ใช้
เพิ่มเติมหลงัจากการคํานวณหาค่าเคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ด้วยวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้าง
ของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ อย่างไรก็ตามวิธีนีมี้ข้อเสียคือต้องใช้ระยะเวลาในการคํานวณมากเน่ืองจาก
ต้องทําการสร้างเอลเิมนต์ใหมท่กุครัง้ รวมถึงมีขัน้ตอนท่ียุง่ยากซบัซ้อน ดงันัน้ Stein et al. [26] จึง
นําเสนอวิธีการคํานวณหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์สําหรับปัญหาท่ีโดเมนเกิดการเปล่ียนแปลง
รูปร่างไปมากหรือขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีไปมาก โดยท่ีไมจํ่าเป็นต้องใช้วิธีการสร้างเอลิเมนต์ใหม ่
ด้วยการควบคมุตวัแปรท่ีขึน้อยู่กบัขนาดของเอลิเมนต์รวมถึงรูปร่างและระยะทางท่ีเอลิเมนต์เกิด
การเปล่ียนแปลงไป โดยกําหนดให้เอลิเมนต์ท่ีมีขนาดเล็กมีคา่ความแข็งเกร็งมากกว่าเอลิเมนต์ท่ีมี
ขนาดใหญ่ ซึง่ Stein et al.ได้ทําการทดสอบประสทิธิภาพของวิธีดงักลา่วกบัปัญหาโครงสร้างอยา่ง
ง่ายท่ีเกิดการเคล่ือนท่ีในรูปแบบตา่ง ๆ  
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Nielsen และ Anderson [27] ได้นําวิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่น
ได้มาใช้เพ่ือพฒันาการออกแบบโครงสร้างให้ได้ผลดีท่ีสุดในการคํานวณด้านอากาศพลศาสตร์ 
(Aerodynamic) โดยประยกุต์ใช้กบัปัญหาปีกเคร่ืองบนิทัง้ใน 2 และ 3 มิต ิ 

Bar-Yoseph et al. [28] และ Hsu [29] ได้ประยกุต์ใช้วิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้าง
ของวัตถุท่ียืดหยุ่นได้กับปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีไปมากใน 2 มิติโดยกําหนดให้ค่า
คณุสมบตัิเฉพาะตวัของวตัถใุนแต่ละตําแหน่งสามารถปรับเปล่ียนได้ อย่างไรก็ตามวิธีนีจ้ะส่งผล
ให้สมการท่ีแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งความเค้นและความเครียด รวมถึงสมการสมดลุของวตัถอุยู่
ในรูปแบบไมเ่ชิงเส้น ซึง่ทําให้ยากตอ่การแก้ระบบสมการ  

Dwight [30] ได้ทําการดดัแปลงสมการเชิงอนพุนัธ์ท่ีใช้ในการคํานวณหาคา่เคลื่อนตวัของ
เอลิเมนต์ด้วยวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ียืดหยุ่นได้เพ่ือปรับปรุงคุณภาพของ      
เอลิเมนต์ท่ีได้ โดยทดสอบประสิทธิภาพของวิธีดงักล่าวกบัปัญหาการจําลองการเคล่ือนท่ีของปีก
เคร่ืองบนิใน 2 มิต ิ 

Ferrant et al. [31] ได้นําวิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ร่วมกบั
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาประยุกต์ใช้กับปัญหาในทางการแพทย์ เช่นการวิเคราะห์หาการ
เปล่ียนแปลงของอวยัวะภายในร่างกายแบบ 3 มิต ิโดยใช้แบบจําลองเป็นวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้แบบเนือ้
เดียวกนัทัง้หมด (Homogeneous Elastic Bodies) 

นอกจากนีใ้นการคํานวณหาค่าเคล่ือนตัวของเอลิเมนต์ยังสามารถนําวิธีต่าง ๆ ท่ีได้
กลา่วถึงไปแล้วข้างต้นมาประยกุต์ใช้รวมกนัได้มากกว่า 1 วิธีดงัเช่น Bartels [32] ได้นําเสนอวิธี
ความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นควบคูไ่ปกบัวิธี Transfinite Interpolation สําหรับปัญหาการจําลอง
การเคลื่อนท่ีของปีกเคร่ืองบินใน 2 มิติด้วยเอลิเมนต์แบบมีระเบียบ โดยทําการสร้างเอลิเมนต์ด้วย
วิธี Transfinite Interpolation แล้วจึงคํานวณหาคา่เคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ด้วยวิธีความคล้ายคลงึ
สปริงเชิงเส้น หรือการนําวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ียืดหยุ่นได้มาประยุกต์ใช้
ร่วมกบัวิธี Transfinite Interpolation [33] โดยขัน้ตอนการคํานวณเร่ิมต้นจากการสร้างเอลิเมนต์
จากจุดต่อท่ีกําหนดขึน้ ณ ตําแหน่งขอบเขตของโดเมน เอลิเมนต์ท่ีถูกสร้างขึน้มานีมี้ช่ือเรียกว่า 
Macro-element จากนัน้ทําการคํานวณหาคา่เคลื่อนตวัของ Macro-element เหลา่นีด้้วยวิธีความ
คล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ แล้วจึงทําการคํานวณหาคา่เคลื่อนตวัของเอลิเมนต์
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ท่ีเหลือทัง้หมดด้วยวิธี Transfinite Interpolation ดงันัน้การเลือกจดุตอ่เพ่ือสร้าง Macro-element 
จงึเป็นปัจจยัสําคญัท่ีสง่ผลตอ่คณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้  

วิทยานิพนธ์เล่มนีจ้ะทําการศึกษาหลกัการและทฤษฎีของวิธีต่าง ๆ ในการคํานวณหาค่า
เคล่ือนตวัของเอลิเมนต์แบบเคล่ือนย้ายเอลิเมนต์ในปัญหา 2 มิติทัง้หมด 3 วิธีด้วยกนั ได้แก่วิธี
ความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น, วิธีความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริงและวิธีความคล้ายคลึงทาง
โครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้ โดยในบทท่ี 1 จะกลา่วถึงท่ีมาและความสําคญัรวมถึงภาพรวมของ
วิทยานิพนธ์ ในบทท่ี 2 จะกล่าวถึงขัน้ตอนของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ซึ่งจะถูกนํามา
ประยุกต์ใช้ร่วมกับวิธีการหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ ในบทท่ี 3 จะกล่าวถึงทฤษฎีและวิธีการ
คํานวณหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ รวมถึงทําการสร้างไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์และสมการ    
ไฟไนต์เอลิเมนต์ของแต่ละวิธี ซึ่งเอลิเมนต์ท่ีได้จะมีรูปแบบการเคล่ือนตวัท่ีต่อเน่ือง รวมถึงจุดต่อ
และรูปแบบการเช่ือมโยงของเอลิเมนต์จะยงัคงเดิมตลอดช่วงเวลาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี โดย
ในบทท่ี 4 จะนําไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีได้มาประดิษฐ์โปรแกรม
คอมพิวเตอร์ด้วยภาษาฟอร์แทรน (Fortran) โดยจะอธิบายขัน้ตอนการคํานวณโดยใช้โปรแกรม
คอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้โดยละเอียด ซึ่งในบทท่ี 5 จะทดสอบความสอดคล้องของโปรแกรม
คอมพิวเตอร์ท่ีประดษิฐ์ขึน้กบัสมการท่ีใช้ในการคํานวณหาคา่เคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ของแตล่ะวิธี 
ซึ่งตัวอย่างการนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ไปประยุกต์ใช้กับปัญหาท่ีมีรูปแบบการเคล่ือนท่ีของ
ขอบเขตแตกตา่งกนัได้แสดงในบทท่ี 6 สว่นในบทท่ี 7 จะกล่าวสรุปพร้อมทัง้เปรียบเทียบคณุภาพ
ของเอลเิมนต์ท่ีได้และข้อดี-ข้อเสียของแตล่ะวิธี 

1.3 วัตถุประสงค์ของวิทยานิพนธ์ 

1.3.1 ศึกษาวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น, วิธีความคล้ายคลึงทอร์ชนัสปริงและวิธี
ความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้เพ่ือคํานวณหาค่าเคล่ือนตวั
ของเอลเิมนต์ 

1.3.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือนํามาประยุกต์ใช้ร่วมกับวิธีการหาค่า
เคล่ือนตวัของเอลเิมนต์   

1.3.3 ประดิษฐ์ไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับวิธีความ
คล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น, วิธีความคล้ายคลึงทอร์ชนัสปริงและวิธีความคล้ายคลึง
ทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้ 
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1.3.4 ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ด้วยภาษาฟอร์แทรน (FORTRAN) จากไฟไนต์    
เอลิเมนต์เมตริกซ์และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือใช้ในการคํานวณหาค่าเคลื่อน
ตวัของเอลเิมนต์สําหรับปัญหาตา่ง ๆ 

1.3.5 เปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้และข้อดี-ข้อเสียของแตล่ะวิธี 

1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ์ 

1.4.1 คํานวณหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์โดยวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น, วิธี
ความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริงและวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ี
ยืดหยุน่ได้ 

1.4.2 ประดิษฐ์ไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือใช้ในการ
วิเคราะห์หาค่าเคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ในปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคลื่อนท่ีใน 2 
มิตแิละภายใต้สภาวะอยูต่วั 

1.5 ขัน้ตอนการดาํเนินงาน 

1.5.1 ศกึษาทฤษฎีท่ีเก่ียวข้องสําหรับปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี 
1.5.2 ศกึษาวิธีการต่าง ๆ ท่ีใช้ในการคํานวณหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ในปัญหาท่ี

ขอบเขตเกิดการเคลื่อนท่ีใน 2 มิติ อนัได้แก่วิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้น, วิธี
ความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริงและวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ี
ยืดหยุน่ได้ 

1.5.3 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ แล้วทําการประดิษฐ์ไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์
และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีสอดคล้องกับวิธีการคํานวณหาค่าเคล่ือนตวัของ    
เอลเิมนต์ของแตล่ะวิธี 

1.5.4 นําไฟไนต์เอลเิมนต์เมตริกซ์และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีได้มาประดิษฐ์โปรแกรม
คอมพิวเตอร์ด้วยภาษาฟอร์แทรน 

1.5.5 ตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้กับปัญหาท่ีมี
รูปแบบการเคล่ือนท่ีอย่างง่ายและแสดงตวัอย่างการนําไปประยกุต์ใช้กบัปัญหา
ในชีวิตจริง 

1.5.6 ประยุกต์ใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้กับปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการ
เคล่ือนท่ีท่ีมีความสลบัซบัซ้อนมากขึน้ 
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1.5.7 เปรียบเทียบคุณภาพของเอลิเมนต์และข้อดี-ข้อเสียท่ีได้จากแต่ละวิธี พร้อมทัง้
สรุปผลและให้ข้อเสนอแนะเพ่ือขยายผลจากวิทยานิพนธ์นีไ้ปสู่การวิจัยใน
ระดบัสงูตอ่ไป 

1.5.8 จดัพิมพ์และสอบวิทยานิพนธ์ 

1.6 ประโยชน์ที่ได้รับ 

1.6.1 ก่อให้เกิดความเข้าใจในปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี รวมถึงสามารถ
วิเคราะห์รูปแบบการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ในปัญหา 2 มิตไิด้ 

1.6.2   ก่อให้เกิดความเข้าใจถึงวิธีการท่ีใช้ในการคํานวณหาคา่เคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ 
รวมถึงการนําไปประยกุต์ใช้กบัปัญหาตา่ง ๆ   

1.6.3   สามารถประดษิฐ์ไฟไนต์เอลเิมนต์เมตริกซ์และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีสอดคล้อง
กับวิธีการคํานวณหาค่าเคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ และนําไปประดิษฐ์โปรแกรม
คอมพิวเตอร์ด้วยภาษาฟอร์แทรนได้ 

1.6.4 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้ไปวิเคราะห์ปัญหาท่ีมีความ
สลบัซบัซ้อนมากขึน้ได้ 

1.6.5 เป็นแนวทางสําหรับการศึกษาและพฒันาทางวิชาการสําหรับปัญหาการไหลท่ี
ขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีสําหรับผู้วิจยัตอ่ไปในอนาคต 
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2                                          บทที่  2 

ระเบยีบวธีิไฟไนต์เอลิเมนต์ 

เนือ้หาในบทนีจ้ะกล่าวถึงขัน้ตอนของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และการหาฟังก์ชนัการ
ประมาณภายในเอลิเมนต์ (Element Interpolation Function) แบบ 2 มิติ ซึง่เป็นฟังก์ชนัท่ีต้อง
นํามาใช้ในขัน้ตอนการประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ และนับว่าเป็นฟังก์ชันท่ีมีความสําคญั
เน่ืองจากส่งผลโดยตรงต่อความถกูต้องแม่นยําของผลลพัธ์ท่ีได้ เนือ้หาทัง้หมดในบทท่ี 2 นีจ้ะถกู
ประยกุต์ใช้กบัวิธีการคํานวณหาคา่เคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ซึง่จะกลา่วถึงในบทท่ี 3 ตอ่ไป 

2.1 ขัน้ตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์ประกอบด้วยขัน้ตอนหลกั 6 ขัน้ตอน [34] ดงัตอ่ไปนี ้

ขัน้ตอนท่ี 1   แบ่งขอบเขตรูปร่างลักษณะของปัญหาท่ีต้องการจะหาผลลัพธ์ออกเป็น      
เอลเิมนต์ยอ่ย ๆ ดงัแสดงในรูปท่ี 2.1  

 

รูปท่ี 2.1  การแบง่ขอบเขตรูปร่างลกัษณะของปัญหาออกเป็นเอลเิมนต์ยอ่ย ๆ แบบตา่ง ๆ 

ขัน้ตอนท่ี 2   เลือกฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ (Element Interpolation 
Function) ซึง่ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลิเมนต์จะขึน้อยู่กบัชนิดของเอลิเมนต์ ยกตวัอย่างเช่น 
เอลิเมนต์สามเหล่ียมซึ่งประกอบไปด้วย 3 จุดต่อ ดังแสดงในรูปท่ี 2.2 โดยท่ีจุดต่อเหล่านีเ้ป็น
ตําแหน่งของตวัไมรู้่คา่ (Nodal Unknowns) ซึง่คือ 1 , 2  และ 3  ลกัษณะการกระจายของตวัไม่

เอลเิมนต์แบบอยา่ง 

จดุตอ่ 

y

x
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รู้คา่บนเอลเิมนต์นี ้สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของฟังก์ชนัการประมาณภายในและตวัไม่รู้คา่ท่ีจดุตอ่
ดงัแสดงในสมการ (2.1) 

 

รูปท่ี 2.2  ตวัไมรู้่คา่ท่ีจดุตอ่ของเอลเิมนต์สามเหลี่ยม 

 

 

1

1 2 3 2

3

(3 1)(1 3)

( , )x y N N N

N


 






 
      
  

   

 (2.1) 

โดยท่ี   N  คือเมตริกซ์ของฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์ 
                คือเวกเตอร์เมตริกซ์ของตวัไมรู้่คา่ท่ีจดุตอ่ 

ขัน้ตอนท่ี 3   สร้างสมการของแต่ละเอลิเมนต์ (Element Equations) ดงัตวัอย่างเช่น
สมการของเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ดงัแสดงในรูปท่ี 2.2 จะอยูใ่นรูปแบบดงันี ้

 
11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3e e e

k k k F

k k k F

k k k F





    
                   

 (2.2) 

ซึง่เขียนยอ่ได้เป็น  

      e e e
K F   (2.3) 

ขัน้ตอนนีถื้อว่าเป็นหวัใจสําคญัของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ การสร้างสมการของเอลิเมนต์ซึ่ง
อยูใ่นรูปแบบของสมการ (2.2) สามารถทําได้หลายวิธีได้แก่ 

ก. วิธีการโดยตรง (Direct Approach) 

1

2

3

1

2

3

x

y
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ข. วิธีการแปรผนั (Variational Approach) 
ค. วิธีการถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้าง (Method of Weighted Residuals) 

ซึง่การจะเลือกใช้วิธีใดขึน้อยูก่บัลกัษณะของปัญหานัน้ 

ขัน้ตอนท่ี 4   นําสมการของแตล่ะเอลเิมนต์ท่ีได้มาประกอบกนั ก่อให้เกิดระบบสมการรวม 
(System of Simultaneous Equations) ในรูปแบบดงันี ้

      sys sys sys
K F   (2.4) 

ขัน้ตอนท่ี 5   ทําการประยกุต์เง่ือนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ลงในสมการ (2.4) 
แล้วจึงแก้สมการเพ่ือหา  sys

 อนัประกอบด้วยตวัไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อ ซึ่งในกรณีนีคื้อค่าเคล่ือนตวั 

(Displacement) ของเอลเิมนต์ 

ขัน้ตอนท่ี 6   เม่ือได้คา่ตา่ง ๆ ท่ีจดุตอ่ออกมาแล้วจึงสามารถทําการคํานวณหาคา่อ่ืน ๆ ท่ี
ต้องการทราบได้ เช่นเม่ือรู้คา่เคลื่อนตวั ณ ตําแหน่งตา่ง ๆ ของโครงสร้างก็สามารถหาความเครียด 
(Strain) และความเค้นได้ (Stress) 

2.2 ฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์แบบสองมิต ิ

ขัน้ตอนท่ีสําคญัขัน้ตอนหนึ่งของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์คือ การเลือกลกัษณะของ
ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลิเมนต์เน่ืองจากมีผลโดยตรงต่อความถกูต้องแม่นยําของผลลพัธ์ท่ี
คํานวณได้ ดังนัน้ควรเลือกฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ให้เหมาะสม ในหัวข้อนีจ้ะ
กลา่วถึงลกัษณะและขัน้ตอนการสร้างฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์แบบสองมิต ิ

ปัญหาสว่นใหญ่ในสองมิติจะนิยมใช้เอลิเมนต์ท่ีมีลกัษณะเป็นรูปสามเหล่ียม (Triangular 
Element) ทัง้นีก็้เพราะวา่ลกัษณะขอบเขตของปัญหาในสองมิตทิัว่ ๆ ไปสามารถแบง่เป็นเอลเิมนต์
สามเหลี่ยมย่อย ๆ ได้โดยง่าย อีกทัง้สมการเอลิเมนต์ของรูปสามเหล่ียมสามารถสร้างขึน้ได้ง่าย
และนําไปใช้ในการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้โดยสะดวกอีกด้วย เอลิเมนต์สามเหล่ียม
พืน้ฐานประกอบด้วย 3 จดุตอ่คือหมายเลข 1, 2 และ 3 ซึง่วนในทิศทวนเข็มนาฬิกา ดงัแสดงในรูป
ท่ี  2.3 โดยท่ีจดุต่อซึง่อยู่ท่ีตําแหน่ง  , ,i ix y i  1,2,3  เป็นตําแหน่งของตวัไม่รู้ค่า i  การสร้าง
ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลิเมนต์สามเหลี่ยมจะเร่ิมจากการสมมตุิลกัษณะการกระจายของ 
ผลเฉลยโดยประมาณบนเอลเิมนต์ให้อยูใ่นลกัษณะการกระจายแบบแผน่เรียบ นัน่คือ 
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รูปท่ี 2.3  เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

   1 2 3,x y x y       (2.5) 

โดย ,i i  1,2,3   เป็นคา่คงตวั ซึง่หาได้จากเง่ีอนไขท่ีจดุตอ่ทัง้สาม ดงันี ้

จดุตอ่ 1:  1 1 1 1 2 1 3 1,x y x y         

จดุตอ่ 2:  2 2 2 1 2 2 3 2,x y x y         

จดุตอ่ 3:  3 3 3 1 2 3 3 3,x y x y          

จาก 3   สมการนีจ้ะสามารถหาค่า ,i i  1,2,3  ให้อยู่ในรูปของค่าท่ีจุดต่อ i  และตําแหน่งของ
จดุตอ่  ,i ix y  ซึง่หลงัจากแทนกลบัลงไปในสมการ (2.5) แล้วทําการจดัพจน์ตา่ง ๆ จะได้ลกัษณะ
ของการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณอยูใ่นรูปแบบดงันี ้

          
1

1 2 3 2
(3 1)(1 3)

3

, , , ,x y N x y N x y N x y N


  

 

 
         
  

 (2.6) 

โดย N    เรียกว่าเมตริกซ์ของการประมาณภายในเอลิเมนต์ (Element Interpolation Matrix) 
และ    คือเวกเตอร์ของตวัไมรู้่คา่ท่ีจดุตอ่ (Vector of Nodal Unknowns) และในท่ีนี ้

    ,i i i iN x y a b x c y i
A

   
1 1,2,3

2
 (2.7) 

y

3

x

1

2

1

2

3

1 1
( , )x y

2 2
( , )x y

3 3
( , )x y

1
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โดย A  = พืน้ท่ีของเอลเิมนต์สามเหล่ียม 

นัน่คือ      2 3 1 1 2 3 3 1 2A x y y x y y x y y       
1
2

 (2.8) 

และ 

1 2 3 3 2 1 2 3 1 3 2

2 3 1 1 3 2 3 1 2 1 3

3 1 2 2 1 3 1 2 3 2 1

a x y x y b y y c x x

a x y x y b y y c x x

a x y x y b y y c x x

     

     

     

 (2.9) 

เพ่ือให้เกิดความเข้าใจในลกัษณะของฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลิเมนต์มากขึน้ ให้พิจารณา 
เอลเิมนต์สามเหล่ียมดงัแสดงในรูปท่ี 2.4 ซึง่มีขนาดและตําแหน่งของจดุตอ่ตา่ง ๆ ดงันี ้
 
 
 
 
 
 

 
 

 

รูปท่ี 2.4  ตวัอยา่งเอลเิมนต์สามเหลี่ยม 

จากสมการ (2.8) จะได้พืน้ท่ีของเอลิเมนต์คือ A    
1 1(2-0)+0(0-2)+0(0-0)
2

 และจาก

สมการ (2.9) จะได้คา่สมัประสทิธ์ิ , , ,i i ia b c i  1,2,3  ดงันี ้

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

a b c

a b c

     

     

     

(1)(2) - (0)(0) 2 0 - 2 - 2 0 -1 -1

(0)(0) - (0)(2) 0 2 - 0 2 0 - 0 0

(0)(0) - (1)(0) 0 0 - 0 0 1- 0 1

 

ดงันัน้ ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์นีคื้อ                    

(0 ,0 ) (0 ,1 )

(0 ,2 )

2

1

y

x
1 2

3
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 

 

 

1

2

3

N x y x y

N x y x

N x y y

    

   

   

1 12 (-2) (-1) 1
2(1) 2

1 0 (2) (0)
2(1)

1 10 (0) (1)
2(1) 2

 

ซึง่ตา่งมีการกระจายในลกัษณะแผน่เรียบดงัแสดงในรูปท่ี 2.5 
 
 
 

 

 

รูปท่ี 2.5  ลกัษณะการกระจายของฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์ 

ฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ iN  เหล่านี  ้เม่ือนํามาคูณกับค่าท่ีจุดต่อ i  ดงัแสดงใน
สมการ (2.6) จะก่อให้เกิดลกัษณะของการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณภายในเอลิเมนต์ดงั
รูปท่ี 2.6 

 
 
 
 

 

 

 

 

รูปท่ี 2.6  ลกัษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณภายในเอลเิมนต์ 

( , )x y

1
2

3

1
2

3

( , )x y
y

x

x
y

1

2 3

2 ( , )N x y

1

x
y

1

2 3
),(3 yxN

1

1 ( , )N x y

1

x
y

1

2 3
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ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลิเมนต์แบบสองมิติท่ีได้กล่าวมาแล้วนัน้จะถกูนํามาใช้ใน
การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือใช้ในการคํานวณหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์โดยวิธีความ
คล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้ ซึง่สมการไฟไนต์เอลเิมนต์ท่ีได้จะถกูสร้างด้วยวิธีการ
ถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้าง ในขณะท่ีวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นและทอร์ชนัสปริงจะสร้างสมการ
ไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยวิธีการโดยตรง โดยปัญหาท่ีจะกลา่วถึงต่อไปในวิทยานิพนธ์นีจ้ะใช้เอลิเมนต์
สามเหลี่ยมท่ีประกอบด้วยสามจดุต่อทัง้หมด สําหรับในบทต่อไปจะกลา่วถึงเทคนิควิธีต่าง ๆ ท่ีใช้
ในการหาค่าเคลื่อนตวัท่ีจุดต่อของเอลิเมนต์สําหรับปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีในสองมิต ิ
รวมถึงเกณฑ์ท่ีใช้ในการวดัผลลพัธ์ของเอลิเมนต์ท่ีได้ โดยจะอธิบายหลกัการและขัน้ตอนในการ
สร้างสมการของแต่ละวิธีโดยประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และการสร้างฟังก์ชันการ
ประมาณภายในเอลิเมนต์ท่ีได้กล่าวถึงในบทนี ้ซึ่งสมการสดุท้ายท่ีได้จะอยู่ในรูปแบบของสมการ
ไฟไนต์เอลเิมนต์  
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3                                          บทที่  3 

เทคนิควธีิการหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ 

เนือ้หาในบทนีจ้ะกล่าวถึงแนวคิดและทฤษฎีของเทคนิควิธีการต่าง ๆ ท่ีใช้ในการ
คํานวณหาค่าเคลื่อนตัวของเอลิเมนต์ อันได้แก่ วิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น, วิธีความ
คล้ายคลึงทอร์ชันสปริง และวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ียืดหยุ่นได้ โดยจะนํา
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์และการสร้างฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลิเมนต์ท่ีได้กลา่วถึงไปแล้ว
ในบทท่ี 2 มาประยกุต์ใช้เพ่ือให้ได้สมการไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี
ในสองมิต ิและในหวัข้อสดุท้ายจะกลา่วถึงเกณฑ์ท่ีใช้วดัผลลพัธ์ของเอลเิมนต์ท่ีได้จากแตล่ะวิธี 

3.1 วิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น (Lineal Spring Analogy Technique)          

3.1.1 หลักการและสมการพืน้ฐาน 

วิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นเป็นวิธีท่ีเกิดขึน้เป็นวิธีแรก ๆ และนิยมนํามาใช้ในการหา
การเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลิเมนต์ เน่ืองจากง่ายต่อการทําความเข้าใจและสามารถนําไป
ประยกุต์ใช้กบัปัญหาต่าง ๆ ได้โดยสะดวก หลกัการของวิธีนีคื้อการติดสปริงเชิงเส้นท่ีขอบแต่ละ
ขอบของเอลเิมนต์จนครบทกุเอลเิมนต์ภายในโดเมนท่ีกําลงัพิจารณาดงัแสดงในรูปท่ี 3.1 จะได้เป็น
โครงข่ายของสปริงเชิงเส้นซึง่เช่ือมจดุตอ่ทกุจดุตอ่ภายในโดเมนเข้าด้วยกนั ดงันัน้เม่ือขอบเขตเกิด
การเคลื่อนท่ีจะสง่ผลให้เอลิเมนต์ย่อย ๆ ภายในโดเมนเกิดการเคล่ือนตวัไปด้วยผ่านทางแรงสปริง
เชิงเส้นนี ้ซึง่คา่เคลื่อนตวัท่ีได้จะเป็นไปในทิศทางท่ีสอดคล้องกบัการเคล่ือนท่ีของขอบเขต  
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.1  แบบจําลองสปริงเอลเิมนต์เม่ือใช้วิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้น 
 

i

k j
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สมการท่ีแสดงความสัมพันธ์ระหว่างแรงสปริงเชิงเส้นและค่าเคล่ือนตัวท่ีจุดต่อของเอลิเมนต์ 
เรียกวา่สมการสปริงเชิงเส้น ซึง่ในกรณีปัญหาหนึง่มิตจิะอยูใ่นรูปแบบดงันี ้

 F k x   (3.1) 

โดย F     คือแรงสปริงเชิงเส้น 
k      คือคา่ความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้น 

x    คือคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ 

ซึง่ค่าความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้น  k  จะถกูกําหนดให้แปรผกผนักบัความยาวขอบเอลิเมนต์  
เช่นจากรูปท่ี 3.2 จะสามารถหาค่าความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้น k  ของสปริงเอลิเมนต์ ij ได้
ดงันี ้[13,14,15,16,18] 

 ij
ij

k
L


1  (3.2) 

โดย  ijk    แทนคา่ความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้นท่ีขอบเอลเิมนต์ ij  

ijL    แทนความยาวขอบเอลเิมนต์ ij  

 

 

 

รูปท่ี 3.2  สปริงเอลเิมนต์  ij  

และสามารถหาคา่ความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้น k ของสปริงเอลิเมนต์ท่ีขอบอ่ืน ๆ ได้ในทํานอง
เดียวกัน ซึ่งค่าความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้น k จะไม่คงท่ีเม่ือความยาวขอบเอลิเมนต์
เปล่ียนแปลงไปกล่าวคือถ้าขอบเอลิเมนต์ยาวขึน้จะทําให้ค่าความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้น k มี
ค่าน้อยลง ในทํานองเดียวกันถ้าขอบเอลิเมนต์สัน้ลงจะทําให้ค่าความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้น  
k  มีค่าเพิ่มขึน้ ดงันัน้ในกรณีท่ีขอบเอลิเมนต์สัน้ลงเร่ือย ๆ ค่าความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้น k  
จะมีคา่เพิ่มขึน้เร่ือย ๆ  จนเข้าสูค่า่อนนัต์ ซึง่จะช่วยป้องกนัไมใ่ห้จดุตอ่เคลื่อนท่ีมาชนกนัได้  

 

i jijk

ijL
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3.1.2 การแปลงเมตริกซ์ของเอลิเมนต์ 

สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีใช้ในการคํานวณหาค่าเคล่ือนตวัท่ีจุดต่อของเอลิเมนต์โดยวิธี
ความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นในปัญหาหนึ่งมิติจะถูกสร้างขึน้ด้วยวิธีการโดยตรง โดยเร่ิมจาก
พิจารณาทีละขอบของสปริงเอลิเมนต์ของแบบจําลองสปริงเชิงเส้นท่ีสร้างขึน้ดงัเช่นในรูปท่ี 3.1 
จากนัน้เขียนสมการสปริงเชิงเส้นซึ่งแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างแรงสปริงกบัระยะเคล่ือนตวัท่ีจุด
ตอ่ทัง้สอง ซึง่สมการสปริงเชิงเส้นในหนึง่มิตสิามารถเขียนให้อยูใ่นรูปเมตริกซ์ได้ดงันี ้

 1 1 1 1

1 1 2 2

k k u F

k k u F

     
         

 (3.3) 

โดย k  คือคา่ความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้น สว่น 1 2,F F  และ 1 2,u u  คือแรงสปริงและคา่เคล่ือน
ตวัท่ีจดุตอ่ 1 และ 2 ตามลําดบัดงัแสดงในรูปท่ี 3.3 

 

 

รูปท่ี 3.3  คา่ความแข็งเกร็งของสปริง, แรงสปริงและคา่เคล่ือนตวัท่ีจดุตอ่ของ 
     สปริงเชิงเส้นในหนึง่มิต ิ

จะเห็นว่าการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นสําหรับ
ปัญหาในหนึง่มิตสิามารถทําได้โดยง่ายไมส่ลบัซบัซ้อน แตโ่ดยทัว่ไปแล้วปัญหาในทางปฏิบตัมิกัจะ
อยู่ในรูปแบบสองหรือสามมิติเน่ืองจากการวางตวัของสปริงเอลิเมนต์อาจทํามมุ   ใด ๆ กบัแนว
ระดบั ซึง่สามารถสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ในกรณีท่ีสปริงเอลิเมนต์วางตวัทํามมุ   ใด ๆ กบั
แนวระดบัได้โดยการแปลงเมตริกซ์ของเอลิเมนต์จากหนึ่งมิติเป็นสองมิติ ดงันัน้การแปลงเมตริกซ์
ของเอลเิมนต์จงึเป็นสิง่ท่ีจําเป็นเพ่ือช่วยให้การคํานวณสมการทัง้ระบบมีความง่ายขึน้ 

พิจารณาเอลิเมนต์ใด ๆ ท่ีมีจดุต่อ 1 และ 2 วางตวัทํามมุ   กบัแนวแกน X เม่ือวดัตาม
ทิศทวนเข็มนาฬิกาดงัรูปท่ี 3.4 

 
 
   
 

1
k1 2

1u 2u
1F 2F
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รูปท่ี 3.4  คา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ในระบบแกนรวมใหญ่และแกนยอ่ย 

โดย 1u  และ 2u  เป็นค่าเคล่ือนตวัของจุดต่อ 1   และ 2   ในแนวของเอลิเมนต์ ซึ่งอยู่ในทิศแกนย่อย 
x และ 1u , 1v  และ 2u , 2v  เป็นค่าเคลื่อนตวัท่ีจุดต่อ 1   และ 2   เช่นกันแต่อยู่ในทิศทางของระบบ
แกนรวมใหญ่ X Y  ซึ่งความสมัพนัธ์ระหว่างค่าเคล่ือนตวัท่ีจุดต่อของระบบแกนย่อยและแกน
รวมใหญ่ คือ 

 1 1 1cos sinu u v    (3.4) 

และ 2 2 2cos sinu u v    (3.5) 

ทัง้สองสมการนีส้ามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของเมตริกซ์ได้ดงันี ้

 

1

1 1

2 2

2

cos sin 0 0

0 0 cos sin

u

u v

u u

v

 
 

 
          

     
  

 (3.6) 

ซึง่เขียนสัน้ ๆ ได้เป็น 

      
(2 4)(2 1) (4 1)

u R u
 

  (3.7) 

โดย u และ u คือเวกเตอร์เมตริกซ์ท่ีประกอบด้วยคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ในแนวแกนของเอลิเมนต์ 
และในแนวแกนรวมใหญ่ X Y ตามลําดบั และ  R  คือเมตริกซ์ของการแปลงคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุ
ตอ่ระหวา่งแนวแกนยอ่ยและระบบแกนรวมใหญ่ 

 


1

2

x

y 1
u

2
u

1
u

2
u

1
v

2
v

Y

X
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หากเอลิเมนต์วางตวัอยู่ในแนวแกนย่อย x  และค่าเคล่ือนตวัท่ีจดุต่อทัง้สองของเอลิเมนต์คือ 1u  
และ 2u  ดงัแสดงในรูปท่ี 3.5 สมการของเอลิเมนต์จะมีเพียงแค่ 2 สมการเช่นเดียวกบัสมการของ
สปริงเอลเิมนต์ นัน่คือ 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.5  เอลเิมนต์ในแนวแกนยอ่ย x  

 1 1

2 2

u F
k

u F

                

1 -1

-1 1
 (3.8) 

โดยทางด้านซ้ายมือของสมการ (3.8) สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปแบบ 

     1

(2 2) 2

uk k
K u

uk k

   
      

 (3.9) 

แตห่ากเอลิเมนต์ดงักลา่วอยู่ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  โดยท่ีปลายจดุตอ่มีคา่เคลื่อนตวัท่ีไม่รู้
คา่อยู่ทัง้หมด 4  คา่คือ 1 1 2 2, , ,u v u v  ดงัแสดงในรูปท่ี 3.6 ดงันัน้สมการของเอลิเมนต์จะมีทัง้หมด
4  สมการในทํานองเดียวกบัสมการ (3.8) นัน่คือ 

 
 
 
 
 
         

 

รูปท่ี 3.6  เอลเิมนต์ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  

1
u

2
u

X

1

2k

Y

1
v

2
v

1
u

2
u x

1

2k
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1

1

2

2

1

1(4 4)

2

2

u

v

u

v

Fu
FK v

u F

v F



                  
    
         

 (3.10) 

โดยทางด้านซ้ายมือของสมการ (3.10) สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปแบบ 

  
1

1(4 4)

(4 4) 2

2

u

v
K u

u

v





   
                    

 (3.11) 

ในท่ีนี ้ K    คือเมตริกซ์ความแข็งเกร็งในระบบแกนรวมใหญ่ ซึง่สามารถหาได้จากเมตริกซ์ความ
แข็งเกร็งในแนวแกนย่อย x โดยหลาย ๆ วิธี เช่นวิธีเรขาคณิตของการเคลื่อนตวั(Geometry of 
Displacements), วิธีการอนรัุกษ์พลงังานความเครียด (Conservation of Strain Energy) เป็นต้น 
ซึง่การใช้วิธีการอนรัุกษ์พลงังานความเครียดเป็นวิธีท่ีง่ายในการทําความเข้าใจ และสามารถนําไป
ประยุกต์ใช้กับสมการของเอลิเมนต์ในสามมิติได้โดยตรง วิธีการนีเ้ร่ิมจากนิยามของพลังงาน
ความเครียด (Strain Energy) ท่ีว่าหากออกแรงดงึ P  ลงบนสปริงท่ีมีคา่ความแข็งเกร็งเท่ากบั k  
แล้วสปริงยืดตวัออกเท่ากบั   แล้วค่าพลงังานความเครียดสามารถหาได้จากพืน้ท่ีสามเหลี่ยมใต้
กราฟ P   นัน้ ดงัแสดงในรูปท่ี 3.7 นัน่คือ 
 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.7  พลงังานความเครียดในสปริง 

 2U k
1
2

 (3.12) 

k
1

P k



P



พลงังาน 
ความเครียด 
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โดย  U  แทนคา่พลงังานความเครียดเน่ืองจากการยืดตวั 1 2u u    ดงันัน้ 

 

2
1 2

2 2
1 1 2 2

1
1 2
(1 2) 2

(2 2) (2 1)

1
1

2
2

( )

( )

T

U k u u

k u u u u

uk k
u u

uk k

u uk k
U

uk ku


 

 

  

   
          

                 

1
2

1 2
2

1
2

1
2

 

                              เมตริกซ์ความแข็งเกร็ง 
   ในแนวแกนยอ่ย x  

นัน่คือพลงังานความเครียดในสปริงหาได้จาก 

      
(1 2) (2 1)(2 2)

T

x

U u K u
 


1
2

 (3.13) 

แต่จากสมการ (3.7)  ความสมัพนัธ์ระหว่างเวกเตอร์ของค่าเคล่ือนตวัในแนวแกนย่อย u และค่า
เคล่ือนตวัในระบบแกนรวมใหญ่  u  คือ 

      
(2 4)(2 1) (4 1)

u R u
 

  (3.7) 

หากแทนสมการ (3.7) ลงในสมการ (3.13) จะได้ 

 

           

         
(1 4) (4 1)(4 2) (2 2) (2 4)

T

TT

U R u K R u

u R K R u
   






1
2

1
2

 

                     เมตริกซ์ความแข็งเกร็ง 
         ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  
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นัน่คือ    T
U u K u   

1
2

 (3.14) 

เน่ืองจากพลงังานความเครียดจากสมการ (3.13) และ (3.14) จะไม่เปล่ียนแปลงไม่ว่าสปริงจะอยู่
ในระบบแกนใด ดงันัน้เมตริกซ์ความแข็งเกร็งท่ีมีขนาด (4x4) ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y คือ 

 

     
(4 2) (2 2) (2 4)(4 4)

cos 0

sin 0 cos sin 0 0

0 cos 0 0 cos sin

0 sin

T
K R K R

k k

k k


  

  


  

  

 
               
 
 

 

จะได้ 

2 2

2 2

2

2

cos sin cos cos sin cos

sin sin cos sin

cos sin cos

sin

K k

Sym

     
   

  


  
       
 
 

 (3.15) 

ดงันัน้การแปลงเมตริกซ์ของเอลิเมนต์ดงัท่ีได้อธิบายในหัวข้อนี ้สามารถสรุปได้ว่าหาก
ทราบคา่เมตริกซ์ความแข็งเกร็งของเอลเิมนต์ในระบบแกนยอ่ย x  กลา่วคือ 

  
(2 2)

k k
K

k k

 
   

 

จะสามารถหาเมตริกซ์ความแข็งเกร็งของเอลิเมนต์ K    ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  ได้ดงั
สมการ (3.15) ซึ่งค่าสมัประสิทธ์ิในเมตริกซ์ K    นีข้ึน้อยู่กบัการวางตวัของเอลิเมนต์นัน้โดยวดั
ด้วยมุม   จากแนวแกน X  ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y โดยมีค่าเป็นบวกในทิศทางทวนเข็ม
นาฬิกาดงัแสดงในรูปท่ี 3.8 

 

 
 

 

รูปท่ี 3.8   การวางตวัของเอลเิมนต์เป็นมมุ   โดยวดัจากแนวแกน X                                           
ซึง่มีคา่เป็นบวกในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

X

k

Y

i

j

 
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3.1.3 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ในปัญหาสองมิต ิ

สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีใช้ในการคํานวณหาค่าเคล่ือนตวัท่ีจุดต่อของเอลิเมนต์โดยวิธี
ความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นในปัญหาสองมิติสามารถสร้างขึน้ได้จากสมการสปริงเชิงเส้นใน
ทํานองเดียวกนักบัปัญหาในหนึ่งมิติ โดยทัง้แรงสปริงและระยะเคล่ือนตวัท่ีจดุต่อทัง้สองจะอยู่ใน
ทิศทางของระบบแกนรวมใหญ่ X Y ดงัแสดงในรูปท่ี 3.9 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.9  แรงสปริงและคา่เคล่ือนตวัท่ีจดุตอ่ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  

โดย ,i iF q และ ,j jF q เป็นแรงสปริงและค่าเคล่ือนตวัในแนวขอบเอลิเมนต์ของจุดต่อ i  และ j  
ตามลําดบั และ ,ix iF u และ ,iy iF v เป็นแรงสปริงและค่าเคลื่อนตวัท่ีจดุต่อ i  ซึง่อยู่ในทิศทางของ
ระบบแกนรวมใหญ่ X Y ในแนวแกน X และY ตามลําดบั และในทํานองเดียวกัน ,jx jF u

และ ,jy jF v เป็นแรงสปริงและค่าเคล่ือนตวัท่ีจุดต่อ j  ในทิศทางของระบบแกนรวมใหญ่ X Y

ในแนวแกน X และ Y ตามลําดบั 

จากหวัข้อการแปลงเมตริกซ์ของเอลเิมนต์จะทําให้สามารถหาแรงสปริงและคา่เคล่ือนตวัท่ี
จดุต่อใด ๆ ของสปริงเอลิเมนต์ในทิศทางของระบบแกนรวมใหญ่ X Y ได้ ดงันัน้ในกรณีท่ีสปริง 
เอลิเมนต์วางตวัทํามมุ   ใด ๆ กบัแนวแกน X  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาดงัเช่นในรูปท่ี 3.9 จะ
ได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของสปริงเอลิเมนต์แบบเชิงเส้นซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูปเมตริกซ์ได้
ดงันี ้

    
(4 1) (4 1)(4 4)

ij ij ij

lineal lineal
F K 
 

     (3.16) 
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iy i
F v

,
ix i

F u



27 
 

โดย 

  
(4 1)

ix

iyij

lineal
jx

jy lineal

F

F
F

F

F


 
 
   
 
  

  (3.17) 

=     โหลดเวกเตอร์ของแรงสปริงเชิงเส้นท่ีจดุตอ่ในทิศทางระบบแกนรวมใหญ่ 
X Y  

 

2 2

2 2

2
(4 4)

2

cos sin cos cos sin cos

sin sin cos sin

cos sin cos

sin

ij

lineal
ij

lineal

K
L

Sym

     
   

  




  
        
 
 

1      (3.18)       

=    เมตริกซ์ความแข็งเกร็งของสปริงเอลเิมนต์แบบสปริงเชิงเส้น 

  
(4 1)

i

iij

j

j

u

v

u

v




 
 
   
 
  

 (3.19) 

=    เวกเตอร์คา่เคล่ือนตวัท่ีจดุตอ่ในทิศทางระบบแกนรวมใหญ่ X Y  

จากนัน้นําสมการสปริงเอลิเมนต์นีม้าประกอบเข้าด้วยกนัก่อให้เกิดระบบสมการรวมซึ่งสามารถ
เขียนให้อยูใ่นรูปเมตริกซ์ได้ดงันี ้

      
( )( 1) ( 1)

lineal lineal
n nn n

F K 
 

  (3.20) 

โดย n  คือจํานวนตัวไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อของทัง้ระบบ การประกอบสปริงเอลิเมนต์เข้าด้วยกันมี
ความหมายทางกายภาพเปรียบเสมือนนําสปริงเอลิเมนต์มาประกอบกนัจนได้รูปร่างรวมสดุท้ายท่ี
ต้องการซึ่งก็คือรูปร่างโดเมนของปัญหานั่นเอง จากนัน้ทําการประยุกต์เง่ือนไขขอบเขต โดยใน
ปัญหาการไหลท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีสว่นใหญ่จะทราบคา่เคลื่อนตวัท่ีขอบเขต ขัน้ตอนสดุท้าย
คือการแก้ระบบสมการไฟไนต์เอลเิมนต์ซึง่อยูใ่นรูปแบบสมการ (3.20) โดยใช้ระเบียบวิธีเชิงตวัเลข
เพ่ือหาคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ของเอลเิมนต์ 
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3.2 วิธีความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริง (Torsional Spring Analogy Technique) 

3.2.1 หลักการและสมการพืน้ฐาน 

วิธีความคล้ายคลึงทอร์ชนัสปริงเป็นอีกวิธีหนึ่งท่ีนิยมนํามาใช้ในการหาค่าเคล่ือนตวัของ 
เอลิเมนต์ ซึ่งถูกคิดค้นขึน้ภายหลงัจากวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นเพ่ือพฒันาคุณภาพของ    
เอลิเมนต์ให้ดียิ่งขึน้ โดยหลกัการของวิธีนีคื้อนําทอร์ชนัสปริงมาติดไว้ท่ีแต่ละจุดต่อของเอลิเมนต์
จนครบทุกเอลิเมนต์ภายในโดเมนของปัญหา แบบจําลองสปริงเอลิเมนต์ของวิธีความคล้ายคลึง
ทอร์ชนัสปริงแสดงได้ดงัรูปท่ี 3.10 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.10  แบบจําลองสปริงเอลเิมนต์เม่ือใช้วิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริง 

โดยธรรมชาตขิองทอร์ชนัสปริงถกูออกแบบมาเพ่ือให้รับแรงบดิ ดงันัน้ภายใต้สภาวะท่ีทอร์ชนัสปริง
รับแรงบิดจะทําให้เกิดโมเมนต์ท่ีทอร์ชันสปริงและเกิดการเคล่ือนท่ีเชิงมุม สมการท่ีแสดง
ความสมัพนัธ์ระหวา่งโมเมนต์ของทอร์ชนัสปริงและคา่เคล่ือนท่ีเชิงมมุ เรียกว่าสมการทอร์ชนัสปริง 
ซึง่ในกรณีปัญหาหนึง่มิตจิะอยูใ่นรูปแบบดงันี ้

 M C    (3.21) 

โดย M      คือโมเมนต์ของทอร์ชนัสปริง 
C       คือคา่ความแข็งเกร็งของทอร์ชนัสปริง 
     คือมมุท่ีเปล่ียนไปของทอร์ชนัสปริง 

ซึง่ค่าความแข็งเกร็งของทอร์ชนัสปริงจะแปรผกผนักบัมมุภายในเอลิเมนต์ พิจารณารูปท่ี 3.10 ถ้า
กําหนดให้ ijk

i  คือมมุท่ีจุดต่อ i  ของเอลิเมนต์สามเหล่ียมท่ีประกอบด้วยจุดต่อ ,i j และ k  แล้ว

ijk

i


i j

k

ijk

k
C

ijk

i
C ijk

j
C

ijk
A

ik
L

ij
L
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จะสามารถหาค่าความแข็งเกร็งของทอร์ชนัสปริงท่ีจดุต่อ i  ของเอลิเมนต์สามเหล่ียม ijk  ได้ดงันี ้
[15] 

 
2sin

ijk
i ijk

i

C



1  (3.22) 

โดย  ijk
iC  คือค่าความแข็งเกร็งของทอร์ชนัสปริงท่ีจุดต่อ i  ของเอลิเมนต์สามเหล่ียม ijk  ซึ่งค่า 

ijk
iC  นีจ้ะมีค่าเป็นบวกเสมอ นอกจากนีจ้ะสงัเกตว่าท่ีแต่ละจุดต่อ i  สามารถติดทอร์ชันสปริง

จํานวนเท่าใดก็ได้ขึน้อยูก่บัจํานวนเอลเิมนต์สามเหล่ียมท่ีมายดึอยูก่บัมนั 

ค่า sin ของมมุ ijk
i  ในสมการ (3.22) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของความยาวขอบเอลิเมนต์คือ 

ijL และ ikL และพืน้ท่ี ijkA ของเอลเิมนต์สามเหล่ียม ijk  ดงัรูปท่ี 3.10 ได้ดงันี ้

 sin ijkijk
i

ij ik

A

L L
 

2  (3.23) 

แทนสมการ (3.23) ในสมการ (3.22) จะได้ค่าความแข็งเกร็งของทอร์ชันสปริง ijk
iC  ในรูปของ

ความยาวขอบเอลเิมนต์และพืน้ท่ีของเอลเิมนต์สามเหล่ียมนัน่คือ 

 
2 2

2

ij ikijk
i

ijk

L L
C

A


4
 (3.24) 

จากสมการ (3.22) และ (3.24) จะเห็นว่าค่าความแข็งเกร็งของทอร์ชนัสปริง C  จะขึน้อยู่กบัมมุ
ภายในหรือพืน้ท่ีเอลิเมนต์ ดงันัน้ในกรณี 0A  นัน่คือ    หรือ 0   จะทําให้ค่า 
C   กล่าวคือในขณะท่ีเอลิเมนต์เกิดการยบุตวัจนเหลือพืน้ท่ีเข้าใกล้ศนูย์ ค่าความแข็งเกร็ง
ของทอร์ชนัสปริงจะเพิ่มขึน้จนเข้าสูค่า่อนนัต์ สง่ผลให้เกิดแรงต้านการเปล่ียนแปลงของมมุท่ีจดุตอ่
นัน้ ด้วยเหตนีุว้ิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงจะสามารถป้องกนัการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ได้ แม้ว่า
เอลเิมนต์จะเกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่างไปมากก็ตาม 

3.2.2 จลนศาสตร์ (Kinematics) ของทอร์ชันสปริง 

ในหวัข้อนีจ้ะกลา่วถึงลกัษณะและสมการท่ีใช้อธิบายการเคลื่อนท่ีของแบบจําลองทอร์ชนั
สปริง ซึ่งสมการท่ีได้จะถกูนําไปใช้ในการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับวิธีความคล้ายคลึง
ทอร์ชนัสปริงในหวัข้อถดัไป 
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เพ่ือให้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีใช้ในการคํานวณหาค่าเคล่ือนตวัท่ีจุดต่อโดยวิธีความ
คล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงอยู่ในรูปแบบสมการเชิงเส้น (Linear Equations) ดงันัน้จึงกําหนดให้ค่า
เคล่ือนตวัและมมุท่ีเปล่ียนไปท่ีจุดต่อเปล่ียนแปลงไปเพียงเล็กน้อย แต่เน่ืองจากปัญหาท่ีขอบเขต
เกิดการเคล่ือนท่ีส่วนใหญ่พบว่าขอบเขตของปัญหาจะเคลื่อนท่ีไปมากหรือโดเมนเกิดการ
เปล่ียนแปลงรูปร่างไปมาก ดงันัน้จึงต้องทําการแบ่งระยะทางท่ีขอบเขตเคล่ือนท่ีไปออกเป็นช่วง
ย่อย ๆ เพ่ือให้สอดคล้องกับเง่ือนไขดงักล่าว รูปท่ี 3.11 แสดงการเคลื่อนท่ีและการเปล่ียนแปลง
รูปร่างของสปริงเอลิเมนต์ โดยเส้นเต็มแสดงตําแหน่งของเอลิเมนต์สามเหล่ียม ijk  และเส้นประ
แสดงตําแหน่งภายหลงัจากท่ีเอลิเมนต์นีเ้คล่ือนตวัไปด้วยระยะทาง q

  จากจุดต่อ j และ k  ไปสู่
ตําแหน่งใหม ่ j  และ k  ตามลําดบั  
 
 
 
 

 

 

 
รูปท่ี 3.11  การเคล่ือนท่ีและการเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ 

เม่ือกําหนดให้ x  และ y เป็นเวกเตอร์ย่อยของเวกเตอร์บอกตําแหน่ง P

สว่น u และ v

เป็นเวกเตอร์ยอ่ยของเวกเตอร์การกระจดั q  นัน่คือ 

 ,
x u

P q
y v

   
    
      

 
 

   (3.25) 

และ ijk
ik  แทนมมุท่ีเปล่ียนไปท่ีจุดต่อ k  เม่ือเทียบกบัจุดต่อ i  ซึง่สามารถหาได้จากผลคณูเชิง

เวกเตอร์ (Cross Product) นัน่คือ 

 sin ijk
ikik ik ik ik    

   
 

จะได้ sin ijk
ik

ik ik

ik ik



 



 

   (3.26) 

,Y v

,X u
i j

k

'j

'k ijk

k
C

ijk

i
C

ijk

j
Cijk

i
ijk
ij

ijk
ik

kq

jq
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โดย    k k i iik x i y j x i y j   
    

 

    k i k iik x x i y y j   
  

 

 ik ikik x i y j 
  

 (3.27) 

และ kik ik q  
  

 

    ik ik k kik x i y j u i v j    
    

 

    ik k ik kik x u i y v j    
  

  (3.28) 

จะได้     ik ik k ik ik kik ik x y v y x u k    
  

 

  ik ik ik k ik ik ik kik ik x y x v y x y u k    
  

 

  ik k ik kik ik x v y u k  
  

  

ดงันัน้ ik k ik kik ik x v y u  
 

    (3.29) 

แทนสมการ (3.29) ลงไปในสมการ (3.26) และเน่ืองจาก ikik ik L 
 

ดงันัน้จะได้ 

 
2 2

sin ijk ik k ik k
ik

ik ik

x v y u

L L
    (3.30) 

เน่ืองจากกําหนดให้เอลิเมนต์เคล่ือนตัวไปด้วยระยะทางและมุมท่ีมีค่าน้อยมาก ๆ นั่นคือ 
sin ijk ijk

ik ik    ดงันัน้จากสมการ (3.30) จะได้ 

 ijk
ik ik k ik ka v b u    (3.31) 

โดย 
2 2

,ik ik
ik ik

ik ik

x y
a b

L L
    (3.32) 

ในทํานองเดียวกนัสามารถหามมุท่ีเปล่ียนไปท่ีจดุตอ่ j เม่ือเทียบกบัจดุตอ่ i  หรือ ijk
ij ได้นัน่คือ 

 ijk
ij ij j ij ja v b u     (3.33) 

โดย 
2 2

,ij ij
ij ij

ij ij

x y
a b

L L
    (3.34) 

ดงันัน้ท่ีจดุตอ่ i  มมุท่ีเปล่ียนไปทัง้หมดเน่ืองจากเอลเิมนต์เคล่ือนตวัหาได้จาก 
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 ijk ijk ijk ijk
i ii ij ik           (3.35) 

ซึง่ ijk
ii สามารถหาได้โดยการสร้างสมการท่ีมีรูปแบบคล้ายคลงึกบัสมการ (3.31), (3.33) ดงันี ้

 ijk
ii i iv u      (3.36) 

โดย   และ   เป็นคา่คงท่ีท่ีไมท่ราบคา่ เม่ือแทนสมการ (3.31), (3.33) และ (3.36) ลงในสมการ 
(3.35)  จะได้ 

 ijk
i i i ij j ij j ik k ik kv u a v b u a v b u          (3.37) 

ค่าคงท่ี   และ   สามารถหาได้โดยการกําหนดให้เอลิเมนต์นี เ้ปล่ียนแปลงแบบเล่ือนท่ี 
(Translate) เท่านัน้ นัน่คือเคล่ือนตวัไปในแนวแกน X  ด้วยระยะทาง i j ku u u u    และใน
แนวแกน Y  ด้วยระยะทาง i j kv v v v    ดงันัน้มมุท่ีเปล่ียนไปทัง้หมดท่ีจุดต่อ i  จึงมีค่าเป็น
ศนูย์ นัน่คือจากสมการ (3.37) จะได้วา่ 

     0ijk
i ij ik ij ika a v b b u           (3.38) 

นัน่คือ 0ij ik ij ika a a a        (3.39) 

 0ij ik ij ikb b b b         (3.40) 

แทนสมการ (3.39)-(3.40) ลงในสมการ (3.37) ดังนัน้จะได้มุมท่ีเปล่ียนไปทัง้หมดท่ีจุดต่อ i  
เน่ืองจากเอลเิมนต์สามเหล่ียม ijk  เคล่ือนตวัคือ 

    ijk
i ik ij i ij ik i ij j ij j ik k ik kb b u a a v b u a v b u a v          (3.41) 

ในทํานองเดียวกัน สามารถหามุมท่ีเปล่ียนไปทัง้หมดท่ีจุดต่อ j  และ k  เน่ืองจากเอลิเมนต์
สามเหล่ียม ijk  เคล่ือนตวัได้ดงันี ้

    ijk
j ji jk j jk ji j jk k jk k ji i ji ib b u a a v b u a v b u a v          (3.42) 

    ijk
k kj ki k ki kj k ki i ki i kj j kj jb b u a a v b u a v b u a v          (3.43) 

ซึง่สมการ (3.41)-(3.43) สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของเมตริกซ์ได้ดงันี ้

    
(3 1) (6 1)(3 6)

ijk ijk ijkR 
 

      (3.44) 
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โดย  
(3 1)

ijk
i

ijk ijk
j
ijk
k


 



 
    
  

  (3.45) 

      =    เวกเตอร์มมุท่ีเปล่ียนไปทัง้หมดท่ีจดุตอ่ 

 
(3 6)

ik ij ij ik ij ij ik ik
ijk

ji ji ji jk jk ji jk jk

ki ki kj kj kj ki ki kj

b b a a b a b a

R b a b b a a b a

b a b a b b a a

    
         
     

 (3.46) 

      =    เมตริกซ์การแปลงคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ระหวา่งเชิงมมุและเชิงเส้น 

  
(6 1)

i

i

jijk

j

k

k

u

v

u

v

u

v




 
 
 
 

  
 
 
 
 

  (3.47) 

      =     เวกเตอร์คา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  

สมการ (3.44) เป็นสมการท่ีแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งคา่เคล่ือนตวัท่ีจดุตอ่ของเอลิเมนต์
ในรูปแบบเชิงมมุและเชิงเส้น ซึ่งจะถูกนําไปใช้ในการสร้างไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์และสมการ   
ไฟไนต์เอลเิมนต์ดงัท่ีจะกลา่วในหวัข้อถดัไป 

3.2.3 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ในปัญหาสองมิต ิ

ไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์และสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของวิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริง
จะถกูสร้างด้วยวิธีการโดยตรง โดยเร่ิมพิจารณาจากสมการทอร์ชนัสปริงในสมการ (3.21) ซึง่ใน
กรณีปัญหาสองมิตสิามารถเขียนสมการทอร์ชนัสปริงในรูปของเมตริกซ์ได้ดงันี ้

    
(3 3)(3 1) (3 1)

ijk ijk ijkM C 
 

     (3.48) 

โดย  
(3 1)

ijk
i

ijk ijk
j
ijk
k

M

M M

M

 
   
 
 

  (3.49) 

    =   เวกเตอร์โมเมนต์ของทอร์ชนัสปริงท่ีจดุตอ่ 
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(3 3)

0 0

0 0

0 0

ijk
i

ijk ijk
j

ijk
k

C

C C

C

 
      
  

 (3.50) 

    =   เมตริกซ์ความแข็งเกร็งของสปริงเอลเิมนต์แบบทอร์ชนัสปริง 

  
(3 1)

ijk
i

ijk ijk
j
ijk
k


 



 
    
  

  (3.51) 

    =   เวกเตอร์มมุท่ีเปล่ียนไปทัง้หมดท่ีจดุตอ่ 

แทนค่า  ijk  จากสมการ (3.44) ลงในสมการ (3.48) จะได้สมการโมเมนต์ของทอร์ชนัสปริง
ดงันี ้

      ijk ijk ijk ijkM C R          (3.52) 

ทัง้นีเ้พ่ือความสะดวกในการคํานวณและต้องการให้สมการ (3.52) อยู่ในรูปแบบเดียวกันกับ
สมการไฟไนต์เอลเิมนต์ของวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้น จงึต้องทําการแปลงโมเมนต์ท่ีแตล่ะจดุ
ตอ่ให้อยูใ่นรูปของแรงในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  โดยสมการท่ีใช้ในการแปลงเมตริกซ์ซึง่แสดง
ความสมัพนัธ์ระหวา่งแรงในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  และโมเมนต์ท่ีจดุตอ่สามารถเขียนได้ดงันี ้

    
(6 3)(6 1) (3 1)

ijk ijk ijk

torsion
F T M

 

     (3.53) 

โดย  
(6 1)

ix

iy

jxijk

torsion
jy

kx

ky torsion

F

F

F
F

F

F

F



 
 
 
    
 
 
 
  

  (3.54) 

      =    เวกเตอร์แรงทอร์ชนัสปริงท่ีจดุตอ่ในทิศทางระบบแกนรวมใหญ่ X Y  

และ ijkT     คือเมตริกซ์การแปลงค่าระหว่างแรงในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  กบัโมเมนต์ท่ีจดุ
ต่อ ซึง่สามารถหาได้จากเง่ือนไขท่ีว่า”งานท่ีกระทําโดยแรงในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  จะต้อง
เท่ากบังานท่ีกระทําโดยโมเมนต์” นัน่คือ 
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        T Tijk ijk ijk ijk

torsion
F M    (3.55) 

โดย  Tijk

torsion
F และ  TijkM  คือเมตริกซ์สลบัเปล่ียน (Transposed Matrix) ของ  ijk

torsion
F  

และ  ijkM  ตามลําดบั จากนัน้แทนสมการ (3.44) และ (3.53) ในสมการ (3.55) จะได้ 

        TT Tijk ijk ijk ijk ijk ijkM T M R         (3.56) 

ดงันัน้ Tijk ijkT R        (3.57) 

แทนสมการ (3.52) และ (3.57) ลงในสมการ (3.53) จะได้ว่าในแต่ละเอลิเมนต์สามเหล่ียมนัน้ 
โมเมนต์ท่ีแต่ละจดุต่อสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของแรงในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  ท่ีแต่ละจุด
ตอ่ได้ ดงันี ้

      Tijk ijk ijk ijk ijk

torsion
F R C R            


 (3.58) 

เมตริกซ์ความแข็งเกร็งของสปริงเอลเิมนต์แบบ 
   ทอร์ชนัสปริงในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  

จะได้    
(6 1) (6 1)(6 6)

ijk ijk ijk

torsion torsion
F K 
 

     (3.59) 

สมการ (3.59) คือสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของสปริงเอลิเมนต์แบบทอร์ชนัสปริงนัน่เอง ซึง่อยู่ใน
รูปแบบเดียวกนักบัสมการสปริงเอลิเมนต์แบบเชิงเส้นในสมการ (3.16)  โดย 

(6 6)

ijk

torsion
K


    คือ

เมตริกซ์ความแข็งเกร็งของสปริงเอลิเมนต์แบบทอร์ชนัสปริงในระบบแกนรวมใหญ่ X Y  ซึ่งค่า
สมัประสทิธ์ิตา่ง ๆ ของ 

(6 6)

ijk

torsion
K


      สามารถคํานวณได้ดงันี ้

จากสมการ (3.58) จะได้ 

 Tijk ijk ijk ijk

torsion
K R C R                (3.60) 

โดย 
0 0

0 0

0 0

ijk
i

ijk ijk
j

ijk
k

C

C C

C

 
      
  

  (3.61) 
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และ 
ik ij ij ik ij ij ik ik

ijk
ji ji ji jk jk ji jk jk

ki ki kj kj kj ki ki kj

b b a a b a b a

R b a b b a a b a

b a b a b b a a

    
          
     

 (3.62) 

เน่ืองจาก ,ij ji ik kia a a a     และเช่นเดียวกนักบั b  ดงันัน้จํานวนสมัประสทิธ์ิ a  และ b จาก
เดมิทัง้หมด 12 ตวั จงึเหลือเพียง 6 ตวั และสามารถเขียน ijkR   ใหมไ่ด้ดงันี ้

 
ik ij ij ik ij ij ik ik

ijk
ij ij ij jk jk ij jk jk

ik ik jk jk ik jk jk ik

b b a a b a b a

R b a b b a a b a

b a b a b b a a

    
           
     

 (3.63) 

ดงันัน้ ijk

torsion
K    ซึง่เป็นเมตริกซ์สมมาตรขนาด 6x6 สามารถเขียนได้ดงันี ้

 

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

ijk

torsion

K K K K K K

K K K K K K

K K K K K K
K

K K K K K K

K K K K K K

K K K K K K

 
 
 
 

     
 
 
 
 

 (3.64) 

ซึง่คา่สมัประสทิธ์ิของ ijk

torsion
K   แตล่ะตวัหาได้จากสตูรดงันี ้

 

 
   
   
   

2 2 2
11

12 21

13 31

14 41

15 51

ijk ijk ijk
i ik ij j ij k ik

ijk ijk ijk
i ij ik ik ij j ij ij k ik ik

ijk ijk ijk
i ij ik ij j ij ij jk k ik jk

ijk ijk ijk
i ij ik ij j jk ij ij k ik ik

K C b b C b C b

K K C a a b b C a b C a b

K K C b b b C b b b C b b

K K C a b b C a a b C a b

K K

   

     

     

      

      
   

 
   

16 61

2 2 2
22

23 32

24 42

ijk ijk ijk
i ik ik ij j ij jk k ik ik jk

ijk ijk ijk
i ik ik ij j jk ij k jk ik ik

ijk ijk ijk
i ij ik j ij k ik

ijk ijk ijk
i ij ik ij j ij ij jk k ik jk

ijk
i ij

C b b b C b b C b b b

K K C a b b C a b C a a b

K C a a C a C a

K K C a a b C a b b C a b

K K C a a

   

     

   

     

      
   
   
 

25 52

26 62

22 2
33

ijk ijk
ij ik j ij jk ij k ik jk

ijk ijk ijk
i ij ik ik j ij jk k ik ik jk

ijk ijk ijk
i ik ij ik j ij jk k ik jk ik

ijk ijk ijk
i ij j ij jk k jk

a C a a a C a a

K K C a a b C a b C a b b

K K C a a a C a a C a a a

K C b C b b C b

   

      

     

     (3.65) 
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   
   
   

 

34 43

35 53

36 63

22 2
44

45 54

ijk ijk ijk
i ij ij j jk ij ij jk k jk jk

ijk ijk ijk
i ij ik j jk ij jk k jk ik jk

ijk ijk ijk
i ik ij j jk ij jk k jk ik jk

ijk ijk ijk
i ij j jk ij k jk

K K C a b C a a b b C a b

K K C b b C b b b C b b b

K K C a b C a b b C a a b

K C a C a a C a

K K

      

      

     

   

     
   

 
   

46 64

22 2
55

56 65

2
66

ijk ijk ijk
i ij ik j jk ij jk k jk ik jk

ijk ijk ijk
i ij ik j jk jk ij k jk jk ik

ijk ijk ijk
i ik j jk k ik jk

ijk ijk ijk
i ij ik j jk jk k jk ik ik jk

ijk
i ik j

C a b C a a b C a b b

K K C a a C a a a C a a a

K C b C b C b b

K K C a b C a b C a a b b

K C a C

   

      

   

      

   22ijk ijk
jk k jk ika C a a 

 

ขัน้ตอนการคํานวณโดยเทคนิควิธีความคล้ายคลึงทอร์ชนัสปริงจะประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์   
เอลเิมนต์เช่นเดียวกนักบัเทคนิควิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้น กลา่วคือนําสมการสปริงเอลิเมนต์
ท่ีได้จากสมการ (3.59) มาประกอบเข้าด้วยกนัก่อให้เกิดระบบสมการรวม ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่
ในรูปเมตริกซ์ได้ดงันี ้

      
( )( 1) ( 1)

torsion torsion
n nn n

F K 
 

  (3.66) 

โดย n  คือจํานวนตัวไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อของทัง้ระบบ การประกอบสปริงเอลิเมนต์เข้าด้วยกัน
เปรียบเสมือนนําสปริงเอลิเมนต์มาประกอบกันจนได้รูปร่างรวมสุดท้ายท่ีต้องการซึ่งก็คือรูปร่าง
โดเมนของปัญหานัน่เอง จากนัน้ทําการประยกุต์เง่ือนไขขอบเขตเช่นเดียวกนักับเทคนิควิธีความ
คล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น โดยในปัญหาการไหลท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีส่วนใหญ่จะทราบค่า
เคล่ือนตัวท่ีขอบเขต ขัน้ตอนสุดท้ายคือการแก้ระบบสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ซึ่งอยู่ในรูปแบบ
สมการ (3.66) โดยใช้ระเบียบวิธีเชิงตวัเลขเพ่ือหาคา่เคล่ือนตวัท่ีจดุตอ่ของเอลเิมนต์ 

3.3 วิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุที่ยืดหยุ่นได้ (Elastic Medium Analogy 
Technique) 

3.3.1 หลักการและสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 

วิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้จะมองเอลิเมนต์แต่ละเอลิเมนต์ว่า
เป็นวตัถท่ีุมีความยืดหยุน่ ซึง่จะแตกตา่งจากวิธีความคล้ายคลงึสปริงท่ีนําสปริงเชิงเส้นและทอร์ชนั
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สปริงมาติดไว้ท่ีขอบและจุดต่อของเอลิเมนต์ตามลําดบั ดงันัน้เม่ือขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีหรือ
โดเมนเกิดการเปล่ียนแปลงรูปร่างจะส่งผลต่อเอลิเมนต์ย่อย ๆ ท่ีอยู่ภายในโดเมนนัน้ผ่านทางแรง
ยืดหยุน่ ซึง่วิธีนีค้า่คณุสมบตัเิฉพาะตวัตา่ง ๆ ของวตัถ ุ(Material Properties) ได้แก่ คา่โมดลูสัของ
ความยืดหยุ่นและอตัราสว่นของปัวส์ซง จะถกูนํามาใช้ในการคํานวณด้วย อย่างไรก็ตามวิธีความ
คล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ยงัไม่ได้รับความนิยมมากเท่ากบัวิธีความคล้ายคลงึ
สปริงทัง้สองแบบดงัท่ีได้กลา่วมาแล้วข้างต้น 

สมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยซึง่แสดงความสมดลุของแรงในแนวแกน x  และ y  ของของแข็งท่ี
มีการยืดหยุน่ได้ โดยท่ีไมพ่ิจารณามวลของของแข็งดงัแสดงในรูปท่ี 3.12 คือ 

                    

รูปท่ี 3.12  ขอบเขตและเง่ือนไขขอบเขตของปัญหาของแข็งท่ียืดหยุน่ได้ 

 0xyx

x y

 
 

 
 (3.67) 

 0xy y

x y

  
 

 
 (3.68) 

โดย x  และ y แทนคา่ความเค้นฉาก (Normal Stress) ในแนวแกน X  และY ตามลําดบั สว่น  

xy  แทนค่าความเค้นเฉือน (Shearing Stress) โดยท่ีตลอดผิวรอบนอกของของแข็งอาจ
ประกอบด้วยเง่ือนไขขอบเขตของการกําหนดค่าเคล่ือนตัว u และ v  ในแนวแกน X  และY

ตามลําดบั หรืออาจกําหนดความเค้นท่ีผิว (Surface Traction) เช่นความดนัหรือแรงเสียดทานท่ี
ผิว ซึ่งอยู่ในรูปแบบสมการ (3.69) โดยทั่วไปแล้วเง่ือนไขขอบเขตของปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการ
เคล่ือนท่ีจะกําหนดเป็นคา่เคลื่อนตวัท่ีขอบเขต 

 x x xy x

y xy y y

T n

T n

 
 

    
    

    
 (3.69) 

y

x
y

x pressurefixed

Y

X

n̂
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โดย xT  และ yT  แทนความเค้นท่ีผิวในแนวแกน X  และY ตามลําดบั ส่วน xn และ yn  เป็น
ทิศทางโคไซน์ของเวกเตอร์ n̂  ซึง่เป็นเวกเตอร์ท่ีตัง้ฉากกบัผิว ณ จดุท่ีกําลงัพิจารณา 

สมการท่ีแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างความเค้นย่อยและความเครียดย่อยสามารถเขียนใน
รูปเมตริกซ์ได้ดงันี ้

     
(3 3)(3 1) (3 1)

C 
 

  (3.70) 

โดย  
x

y

xy


 



 
   
 
 

  (3.71) 

  
x

y

xy


 



 
   
 
 

  (3.72) 

ซึง่ x  และ y แทนคา่ความเครียดฉาก (Normal Strain) ในแนวแกน X  และแกน Y ตามลําดบั 
และ xy  แทนค่าความเครียดเฉือน (Shearing Strain) ส่วน  C  คือเมตริกซ์ความยืดหยุ่นของ    
เอลิเมนต์ ซึ่งขึน้อยู่กับการสมมติจําแนกลกัษณะของปัญหาว่าเป็นปัญหาความเค้นในระนาบ 
(Plane Stress) หรือความเครียดในระนาบ (Plane Strain)  

ในกรณีปัญหาความเค้นในระนาบซึ่งใช้กับปัญหาแผ่นระนาบบาง โดยตัง้อยู่บนสมมติฐานท่ีว่า
ความเค้นในทิศทางผ่านความหนาของแผ่นนัน้น้อยมากและกําหนดให้มีค่าเป็นศูนย์ นั่นคือค่า
ความเค้นในแนวแกน Z จะถูกสมมติให้มีค่าเป็นศูนย์ จะได้  C  ในกรณีปัญหาความเค้นใน
ระนาบคือ 

  2

1 0

1 0
1

1
0 0

2

E
C







 
 
     
  

 (3.73) 

ดงันัน้สมการท่ีแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างความเค้นย่อยและความเครียดย่อยดงัสมการ (3.70) 
จะอยูใ่นรูปแบบดงันี ้
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  2

1 0

1 0
1

1
0 0

2

x x

y y

xy xy

E
  
  


  

 
    
                 

 (3.74) 

โดย E  แทนค่าโมดูลัสของยังส์ (Young’s modulus) และ   แทนค่าอัตราส่วนของปัวส์ซง 
(Poisson’s Ratio)  

สําหรับปัญหาความเครียดในระนาบซึง่ใช้กบัปัญหาท่ีมีความลกึมาก โดยตัง้อยู่บนสมมติฐานท่ีว่า
คา่ความเครียดในทิศทางผ่านความลกึนัน้ไม่เกิดขึน้และกําหนดให้เป็นศนูย์ นัน่คือคา่ความเครียด
ในแนวแกน Z จะถกูสมมตใิห้เท่ากบัศนูย์ จะได้  C  ในกรณีปัญหาความเครียดในระนาบคือ 

 
   

1 0

1 0
1 1 2

1 2
0 0

2

E
C

 
 

 


 
 
      
  

 (3.75) 

ดงันัน้สมการท่ีแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างความเค้นย่อยและความเครียดย่อยดงัสมการ (3.70) 
จะอยูใ่นรูปแบบดงันี ้

 
   

1 0

1 0
1 1 2

1 2
0 0

2

x x

y y

xy xy

E
   
   

 
  

 
    
                   

 (3.76) 

ซึ่งค่าความเครียดย่อยดงัท่ีแสดงในสมการ (3.74) และ (3.76) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของค่า
เคล่ือนตวัท่ีจดุตอ่ u  และ v  ได้ดงันี ้

  
x

y

xy

u

x
v

y

u v

y x


 



 
 

  
         

    
   

 (3.77) 
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ในกรณีท่ีใช้เอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบสามจุดต่อดงัแสดงในรูปท่ี 3.13 จะสามารถเขียนลกัษณะ
การกระจายของ u และ v ให้อยูใ่นรูปแบบเดียวกบัสมการ (2.6) ได้ดงันี ้

 

1

1

1 2 3 2

1 2 3 2

3

3

0 0 0

0 0 0

u

v

N N N uu

N N N vv

u

v

 
 
 
    

    
     

 
 
 

 (3.78) 

หรือ      
(6 1)(2 6)(2 1)

,N x y 


     (3.79) 

 
 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.13  เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

เม่ือแทนค่า u  และ v  จากสมการ (3.78) ลงในสมการ (3.77) จะได้สมการท่ีแสดงความสมัพนัธ์
ระหวา่งความเครียดและคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ดงันี ้

  

1
1 2 3

1

21 2 3

2

1 1 2 2 3 31 3

3

0 0 0

0 0 0
x

y

xy

uu N N N
vx x x x
uv N N N
vy y y y

u v N N N N N N u

y x y x y x y x v


 



       
    

         
                                                      

 (3.80) 

เมตริกซ์การแปลงคา่ระหวา่งความเครียด 
       และคา่เคล่ือนตวั  ,B x y    

),( 11 yx

),( 22 yx

),( 33 yx

Y

X

1

2

3

1u

1v

3u

3v

2u

2v
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หรือ      
(3 1) (6 1)(3 6)

,B x y 
 

     (3.81) 

จากหวัข้อ 2.2 ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์คือ 

    ,i i i iN x y a b x c y i
A

   
1 1,2,3

2
 (3.82) 

ดงันัน้เม่ือแทนคา่ iN  ลงในสมการ (3.80) จะได้เมตริกซ์การแปลงค่าระหว่างความเครียดและค่า
เคล่ือนตวั  ,B x y    ดงันี ้

  
1 2 3

1 2 3
(3 6)

1 1 2 2 3 3

,

b b b

B x y c c c
A

c b c b c b

 
 
     
  

0 0 0
1 0 0 0

2
 (3.83) 

จะพบว่าในปัญหาของแข็งท่ีมีการยืดหยุ่นจะมีตวัไม่รู้ค่าเพียง 2 ค่าคือ u  และ v  ดงันัน้เม่ือ
คํานวณหาค่าเคล่ือนตวั u  และ v  ได้แล้วจึงสามารถนําไปคํานวณหาค่าความเครียดย่อยและ
ความเค้นยอ่ยได้ตามลําดบั 

3.3.2 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สาํหรับปัญหาของแข็งในสองมิต ิ

การประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับปัญหาของแข็งท่ีมีการยืดหยุ่นได้ในสองมิติ
สามารถกระทําได้โดยใช้วิธีการถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้าง (Method of Weighted Residuals) โดย
พิจารณาสมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยดงัแสดงในสมการ (3.67)-(3.68) นัน่คือ 

 0xyx

x y

 
 

 
 (3.67) 

 0xy y

x y

  
 

 
 (3.68) 

ทําการประยุกต์วิธีการถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้างโดยวิธีกาเลอร์คิน (Galerkin) นัน่คือคณูสมการ 
(3.67)-(3.68) ด้วยฟังก์ชนันํา้หนกั (Weighting Function) W จากนัน้จึงอินทิเกรตตลอดทัง้โดเมน
ของเอลเิมนต์ แล้วกําหนดผลลพัธ์ท่ีได้ให้เท่ากบัศนูย์ นัน่คือ 

 0xyx
iW d

x y





 
     

  (3.84) 
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 0xy y
iW d

x y

 



  
     

  (3.85) 

การกําหนดค่า iW  สามารถกําหนดให้ i iW N  ซึ่งเรียกว่าบับโนฟ-กาเลอร์คิน (Bubnov-
Galerkin) หรือกําหนดให้ i iW N  ซึง่เรียกว่าเพทรอฟ-กาเลอร์คิน (Petrov-Gaalerkin) ในท่ีนีจ้ะ
กําหนดให้ i iW N  ดงันัน้สมการ (3.84)-(3.85) จะกลายเป็น 

 0xyx
iN d

x y





 
     

  (3.86) 

 0xy y
iN d

x y

 



  
     

  (3.87) 

โดย i  1,2,3  และจากทฤษฎีบทของเกาส์ (Gauss’s Theorem) ซึง่เขียนได้ในรูป 

      ˆu V d u V n d u V d
  

          
  

 (3.88) 

หากเปรียบเทียบตวัแปรทางด้านซ้ายมือของสมการ (3.88) กบัพจน์แรกของสมการ (3.86) จะได้ 

 ˆ ˆ

ˆ ˆ

i

xyx

x xy

u N

i j
x y V

x y
V i j



 



              





  

และเน่ืองจาก ˆ ˆˆ x yn n i n j   

ดงันัน้ ˆ x x xy yV n n n   


 

 
ˆ ˆi i

i i
x xy

N N
u i j

x y

N N
V u

x y
 

 
  

 
 

  
 

  

เม่ือแทนคา่ตา่ง ๆ ลงในสมการ (3.86) แล้วทําการจดัพจน์ใหม ่จะได้เป็น 

  i i
x xy i x x xy y

N N
d N n n d

x y
   

 

  
       

  
 (3.89) 

              คา่ความเค้นท่ีผิว xT  
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ซึง่สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปเมตริกซ์ได้ดงันี ้

 xi i
i x

xy

N N
d N T d

x y




 

   
        

   (3.90) 

ในทํานองเดียวกนัสามารถเขียนสมการ (3.87) ในรูปของเมตริกซ์ได้ดงันี ้

 xyi i
i y

y

N N
d N T d

x y




 

   
        

   (3.91) 

เม่ือแทนคา่ i  1,2,3  ลงในสมการ (3.90)-(3.91) แล้วทําการแทนคา่ฟังก์ชนัการประมาณภายใน
เอลิเมนต์ดงัสมการ (2.8) ในหวัข้อ 2.2 จากนัน้นําสมการทัง้หมดมารวมกนั จะได้สมการรวมใน
รูปแบบดงันี ้

    
(6 3) (6 2)

x
T T x

y
y

xy

T
B d N d

T



  

 
        
  

 
   (3.92) 

แทนคา่ความเค้นยอ่ยจากสมการท่ีแสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งความเค้นยอ่ยและความเครียดย่อย
ดงัสมการ (3.70) ลงใน (3.92) จะได้ 

        
(6 3) (3 3) (6 2)(3 1)

T T x

y

T
B C d N d

T


   

 
   

 
   (3.93) 

เม่ือแทนคา่ความเครียดย่อยจากสมการ (3.81) ลงใน (3.93) จะได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับ
ปัญหาของแข็งท่ีมีการยืดหยุน่ดงันี ้

          
(6 3) (3 3) (3 6) (6 2)(6 1)

T T x

y

T
B C B d N d

T


    

 
   

 
   (3.94) 

สําหรับกรณีปัญหาในสองมิติ d tdA   ดังนัน้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์และไฟไนต์เอลิเมนต์
เมตริกซ์สําหรับปัญหาของแข็งท่ีมีการยืดหยุน่ในปัญหาสองมิตคืิอ 

      
(6 6) (6 1) (6 1)

tK F
  

  (3.95) 

โดย        
(6 6) (6 3) (3 3) (3 6)

T
K At B C B
   

   (3.96) 

            =    เมตริกซ์ความแข็งเกร็งของเอลเิมนต์ 
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  
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
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 
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  
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 
 

  (3.97) 

           =     เวกเตอร์คา่เคล่ือนตวัท่ีจดุตอ่   

  

1

1

2

(6 1) 2

3

3

x

y

x
t

y

x

y

F

F

F
F

F

F

F



 
 
 
    
 
 
 
  

  (3.98) 

          =     โหลดเวกเตอร์เน่ืองจากความเค้นท่ีผิว 

สมการ (3.95) คือสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของแต่ละเอลิเมนต์ ซึ่งต้องนําสมการนีม้าประกอบเข้า
ด้วยกนัก่อให้เกิดระบบสมการรวม ซึง่สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปเมตริกซ์ได้ดงันี ้

      
( ) ( 1) ( 1)

t
n n n n

K F
  

  (3.99) 

โดย n  คือจํานวนตวัไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อของทัง้ระบบ จากนัน้ทําการประยุกต์เง่ือนไขขอบเขตโดยใน
ปัญหาการไหลท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีสว่นใหญ่จะทราบคา่เคลื่อนตวัท่ีขอบเขต ขัน้ตอนสดุท้าย
คือการแก้ระบบสมการไฟไนต์เอลเิมนต์ซึง่อยูใ่นรูปแบบสมการ (3.99) โดยใช้ระเบียบวิธีเชิงตวัเลข
เพ่ือหาคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ของเอลเิมนต์ 

3.4 เกณฑ์ในการวัดผลลัพธ์ของเอลิเมนต์ 

ค่าเคลื่อนตวัท่ีได้จากเทคนิควิธีต่าง ๆ ท่ีใช้ในการคํานวณหาค่าเคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ท่ี
ได้กล่าวมาแล้วนัน้จะบ่งบอกถึงการเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลิเมนต์ ซึ่งแต่ละวิธีจะให้ผลลพัธ์ท่ี
แตกตา่งกนั ดงันัน้จึงต้องทําการเปรียบเทียบเอลิเมนต์ท่ีได้จากแตล่ะวิธี โดยผลลพัธ์ของเอลิเมนต์
ท่ีได้จะพิจารณาจาก 2 เกณฑ์ได้แก่ [35] 
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1. ความสมบูรณ์ของเอลิเมนต์ (Element Validity) เอลิเมนต์ท่ีได้จะถือว่ามีความ
สมบรูณ์ก็ตอ่เม่ือไมเ่กิดการไขว้ตวัหรือบดิตวัของเอลเิมนต์ 

2. คุณภาพของเอลิเมนต์ (Element Quality) เป็นค่าตวัเลขท่ีบ่งบอกถึงลกัษณะ
รูปร่างของเอลิเมนต์ โดยคณุภาพของเอลิเมนต์สามเหลี่ยมในสองมิติสามารถหาได้
จากอตัราส่วนระหว่างพืน้ท่ีและผลรวมกําลงัสองของความยาวขอบเอลิเมนต์ [36], 
[37], [38] นัน่คือ 

 3
2

1
i

i

CA
q

L





 (3.100) 

 โดย q  คือคุณภาพของเอลิเมนต์ ซึ่ง 0 1q  , A  คือพืน้ท่ีของเอลิเมนต์, L  คือ
ความยาวขอบเอลิเมนต์ และ C  คือค่าคงท่ีซึ่งมีค่าเท่ากับ 4 3  ในกรณีของ          
เอลิเมนต์สามเหลี่ยม ซึง่เอลิเมนต์ท่ีมีคณุภาพดีท่ีสดุคือเอลิเมนต์สามเหลี่ยมด้านเท่า
จะมีค่า q 1 ส่วนเอลิเมนต์ท่ีมีลักษณะแบนจนเหลือพืน้ท่ีเท่ากับศูนย์จะถือว่ามี
คณุภาพแยท่ี่สดุและจะมีคา่ q  0   [39] 

สมการไฟไนต์เอลิเมนต์และไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ท่ีได้สร้างขึน้ในบทนีจ้ะถูกนําไป
ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีสอดคล้องกนัด้วยภาษาฟอร์แทรน (FORTRAN) เพ่ือใช้ในการ
วิเคราะห์ปัญหาขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีในสองมิติ ซึ่งลกัษณะการทํางานและรายละเอียดของ
โปรแกรมคอมพิวเตอร์ รวมถึงตวัอย่างการนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์นีไ้ปประยุกต์ใช้กับปัญหา
อยา่งง่ายจะกลา่วถึงในบทถดัไป 



 
 

4                                          บทที่  4 

ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

ในบทนีจ้ะนําเอาสมการไฟไนต์เอลเิมนต์และไฟไนต์เอลเิมนต์เมตริกซ์ของเทคนิควิธีตา่ง ๆ 
ท่ีใช้ในการคํานวณหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้ในบทท่ี 3 มาทําการประดิษฐ์
โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีสอดคล้องกนัด้วยภาษาฟอร์แทรน (FORTRAN)* เพ่ือใช้ในการวิเคราะห์
ปัญหาขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีในสองมิติ โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้ซึง่สอดคล้องกบัวิธี
ความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น, วิธีความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริงและวิธีความคล้ายคลึงทาง
โครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้มีช่ือว่า LINEAL2D, TORSION2D และ ELASTIC2D ตามลําดบั 
โดยเนือ้หาในบทนีจ้ะอธิบายลกัษณะขัน้ตอนและรายละเอียดของแต่ละโปรแกรม รวมถึงแสดง
ตวัอยา่งการนําไปประยกุต์ใช้กบัปัญหาในสองมิต ิ 

4.1 โปรแกรม LINEAL2D 

4.1.1 ลักษณะของโปรแกรม LINEAL2D 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ถกูประดษิฐ์ขึน้จากสมการไฟไนต์เอลิเมนต์และไฟไนต์
เอลิเมนต์เมตริกซ์ของวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น โครงสร้างของโปรแกรม LINEAL2D
ประกอบด้วยโปรแกรมหลกั (Main Program) และ 5 โปรแกรมย่อย (Subroutines) โดยมีขัน้ตอน
การทํางานดงันี ้

                                                  
 
*
 ภาษาฟอร์แทรน (FORTRAN) ย่อมาจาก FORmular TRANslation มีกําเนิดมาจากทีมงานของ IBM ในปี ค.ศ.1957 จดัเป็น

ภาษาเชิงวิธีดําเนินการระดบัสงู (Procedural High Level Language) ท่ีเก่าแก่ท่ีสดุภาษาหนึง่โดยมีการพฒันามาตัง้แต ่
FORTRAN I, FORTRAN II, FORTRAN IV, FORTRAN 66, FORTRAN 77 และ FORTRAN 90 ซึง่ใช้กนัอยู่ในปัจจบุนั 
ภาษาฟอร์แทรนได้รับความนิยมกันมากโดยเฉพาะในหมู่ของวิศวกรและนักวิทยาศาสตร์ เน่ืองจากมีความสามารถในการ
คํานวณสงูและมีคําสัง่งานในด้านการคํานวณ เช่นสตูร สมการ ฟังก์ชนัทางคณิตศาสตร์ให้เลือกมากมาย ดงันัน้ภาษา ฟอร์
แทรนจึงเป็นภาษาท่ีเหมาะสําหรับการแก้ปัญหาในด้านคณิตศาสตร์และวิทยาศาสตร์ท่ีเน้นการคํานวณมาก ๆ อย่างไรก็ตาม
เน่ืองจากเป็นภาษาท่ีเก่าจึงมีปัญหาในเร่ืองของโครงสร้างโปรแกรมเม่ือต้องนําไปประยุกต์ใช้กับโปรแกรมสมยัใหม่ รวมถึง
ปัญหาในการต่อยอดพฒันาโปรแกรมในด้านอ่ืน ๆ นอกเหนือจากการคํานวณ (ปฏิพทัธ์ เอ่ียมอร่าม.  ภาษาคอมพิวเตอร์ใน
งานวิศวกรรม.  แหลง่ท่ีมา: www.TumCivil.com [มีนาคม 2553]) 
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4.1.1.1 เร่ิมต้นการทํางานโดยการอ่านแฟ้มข้อมูลนําเข้าของปัญหา 
(Input File) เช่น จํานวนจดุตอ่และจํานวนเอลิเมนต์ทัง้หมดของ
ปัญหา, ตําแหน่งของจดุตอ่ตา่ง ๆ, ลกัษณะเง่ือนไขขอบเขต, คา่
เคล่ือนตวัท่ีขอบเขต, หมายเลขจดุตอ่ท่ีประกอบกนัขึน้เป็นสปริง
เอลเิมนต์, ความยาวของสปริงเอลิเมนต์, มมุ ท่ีสปริงเอลิเมนต์
วางทําตวักับแนวแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกา รวมถึงจํานวน
และตําแหน่งของโหลดในกรณีท่ีมีโหลดภายนอกมากระทํา ซึ่ง
การอา่นคา่ทัง้หมดนีจ้ะอยูใ่นช่วงแรกของโปรแกรมหลกั 

4.1.1.2 เรียกโปรแกรมย่อย [SUBROUTINE CEM] เพ่ือทําการสร้าง    
เอลิเมนต์เมตริกซ์ต่าง ๆ โดยจะทําการตรวจสอบความสมบูรณ์
ของเอลิเมนต์ (Element Validity) ทกุ ๆ เอลิเมนต์ท่ีถกูสร้างขึน้
ในแบบจําลอง จากนัน้จงึทําการสร้างเอลเิมนต์เมตริกซ์ อนัได้แก่ 

 
(4 1)

ijF


, 
(4 4)

ijK


    และ  
(4 1)

ij


  ดงัสมการ (3.17)-(3.19) แล้ว

สง่ผา่นเอลเิมนต์เมตริกซ์ท่ีได้สร้างขึน้นีไ้ปสร้างเมตริกซ์ใหญ่ของ
ระบบสมการรวมโดยเรียกโปรแกรมย่อย  [SUBROUTINE 
ASSEMBLE] 

4.1.1.3 กําหนดเง่ือนไขขอบเขตลงในระบบสมการรวม เช่นบางจดุตอ่จะ
ถูกตรึงแน่นไม่สามารถเคล่ือนท่ีได้ ในขณะท่ีจุดต่อ ณ บริเวณ
ขอบเขตของโดเมนจะกําหนดเป็นค่าเคล่ือนตัวในช่วงย่อย ๆ  
โดยเรียกโปรแกรมยอ่ย [SUBROUTINE APPLYBC] 

4.1.1.4 แก้ระบบสมการรวมด้วยวิธี Gauss Elimination เพ่ือหาค่า
เคล่ือนตวั u  และ v  ท่ีทุก ๆ จดุต่อ โดยเรียกโปรแกรมย่อย 
[SUBROUTINE SOLVE] 

4.1.1.5 คํานวณหาคณุภาพของเอลิเมนต์หลงัจากเกิดการเคล่ือนท่ีจาก
สมการ (3.100) จากนัน้ทําการพิมพ์ผลลพัธ์ท่ีคํานวณได้ ซึ่ง
ได้แก่ค่าเคล่ือนตวั u  และ v  ท่ีทกุ ๆ จดุต่อและคณุภาพของ     
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เอลิเมนต์ลงในไฟล์ท่ีต้องการ เพ่ือนําไปใช้แสดงผลในรูปแบบ
กราฟฟิกตอ่ไป 

4.1.1.6 ตรวจสอบความสมบรูณ์ของเอลิเมนต์หลงัจากเกิดการเคล่ือนท่ี 
นัน่คือเอลิเมนต์ท่ีได้จะต้องไม่เกิดการไขว้ตวัหรือบิดตวั ในกรณี
ท่ีพบการไขว้ตวัหรือบิดตวัของเอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์
จะจบการทํางานทนัที 

4.1.1.7 นําคา่เคล่ือนตวั u  และ v  ท่ีคํานวณได้จากข้อ 4.1.1.4 มาทํา
การปรับปรุงค่าตัวแปรต่าง ๆ ใหม่ได้แก่ ตําแหน่งของจุดต่อ, 
ความยาวของสปริงเอลเิมนต์และมมุ   ท่ีสปริงเอลิเมนต์วางทํา
ตวักับแนวแกน X  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา โดยเรียกโปรแกรม
ย่อย [SUBROUTINE UPDATE] เพ่ือหาคา่เคล่ือนตวั u  และ 
v  ใหม่สําหรับการคํานวณในช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยถดัไป ซึง่จะ
ทําซํา้ตัง้แต่ขัน้ตอนในข้อ 4.1.1.2 - 4.1.1.7 และเม่ือทําการ
คํานวณจนครบจํานวนครัง้ของช่วงการเคล่ือนท่ีย่อยแล้ว
โปรแกรมจงึจะจบการทํางาน 

ลําดบัขัน้ตอนตา่ง ๆ นีส้ามารถสรุปดงัแสดงในรูปท่ี 4.1 

4.1.2 รายละเอียดของโปรแกรม LINEAL2D 

รายละเอียดของโปรแกรม LINEAL2D ได้แสดงไว้ในภาคผนวก ก. 

4.1.3 ลักษณะของไฟล์ข้อมูลที่โปรแกรม LINEAL2D ต้องการ 

ลกัษณะของข้อมลูท่ีโปรแกรมวิเคราะห์การหาคา่เคล่ือนตวัท่ีจดุตอ่ด้วยวิธีความคล้ายคลงึ
สปริงเชิงเส้นนีต้้องการ สามารถจําแนกออกเป็น 6 สว่นยอ่ยได้ดงัตอ่ไปนี ้

ส่วนที่ 1   ประโยคอธิบายกํากบัลกัษณะของไฟล์ 

 บรรทดัแรก ตวัเลขระบจํุานวนบรรทดัท่ีเป็นตวัอกัษร 
 บรรทดัตอ่ไป ประโยคตา่ง ๆ ท่ีเป็นหวัเร่ืองของปัญหาโดยมีจํานวนบรรทดัเท่าท่ีระบไุว้ 

     



50 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 

 รูปท่ี 4.1  ลกัษณะขัน้ตอนการทํางานของโปรแกรม LINEAL2D 

ไมใ่ช่ 

อา่นข้อมลูของปัญหา [MAIN] 

เร่ิมการทํางาน 

สร้างเอลเิมนต์เมตริกซ์ตา่ง ๆ สําหรับสมการสปริงเอลเิมนต์แบบสปริงเชิงเส้น 
[CEM] เพ่ือสร้างเมตริกซ์ใหญ่ขึน้เป็นระบบสมการรวม [ASSEMBLE] 

กําหนดเง่ือนไขขอบเขตรวมถึงคา่เคลื่อนตวัท่ีขอบเขต
ลงในระบบสมการรวม [APPLYBC] 

แก้ระบบสมการรวมเพ่ือหาคา่เคลื่อนตวั u  และ v  ท่ีทกุ ๆ จดุตอ่ [SOLVE] 

คํานวณหาคณุภาพของเอลเิมนต์แล้วพมิพ์ผลลพัธ์ท่ีทกุ ๆ จดุตอ่
เพ่ือแสดงผลด้วยโปรแกรมกราฟฟิก 

ไมใ่ช่ 

ปรับปรุงตวัแปรตา่ง ๆ [UPDATE] เพ่ือคํานวณหาคา่เคล่ือนตวั  
u  และ v  สําหรับช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ยถดัไป 

ครบจํานวนครัง้ของช่วง
การเคล่ือนท่ียอ่ย ? 

จบการทํางาน 

เอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั ? 
ใช ่

ใช ่
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ตวัอยา่งเช่น : 

 2  
A LINEAL SPRING ANALOGY METHOD COMPUTER PROGRAM  
A TRANSLATING RECTANGLE IN ANOTHER FIXED ONE PROBLEM 

ส่วนที่ 2   ขนาดของปัญหา 

บรรทดัแรก คําระบจํุานวนจดุตอ่, จํานวนเอลิเมนต์, จํานวนแรงภายนอกและจํานวน
เอลเิมนต์เม่ือปรับเป็นเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขจํานวนจดุต่อ, จํานวนเอลิเมนต์, จํานวนแรงภายนอกและจํานวน
เอลเิมนต์เม่ือปรับเป็นเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

ตวัอยา่งเช่น : 

 NPOIN NELEM NFORCE NETRI 
336 912 1 576 

หมายเหต ุ: โดยปกติสปริงเอลิเมนต์แบบสปริงเชิงเส้นจะประกอบด้วยสองจดุต่อดงัรูปท่ี 3.2 แต่
เน่ืองจากต้องทําการตรวจสอบการเกิดการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ ซึง่สามารถตรวจสอบได้จากพืน้ท่ี
ของเอลิเมนต์สามเหล่ียม ด้วยเหตุนีจ้ึงจําเป็นต้องแปลงรูปแบบเอลิเมนต์จากสปริงเอลิเมนต์ท่ี
ประกอบด้วยสองจดุต่อไปเป็นสปริงเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุต่อ ซึง่เกิดจากการนําสปริง      
เอลิเมนต์ในรูปแบบเดิมจํานวน 3 อันมาต่อเข้าด้วยกันดงัรูปท่ี 4.2 โดย NETRI คือ จํานวน          
เอลเิมนต์หลงัจากทําการปรับเป็นเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่แล้ว 
 

 
 
 

  

รูปท่ี 4.2  การแปลงสปริงเอลเิมนต์ให้เป็นสปริงเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

ส่วนที่ 3   ลกัษณะของจดุตอ่และเง่ือนไขขอบเขต 

 บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะของจดุตอ่และเง่ือนไขขอบเขต 
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บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขแสดงหมายเลขจดุตอ่, ตําแหน่งจดุตอ่ในแกน X และ Y , เง่ือนไข
ขอบเขตในแกน X และ Y และคา่เคล่ือนตวัท่ีขอบเขตในแกน X และ Y  
โดยมีจํานวนบรรทดัเท่ากบัจํานวนจดุตอ่ 

ตวัอยา่งเช่น : 

NODE X Y IBCX IBCY UMBX VMBY 
1 0 0 1 1 0 0 
2 0.5 0 1 1 0 0 
3 1 0 0 0 0 0 
       

       
334 7.5 8.5 2 2 2.8 2.8 
335 8 8.5 0 0 0 0 
336 8.5 8.5 2 2 2.8 2.8 

หมายเหต ุ: เง่ือนไขขอบเขต IBC ในแนวแกน X และ Y หมายถึง 
IBC  =  0 จดุต่อนัน้เคล่ือนท่ีได้อย่างอิสระ และคํานวณหาคา่เคล่ือนตวัใน

ทิศนัน้ 
IBC  =  1 จดุตอ่นัน้ถกูตรึงไมใ่ห้เคล่ือนท่ีในทิศนัน้ 
IBC  =  2 กําหนดคา่เคลื่อนตวัท่ีขอบเขตในทิศนัน้ 

ส่วน UMBX และ VMBY คือค่าเคล่ือนตวัท่ีขอบเขตของจุดต่อนัน้ ๆ ในแนวแกน X และ Y
ตามลําดบั 

ส่วนที่ 4   ลกัษณะของเอลเิมนต์ 

 บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะ, ความยาว, มมุการวางตวั  ของเอลเิมนต์ 
บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขแสดงหมายเลขเอลเิมนต์, หมายเลขจดุตอ่ในทิศทวนเข็มนาฬิกาท่ี

ประกอบขึน้เป็นเอลิเมนต์นัน้, ความยาวของเอลิเมนต์และมุม ท่ี        
เอลิเมนต์วางทําตวักบัแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกาโดยมีหน่วยวดัเป็น
องศา โดยมีจํานวนบรรทดัเท่ากบัจํานวนเอลเิมนต์ 

ตวัอยา่งเช่น :  

ELEMENT I J L THETA (DEGREE) 
1 1 2 0.5 0 
2 1 14 0.5 90 
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3 1 19 0.70711 45 
     

     
910 333 334 0.5 0 
911 334 335 0.5 0 
912 335 336 0.5 0 

ส่วนที่ 5   แรงภายนอกท่ีมากระทําท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ 

 บรรทดัแรก คําระบแุรงภายนอก 
บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขจดุตอ่ท่ีมีแรงภายนอกมากระทํา, แรงภายนอกในแกน X  และแรง

ภายนอกในแกน Y โดยมีจํานวนบรรทดัเท่ากบั NFORCE ท่ีระบไุว้ใน
ข้อมลูสว่นท่ี 2 

ตวัอยา่งเช่น : 

NPOIN FX FY 
1 0 0 

ส่วนที่ 6   ลกัษณะของเอลเิมนต์เม่ือปรับเป็นเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

 บรรทดัแรก ประโยคระบหุวัข้อลกัษณะของเอลเิมนต์ 
บรรทดัท่ีสอง คําระบลุกัษณะของเอลเิมนต์ 
บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขแสดงหมายเลขเอลิเมนต์, หมายเลขจุดต่อทัง้สามในทิศทวนเข็ม

นาฬิกาท่ีประกอบขึน้เป็นเอลิเมนต์นัน้ โดยมีจํานวนบรรทัดเท่ากับ 
NETRI ท่ีระบไุว้ในข้อมลูสว่นท่ี 2 

ตวัอยา่งเช่น : 

Nodal Connectivity of 3-node Triangular Element 

ELEMENT I J K 
1 1 19 14 
2 1 2 19 
3 2 20 19 
    

    
574 335 336 310 
575 336 311 310 
576 336 305 311 
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ลกัษณะของข้อมลูท่ีโปรแกรม LINEAL2D ต้องการสามารถทําความเข้าใจได้ดียิ่งขึน้จาก
การพิจารณาตวัอยา่งการใช้โปรแกรมในหวัข้อถดัไป 

4.1.4 ตวัอย่างการใช้โปรแกรม LINEAL2D  

ในหัวข้อนีจ้ะแสดงตัวอย่างการนําโปรแกรม LINEAL2D ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้มาใช้ในการ
วิเคราะห์ปัญหาขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีซึง่โดเมนของปัญหาเป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้ามีขนาดกว้าง x 
ยาวเท่ากบั 2 x 5 หน่วย โดยตลอดขอบเขตลา่งของรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้านีถ้กูตรึงแน่น และกําหนดให้
ขอบเขตบนเคล่ือนท่ีไปเป็นระยะทาง 1 หน่วยในแนวแกน X  ลกัษณะของปัญหาแสดงดงัรูปท่ี 4.3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปท่ี 4.3  ลกัษณะปัญหาของรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี 

ปัญหาดงักล่าวถกูนําไปวิเคราะห์โดยใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D โดยเร่ิมจาก
การสร้างแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ซึง่ประกอบด้วย 18 จดุต่อและ 37 เอลิเมนต์ โดยท่ีจดุต่อ
ตลอดขอบเขตลา่งถกูตรึงแน่น ในขณะท่ีจดุตอ่ตลอดขอบเขตบนเคล่ือนท่ีไปเป็นระยะทาง 1 หน่วย
ในแนวแกน X แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์สามารถแสดงได้ดงัรูปท่ี 4.4 

 

 

5

2

,u v 1 0

X

Y



55 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 4.4  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขต 
     เม่ือวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม LINEAL2D 

ไฟล์ข้อมูลท่ีสอดคล้องกับแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหานีกํ้าหนดให้ช่ือว่า 
“RECT_LIN.DAT” ซึง่มีรายละเอียดดงัตอ่ไปนี ้

2 

A  LINEAL SPRING ANALOGY TECHNIQUE COMPUTER PROGRAM 

AN UPPER MOVING BOUNDARY OF RECTANGLE PROBLEM 

NPOIN NELEM NFORCE NETRI    

18 37 1 20    

NODE X Y IBCX IBCY UMBX VMBY 

1 0 0 1 1 0 0 

2 1 0 1 1 0 0 

3 2 0 1 1 0 0 

4 2 1 0 0 0 0 

5 2 2 0 0 0 0 

6 2 3 0 0 0 0 

7 2 4 0 0 0 0 

8 2 5 2 2 1 1 

9 1 5 2 2 1 1 

10 0 5 2 2 1 1 

11 0 4 0 0 0 0 

,u v 1 0

2

15

16

17

18

1 3

4

5

6

7

89

14

13

12

11

10
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12 0 3 0 0 0 0 

13 0 2 0 0 0 0 

14 0 1 0 0 0 0 

15 1 1 0 0 0 0 

16 1 2 0 0 0 0 

17 1 3 0 0 0 0 

18 1 4 0 0 0 0 

ELEMENT I J L THETA(DEGREE)  

1 1 2 1 0   

2 1 14 1 90   

3 1 15 1.4142 45   

4 2 3 1 0   

5 2 4 1.4142 45   

6 2 15 1 90   

7 3 4 1 90   

8 4 5 1 90   

9 4 15 1 180   

10 5 6 1 90   

11 5 15 1.4142 225   

12 5 16 1 180   

13 6 7 1 90   

14 6 16 1.4142 228   

15 6 17 1 180   

16 7 8 1 90   

17 7 17 1.4142 225   

18 7 18 1 180   

19 8 9 1 180   

20 8 18 1.4142 225   

21 9 10 1 180   

22 9 11 1.4142 225   

23 9 18 1 270   

24 10 11 1 270   

25 11 12 1 270   

26 11 18 1 0   

27 12 13 1 270   

28 12 17 1 0   

29 12 18 1.4142 45   
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30 13 14 1 270   

31 13 16 1 0   

32 13 17 1.4142 45   

33 14 15 1 0   

34 14 16 1.4142 45   

35 15 16 1 90   

36 16 17 1 90   

37 17 18 1 90   

NPOIN FX FY     

1 0 0     

Nodal connectivity OF 3-NODE TRIANGULAR ELEMENT 

ELEMENT I J K    

1 1 15 14    

2 1 2 15    

3 2 4 15    

4 2 3 4    

5 14 16 13    

6 14 15 16    

7 15 5 16    

8 15 4 5    

9 13 17 12    

10 13 16 17    

11 16 6 17    

12 16 5 6    

13 12 18 11    

14 12 17 18    

15 17 7 18    

16 17 6 7    

17 11 9 10    

18 11 18 9    

19 18 8 9    

20 18 7 8    

รูปท่ี 4.5  ลกัษณะข้อมลูในไฟล์ “RECT_LIN.DAT” 
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เม่ือผู้ ใช้ทําการคํานวณโดยใช้โปรแกรม LINEAL2D โปรแกรมจะให้ผู้ ใช้ระบช่ืุอไฟล์นําเข้า
เพ่ืออ่านข้อมลู, จํานวนครัง้ของการคํานวณ, ช่ือไฟล์ท่ีจะบรรจุผลลพัธ์ของค่าเคลื่อนตวัท่ีจุดต่อ, 
ช่ือไฟล์เพ่ือใช้ในการแสดงผลการเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ และช่ือไฟล์เพ่ือวดัคณุภาพของ
เอลิเมนต์ตามลําดับ ซึ่งผู้ ใช้จะพิมพ์ตอบกลับไป จากนัน้โปรแกรมจะเร่ิมทําการคํานวณเป็น
ขัน้ตอนดงัอธิบายในหวัข้อย่อย 4.1.1 ทัง้นีโ้ปรแกรมจะจบการทํางานทนัทีถ้าพบการไขว้ตวัของ   
เอลเิมนต์ ขัน้ตอนดงักลา่วทัง้หมดจะปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ดงัแสดงในรูปท่ี 4.6 

>LINEAL2D  <Enter> 

PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME: 
RECT_LIN.DAT 

*** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF   18 NODES AND   37 ELEMENTS *** 

PLEASE INPUT NO. OF CALCULATION STEP(S) FOR MOVING BOUNDARY DISPLACEMENT (MAXIMUM OF 100 
STEPS): 
1 

PLEASE ENTER FILE NAME FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS : 
RECT_LIN_SOL.OUT 

PLEASE ENTER PLOTTING FILE NAME (*.PLT): 
RECT_LIN_DEF.PLT 

PLEASE ENTER FILE NAME FOR MEASURING ELEMENT QUALITY (*.PLT): 
RECT_LIN_QLT.PLT 

*** STARTING CALCULATION STEP:  1 OF TOTAL  1 STEP(S) *** 

*** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLING ELEMENT EQUATIONS *** 

*** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS *** 

*** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS *** 
      ( TOTAL OF   36 EQUATIONS ) 

!!! COMPLETELY DONE !!! 
 *** THANK YOU *** 

รูปท่ี 4.6  ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม LINEAL2D 
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ผลลัพ ธ์ของค่ า เคลื่ อนตัว ท่ี จุดต่อ ในแนวแกนทั ง้ สอง  ซึ่ งบรรจุอยู่ ใน ไฟ ล์ ช่ื อ 
“RECT_LIN_SOL.OUT” แสดงได้ดงัรูปท่ี 4.7 

FOR CALCULATION STEP:  1 OF TOTAL  1 STEP(S) 
NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS [   18 ]: 
NODE              U                    V 
     1        0.000000E+00        0.000000E+00 
     2        0.000000E+00        0.000000E+00 
     3        0.000000E+00        0.000000E+00 
     4        0.129102E+00       -0.624829E-01 
     5        0.343372E+00       -0.101412E+00 
     6        0.584572E+00       -0.105330E+00 
     7        0.808267E+00       -0.722041E-01 
     8        0.100000E+01        0.000000E+00 
     9        0.100000E+01        0.000000E+00 
    10       0.100000E+01        0.000000E+00 
    11       0.870898E+00        0.624829E-01 
    12       0.656628E+00        0.101412E+00 
    13       0.415428E+00        0.105330E+00 
    14       0.191733E+00        0.722042E-01 
    15       0.152656E+00       -0.972119E-02 
    16       0.378383E+00       -0.391816E-02 
    17       0.621617E+00        0.391819E-02 
    18       0.847345E+00        0.972122E-02 
ELEMENT NO. AS FOLLOWING HAS NEGATIVE AREA: 
TOTAL INVALID ELEMENT(S):    0 

รูปท่ี 4.7  ลกัษณะผลลพัธ์ของคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ในไฟล์ “RECT_LIN_SOL.OUT” 

สําหรับไฟล์ “RECT_LIN_DEF.PLT” ท่ีเกิดขึน้และสามารถนําไปแสดงผลลพัธ์การ
เปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ แสดงได้ดงัรูปท่ี 4.8 

TITLE = "FE PLOTTING DATA BY LINEAL SPRING TECHNIQUE" 
VARIABLES = "X-CO", "Y-CO" 
ZONE T="COORD", N=   18, E=   20, F=FEPOINT, ET=TRIANGLE 
        0.000000E+00        0.000000E+00 
        0.100000E+01        0.000000E+00 
        0.200000E+01        0.000000E+00 
        0.200000E+01        0.100000E+01 
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        0.200000E+01        0.200000E+01 
        0.200000E+01        0.300000E+01 
        0.200000E+01        0.400000E+01 
        0.200000E+01        0.500000E+01 
        0.100000E+01        0.500000E+01 
        0.000000E+00        0.500000E+01 
        0.000000E+00        0.400000E+01 
        0.000000E+00        0.300000E+01 
        0.000000E+00        0.200000E+01 
        0.000000E+00        0.100000E+01 
        0.100000E+01        0.100000E+01 
        0.100000E+01        0.200000E+01 
        0.100000E+01        0.300000E+01 
        0.100000E+01        0.400000E+01 
       1      15      14 
       1       2       15 
       2       4       15 
       2       3       4 
      14      16     13 
      14      15     16 
      15       5      16 
      15       4       5 
      13      17     12 
      13      16     17 
      16       6      17 
      16       5       6 
      12      18     11 
      12      17     18 
      17       7      18 
      17       6       7 
      11       9      10 
      11      18      9 
      18       8       9 
      18       7       8 
 ZONE  T="COORD AT STEP:  1 ", N=   18 , E=   20 , F=FEPOINT, ET=TRIANGLE 
        0.000000E+00        0.000000E+00 
        0.100000E+01        0.000000E+00 
        0.200000E+01        0.000000E+00 
        0.212910E+01        0.937517E+00 
        0.234337E+01        0.189859E+01 
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        0.258457E+01        0.289467E+01 
        0.280827E+01        0.392780E+01 
        0.300000E+01        0.500000E+01 
        0.200000E+01        0.500000E+01 
        0.100000E+01        0.500000E+01 
        0.870898E+00        0.406248E+01 
        0.656628E+00        0.310141E+01 
        0.415428E+00        0.210533E+01 
        0.191733E+00        0.107220E+01 
        0.115266E+01        0.990279E+00 
        0.137838E+01        0.199608E+01 
        0.162162E+01        0.300392E+01 
        0.184734E+01        0.400972E+01 
       1      15      14 
       1       2       15 
       2       4       15 
       2       3        4 
      14      16     13 
      14      15     16 
      15       5      16 
      15       4       5 
      13      17     12 
      13      16     17 
      16       6      17 
      16       5       6 
      12      18     11 
      12      17     18 
      17       7      18 
      17       6       7 
      11       9      10 
      11      18      9 
      18       8       9 
      18       7       8 

รูปท่ี 4.8  ลกัษณะไฟล์ “RECT_LIN_DEF.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงผลลพัธ์ 
       การเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ 

ในการแสดงผลลัพธ์การเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลิเมนต์ โดยใช้โปรแกรมกราฟฟิก 
TECPLOT ผู้ ใช้สามารถเลือกการแสดงผลลพัธ์ของเอลิเมนต์ก่อนการเปลี่ยนแปลงหรือหลงัการ
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เปล่ียนแปลงหรือแสดงทัง้สองอย่างพร้อม ๆ กนัได้ ซึ่งแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ก่อนและหลงั
การเปล่ียนแปลงแสดงดงัรูปท่ี 4.9 และ 4.10 ตามลําดบั 

 
รูปท่ี 4.9  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ก่อนการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์ 
               “RECT_LIN_DEF.PLT” 

 

 
รูปท่ี 4.10  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์หลงัการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์  
                “RECT_LIN_DEF.PLT” 

สําหรับไฟล์ “RECT_LIN_QLT.PLT” ซึ่งบรรจุข้อมูลคุณภาพของเอลิเมนต์หลงัจากเกิด
การเปล่ียนแปลง และสามารถนําไปแสดงผลในรูปแบบกราฟได้ รูปแบบลกัษณะของไฟล์ข้อมลู 
“RECT_LIN_QLT.PLT” และกราฟท่ีได้แสดงดงัรูปท่ี 4.11 และ 4.12 ตามลําดบั 
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TITLE = "COMPARISON CHART OF ELEMENT QUALITY BETWEEN EACH METHOD" 
   VARIABLES = "STEP", "QAVG", "QMIN" 
  ZONE T="LINEAL", I=   2 , DATAPACKING=POINT 
    0          0.86602540          0.86602540 
    1          0.80654114          0.78922617 

รูปท่ี 4.11  ลกัษณะไฟล์ “MOV_RECT_QLT.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงคณุภาพของเอลเิมนต์ 

 
รูปท่ี 4.12  กราฟแสดงคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากไฟล์ “MOV_RECT_QLT.PLT” 

4.2 โปรแกรม TORSION2D 

4.2.1 ลักษณะของโปรแกรม TORSION2D 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D ถกูประดิษฐ์ขึน้จากสมการไฟไนต์เอลิเมนต์และ    
ไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ของวิ ธีความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริง  โครงสร้างของโปรแกรม 
TORSION2D จะคล้ายคลงึกบั LINEAL2D โดยมีข้อแตกตา่งเน่ืองจากแบบจําลองสปริงเอลิเมนต์
แบบทอร์ชนัสปริงจะเป็นเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบสามจุดต่อดงัแสดงในรูปท่ี 3.10 ดงันัน้จึงไม่
จําเป็นต้องทําการแปลงเอลิเมนต์เพ่ือตรวจสอบการไขว้ตวัของเอลิเมนต์แตอ่ย่างใด รวมถึงไฟไนต์
เอลิเมนต์เมตริกซ์ของ TORSION2D จะแตกต่างกบัของ LINEAL2D จึงทําให้ขัน้ตอนการคํานวณ
ในสว่นของโปรแกรมย่อย CEM แตกตา่งกนั ซึง่ขัน้ตอนการทํางานของโปรแกรม TORSION2D มี
รายละเอียดดงันี ้

4.2.1.1 เร่ิมต้นการทํางานโดยการอ่านแฟ้มข้อมูลนําเข้าของปัญหา 
(Input File) ได้แก่ จํานวนจดุต่อและจํานวนเอลิเมนต์ทัง้หมด
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ของปัญหา, ตําแหน่งของจดุตอ่ตา่ง ๆ, ลกัษณะเง่ือนไขขอบเขต, 
ค่าเคล่ือนตวัท่ีขอบเขต, หมายเลขจุดต่อท่ีประกอบกันขึน้เป็น
สปริงเอลิเมนต์, จํานวนและตําแหน่งของโหลดในกรณีท่ีมีโหลด
ภายนอกมากระทํา ซึง่การอ่านคา่ทัง้หมดนีจ้ะอยู่ในช่วงแรกของ
โปรแกรมหลกั 

4.2.1.2 เรียกโปรแกรมย่อย [SUBROUTINE CEM] เพ่ือทําการสร้าง    
เอลิเมนต์เมตริกซ์ต่าง ๆ โดยจะทําการตรวจสอบความสมบูรณ์
ของเอลิเมนต์ (Element Validity) ทกุ ๆ เอลิเมนต์ท่ีถกูสร้างขึน้
ในแบบจําลองในขณะท่ีทําการสร้างเอลิ เมนต์เมตริก ซ์ 

 
(6 1)

ijk

torsion
F


, 
(6 6)

ijk

torsion
K


    และ  
(6 1)

ijk


  ดงัสมการ (3.59) -

(3.62)  แล้วส่งผ่านเอลิเมนต์เมตริกซ์ท่ีได้สร้างขึน้นีไ้ปสร้าง
เมตริกซ์ใหญ่ของระบบสมการรวมโดยเรียกโปรแกรมย่อย 
[SUBROUTINE ASSEMBLE] 

4.2.1.3 กําหนดเง่ือนไขขอบเขตลงในระบบสมการรวม เช่นบางจดุตอ่จะ
ถูกตรึงแน่นไม่สามารถเคล่ือนท่ีได้ ในขณะท่ีจุดต่อ ณ บริเวณ
ขอบเขตของโดเมนจะกําหนดเป็นค่าเคล่ือนตัวในช่วงย่อย ๆ  
โดยเรียกโปรแกรมยอ่ย [SUBROUTINE APPLYBC] 

4.2.1.4 แก้ระบบสมการรวมด้วยวิธี Gauss Elimination เพ่ือหาค่า
เคล่ือนตวั u  และ v  ท่ีทุก ๆ จดุต่อ โดยเรียกโปรแกรมย่อย 
[SUBROUTINE SOLVE] 

4.2.1.5 คํานวณหาคณุภาพของเอลิเมนต์หลงัจากเกิดการเคล่ือนท่ีจาก
สมการ (3.100) จากนัน้ทําการพิมพ์ผลลพัธ์ท่ีคํานวณได้ ซึ่ง
ได้แก่คา่เคล่ือนตวั u  และ v  ท่ีทกุ ๆ จดุต่อและคณุภาพของ     
เอลิเมนต์ลงในไฟล์ท่ีต้องการ เพ่ือนําไปใช้แสดงผลในรูปแบบ
กราฟฟิกตอ่ไป 

4.2.1.6 ตรวจสอบความสมบรูณ์ของเอลิเมนต์หลงัจากเกิดการเคล่ือนท่ี 
นัน่คือ เอลิเมนต์ท่ีได้จะต้องไม่เกิดการไขว้ตวัหรือบิดตวั ในกรณี
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ท่ีพบการไขว้ตวัหรือบิดตวัของเอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์
จะจบการทํางานทนัที 

4.2.1.7 นําคา่เคล่ือนตวั u  และ v  ท่ีคํานวณได้จากข้อ 4.2.1.4 มาทํา
การปรับปรุง ตําแหน่งของจุดต่อ  โดยเรียกโปรแกรมย่อย 
[SUBROUTINE UPDATE] เพ่ือหาคา่เคลื่อนตวั u  และ v  ใหม่
สําหรับการคํานวณในช่วงการเคล่ือนท่ีย่อยถัดไป ซึ่งจะทําซํา้
ตัง้แตข่ัน้ตอนในข้อ 4.2.1.2 - 4.2.1.7 และเม่ือทําการคํานวณจน
ครบจํานวนครัง้ของช่วงการเคล่ือนท่ีย่อยแล้วโปรแกรมจึงจะจบ
การทํางาน 

ลําดบัขัน้ตอนตา่ง ๆ นีส้ามารถสรุปดงัแสดงในรูปท่ี 4.13 

4.2.2 รายละเอียดของโปรแกรม TORSION2D 

รายละเอียดของโปรแกรม TORSION2D ได้แสดงไว้ในภาคผนวก ข. 

4.2.3 ลักษณะของไฟล์ข้อมูลที่โปรแกรม TORSION2D ต้องการ 

ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูท่ีโปรแกรม TORSION2D ต้องการจะคล้ายคลึงกบั LINEAL2D 
โดยสามารถจําแนกออกเป็น 5 สว่นยอ่ยได้ดงัตอ่ไปนี ้

ส่วนที่ 1   ประโยคอธิบายกํากบัลกัษณะของไฟล์ 

 บรรทดัแรก ตวัเลขระบจํุานวนบรรทดัท่ีเป็นตวัอกัษร 
 บรรทดัตอ่ไป ประโยคตา่ง ๆ ท่ีเป็นหวัเร่ืองของปัญหาโดยมีจํานวนบรรทดัเท่าท่ีระบไุว้ 

ตวัอยา่งเช่น : 

 2  
A TORSIONAL SPRING ANALOGY TECHNIQUE COMPUTER PROGRAM  
A TRANSLATING RECTANGLE IN ANOTHER FIXED ONE PROBLEM 

ส่วนที่ 2   ขนาดของปัญหา 

บรรทดัแรก คําระบจํุานวนจดุตอ่, จํานวนเอลเิมนต์และจํานวนแรงภายนอก 
บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขจํานวนจดุตอ่, จํานวนเอลเิมนต์และจํานวนแรงภายนอก  
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รูปท่ี 4.13  ลกัษณะขัน้ตอนการทํางานของโปรแกรม TORSION2D 

ไมใ่ช่ 

อา่นข้อมลูของปัญหา [MAIN] 

เร่ิมการทํางาน 

สร้างเอลเิมนต์เมตริกซ์ตา่ง ๆ สําหรับสมการสปริงเอลเิมนต์แบบทอร์ชนัสปริง 
[CEM] เพ่ือสร้างเมตริกซ์ใหญ่ขึน้เป็นระบบสมการรวม [ASSEMBLE] 

กําหนดเง่ือนไขขอบเขตรวมถึงคา่เคล่ือนตวัท่ีขอบเขต
ลงในระบบสมการรวม [APPLYBC] 

แก้ระบบสมการรวมเพ่ือหาคา่เคลื่อนตวั u  และ v  ท่ีทกุ ๆ จดุตอ่ [SOLVE] 

คํานวณหาคณุภาพของเอลเิมนต์แล้วพมิพ์ผลลพัธ์ท่ีทกุ ๆ จดุตอ่
เพ่ือแสดงผลด้วยโปรแกรมกราฟฟิก 

ไมใ่ช่ 

ปรับปรุงตําแหน่งจดุตอ่ [UPDATE] เพ่ือคํานวณหาคา่เคล่ือนตวั 
u และ v สําหรับช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ยถดัไป 

ครบจํานวนครัง้ของช่วง
การเคล่ือนท่ียอ่ย ? 

จบการทํางาน 

เอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั ? 
ใช ่

ใช ่
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ตวัอยา่งเช่น : 

NPOIN NELEM NFORCE 
336 576 1 

ส่วนที่ 3   ลกัษณะของจดุตอ่และเง่ือนไขขอบเขต 

 บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะของจดุตอ่และเง่ือนไขขอบเขต 
บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขแสดงหมายเลขจดุตอ่, ตําแหน่งจดุตอ่ในแกน X  และ Y , เง่ือนไข

ขอบเขตในแกน X และ Y และค่าเคล่ือนตวัท่ีขอบเขตในแกน X และ 
Y โดยมีจํานวนบรรทดัเท่ากบัจํานวนจดุตอ่ 

ตวัอยา่งเช่น : 

NODE X Y IBCX IBCY UMBX VMBY 
1 0 0 1 1 0 0 
2 0.5 0 1 1 0 0 
3 1 0 0 0 0 0 
       

       
334 7.5 8.5 2 2 2.8 2.8 
335 8 8.5 0 0 0 0 
336 8.5 8.5 2 2 2.8 2.8 

โดยกําหนดให้เง่ือนไขขอบเขต IBC ในแกน X และ Y มีลกัษณะเดียวกบัโปรแกรม LINEAL2D 

ส่วนที่ 4   ลกัษณะของเอลเิมนต์ 

 บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะของเอลเิมนต์ 
บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขแสดงหมายเลขเอลิเมนต์และหมายเลขจุดต่อทัง้สามในทิศทวน

เข็มนาฬิกาท่ีประกอบขึน้เป็นเอลเิมนต์นัน้ 

ตวัอยา่งเช่น :  

ELEMENT I J K 
1 1 19 14 
2 1 2 19 
3 2 20 19 
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574 335 336 310 
575 336 311 310 
576 336 305 311 

ส่วนที่ 5   แรงภายนอกท่ีมากระทําท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ 

 บรรทดัแรก คําระบแุรงภายนอก 
บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขจดุตอ่ท่ีมีแรงภายนอกมากระทํา, แรงภายนอกในแกน X และแรง

ภายนอกในแกน Y โดยมีจํานวนบรรทดัเท่ากบั NFORCE ท่ีระบไุว้ใน
ข้อมลูสว่นท่ี 2 

ตวัอยา่งเช่น : 

NPOIN FX FY 
1 0 0 

4.2.4 ตวัอย่างการใช้โปรแกรม TORSION2D 

ในหวัข้อนีจ้ะแสดงตวัอย่างการนําโปรแกรม TORSION2D ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้มาใช้ในการ
วิเคราะห์ปัญหาขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีซึ่งเป็นปัญหาท่ีมีลักษณะเช่นเดียวกันกับปัญหาท่ี
วิเคราะห์ด้วยโปรแกรม LINEAL2D แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์เม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม 
TORSION2D ประกอบด้วย 18 จดุตอ่และ 20 เอลเิมนต์รวมถึงเง่ือนไขขอบเขตแสดงดงัรูปท่ี 4.14 

 

 

 

 

 
 

 

รูปท่ี 4.14  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตของปัญหา  
            เม่ือวเิคราะห์ด้วยโปรแกรม TORSION2D 
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ไฟล์ ข้อมูล ท่ีสอดคล้องกับแบบจําลองไฟไนต์ เอลิ เมนต์ของปัญหานี กํ้าหนดให้ ช่ือว่า 
“RECT_TOR.DAT” ซึง่มีรายละเอียดดงัตอ่ไปนี ้

2 
A  TORSIONAL SPRING ANALOGY TECHNIQUE COMPUTER PROGRAM 
AN UPPER MOVING BOUNDARY OF RECTANGLE PROBLEM 
NPOIN NELEM NFORCE    

18 20 1    
NODE X Y IBCX IBCY UMBX VMBY 

1 0 0 1 1 0 0 
2 1 0 1 1 0 0 
3 2 0 1 1 0 0 
4 2 1 0 0 0 0 
5 2 2 0 0 0 0 
6 2 3 0 0 0 0 
7 2 4 0 0 0 0 
8 2 5 2 2 1 1 
9 1 5 2 2 1 1 

10 0 5 2 2 1 1 
11 0 4 0 0 0 0 
12 0 3 0 0 0 0 
13 0 2 0 0 0 0 
14 0 1 0 0 0 0 
15 1 1 0 0 0 0 
16 1 2 0 0 0 0 
17 1 3 0 0 0 0 
18 1 4 0 0 0 0 

ELEMENT I J K    
1 1 15 14    
2 1 2 15    
3 2 4 15    
4 2 3 4    
5 14 16 13    
6 14 15 16    
7 15 5 16    
8 15 4 5    
9 13 17 12    

10 13 16 17    
11 16 6 17    
12 16 5 6    
13 12 18 11    
14 12 17 18    



70 
 

15 17 7 18    
16 17 6 7    
17 11 9 10    
18 11 18 9    
19 18 8 9    
20 18 7 8    

NPOIN FX FY     
1 0 0     

รูปท่ี 4.15  ลกัษณะข้อมลูในไฟล์ “RECT_TOR.DAT” 

ลําดับขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์เม่ือผู้ ใช้ทําการคํานวณโดยใช้โปรแกรม 
TORSION2D จะเหมือนกบั LINEAL2D ทกุประการดงัแสดงในรูปท่ี 4.16 

> TORSION2D  <Enter> 

PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME: 
RECT_TOR.DAT 

*** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF   18 NODES AND   20 ELEMENTS *** 

PLEASE INPUT NO. OF CALCULATION STEP(S) FOR MOVING BOUNDARY DISPLACEMENT (MAXIMUM OF 100 
STEPS): 
1 

PLEASE ENTER FILE NAME FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS : 
RECT_TOR_SOL.OUT 

PLEASE ENTER PLOTTING FILE NAME (*.PLT): 
RECT_TOR_DEF.PLT 

PLEASE ENTER FILE NAME FOR MEASURING ELEMENT QUALITY (*.PLT): 
RECT_TOR_QLT.PLT 

*** STARTING CALCULATION STEP:  1 OF TOTAL  1 STEP(S) *** 

*** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLING ELEMENT EQUATIONS *** 

*** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS *** 

*** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS *** 
      ( TOTAL OF   36 EQUATIONS ) 
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!!! COMPLETELY DONE !!! 
 *** THANK YOU *** 

รูปท่ี 4.16  ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม TORSION2D 

ผลลัพ ธ์ของค่ า เคลื่ อนตัว ท่ี จุดต่อ ในแนวแกนทั ง้ สอง  ซึ่ งบรรจุอยู่ ใน ไฟ ล์ ช่ื อ 
“RECT_TOR_SOL.OUT” แสดงได้ดงัรูปท่ี 4.17 

FOR CALCULATION STEP:  1 OF TOTAL  1 STEP(S) 
NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS [   18 ]: 
NODE              U                    V 
     1       0.000000E+00        0.000000E+00 
     2       0.000000E+00        0.000000E+00 
     3      0.000000E+00        0.000000E+00 
     4        0.873868E-01        -0.154014E+00 
     5        0.330708E+00       -0.244666E+00 
     6        0.631444E+00       -0.251451E+00 
     7        0.889299E+00       -0.165113E+00 
     8        0.100000E+01        0.000000E+00 
     9        0.100000E+01        0.000000E+00 
    10       0.100000E+01        0.000000E+00 
    11       0.912613E+00        0.154014E+00 
    12       0.669292E+00        0.244666E+00 
    13       0.368556E+00        0.251451E+00 
    14       0.110701E+00        0.165113E+00 
    15       0.134422E+00        0.725835E-02 
    16       0.365358E+00        0.329936E-02 
    17       0.634642E+00       -0.329906E-02 
    18       0.865578E+00       -0.725817E-02 

ELEMENT NO. AS FOLLOWING HAS NEGATIVE AREA: 
TOTAL INVALID ELEMENT(S):    0 

รูปท่ี 4.17  ลกัษณะผลลพัธ์ของคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ในไฟล์ “RECT_TOR_SOL.OUT” 

สําหรับไฟล์ “RECT_TOR_DEF.PLT” ท่ีเกิดขึน้และสามารถนําไปแสดงผลลพัธ์การ
เปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ แสดงได้ดงัรูปท่ี 4.18 

TITLE = "FE PLOTTING DATA BY TORSIONAL SPRING TECHNIQUE" 
VARIABLES = "X-CO", "Y-CO" 
ZONE T="COORD", N=   18, E=   20, F=FEPOINT, ET=TRIANGLE 
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        0.000000E+00        0.000000E+00 
        0.100000E+01        0.000000E+00 
        0.200000E+01        0.000000E+00 
        0.200000E+01        0.100000E+01 
        0.200000E+01        0.200000E+01 
        0.200000E+01        0.300000E+01 
        0.200000E+01        0.400000E+01 
        0.200000E+01        0.500000E+01 
        0.100000E+01        0.500000E+01 
        0.000000E+00        0.500000E+01 
        0.000000E+00        0.400000E+01 
        0.000000E+00        0.300000E+01 
        0.000000E+00        0.200000E+01 
        0.000000E+00        0.100000E+01 
        0.100000E+01        0.100000E+01 
        0.100000E+01        0.200000E+01 
        0.100000E+01        0.300000E+01 
        0.100000E+01        0.400000E+01 
       1      15      14 
       1       2       15 
       2       4       15 
       2       3        4 
      14      16     13 
      14      15     16 
      15       5      16 
      15       4       5 
      13      17     12 
      13      16     17 
      16       6      17 
      16       5       6 
      12      18     11 
      12      17     18 
      17       7      18 
      17       6       7 
      11       9      10 
      11      18      9 
      18       8       9 
      18       7       8 
 ZONE T="COORD AT STEP:  1 ", N=   18, E=   20, F=FEPOINT, ET=TRIANGLE 
        0.000000E+00        0.000000E+00 
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        0.100000E+01        0.000000E+00 
        0.200000E+01        0.000000E+00 
        0.208739E+01        0.845986E+00 
        0.233071E+01        0.175533E+01 
        0.263144E+01        0.274855E+01 
        0.288930E+01        0.383489E+01 
        0.300000E+01        0.500000E+01 
        0.200000E+01        0.500000E+01 
        0.100000E+01        0.500000E+01 
        0.912613E+00        0.415401E+01 
        0.669292E+00        0.324467E+01 
        0.368556E+00        0.225145E+01 
        0.110701E+00        0.116511E+01 
        0.113442E+01        0.100726E+01 
        0.136536E+01        0.200330E+01 
        0.163464E+01        0.299670E+01 
        0.186558E+01        0.399274E+01 
       1      15     14 
       1       2      15 
       2       4      15 
       2       3       4 
      14      16    13 
      14      15    16 
      15       5     16 
      15       4      5 
      13      17    12 
      13      16    17 
      16       6     17 
      16       5      6 
      12      18    11 
      12      17    18 
      17       7     18 
      17       6      7 
      11       9     10 
      11      18     9 
      18       8      9 
      18       7      8 

รูปท่ี 4.18  ลกัษณะไฟล์ “RECT_TOR_DEF.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงผลลพัธ์ 
      การเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ 
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แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ก่อนและหลงัการเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลิเมนต์ท่ีวิเคราะห์
ด้วยโปรแกรม TORSION2D แสดงได้ดงัรูปท่ี 4.19 และ 4.20 ตามลําดบั 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 4.19  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ก่อนการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์ 
         “RECT_TOR_DEF.PLT” 

 
รูปท่ี 4.20  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์หลงัการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์  

         “RECT_TOR_DEF.PLT” 

รูปแบบลักษณะของไฟล์ข้อมูล  “RECT_TOR_QLT.PLT” และกราฟซึ่งแสดงข้อมูล
คณุภาพของเอลเิมนต์ก่อนและหลงัการเปล่ียนแปลงแสดงได้ดงัรูปท่ี 4.21 และ 4.22 ตามลําดบั 
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TITLE = "COMPARISON CHART OF ELEMENT QUALITY BETWEEN EACH METHOD" 
VARIABLES = "STEP", "QAVG", "QMIN" 
ZONE T="TORSION", I=   2 , DATAPACKING=POINT 

     0          0.86602540          0.86602540 
     1          0.84805639          0.80506408 

รูปท่ี 4.21  ลกัษณะไฟล์ “RECT_TOR_QLT.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงคณุภาพของเอลเิมนต์ 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 4.22  กราฟแสดงคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากไฟล์ “RECT_TOR_QLT.PLT” 

4.3 โปรแกรม ELASTIC2D 

4.3.1 ลักษณะของโปรแกรม ELASTIC2D 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ถูกประดิษฐ์ขึน้จากสมการไฟไนต์เอลิเมนต์และ     
ไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ของวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถุท่ียืดหยุ่นได้ ข้อแตกต่าง
ระหว่างโปรแกรม ELASTIC2D และ TORSION2D คือโปรแกรม ELASTIC2D จะเพิ่มคณุสมบตัิ
ของวตัถเุข้าไปในการคํานวณด้วย รวมถึงมีไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ท่ีแตกตา่งกนั จึงทําให้ขัน้ตอน
การคํานวณในส่วนของโปรแกรมย่อย CEM แตกต่างกนั อย่างไรก็ตามโครงสร้างส่วนอ่ืน ๆ ของ
โปรแกรม ELASTIC2D จะเหมือนกบั TORSION2D ทกุประการ 

4.3.2 รายละเอียดของโปรแกรม ELASTIC2D 

รายละเอียดของโปรแกรม ELASTIC2D ได้แสดงไว้ในภาคผนวก ค. 
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4.3.3 ลักษณะของไฟล์ข้อมูลที่โปรแกรม ELASTIC2D ต้องการ 

ลกัษณะของไฟล์ข้อมลูท่ีโปรแกรม ELASTIC2D ต้องการจะเหมือนกบั TORSION2D ทกุ
ประการ เพียงแตเ่พิ่มรายละเอียดของคณุสมบตัติา่ง ๆ เข้าไปในสว่นท่ี 3 ดงันี ้

ส่วนที่ 3   คณุสมบตัติา่ง ๆ ของปัญหา 

 บรรทดัแรก คําระบคุณุสมบตัติา่ง ๆ  
บรรทดัตอ่ไป ตัวเลขแสดงค่าโมดูลัสของความยืดหยุ่น, อัตราส่วนของปัวส์ซงและ

ความหนาของวตัถ ุ

ตวัอยา่งเช่น : 

ELAS PR THICK 
1.E+10 0.3 0.1 

โดย ELAS, PR และ THICK คือคา่โมดลูสัของความยืดหยุ่น, อตัราสว่นของปัวส์ซงและความหนา
ของวตัถตุามลําดบั 

4.3.4 ตวัอย่างการใช้โปรแกรม ELASTIC2D 

ในหวัข้อนีจ้ะแสดงตวัอย่างการนําโปรแกรม ELASTIC2D ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้มาใช้ในการ
วิเคราะห์ปัญหาขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีซึง่เป็นปัญหาเดียวกนักบัปัญหาท่ีวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม 
LINEAL2D และ TORSION2D ซึง่แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์เม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม 
ELASTIC2D จะมีจํานวน 18 จดุตอ่และ 20 เอลิเมนต์เช่นเดียวกบัแบบจําลองของ TORSION2D  
ลกัษณะของแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตแสดงดงัรูปท่ี 4.23 

ถ้ากําหนดให้คุณสมบตัิต่าง ๆ ของปัญหาเป็นดงันี ้ค่าโมดูลสัของความยืดหยุ่นเท่ากับ 
7E+10, อตัราส่วนของปัวส์ซงเท่ากบั 0.3 และความหนาของแผ่นส่ีเหล่ียมผืนผ้าเท่ากบั 0.1 จะได้
ไฟล์ข้อมลูท่ีมีช่ือวา่ “RECT_ELAS.DAT” ซึง่มีรายละเอียดดงัตอ่ไปนี ้
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รูปท่ี 4.23  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตของปัญหา  
            เม่ือวเิคราะห์ด้วยโปรแกรม ELASTIC2D 

2 

AN ELASTIC MEDIUM ANALOGY TECHNIQUE COMPUTER PROGRAM 

AN UPPER MOVING BOUNDARY OF RECTANGLE PROBLEM 

NPOIN NELEM NFORCE 

18 20 1 

ELAS PR THICK 

7.E+10 0.3 0.1 

NODE X Y IBCX IBCY UMBX VMBY 

1 0 0 1 1 0 0 

2 1 0 1 1 0 0 

3 2 0 1 1 0 0 

4 2 1 0 0 0 0 

5 2 2 0 0 0 0 

6 2 3 0 0 0 0 

7 2 4 0 0 0 0 

8 2 5 2 2 1 1 

9 1 5 2 2 1 1 

10 0 5 2 2 1 1 

11 0 4 0 0 0 0 

12 0 3 0 0 0 0 

13 0 2 0 0 0 0 

2

15

16

17

18

1 3

4

5

6

7

89

14

13

12

11

10

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

,u v 1 0
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14 0 1 0 0 0 0 

15 1 1 0 0 0 0 

16 1 2 0 0 0 0 

17 1 3 0 0 0 0 

18 1 4 0 0 0 0 

ELEMENT I J K    

1 1 15 14    

2 1 2 15    

3 2 4 15    

4 2 3 4    

5 14 16 13    

6 14 15 16    

7 15 5 16    

8 15 4 5    

9 13 17 12    

10 13 16 17    

11 16 6 17    

12 16 5 6    

13 12 18 11    

14 12 17 18    

15 17 7 18    

16 17 6 7    

17 11 9 10    

18 11 18 9    

19 18 8 9    

20 18 7 8    

NPOIN FX FY     

1 0 0     

รูปท่ี 4.24  ลกัษณะข้อมลูในไฟล์ “RECT_ELAS.DAT” 

ลําดับขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์เม่ือผู้ ใช้ทําการคํานวณโดยใช้โปรแกรม 
ELASTIC2D จะเหมือนกบั TORSION2D ทกุประการ เพียงแตผู่้ ใช้ต้องกําหนดลกัษณะของปัญหา
วา่เป็นปัญหาความเค้นในระนาบหรือความเครียดในระนาบลงไปด้วย ดงัแสดงในรูปท่ี 4.25 
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> ELASTIC2D  <Enter> 

PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME: 
RECT_ELAS.DAT 

*** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF   18 NODES AND   20 ELEMENTS *** 

WHIICH TYPE OF ELASTIC PROBLEM? (1 = PLANE STRESS, 2 = PLANE STRAIN) 
1 

PLEASE INPUT NO. OF CALCULATION STEP(S) FOR MOVING BOUNDARY DISPLACEMENT (MAXIMUM OF 100 
STEPS): 
1 

PLEASE ENTER FILE NAME FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS : 
RECT_ELAS_SOL.OUT 

 

PLEASE ENTER PLOTTING FILE NAME (*.PLT): 
RECT_ELAS_DEF.PLT 

PLEASE ENTER FILE NAME FOR MEASURING ELEMENT QUALITY (*.PLT): 
RECT_ELAS_QLT.PLT 

*** STARTING CALCULATION STEP:  1 OF TOTAL  1 STEP(S) FOR “PLANE STRESS” PROBLEM *** 

*** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLING ELEMENT EQUATIONS *** 

*** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS *** 

*** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS *** 
      ( TOTAL OF   36 EQUATIONS ) 

!!! COMPLETELY DONE !!! 
 *** THANK YOU *** 

รูปท่ี 4.25  ลําดบัขัน้ตอนท่ีปรากฏบนจอคอมพิวเตอร์ในขณะใช้โปรแกรม ELASTIC2D 

ผลลัพ ธ์ของค่ า เคลื่ อนตัว ท่ี จุดต่อ ในแนวแกนทั ง้ สอง  ซึ่ งบรรจุอยู่ ใน ไฟ ล์ ช่ื อ 
“RECT_ELAS_SOL.OUT” แสดงได้ดงัรูปท่ี 4.26 
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FOR CALCULATION STEP:  1 OF TOTAL  1 STEP(S) FOR "PLANE STRESS" 
NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS [   18]: 
NODE             U                   V 
     1        0.000000E+00        0.000000E+00 
     2        0.000000E+00        0.000000E+00 
     3        0.000000E+00        0.000000E+00 
     4       0.143012E+00       -0.108534E+00 
     5        0.364687E+00       -0.165862E+00 
     6        0.616266E+00       -0.166382E+00 
     7        0.841687E+00       -0.111966E+00 
     8        0.100000E+01        0.000000E+00 
     9        0.100000E+01        0.000000E+00 
    10       0.100000E+01        0.000000E+00 
    11       0.856988E+00        0.108534E+00 
    12      0.635313E+00        0.165862E+00 
    13       0.383734E+00        0.166382E+00 
    14       0.158313E+00        0.111966E+00 
    15       0.138489E+00       -0.354245E-02 
    16       0.370216E+00       -0.105598E-02 
    17       0.629784E+00        0.105598E-02 
    18       0.861511E+00        0.354245E-02 

ELEMENT NO. AS FOLLOWING HAS NEGATIVE AREA: 
TOTAL INVALID ELEMENT(S):    0 

รูปท่ี 4.26  ลกัษณะผลลพัธ์ของคา่เคลื่อนตวัท่ีจดุตอ่ในไฟล์ “RECT_ELAS_SOL.OUT” 

สําหรับไฟล์ “RECT_ELAS_DEF.PLT” ท่ีเกิดขึน้และสามารถนําไปแสดงผลลพัธ์การ
เปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ แสดงได้ดงัรูปท่ี 4.27 

TITLE = "FE PLOTTING DATA BY ELASTIC MEDIUM MTD." 
VARIABLES = "X-CO", "Y-CO" 
ZONE T="COORD", N=   18, E=   20, F=FEPOINT, ET=TRIANGLE 
        0.000000E+00        0.000000E+00 
        0.100000E+01        0.000000E+00 
        0.200000E+01        0.000000E+00 
        0.200000E+01        0.100000E+01 
        0.200000E+01        0.200000E+01 
        0.200000E+01        0.300000E+01 
        0.200000E+01        0.400000E+01 
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        0.200000E+01        0.500000E+01 
        0.100000E+01        0.500000E+01 
        0.000000E+00        0.500000E+01 
        0.000000E+00        0.400000E+01 
        0.000000E+00        0.300000E+01 
        0.000000E+00        0.200000E+01 
        0.000000E+00        0.100000E+01 
        0.100000E+01        0.100000E+01 
        0.100000E+01        0.200000E+01 
        0.100000E+01        0.300000E+01 
        0.100000E+01        0.400000E+01 
       1      15      14 
       1       2       15 
       2       4       15 
       2       3        4 
      14      16     13 
      14      15     16 
      15       5      16 
      15       4       5 
      13      17     12 
      13      16     17 
      16       6      17 
      16       5       6 
      12      18     11 
      12      17     18 
      17       7      18 
      17       6       7 
      11       9      10 
      11      18      9 
      18       8       9 
      18       7       8 
 ZONE T="COORD AT STEP:  1", N=   18, E=   20, F=FEPOINT, ET=TRIANGLE 
        0.000000E+00        0.000000E+00 
        0.100000E+01        0.000000E+00 
        0.200000E+01        0.000000E+00 
        0.214301E+01        0.891466E+00 
        0.236469E+01        0.183414E+01 
        0.261627E+01        0.283362E+01 
        0.284169E+01        0.388803E+01 
        0.300000E+01        0.500000E+01 
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        0.200000E+01        0.500000E+01 
        0.100000E+01        0.500000E+01 
        0.856988E+00        0.410853E+01 
        0.635313E+00        0.316586E+01 
        0.383734E+00        0.216638E+01 
        0.158313E+00        0.111197E+01 
        0.113849E+01        0.996458E+00 
        0.137022E+01        0.199894E+01 
        0.162978E+01        0.300106E+01 
        0.186151E+01        0.400354E+01 
       1      15     14 
       1       2      15 
       2       4      15 
       2       3       4 
      14      16    13 
      14      15    16 
      15       5     16 
      15       4      5 
      13      17    12 
      13      16    17 
      16       6     17 
      16       5      6 
      12      18    11 
      12      17    18 
      17       7     18 
      17       6      7 
      11       9     10 
      11      18     9 
      18       8      9 
      18       7      8 

รูปท่ี 4.27  ลกัษณะไฟล์ “RECT_ELAS_DEF.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงผลลพัธ์ 
      การเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ 

แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ก่อนและหลงัการเปล่ียนแปลงรูปร่างของเอลิเมนต์ท่ีวิเคราะห์
ด้วยโปรแกรม ELASTIC2D แสดงได้ดงัรูปท่ี 4.28 และ 4.29 ตามลําดบั ในขณะท่ีรูปแบบลกัษณะ
ของไฟล์ข้อมลู “RECT_ELAS_QLT.PLT” และกราฟซึง่แสดงข้อมลูคณุภาพของเอลิเมนต์แสดงดงั
รูปท่ี 4.30 และ 4.31 ตามลําดบั 
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รูปท่ี 4.28  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ก่อนการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์ 

         “RECT_ELAS_DEF.PLT” 

 

รูปท่ี 4.29  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์หลงัการเปล่ียนแปลงท่ีได้จากไฟล์  
         “RECT_ELAS_DEF.PLT” 

TITLE = "COMPARISON CHART OF ELEMENT QUALITY BETWEEN EACH METHOD" 
   VARIABLES = "STEP", "QAVG", "QMIN" 
  ZONE T="ELASTIC", I=   2 , DATAPACKING=POINT 
     0          0.86602539          0.86602539 
     1          0.82519444          0.78852147 

รูปท่ี 4.30  ลกัษณะไฟล์ “RECT_ELAS_QLT.PLT” เพ่ือใช้ในการแสดงคณุภาพของเอลเิมนต์ 
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รูปท่ี 4.31  กราฟแสดงคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากไฟล์ “RECT_ELAS_QLT.PLT” 

สิ่งสําคญัของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ทําการประดิษฐ์ขึน้คือต้องมีความสอดคล้องกบั
หลักการและสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีถูกสร้างขึน้เพ่ือใช้ในการคํานวณหาค่าเคล่ือนตัวของ         
เอลเิมนต์ของแตล่ะวิธีทัง้นีเ้พ่ือให้ผลลพัธ์ท่ีได้มีความถกูต้องและเช่ือถือได้ ซึง่ในบทตอ่ไปจะทําการ
ทดสอบความสอดคล้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์กบัตวัอย่างปัญหาท่ีมีรูปแบบการเคล่ือนท่ีของ
ขอบเขตอยา่งง่าย 
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5                                          บทที่  5 

การตรวจสอบโปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

ในบทนีจ้ะเป็นการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้เพ่ือใช้ในการหาค่า
เคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ ได้แก่ โปรแกรม LINEAL2D, TORSION2D และ ELASTIC2D ทัง้นี ้
เน่ืองจากในปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีส่วนใหญ่จะไม่ทราบผลเฉลยแม่นตรง (Exact 
Solution) ดงันัน้ในการตรวจสอบความถกูต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์จะพิจารณาจากรูปแบบ
การเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ภายหลงัจากขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี รวมถึงโอกาสท่ีเอลิเมนต์จะเกิด
การไขว้ตวั ซึ่งผลลพัธ์ท่ีได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์เหล่านีจ้ะต้องสอดคล้องกับหลกัการและ
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของแต่ละวิธี โดยจะนําไปทดสอบกบัปัญหาท่ีมีรูปแบบการเคลื่อนท่ีของ
ขอบเขตอยา่งง่าย ทัง้นีเ้พ่ือเป็นการตรวจสอบความถกูต้องของโปรแกรมก่อนท่ีจะนําไปประยกุต์ใช้
กบัปัญหาท่ีมีความซบัซ้อนตอ่ไป 

สําหรับปัญหาท่ีจะนํามาทดสอบความถูกต้องของโปรแกรมจะมีโครงสร้างเป็นรูป
สามเหลี่ยมหน้าจัว่ประกอบด้วย 4 จดุต่อ และมีอตัราส่วน 0:l h เท่ากบั 2:1 โดย l  และ 0h  คือ
ความยาวฐานและความสงูของสามเหล่ียมหน้าจัว่ตามลําดบั และกําหนดเง่ือนไขขอบเขตโดยให้
จดุต่อ 1 และ 2 ถกูตรึงแน่นในขณะท่ีจดุต่อ 3 เคล่ือนท่ีลงในแนวดิ่ง แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์
เม่ือทําการวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม LINEAL2D จะประกอบด้วย 4 จดุตอ่และ 6 เอลิเมนต์ และเม่ือ
ทําการวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม TORSION2D และ ELASTIC2D จะประกอบด้วย 4 จดุตอ่และ 3 
เอลเิมนต์ โดยลกัษณะของแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตทัง้สามแบบแสดงได้ดงั
รูปท่ี 5.1  

 

 

 

 

 

 

(ก)  โปรแกรม LINEAL2D 
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(ข)  โปรแกรม TORSION2D 
 

 

 

 

 

 

(ค)  โปรแกรม ELASTIC2D 

รูปท่ี 5.1  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาโครงสร้างรูปสามเหล่ียมเม่ือทําการวิเคราะห์ด้วย 
 โปรแกรมตา่ง ๆ 

ถ้ากําหนดให้จดุต่อ 3 เคล่ือนท่ีลงมาท่ีระยะทางต่าง ๆ ได้แก่ท่ีระยะ 50%, 58%, 59% 
และ 90% ของความสงู 

0h จะได้รูปแบบการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละโปรแกรมดงั
แสดงในรูปท่ี 5.2-5.5 โดยจะแสดงการเคล่ือนตัวของเอลิเมนต์เม่ือจุดต่อ 3 เคล่ือนท่ีไปเป็น
ระยะทาง 50%, 58%, 59% และ 90% ของความสงู 0h  ตามลําดบั 
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(ข)  โปรแกรม TORSION2D 

 

 
(ค)  โปรแกรม ELASTIC2D 

รูปท่ี 5.2  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ เม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีลงมา 
  เป็นระยะทาง 50% ของความสงู 0h  

 

 

 
(ก)  โปรแกรม LINEAL2D 

 

 
(ข)  โปรแกรม TORSION2D 

 

 
(ค)  โปรแกรม ELASTIC2D 

รูปท่ี 5.3  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ เม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีลงมา 
  เป็นระยะทาง 58% ของความสงู 

0h  
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(ก)  โปรแกรม LINEAL2D 

 

 
(ข)  โปรแกรม TORSION2D 

 

 
(ค)  โปรแกรม ELASTIC2D 

รูปท่ี 5.4  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ เม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีลงมา 
  เป็นระยะทาง 59% ของความสงู 

0h  

 

 
(ก)  โปรแกรม LINEAL2D 

 

 
(ข)  โปรแกรม TORSION2D 

 

 
(ค)  โปรแกรม ELASTIC2D 

รูปท่ี 5.5  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ เม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีลงมา 
  เป็นระยะทาง 90% ของความสงู 

0h  
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จากผลลพัธ์ทัง้หมดจะพบว่าเม่ือจุดต่อ 3 ซึ่งเป็นตําแหน่งท่ีขอบเขตเคล่ือนท่ีลงมาตาม
แนวดิ่ง จะทําให้จดุต่อ 4 ซึง่สามารถเคลื่อนท่ีได้อย่างอิสระเคลื่อนท่ีลงตามแนวดิ่งด้วยเช่นกนั จึง
เป็นการเคล่ือนท่ีท่ีสอดคล้องกนั นอกจากนีย้งัพบด้วยว่าเม่ือจดุตอ่ 3 เคลื่อนท่ีลงมาเป็นระยะทาง 
ตัง้แต่ 59% ของความสงู 0h ขึน้ไป เอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D ซึง่ประดิษฐ์ขึน้โดยมี
ความสอดคล้องกบัวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นจะเกิดการไขว้ตวั และจะเกิดการไขว้ตวัมากขึน้
เม่ือเคล่ือนท่ีลงมาเป็นระยะทางเพิ่มขึน้ ทําให้เอลิเมนต์ท่ีได้ไม่สามารถยอมรับได้ ซึง่สอดคล้องกบั
หลกัการของวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นท่ีคา่ความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้นจะยิ่งมีคา่มากขึน้
เม่ือขอบเอลิเมนต์สัน้ลง ด้วยเหตนีุว้ิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นจึงสามารถป้องกนัจดุต่อไม่ให้
เคล่ือนท่ีมาชนกนั แตไ่มส่ามารถป้องกนัการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ได้ ในขณะท่ีเอลิเมนต์ท่ีได้จากอีก 
2 โปรแกรมท่ีเหลือคือ TORSION2D และ ELASTIC2D ซึง่ประดิษฐ์ขึน้โดยมีความสอดคล้องกบั
วิธีความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริงและวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ียืดหยุ่นได้
ตามลําดบัจะไม่เกิดการไขว้ตวัไม่ว่าจุดต่อ 3 จะเคล่ือนท่ีลงมาเป็นระยะทางเท่าใดก็ตาม โดยวิธี
ความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ียืดหยุ่นได้จะก่อให้เกิดการยุบตวัของโครงสร้างอย่าง
สม่ําเสมอมากกว่าวิธีความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริง จะเห็นว่าผลลพัธ์ท่ีได้จากแต่ละโปรแกรม
คอมพิวเตอร์ตา่งสอดคล้องกบัหลกัการท่ีใช้ในการคํานวณหาคา่เคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ของแตล่ะ
วิธี ดงันัน้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดษิฐ์ขึน้นีจ้งึมีความน่าเช่ือถือมากยิ่งขึน้ 

นอกจากนีย้งัสามารถทําการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละโปรแกรม 
โดยพิจารณาจากคุณภาพโดยเฉล่ียของเอลิเมนต์ พบว่าในขณะท่ีโครงสร้างยุบตวัลงจะทําให้      
เอลิเมนต์มีคณุภาพน้อยลงตามไปด้วย และเม่ือเคลื่อนท่ีลงมาท่ีระยะทาง 90% ของความสงู 0h   
เอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม ELASTIC2D จะมีคณุภาพลดลงจาก 0.508 เหลือ 0.077 ในขณะท่ี  
เอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม TORSION2D จะมีคุณภาพลดลงจาก 0.508 เหลือ 0.052 ส่วน
คุณภาพของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D นัน้ไม่สามารถทําการวัดได้เน่ืองจาก           
เอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั กราฟแสดงการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากแตล่ะโปรแกรม
แสดงดงัรูปท่ี 5.6 

ในบทต่อไปจะนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้นีไ้ปประยุกต์ใช้กับปัญหา
ขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีในรูปแบบต่าง ๆ แล้วทําการเปรียบเทียบผลลพัธ์ของเอลิเมนต์รวมถึง
ข้อดี-ข้อเสียท่ีได้จากแตล่ะวิธี 
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รูปท่ี 5.6  การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาโครงสร้างรูป 
สามเหลี่ยม 

  

LINEAL 

ELASTIC 

 TORSION 



 
 

6                                          บทที่  6 

การประยุกต์ใช้โปรแกรมคอมพวิเตอร์เพื่อแก้ปัญหา                                    
ขอบเขตเกิดการเคล่ือนที่ในสองมิต ิ

ในบทนีจ้ะนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้มาทดสอบประสิทธิภาพกับปัญหา
ขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีในรูปแบบตา่ง ๆ 4 ปัญหาด้วยกนั ซึง่แตล่ะปัญหาตา่งมีรูปแบบโครงสร้าง
และรูปแบบการเคล่ือนท่ีท่ีแตกตา่งกนัดงันี ้

1) ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 
2) ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลม  
3) ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 
4) ปัญหาการเคล่ือนท่ีทัง้แบบเชิงเส้นและเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

จากนัน้จะแสดงตวัอย่างการนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์นีไ้ปประยกุต์ใช้กบัปัญหาท่ีพบเห็น
ได้บอ่ยในชีวิตจริง โดยนําไปจําลองการไหลเวียนของเลือดผ่านเส้นเลือด Coronary Artery ซึง่เป็น
หลอดเลือดแดงหล่อเลีย้งหวัใจ โดยผลลพัธ์ของเอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละวิธีในแต่ละปัญหาจะถูก
นํามาวิเคราะห์และเปรียบเทียบตามหลกัเกณฑ์ 2 หลกัเกณฑ์ด้วยกัน ได้แก่ความสมบูรณ์ของ    
เอลเิมนต์และคณุภาพของเอลเิมนต์ ซึง่หลกัเกณฑ์ทัง้สองได้กลา่วถึงไว้แล้วในบทท่ี 3 

6.1 ปัญหาการเคล่ือนที่แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

ปัญหาแรกท่ีจะนํามาทดสอบประสิทธิภาพของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้คือ
ปัญหาท่ีมีโดเมนเป็นรูปส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดใหญ่ 9x9 หน่วยและมีส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดเล็ก 3x3 
หน่วยอยูต่รงตําแหน่งกึ่งกลางภายในส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดใหญ่ และกําหนดเง่ือนไขขอบเขตโดยให้
ส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดใหญ่ถูกตรึงแน่น ในขณะท่ีส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดเล็กเคล่ือนท่ีขึน้ไปตามแกน  
Y  เป็นระยะทาง 1 หน่วยและ 2.8 หน่วยตามลําดบั  ลกัษณะรูปแบบและเง่ือนไขขอบเขตของ
ปัญหานีแ้สดงได้ดงัรูปท่ี 6.1 
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รูปท่ี 6.1  ลกัษณะของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์จะใช้เป็นเอลิเมนต์สามเหลี่ยมสามจดุต่อแบบมีระเบียบ โดย
เม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D, จะประกอบด้วย 336 จดุตอ่และ 912       
เอลิเมนต์ และเม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D และ ELASTIC2D จะ
ประกอบด้วย 336 จดุต่อและ 576 เอลิเมนต์ ซึ่งแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ทัง้สามแบบแสดงได้
ดงัรูปท่ี 6.2 

    
รูปท่ี 6.2  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

สําหรับค่าคุณสมบัติต่าง ๆ ท่ีต้องใช้ในโปรแกรม ELASTIC2D จะกําหนดให้ส่ีเหล่ียม
จตัรัุสทัง้สองมีคา่โมดลูสัของความยืดหยุ่นเท่ากบั 1x1010, อตัราสว่นของปัวส์ซงเท่ากบั 0.3 และมี
ความหนาเท่ากับ 0.01 ซึ่งลกัษณะของปัญหาเป็นแบบความเค้นในระนาบ (Plane Stress) 
ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D, TORSION2D 

X

Y
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3 

Fixed 
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และ ELASTIC2D เม่ือส่ีเหล่ียมจตัุรัสขนาดเล็กเคล่ือนท่ีขึน้ไปตามแกน Y เป็นระยะทาง 1 และ 
2.8 หน่วยแสดงได้ดงัรูปท่ี 6.3 และ 6.4 ตามลําดบั 

 
(ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D 

 
(ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D  

  
(ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D   

รูปท่ี 6.3  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีขึน้ไป 1 หน่วย 
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(ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D 

 
(ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D  

  
(ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D   

รูปท่ี 6.4  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีขึน้ไป 2.8 หน่วย 
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รูปท่ี 6.3 และ 6.4 แสดงการเปรียบเทียบรูปร่างของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมทัง้สามเม่ือ
ส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาดเล็กเคล่ือนท่ีขึน้ไปตามแกน Y เป็นระยะทาง 1 หน่วยและ 2.8 หน่วย
ตามลําดบั พบวา่ท่ีระยะทาง 1 หน่วยเอลเิมนต์ท่ีได้จากทกุโปรแกรมจะไม่เกิดการไขว้ตวั ในขณะท่ี
ท่ีระยะทาง 2.8 หน่วยเอลิเมนต์ท่ีได้จากทกุโปรแกรมจะเกิดการไขว้ตวั ซึ่งถือว่าเอลิเมนต์นัน้ไม่มี
ความสมบรูณ์จงึไมผ่า่นเกณฑ์ท่ีสามารถยอมรับได้ และเม่ือเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้
จากแต่ละโปรแกรมพบว่าท่ีระยะทาง 1 หน่วยคณุภาพของเอลิเมนต์โดยเฉล่ีย (QAVG) ท่ีได้จาก
ทกุโปรแกรมมีคา่เท่ากนัคือมีคณุภาพลดลงจาก 0.866 เหลือ 0.834 แต่เม่ือพิจารณาคณุภาพของ    
เอลิเมนต์ท่ีต่ําท่ีสดุ (QMIN) ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D, TORSION2D  และ ELASTIC2D จะ
มีค่า 0.485, 0.454 และ 0.535 ตามลําดบั ดงันัน้จึงสรุปได้ว่าโปรแกรม ELASTIC2D จะให้        
เอลิเมนต์ท่ีมีคณุภาพดีท่ีสดุในขณะท่ีโปรแกรม TORSION2D จะให้เอลิเมนต์ท่ีมีคณุภาพต่ําท่ีสดุ 
ส่วนการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีระยะทาง 2.8 หน่วยนัน้ไม่สามารถวดัได้เน่ืองจาก   
เอลิเมนต์เกิดการไขว้ตวั กราฟแสดงการเปรียบเทียบคุณภาพของเอลิเมนต์เม่ือส่ีเหล่ียมจัตุรัส
ขนาดเลก็เคลื่อนท่ีขึน้ไปเป็นระยะทาง 1 หน่วยแสดงได้ดงัรูปท่ี 6.5  

  
รูปท่ี 6.5  การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี 

   แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตเคล่ือนท่ีขึน้ไป 1 หน่วย 

สําหรับการแก้ไขปัญหาการไขว้ตวัของเอลิเมนต์นัน้สามารถทําได้หลายวิธี เช่น การสร้าง
เอลิเมนต์ใหม่, การปรับรูปแบบการติดสปริงในแบบจําลองของวิธีความคล้ายคลึงสปริง หรือการ
ปรับค่าคณุสมบตัิเฉพาะตวัของวตัถุในแต่ละตําแหน่งของวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของ

QAVG 

QMIN 

LINEAL 

ELASTIC 

 TORSION 
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วตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ เป็นต้น ในท่ีนีจ้ะทําการแก้ไขโดยแบง่ระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็นช่วง
ย่อย ๆ และทําการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของแต่ละโปรแกรมโดยดูจากจํานวนของช่วงการ
เคล่ือนท่ีย่อย ซึ่งโปรแกรมท่ีมีจํานวนของช่วงการเคล่ือนท่ีย่อยน้อยท่ีสดุโดยเอลิเมนต์ไม่เกิดการ
ไขว้ตวั จะใช้เวลาในการคํานวณน้อยสดุและมีประสทิธิภาพดีท่ีสดุด้วย เช่นสําหรับปัญหานีใ้นกรณี
ท่ีส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดเล็กเคลื่อนท่ีขึน้ไปเป็นระยะทาง 2.8 หน่วย จะต้องทําการแบง่ระยะทางการ
เคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็น 12 และ 42 ช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยเม่ือทําการวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม 
TORSION2D และ ELASTIC2D ตามลําดับ ถึงจะไม่เกิดการไขว้ตัวของเอลิเมนต์ ในขณะท่ี        
เอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D จะเกิดการไขว้ตวัเสมอถึงแม้จะแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ี
ออกเป็น 100 ช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยแล้วก็ตาม ซึง่โปรแกรมจะจบการทํางานท่ีช่วงการเคล่ือนท่ีย่อย
ท่ีเกิดการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ ซึง่ในปัญหานีเ้อลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D จะเกิดการ
ไขว้ตวัท่ีช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยท่ี 61 หรือเม่ือส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดเล็กเคล่ือนท่ีขึน้ไปเป็นระยะทาง 
1.8 หน่วย ดงันัน้สําหรับปัญหานีจ้ึงสรุปได้ว่าโปรแกรม TORSION2D จะมีประสิทธิภาพดีท่ีสดุใน
แง่ของการป้องกนัการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ เน่ืองจากมีจํานวนของช่วงการเคล่ือนท่ีย่อยน้อยท่ีสดุ 
สว่นโปรแกรม LINEAL2D จะไมส่ามารถป้องกนัการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ได้ ซึง่ลกัษณะการเคลื่อน
ตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ เม่ือทําการแบง่ระยะทางการเคล่ือนท่ีออกเป็นช่วงย่อย ๆ 
แสดงได้ดงัรูปท่ี 6.6 

สําหรับการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละโปรแกรมสามารถกระทําได้
โดยการเปรียบเทียบท่ีจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยเดียวกนั โดยท่ีจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ี
ย่อยนัน้จะต้องไม่พบการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ เช่นเม่ือทําการแบ่งระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมด 
2.8 หน่วยออกเป็น 60 ช่วงการเคล่ือนท่ีย่อย จะได้คณุภาพของเอลิเมนต์จากโปรแกรมต่าง ๆ ดงั
แสดงในรูปท่ี 6.7 ซึ่งจะพบว่าเอลิเมนต์ท่ีแย่ท่ีสดุท่ีได้จากโปรแกรม TORSION2D จะมีลกัษณะท่ี
แย่กว่าเอลิเมนต์ท่ีแย่ท่ีสุดท่ีได้จากโปรแกรม ELASTIC2D แต่เม่ือเคล่ือนท่ีเป็นระยะทางตัง้แต ่
2.14 หน่วยเป็นต้นไป (หรือตัง้แต่ช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยท่ี 46) จะให้ผลลพัธ์ตรงกนัข้าม อย่างไรก็
ตามเม่ือพิจารณาคุณภาพโดยเฉล่ียของเอลิเมนต์แล้วพบว่าเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม 
ELASTIC2D จะมีคุณภาพโดยเฉล่ียอยู่ ท่ี  0.635 ซึ่งมากกว่าเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม 
TORSION2D ซึง่มีคณุภาพโดยเฉล่ียอยู่ท่ี 0.6 สว่นเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D นัน้ไม่
สามารถทําการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ได้เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั  
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(ก)  โปรแกรม LINEAL2D เม่ือแบง่เป็น 100 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ยซึง่จะจบการทํางาน                                  
ท่ีช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยท่ี 61 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั 

 
(ข)  โปรแกรม TORSION2D เม่ือแบง่เป็น 12 ชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ย 

  
(ค)  โปรแกรม ELASTIC2D เม่ือแบง่เป็น 42 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย 

รูปท่ี 6.6  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือแบง่ระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมด 2.8 หน่วย
ออกเป็นช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยตา่ง ๆ 
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รูปท่ี 6.7  การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี 

แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือแบง่ระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมด 2.8 หน่วย
ออกเป็น 60 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย 

6.2 ปัญหาการเคล่ือนที่แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลม 

ปัญหาท่ีสองท่ีจะนํามาทดสอบประสิทธิภาพของโปรแกรมคอมพิวเตอร์จะมีลักษณะ
คล้ายคลึงกับปัญหาแรกคือมีโดเมนเป็นรูปส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดใหญ่ 10x10 หน่วยและมีวงกลม
ขนาดเล็กเส้นผ่าศนูย์กลาง 4 หน่วยอยู่ตรงตําแหน่งกึ่งกลางภายในส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดใหญ่ และ
กําหนดเง่ือนไขขอบเขตโดยให้ส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดใหญ่ถูกตรึงแน่น ในขณะท่ีวงกลมขนาดเล็ก
เคล่ือนท่ีไปทางซ้ายตามแนวแกน X เป็นระยะทาง 1 หน่วยและ 2.9 หน่วย ลกัษณะรูปแบบและ
เง่ือนไขขอบเขตของปัญหานีแ้สดงได้ดงัรูปท่ี 6.8 

แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์จะใช้เป็นเอลิเมนต์สามเหล่ียมสามจดุตอ่แบบไร้ระเบียบ โดย
เม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D, จะประกอบด้วย 294 จดุตอ่และ 823 
เอลิเมนต์ และเม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D และ ELASTIC2D จะ
ประกอบด้วย 294 จดุต่อและ 529 เอลิเมนต์ ซึ่งแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ทัง้สามแบบแสดงได้
ดงัรูปท่ี 6.9 

 

  

QMIN 

QAVG 

LINEAL 
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 TORSION 
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รูปท่ี 6.8  ลกัษณะของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลม 

   
รูปท่ี 6.9  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลม 

ถ้ากําหนดให้ค่าคุณสมบตัิต่าง ๆ ท่ีต้องใช้ในโปรแกรม ELASTIC2D ของปัญหานีมี้ค่า
เช่นเดียวกบัในปัญหาแรกคือมีค่าโมดลูสัของความยืดหยุ่นเท่ากบั 1x1010, อตัราส่วนของปัวส์ซง
เท่ากบั 0.3 และความหนาเท่ากบั 0.01 ซึง่ลกัษณะของปัญหาเป็นแบบความเค้นในระนาบ (Plane 
Stress) ลักษณะการเคลื่อนตัวของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D, 
TORSION2D และ ELASTIC2D เม่ือวงกลมขนาดเล็กเคลื่อนท่ีไปทางซ้ายตามแนวแกน X เป็น
ระยะทาง 1 หน่วยและ 2.9 หน่วยแสดงได้ดงัรูปท่ี 6.10 และ 6.11 ตามลําดบั 
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(ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D 

 
(ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D     

 
(ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D   

รูปท่ี 6.10  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีไปทางซ้าย 1 หน่วย 
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(ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D 

 
(ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D  

   
(ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D   

รูปท่ี 6.11  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือขอบเขตเคลื่อนท่ีไปทางซ้าย 2.9 หน่วย 
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รูปท่ี 6.10 และ 6.11 แสดงการเปรียบเทียบรูปร่างของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมทัง้สาม
เม่ือวงกลมเคล่ือนท่ีไปทางซ้ายตามแนวแกน X เป็นระยะทาง 1 หน่วยและ 2.9 หน่วยตามลําดบั 
พบวา่ท่ีระยะทาง 1 หน่วยเอลเิมนต์ท่ีได้จากทกุโปรแกรมจะไม่เกิดการไขว้ตวั ในขณะท่ีท่ีระยะทาง 
2.9 หน่วยเอลเิมนต์ท่ีได้จากทกุโปรแกรมจะเกิดการไขว้ตวั ซึง่ถือวา่เอลเิมนต์นัน้ไมมี่ความสมบรูณ์
จึงไม่ผ่านเกณฑ์ท่ีสามารถยอมรับได้ และเม่ือเปรียบเทียบคุณภาพของเอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละ
โปรแกรมพบว่าท่ีระยะทาง 1 หน่วยคุณภาพของเอลิเมนต์โดยเฉล่ีย (QAVG) ท่ีได้จากแต่ละ
โปรแกรมมีคา่ใกล้เคียงกนัมากคือมีคณุภาพลดลงจาก 0.960 เหลือ 0.928, 0.933 และ 0.926 เม่ือ
วิเคราะห์ด้วยโปรแกรม LINEAL2D, TORSION2D และ ELASTIC2D ตามลําดบั แตเ่ม่ือพิจารณา
เปรียบเทียบท่ีคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีต่ําท่ีสดุ (QMIN) ท่ีได้จากแตล่ะโปรแกรม พบว่าเอลิเมนต์ท่ี
ได้จากโปรแกรม TORSION2D จะมีคณุภาพต่ําสดุคืออยู่ท่ี 0.637 ในขณะท่ีเอลิเมนต์ท่ีมีคณุภาพ
ต่ําท่ีสุดท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D และ ELASTIC2D มีค่า 0.656 และ 0.670 ตามลําดับ    
ดงันัน้จึงสรุปได้ว่าโปรแกรม ELASTIC2D จะให้เอลิเมนต์ท่ีมีคณุภาพดีท่ีสดุในขณะท่ีโปรแกรม 
TORSION2D จะให้เอลิเมนต์ท่ีมีคณุภาพต่ําท่ีสดุ ส่วนการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ี
ระยะทาง 2.9 หน่วยนัน้ไม่สามารถวัดได้เน่ืองจากเอลิเมนต์เกิดการไขว้ตัว กราฟแสดงการ
เปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์เม่ือวงกลมเคล่ือนท่ีไปทางซ้ายตามแนวแกน X เป็นระยะทาง 1 
หน่วยแสดงได้ดงัรูปท่ี 6.12  

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 6.12  การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี 
    แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือขอบเขตเคล่ือนท่ีไปทางซ้าย 1 หน่วย 
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สําหรับการแก้ไขปัญหาการไขว้ตัวของเอลิเมนต์นัน้จะทําในลักษณะเช่นเดียวกันกับ
ปัญหาแรก คือทําการแบ่งระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็นช่วงย่อย ๆ แล้วเปรียบเทียบ
ประสิทธิภาพของแต่ละโปรแกรมโดยดูจากจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อย ซึ่งโปรแกรมท่ีมี
จํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยน้อยท่ีสดุจะใช้เวลาในการคํานวณน้อยสดุ และมีประสิทธิภาพดี
ท่ีสดุด้วย ดงันัน้สําหรับปัญหานีพ้บว่าจะต้องทําการแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ีทัง้หมด 2.9 หน่วย
ออกเป็น  5 ช่วงการเคล่ือนท่ีย่อยเม่ือทําการวิ เคราะห์ด้วยโปรแกรม  TORSION2D และ 
ELASTIC2D ถึงจะไม่เกิดการไขว้ตัวของเอลิเมนต์ ในขณะท่ีเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม 
LINEAL2D จะเกิดการไขว้ตัวเสมอถึงแม้จะแบ่งระยะทางการเคล่ือนท่ีออกเป็น 100 ช่วงการ
เคล่ือนท่ีย่อยแล้วก็ตาม ซึง่โปรแกรมจะจบการทํางานท่ีช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยท่ีเกิดการไขว้ตวัของ
เอลิเมนต์ ซึ่งในปัญหานีเ้อลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D จะเกิดการไขว้ตวัท่ีช่วงการ
เคล่ือนท่ียอ่ยท่ี 65 หรือเม่ือวงกลมขนาดเลก็เคลื่อนท่ีไปทางซ้ายเป็นระยะทาง 1.885 หน่วย ดงันัน้
สําหรับปัญหานีจ้ึงสรุปได้ว่าโปรแกรม TORSION2D และ ELASTIC2D มีประสิทธิภาพในการ
ป้องกนัการไขว้ตวัของเอลเิมนต์เท่ากนั ซึง่ดีกวา่โปรแกรม LINEAL2D ท่ีไม่สามารถป้องกนัการไขว้
ตวัของเอลิเมนต์ได้ ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมต่าง ๆ เม่ือทําการแบ่ง
ระยะทางการเคล่ือนท่ีออกเป็นช่วงยอ่ย ๆ แสดงได้ดงัรูปท่ี 6.13  

สําหรับการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละโปรแกรมสามารถกระทําได้
โดยการเปรียบเทียบท่ีจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยเดียวกนั โดยท่ีจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ี
ย่อยนัน้จะต้องไม่พบการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ เช่นเม่ือทําการแบ่งระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมด 
2.9 หน่วยออกเป็น 20 ช่วงการเคล่ือนท่ีย่อย จะได้คณุภาพของเอลิเมนต์จากโปรแกรมต่าง ๆ ดงั
แสดงในรูปท่ี 6.14 ซึ่งจะพบว่าคณุภาพโดยเฉลี่ยของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม TORSION2D   
และ ELASTIC2D มีค่าใกล้เคียงกนัมาก โดยตลอดระยะเวลาท่ีเอลิเมนต์เกิดการเปล่ียนแปลง
รูปร่างนัน้ คณุภาพโดยเฉล่ียของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม TORSION2D จะมากกว่าคณุภาพ
โดยเฉล่ียของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม ELASTIC2D เพียงเล็กน้อย ในขณะท่ีเอลิเมนต์ท่ีแย่ท่ีสดุ
ท่ีได้จากโปรแกรม TORSION2D จะมีลักษณะท่ีแย่กว่าเอลิเมนต์ท่ีแย่ท่ีสุดท่ีได้จากโปรแกรม 
ELASTIC2D อยา่งเห็นได้ชดั แตเ่ม่ือเคล่ือนท่ีมาท่ีระยะทาง 2.9  หน่วย (หรือช่วงการเคลื่อนท่ีย่อย
ท่ี 20) จะให้ผลลพัธ์ตรงกนัข้าม กลา่วคือเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม ELASTIC2D จะมีคณุภาพ
โดยเฉล่ียอยูท่ี่ 0.695 ซึง่มากกวา่เอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม TORSION2D ซึง่มีคณุภาพโดยเฉล่ีย
อยู่ท่ี 0.689 เพียงเล็กน้อย ส่วนเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D นัน้ไม่สามารถทําการ
เปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ได้เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั 
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(ก)  โปรแกรม LINEAL2D เม่ือแบง่เป็น 100 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ยซึง่จะจบการทํางาน                 

ท่ีช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยท่ี 65 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั 

 
(ข)  โปรแกรม TORSION2D เม่ือแบง่เป็น 5 ชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ย 

 
(ค)  โปรแกรม ELASTIC2D เม่ือแบง่เป็น 5 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย 

รูปท่ี 6.13  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ีทัง้หมด 2.9 หน่วย      
ออกเป็นช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยตา่ง ๆ 
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รูปท่ี 6.14  การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี 

แบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลมเม่ือแบง่ระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมด 2.9 หนว่ย
ออกเป็น 20 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย 

6.3 ปัญหาการเคล่ือนที่แบบเชิงมุมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

ปัญหาถดัมาท่ีจะนํามาทดสอบประสิทธิภาพของโปรแกรมคอมพิวเตอร์จะมีลกัษณะการ
เคล่ือนท่ีของขอบเขตเป็นแบบเชิงมมุ ซึง่แตกตา่งจากทัง้สองปัญหาท่ีได้กลา่วมาแล้วข้างต้น โดยมี
โดเมนเป็นรูปส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดใหญ่ 20x20 หน่วยและมีส่ีเหล่ียมผืนผ้าขนาดกว้าง x ยาว
เท่ากบั  2 x 8 หน่วยอยู่ตรงตําแหน่งกึ่งกลางภายในส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดใหญ่ และกําหนดเง่ือนไข
ขอบเขตโดยให้ส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาดใหญ่ถูกตรึงแน่น ในขณะท่ีส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไปทํามุม 10 
องศาและ 45 องศากับแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกา ลกัษณะรูปแบบและเง่ือนไขขอบเขตของ
ปัญหานีแ้สดงได้ดงัรูปท่ี 6.15 

แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์จะใช้เป็นเอลิเมนต์สามเหล่ียมสามจดุตอ่แบบไร้ระเบียบ โดย
เม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D จะประกอบด้วย 814 จดุตอ่และ 2,342 
เอลิเมนต์ และเม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D และ ELASTIC2D จะ
ประกอบด้วย 814 จดุตอ่และ 1,528 เอลเิมนต์ ซึง่แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ทัง้สามแบบแสดงได้
ดงัรูปท่ี 6.16 
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รูปท่ี 6.15  ลกัษณะของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

 

รูปท่ี 6.16 แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

ถ้ากําหนดให้ค่าคุณสมบตัิต่าง ๆ ท่ีต้องใช้ในโปรแกรม ELASTIC2D ของปัญหานีมี้ค่า
เช่นเดียวกบัสองปัญหาแรกคือมีคา่โมดลูสัของความยืดหยุ่นเท่ากบั 1x1010, อตัราสว่นของปัวส์ซง
เท่ากบั 0.3 และความหนาเท่ากบั 0.01 ซึง่ลกัษณะของปัญหาเป็นแบบความเค้นในระนาบ (Plane 
Stress) ลักษณะการเคลื่อนตัวของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D, 
TORSION2D และ ELASTIC2D เม่ือส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไปทํามมุ 10 และ 45 องศากบัแกน X ใน
ทิศทวนเข็มนาฬิกาแสดงได้ดงัรูปท่ี 6.17 และ 6.18 ตามลําดบั  
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(ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D 

 
(ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D 

 
(ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D   

รูปท่ี 6.17  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตบดิไปทํามมุ 10 องศากบัแนวแกน X  



108 
 

 
(ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D 

 
(ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D  

   
(ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D   

รูปท่ี 6.18  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตบดิไปทํามมุ 45 องศากบัแนวแกน X  
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รูปท่ี 6.17 และ 6.18 แสดงการเปรียบเทียบรูปร่างของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมทัง้สาม
เม่ือส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไปทํามมุ 10 และ 45 องศากบัแนวแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกาตามลําดบั 
พบว่าเม่ือส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไป 10 องศาเอลิเมนต์ท่ีได้จากทุกโปรแกรมจะไม่เกิดการไขว้ตัว 
ในขณะท่ีเม่ือส่ีเหล่ียมผืนผ้าบดิไป 45 องศาเอลิเมนต์ท่ีได้จากทกุโปรแกรมจะเกิดการไขว้ตวั ซึง่ถือ
ว่าเอลิเมนต์นัน้ไม่มีความสมบูรณ์จึงไม่ผ่านเกณฑ์ท่ีสามารถยอมรับได้ และเม่ือเปรียบเทียบ
คุณภาพของเอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละโปรแกรมพบว่าเม่ือส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไปเป็นมุม 10 องศา    
เอลเิมนต์ท่ีได้จากแตล่ะโปรแกรมมีคณุภาพโดยเฉล่ีย (QAVG) เท่ากนัและมีคา่ลดลงจากคณุภาพ
โดยเฉลี่ยของเอลิเมนต์เร่ิมต้นเพียงเล็กน้อยเท่านัน้ กล่าวคือมีคุณภาพลดลงเหลือ 0.956 จาก
คณุภาพโดยเฉล่ียเร่ิมต้นท่ี 0.957 และเม่ือพิจารณาเปรียบเทียบท่ีคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีต่ําท่ีสดุ 
(QMIN) ท่ีได้จากแต่ละโปรแกรม พบว่าเอลิเมนต์ท่ีมีคณุภาพต่ําท่ีสดุท่ีได้จากแต่ละโปรแกรมมี
คณุภาพเท่ากนัโดยมีคา่เท่ากบั 0.47 ดงันัน้จึงสรุปได้ว่าในกรณีท่ีส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไปเป็นมมุ 10 
องศากับแนวแกน X รูปแบบของเอลิเมนต์ท่ีได้จะไม่เปล่ียนแปลงไปจากรูปแบบของเอลิเมนต์
เร่ิมต้นมากนกั และมีคณุภาพเท่ากนัจากทกุโปรแกรม สว่นการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลิเมนต์
เม่ือส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไปเป็นมมุ 45 องศานัน้ไม่สามารถวดัได้เน่ืองจากเอลิเมนต์เกิดการไขว้ตวั 
กราฟแสดงการเปรียบเทียบคุณภาพของเอลิเมนต์เม่ือส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไปทํามุม 10 องศากับ
แนวแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกาแสดงได้ดงัรูปท่ี 6.19 

 
รูปท่ี 6.19  การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี 

แบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือขอบเขตบดิไปทํามมุ 10 องศากบัแนวแกน X  

  

QMIN 

QAVG 

LINEAL 

ELASTIC 

 TORSION 
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สําหรับการแก้ไขปัญหาการไขว้ตวัของเอลิเมนต์นัน้จะกระทําในลกัษณะเช่นเดียวกนักบั
ปัญหาท่ีผ่านมา คือทําการแบ่งมุมท่ีบิดไปทัง้หมดออกเป็นช่วงย่อย  ๆ แล้วเปรียบเทียบ
ประสิทธิภาพของแต่ละโปรแกรมโดยดูจากจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อย ซึ่งโปรแกรมท่ีมี
จํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยน้อยท่ีสดุจะใช้เวลาในการคํานวณน้อยสดุ และมีประสิทธิภาพดี
ท่ีสดุด้วย สําหรับปัญหานีพ้บว่าจะต้องทําการแบ่งมมุท่ีบิดไปทัง้หมด 45 องศาออกเป็น 4 และ 2 
ช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยเม่ือทําการวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม  TORSION2D และ  ELASTIC2D 
ตามลําดบั ถึงจะไม่เกิดการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ ในขณะท่ีเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D 
จะเกิดการไขว้ตวัเสมอถึงแม้จะแบ่งมมุท่ีบิดไปทัง้หมดออกเป็น 100 ช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยแล้วก็
ตาม ซึ่งโปรแกรมจะจบการทํางานท่ีช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยท่ีเกิดการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ ซึ่งใน
ปัญหานีเ้อลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D จะเกิดการไขว้ตวัท่ีช่วงการเคล่ือนท่ีย่อยท่ี 84 
หรือเม่ือส่ีเหล่ียมจัตุรัสบิดไปเป็นมุม 37.8 องศากันแนวแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังนัน้
สําหรับปัญหานีจ้ึงสรุปได้ว่าโปรแกรม ELASTIC2D จะมีประสิทธิภาพดีท่ีสดุในแง่ของการป้องกนั
การไขว้ตัวของเอลิเมนต์ เน่ืองจากมีจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยน้อยสุด ส่วนโปรแกรม 
LINEAL2D จะไม่สามารถป้องกนัการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ได้ ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์
ท่ีได้จากโปรแกรมต่าง ๆ เม่ือทําการแบ่งมุมท่ีบิดไปทัง้หมดออกเป็นช่วงย่อย ๆ แสดงได้ดงัรูปท่ี 
6.20  

สําหรับการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละโปรแกรมสามารถกระทําได้
โดยการเปรียบเทียบท่ีจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยเดียวกนั โดยท่ีจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ี
ย่อยนัน้จะต้องไม่พบการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ เช่นเม่ือทําการแบ่งมุมท่ีบิดไปทัง้หมด 45 องศา
ออกเป็น 20 ช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ย จะได้คณุภาพของเอลเิมนต์จากโปรแกรมตา่ง ๆ ดงัแสดงในรูปท่ี 
6.21 ซึง่จะพบว่าคณุภาพโดยเฉล่ียของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม TORSION2D จะมีคา่เท่ากบั 
0.916 ซึง่มากกว่าคณุภาพโดยเฉล่ียของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม ELASTIC2D ซึง่มีค่าเท่ากบั 
0.904 เพียงเล็กน้อย ในขณะท่ีเอลิเมนต์ท่ีแย่ท่ีสดุท่ีได้จากโปรแกรม TORSION2D จะมีลกัษณะท่ี
แย่กว่าเอลิเมนต์ท่ีแย่ท่ีสดุท่ีได้จากโปรแกรม ELASTIC2D อย่างเห็นได้ชดั ส่วนเอลิเมนต์ท่ีได้จาก
โปรแกรม LINEAL2D นัน้ไม่สามารถทําการเปรียบเทียบคุณภาพของเอลิเมนต์ได้เน่ืองจาก         
เอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั  
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(ก)  โปรแกรม LINEAL2D เม่ือแบง่เป็น 100 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ยซึง่จะจบการทํางาน                 
ท่ีช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยท่ี 84 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั 

   
(ข)  โปรแกรม TORSION2D เม่ือแบง่เป็น 4 ชว่งการเคล่ือนท่ียอ่ย 

 
(ค)  โปรแกรม ELASTIC2D เม่ือแบง่เป็น 2 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย 

รูปท่ี 6.20  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือทําการแบง่มมุท่ีบดิไปทัง้หมด 45 องศา 
ออกเป็นช่วงยอ่ย ๆ 
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รูปท่ี 6.21  การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี 

แบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือทําการแบง่มมุท่ีบดิไปทัง้หมด 45 องศา 
ออกเป็น 20 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย 

6.4 ปัญหาการเคล่ือนที่แบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

ปัญหานีจ้ะมีลกัษณะใกล้เคียงกับปัญหาท่ีแล้วโดยกําหนดให้มีรูปแบบการเคลื่อนท่ีของ
ขอบเขตแตกต่างกนัเล็กน้อย โดยในปัญหาท่ีแล้วกําหนดให้ส่ีเหล่ียมผืนผ้าเกิดการบิดเพียงอย่าง
เดียว ในขณะท่ีปัญหานีจ้ะกําหนดให้ส่ีเหล่ียมผืนผ้าเกิดการบิดพร้อมกบัเคล่ือนท่ีลงตามแนวเส้น
ทแยงมมุในเวลาเดียวกัน นัน่คือกําหนดเง่ือนไขขอบเขตโดยให้ส่ีเหล่ียมจตัรัุสขนาดใหญ่ถูกตรึง
แน่นในขณะท่ีส่ีเหล่ียมผืนผ้าขนาดเล็กบิดไปทํามมุ 45 องศากบัแนวแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกา 
แตใ่นขณะเดียวกนัส่ีเหล่ียมผืนผ้านีจ้ะเคล่ือนท่ีไปทางขวาตามแนวแกน X เป็นระยะทาง 4 หน่วย
และเคล่ือนท่ีลงตามแนวแกนY เป็นระยะทาง 4 หน่วยด้วย รูปแบบลักษณะของปัญหาและ
แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ซึ่งมีจํานวน 814 จุดต่อและ 2,342 เอลิเมนต์ เม่ือวิเคราะห์ด้วย
โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D และมีจํานวน 814 จุดต่อและ 1,528 เอลิเมนต์ เม่ือวิเคราะห์
ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D และ ELASTIC2D สามารถแสดงได้ดงัรูปท่ี 6.22 และ 
6.23 ตามลําดบั 

 

 

 QMIN 

QAVG 

LINEAL 
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 TORSION 
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รูปท่ี 6.22  ลกัษณะของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

 
รูปท่ี 6.23  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 

ถ้ากําหนดให้ค่าคุณสมบตัิต่าง ๆ ท่ีต้องใช้ในโปรแกรม ELASTIC2D ของปัญหานีมี้ค่า
เช่นเดียวกบัปัญหาท่ีผา่นมาคือมีคา่โมดลูสัของความยืดหยุน่เท่ากบั 1x1010, อตัราสว่นของปัวส์ซง
เท่ากบั 0.3 และความหนาเท่ากบั 0.01 ซึง่ลกัษณะของปัญหาเป็นแบบความเค้นในระนาบ (Plane 
Stress) ลักษณะการเคลื่อนตัวของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D, 
TORSION2D และ ELASTIC2D เม่ือส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไปทํามมุ 45 องศากับแกน X ในทิศทวน
เข็มนาฬิกาพร้อมกบัเคล่ือนท่ีลงตามแนวเส้นทแยงมมุโดยเคล่ือนท่ีไปทางขวาตามแนวแกน X เป็น
ระยะทาง 4 หน่วยและเคล่ือนท่ีลงตามแนวแกนY เป็นระยะทาง 4 หน่วยแสดงได้ดงัรูปท่ี 6.24 
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(ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D 

    
(ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D 

 
(ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D   

รูปท่ี 6.24  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม  
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รูปท่ี 6.24 แสดงการเปรียบเทียบรูปร่างของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมทัง้สามเม่ือ
ส่ีเหล่ียมผืนผ้าบิดไปทํามุม 45 องศากับแนวแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกาพร้อมกับเคลื่อนท่ีไป
ทางขวาตามแนวแกน X และเคล่ือนท่ีลงตามแนวแกนY เป็นระยะทาง 4 หน่วยในเวลาเดียวกัน 
พบว่าเอลิเมนต์ท่ีได้จากทุกโปรแกรมจะเกิดการไขว้ตวัอย่างเห็นได้ชดั โดยคณุภาพโดยเฉลี่ยของ          
เอลเิมนต์ (QAVG) เร่ิมต้นอยูท่ี่ 0.957 แตไ่มส่ามารถทําการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้
จากแตล่ะโปรแกรมหลงัจากเกิดการเคล่ือนตวัได้เน่ืองมาจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั 

สําหรับการแก้ไขปัญหาการไขว้ตัวของเอลิเมนต์นัน้จะกระทําในลักษณะเช่นเดียวกับ
ปัญหาท่ีผา่นมา คือทําการแบง่ระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็นช่วงย่อย ๆ แล้วเปรียบเทียบ
ประสิทธิภาพของแต่ละโปรแกรมโดยดูจากจํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อย ซึ่งโปรแกรมท่ีมี
จํานวนของช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยน้อยท่ีสดุจะใช้เวลาในการคํานวณน้อยสดุ และมีประสิทธิภาพดี
ท่ีสดุด้วย สําหรับปัญหานีพ้บว่าจะต้องทําการแบ่งระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็น 15 ช่วง
การเคล่ือนท่ีย่อยเม่ือทําการวิเคราะห์ด้วยโปรแกรม ELASTIC2D ถึงจะไม่เกิดการไขว้ตัวของ      
เอลิเมนต์ ในขณะท่ีเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D และ TORSION2D จะเกิดการไขว้ตวั
เสมอถึงแม้จะแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ีทัง้หมดออกเป็น 100 ช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยแล้วก็ตาม ซึง่
โปรแกรมจะจบการทํางานท่ีช่วงการเคล่ือนท่ีย่อยท่ีเกิดการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ โดยเอลิเมนต์ท่ีได้
จากโปรแกรม LINEAL2D จะเกิดการไขว้ตวัท่ีช่วงการเคล่ือนท่ีย่อยท่ี 46 ในขณะท่ีเอลิเมนต์ท่ีได้
จากโปรแกรม TORSION2D จะเกิดการไขว้ตวัท่ีช่วงการเคลื่อนท่ีย่อยท่ี 96 ดงันัน้สําหรับปัญหานี ้
จึงสรุปได้ว่าโปรแกรม ELASTIC2D จะมีประสิทธิภาพดีท่ีสุดในการป้องกันการไขว้ตวัของ          
เอลิเมนต์ ส่วนโปรแกรม LINEAL2D และ TORSION2D จะไม่สามารถป้องกันการไขว้ตัวของ     
เอลิเมนต์ได้ ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมต่าง ๆ เม่ือทําการแบ่งระยะ
ทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็นช่วงยอ่ย ๆ แสดงได้ดงัรูปท่ี 6.25 

สําหรับการเปรียบเทียบคุณภาพของเอลิเมนต์จะกระทําโดยแบ่งระยะทางการเคล่ือนท่ี
ทัง้หมดออกเป็น 20 ช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ย พบว่าคณุภาพของเอลิเมนต์โดยเฉล่ียท่ีได้จากโปรแกรม 
ELASTIC2D จะมีค่าเท่ากบั 0.783 ซึง่ลดลงจากคณุภาพของเอลิเมนต์โดยเฉลี่ยเร่ิมต้นท่ี 0.957 
สว่นเอลเิมนต์ท่ีมีลกัษณะแยส่ดุท่ีได้จากโปรแกรม ELASTIC2D  จะมีคณุภาพเท่ากบั 0.001 ซึง่ถือ
วา่เอลิเมนต์นัน้มีคณุภาพต่ํามาก สว่นเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D และ TORSION2D 
นัน้ไมส่ามารถทําการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ได้เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั กราฟ
แสดงการเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ แสดงได้ดงัรูปท่ี 6.26  
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(ก)  โปรแกรม LINEAL2D เม่ือแบง่เป็น 100 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ยซึง่จะจบการทํางาน                 
ท่ีช่วงการเคลื่อนท่ียอ่ยท่ี 46 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั 

 
(ข)  โปรแกรม TORSION2D เม่ือแบง่เป็น 100 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ยซึง่จะจบการทํางานท่ีช่วงการ

เคล่ือนท่ียอ่ยท่ี 96 เน่ืองจากเอลเิมนต์เกิดการไขว้ตวั 

 
(ค)  โปรแกรม ELASTIC2D เม่ือแบง่เป็น 15 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย 

รูปท่ี 6.25  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี  
แบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือทําการแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ีทัง้หมด  
ออกเป็นช่วงยอ่ย ๆ 
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รูปท่ี 6.26  การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการเคล่ือนท่ี 

แบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมเม่ือทําการแบง่ระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมด 
ออกเป็น 20 ช่วงการเคล่ือนท่ียอ่ย 

6.5 การจาํลองการไหลเวียนของเลือดผ่านเส้นเลือด Coronary Artery 

ตวัอย่างสดุท้ายจะแสดงการนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้มาประยกุต์ใช้กบั
ปัญหาท่ีพบเห็นได้ในชีวิตจริงเพ่ือสามารถทําความเข้าใจได้ดียิ่งขึน้ โดยจะจําลองการไหลเวียน
ของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery ซึง่เป็นหลอดเลือดแดงท่ีมีหน้าท่ีนําเลือดและออกซิเจนมา
เลีย้งกล้ามเนือ้หวัใจ จึงนบัว่าเป็นหลอดเลือดท่ีมีความสําคญัมาก ลกัษณะโดยทัว่ไปของหลอด
เลือด Coronary Artery จะมีขนาดเส้นผ่าศนูย์กลางโดยเฉล่ียอยู่ท่ี 3.5 – 4.5 มิลลิเมตรและความ
หนาของผนงัหลอดเลือดโดยเฉล่ียมีคา่ 0.5 – 1 มิลลิเมตร [40] โดยปกติแล้วเส้นเลือด Coronary 
Artery จะเกิดการขยายตวัและหดตวัตามจงัหวะการเต้นของหวัใจ โดยเส้นเลือด Coronary Artery 
จะขยายตวัเพ่ือนําเลือดและออกซเิจนมาเลีย้งกล้ามเนือ้หวัใจมากขึน้และจะหดตวัเข้าสูส่ภาวะเดมิ
ต่อการเต้นของหวัใจ 1 ครัง้ ซึ่งขนาดของหลอดเลือดในขณะขยายตวัจะขึน้อยู่กับความยืดหยุ่น
ของผนงัเส้นเลือด อีกทัง้คา่ความยืดหยุ่นของผนงัเส้นเลือดในแตล่ะบคุคลจะแตกตา่งกนัไป ขึน้อยู่
กับปัจจัยต่าง ๆ เช่น อายุ เพศ การออกกําลงักาย การสบูบุหร่ี โรคภยัไข้เจ็บ เป็นต้น รูปท่ี 6.27 
แสดงลักษณะของหัวใจและตําแหน่งของเส้นเลือดหลัก ๆ ท่ีมีความสําคัญรวมถึงเส้นเลือด 
Coronary Artery [41] 

 QMIN 

QAVG 

LINEAL 

ELASTIC 

 TORSION 
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รูปท่ี 6.27  ลกัษณะของหวัใจและตําแหนง่ของเส้นเลือด Coronary Artery 

ในท่ีนีจ้ะทําการจําลองการไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery ในขณะท่ีเกิด
การขยายตวัโดยประยกุต์ใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้ รูปแบบลกัษณะของปัญหานี ้
จะกําหนดให้มีรูปแบบลกัษณะเช่นเดียวกบัของ Lally et al. [42] ดงัแสดงในรูปท่ี 6.28 โดยมี
เส้นผ่าศนูย์กลางของหลอดเลือดเท่ากบั 4 มิลลิเมตร ผนงัหลอดเลือดมีความหนา 0.5 มิลลิเมตร 
และมีค่าโมดลูสัของความยืดหยุ่น 3.9 x 106  Pa และอตัราส่วนของปัวส์ซงเท่ากบั 0.3 ซึ่งค่า
คณุสมบตัติา่ง ๆ เหลา่นีจ้ะถกูนํามาใช้ในโปรแกรม ELASTIC2D 

 

 

  
 
 
 

รูปท่ี 6.28  ลกัษณะของเส้นเลือด Coronary Artery โดยหลอดเลือดมีรัศมีภายนอก Ro = 2 มม.  
     และรัศมีภายใน Ri = 1.5 มม.  

OR

IR

wallArtery
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ผนังหลอดเลือด 

เน่ืองจากปัญหานีเ้ป็นปัญหาสมมาตร จึงสามารถพิจารณาเฉพาะคร่ึงบนของปัญหาได้ 
ถ้ากําหนดให้ในขณะท่ีเส้นเลือด Coronary Artery ขยายตวันัน้จะมีขนาดเพิ่มขึน้ประมาณ 20%
จากขนาดเส้นเลือดปกต ิลกัษณะรูปแบบและเง่ือนไขขอบเขตของปัญหานีแ้สดงได้ดงัรูปท่ี 6.29 

 

 

 

 
 

รูปท่ี 6.29   ลกัษณะของปัญหาการไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery 

แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ไเม่ือมองตามความยาวของหลอดเลือดจะประกอบด้วย 271 
จุดต่อและ 750 เอลิเมนต์ เม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D และ
ประกอบด้วย 271 จุดต่อและ 480 เอลิเมนต์เม่ือนําไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ 
TORSION2D และ ELASTIC2D ซึง่แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ทัง้สามแบบแสดงได้ดงัรูปท่ี 6.30 

 

 

 

 
 

รูปท่ี 6.30  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด  
 Coronary Artery 

เม่ือเส้นเลือด Coronary Artery ขยายตวั จะได้ลกัษณะการเคลื่อนตวัของเอลิเมนต์ท่ีได้
จากโปรแกรมตา่ง ๆ ดงัแสดงในรูปท่ี 6.31 

 

 
 

ผนังหลอดเลือด 
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ผนังหลอดเลือด 

 
 
 
 
 

(ก)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D 

 

 

 

 

(ข)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D 

 

 

 

 

 

(ค)  โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D   

รูปท่ี 6.31  ลกัษณะการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการไหลเวียน 
  ของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery  

คณุภาพโดยเฉล่ียของเอลิเมนต์เม่ือเส้นเลือด Coronary Artery ขยายตวัท่ีได้จากทัง้สาม
โปรแกรมจะมีคา่ใกล้เคียงกนั โดยเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม LINEAL2D จะมีคณุภาพโดยเฉล่ีย
มากท่ีสดุอยู่ท่ี 0.978 ในขณะท่ีเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม ELASTIC2D จะมีคณุภาพโดยเฉล่ีย
รองลงมาอยู่ท่ี 0.977 และเอลิเมนต์ท่ีได้จากโปรแกรม TORSION2D จะมีคณุภาพโดยเฉลี่ยน้อย
สุดอยู่ ท่ี 0.976 ดังนัน้สําหรับปัญหานีจ้ึงสรุปได้ว่าโปรแกรม LINEAL2D จะให้เอลิเมนต์ท่ีมี

ผนังหลอดเลือด 

ผนังหลอดเลือด 
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คณุภาพดีท่ีสดุ ตามมาด้วยโปรแกรม ELASTIC2D และ TORSION2D ตามลําดบั กราฟแสดงการ
เปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ แสดงได้ดงัรูปท่ี 6.31  

ตวัอย่างนีแ้สดงให้เห็นถึงประโยชน์ของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้โดยการ
นําไปจําลองการไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery ซึง่ในท่ีนีรู้ปแบบการเคล่ือนตวั
ของเอลเิมนต์จะแสดงถึงลกัษณะการไหลเวียนของเลือดนัน่เอง นอกจากนีย้งัสามารถนําโปรแกรม
คอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้นีไ้ปจําลองหรือทํานายปัญหาอ่ืน ๆ ได้อย่างกว้างขวาง เช่น การ
จําลองการเคลื่อนท่ีของลิน้หัวใจเทียม, การจําลองการเคล่ือนท่ีของกล้ามเนือ้ส่วนต่าง ๆ ของ
ร่างกาย หรือการจําลองลกัษณะของเนือ้งอกท่ีเติบโตขึน้ในร่างกายซึง่มีประโยชน์อย่างมากตอ่การ
วางแผนการผา่ตดั เป็นต้น 

 
รูปท่ี 6.32  การเปรียบเทียบคณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากโปรแกรมตา่ง ๆ ของปัญหาการจําลอง

การไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery ในสภาวะท่ีขยายตวั 

6.6 ข้อสรุปและข้อเปรียบเทยีบ 

จากปัญหาตวัอย่างท่ีแสดงมาทัง้หมดสามารถสรุปภาพรวมและเปรียบเทียบผลลพัธ์ของ
เอลิเมนต์ท่ีได้จากแตล่ะวิธีได้ดงันี ้ในกรณีท่ีขอบเขตเคล่ือนท่ีไปเป็นระยะทางไม่มากนกั เอลิเมนต์
ท่ีได้จากทกุวิธีจะไม่เกิดการไขว้ตวั และเม่ือพิจารณาคณุภาพโดยเฉลี่ยและคณุภาพท่ีต่ําท่ีสดุของ
เอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละวิธีแล้วพบว่าวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้จะให้ 
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เอลิเมนต์ท่ีมีคณุภาพดีท่ีสดุ ตามมาด้วยวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นและวิธีความคล้ายคลึง
ทอร์ชันสปริงตามลําดับ ซึ่งเป็นผลมาจากแบบจําลองของแต่ละวิธีท่ีมีลักษณะท่ีแตกต่างกัน 
กล่าวคือแบบจําลองของวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถุท่ียืดหยุ่นได้จะมองโดเมนทัง้
ก้อนว่าเป็นวตัถุท่ีมีความยืดหยุ่น ดงันัน้เม่ือขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีจะส่งผลให้เอลิเมนต์ท่ีอยู่
ภายในโดเมนทัง้หมดเคล่ือนตวัตามไปด้วยผา่นทางแรงยืดหยุ่น ซึง่การท่ีกําหนดให้เอลิเมนต์แตล่ะ
เอลิเมนต์มีคุณสมบตัิยืดหยุ่นได้นัน้ จะทําให้เกิดการส่งผ่านแรงยืดหยุ่นได้อย่างทั่วถึงทัง้โดเมน 
ดงันัน้รูปแบบของเอลเิมนต์ท่ีได้จงึมีความตอ่เน่ืองและมีการกระจายตวัอยา่งสม่ําเสมอ ซึง่แตกตา่ง
จากแบบจําลองของวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นซึ่งจะติดสปริงเชิงเส้นท่ีขอบแต่ละขอบของ   
เอลิเมนต์ ดงันัน้ค่าเคล่ือนตวัท่ีขอบเขตจึงส่งผลต่อเอลิเมนต์ท่ีอยู่ภายในโดเมนผ่านทางค่าความ
แข็งเกร็งของสปริงท่ีติดอยู่ท่ีขอบเอลิเมนต์เท่านัน้ อย่างไรก็ตามคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีได้จากทัง้
สองวิธีจะไมแ่ตกตา่งกนัมากนกั สว่นแบบจําลองของวิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงจะนําทอร์ชนั
สปริงมาติดท่ีทุก ๆ จุดต่อของแต่ละเอลิเมนต์ โดยเม่ือขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีจะส่งผลต่อ          
เอลิเมนต์ท่ีอยู่ภายในโดเมนผ่านทางแรงสปริงท่ีแต่ละจดุต่อเท่านัน้ ทําให้การส่งผ่านการเคลื่อนท่ี
ภายในโดเมนซึง่ผา่นทางแรงสปริงท่ีจดุตอ่นัน้ไมมี่ความสม่ําเสมอ ซึง่ดไูด้จากรูปแบบของเอลเิมนต์
แตล่ะเอลเิมนต์ท่ีได้จะมีลกัษณะท่ีแตกตา่งกนัอยา่งเห็นได้ชดั  

อย่างไรก็ตามในกรณีท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีไปมาก เอลิเมนต์ท่ีได้จากทุกวิธีจะเกิด
การไขว้ตัว ซึ่งในท่ีนีไ้ด้ทําการแก้ไขปัญหาการไขว้ตัวของเอลิเมนต์โดยการแบ่งระยะทางการ
เคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็นช่วงย่อย ๆ พบว่าวิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงและวิธีความคล้ายคลงึ
ทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้จะมีประสทิธิภาพในการป้องกนัการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ได้ทัง้คู ่
โดยวิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้จะมีประสทิธิภาพดีกวา่เลก็น้อย ในขณะ
ท่ีวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นจะไมส่ามารถป้องกนัการไขว้ตวัของเอลเิมนต์ได้เลยไม่ว่ารูปแบบ
ลกัษณะของปัญหาจะเป็นอย่างไรหรือได้ทําการแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ีออกเป็นช่วงย่อย ๆ ให้
มากท่ีสุดแล้วก็ตาม ทัง้นีเ้ป็นเพราะค่าความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้นท่ีถูกออกแบบมาเพ่ือรับ
เฉพาะแรงกดหรือแรงดงึนัน้ จะขึน้อยู่กบัความยาวของขอบเอลิเมนต์เท่านัน้ ไม่เก่ียวกบัพืน้ท่ีหรือ
มมุภายในของเอลิเมนต์แต่อย่างใด ดงันัน้เม่ือขอบเอลิเมนต์สัน้ลงหรือพดูอีกนยัหนึ่งคือเม่ือจดุต่อ
เคล่ือนท่ีเข้ามาใกล้กันเร่ือยๆ ค่าความแข็งเกร็งของสปริงเชิงเส้นจะมีค่ามากขึน้เร่ือย ๆ จนมีค่า
อนันต์ ด้วยเหตุนีว้ิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นจึงสามารถป้องกันไม่ให้จุดต่อของเอลิเมนต์
เคล่ือนท่ีมาชนกันได้เท่านัน้ แต่ไม่สามารถป้องกันไม่ให้จุดต่อทะลไุปยงัเอลิเมนต์ท่ีอยู่ข้างเคียง 
(Crossover) ได้ จึงเกิดการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ ซึง่นบัว่าเป็นข้อเสียของวิธีความคล้ายคลงึสปริง
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เชิงเส้น ในขณะท่ีคา่ความแข็งเกร็งของทอร์ชนัสปริงถกูกําหนดให้แปรผกผนักบัพืน้ท่ีของเอลิเมนต์ 
กลา่วคือในขณะท่ีเอลิเมนต์ยบุตวัลง ค่าความแข็งเกร็งของทอร์ชนัสปริงจะมีค่าเพิ่มขึน้เร่ือย ๆ จน
มีค่าอนนัต์ ซึง่ส่งผลให้เกิดแรงต้านการเปล่ียนแปลงของมมุท่ีจดุต่อ ด้วยเหตนีุว้ิธีความคล้ายคลงึ
ทอร์ชนัสปริงจงึสามารถป้องกนัการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ได้ อย่างไรก็ดีในปัญหาท่ีการเคล่ือนท่ีของ
ขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีไปมาก วิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงยงัไม่สามารถป้องกนัการไขว้ตวั
ของเอลเิมนต์ได้เสมอไป ซึง่ดไูด้จากปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบผสมของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียมในหวัข้อ 
6.4 เป็นต้น 

เม่ือพิจารณาคณุภาพของเอลเิมนต์โดยทําการเปรียบเทียบคณุภาพโดยเฉล่ียและคณุภาพ
ท่ีต่ําท่ีสุดของเอลิเมนต์ท่ีได้จากวิธีความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริงกับวิธีความคล้ายคลึงทาง
โครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้ พบวา่เอลเิมนต์ท่ีได้จากวิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุ
ยืดหยุ่นได้จะมีคณุภาพดีกว่า ถึงแม้ว่าในบางปัญหาคณุภาพโดยเฉล่ียของเอลิเมนต์ท่ีได้จากวิธี
ความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงจะมีคา่มากกว่าก็ตามแตม่ากกว่าเพียงเล็กน้อยเท่านัน้ เม่ือเทียบกบั
คณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีมีลกัษณะแย่ท่ีสดุท่ีได้จากวิธีความคล้ายคลึงทอร์ชันสปริงซึ่งมีคณุภาพ
น้อยกวา่เอลเิมนต์ท่ีมีลกัษณะแยส่ดุท่ีได้จากวิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ 
อยา่งเห็นได้ชดั ทัง้นีเ้ป็นผลมาจากลกัษณะของแบบจําลองท่ีแตกตา่งกนัดงัท่ีได้กลา่วไปแล้ว 

กล่าวโดยสรุปวิ ธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ี ยืดหยุ่นได้เป็นวิ ธี ท่ี มี
ประสิทธิภาพมากท่ีสดุ เน่ืองจากมีประสิทธิภาพในการป้องกนัการไขว้ตวัของเอลิเมนต์มากท่ีสดุ
และให้เอลเิมนต์ท่ีมีคณุภาพดีท่ีสดุเม่ือเทียบกบัอีกสองวิธีท่ีเหลือ 
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7                                          บทที่  7 

บทสรุป ปัญหาที่พบและข้อเสนอแนะ 

7.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธ์นีไ้ด้แสดงเทคนิควิธีตา่ง ๆ ท่ีใช้ในการหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ในปัญหา
ท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีภายใต้สภาวะอยู่ตวัในสองมิติโดยประยกุต์ใช้ร่วมกบัระเบียบวิธีไฟไนต์
เอลิเมนต์ โดยเทคนิควิธีเหล่านีต้้องให้รูปแบบการเคล่ือนตัวของเอลิเมนต์ท่ีสอดคล้องกับการ
เคล่ือนท่ีของขอบเขต ในขณะเดียวกนัรูปแบบลกัษณะของเอลเิมนต์ท่ีได้ต้องอยูใ่นเกณฑ์ท่ีสามารถ
ยอมรับได้ ในท่ีนีไ้ด้กล่าวถึง 3 เทคนิควิธีด้วยกนั ได้แก่วิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้น (Lineal 
Spring Analogy Technique), วิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริง (Torsional Spring Analogy 
Technique) และวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถุท่ียืดหยุ่นได้ (Elastic Medium 
Analogy Technique) ซึง่ทัง้สามวิธีจะมีจํานวนจดุตอ่และรูปแบบการเช่ือมโยงของเอลิเมนต์คง
เดมิไมเ่ปล่ียนแปลงตลอดช่วงเวลาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี 

ในการวิเคราะห์ปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีด้วยเทคนิควิธีดงักล่าวจําเป็นต้องมี
ความรู้พืน้ฐานในเร่ืองของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยในบทท่ี 2 ได้อธิบายถึงขัน้ตอนของ
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์ และหลกัการตา่ง ๆ ท่ีเก่ียวข้องในการประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ 
ได้แก่การหาฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ของปัญหาในสองมิติ ซึ่งเป็นฟังก์ชันท่ีมี
ความสําคญัในการประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์เน่ืองจากสง่ผลตอ่ความแม่นยําของผลลพัธ์ท่ี
ได้  

สําหรับบทท่ี 3 ได้กลา่วถึงแนวคิดและทฤษฎีของเทคนิควิธีต่าง ๆ ท่ีใช้ในการคํานวณหา
คา่เคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ โดยแนวคดิในการเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ของทัง้ 3 วิธีได้จําลองมาจาก
โครงสร้างท่ีมีคณุสมบตัิยืดหยุ่นได้ ซึง่ได้แก่สปริงเชิงเส้น, ทอร์ชนัสปริงและวตัถท่ีุมีความยืดหยุ่น 
ทัง้นีเ้พ่ือให้การเคล่ือนท่ีของขอบเขตส่งผลมายงัเอลิเมนต์ทัง้หมดท่ีอยู่ภายในโดเมนผ่านทางแรง
ยืดหยุ่นนี ้นอกจากนีย้งัได้แสดงขัน้ตอนการประยกุต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เข้ากบัสมการ
พืน้ฐานท่ีสอดคล้องกนั โดยในวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นได้นําระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มา
ประยุกต์ใช้กับสมการสมดุลแรงของสปริงเชิงเส้น และยังได้นําหลักการอนุรักษ์พลังงาน
ความเครียดมาประยกุต์ใช้เพิ่มเติมเพ่ือทําการแปลงเมตริกซ์ของเอลิเมนต์จากแนวแกนย่อยให้อยู่
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ในระบบแกนรวมใหญ่ เพ่ือทําให้การคํานวณสมการทัง้ระบบมีความง่ายขึน้ ส่วนวิธีความ
คล้ายคลึงทอร์ชนัสปริงได้นําระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาประยุกต์ใช้กบัสมการสมดลุโมเมนต์
ของทอร์ชนัสปริง และยงัได้ทําการแปลงโมเมนต์เน่ืองจากทอร์ชนัสปริงให้อยูใ่นรูปของแรงในระบบ
แกนรวมใหญ่ ทัง้นีเ้พ่ือให้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีได้อยู่ในรูปแบบเดียวกับวิธีความคล้ายคลึง
สปริงเชิงเส้น และเพ่ือความสะดวกในการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ ส่วนวิธีความคล้ายคลึง
ทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ได้นําระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาประยกุต์ใช้กบัสมการเชิง
อนุพันธ์ย่อยของของแข็งท่ีมีความยืดหยุ่น โดยใช้วิธีการถ่วงนํา้หนักเศษตกค้างแบบบับโนฟ-      
กาเลอร์คิน (Bubnov-Galerkin) เพ่ือสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ ซึ่งสดุท้ายแล้วสมการไฟไนต์   
เอลเิมนต์ท่ีได้จากแตล่ะวิธีจะอยูใ่นรูปแบบเดียวกนั ทําให้สะดวกตอ่การประดษิฐ์เอลเิมนต์เมตริกซ์
และไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์และสามารถทําความเข้าใจได้โดยง่าย นอกจากนีใ้น
หวัข้อสดุท้ายยงัได้กลา่วถึงหลกัเกณฑ์ท่ีใช้ในการเปรียบเทียบผลลพัธ์ของเอลิเมนต์ท่ีได้จากแตล่ะ
วิธี โดยพิจารณาจาก 1) ความสมบรูณ์ของเอลเิมนต์ ซึง่เป็นเกณฑ์แรกในการพิจารณาวา่เอลเิมนต์
นัน้มีรูปแบบท่ียอมรับได้หรือไม่ โดยเอลิเมนต์ท่ีเกิดการไขว้ตวัจะถือว่าไม่สามารถยอมรับได้ และ 
2) คณุภาพของเอลิเมนต์ โดยอ้างอิงจากเอลิเมนต์สามเหลี่ยมด้านเท่าซึ่งถือว่าเป็นเอลิเมนต์ท่ีมี
คณุภาพดีท่ีสดุ 

สมการไฟไนต์เอลิเมนต์และไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ของเทคนิควิธีต่าง ๆ ท่ีใช้ในการ
คํานวณหาค่าเคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้ในบทท่ี 3 นัน้สามารถนํามาประดิษฐ์
โปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้โดยตรง ซึ่งในบทท่ี 4 ได้แสดงรายละเอียดขัน้ตอนในการประดิษฐ์
โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีสอดคล้องกบัเทคนิควิธีตา่ง ๆ ด้วยภาษาฟอร์แทรน โดยกําหนดให้มีช่ือว่า 
LINEAL2D, TORSION2D และ ELASTIC2D รวมถึงแสดงตวัอย่างขัน้ตอนการใช้โปรแกรม
คอมพิวเตอร์แตล่ะโปรแกรมโดยละเอียด 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้ถูกนําไปตรวจสอบความถูกต้องก่อนท่ีจะนําไป
ประยกุต์ใช้กบัปัญหาตา่ง ๆ เพ่ือป้องกนัความผิดพลาดท่ีอาจเกิดขึน้ ดงันัน้ในบทท่ี 5 จึงได้ทําการ
ตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้กับปัญหาท่ีมีรูปแบบการ
เคล่ือนท่ีของขอบเขตอย่างง่าย ทัง้นีเ้น่ืองจากปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีส่วนใหญ่จะไม่
ทราบผลเฉลยแม่นตรง ดงันัน้ในการตรวจสอบความถูกต้องของปัญหาเหล่านีจ้ึงพิจารณาจาก
รูปแบบการเคล่ือนตวัของเอลเิมนต์ภายหลงัจากขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี รวมถึงโอกาสท่ีเอลเิมนต์
จะเกิดการไขว้ตวั พบว่าผลลพัธ์ท่ีได้จากแต่ละโปรแกรมมีความสอดคล้องกบัหลกัการและสมการ
ของแตล่ะวิธีท่ีนํามาประดษิฐ์โปรแกรมนัน้ ๆ  
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สําหรับในบทท่ี 6 เป็นการแสดงการนําโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้มา
ประยกุต์ใช้กบัปัญหาในสองมิติทัง้ท่ีมีรูปแบบการเคล่ือนท่ีของขอบเขตอย่างง่ายและซบัซ้อนซึง่แต่
ละปัญหาตา่งมีรูปแบบโครงสร้างและรูปแบบการเคล่ือนท่ีท่ีแตกตา่งกนัดงันี ้

1) ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 
2) ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงเส้นของขอบเขตรูปวงกลม  
3) ปัญหาการเคล่ือนท่ีแบบเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 
4) ปัญหาการเคล่ือนท่ีทัง้แบบเชิงเส้นและเชิงมมุของขอบเขตรูปส่ีเหล่ียม 
5) ปัญหาการจําลองการไหลเวียนของเลือดในเส้นเลือด Coronary Artery 

และทําการเปรียบเทียบเอลิเมนต์ท่ีได้จากแต่ละวิธีในแต่ละปัญหาโดยพิจารณาจาก
หลกัเกณฑ์ท่ีได้กลา่วถึงไปแล้วในบทท่ี 3 พบว่าในกรณีท่ีขอบเขตเคล่ือนท่ีไปเป็นระยะทางไม่มาก
นกั เอลิเมนต์ท่ีได้จากทุกวิธีจะไม่เกิดการไขว้ตวั ซึ่งวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถุท่ี
ยืดหยุ่นได้จะให้เอลิเมนต์ท่ีมีคณุภาพดีท่ีสดุ ตามมาด้วยวิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นและวิธี
ความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงตามลําดบั แต่ในกรณีท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีไปมาก เอลิเมนต์ท่ี
ได้จากทกุวิธีจะเกิดการไขว้ตวั ซึง่ในท่ีนีไ้ด้ทําการแก้ไขปัญหาการไขว้ตวัของเอลิเมนต์โดยการแบง่
ระยะทางการเคล่ือนท่ีทัง้หมดออกเป็นช่วงย่อย ๆ พบว่าวิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถุ
ท่ียืดหยุ่นได้มีประสิทธิภาพในการป้องกันการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ได้ดีกว่าวิธีความคล้ายคลึง   
ทอร์ชนัสปริงเล็กน้อย ในขณะท่ีวิธีความคล้ายคลงึสปริงเชิงเส้นไม่สามารถป้องกนัการไขว้ตวัของ
เอลิเมนต์ได้เลย ส่วนคณุภาพของเอลิเมนต์ท่ีได้จากวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถุท่ี
ยืดหยุน่ได้มีคา่มากกวา่คณุภาพของเอลเิมนต์ท่ีได้จากวิธีความคล้ายคลงึทอร์ชนัสปริง 

กล่าวโดยสรุปได้ว่าวิทยานิพนธ์นีส้ามารถนําเทคนิควิธีต่าง ๆ ร่วมกับการประยุกต์ใช้
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาใช้ในการหาคา่เคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ได้เป็นอย่างดีและให้ผลลพัธ์
เป็นท่ีน่าพอใจ รวมทัง้ยงัสามารถสรุปข้อดี-ข้อเสียของแต่ละวิธีได้นัน่คือ วิธีความคล้ายคลงึสปริง
เชิงเส้นเป็นวิธีท่ีง่ายต่อการทําความเข้าใจและการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์มากท่ีสดุ แต่ใน
กรณีของปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีไปมาก วิธีความคล้ายคลึงสปริงเชิงเส้นจะไม่สามารถ
ป้องกันการไขว้ตัวของเอลิเมนต์ได้เลยถึงแม้ว่าได้ทําการแบ่งระยะทางการเคลื่อนท่ีทัง้หมด
ออกเป็นช่วงย่อย ๆ แล้วก็ตาม ในขณะท่ีขัน้ตอนการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของวิธีความ
คล้ายคลงึทอร์ชนัสปริงและวิธีความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้จะมีความยุง่ยาก
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ซบัซ้อน แตใ่นกรณีของปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคลื่อนท่ีไปมาก ทัง้สองวิธีจะสามารถป้องกนัการ
ไขว้ตวัของเอลเิมนต์ได้เม่ือทําการแบง่ระยะทางการเคลื่อนท่ีทัง้หมดออกเป็นช่วงยอ่ย ๆ 

7.2 ปัญหาที่พบในขณะทาํวิทยานิพนธ์ 

ปัญหาสําคญัท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธ์ ได้แก่  

 การใช้ระเบียบวิธีการกําจดัแบบเกาส์ (Gauss Elimination Method) ซึง่เป็น
วิธีการคํานวณแบบตรง (Direct Method) ในการแก้ระบบสมการรวมท่ีมีขนาด
ใหญ่ ซึ่งต้องใช้เวลาในการคํานวณนานมาก ทําให้เป็นข้อจํากดัในการวิเคราะห์
ปัญหาท่ีซบัซ้อนและมีขนาดใหญ่ 

 ความยากในการทําความเข้าใจในการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของวิธีความ
คล้ายคลงึทอร์ชนัสปริง เน่ืองจากมีขัน้ตอนท่ียุง่ยากซบัซ้อน 

 การเลือกค่าคณุสมบตัิต่าง ๆ ของวตัถใุห้เหมาะสมกบัลกัษณะของปัญหาของวิธี
ความคล้ายคลงึทางโครงสร้างของวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้ 

7.3 ข้อเสนอแนะสาํหรับงานวจิัยในอนาคต 

ในการคํานวณหาคา่เคล่ือนตวัของเอลิเมนต์ในปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ีสามารถ
นําทฤษฎีและโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้จากวิทยานิพนธ์นีไ้ปปรับปรุงและพัฒนา
เพิ่มเตมิเพ่ือนําไปวิเคราะห์ปัญหาท่ีมีความซบัซ้อนยิ่งขึน้ ซึง่ควรมีการปรับปรุงและพฒันาเพิ่มเติม
ในบางสว่นดงันี ้

 ปรับปรุงและคิดค้นวิธีการใหม่ ๆ เพ่ือแก้ไขปัญหาการไขว้ตวัของเอลิเมนต์ซึง่เป็น
ปัญหาท่ีสําคัญท่ีสุดในปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการเคล่ือนท่ี โดยอาจกําหนดค่า
ความแข็งเกร็งของสปริงในวิธีความคล้ายคลึงสปริงหรือค่าโมดูลัสของความ
ยืดหยุ่นในวิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุท่ียืดหยุ่นได้ในแต่ละ
ตําแหน่งให้มีความแตกตา่งกนั หรือนําวิธีตา่ง ๆ มารวมกนั เช่นเพิ่มสปริงเชิงเส้น
เข้าไปในแบบจําลองของทอร์ชนัสปริง หรือเพิ่มทอร์ชนัสปริงเข้าไปในแบบจําลอง
ของวตัถท่ีุยืดหยุน่ได้ เป็นต้น ซึง่นบัวา่เป็นวิธีท่ีมีความน่าสนใจเป็นอยา่งยิ่ง 

 ปรับปรุงขัน้ตอนในการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของวิธีความคล้ายคลึง    
ทอร์ชนัสปริงให้อยูใ่นรูปแบบท่ีง่ายและกระชบัมากขึน้ 
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 เปล่ียนระเบียบวิธีเชิงตวัเลขท่ีใช้ในการแก้ระบบสมการจากระเบียบวิธีการกําจดั
แบบเกาส์เป็นระเบียบวิธีอ่ืนท่ีสามารถแก้ระบบสมการท่ีมีขนาดใหญ่ได้โดยใช้
ระยะเวลาน้อย 

 ปรับปรุงโปรแกรมคอมพิวเตอร์ให้สามารถวิเคราะห์ปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการ
เคล่ือนท่ีในสภาวะชัว่ครู่ (Transient Problem) ได้ 

 พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร์ให้สามารถวิเคราะห์ปัญหาท่ีขอบเขตเกิดการ
เคล่ือนท่ีในสามมิตไิด้ 
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ภาคผนวก ก 

รายละเอียดของโปรแกรมคอมพวิเตอร์ LINEAL2D 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ LINEAL2D ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้เพ่ือวิเคราะห์ปัญหาขอบเขตเกิดการ
เคล่ือนท่ีดงัท่ีได้กลา่วไว้ในบทท่ี 4 มีรายละเอียดดงันี ้

C*************************************************************************** 
C* PROGRAM LINEAL2D * 
C* A FINITE ELEMENT PROGRAM FOR STUDY OF MESH MOVEMENT BY LINEAL SPRING * 
C* ANALOGY TECHNIQUE FOR TWO-DIMENSIONAL MOVING * 
C* BOUNDARY PROBLEMS * 
C*************************************************************************** 
C 
C THE VALUE DECLARED IN THE PARAMETER STATEMENT BELOW SHOULD BE  
C ASSIGNED ACCORDING TO THE SIZE OF THE PROBLEMS 
C 
C  MXPOI = MAXIMUM NUMBER OF NODES IN THE MODEL 
C  MXELE = MAXIMUM NUMBER OF ELEMENTS IN THE MODEL 
C 
 PARAMETER   (MXPOI=1000, MXELE=2500) 
 IMPLICIT  REAL*8   (A-H, O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2), STORESYSF(MXPOI*2) 
 DIMENSION THETA(MXELE), COORD(MXPOI,2), UMB(MXPOI,2) 
 DIMENSION INTMATTRI(MXELE,3) 
 REAL  L12, L13, L23, LENGTH(MXELE), NEWCOORD(MXPOI,2) 
 INTEGER INTMAT(MXELE,2), IBC(MXPOI,2) 
 INTEGER CONDA(MXELE), STEP, SUMA  
 CHARACTER*20 NAME1, NAME2, NAME3, NAME4 
C 
    5 WRITE(6,10) 
   10 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:') 
 READ(5, '(A)', ERR=5)  NAME1 
 OPEN(UNIT=8, FILE=NAME1, STATUS='OLD', ERR=5) 
C 
C---------------------- 
C READ INPUT DATA: 
C---------------------- 
C 
 READ(8,*)  NLINES 
 DO 20  ILINE=1,NLINES 
 READ(8,1)  TEXT 
    1 FORMAT(20A4) 
   20  CONTINUE 
 READ(8,1)  TEXT 
  READ(8,*)  NPOIN, NELEM, NFORCE, NETRI 
 READ(8,1)  TEXT 
 DO 40  IP=1,NPOIN 
 READ(8,*)  I, (COORD(I,J),J=1,2), (IBC(I,K),K=1,2), (UMB(I,L),L=1,2) 
 IF(I.NE.IP)  WRITE(6,30)  IP 
   30  FORMAT(/, ' NODE NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
 IF(I.NE.IP)  STOP 
   40  CONTINUE  
 READ(8,1)  TEXT 
 DO 60  IE=1,NELEM 
 READ(8,*)  I, (INTMAT(I,J), J=1,2), LENGTH(I), THETA(I) 
 IF(I.NE.IE)  WRITE(6,50)  IE 
   50  FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
 IF(I.NE.IE)  STOP 
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   60 CONTINUE 
C 
 NDF = 2. 
 NEQ = NPOIN*NDF 
 DO 70  I=1,NEQ 
 STORESYSF(I) = 0. 
   70 CONTINUE 
 READ(8,1)  TEXT 
 DO 80  II=1,NFORCE   
 READ(8,*)  N, FX, FY 
 IEQ = (N-1)*NDF 
 STORESYSF(IEQ+1) = FX 
 STORESYSF(IEQ+2) = FY 
   80  CONTINUE 
 READ(8,1)  TEXT 
 READ(8,1)  TEXT 
 DO 90  IE=1,NETRI 
 READ(8,*)  I, (INTMATTRI(I,J), J=1,3) 
   90 CONTINUE 
C 
 WRITE(6,100)  NPOIN, NELEM 
  100 FORMAT(/, ' *** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF', I5,  
*     ' NODES AND', I5, ' ELEMENTS ***')    
C 
  110 WRITE(6,120) 
  120  FORMAT(/, ' PLEASE INPUT NO. OF CALCULATION STEP(S) FOR MOVING’,  
*     ' BOUNDARY DISPLACEMENT (MAXIMUM OF 100 STEPS):') 
       READ(5,*)  STEP 
 IF(STEP.GT.100)  GO TO 110 
C 
C--------------------------------------------- 
C CREATE FILE FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS: 
C--------------------------------------------- 
C 
  130 WRITE(6,140) 
  140 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER FILE NAME FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS :') 
 READ(5, '(A)', ERR=130)  NAME2 
 OPEN(UNIT=9, FILE=NAME2, STATUS='NEW', ERR=130) 
C 
C------------------------------------------- 
C CREATE FILE FOR 2-D PLOTTING DIAGRAM: 
C------------------------------------------- 
C 
  150  WRITE(6,160) 
  160 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER PLOTTING FILE NAME (*.PLT):') 
 READ(5, '(A)', ERR=150)  NAME3  
 OPEN(UNIT=10, FILE=NAME3, STATUS='NEW', ERR=150) 
C 
C------------------------------------------------ 
C CREATE FILE FOR MEASURING ELEMENT QUALITY: 
C------------------------------------------------ 
C 
  170 WRITE(6,180) 
  180  FORMAT(/, ' PLEASE ENTER FILE NAME FOR MEASURING ELEMENT QUALITY  
*           ' (*.PLT):') 
 READ(5, '(A)', ERR=170)  NAME4 
 OPEN(UNIT=11, FILE=NAME4, STATUS='NEW', ERR=170) 
C 
C-------------------------------------- 
C START CALCULATION FOR EACH STEP: 
C-------------------------------------- 
C 
 DO 5000  ISTEP=1,STEP 
 WRITE(6,190)  ISTEP, STEP 
  190  FORMAT(///, ' *** STARTING CALCULATION STEP:', I3, ' OF TOTAL', I3,  
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*                  ' STEP(S) ***') 
C 
 DO 200  I=1,NEQ 
 SYSF(I) = STORESYSF(I) 
  200  CONTINUE 
 DO 210  I=1,NEQ 
 DO 210  J=1,NEQ 
 SYSK(I,J) =0. 
  210 CONTINUE 
C 
C----------------------------------------------------------------- 
C CREATE ELEMENT MATRICES, ASSEMBLE THEM FOR SYSTEM MATRICES, 
C APPLY BOUNDARY CONDITIONS AND SOLVE THEM FOR THE SOLUTIONS:  
C----------------------------------------------------------------- 
C 
 WRITE(6,220) 
  220  FORMAT(/, ' *** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLING ELEMENT',  
*     ' EQUATIONS ***') 
 CALL  CEM( STEP, ISTEP, NETRI,  INTMATTRI, COORD, NELEM, INTMAT,LENGTH  
*                 THETA, SYSK, SYSF, MXPOI, MXELE) 
C 
 WRITE(6,230) 
  230  FORMAT(/, ' *** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS ***') 
 CALL  APPLYBC(NPOIN, IBC, SYSK, SYSF, UMB, STEP, MXPOI) 
C 
 WRITE(6,240) 
  240  FORMAT(/, ' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS FOR',  
*     ' DISPLACEMENT SOLUTIONS ***') 
 WRITE(6,250)  NEQ 
  250  FORMAT(5X, ' ( TOTAL OF', I5, ' EQUATIONS )') 
 CALL  SOLVE(NEQ, SYSK, SYSF, MXPOI) 
C 
C--------------------------------------------------- 
C PRINT OUT THESE NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS: 
C--------------------------------------------------- 
C 
 WRITE(9,260)  ISTEP, STEP 
  260  FORMAT(/,'FOR CALCULATION STEP:', I3, ' OF TOTAL', I3, ' STEP(S)') 
 WRITE(9,270)  NPOIN 
  270  FORMAT('NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS [', I5, ' ]:' /, 2X, 'NODE', 13X,  
*             'U', 19X, 'V') 
 I1 = 1 
 DO 290  IP=1,NPOIN 
 I2 = I1 + 1 
 WRITE(9,280)  IP, (SYSF(I), I=I1,I2) 
  280  FORMAT(I6, 2E20.6) 
 I1 = I2 + 1 
  290  CONTINUE 
C 
C--------------------------- 
C FIND NEW COORDINATES: 
C--------------------------- 
C 
 DO 300  IP=1,NPOIN 
 J1 = (IP-1)*2 + 1 
 J2 = J1 + 1 
 NEWCOORD(IP,1) = COORD(IP,1) + SYSF(J1) 
 NEWCOORD(IP,2) = COORD(IP,2) + SYSF(J2) 
  300  CONTINUE 
C 
C------------------------------ 
C CHECK ELEMENT VALIDITIES: 
C------------------------------ 
C 
 DO 310  IE=1,NETRI 
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 CONDA(IE) = 1. 
  310  CONTINUE 
 SUMA = 0. 
 DO 320  IE=1,NETRI 
 II = INTMATTRI(IE,1) 
 JJ = INTMATTRI(IE,2) 
 KK = INTMATTRI(IE,3) 
 XG1 = NEWCOORD(II,1) 
 YG1 = NEWCOORD(II,2) 
 XG2 = NEWCOORD(JJ,1) 
 YG2 = NEWCOORD(JJ,2) 
 XG3 = NEWCOORD(KK,1) 
 YG3 = NEWCOORD(KK,2) 
 AREA = 0.5*(XG1*(YG2-YG3) + XG2*(YG3-YG1) + XG3*(YG1-YG2)) 
 IF(AREA.LT.0)  THEN 
 CONDA(IE) = 0. 
       SUMA = SUMA + 1. 
 ENDIF 
  320  CONTINUE 
C 
C ! CONDA = 0 : AREA OF ELEMENT IS NEGATIVE (AN INVALID ELEMENT) 
C ! CONDA = 1 : AREA OF ELEMENT IS POSITIVE OR EQUAL ZERO  
C   (A VALID ELEMENT) 
C 
 WRITE(9,330)   
  330 FORMAT(/, 'ELEMENT NO. AS FOLLOWING HAS NEGATIVE AREA:') 
 DO 350  IE=1,NETRI 
 IF(CONDA(IE).EQ.0)  WRITE(9,340)  IE 
  340  FORMAT(I5) 
  350  CONTINUE 
 WRITE(9,360)  SUMA 
  360  FORMAT('TOTAL INVALID ELEMENT(S):', I5) 
C 
C------------------------------------- 
C PRINT OUT 2-D PLOTTING DIAGRAM: 
C------------------------------------- 
C 
 IF(ISTEP.EQ.1)  THEN 
 WRITE(10,*)  ' TITLE = "FE PLOTTING DATA BY LINEAL SPRING MTD."' 
     WRITE(10,*)  ' VARIABLES = "X-CO", "Y-CO"' 
 WRITE(10,370)  NPOIN, NETRI 
  370  FORMAT(' ZONE T="COORD",N=', I5,', E=', I5,', F=FEPOINT, ET=TRIANGLE')  
 DO 390  IP=1,NPOIN 
 WRITE(10,380)  (COORD(IP,J), J=1,2) 
  380  FORMAT(2E20.6) 
  390 CONTINUE 
 DO 410  IE=1,NETRI 
 WRITE(10,400)  (INTMATTRI(IE,J), J=1,3) 
  400  FORMAT(3I8) 
  410  CONTINUE 
 ENDIF 
C 
 WRITE(10,420)  ISTEP, NPOIN, NETRI 
  420  FORMAT(' ZONE  T="COORD AT STEP:',I3,'", N=',I5,',E=',I5,',F=FEPOINT’,  
*    ‘ ET=TRIANGLE')  
 DO 440  IP=1,NPOIN 
 WRITE(10,430)  (NEWCOORD(IP,J), J=1,2) 
  430  FORMAT(2E20.6) 
  440 CONTINUE 
 DO 460  IE=1,NETRI 
 WRITE(10,450)  (INTMATTRI(IE,J), J=1,3) 
  450  FORMAT(3I8) 
  460  CONTINUE  
C 
C------------------------------------------------- 
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C EXIT THE PROGRAM IF INVALID ELEMENTS OCCUR: 
C------------------------------------------------- 
C  
   IF(SUMA.GT.0.)  WRITE(6,470)  SUMA, ISTEP 
  470  FORMAT(/,'!!! ERROR !!!',/, ' THERE IS(ARE)',I5,' INVALID ELEMENT(S)',  
*                       ' WHICH HAS(HAVE) NEGATIVE AREA AT THE', I4, ' STEP') 
 IF(SUMA.GT.0.)  STOP 
C 
C----------------------------------------------- 
C FIND & PRINT OUT THE NEW ELEMENT QUALITY: 
C----------------------------------------------- 
C 
 SUMQ = 0. 
 QMIN = 1. 
 DO 490  IE=1,NETRI 
 II = INTMATTRI(IE,1) 
 JJ = INTMATTRI(IE,2) 
 KK = INTMATTRI(IE,3) 
 XG1 = NEWCOORD(II,1) 
 YG1 = NEWCOORD(II,2) 
 XG2 = NEWCOORD(JJ,1) 
 YG2 = NEWCOORD(JJ,2) 
 XG3 = NEWCOORD(KK,1) 
 YG3 = NEWCOORD(KK,2) 
 AREA = 0.5*(XG1*(YG2-YG3) + XG2*(YG3-YG1) + XG3*(YG1-YG2))  
 L12 = SQRT((XG2-XG1)**2 + (YG2-YG1)**2) 
 L13 = SQRT((XG3-XG1)**2 + (YG3-YG1)**2) 
 L23 = SQRT((XG3-XG2)**2 + (YG3-YG2)**2) 
C 
 Q = (4*SQRT(3.0)*AREA)/(L12**2 + L13**2 + L23**2) 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  WRITE(6,480)  ISTEP 
  480 FORMAT(/,' !!! ERROR!!! ',/,' ELEMENT QUALITY VALUE (Q) IS NOT IN ',  
*               ' RANGE [0,1] AT THE', I4, ' STEP')  
      IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  STOP 
 SUMQ = SUMQ + Q 
 IF(Q.LT.QMIN)  QMIN = Q        
  490  CONTINUE 
C 
 QAVG = SUMQ/NETRI 
 WRITE(11,500)  ISTEP, QAVG, QMIN 
  500  FORMAT(I4, 2F20.8) 
C 
C-------------------------------------------------------------- 
C UPDATE VARIABLES(LENGTH, THETA AND COORD) FOR NEXT STEP: 
C-------------------------------------------------------------- 
C 
   IF(STEP.EQ.1) GO TO 520 
 WRITE(6,510) 
  510 FORMAT(/, ' *** UPDATING VARIABLES FOR NEXT STEP ***') 
 CALL  UPDATE(NEWCOORD, COORD, INTMAT, LENGTH, THETA, NPOIN, NELEM, 
*                   MXPOI,  MXELE) 
C 
 5000  CONTINUE 
C 
  520 WRITE(6,530)   
  530  FORMAT(///, ' !!! COMPLETELY DONE !!!', /, ' *** THANK YOU ***') 
   STOP  
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  CEM( STEP, ISTEP, NETRI,  INTMATTRI, COORD, NELEM, INTMAT, 
*                      LENGTH, THETA, SYSK, SYSF, MXPOI, MXELE)  
C 
C---------------------------------------------------------------------- 
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C COMPUTE ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM FOR SYSTEM EQUATIONS:  
C---------------------------------------------------------------------- 
C 
 PARAMETER  (PI = 3.1415926)  
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2) 
 DIMENSION COORD(MXPOI,2), THETA(MXELE), INTMATTRI(MXELE,3) 
 REAL  L12, L13, L23, LENGTH(MXELE), K(4,4) 
 INTEGER STEP, INTMAT(MXELE,2) 
C 
C--------------------------------------------------------- 
C CHECK ELEMENT VALIDITIES FOR ONLY INITIAL ELEMENTS: 
C--------------------------------------------------------- 
C 
 IF(ISTEP.EQ.1)  THEN 
 SUMQ = 0. 
 QMIN = 1. 
 DO 300  IE=1, NETRI 
 II = INTMATTRI(IE,1) 
 JJ = INTMATTRI(IE,2) 
 KK = INTMATTRI(IE,3) 
 XG1 = COORD(II,1) 
 YG1 = COORD(II,2) 
 XG2 = COORD(JJ,1) 
 YG2 = COORD(JJ,2) 
 XG3 = COORD(KK,1) 
 YG3 = COORD(KK,2) 
 AREA = 0.5*(XG1*(YG2-YG3) + XG2*(YG3-YG1) + XG3*(YG1-YG2)) 
 IF(AREA.LT.0.)  WRITE(6,100) 
  100  FORMAT(/, ' !!! ERROR !!!', /, ' THERE IS INVALID ELEMENT WHICH HAS ',  
*     ' NEGATIVE AREA', /, ' --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL ',  
*                    ' COORDINATES AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---') 
 IF(AREA.LT.0.)  STOP 
C 
C--------------------------------------------------------------------- 
C FIND & PRINT OUT THE ELEMENT QUALITY FOR ONLY INITIAL ELEMENTS: 
C--------------------------------------------------------------------- 
C 
 L12 = SQRT((XG2-XG1)**2 + (YG2-YG1)**2) 
 L13 = SQRT((XG3-XG1)**2 + (YG3-YG1)**2) 
 L23 = SQRT((XG3-XG2)**2 + (YG3-YG2)**2) 
 Q = (4*SQRT(3.0)*AREA)/(L12**2 + L13**2 + L23**2) 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  WRITE(6,200) 
  200  FORMAT(/, ' !!! ERROR !!!', /, ' ELEMENT QUALITY VALUE (Q) MUST BE ',  
*              ' IN RANGE [0,1], /,--- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL  
*     ' COORDINATES AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---') 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  STOP 
      SUMQ = SUMQ + Q 
 IF(Q.LT.QMIN)  QMIN = Q   
  300 CONTINUE 
C 
 QAVG = SUMQ/NETRI 
 IMAX = STEP + 1. 
 WRITE(11,*)  ' TITLE = "COMPARISON CHART OF ELEMENT QUALITY BETWEEN ',  
*              ' EACH METHOD"'       
 WRITE(11,*)  ' VARIABLES = "STEP", "QAVG", "QMIN"' 
 WRITE(11,400)  IMAX 
  400  FORMAT(' ZONE T="LINEAL", I=', I4, ' , DATAPACKING=POINT') 
 WRITE(11,500)  0, QAVG, QMIN 
  500 FORMAT(I4, 2F20.8) 
 ENDIF 
C 
C--------------------------------------- 
C LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
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C--------------------------------------- 
C 
 DO 1000  IE=1, NELEM 
C 
C----------------------------------------------- 
C CONVERT ANGLE UNIT FROM DEGREE TO RADIAN: 
C------------------------------------------------ 
 THETA(IE) = THETA(IE)*2*PI/360 
C 
 K(1,1) = COS(THETA(IE))**2 
 K(1,2) = SIN(THETA(IE))*COS(THETA(IE)) 
 K(1,3) = -COS(THETA(IE))**2 
 K(1,4) = -SIN(THETA(IE))*COS(THETA(IE)) 
 K(2,1) = K(1,2) 
 K(2,2) = SIN(THETA(IE))**2 
 K(2,3) = -SIN(THETA(IE))*COS(THETA(IE)) 
 K(2,4) = -SIN(THETA(IE))**2 
 K(3,1) = K(1,3) 
 K(3,2) = K(2,3) 
 K(3,3) = COS(THETA(IE))**2 
 K(3,4) = SIN(THETA(IE))*COS(THETA(IE)) 
 K(4,1) = K(1,4) 
 K(4,2) = K(2,4) 
 K(4,3) = K(3,4) 
 K(4,4) = SIN(THETA(IE))**2 
C   
 FAC = 1./LENGTH(IE) 
 DO 600  I=1,4 
 DO 600  J=1,4 
 K(I,J) = K(I,J)*FAC 
  600 CONTINUE 
C 
C----------------------------------------------------------------- 
C ASSEMBLE THESE ELEMENT EQUATIONS INTO THE SYSTEM EQUATIONS: 
C----------------------------------------------------------------- 
  CALL  ASSEMBLE(IE, INTMAT, K, SYSK, MXPOI, MXELE) 
C 
 1000  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  ASSEMBLE(IE, INTMAT, K, SYSK, MXPOI, MXELE) 
C 
C------------------------------------------------------- 
C ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS: 
C------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 REAL  K(4,4) 
 INTEGER INTMAT(MXELE,2)  
C 
 NNODE = 2 
 NDF = 2 
C 
 DO 200  NR=1,NNODE 
 NODR = INTMAT(IE,NR) 
 DO 200  MR=1,NDF 
C  
 NSR = (NODR-1)*NDF + MR 
 NER = (NR  -1)*NDF + MR 
C 
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 DO 100  NC=1,NNODE 
 NODC = INTMAT(IE,NC) 
 DO 100  MC=1,NDF 
C 
 NSC = (NODC-1)*NDF + MC 
 NEC = (NC  -1)*NDF + MC 
C 
 SYSK(NSR,NSC) = SYSK(NSR,NSC) + K(NER,NEC) 
  100  CONTINUE 
C 
  200  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  APPLYBC(NPOIN, IBC, SYSK, SYSF, UMB, STEP, MXPOI) 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C APPLY DISPLACEMENT BOUNDARY CONDITIONS WITH CONDITION CODE OF: 
C  0 = FREE TO MOVE 
C  1 = FIXED BOUNDARY 
C  2 = MOVING BOUNDARY 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2) 
 DIMENSION UMB(MXPOI,2) 
 INTEGER IBC(MXPOI,2), STEP  
C 
 NDF = 2. 
 DO 700  IN=1,NPOIN 
 DO 600  ID=1,NDF 
C  
C---------------------------------- 
C CHECK IF IBC = 0, DO NOTHING 
C---------------------------------- 
C 
 IF(IBC(IN,ID).EQ.0)  THEN 
 GO TO 600 
C 
C----------------------------------- 
C CHECK IF IBC = 1, APPLY U = 0 
C----------------------------------- 
C 
 ELSE  IF(IBC(IN,ID).EQ.1)  THEN 
 IEQ = (IN-1)*NDF + ID 
 DO 100  IC=1,NPOIN*2 
 SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  100  CONTINUE 
 SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
 SYSF(IEQ) = 0. 
C 
 DO 200  IR=1,NPOIN*2 
 IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 200 
 SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  200  CONTINUE 
C 
C------------------------------------- 
C CHECK IF IBC = 2, APPLY U = UMB 
C------------------------------------- 
C 
 ELSE  IF(IBC(IN,ID).EQ.2)  THEN 
 IEQ = (IN-1)*NDF + ID 
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 DO 300  IC=1,NPOIN*2 
 SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  300  CONTINUE 
 SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
 SYSF(IEQ) = UMB(IN,ID)/STEP 
C 
 DO 400  IR=1,NPOIN*2 
 IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 400 
 SYSF(IR) = SYSF(IR) - SYSK(IR,IEQ)*(UMB(IN,ID)/STEP) 
 SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  400  CONTINUE 
C 
C--------------------------------- 
C CHECK IF INPUT IBC IS WRONG 
C---------------------------------C 
 ELSE 
 WRITE(6,500)  IN, ID 
  500  FORMAT(/, ' ERROR!!!',/, ' PLEASE CHECK IBC OF NODE', I5, ' ID =', I5) 
 ENDIF 
C   
  600  CONTINUE 
  700  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  SOLVE(NEQ, SYSK, SYSF, MXPOI) 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS USING GUASS ELIMINATION. 
C THE OUTPUT SOLUTIONS WILL BE STORED IN VARIABLE SYSF. 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2) 
 REAL  KMAX 
C 
 NR = NEQ 
 NC = NEQ 
C 
C-------------- 
C SCALING: 
C-------------- 
C 
 DO 300  IE=1,NEQ 
 BIG = ABS(SYSK(IE,1)) 
 DO 100  IC=2,NC 
 KMAX = ABS(SYSK(IE,IC)) 
 IF(KMAX.GT.BIG)  BIG = KMAX 
  100  CONTINUE 
 DO 200  IC=1,NC 
 SYSK(IE,IC) = SYSK(IE,IC)/BIG 
  200  CONTINUE 
 SYSF(IE) = SYSF(IE)/BIG 
  300 CONTINUE 
C 
C----------------------------------------------------------- 
C FORWARD ELIMINATION : STARTING FROM 'PRIME' IP=1,NEQ-1  
C------------------------------------------------------------ 
C 
 DO 900  IP=1,NEQ-1 
C 
C--------------- 
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C PIVOTING: 
C--------------- 
C 
 JP = IP 
 BIG = ABS(SYSK(IP,IP)) 
 DO 400  I=IP+1,NR 
 KMAX = ABS(SYSK(I,IP)) 
 IF(KMAX.GT.BIG)  THEN 
  BIG = KMAX 
  JP = I 
 ENDIF 
  400  CONTINUE 
C 
 IF(JP.NE.IP)  THEN 
 DO 500  J=IP,NC 
 DUMY = SYSK(JP,J) 
 SYSK(JP,J) = SYSK(IP,J) 
 SYSK(IP,J) = DUMY 
  500  CONTINUE 
 DUMY = SYSF(JP) 
 SYSF(JP) = SYSF(IP) 
 SYSF(IP) = DUMY 
 ENDIF 
C 
C-------------------------------------------------------------- 
C PERFORMING FORWARD ELIMINATION ACCORDING TO THE ORDER OF  
C 'PRIME' FROM 1 TO NEQ-1 
C-------------------------------------------------------------- 
C 
 DO 700  IE=IP+1,NEQ  
 RATIO = SYSK(IE,IP)/SYSK(IP,IP) 
 DO 600  IC=IP+1,NC 
 SYSK(IE,IC) = SYSK(IE,IC)-SYSK(IP,IC)*RATIO 
  600  CONTINUE 
 SYSF(IE) = SYSF(IE)-SYSF(IP)*RATIO 
  700  CONTINUE 
C 
 DO 800  IE=IP+1,NEQ 
 SYSK(IE,IP) = 0. 
  800  CONTINUE 
  900 CONTINUE   
C 
C------------------------------------------- 
C CHECK PIVOT ZERO OF THE LAST EQUATION 
C------------------------------------------- 
C 
 PIVOT = ABS(SYSK(NEQ,NEQ)) 
 IF(ABS(PIVOT).LT.10.E-10) THEN 
 WRITE(6,950)  NEQ, PIVOT 
  950  FORMAT(' EQAUTION NO.', I5, ' HAS NEARLY ZERO PIVOT OF', E14.6, '    
*     ' **STOP **', //,*** CHECK NODE AND ELEMENT NUMBERING IN F.E.  
*  ' MODEL ***') 
 STOP 
 ENDIF 
C 
C---------------------- 
C BACK SUBSTITION: 
C---------------------- 
C 
 SYSF(NEQ) = SYSF(NEQ)/SYSK(NEQ,NEQ) 
 DO 1100  IE=NEQ-1,1,-1 
 SUM = 0. 
 DO 1000  IC=IE+1,NEQ 
 SUM = SUM + SYSK(IE,IC)*SYSF(IC) 
 1000  CONTINUE 
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 SYSF(IE) = (SYSF(IE)-SUM)/SYSK(IE,IE) 
 1100  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  UPDATE(NEWCOORD, COORD, INTMAT, LENGTH, THETA, NPOIN, 
*              NELEM,  MXPOI,  MXELE) 
C 
C------------------------------------------------------------------ 
C CALCULATE NEW VARIABLES(COORD, LENGTH, THETA) FOR NEXT STEP: 
C------------------------------------------------------------------ 
C 
 PARAMETER  (PI = 3.1415926)  
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION   COORD(MXPOI,2), THETA(MXELE) 
 REAL    NEWCOORD(MXPOI,2), LENGTH(MXELE) 
 INTEGER   INTMAT(MXELE,2) 
C 
C-------------------------- 
C CALCULATE NEW COORD: 
C-------------------------- 
C 
 DO 100  IP=1,NPOIN 
 DO 100  J=1,2 
 COORD(IP,J) = NEWCOORD(IP,J) 
  100  CONTINUE 
C 
C--------------------------- 
C CALCULATE NEW LENGTH: 
C--------------------------- 
C 
 DO 300  IE=1,NELEM 
 II = INTMAT(IE,1) 
 JJ = INTMAT(IE,2) 
 XG1 = COORD(II,1) 
 YG1 = COORD(II,2) 
 XG2 = COORD(JJ,1) 
 YG2 = COORD(JJ,2) 
 DX = XG2 - XG1 
 DY = YG2 - YG1 
 LENGTH(IE) = SQRT(DX**2 + DY**2) 
C 
C-------------------------- 
C CALCULATE NEW THETA: 
C-------------------------- 
C 
 IF(DX.GT.0)  THEN 
 IF(DY.GT.0)  THEN 
 THETA(IE) = ABS(ATAN(DY/DX))*(360/(2*PI)) 
 ELSE  IF(DY.LT.0)  THEN 
 THETA(IE) = (2*PI - ABS(ATAN(DY/DX)))*(360/(2*PI)) 
 ELSE 
 THETA(IE) = 0. 
 ENDIF 
 ENDIF 
C 
 IF(DX.EQ.0)  THEN 
 IF(DY.GT.0)  THEN 
 THETA(IE) = (PI/2)*(360/(2*PI)) 
 ELSE  IF(DY.LT.0)  THEN 
 THETA(IE) = (3*PI/2)*(360/(2*PI)) 
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 ELSE 
 WRITE(6,200)  IE 
  200  FORMAT(/, ' !!! ELEMENT NO.', I5, ' IS A POINT.') 
 ENDIF 
 ENDIF 
C 
 IF(DX.LT.0)  THEN 
 IF(DY.GT.0)  THEN 
 THETA(IE) = (PI - ABS(ATAN(DY/DX)))*(360/(2*PI)) 
 ELSE  IF(DY.LT.0)  THEN 
 THETA(IE) = (PI + ABS(ATAN(DY/DX)))*(360/(2*PI)) 
 ELSE 
 THETA(IE) = PI*(360/(2*PI)) 
 ENDIF 
 ENDIF 
C 
  300  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C========================================================= 
C         
C END PROGRAM LINEAL2D                  
C            
C*********************************************************
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ภาคผนวก ข 

รายละเอียดของโปรแกรมคอมพวิเตอร์ TORSION2D 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ TORSION2D ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้เพ่ือวิเคราะห์ปัญหาขอบเขตเกิด
การเคล่ือนท่ีดงัท่ีได้กลา่วไว้ในบทท่ี 4 มีรายละเอียดดงันี ้

C*************************************************************************** 
C* PROGRAM TORSION2D * 
C* A FINITE ELEMENT PROGRAM FOR STUDY OF MESH MOVEMENT BY TORSIONAL SPRING * 
C* ANALOGY TECHNIQUE FOR TWO-DIMENSIONAL MOVING * 
C* BOUNDARY PROBLEMS * 
C*************************************************************************** 
C 
C ASSIGNED ACCORDING TO THE SIZE OF THE PROBLEMS 
C 
C  MXPOI = MAXIMUM NUMBER OF NODES IN THE MODEL 
C  MXELE = MAXIMUM NUMBER OF ELEMENTS IN THE MODEL 
C 
 PARAMETER  (MXPOI=1000, MXELE=2500) 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2) 
 DIMENSION STORESYSF(MXPOI*2), COORD(MXPOI,2), UMB(MXPOI*2) 
 REAL  NEWCOORD(MXPOI,2), L12, L13, L23 
 INTEGER INTMAT(MXELE,3), IBC(MXPOI,2), STEP, SUMA, CONDA(MXELE) 

CHARACTER*20  NAME1, NAME2, NAME3, NAME4 
C 
   10 WRITE(6,20) 
   20 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:') 

READ(5, '(A)', ERR=10)  NAME1 
OPEN(UNIT=8, FILE=NAME1, STATUS='OLD', ERR=10) 

C 
C---------------------- 
C READ INPUT DATA: 
C---------------------- 
C 
 READ(8,*)  NLINES 
 DO 30  ILINE=1,NLINES 
 READ(8,1)  TEXT 
    1 FORMAT(20A4) 
   30  CONTINUE 

READ(8,1)  TEXT 
READ(8,*)  NPOIN, NELEM, NFORCE 

C 
 NDF = 2. 
 NEQ = NPOIN*NDF 
 DO 40  I=1,NEQ 
 UMB(I) = 0. 
   40 CONTINUE 

READ(8,1)  TEXT 
 DO 60  IP=1,NPOIN 
 READ(8,*)  I, (COORD(I,J), J=1,2), (IBC(I,K), K=1,2), UX, UY 
 IF(I.NE.IP)  WRITE(6,20)  IP 
   50 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 

IF(I.NE.IP)  STOP 
 IEQ = (I-1)*NDF 
 UMB(IEQ+1) = UX 
 UMB(IEQ+2) = UY  
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   60 CONTINUE 
 READ(8,1)  TEXT 
 DO 80  IE=1,NELEM 
 READ(8,*)  I, (INTMAT(I,J), J=1,3) 
 IF(I.NE.IE)  WRITE(6,70)  IE 
   70 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
 IF(I.NE.IE)  STOP 
   80 CONTINUE 
C 
 DO 90  I=1,NEQ 
 STORESYSF(I) = 0. 
   90 CONTINUE 
 READ(8,1)  TEXT 
 DO 100  II=1,NFORCE   
 READ(8,*)  N, FX, FY 
 IEQ = (N-1)*NDF 
 STORESYSF(IEQ+1) = FX 
 STORESYSF(IEQ+2) = FY 
  100 CONTINUE 
C 
 WRITE(6,110)  NPOIN, NELEM 
  110 FORMAT(/, ' *** THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF', I5, ' NODES',  
*     ' AND ,I5, ' ELEMENTS ***') 
C 
  120 WRITE(6,130) 
  130  FORMAT(/, ' PLEASE INPUT NO. OF CALCULATION STEP(S) FOR MOVING ',  
*              ' BOUNDARY DISPLACEMENT (MAXIMUM OF 100 STEPS):') 
 READ(5,*)  STEP 
 IF(STEP.GT.100)  GO TO 120 
C 
C--------------------------------------------- 
C CREATE FILE FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS:  
C--------------------------------------------- 
C 
  140 WRITE(6,150) 
  150  FORMAT(/, ' PLEASE ENTER FILE NAME FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS :') 
 READ(5, '(A)', ERR=140)  NAME2 
 OPEN(UNIT=9, FILE=NAME2, STATUS='NEW', ERR=140) 
C 
C------------------------------------------- 
C CREATE FILE FOR 2-D PLOTTING DIAGRAM: 
C------------------------------------------- 
C 
  160  WRITE(6,170) 
  170 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER PLOTTING FILE NAME (*.PLT):') 
 READ(5, '(A)', ERR=160)  NAME3  
 OPEN(UNIT=10, FILE=NAME3, STATUS='NEW', ERR=160) 
C 
C------------------------------------------------ 
C CREATE FILE FOR MEASURING ELEMENT QUALITY: 
C------------------------------------------------ 
C 
  180 WRITE(6,190) 
  190  FORMAT(/, ' PLEASE ENTER FILE NAME FOR MEASURING ELEMENT QUALITY',  
*           ' (*.PLT):' 
      READ(5, '(A)', ERR=180)  NAME4 
 OPEN(UNIT=11, FILE=NAME4, STATUS='NEW', ERR=180) 
C 
C-------------------------------------- 
C START CALCULATING FOR EACH STEP: 
C-------------------------------------- 
C 
       DO 5000  ISTEP=1,STEP 
 WRITE(6,200)  ISTEP, STEP 
  200  FORMAT(///, ' *** STARTING CALCULATION STEP:', I3, ' OF TOTAL', I3, '  
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*                  ' STEP(S) ***') 
C 
 DO 210  I=1,NEQ 
 SYSF(I) = STORESYSF(I) 
  210  CONTINUE 
 DO 220  I=1,NEQ 
 DO 220  J=1,NEQ 
 SYSK(I,J) =0. 
  220  CONTINUE 
C 
C----------------------------------------------------------------- 
C CREATE ELEMENT MATRICES, ASSEMBLE THEM FOR SYSTEM MATRICES, 
C APPLY BOUNDARY CONDITIONS AND SOLVE THEM FOR THE SOLUTIONS:  
C----------------------------------------------------------------- 
C 
    WRITE(6,230) 
  230  FORMAT(/, ' *** ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLING ELEMENT',  
*     ' EQUATIONS ***') 
 CALL  CEM( ISTEP,  STEP, NELEM, NPOIN, COORD, INTMAT, SYSK, SYSF,  
*                 MXPOI, MXELE)  
C 
 WRITE(6,240) 
  240  FORMAT(/, ' *** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS ***') 
 CALL  APPLYBC(NPOIN, IBC, SYSK, SYSF, UMB, STEP, MXPOI) 
C 
 WRITE(6,250) 
  250  FORMAT(/, ' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS FOR ', 
*     ' DISPLACEMENT SOLUTIONS ***') 
 WRITE(6,260)  NEQ 
  260  FORMAT(5X, ' ( TOTAL OF', I5, ' EQUATIONS )') 
 CALL  SOLVE(NEQ, SYSK, SYSF, MXPOI) 
C 
C--------------------------------------------------- 
C PRINT OUT THESE NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS: 
C--------------------------------------------------- 
C 
 WRITE(9,270)  ISTEP, STEP 
  270  FORMAT(/,'FOR CALCULATION STEP:', I3, ' OF TOTAL', I3, ' STEP(S)')  
 WRITE(9,280)  NPOIN 
  280  FORMAT('NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS [', I5, ' ]:', /, 2X, 'NODE',  
*             13X, 'U', 19X, 'V') 
 I1 = 1 
 DO 300  IP=1,NPOIN 
 I2 = I1 + 1 
 WRITE(9,290)  IP, (SYSF(I), I=I1,I2) 
  290  FORMAT(I6, 2E20.6) 
 I1 = I2 + 1 
  300  CONTINUE 
C 
C--------------------------- 
C FIND NEW COORDINATES: 
C--------------------------- 
C 
 DO 310  IP=1,NPOIN 
 J1 = (IP-1)*2 + 1 
 J2 = J1 + 1 
 NEWCOORD(IP,1) = COORD(IP,1) + SYSF(J1) 
 NEWCOORD(IP,2) = COORD(IP,2) + SYSF(J2) 
  310 CONTINUE 
C 
C------------------------------- 
C CHECK ELEMENT VALIDITIES: 
C------------------------------ 
C 
 DO 320  IE=1,NELEM 
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 CONDA(IE) = 1. 
  320  CONTINUE 
 SUMA = 0. 
 DO 330  IE=1,NELEM 
 II = INTMAT(IE,1) 
 JJ = INTMAT(IE,2) 
 KK = INTMAT(IE,3) 
 XG1 = NEWCOORD(II,1) 
 YG1 = NEWCOORD(II,2) 
 XG2 = NEWCOORD(JJ,1) 
 YG2 = NEWCOORD(JJ,2) 
 XG3 = NEWCOORD(KK,1) 
 YG3 = NEWCOORD(KK,2) 
 AREA = 0.5*(XG1*(YG2-YG3) + XG2*(YG3-YG1) + XG3*(YG1-YG2)) 
 IF(AREA.LT.0)  THEN 
 CONDA(IE) = 0. 
 SUMA = SUMA + 1 
 ENDIF 
  330  CONTINUE 
C 
C ! CONDA = 0 : AREA OF ELEMENT IS NEGATIVE (AN INVALID ELEMENT) 
C ! CONDA = 1 : AREA OF ELEMENT IS POSITIVE OR EQUAL ZERO  
C                   (A VALID ELEMENT) 
C 
 WRITE(9,340) 
  340  FORMAT(/, 'ELEMENT NO. AS FOLLOWING HAS NEGATIVE AREA:') 
 DO 360  IE=1,NELEM 
 IF(CONDA(IE).EQ.0)  WRITE(9,350)  IE 
  350  FORMAT(I5) 
  360  CONTINUE 
 WRITE(9,370)  SUMA 
  370  FORMAT('TOTAL INVALID ELEMENT(S):', I5) 
C  
C------------------------------------- 
C PRINT OUT 2-D PLOTTING DIAGRAM: 
C------------------------------------- 
C 
   IF(ISTEP.EQ.1)  THEN 
 WRITE(10,*) ' TITLE = "FE PLOTTING DATA BY TORSIONAL SPRING MTD."' 
 WRITE(10,*) ' VARIABLES = "X-CO", "Y-CO"' 
 WRITE(10,380)  NPOIN, NELEM  
  380 FORMAT(' ZONE T="COORD", N=', I5, ', E=', I5, ', F=FEPOINT,  
*             ' ET=TRIANGLE')  
 DO 400  IP=1,NPOIN 
 WRITE(10,390)  (COORD(IP,J), J=1,2) 
  390  FORMAT(2E20.6) 
  400  CONTINUE   
 DO 420  IE=1,NELEM 
 WRITE(10,410)  (INTMAT(IE,J), J=1,3) 
  410  FORMAT(3I8) 
  420  CONTINUE 
 ENDIF 
C 
 WRITE(10,430)  ISTEP, NPOIN, NELEM 
  430  FORMAT(' ZONE T="COORD AT STEP:', I3, ' ", N=', I5, ', E=', I5,  
*  ' F=FEPOINT ET=TRIANGLE')  
 DO 450  IP=1,NPOIN 
 WRITE(10,440)  (NEWCOORD(IP,J), J=1,2) 
  440  FORMAT(2E20.6) 
  450  CONTINUE 
 DO 470  IE=1,NELEM 
 WRITE(10,460)  (INTMAT(IE,J), J=1,3) 
  460  FORMAT(3I8) 
  470  CONTINUE 
C 
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C------------------------------------------------- 
C EXIT THE PROGRAM IF INVALID ELEMENTS OCCUR: 
C------------------------------------------------- 
C 
   IF(SUMA.GT.0.)  WRITE(6,480)  SUMA, ISTEP 
  480  FORMAT(/, '  !!! ERROR !!!', /, ' THERE IS(ARE)', I5, '  INVALID ', 
*                ' ELEMENT(S) WHICH HAS(HAVE) NEGATIVE AREA AT THE', I4,  
*                ' STEP') 
 IF(SUMA.GT.0.)  STOP 
C 
C----------------------------------------------- 
C FIND & PRINT OUT THE NEW ELEMENT QUALITY: 
C----------------------------------------------- 
C 
 SUMQ = 0. 
 QMIN = 1. 
 DO 500  IE=1,NELEM 
 II = INTMAT(IE,1) 
 JJ = INTMAT(IE,2) 
 KK = INTMAT(IE,3) 
 XG1 = NEWCOORD(II,1) 
 YG1 = NEWCOORD(II,2) 
 XG2 = NEWCOORD(JJ,1) 
 YG2 = NEWCOORD(JJ,2) 
 XG3 = NEWCOORD(KK,1) 
 YG3 = NEWCOORD(KK,2) 
 AREA = 0.5*(XG1*(YG2-YG3) + XG2*(YG3-YG1) + XG3*(YG1-YG2))  
 L12 = SQRT((XG2-XG1)**2 + (YG2-YG1)**2) 
 L13 = SQRT((XG3-XG1)**2 + (YG3-YG1)**2) 
 L23 = SQRT((XG3-XG2)**2 + (YG3-YG2)**2) 
C 
 Q = (4*SQRT(3.0)*AREA)/(L12**2 + L13**2 + L23**2) 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  WRITE(6,490)  ISTEP 
  490  FORMAT(/, ' !!! ERROR !!!', /, ' ELEMENT QUALITY VALUE (Q) IS NOT IN', 
*                ' RANGE [0,1] AT THE', I4, ' STEP') 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1) STOP 
 SUMQ = SUMQ + Q 
 IF(Q.LT.QMIN)  QMIN = Q 
  500  CONTINUE 
C 
 QAVG = SUMQ/NELEM 
 WRITE(11,510)  ISTEP, QAVG, QMIN 
  510  FORMAT(I4, 2F20.8)  
C 
C------------------------------------- 
C UPDATE VARIABLES FOR NEXT STEP: 
C------------------------------------- 
C 
   IF(STEP.EQ.1)  GO TO 530 
 WRITE(6,520) 
  520 FORMAT(/, ' *** UPDATING VARIABLES FOR NEXT STEP ***') 
 CALL  UPDATE(NEWCOORD, COORD, NPOIN, MXPOI) 
C  
 5000  CONTINUE 
C 
  530 WRITE(6,540)   
  540  FORMAT(///, ' !!! COMPLETELY DONE !!!',/, ' *** THANK YOU ***') 
   STOP  
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  CEM(ISTEP,  STEP, NELEM, NPOIN, COORD, INTMAT, SYSK, SYSF, 
*      MXPOI, MXELE)       
C 
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C---------------------------------------------------------------------- 
C COMPUTE ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM FOR SYSTEM EQUATIONS:  
C---------------------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2), COORD(MXPOI,2) 
 DIMENSION C(3,3), R(3,6), RT(6,3), DUMA(3,6) 
 REAL  K(6,6), L12, L13, L23 
 INTEGER INTMAT(MXELE,3), STEP  
C 
 SUMQ = 0. 
 QMIN = 1. 
C 
C--------------------------------------- 
C LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C--------------------------------------- 
C 
 DO 1000  IE=1, NELEM 
C 
C------------------------------------- 
C FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C------------------------------------- 
C 
 II = INTMAT(IE,1) 
 JJ = INTMAT(IE,2) 
 KK = INTMAT(IE,3) 
 XG1 = COORD(II,1) 

YG1 = COORD(II,2) 
XG2 = COORD(JJ,1) 

 YG2 = COORD(JJ,2) 
 XG3 = COORD(KK,1) 
 YG3 = COORD(KK,2) 
 AREA = 0.5*(XG1*(YG2-YG3) + XG2*(YG3-YG1) + XG3*(YG1-YG2)) 
C 
C--------------------------------------------------------- 
C CHECK ELEMENT VALIDITIES FOR ONLY INITIAL ELEMENTS: 
C--------------------------------------------------------- 
C 
 IF(ISTEP.EQ.1)  THEN 
 IF(AREA.LT.0.)  WRITE(6,100)  IE 
  100 FORMAT(/, ' !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, ' HAS NEGATIVE AREA', /, 
*       ' --- CHECK F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES AND ELEMENT', 
*       ' NODAL CONNECTIONS ---') 
 IF(AREA.LT.0.)  STOP 
C 
C------------------------------------------------------------- 
C FIND THE ELEMENT QUALITY FOR ONLY THE INITIAL ELEMENTS: 
C------------------------------------------------------------- 
C 
 L12 = SQRT((XG2-XG1)**2 + (YG2-YG1)**2) 
 L13 = SQRT((XG3-XG1)**2 + (YG3-YG1)**2) 
 L23 = SQRT((XG3-XG2)**2 + (YG3-YG2)**2) 
 Q = (4*SQRT(3.0)*AREA)/(L12**2 + L13**2 + L23**2) 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  WRITE(6,200) 
  200  FORMAT(/, ' !!! ERROR !!!',/, ' ELEMENT QUALITY VALUE (Q) MUST BE IN',  
*              ' RANGE [0,1]',/,--- CHECK F.E.MODEL FOR NODAL COORDINATES', 
*               ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---') 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  STOP 
 SUMQ = SUMQ + Q 
 IF(Q.LT.QMIN)  QMIN = Q 
 ENDIF 
C 
 FAC = 4*AREA**2 
 C1 = (L12*L12*L13*L13)/FAC 
 C2 = (L12*L12*L23*L23)/FAC 
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 C3 = (L13*L13*L23*L23)/FAC 
C 
C-------------------------------------------- 
C TORSIONAL SPRING STIFFNESS MATRIX [C]: 
C-------------------------------------------- 
C 
 DO 300  I=1,3 
 DO 300  J=1,3 
 C(I,J) = 0. 
  300  CONTINUE 
 C(1,1) = C1 
 C(2,2) = C2 
 C(3,3) = C3 
C 
 A12 = (XG2-XG1)/L12**2 
 A13 = (XG3-XG1)/L13**2 
 A23 = (XG3-XG2)/L23**2 
 B12 = (YG2-YG1)/L12**2 
 B13 = (YG3-YG1)/L13**2 
 B23 = (YG3-YG2)/L23**2 
C 
C-------------------------------- 
C TRANSFORMATION MATRIX [R]: 
C-------------------------------- 
C 
 R(1,1) = B13 - B12 
 R(1,2) = A12 - A13 
 R(1,3) = B12 
 R(1,4) = -A12 
 R(1,5) = -B13 
 R(1,6) = A13 
 R(2,1) = B12 
 R(2,2) = -A12 
 R(2,3) = -B12 - B23 
 R(2,4) = A23 + A12 
 R(2,5) = B23 
 R(2,6) = -A23 
 R(3,1) = -B13 
 
 R(3,2) = A13 
 R(3,3) = B23 
 R(3,4) = -A23 
 R(3,5) = B13 - B23 
 R(3,6) = A23 - A13 
C 
 DO 500  I=1,3 
 DO 400  J=1,6 
 RT(J,I) = R(I,J) 
  400  CONTINUE 
  500  CONTINUE 
C 
C---------------------------------------------------- 
C TORSIONAL SPRING STIFFNESS ELEMENT MATRIX [K]: 
C---------------------------------------------------- 
C 
 DO 700  I=1,3 
 DO 700  J=1,6 
 DUMA(I,J) = 0. 
 DO 600  L=1,3 
 DUMA(I,J) = DUMA(I,J) + C(I,L)*R(L,J) 
  600  CONTINUE 
  700  CONTINUE 
C 
 DO 900  I=1,6 
 DO 900  J=1,6 
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 K(I,J) = 0. 
 DO 800  L = 1,3 
 K(I,J) = K(I,J) + RT(I,L)*DUMA(L,J) 
  800  CONTINUE 
  900  CONTINUE 
C 
C----------------------------------------------------------------- 
C ASSEMBLE THESE ELEMENT EQUATIONS INTO THE SYSTEM EQUATIONS: 
C----------------------------------------------------------------- 
C 
  CALL  ASSEMBLE(IE, INTMAT, K, SYSK, MXPOI, MXELE) 
C 
 1000  CONTINUE 
C 
C------------------------------------------------------------------ 
C PRINT OUT THE ELEMENT QUALITY FOR ONLY THE INITIAL ELEMENTS: 
C------------------------------------------------------------------ 
C 
 IF(ISTEP.EQ.1)  THEN 
 QAVG = SUMQ/NELEM 
 IMAX = STEP + 1. 
 WRITE(11,*)  ' TITLE = "COMPARISON CHART OF ELEMENT QUALITY BETWEEN ', 
*              ' EACH METHOD"' 
       WRITE(11,*)  ' VARIABLES = "STEP", "QAVG", "QMIN"' 
 WRITE(11,1100)  IMAX 
 1100  FORMAT(' ZONE T="TORSION", I=', I4, ' , DATAPACKING=POINT') 
 WRITE(11,1200)  0, QAVG, QMIN 
 1200  FORMAT(I4, 2F20.8) 
 ENDIF  
C    
 RETURN 
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  ASSEMBLE(IE, INTMAT, K, SYSK, MXPOI, MXELE) 
C 
C------------------------------------------------------- 
C ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS: 
C------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION  SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 REAL    K(6,6) 
 INTEGER   INTMAT(MXELE,3)  
C 
 NNODE = 3 
 NDF = 2 
C 
 DO 200  NR=1,NNODE 
 NODR = INTMAT(IE,NR) 
 DO 200  MR=1,NDF 
C  
 NSR = (NODR-1)*NDF + MR 
 NER = (NR  -1)*NDF + MR 
C 
 DO 100  NC=1,NNODE 
 NODC = INTMAT(IE,NC) 
 DO 100  MC=1,NDF 
C 
 NSC = (NODC-1)*NDF + MC 
 NEC = (NC  -1)*NDF + MC 
C 
 SYSK(NSR,NSC) = SYSK(NSR,NSC) + K(NER,NEC) 
  100  CONTINUE 
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C 
  200  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C===================================================================C 
 SUBROUTINE  APPLYBC(NPOIN, IBC, SYSK, SYSF, UMB, STEP, MXPOI) 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C APPLY DISPLACEMENT BOUNDARY CONDITIONS WITH CONDITION CODE OF: 
C  0 = FREE TO MOVE 
C  1 = FIXED BOUNDARY 
C  2 = MOVING BOUNDARY 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION   SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2) 
 DIMENSION   UMB(MXPOI*2) 
 INTEGER   IBC(MXPOI,2), STEP  
C 
 NDF = 2. 
 DO 700  IN=1,NPOIN 
 DO 600  ID=1,NDF 
C  
C---------------------------------- 
C CHECK IF IBC = 0, DO NOTHING 
C---------------------------------- 
C 
 IF(IBC(IN,ID).EQ.0)  THEN 
 GO TO 600 
C 
C----------------------------------- 
C CHECK IF IBC = 1, APPLY U = 0 
C----------------------------------- 
C 
 ELSE  IF(IBC(IN,ID).EQ.1)  THEN 
 IEQ = (IN-1)*NDF + ID 
 DO 100  IC=1,NPOIN*2 
 SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  100  CONTINUE 
 SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
 SYSF(IEQ) = 0. 
C 
 DO 200  IR=1,NPOIN*2 
 IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 200 
 SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  200  CONTINUE 
C 
C------------------------------------- 
C CHECK IF IBC = 2, APPLY U = UMB 
C------------------------------------- 
C 
 ELSE  IF(IBC(IN,ID).EQ.2)  THEN 
 IEQ = (IN-1)*NDF + ID 
 DO 300  IC=1,NPOIN*2 
 SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  300  CONTINUE 
 SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
 SYSF(IEQ) = UMB(IEQ)/STEP 
C 
 DO 400  IR=1,NPOIN*2 
 IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 400 
 SYSF(IR) = SYSF(IR) - SYSK(IR,IEQ)*(UMB(IEQ)/STEP) 
 SYSK(IR,IEQ) = 0. 
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  400  CONTINUE 
C 
C--------------------------------- 
C CHECK IF INPUT IBC IS WRONG 
C--------------------------------- 
C 
 ELSE 
 WRITE(6,500)  IN, ID 
  500  FORMAT(/,'!!! ERROR !!!',/,' PLEASE CHECK IBC OF NODE',I5,' ID =', I5) 
 ENDIF 
C   
  600  CONTINUE 
  700  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  SOLVE(NEQ, SYSK, SYSF, MXPOI) 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS USING GUASS ELIMINATION. 
C THE OUTPUT SOLUTIONS WILL BE STORED IN VARIABLE SYSF. 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2) 
 REAL  KMAX 
C 
 NR = NEQ 
 NC = NEQ 
C 
C-------------- 
C SCALING: 
C-------------- 
C 
 DO 300  IE=1,NEQ 
 BIG = ABS(SYSK(IE,1)) 
 DO 100  IC=2,NC 
 KMAX = ABS(SYSK(IE,IC)) 
 IF(KMAX.GT.BIG)  BIG = KMAX 
  100  CONTINUE 
 DO 200  IC=1,NC 
 SYSK(IE,IC) = SYSK(IE,IC)/BIG 
  200  CONTINUE 
 SYSF(IE) = SYSF(IE)/BIG 
  300 CONTINUE 
C 
C------------------------------------------------------------ 
C FORWARD ELIMINATION : STARTING FROM 'PRIME' IP=1,NEQ-1  
C------------------------------------------------------------ 
C 
 DO 900  IP=1,NEQ-1 
C 
C--------------- 
C PIVOTING: 
C--------------- 
C 
 JP = IP 
 BIG = ABS(SYSK(IP,IP)) 
 DO 400  I=IP+1,NR 
 KMAX = ABS(SYSK(I,IP)) 
 IF(KMAX.GT.BIG)  THEN 
  BIG = KMAX 
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  JP = I 
 ENDIF 
  400  CONTINUE 
C 
 IF(JP.NE.IP)  THEN 
 DO 500  J=IP,NC 
 DUMY = SYSK(JP,J) 
 SYSK(JP,J) = SYSK(IP,J) 
 SYSK(IP,J) = DUMY 
  500  CONTINUE 
 DUMY = SYSF(JP) 
 SYSF(JP) = SYSF(IP) 
 SYSF(IP) = DUMY 
 ENDIF 
C 
C-------------------------------------------------------------- 
C PERFORMING FORWARD ELIMINATION ACCORDING TO THE ORDER OF  
C 'PRIME' FROM 1 TO NEQ-1 
C-------------------------------------------------------------- 
C 
 DO 700  IE=IP+1,NEQ  
 RATIO = SYSK(IE,IP)/SYSK(IP,IP) 
 DO 600  IC=IP+1,NC 
 SYSK(IE,IC) = SYSK(IE,IC)-SYSK(IP,IC)*RATIO 
  600  CONTINUE 
 SYSF(IE) = SYSF(IE)-SYSF(IP)*RATIO 
  700  CONTINUE 
C 
 DO 800  IE=IP+1,NEQ 
 SYSK(IE,IP) = 0. 
  800  CONTINUE 
  900 CONTINUE   
C 
C------------------------------------------- 
C CHECK PIVOT ZERO OF THE LAST EQUATION 
C------------------------------------------- 
C 
 PIVOT = ABS(SYSK(NEQ,NEQ)) 
 IF(ABS(PIVOT).LT.10.E-10) THEN 
 WRITE(6,950)  NEQ, PIVOT 
  950  FORMAT(' EQAUTION NO.', I5, ' HAS NEARLY ZERO PIVOT OF', E14.6, 
*             ' ** STOP **', //, ' *** CHECK NODE AND ELEMENT NUMBERING', 
*      'IN F.E. MODEL ***') 
 STOP 
 ENDIF 
C 
C---------------------- 
C BACK SUBSTITION: 
C---------------------- 
C 
 SYSF(NEQ) = SYSF(NEQ)/SYSK(NEQ,NEQ) 
 DO 1100  IE=NEQ-1,1,-1 
 SUM = 0. 
 DO 1000  IC=IE+1,NEQ 
 SUM = SUM + SYSK(IE,IC)*SYSF(IC) 
 1000  CONTINUE 
 SYSF(IE) = (SYSF(IE)-SUM)/SYSK(IE,IE) 
 1100  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  UPDATE(NEWCOORD, COORD, NPOIN, MXPOI) 
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C 
C----------------------------------------------------- 
C UPDATING NODAL COORDINATE MATRIX FOR NEXT STEP: 
C----------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8(A-H,O-Z) 
C 
 DIMENSION   COORD(MXPOI,2) 
 REAL    NEWCOORD(MXPOI,2) 
C 
 DO 100  IP=1,NPOIN 
 DO 100  J=1,2 
 COORD(IP,J) = NEWCOORD(IP,J) 
  100  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C================================================================ 
C            
C END PROGRAM TORSION2D        
C            
C**************************************************************** 



158 
 

ภาคผนวก ค 

รายละเอียดของโปรแกรมคอมพวิเตอร์ ELASTIC2D 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ELASTIC2D ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้เพ่ือวิเคราะห์ปัญหาขอบเขตเกิดการ
เคล่ือนท่ีดงัท่ีได้กลา่วไว้ในบทท่ี 4 มีรายละเอียดดงันี ้

C*************************************************************************** 
C* PROGRAM ELASTIC2D * 
C* A FINITE ELEMENT PROGRAM FOR STUDY OF MESH MOVEMENT BY ELASTIC MEDIUM * 
C* ANALOGY TECHNIQUE FOR TWO-DIMENSIONAL MOVING * 
C* BOUNDARY PROBLEMS * 
C*************************************************************************** 
C 
C  MXPOI = MAXIMUM NUMBER OF NODES IN THE MODEL 
C  MXELE = MAXIMUM NUMBER OF ELEMENTS IN THE MODEL 
C 
 PARAMETER  (MXPOI=1000, MXELE=2500) 
C  
 IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 
 DIMENSION COORD(MXPOI,2), UMB(MXPOI*2), TEXT(20) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2)  
 DIMENSION STORESYSF(MXPOI*2) 
 REAL  NEWCOORD(MXPOI,2), L12, L13, L23  
 INTEGER IBC(MXPOI,2), INTMAT(MXELE,3), STEP 
 INTEGER CONDA(MXELE), SUMA 
 CHARACTER*20  NAME1, NAME2, NAME3, NAME4 
C 
   10 WRITE(6,20) 
   20  FORMAT(/, ' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:') 
 READ(5, '(A)', ERR=10)  NAME1 
 OPEN(UNIT=8, FILE=NAME1, STATUS='OLD', ERR=10) 
C 
C---------------------- 
C READ INPUT DATA: 
C---------------------- 
C 
 READ(8,*)  NLINES 
 DO 30  ILINE=1,NLINES 
 READ(8,1)  TEXT 
    1 FORMAT(20A4) 
   30  CONTINUE 
 READ(8,1)  TEXT 
 READ(8,*)  NPOIN, NELEM, NFORCE 
 READ(8,1)  TEXT 
 READ(8,*)  ELAS, PR, THICK 
C 
 NDF = 2. 
 NEQ = NPOIN*NDF 
 DO 40  I=1,NEQ 
 UMB(I) = 0. 
   40 CONTINUE 
 READ(8,1)  TEXT 
 DO 60  IP=1,NPOIN 
 READ(8,*)  I, (COORD(I,J), J=1,2), (IBC(I,K), K=1,2), UMBX, UMBY 
 IF(I.NE.IP)  WRITE(6,50)  IP 
   50  FORMAT(/, ' NODE NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
 IF(I.NE.IP)  STOP 
 IEQ = (I-1)*NDF 
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 UMB(IEQ+1) = UMBX 
 UMB(IEQ+2) = UMBY 
   60  CONTINUE 
 READ(8,1)  TEXT 
 DO 80  IE=1,NELEM 
 READ(8,*)  I, (INTMAT(I,J), J=1,3) 
 IF(I.NE.IE)  WRITE(6,70)  IE 
   70  FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
 IF(I.NE.IE)  STOP 
   80 CONTINUE 
C 
 DO 90  I=1,NEQ 
 STORESYSF(I) = 0. 
   90  CONTINUE 
 READ(8,1)  TEXT 
 DO 100  II=1,NFORCE 
 READ(8,*)  N, FX, FY 
 IEQ = (N-1)*NDF 
 STORESYSF(IEQ+1) = FX 
 STORESYSF(IEQ+2) = FY 
  100  CONTINUE 
C 
 WRITE(6,110)  NPOIN,NELEM 
110  FORMAT(/, ' ***THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF', I5, ' NODES',  
*     ' AND', I5,ELEMENTS ***') 
C 
  120 WRITE(6,130) 
  130  FORMAT(/, ' WHICH TYPE OF ELASTIC PROBLEM?',/, '(1 = PLANE STRESS ,', 
*     ' 2 = PLANE STRAIN)') 
* READ(5,*)  ITYPE 
 IF(ITYPE.NE.1.AND.ITYPE.NE.2)  GO TO 120 
C 
  140 WRITE(6,150) 
  150  FORMAT(/, ' PLEASE INPUT NO. OF CALCULATION STEP(S) FOR MOVING', 
*     ' BOUNDARY DISPLACEMENT ( MAXIMUM OF 100 STEPS ) :') 
 READ(5,*)  STEP 
 IF(STEP.GT.100)  GO TO 140 
C 
C--------------------------------------------- 
C CREATE FILE FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS: 
C--------------------------------------------- 
C 
  160 WRITE(6,170) 
  170  FORMAT(/, ' PLEASE ENTER FILE NAME FOR DISPLACEMENT SOLUTIONS:') 
 READ(5, '(A)', ERR=160)  NAME2 
 OPEN(UNIT=9, FILE=NAME2, STATUS='NEW', ERR=160) 
C 
C------------------------------------------- 
C CREATE FILE FOR 2-D PLOTTING PROGRAM: 
C------------------------------------------- 
C  
  180 WRITE(6,190)  
  190  FORMAT(/, ' PLEASE ENTER PLOTTING FILE NAME (*.PLT):') 
 READ(5, '(A)', ERR=180)  NAME3 
 OPEN(UNIT=10, FILE=NAME3, STATUS='NEW', ERR=180) 
C 
C------------------------------------------------ 
C CREATE FILE FOR MEASURING ELEMENT QUALITY: 
C------------------------------------------------ 
C 
  200 WRITE(6,210) 
  210  FORMAT(/, ' PLEASE ENTER FILE NAME FOR MEASURING ELEMENT QUALITY ',  
*               ' (*.PLT):' 
 READ(5, '(A)', ERR=200)  NAME4 
 OPEN(UNIT=11, FILE=NAME4, STATUS='NEW', ERR=200) 
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C 
C-------------------------------------- 
C START CALCULATING FOR EACH STEP: 
C-------------------------------------- 
C 
 DO 5000  ISTEP=1,STEP 
 IF(ITYPE.EQ.1)  THEN 
 WRITE(6,220)  ISTEP,STEP 
  220  FORMAT(///, ' *** STARTING CALCULATION STEP:', I3, ' OF TOTAL', I3,   
*       ' STEP(S) FOR "PLANE STRESS" PROBLEM ***') 
 ELSE 
 WRITE(6,230)  ISTEP,STEP 
  230  FORMAT(///, ' *** STARTING CALCULATION STEP:', I3, ' OF TOTAL', I3,   
*          ' STEP(S) FOR "PLANE STRAIN" PROBLEM ***') 
 ENDIF 
C 
 DO 240  I=1,NEQ 
 SYSF(I) = STORESYSF(I) 
  240  CONTINUE 
 DO 250  I=1,NEQ 
 DO 250  J=1,NEQ 
 SYSK(I,J) = 0. 
  250 CONTINUE 
C 
C----------------------------------------------------------------- 
C CREATE ELEMENT MATRICES, ASSEMBLE THEM FOR SYSTEM MATRICES, 
C APPLY BOUNDARY CONDITIONS AND SOLVE THEM FOR THE SOLUTIONS:  
C----------------------------------------------------------------- 
 WRITE(6,260) 
  260  FORMAT(/, ' ***ESTABLISHING ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLING ELEMENT ', 
*              ' EQUATIONS ***') 
 CALL  CEM( ISTEP, STEP, NELEM, INTMAT, COORD,  ELAS, PR, THICK, SYSK,   
*       SYSF, ITYPE, MXPOI, MXELE) 
C 
      WRITE(6,270) 
  270 FORMAT(/, ' *** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS ***') 
 CALL  APPLYBC(NPOIN, IBC, UMB, STEP, SYSK, SYSF, MXPOI) 
C  
 WRITE(6,280) 
  280  FORMAT(/, ' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQS. FOR DISPLACEMENT ', 
*      ' SOLUTIONS ***') 
 WRITE(6,290)  NEQ 
  290  FORMAT(5X, '( TOTAL OF', I5, ' EQUATIONS )') 
 CALL  SOLVE(NEQ, SYSK, SYSF, MXPOI) 
C 
C--------------------------------------------- 
C PRINT OUT NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS: 
C--------------------------------------------- 
C 
 IF(ITYPE.EQ.1)  THEN 
 WRITE(9,300)  ISTEP,STEP 
  300  FORMAT(/, ' FOR CALCULATION STEP:', I3, ' OF TOTAL', I3, ' STEP(S)’, 
*     ' FOR "PLANE STRESS"') 
 ELSE 
 WRITE(9,310)  ISTEP,STEP 
  310  FORMAT(/, ' FOR CALCULATION STEP:', I3, ' OF TOTAL', I3, ' STEP(S)’, 
*     ' FOR "PLANE STRAIN"') 
 ENDIF 
 WRITE(9,320)  NPOIN 
  320  FORMAT('NODAL DISPLACEMENT SOLUTIONS [', I5, ']:', /, 2X, 'NODE', 13X,  
*             'U', 19X, 'V') 
 I1 = 1 
 DO 340  IP=1,NPOIN 
 I2 = IP*NDF 
 WRITE(9,330)  IP, (SYSF(I), I=I1,I2) 
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  330  FORMAT(I6, 2E20.6) 
 I1 = I2+1 
  340  CONTINUE 
C 
C--------------------------- 
C FIND NEW COORDINATES: 
C--------------------------- 
C 
 DO 350  IP=1,NPOIN 
 J1 = (IP-1)*2 + 1 
 J2 = J1 + 1 
 NEWCOORD(IP,1) = COORD(IP,1) + SYSF(J1) 
 NEWCOORD(IP,2) = COORD(IP,2) + SYSF(J2) 
  350  CONTINUE 
C  
C------------------------------- 
C CHECK ELEMENT VALIDITIES: 
C------------------------------- 
C 
 DO 360  IE=1,NELEM 
 CONDA(IE) = 1.  
  360  CONTINUE 
 SUMA = 0. 
 DO 370  IE=1,NELEM 
 II = INTMAT(IE,1) 
 JJ = INTMAT(IE,2) 
 KK = INTMAT(IE,3) 
 XG1 = NEWCOORD(II,1) 
 YG1 = NEWCOORD(II,2) 
 XG2 = NEWCOORD(JJ,1) 
 YG2 = NEWCOORD(JJ,2) 
 XG3 = NEWCOORD(KK,1) 
 YG3 = NEWCOORD(KK,2) 
 AREA = 0.5*(XG1*(YG2-YG3) + XG2*(YG3-YG1) + XG3*(YG1-YG2)) 
 IF(AREA.LT.0)  THEN 
 CONDA(IE) = 0. 
 SUMA = SUMA + 1. 
 ENDIF 
  370  CONTINUE 
C 
C ! CONDA = 0 : AREA OF ELEMENT IS NEGATIVE (AN INVALID ELEMENT) 
C ! CONDA = 1 : AREA OF ELEMENT IS POSITIVE OR EQUAL ZERO  
C                   (A VALID ELEMENT) 
C 
 WRITE(9,380) 
  380  FORMAT(/, 'ELEMENT NO. AS FOLLOWING HAS NEGATIVE AREA:') 
 DO 400  IE=1,NELEM 
 IF(CONDA(IE).EQ.0)  WRITE(9,390)  IE 
  390  FORMAT(I5) 
  400  CONTINUE 
 WRITE(9,410)  SUMA 
  410  FORMAT('TOTAL INVALID ELEMENT(S):', I5) 
C 
C------------------------------------- 
C PRINT OUT 2-D PLOTTING DIAGRAM:  
C------------------------------------- 
C 
 IF(ISTEP.EQ.1)  THEN 
 WRITE(10,*)  ' TITLE = "FE PLOTTING DATA BY ELASTIC MEDIUM MTD."' 
 WRITE(10,*)  ' VARIABLES = "X-CO", "Y-CO"' 
 WRITE(10,420)  NPOIN, NELEM 
  420  FORMAT(' ZONE T="COORD", N=',I5,', E=', I5,', F=FEPOINT, ET=TRIANGLE') 
 DO 440  IP=1,NPOIN 
 WRITE(10,430)  (COORD(IP,J), J=1,2) 
  430  FORMAT(2E20.6) 
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  440  CONTINUE 
 DO 460  IE=1,NELEM 
 WRITE(10,450)  (INTMAT(IE,J), J=1,3) 
  450  FORMAT(3I8) 
  460  CONTINUE 
 ENDIF 
C 
 WRITE(10,470)  ISTEP, NPOIN, NELEM 
  470  FORMAT(' ZONE T="COORD AT STEP:', I3, '", N=', I5, ', E=', I5,  
*  ' F=FEPOINT, ET=TRIANGLE') 
 DO 490  IP=1,NPOIN 
 WRITE(10,480)  (NEWCOORD(IP,J), J=1,2) 
  480  FORMAT(2E20.6) 
  490  CONTINUE 
 DO 510  IE=1,NELEM 
 WRITE(10,500)  (INTMAT(IE,J), J=1,3) 
  500  FORMAT(3I8) 
  510  CONTINUE 
C 
C------------------------------------------------- 
C EXIT THE PROGRAM IF INVALID ELEMENTS OCCUR: 
C------------------------------------------------- 
C  
  IF(SUMA.GT.0.)  WRITE(6,520)  SUMA, ISTEP 
  520  FORMAT(/, '  !!! ERROR !!!', /, ' THERE IS(ARE)', I5, '  INVALID ', 
*     ' ELEMENT(S) WHICH HAS(HAVE) NEGATIVE AREA AT THE', I4,  
*               ' STEP') 
 IF(SUMA.GT.0.)  STOP 
C 
C----------------------------------------------- 
C FIND & PRINT OUT THE NEW ELEMENT QUALITY: 
C----------------------------------------------- 
C 
 SUMQ = 0. 
 QMIN = 1. 
 DO 540  IE=1,NELEM 
 II = INTMAT(IE,1) 
 JJ = INTMAT(IE,2) 
 KK = INTMAT(IE,3) 
 XG1 = NEWCOORD(II,1) 
 YG1 = NEWCOORD(II,2) 
 XG2 = NEWCOORD(JJ,1) 
 YG2 = NEWCOORD(JJ,2) 
 XG3 = NEWCOORD(KK,1) 
 YG3 = NEWCOORD(KK,2) 
 AREA = 0.5*(XG1*(YG2-YG3) + XG2*(YG3-YG1) + XG3*(YG1-YG2)) 
 L12 = SQRT((XG2-XG1)**2 + (YG2-YG1)**2) 
 L13 = SQRT((XG3-XG1)**2 + (YG3-YG1)**2) 
 L23 = SQRT((XG3-XG2)**2 + (YG3-YG2)**2) 
C 
 Q = (4*SQRT(3.0)*AREA)/(L12**2 + L13**2 + L23**2) 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  WRITE(6,530)  ISTEP 
  530 FORMAT(/, ' !!! ERROR !!!',/, ' ELEMENT QUALITY VALUE (Q) IS NOT IN ', 
*              ' RANGE [0,1] AT THE', I4, ' STEP') 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  STOP 
 SUMQ = SUMQ + Q 
 IF(Q.LT.QMIN)  QMIN = Q 
  540  CONTINUE 
C 
 QAVG = SUMQ/NELEM 
 WRITE(11,550)  ISTEP, QAVG, QMIN 
  550  FORMAT(I4, 2F20.8) 
C 
C------------------------------------- 
C UPDATE VARIABLES FOR NEXT STEP: 
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C------------------------------------- 
C 
   IF(STEP.EQ.1)  GO TO 570 
   WRITE(6,560) 
  560  FORMAT(/, ' *** UPDATING VARIABLES FOR NEXT STEP ***') 
 CALL  UPDATE(COORD, NEWCOORD, NPOIN, MXPOI) 
C 
 5000  CONTINUE 
C 
  570 WRITE(6,580)   
  580  FORMAT(///, ' !!! COMPLETELY DONE !!!', /, ' *** THANK YOU ***') 
C 
 STOP 
       END  
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  CEM(ISTEP, STEP, NELEM, INTMAT, COORD,  ELAS, PR, THICK,  
*      SYSK, SYSF, ITYPE, MXPOI, MXELE) 
C 
C---------------------------------------------------------------- 
C COMPUTE ELEMENT MATRICES AND ASSEMBLE THEM FOR SYSTEM EQS. 
C---------------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 
 DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2) 
 DIMENSION DUMA(3,6), C(3,3), B(3,6), BT(6,3) 
 REAL*8  K(6,6), L12, L13, L23  
 INTEGER INTMAT(MXELE,3), STEP 
C 
 SUMQ = 0. 
 QMIN = 1. 
C 
C--------------------------------------- 
C LOOP OVER THE NUMBER OF ELEMENTS: 
C--------------------------------------- 
C 
 DO 2000  IE=1,NELEM 
C 
C------------------------------------- 
C FIND ELEMENT LOCAL COORDINATES: 
C------------------------------------- 
C 
 II = INTMAT(IE,1) 
 JJ = INTMAT(IE,2) 
 KK=  INTMAT(IE,3) 
 XG1 = COORD(II,1) 
 YG1 = COORD(II,2) 
 XG2 = COORD(JJ,1) 
 YG2 = COORD(JJ,2) 
 XG3 = COORD(KK,1) 
 YG3 = COORD(KK,2) 
 AREA = 0.5*(XG1*(YG2-YG3) + XG2*(YG3-YG1) + XG3*(YG1-YG2)) 
C 
C--------------------------------------------------------- 
C CHECK ELEMENT VALIDITIES FOR ONLY INITIAL ELEMENTS: 
C--------------------------------------------------------- 
C 
 IF(ISTEP.EQ.1)  THEN 
 IF(AREA.LT.0.)  WRITE(6,100)  IE 
  100  FORMAT(/, ' !!! ERROR !!!  ELEMENT NO.', I5, ' HAS NEGATIVE AREA ', /, 
*     ' --- CHECK F.E.MODEL FOR NODAL COORDINATES AND ELEMENT ', 
*     ' NODAL CONNECTIONS ---' 
 IF(AREA.LT.0.)  STOP 
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C 
C------------------------------------------------------------- 
C FIND THE ELEMENT QUALITY FOR ONLY THE INITIAL ELEMENTS: 
C------------------------------------------------------------- 
C 
 L12 = SQRT((XG2-XG1)**2 + (YG2-YG1)**2) 
 L13 = SQRT((XG3-XG1)**2 + (YG3-YG1)**2) 
 L23 = SQRT((XG3-XG2)**2 + (YG3-YG2)**2) 
 Q = (4*SQRT(3.0)*AREA)/(L12**2 + L13**2 + L23**2) 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  WRITE(6,200) 
  200  FORMAT(/, ' !!! ERROR !!!',/,' ELEMENT QUALITY VALUE (Q) MUST BE IN ', 
*               ' RANGE [0,1] --- CHECK F.E MODEL FOR NODAL COORDINATES ', 
*               ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---') 
 IF(Q.LT.0.OR.Q.GT.1)  STOP 
 SUMQ = SUMQ + Q 
 IF(Q.LT.QMIN)  QMIN = Q 
 ENDIF 
C 
 B1 = YG2 - YG3 
 B2 = YG3 - YG1 
 B3 = YG1 - YG2 
 C1 = XG3 - XG2 
 C2 = XG1 - XG3 
 C3 = XG2 - XG1 
C 
C-------------------------------------------- 
C STRAIN - DISPLACEMENT RELATION MATRIX: 
C-------------------------------------------- 
C 
 DO 300  I=1,3 
 DO 300  J=1,6 
 B(I,J) = 0. 
  300  CONTINUE 
C  
 B(1,1) = B1 
 B(1,3) = B2 
 B(1,5) = B3 
 B(2,2) = C1 
 B(2,4) = C2 
 B(2,6) = C3 
 B(3,1) = C1 
 B(3,2) = B1 
 B(3,3) = C2 
 B(3,4) = B2 
 B(3,5) = C3 
 B(3,6) = B3 
C 
 DO 500  I=1,3 
 DO 400  J=1,6 
 B(I,J) = B(I,J)/(2.*AREA) 
 BT(J,I) = B(I,J) 
  400  CONTINUE  
  500  CONTINUE 
C 
C------------------------ 
C ELASTICITY MATRIX: 
C------------------------ 
C 
 IF(ITYPE.EQ.1) THEN 
 FAC = ELAS/(1.-PR*PR) 
 C(1,1) = FAC 
 C(1,2) = FAC*PR 
 C(1,3) = 0. 
 C(2,1) = C(1,2) 
 C(2,2) = C(1,1) 
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 C(2,3) = 0. 
 C(3,1) = 0. 
 C(3,2) = 0. 
 C(3,3) = FAC*(1.-PR)/2. 
C 
 ELSE  
 FAC = ELAS/((1.+PR)*(1.-2.*PR)) 
 C(1,1) = FAC*(1-PR) 
 C(1,2) = FAC*PR 
 C(1,3) = 0. 
 C(2,1) = C(1,2) 
 C(2,2) = C(1,1) 
 C(2,3) = 0. 
 C(3,1) = 0. 
 C(3,2) = 0. 
 C(3,3) = FAC*(1.-2.*PR)/2. 
 ENDIF  
C 
C------------------------------- 
C ELEMENT STIFFNESS MATRIX: 
C------------------------------- 
C 
 DO 700  I=1,3 
 DO 700  J=1,6 
 DUMA(I,J) = 0. 
 DO 600  M=1,3 
 DUMA(I,J) = DUMA(I,J) + C(I,M)*B(M,J) 
  600  CONTINUE 
  700  CONTINUE 
C 
 DO 900  I=1,6 
 DO 900  J=1,6 
 K(I,J) = 0. 
 DO 800  M=1,3 
 K(I,J) = K(I,J) + BT(I,M)*DUMA(M,J) 
  800  CONTINUE 
  900  CONTINUE 
C 
 DO 1000  I=1,6 
 DO 1000  J=1,6 
 K(I,J) = K(I,J)*AREA*THICK 
 1000  CONTINUE 
C 
C------------------------------------------------------ 
C ASSEMBLE THESE ELEMENT EQS. INTO THE SYSTEM EQS. 
C------------------------------------------------------ 
C 
  CALL ASSEMBLE(IE, INTMAT, K, SYSK, MXPOI, MXELE) 
C  
 2000  CONTINUE 
C 
C------------------------------------------------------------------ 
C PRINT OUT THE ELEMENT QUALITY FOR ONLY THE INITIAL ELEMENTS: 
C------------------------------------------------------------------ 
C 
 IF(ISTEP.EQ.1)  THEN 
 QAVG = SUMQ/NELEM 
 IMAX = STEP + 1. 
 WRITE(11,*)  ' TITLE = "COMPARISON CHART OF ELEMENT QUALITY BETWEEN ', 
*                   ' EACH METHOD"'          
 WRITE(11,*)  ' VARIABLES = "STEP", "QAVG", "QMIN"'    
 WRITE(11,1100)  IMAX 
 1100  FORMAT(' ZONE T="ELASTIC", I=', I4, ' , DATAPACKING=POINT' ) 
 WRITE(11,1200)  0, QAVG, QMIN 
 1200  FORMAT(I4, 2F20.8) 
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 ENDIF 
C 
 RETURN  
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  ASSEMBLE(IE, INTMAT, K, SYSK, MXPOI, MXELE) 
C 
C------------------------------------------------------ 
C ASSEMBLE ELEMENT EQUATIONS INTO SYSTEM EQUATIONS 
C------------------------------------------------------ 
C 
 IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2) 
 REAL*8  K(6,6) 
 INTEGER INTMAT(MXELE,3) 
C 
 NNODE = 3. 
 NDF   = 2. 
C 
 DO 100  NR=1,NNODE 
 NODR = INTMAT(IE,NR) 
 DO 100  MR=1,NDF 
C 
 NSR = (NODR-1)*NDF + MR 
 NER = (NR-1)*NDF   + MR 
C 
 DO 200  NC=1,NNODE 
 NODC = INTMAT(IE,NC) 
 DO 200  MC=1,NDF 
C 
 NSC = (NODC-1)*NDF + MC 
 NEC = (NC-1)*NDF   + MC 
 SYSK(NSR,NSC) = SYSK(NSR,NSC) + K(NER,NEC) 
C 
  200  CONTINUE 
  100  CONTINUE 
C  
 RETURN  
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  APPLYBC(NPOIN, IBC, UMB, STEP, SYSK, SYSF, MXPOI) 
C 
C-------------------------------------------------------------------- 
C APPLY DISPLACEMENT BOUNDARY CONDITIONS WITH CONDITION CODE OF: 
C  0 = FREE TO MOVE 
C  1 = FIXED BOUNDARY 
C  2 = MOVING BOUNDARY 
C-------------------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 
 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2) 
 DIMENSION UMB(MXPOI*2) 
 INTEGER IBC(MXPOI,2), STEP 
C 
 NDF = 2. 
 DO 700  IN=1,NPOIN 
 DO 600  ID=1,NDF 
C  
C---------------------------------- 
C CHECK IF IBC = 0, DO NOTHING 
C---------------------------------- 
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C 
 IF(IBC(IN,ID).EQ.0)  THEN 
 GO TO 600 
C 
C----------------------------------- 
C CHECK IF IBC = 1, APPLY U = 0 
C----------------------------------- 
C 
 ELSE  IF(IBC(IN,ID).EQ.1)  THEN 
 IEQ = (IN-1)*NDF + ID 
 DO 100  IC=1,NPOIN*2 
 SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  100  CONTINUE 
 SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
 SYSF(IEQ) = 0. 
C 
 DO 200  IR=1,NPOIN*2 
 IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 200 
 SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  200  CONTINUE 
C 
C------------------------------------- 
C CHECK IF IBC = 2, APPLY U = UMB 
C------------------------------------- 
C 
 ELSE  IF(IBC(IN,ID).EQ.2)  THEN 
 IEQ = (IN-1)*NDF + ID 
 DO 300  IC=1,NPOIN*2 
 SYSK(IEQ,IC) = 0. 
  300  CONTINUE 
 SYSK(IEQ,IEQ) = 1. 
 SYSF(IEQ) = UMB(IEQ)/STEP 
C 
 DO 400  IR=1,NPOIN*2 
 IF(IR.EQ.IEQ)  GO TO 400 
 SYSF(IR) = SYSF(IR) - SYSK(IR,IEQ)*(UMB(IEQ)/STEP) 
 SYSK(IR,IEQ) = 0. 
  400  CONTINUE 
C 
C--------------------------------- 
C CHECK IF INPUT IBC IS WRONG 
C--------------------------------- 
C 
 ELSE 
 WRITE(6,500)  IN, ID 
  500  FORMAT(/, ' ERROR!!!', /, ' PLEASE CHECK IBC OF NODE', I5, ' ID =', 
I5) 
 ENDIF 
C   
  600  CONTINUE 
  700  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  SOLVE(NEQ, SYSK, SYSF, MXPOI) 
C 
C------------------------------------------------------------------- 
C SOLVE A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS USING GUASS ELIMINATION. 
C THE OUTPUT SOLUTIONS WILL BE STORED IN VARIABLE SYSF. 
C------------------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
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 DIMENSION SYSK(MXPOI*2,MXPOI*2), SYSF(MXPOI*2) 
 REAL  KMAX 
C 
 NR = NEQ 
 NC = NEQ 
C 
C-------------- 
C SCALING: 
C-------------- 
C 
 DO 300  IE=1,NEQ 
 BIG = ABS(SYSK(IE,1)) 
 DO 100  IC=2,NC 
 KMAX = ABS(SYSK(IE,IC)) 
 IF(KMAX.GT.BIG)  BIG = KMAX 
  100  CONTINUE 
 DO 200  IC=1,NC 
 SYSK(IE,IC) = SYSK(IE,IC)/BIG 
  200  CONTINUE 
 SYSF(IE) = SYSF(IE)/BIG 
  300 CONTINUE 
C 
C------------------------------------------------------------ 
C FORWARD ELIMINATION : STARTING FROM 'PRIME' IP=1,NEQ-1  
C------------------------------------------------------------ 
C 
 DO 900  IP=1,NEQ-1 
C 
C--------------- 
C PIVOTING: 
C--------------- 
C 
 JP = IP 
 BIG = ABS(SYSK(IP,IP)) 
 DO 400  I=IP+1,NR 
 KMAX = ABS(SYSK(I,IP)) 
 IF(KMAX.GT.BIG)  THEN 
  BIG = KMAX 
  JP = I 
 ENDIF 
  400  CONTINUE 
C 
 IF(JP.NE.IP)  THEN 
 DO 500  J=IP,NC 
 DUMY = SYSK(JP,J) 
 SYSK(JP,J) = SYSK(IP,J) 
 SYSK(IP,J) = DUMY 
  500  CONTINUE 
 DUMY = SYSF(JP) 
 SYSF(JP) = SYSF(IP) 
 SYSF(IP) = DUMY 
 ENDIF 
C 
C-------------------------------------------------------------- 
C PERFORMING FORWARD ELIMINATION ACCORDING TO THE ORDER OF  
C 'PRIME' FROM 1 TO NEQ-1 
C-------------------------------------------------------------- 
C 
 DO 700  IE=IP+1,NEQ  
 RATIO = SYSK(IE,IP)/SYSK(IP,IP) 
 DO 600  IC=IP+1,NC 
 SYSK(IE,IC) = SYSK(IE,IC)-SYSK(IP,IC)*RATIO 
  600  CONTINUE 
 SYSF(IE) = SYSF(IE)-SYSF(IP)*RATIO 
  700  CONTINUE 
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C 
 DO 800  IE=IP+1,NEQ 
 SYSK(IE,IP) = 0. 
  800  CONTINUE 
  900 CONTINUE   
C 
C------------------------------------------- 
C CHECK PIVOT ZERO OF THE LAST EQUATION 
C------------------------------------------- 
C 
 PIVOT = ABS(SYSK(NEQ,NEQ)) 
 IF(ABS(PIVOT).LT.10.E-10) THEN 
 WRITE(6,950)  NEQ, PIVOT 
  950  FORMAT(' EQAUTION NO.', I5, ' HAS NEARLY ZERO PIVOT OF', E14.6,   
*      ' ** STOP **', //,*** CHECK NODE AND ELEMENT NUMBERING IN', 
*             ' F.E. MODEL ***') 
 STOP 
 ENDIF 
C 
C--------------------- 
C BACK SUBSTITION 
C--------------------- 
C 
 SYSF(NEQ) = SYSF(NEQ)/SYSK(NEQ,NEQ) 
 DO 1100  IE=NEQ-1,1,-1 
 SUM = 0. 
 DO 1000  IC=IE+1,NEQ 
 SUM = SUM + SYSK(IE,IC)*SYSF(IC) 
 1000  CONTINUE 
 SYSF(IE) = (SYSF(IE)-SUM)/SYSK(IE,IE) 
 1100  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C=================================================================== 
C 
 SUBROUTINE  UPDATE(COORD, NEWCOORD, NPOIN, MXPOI) 
C 
C-------------------------------------------------------- 
C CALCULATING NODAL COORDINATE MATRIX FOR NEXT STEP: 
C-------------------------------------------------------- 
C 
 IMPLICIT  REAL*8  (A-H,O-Z) 
 DIMENSION   COORD(MXPOI,2) 
 REAL    NEWCOORD(MXPOI,2) 
C 
 DO 100  IP=1,NPOIN 
 DO 100  J=1,2 
 COORD(IP,J) = NEWCOORD(IP,J) 
  100  CONTINUE 
C 
 RETURN 
 END 
C 
C=========================================================== 
C            
C END PROGRAM ELASTIC2D        
C            
C**********************************************************
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บทคดัย่อ  

ในปญัหาการไหลทีข่อบเขตเกดิการเคลื่อนที ่การวเิคราะหป์ญัหาจาํเป็นตอ้งมรีะเบยีบวธิทีีใ่ช้
เพื่อคํานวณหาค่าเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ทีอ่ยู่ภายในโดเมนซึ่งเคลื่อนที่ไปในทศิทางทีส่อดคลอ้งกบั
การเคลื่อนทีข่องขอบเขตนัน้ ในบทความฉบบัน้ีจะทําการศกึษาระเบยีบวธิต่ีาง ๆ ทีใ่ชค้ํานวณหาค่า
เคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ดว้ยกนั 3 วธิไีดแ้ก่ วธิคีวามคลา้ยคลงึสปรงิแบบเชงิเสน้, วธิคีวามคลา้ยคลงึ
สปรงิแบบทอรช์นัและวธิคีวามคลา้ยคลงึทางโครงสรา้งของวตัถุทีย่ดืหยุน่ได ้ระเบยีบวธิต่ีาง ๆ เหล่าน้ี
จะถูกนํามาทดสอบประสทิธภิาพดว้ยปญัหาการเคลือ่นทีท่ีข่อบเขตอยา่งงา่ย 2 ปญัหาดว้ยกนั จากผล
การคํานวณพบว่าในกรณีทีข่อบเขตเกดิการเคลื่อนทีไ่ปดว้ยระยะทางทีม่าก วธิคีวามคลา้ยคลงึสปรงิ
แบบเชงิเสน้จะป้องกนัไม่ให้จุดต่อเคลื่อนที่มาชนกนัแต่ไม่สามารถป้องกนัการบดิตวัของเอลเิมนต ์
ในขณะทีว่ธิคีวามคลา้ยคลงึสปรงิแบบทอรช์นัสามารถป้องกนัการบดิตวัของเอลเิมนตไ์ด ้แต่อยา่งไรกด็ี
รปูรา่งของเอลเิมนตห์ลงัจากทีข่อบเขตเกดิการเคลือ่นทีใ่นบางปญัหาจะมรีปูรา่งทีไ่มเ่หมาะสม ทาํใหเ้อ
ลเิมนต์ทีไ่ดม้คีุณภาพน้อยกว่าวธิอีื่น ส่วนวธิคีวามคลา้ยคลงึทางโครงสรา้งของวตัถุทีย่ดืหยุ่นไดจ้ะให้
เอลเิมนตท์ีม่คีุณภาพมากกวา่ 2 วธิดีงักลา่วขา้งตน้ 

คาํหลกั: การเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์, ปญัหาขอบเขตเกดิการเคลื่อนที,่ วธิคีวามคลา้ยคลงึสปรงิ, วธิี
ความคลา้ยคลงึทางโครงสรา้งของวตัถุทีย่ดืหยุน่ได ้
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Abstract 

 In flow problems with moving boundaries, computational modeling in deforming 
domain requires a method for updating the computational mesh as the domains deform while 
maintaining mesh quality and element connections. In this paper, three methods for updating 
mesh movement are studied such as lineal spring analogy method, torsional spring analogy 
method and elastic medium analogy method. Two simple example problems are illustrated for 
evaluating these three methods. It is demonstrated that the lineal spring analogy method 
prevent two vertices from colliding but cannot prevent neighboring triangles from penetrating 
each other when meshes undergo large displacements or deformations which caused invalid 
triangulations. For the torsional spring analogy method, element  cross-overs do not occur, 
however, it provides irregular shapes which caused less mesh quality in some problems. In 
any case, the elastic medium analogy method provides more mesh quality than two former 
methods. 

Keywords: Mesh movement, Moving boundary problem, Spring analogy method, Elastic 
medium analogy method 
 

1. บทนํา 

ปญัหาการไหลที่ขอบเขตเกิดการ
เคลื่อนที่เ ป็นปญัหาทางวิศวกรรมศาสตร์
รูปแบบหน่ึงที่ได้ร ับความสนใจและมีการ
คน้ควา้วจิยัมากขึ้น เช่น การวเิคราะห์ปญัหา
ปฏสิมัพนัธ์กนัระหว่างโครงสรา้งและของไหล, 
ปญัหาชวีของไหล และปญัหาการไหลทีพ่ืน้ผวิ
อย่างอิสระ ระเบียบวิธีหน่ึงที่นิยมใช้ในการ
แก้ปญัหาดังกล่าวคือระเบียบวิธีไฟไนต ์      
เอลิเมนต์ ซึ่งภายในโดเมนของปญัหาจะถูก
แบ่งออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ ดังนั ้นเมื่อ
ขอบเขตเกดิการเคลื่อนที ่เอลเิมนต์ย่อยแต่ละ
เอลิเมนต์จะต้องเคลื่อนตัวไปในทิศทางที่
สอดคล้องกับการเคลื่อนที่ที่ขอบเขตนั ้น 
วิธีการต่าง ๆ จึงถูกคิดค้นขึ้นเพื่อหาการ
เปลีย่นแปลงรูปร่างของเอลเิมนต์ใหส้อดคลอ้ง
กับการเปลี่ยนแปลงรูปร่างที่ขอบเขตอย่าง

แมน่ยาํและใกลเ้คยีงกบัความเป็นจรงิมากทีสุ่ด 
โดยที่คุณภาพของเอลเิมนต์ยงัอยู่ในเกณฑ์ที่
ยอมรับได้ ในบทความฉบับน้ีจะนําเสนอ
วธิกีารหาผลลพัธ์เมื่อเอลเิมนต์ที่ขอบเขตเกดิ
การเคลื่อนที่ ได้แก่ วธิคีวามคล้ายคลงึสปริง
แบบเชิงเส้น, วิธีความคล้ายคลึงสปริงแบบ
ทอร์ชนั และวธิคีวามคลา้ยคลงึทางโครงสรา้ง
ของวัตถุที่ยืดหยุ่นได้ ซึ่งจํานวนจุดต่อและ
รปูแบบการเชื่อมโยงของเอลเิมนต์ทีไ่ดจ้ากทัง้ 
3  วิธีจะยังคงเดิมไม่ เปลี่ยนแปลงตลอด
ช่วงเวลาที่เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปร่างของ
โดเมนนัน้ จากนัน้จงึนําระเบยีบวธิเีหล่าน้ีไป
ทดสอบกับปญัหาตวัอย่าง และเปรียบเทียบ
ผลลพัธท์ีไ่ดจ้ากแต่ละวธิ ี 

2. แนวคิดและทฤษฎี  

วิธีความคล้ายคลึงสปริง จะมอง       
เอลิเมนต์แต่ละเอลิเมนต์เสมอืนว่าเป็นสปริง
เชื่อมต่อกันเป็นโครงข่าย และอาศัยสมการ
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สมดุลแรงทีว่่าผลรวมของแรงสปรงิที่แต่ละจุด
ต่อของเอลเิมนต์ต้องเท่ากบัศูนย์เมื่อขอบเขต
เกดิการเคลื่อนที่ ในขณะที่วธิคีวามคลา้ยคลงึ
ทางโครงสร้างของวัตถุที่ยืดหยุ่นได้จะมอง
โดเมนที่กําลงัพิจารณาว่าเป็นวตัถุที่มีความ
ยดืหยุน่ ดงันัน้ค่าเคลื่อนตวัทีข่อบเขตจงึส่งผล
ต่อเอลิเมนต์ ย่อย ๆ ที่อยู่ภายในโดเมนนัน้
ผ่านทางแรงยืดหยุ่น ซึ่งวิธีน้ีจะพิจารณา
คุณสมบตัเิฉพาะตวัของวตัถุรว่มดว้ย  

2.1 วิธีความคล้ายคลึงสปริงแบบเชิงเส้น 

หลกัการของวธิน้ีีคอืการตดิสปรงิเชงิ
เสน้ที่ขอบแต่ละขอบของเอลเิมนต์จนครบทุก
เอลิเมนต์ภายในโดเมนที่กําลงัพิจารณา ดัง
แสดงในรูปที ่1 ซึง่ค่าความแขง็เกรง็ของสปรงิ 
k  หาไดจ้าก [1] 

 1
ij

ij

k
L

  (1) 

โดย ijk แทนค่าความแข็งเกร็งของ
สปรงิ (Spring stiffness) ทีข่อบเอลเิมนต์ ij  
และ ijL แทนความยาวขอบเอลเิมนต ์ ij  

ในขณะทีโ่ดเมนเกดิการเคลื่อนที ่เอลิ
เมนต์จะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปร่างตามไป
ดว้ยโดยสอดคลอ้งกบัการเคลื่อนทีข่องโดเมน 
เมื่อขอบเอลเิมนตส์ัน้ลง หรอืพดูอกีนัยหน่ึงคอื
เมื่อจุดต่อเข้าใกล้กันมากขึ้น ค่า ijk จะมีค่า
เพิม่ขึน้ ซึ่งจะช่วยป้องกนัไม่ใหจุ้ดต่อเกดิการ
ชนกันหรือเหลื่อมกันจนทําให้เอลิเมนต์เกิด
การบดิตวัได ้ 

 
 

 
รปูที ่1  แบบจาํลองเอลเิมนตว์ธิคีวาม

คลา้ยคลงึสปรงิแบบเชงิเสน้ 

ขัน้ตอนการคํานวณจะประยุกต์ใช้
ระเบยีบวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์โดยพจิารณาทลีะ
ขอบของเอลิเมนต์ และเขียนความสัมพันธ์
ระหว่างแรงสปรงิกบัระยะเคลื่อนตวัทีจุ่ดต่อทัง้ 
2 ในรูปแบบของสมการสปริง F kx  โดย
ทัง้แรงสปรงิและระยะเคลื่อนตวัที่จุดต่อจะอยู่
ในทศิทางของแกนรวมใหญ่ X Y ดงัรปูที ่2 

 
รปูที ่2  แรงสปรงิและคา่เคลือ่นตวัทีจุ่ดต่อใน

แกนรวมใหญ่ X Y  

โดย ,i iF q และ ,j jF q เป็นแรงสปริง
และค่าเคลื่อนตวัในแนวขอบเอลเิมนต์ของจุด
ต่ อ  i  แ ล ะ  j  ต ามลํ า ดับ  แ ล ะ  ,ix iF u

และ ,iy iF v เป็นแรงสปรงิและค่าเคลื่อนตวัทีจุ่ด
ต่อ i  ซึง่อยูใ่นทศิทางของระบบแกนรวมใหญ่ 
X และY ตามลําดบั โดยที่จุดต่อ j สามารถ
อธบิายไดใ้นทาํนองเดยีวกนัน้ี 

ในกรณีที่ขอบเอลเิมนต์วางตวัทํามุม 
  ใด  ๆ  กับแกน X  ในทิศทางทวนเข็ม
นาฬกิา จะไดส้มการสปรงิในรปูแบบดงัน้ี [2] 
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       ij ij ij

lineallineal
F K q              (2) 

โดย       
ix

iyij

lineal
jx

jy lineal

F

F
F

F

F

 
 
   
 
  

         (3)  

(4 4)

ij

lineal

K


                                                     

       (4) 

  
   

i

iij

j

j

u

v
q

u

v

 
 
   
 
  

          (5) 

สมการ(2) คือสมการสปรงิเอลเิมนต ์
ซึ่งต้องนําสมการสปรงิเอลเิมนต์น้ีมาประกอบ
เขา้ดว้ยกนัก่อใหเ้กดิระบบสมการเชงิเสน้ของ
ปญัหาน้ีนัน่คอื 

      
    

( )( 1) ( 1)n nn n

F K q
 

              (6)  

2.2. วิธีความคล้ายคลึงสปริงแบบทอรช์นั 

จากสมการ (1) จะพบว่าค่าความแขง็
เกร็งของสปริงแบบเชิงเส้นนัน้จะขึ้นอยู่กับ
ความยาวของขอบ เอลเิมนต์ไม่เกี่ยวกบัพืน้ที่
หรอืมุมภายในของเอลเิมนตแ์ต่อยา่งใด ดงันัน้
จงึป้องกนัไมใ่หจุ้ดต่อของเอลเิมนต์เกดิการชน
กนัได้เท่านัน้ แต่ไม่สามารถป้องกนัการเกิด
การบดิตวัของเอลเิมนต์ได ้ดว้ยเหตุน้ีวธิคีวาม
คล้ายคลึงสปริงแบบทอร์ชันจึงถูกคิดค้นขึ้น 
โดยนําทอรช์นัสปรงิมาตดิไวท้ีแ่ต่ละจุดต่อของ        
เอลเิมนต์จนครบทุกเอลเิมนต์ จุดประสงคเ์พื่อ
ต้านการเปลี่ยนแปลงของมุมที่จุดต่อนัน้ทัง้น้ี
เพื่อรกัษาคุณภาพของเอลเิมนตน์ัน้ไวแ้มว้่าจะ
เกดิการเคลือ่นตวัไปดว้ยระยะทางทีม่ากกต็าม  

 
 

 
 
 

รปูที ่3  แบบจาํลองเอลเิมนตว์ธิคีวาม
คลา้ยคลงึสปรงิแบบทอรช์นั 

คา่ความแขง็เกรง็ของทอรช์นัสปรงิหา
ไดจ้าก[2] 

2

1

sin
ijk
i ijk

i

C


  (7) 

เมื่อ ijk
i คอืมุมระหว่างขอบ ij และ 

ik  จะพบว่าในขณะทีเ่อลเิมนต์เกดิการยุบตวั
จนเหลอืพื้นที่เขา้ใกล้ศูนย์ ค่าความแขง็เกร็ง
ของสปรงิจะเพิม่ขึน้จนเขา้สู่ค่าอนันต์ดงันัน้จงึ
สามารถป้องกนัไม่ใหเ้อลเิมนต์ทีอ่ยู่ตดิกนัเกดิ
การไขวก้นัได ้จากรปูที ่3 จะได ้

 
2

sin ijkijk
i

ij ik

A

L L
                (8) 

ดงันัน้คา่ความแขง็เกรง็ของทอรช์นัสปรงิคอื 
2 2

24
ij ikijk

i
ijk

L L
C

A
               (9) 

ทัง้น้ีความสัมพันธ์ระหว่าง ijk
i  และ  ijkq  

สามารถเขยีนในรปูเมทรกิซไ์ดด้งัน้ี [2] 

   ijk ijk ijkR q            (10) 

โดย             
i

ijk
j

k


 



 
    
  

          (11) 

                                                         
 

 
(12) 

   

2 2

2 2

2 2

2 2

cos sin cos cos sin cos

sin cos sin sin cos sin1

cos sin cos cos sin cos

sin cos sin sin cos sin
ijL

     
     

     
     

  
   
  
 
  

ik ij ij ik ij ij ik ik

ji ji ji jk jk ji jk jk

ki ki kj kj kj ki ki kj

b b a a b a b a

b a b b a a b a

b a b a b b a a

    
     
     

ijkR   
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 

i

i

jijk

j

k

k

u

v

u
q

v

u

v

 
 
 
    
 
 
 
  

   (13) 

โดย 
2
ik

ik
ik

x
a

L
 , 

2
ik

ik
ik

y
b

L
 ,

2

ij
ij

ij

x
a

L
 และ 

2

ij
ij

ij

y
b

L
  

เน่ืองจากโมเมนต์ที่เกิดจากทอร์ชัน
ส ป ริ ง ที่ แ ต่ ล ะ จุ ด ต่ อ ข อ ง เ อ ลิ เ ม น ต์
สามเหลี่ยม ijkJ คือ M C    ซึ่งสามารถ
เขยีนใหอ้ยูใ่นรปูของเมทรกิซไ์ดด้งัน้ี 

   ijk ijk ijkM C               (14) 

โดย   
i

ijk
j

k

M

M M

M

 
   
 
 

                 (15) 

0 0

0 0

0 0

ijk
i

ijk ijk
j

ijk
k

C

C C

C

 
      
  

   (16) 

        
i

ijk
j

k


 



 
    
  

                  (17) 

แทน ijk จากสมการ (10) จะไดส้มการ
โมเมนตด์งัน้ี  

 

    ijk ijk ijk ijkM C R q           (18) 

ทัง้น้ีสามารถแปลงโมเมนต์ทีแ่ต่ละจุดต่อใหอ้ยู่
ในรปูของแรงในแนวแกนรวม X Y ซึง่เขยีน
ไดใ้นรปูแบบ 

     ijk ijk ijk

torsion
F T M          (19) 

โดย

         

 

ix

iy

jxijk

torsion
jy

kx

ky torsion

F

F

F
F

F

F

F

 
 
 
    
 
 
 
  

  (20) 

เ น่ื อ งจากงานที่ทํ า โดยแรง ในแนวแกน
รวม X Y  จะ  ต้องเท่ากับงานที่ทําโดย
โมเมนต ์นัน่คอื 

       T Tijk ijk ijk ijk

torsion
F q M    (20) 

แทนสมการ (10) และ (19) ในสมการ (20) จะ
ได ้

               
 (21) 

นัน่คอื       
Tijk ijkT R                  (22) 

จากสมการ (18), (19) และ (22) จะ
ไดว้่าในแต่ละเอลเิมนตส์ามเหลีย่มนัน้โมเมนต์
ทีแ่ต่ละจุดต่อสามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปูของแรง
ทีแ่ต่ละจุดต่อได ้นัน่คอื 
 

    Tijk ijk ijk ijk ijk

torsion
F R C R q           

  (23) 
   เมทรกิซค์วามแขง็เกรง็ของทอรช์นั 
  สปรงิในระบบแกนรวมใหญ่ 

X Y      
หรอื  

   
(6 1) (6 1)(6 6)

ijk ijk ijk

torsion torsion

F K q
 

        (24) 

 
 
 

       TT Tijk ijk ijk ijk ijk ijkM T q M R q      
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2.3. วิธีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของ
วตัถท่ีุยืดหยุ่นได้ 

วธิน้ีีจะมองเอลิเมนต์แต่ละเอลเิมนต์
ว่าเป็นวตัถุทีย่ดืหยุ่นได ้ซึ่งจะแตกต่างจากวธิี
ความคลา้ยคลงึสปรงิทีม่องแต่ละเอลเิมนตเ์ป็น
สปรงิเชงิเสน้หรอืทอร์ชนัสปรงิ ซึ่งสมการเชงิ
อนุพนัธ์ย่อยซึ่งแสดงความสมดุลของแรงใน
แนวแกน  x และ y ของของแข็งที่มีการ
ยดืหยุน่ไดค้อื [3] 

           0







yx
xyx

           (25) 

0







yx
yxy 

          (26)                                                       

โดย x , y  แทนค่าความเคน้ฉาก 
(Normal stress) ใ น แ น ว แ ก น  x  แ ล ะ y

ตามลําดับ ส่วน xy แทนค่าความเค้นเฉือน 
(Shearing stress) 

จากนัน้ทาํการประยุกตว์ธิถ่ีวงน้ําหนัก
เศษตกค้างกับสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย (25) 
ดงัน้ี 

  0xyxN d
x y





 
     

    (27) 

เมื่อประยุกต์ทฤษฎีบทของเกาส ์
(Gauss’s theorem) เขา้กบัสมการ (27) จะได ้

 

  (28) 

ในทาํนองเดยีวกนักบัสมการ (26) จะได ้

                                                             
(29) 

ถ้ากําหนดให้แรงกระทํากับขอบนอกของ
โครงสร้างสามารถเขียนให้อยู่ ในรูปแบบ     
เมทรกิซด์งัน้ี 



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




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
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       (30) 

แทนความสัมพันธ์จากสมการ (30) ลงใน
สมการ (28) และ (29) แลว้จดัสมการใหม่ให้
อยูใ่นรปูแบบเมตรกิซจ์ะได ้

    




























d
F

F
NdB

y

xT

xy

y

x
T





    

(31)                      
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(33) 

 จากความสมัพนัธร์ะหวา่งความเคน้และ
ความเครยีด 
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 
 

 
 3 1 3 13 3

C 
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                 (34) 

โดย เมตริกซ์   C  นั ้นขึ้นอยู่ กับ
ลักษณะของปญัหาว่าเป็นแบบความเค้นใน
ระนาบ (Plane stress) หรอืความเครยีดใน
ระนาบ (Plane strain) ซึ่งในกรณีของความ
เคน้ในระนาบจะได ้

    





















2

1
00

01

01

1 2 





E

C        (35) 

  x xy x x xy y

N N
d N n n d

x y
   

 

  
       

 

  xy y xy x y y

N N
d N n n d

x y
   

 

  
       

 



176 
 

และกรณขีองความเครยีดในระนาบจะได ้

     
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 (36) 

สําหรบัความเครยีดนัน้สามารถเขยีนใหอ้ยู่ใน
รปูแบบของคา่เคลือ่นตวัไดด้งัน้ี 
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ซึง่สามารถเขยีนอยูใ่นรปูเมตรกิซไ์ดน้ัน่คอื 
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 
 
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B 
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โดย   

 
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1 1 2 2 3 3
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T
u v u v u v



       

แทนค่าสมการ (34) และ (37) ลงในสมการ 
(31) แลว้ทาํการจดัรูปใหม่จะไดส้มการไฟไนต์
เอลเิมนตเ์มตรกิซด์งัน้ี 
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  (38) 

ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบที่ส ัน้ขึ้นได้
ดงัน้ี 
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 
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ในที่น้ี  K  แทนเมตริกซ์ของความแข็ง
เกรง็และ  F  แทนโหลดเวกเตอร์ของแรง
ทีผ่วิ 

3. ตวัอย่างปัญหา 

ในหวัข้อน้ีจะแสดงและเปรียบเทียบ
ผลลพัธ์ที่คํานวณได้จากแต่ละวธิ ีโดยปญัหา
แ ร กมี โ ค ร ง ส ร้ า ง เ ป็ น รู ป ส าม เ ห ลี่ ย มที่
ประกอบดว้ย 4 จุดต่อและมอีตัราสว่น 0:l h = 
2:1 โดยจุดต่อ 1 และ 2 ถูกยดึอยู่กบัที่ใน
ขณะที่จุดต่อ 3 เคลื่อนที่ลงในแนวดิง่ รูปที่ 4, 
5 และ 6 แสดงการเคลือ่นตวัของเอลเิมนตท์ีไ่ด้
จากวิธีความคล้ายคลึงสปริงแบบเชิงเส้น , 
ความคล้ายคลึงสปริงแบบทอร์ชนัและความ
คล้ายคลึงทางโครงสร้างของวัตถุที่ยืดหยุ่น 
โดยรูปย่อย (ก) แสดงแบบจําลองเอลิเมนต ์
ในขณะทีร่ปูยอ่ย (ข) – (จ) จะแสดงการเคลื่อน
ตวัของเอลิเมนต์เมื่อจุดต่อ 3 เคลื่อนที่ลงมา
เป็นระยะทาง 50%, 58%, 60% และ 90% 
ของความสงู 0h ตามลาํดบั 

 
รปูที ่4(ก) แบบจาํลองเอลเิมนต ์

 

 
รปู 4(ข) ที ่50 % ของความสงู 0h  
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รปู 4(ค) ที ่58 % ของความสงู 0h  

 
รปู 4(ง) ที ่59 % ของความสงู 0h  

 

 
รปู 4(จ) ที ่90 % ของความสงู 0h  

รปูที ่4 การเคลือ่นตวัของเอลเิมนตท์ีไ่ดจ้ากวธิี
ความคลา้ยคลงึสปรงิแบบเชงิเสน้ 

 

 
รปู 5(ก) แบบจาํลองเอลเิมนต ์

 
  

 
รปู 5(ข) ที ่50 % ของความสงู 0h  

 

 
รปู 5(ค) ที ่58 % ของความสงู 0h  

 

 
รปู 5(ง) ที ่59 % ของความสงู 0h  

 

 
รปู 5(จ) ที ่90 % ของความสงู 0h  

รปูที ่5 การเคลือ่นตวัของเอลเิมนตท์ีไ่ดจ้ากวธิี
ความคลา้ยคลงึสปรงิแบบทอรช์นั 

 

 
รปู 6(ก) แบบจาํลองเอลเิมนต ์

 

 
รปู 6(ข) ที ่50 % ของความสงู 0h  

 

 
รปู 6(ค) ที ่58 % ของความสงู 0h  
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รปู 6(ง) ที ่59 % ของความสงู 0h  
 

 
รปู 6(จ) ที ่90 % ของความสงู 0h  

 
รปูที ่6 การเคลือ่นตวัของเอลเิมนตท์ีไ่ดจ้ากวธิี

ความคลา้ยคลงึทางโครงสรา้งของวตัถุที่
ยดืหยุน่ได ้

 
สําหรบัปญัหาที่สองมโีครงสร้างเป็น

รปูสีเ่หลีย่มผนืผา้ขนาด 5 x 10 หน่วย และมี
สีเ่หลีย่มผนืผา้ขนาด 2 x 3 หน่วยอยู่ที่
ตําแหน่งกึ่งกลางความยาวของขอบล่าง รูปที ่
7 แสดงแบบจาํลองเอลเิมนต ์ในขณะทีร่ปูที ่8, 
9 และ 10 แสดงการเคลื่อนตวัของเอลเิมนต์ที่
ได้จากวธิีความคล้ายคลึงสปรงิแบบเชิงเส้น, 
ความคล้ายคลึงสปริงแบบทอร์ชนัและความ
คลา้ยคลงึทางโครงสรา้งของวตัถุทีย่ดืหยุน่เมือ่
สีเ่หลีย่มผนืผา้ขนาด 2 x 3 น้ี เคลื่อนทีไ่ป
ทางดา้นซา้ยมอืเป็นระยะทาง 2 หน่วย 
 

 
รปูที ่7 แบบจาํลองเอลเิมนต ์ 

 

 
รปูที ่8 การเคลือ่นตวัของเอลเิมนตท์ีไ่ดจ้ากวธิี

ความคลา้ยคลงึสปรงิแบบเชงิเสน้ 
 

 
รปูที ่9 การเคลือ่นตวัของเอลเิมนตท์ีไ่ดจ้ากวธิี

ความคลา้ยคลงึสปรงิแบบทอรช์นั 
 

 
รปูที ่10 การเคลือ่นตวัของเอลเิมนตท์ีไ่ดจ้าก
วธิคีวามคลา้ยคลงึทางโครงสรา้งของวตัถุที่

ยดืหยุน่ได ้

ในปญัหาแรกจะพบว่าเมื่อจุดต่อที่ 3 
เคลื่อนทีล่งมาทีร่ะยะ 59 % ของความสงู 0h  
วิธีความคล้ายคลึงสปริงแบบเชิง เส้นจะ
ก่อให้เกิดการบิดตัวของเอลิเมนต์ ทําให ้     
เอลเิมนตท์ีไ่ดไ้มม่คีุณภาพ ในขณะทีเ่อลเิมนต์
ที่ได้จากอกี 2 วธิทีี่เหลอืจะไม่เกิดการบดิตวั
ไมว่า่จุดต่อที ่3 จะเคลื่อนทีล่งมาเป็นระยะทาง
เท่าใดก็ตาม ทัง้ น้ีวิธีความคล้ายคลึงทาง
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โครงสร้างของวตัถุที่ยดืหยุ่นได้จะก่อให้เกิด
การยุบตัวของโครงสร้างอย่างสมํ่ า เสมอ
มากกว่าวธิคีวามคลา้ยคลงึสปรงิแบบทอร์ชนั 
สํ าห รับป ัญหาที่ ส อ ง จ ะพบว่ า วิธีค ว าม
คล้ายคลึงสปริงแบบเชิงเส้นและวิธีความ
คลา้ยคลงึทางโครงสรา้งของวตัถุทีย่ดืหยุ่นได้
จะให้เอลเิมนต์ที่มรีูปร่างคล้ายคลงึกนั จงึทํา
ใหเ้อลเิมนตท์ีไ่ดม้คีุณภาพเท่าๆ กนั ในขณะที่
เอลิเมนต์ที่ได้จากวิธีความคล้ายคลึงสปริง
แบบทอร์ชนัจะเกิดการยุบตวัมากกว่าวธิีอื่น 
สงัเกตได้จากเอลเิมนต์ที่ตําแหน่งมุมบนด้าน
ซา้ยมอืของสีเ่หลีย่มขนาด 2 x 3 จงึทําให ้   
เอลเิมนต์ทีไ่ดม้คีุณภาพน้อยกว่าวธิอีื่น ดงันัน้
จากตวัอย่างปญัหาทัง้ 2 น้ีสามารถสรุปไดว้่า
วิธีความคล้ายคลึงสปริงแบบเชิงเส้นจะไม่
สามารถป้องกนัการบดิตวัของเอลเิมนตไ์ด ้ถา้
ขอบเขตเกิดการเคลื่อนที่ไปด้วยระยะทางที่
มากพอ  ในขณะที่ ในบางปญัหาวิธีความ
คล้ายคลงึสปรงิแบบทอร์ชนัจะก่อให้เกดิการ
ยุบตัวของเอลิเมนต์มากกว่าวิธีอื่น ทําให ้    
เอลเิมนต์ที่ได้มคีุณภาพน้อยกว่าวธิอีื่น ส่วน
วธิีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถุที่
ยดืหยุ่นไดจ้ะใหเ้อลเิมนต์ทีม่คีุณภาพมากกว่า 
2 วธิดีงักลา่วขา้งตน้ 

4. บทสรปุ 

ในบทความฉบับน้ีได้ทําการศึกษา
ระเบยีบวธิต่ีาง ๆ เพื่อใชค้ํานวณหาค่าเคลื่อน
ตัวของเอลิเมนต์ได้แก่ วิธีความคล้ายคลึง
สปริงแบบเชิงเส้น, วธิีความคล้ายคลึงสปริง
แบบทอร์ชันและวิธีความคล้ายคลึงทาง
โครงสร้างของวตัถุที่ยืดหยุ่นได้ โดยปญัหา
อย่ างง่ าย  2 ปญัหาได้ถู ก นํ ามาทดสอบ
ประสทิธิภาพของระเบียบวธิีเหล่าน้ี จากผล
การคํานวณพบว่าวิธีความคล้ายคลึงสปริง

แบบเชิงเส้นสามารถป้องกันไม่ให้จุดต่อ
เคลื่อนที่มาชนกัน แต่จะเกิดการบิดตัวของ      
เอลเิมนต์ในกรณีที่ขอบเขตเกิดการเคลื่อนที่
ด้วยระยะทางที่มาก  ในขณะที่วิธีความ
คล้ายคลึงสปรงิแบบทอร์ชนัสามารถป้องกนั
การบิดตวัของเอลเิมนต์ได้ แต่ในบางปญัหา  
เอลิเมนต์ที่ได้มีรูปร่างที่ไม่เหมาะสม ทําให ้  
เอลเิมนต์ที่ได้มคีุณภาพน้อยกว่าวธิอีื่น ส่วน
วธิีความคล้ายคลึงทางโครงสร้างของวตัถุที่
ยดืหยุ่นไดจ้ะใหเ้อลเิมนต์ทีม่คีุณภาพมากกว่า 
2 วธิดีงักลา่วขา้งตน้ 
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