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คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ 
           

a   คือ ความยาวของโครงสรางแผนบางในทิศทางแกน x  

ijA   คือ Laminate extensional stiffness 

{ }i
AA  คือ สัมประสิทธิท์ี่ไมทราบคาของ ξ  ในพิกัดไรมิต ิ

b   คือ ความยาวของโครงสรางแผนบางในทิศทางแกน y  

ijB   คือ Laminate coupling stiffness 

{ }i
BB  คือ สัมประสิทธิท์ี่ไมทราบคาของ η  ในพิกัดไรมิต ิ

ijD   คือ Laminate bending stiffness 

E   คือ คาโมดูลัสความยืดหยุน 

G   คือ คาโมดูลัสเฉือน 

h   คือ ความหนาของแผนคอมโพสทิบาง 

xκ   คือ คาความโคงของระนาบกึง่กลางบนระนาบ x z−  

yκ   คือ คาความโคงของระนาบกึง่กลางบนระนาบ y z−  

xyκ   คือ คาความโคงบดิของการโกงตัวนอกระนาบของระนาบกึง่กลาง 

xM   คือ โมเมนตลัพธทีเ่กิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน x  

yM   คือ โมเมนตลัพธทีเ่กิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน y  

xyM   คือ โมเมนตลัพธทีเ่กิดจากความเคนเฉือนบนระนาบ x y−  

     m    คือ จํานวนคลืน่รูปซานยคร่ึงลกูของฟงกชนัการเคลื่อนที่นอกระนาบ 

     N   คือ จํานวนพจนทีใ่ชในคาฟงกชนัเริ่มตน 

xN   คือ แรงลัพธทีเ่กิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน x   

yN   คือ แรงลัพธทีเ่กิดจากความเคนตั้งฉากในแนวแกน y  

xyN   คือ แรงลัพธทีเ่กิดจากความเคนเฉือนบนระนาบ x y−   
cr
xN   คือ คาภาระการโกงงอ 

     n    คือ จํานวนคลืน่รูปซานยคร่ึงลกูของฟงกชนัการเคลื่อนที่นอกระนาบ 

xQ   คือ แรงเฉื่อนในแนวดิ่งตลอดความยาวของขอบที่ยึดในแนวแกน x   

yQ   คือ แรงเฉื่อนในแนวดิ่งตลอดความยาวของขอบที่ยึดในแนวแกน y   

Q⎡ ⎤⎣ ⎦   คือ Transformed reduced stiffness matrix 

R   คือ สัดสวนของชิน้งาน ( /a b ) 
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t   คือ ความหนาของแผนลามนิา 

T   คือ พลังงานจลนที่เกิดจากการเคลื่อนที่ของแผน 

u   คือ การเคลื่อนที่ในแนวแกน x   
0u   คือ การกระจัดของระนาบกึง่กลางในทิศ x    

U   คือ พลังงานความเครียด  

v   คือ การเคลื่อนที่ในแนวแกน y   
0v   คือ การกระจัดของระนาบกึง่กลางในทิศ y   

V   คือ พลังงานศักยที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงในแนวระนาบ  

w   คือ การเคลื่อนที่ในแนวแกน z  
0w   คือ การกระจัดของระนาบกึง่กลางในทิศ z  

     ( , )w x y  คือ ฟงกชันการเคลื่อนทีน่อกระนาบ  

( , , )w x y t  คือ ฟงกชันการเคลื่อนทีน่อกระนาบแสดงในรูปฟงกชันของเวลา  

( )iX x  คือ ฟงกชันของ x  ที่สอดคลองกบัเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0x = และ x a=  

( )iX ξ  คือ ฟงกชันของ ξ  ที่สอดคลองกบัเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0ξ = และ 1ξ =  

( )iY y   คือ ฟงกชันของ y  ที่สอดคลองกบัเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0y = และ y b=  

( )iY η   คือ ฟงกชันของ η  ที่สอดคลองกบัเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0η = และ 1η =  

Π   คือ พลังงานศักยรวมทีเ่กิดขึ้นบนแผนบาง 

xε   คือ  ความเครียดตัง้ฉากในทิศ x  

yε   คือ  ความเครียดตัง้ฉากในทิศ y  

zε   คือ  ความเครียดตัง้ฉากในทิศ z  

xyγ   คือ ความเครียดเฉือนบนระนาบ x y−  

xzγ   คือ ความเครียดเฉือนบนระนาบ x z−  

yzγ   คือ ความเครียดเฉือนบนระนาบ y z−  

xσ   คือ ความเคนในแนวแกน x   

yσ   คือ ความเคนในแนวแกน y   

zσ   คือ ความเคนในแนวแกน z   

xyτ   คือ ความเคนเฉือนบนระนาบ x y−  

xzτ   คือ ความเคนเฉือนบนระนาบ x z−  

yzτ   คือ ความเคนเฉือนบนระนาบ y z−   
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     θ           คือ มุมการวางตัวของเสนใยในแผนคอมโพสทิเทยีบกนัแกน x  

     υ   คือ คาอัตราสวนปวรซอง 

     ρ    คือ  ความหนาแนนของแผน (มวลตอหนึง่หนวยปริมาตร) 

     0ρ    คือ  มวลตอหนึ่งหนวยพืน้ที ่ซึ่งมคีาเทากับ hρ  

β   คือ  คาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางแผนบางในรูปไรหนวย 

λ   คือ  คาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางแผนบางในรูปไรหนวย 

ω   คือ  คาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางแผนบาง (rad/s)
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บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความสําคัญและที่มาของวิทยานพินธ  

 

โครงสรางในงานทางวิศวกรรมในปจจุบันประกอบดวยชิ้นสวนหลายประเภทที่มีความ

ซับซอน ชิ้นสวนประเภทหนึ่งที่เปนชิ้นสวนพื้นฐานในงานทางวิศวกรรมโครงสรางคือ โครงสราง

แผนบาง (Thin Plates) ความเสียหายของโครงสรางอาจเกิดจากความเคน (stress) ที่ชิ้นสวน

ไดรับมีคาสูงกวาคุณสมบัติทางกลของวัสดุสงผลใหชิ้นสวนแตกหักหรือฉีกขาด ความเสียหายของ

โครงสรางอีกประเภทหนึ่งคือ ความเสียหายเนื่องจากโครงสรางไมสามารถอยูในสภาวะเสถียร 

(stability) ทําใหชิ้นสวนเกิดการโกงงอ (buckling) โดยภาระที่ทําใหเกิดการโกงงอเรียกวาคาภาระ

การโกงงอ (Buckling Load) หรือภาระวิกฤต (Critical Load) และรูปรางของโครงสรางที่

เปลี่ยนแปลงจากสภาวะเสถียรไปสูเสถียรภาพอีกสถานะหนึ่งดวยคาภาระการโกงงอเรียกวารูปราง

การโกงงอ (Buckling Mode)    

นอกจากความเสียหายของชิ้นสวนจากการโกงงอแลวอีกปญหาหนึ่งที่ผูออกแบบตอง

คํานึงถึงในการออกแบบคือ การสั่นสะเทือนของโครงสราง โครงสรางทางวิศวกรรมจัดเปนระบบ

ทางกลประเภทหนึ่งที่มีการตอบสนองตอการสั่นสะเทือน ซึ่งความถี่ที่ทําใหเกิดการสั่นสะเทือน

อยางอิสระของโครงสรางเรียกวาความถี่ธรรมชาติ (Natural Frequency) และรูปรางของโครงสราง

ที่เกิดขึ้นจากความถี่ธรรมชาตินี้เรียกวารูปรางโหมดการสั่นสะเทือน (Mode Shape)  

เนื่องดวยโครงสรางทางวิศวกรรมประกอบดวยชิ้นจํานวนมากและมีความซับซอนดังที่

กลาวไวขางตน วิศวกรโครงสรางจึงใหความสําคัญตอน้ําหนักของโครงสรางโดยรวมกลาวคือ 

ตองการชิ้นสวนที่มีน้ําหนักเบาแตยังคงคุณสมบัติทางกลที่เหมาะสมตามที่ออกแบบไวดวย วัสดุที่

ตอบสนองตอความตองการนี้และเริ่มนํามาใชกันมากขึ้นในปจจุบันคือวัสดุคอมโพสิท 

(Composite Material)     

จากเหตุผลตาง ๆ ที่กลาวมาจึงมีการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและการสั่นสะเทือนของ

แผนคอมโพสิทอยางแพรหลายในหลายปที่ผานมา โดยการหาคาภาระการโกงงอและคาความถี่

ธรรมชาติของโครงสรางแผนบางที่ทําจากวสัดุคอมโพสิทอาจทําไดโดยวิธีการวิเคราะห (Analytical 

Method) วิธีเชิงตัวเลข (Numerical Method) และวิธีการทดลอง (Experimental Method)  โดย

แตละวิธีนั้นมีขอไดเปรียบและขอจํากัดที่แตกตางกันไป วิธีการวิเคราะหมีขอดีที่สามารถหาคา



 

 

 

 
  2 

ภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติในรูปผลเฉลยแมนตรง (exact solution) ที่เปน closed 

form ได โดยชิ้นงานนั้นตองเปนแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตร (symmetric) ที่มีการ

วางตัวของเสนใยแบบ 0° หรือ 90°(cross-ply) ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงาย (simple 

support, S) ทั้งสี่ดานดังเอกสารอางอิง [1,2]  แตถาชิ้นงานมีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ

ยึดแนน (clamped support, C) หรือแบบปลายอิสระ (free edge, F) รวมอยูดวยหรือมีการวางตวั

ของเสนใยในมุมใด ๆ (angle-ply) ก็จะไมสามารถหาคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติ

จากวิธีวิเคราะหโดยตรงได สําหรับขอดีของวิธีการทดลองคือสามารถหาคาภาระการโกงงอและ

คาความถี่ธรรมชาติของชิ้นงานจริงที่มีความไมสมบูรณของชิ้นงานและความไมสมบูรณของ

เงื่อนไขขอบเขตได แตมีขอดอยคือตองเสียคาใชจายคอนขางสูงและเสียเวลาในการเตรียมการ

ทดลอง อีกทั้งถาตองการหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิทที่มีขนาดใหญหรือเล็กมาก ๆ จะ

ทําไดยาก  สวนวิธีการเชิงตัวเลขเปนวิธีที่ไดรับการยอมรับและใชอยางกวางขวางในปจจุบัน ขอ

ไดเปรียบของวิธีการนี้คือสามารถหาคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางที่ไม

มีผลเฉลยแมนตรงได แตมีขอเสียเปรียบคือยังไมสามารถจําลองพฤติกรรมของชิ้นงานไดอยาง

สมบูรณ และในบางระเบียบวิธียังมีขอจํากัดในการหาคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติ

ของแผนคอมโพสิท เชน กรณีแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ      

ดังนั้นวทิยานิพนธนี้จึงศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท

บางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาซึ่งเปนแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยใน

มุมใด ๆ โดยวิธีเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช (Kantorovich Method) ภายใตเงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึดชิ้นงานผสมกันระหวางการจับยึดแบบงาย แบบยึดแนน หรือแบบอิสระ สําหรับ

ตัวอยางของชิ้นสวนที่ตองคํานึงถึงการเสียหายเนื่องจากการโกงงอ เชน โครงสรางคลายคานรับ

แรงในระนาบที่มีลักษณะของการจับยึดแบบ CFCF ซึ่งจะมีภาระกดในแนวระนาบกระทํา หรือ

กรณีของกลองบรรจุสินคาที่มีการวางซอนกัน ในกรณีนี้ก็จะมีแรงกดกระทําตอดานขางของกลอง

ซึ่งมีลักษณะการจับยึดแบบ CCCC สวนลักษณะของชิ้นสวนที่ตองคํานึงถึงผลจากการสั่นสะเทือน 

เชน ชิ้นสวนของรถยนตเนื่องจากไดรับผลจากการสั่นของเครื่องยนต หรือกรณีชิ้นงานที่มีลักษณะ

การจับยึดแบบ Cantilever beam คือมีการจับยึดแบบ CCCF เชน แผงของแผนโซลาเซลล (Solar 

cell) ท่ียืนออกนอกอาคารเพื่อรับแสงแดดหรือปกของเครื่องบินที่ตอออกจากลําตัวเครื่อง เปนตน 

ซึ่งชิ้นสวนเหลานี้ก็ตองคํานึงถึงผลของลมที่กระทําดวย  
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1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ   
  
วิทยานิพนธฉบับนี้มีวัตถุประสงคหลักสองประเด็นคือ ก) ศึกษาการโกงงอและการ

สั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท  และ ข) พิจารณาถึงขอไดเปรียบ ขอดอย ขอจํากัด และขอแนะนํา

ในการใชระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการแกไขปญหาอื่น ๆ ประเด็นแรกที่เก่ียวกับการศึกษา

พฤติกรรมของแผนคอมโพสิทสามารถแบงหัวขอตามลักษณะของปญหาที่ตองการศึกษาดังนี้ 

1. ปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิท  

ศึกษาผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอพฤติกรรมการโกงงอของ

แผนคอมโพสิท โดยเปรียบเทียบกับผลการศึกษาในอดีต 

2. ปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท แบงหัวขอยอยในการศึกษาดังนี้ 

2.1 ศึกษาผลของจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนที่เพิ่มข้ึนวามีผลตอพฤติกรรม         

การสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทอยางไร 

2.2 ศึกษาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ใชในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่ทําใหคา

เจาะจงมีคาลูเขา 

2.3 ศึกษาผลของคา 16D  และ 26D  ตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ 

2.4 ศึกษาผลของขนาดสัดสวนของชิ้นงานและองศาการวางตัวของเสนใยของแผนคอมโพ

สิทตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท 
 

1.3 ขอบเขตของวิทยานพินธ 
 

วิทยานิพนธนี้มีขอบเขตโดยสังเขปคือ ศึกษาการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือน

ของโครงสรางคอมโพสิทแผนบางโดยใชระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  รวมถึงศึกษาผลของจํานวนพจนที่

ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนและจํานวนสัมประสิทธิ์ของแตละฟงกชันเริ่มตนในระเบียบวิธีแคนโทโร

วิชสําหรับปญหาการโกงงอและการส่ันสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา โดยจะ

พิจารณาแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ ขนาด

สัดสวนของชิ้นงาน (aspect ratio) ที่ศึกษามีทั้งหมดเจ็ดขนาดสัดสวน คือ 0.5  1.0  1.5  2.0  3.0  

4.0 และ 5.0 ภายใตเงื่อนไขขอบเขตที่ดานใดดานหนึ่งหรือหลาย ๆ ดานมีการจับยึดชิ้นงานผสม

กันระหวางการจับยึดแบบงาย แบบยึดแนน หรือแบบอิสระทั้งหมดสิบแบบคือ SSSS, CCCC, 

CCCF, CSSC, CCSS, SCSC, SCSF, CSCS, SFSF และ SSSF โดยในแตละหัวขอการศึกษาได

ศึกษาแผนคอมโพสิทที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานและการจับยึดของชิ้นงาน ดังตอไปนี้ 
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ปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิท  

หัวขอที่ 6.1 การตรวจสอบโดยเปรียบเทียบกับการศึกษาของ Shufrin และคณะ [11] 

ศึกษาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 1.0 ที่การจับยึดชิ้นงานสามแบบคือ 

SSSS, CCCC และ CSSC 

หัวขอที่ 6.2 การตรวจสอบโดยเปรียบเทียบกับการศึกษาอื่น ๆ 

ศึกษาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 1.5 สําหรับกรณีการจับยึดชิ้นงานแบบ 

SSSS และศึกษาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 1.0 สําหรับกรณีการจับยึดชิ้นงาน

แบบ CCCC, CSCS และ SFSF 
 

ปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท 

หัวขอที่ 7.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับแกปญหาการสั่นสะเทือน 

ศึกษาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 1.0 ที่การจับยึดชิ้นงานสามแบบคือ 

SSSF, SCSF และ SCSC  

หัวขอที่ 7.3 ผลของจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาความถี่ธรรมชาติ 

ศึกษาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 1.0 ที่การจับยึดชิ้นงานสามแบบคือ 

CCCC, CCSS และ SCSF  

หัวขอที่ 7.4 ผลของจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนตอการลูเขาของคาเจาะจง 

ศึกษาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 0.5, 1.0, 1.5 และ 2.0 ที่กรณีการจับ

ยึดชิ้นงานสี่แบบคือ CCCC, CCSS, SCSF และ SSSS  

หัวขอที่ 7.5.1 ผลของคา 16D  และ 26D  ตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ 

ศึกษาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 1.0 ที่การจับยึดชิ้นงานสามแบบคือ 

CCCF, SCSC และ CSSC  

หัวขอที่ 7.5.2 ผลของขนาดสัดสวนของชิ้นงานตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท 

ศึกษาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 1.0, 2.0, 3.0, 4.0 และ 5.0 ที่กรณีการ

จับยึดชิ้นงานสองแบบคือ CCCC และ CSSC  

หัวขอที่ 7.5.3 ผลขององศาการวางตัวของเสนใยตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท 

ศึกษาแผนบางที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 1.0 ที่การจับยึดชิ้นงานสามแบบคือ 

CCCF, SCSC และ CSSC  
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1.4 เนื้อหาโดยรวมของวทิยานพินธ 
 

วิทยานิพนธนี้ประกอบดวยเนื้อหา 8 บทและภาคผนวก 2 บท โดยมีลําดับเนื้อหาและ

รายละเอียดดังนี้  

บทที่ 1 กลาวถึงความสําคัญ ที่มาของปญหา ขอบเขต และจุดประสงคของวิทยานิพนธ

รวมทั้งเนื้อหาโดยรวมของวิทยานิพนธ  

บทที่ 2 เปนเนื้อหาเกี่ยวกับปริทัศนวรรณกรรม ซึ่งกลาวถึงงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับ

หัวขอการศึกษาของวิทยานิพนธ โดยแบงกลุมของงานวิจัยเปนสองสวนคือ สวนแรกเปนงานวิจัยที่

เกี่ยวของกับการหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา และสวนที่สองเปน

งานวิจัยที่เกี่ยวกับการศึกษาปญหาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา โดย

งานวิจยัที่กลาวถึงทั้งสองสวนจะเนนงานวิจัยที่ทําการศึกษาดวยวิธีเชิงตัวเลข   

บทที่ 3 กลาวถึงพื้นฐานของวัสดุคอมโพสิท ทฤษฎีพื้นฐานของแผนลามิเนตบาง 

สมมุติฐานของแผนคอมโพสิทบาง รวมถึงการวิเคราะหอิลิเมนตของแผนบางเพื่อหาสมการ

ครอบคลุม (governing equation) ที่อยูในรูป closed form สําหรับการหาคาภาระการโกงงอและ

คาความถี่ธรรมชาติของแผนคอมโพสิทบาง   

บทที่ 4 แสดงขั้นตอนการวิเคราะหการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบาง

แบบลามิเนตสมมาตรโดยวิธีเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช ทําใหไดสมการครอบคลุมและ

สมการที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบตาง ๆ พรอมทั้งแสดงขั้นตอนสําหรับการ

แกปญหาทั้งสองของแผนคอมโพสิทบางดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชโดยสังเขป 

บทที่ 5 กลาวถึงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน อธิบายลําดับ

ข้ันตอนและสมการที่ใชในการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางแบบ

ลามิเนตสมมาตรดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชจากการวิเคราะหในบทที่ 4 พรอมทั้งแสดงตัวอยาง

ข้ันตอนการแกปญหาทั้งสอง 

บทที่ 6 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับการ

แกปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตร ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับ

ยึดแบบตาง ๆ โดยสมมุติใหจํานวนพจนของฟงกชันเริ่มตนเทากับหรือมากกวา 1 พจน เพื่อศึกษา

ผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชในฟงกชันการเคลื่อนที่ตอคาภาระการโกงงอและรูปรางการโกงงอ

เทียบกับผลการศึกษาในอดีต  

บทที่ 7 อธิบายรายละเอียดของแผนคอมโพสิทบางที่ใชสําหรับศึกษาพฤติกรรมการ

ส่ันสะเทือน จากนั้นตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับการ



 

 

 

 
  6 

แกปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตร ภายใตเงื่อนไขขอบเขต

การจับยึดแบบตาง ๆ โดยใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับหรือมากกวา 1 พจน 

แลวนําโปรแกรมที่ผานการตรวจสอบแลวไปศึกษาผลของจํานวนพจนที่เพิ่มข้ึนที่ใชสมมุติคา

ฟงกชันเริ่มตนสําหรับปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทที่การวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ 

ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบตาง ๆ  ศึกษาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ใชใน

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่ทําใหผลเฉลยมีคาลูเขา ศึกษาผลของคา 16D และ 26D ของโครงสรางแผน

บางตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือน และศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของชิ้นงานและองศาการ

วางตัวของเสนใยตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท 

บทที่ 8 นําเสนอขอสรุปของวิทยานิพนธ ประโยชนของวิทยานิพนธและขอเสนอแนะ

สําหรับงานวิจัยในอนาคต 

ในสวนสุดทายของวิทยานิพนธเปนสวนของภาคผนวกซึ่งมีสองสวน ภาคผนวก ก แสดง

รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับคํานวณคาภาระการโกงงอและรูปราง

โหมดการโกงงอ และคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางแบบ

ลามิเนตสมมาตร  ภาคผนวก ข แสดงบทความที่ไดรับการตีพิมพซึ่งมีเนื้อหาเปนสวนหนึ่งใน

วิทยานิพนธนี้ 
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บทที่  2 
 

ปริทัศนวรรณกรรม 
   

วิทยานิพนธนี้ศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางรูป

สี่เหลี่ยมผืนผาโดยวิธีเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช เนื้อหาโดยรวมเกี่ยวของกับสองหัวขอ 

คือการโกงงอและการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา  ดังนั้นเนื้อหาในบทนีจ้ะ

กลาวถึงงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับหัวขอทั้งสองของวิทยานิพนธนี้ โดยแบงกลุมของงานวิจัย

เปนสองกลุมคืองานวิจัยที่เกี่ยวของกับการหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูป

ส่ีเหลี่ยมผืนผาและงานวิจัยที่ เกี่ยวกับปญหาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางรูป

ส่ีเหลี่ยมผืนผา โดยงานวิจัยในอดีตที่จะกลาวถึงทั้งสองสวนจะเนนการศึกษาดวยวิธีเชิงตัวเลข   
 

2.1 งานวิจัยที่เกี่ยวของกบัปญหาการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลีย่มผืนผา 
 

จากอดีตจนถึงปจจุบันมีการศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของโครงสรางแผนบางอยาง

กวางขวาง การหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางสามารถทําไดโดยวิธีการทดลอง 

วิธีการวิเคราะห หรือวิธีการเชิงตัวเลข  ในป 1988  lyengar [1] แสดงวิธีการคํานวณหาคาภาระ

การโกงงอและรูปรางการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางโดยวิธีการวิเคราะห ซึ่งวิธีนี้มีขอจํากัดคือ

ชิ้นงานตองเปนแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 0° หรือ 

90° ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานเทานั้น จึงจะสามารถหาผลเฉลยแมน

ตรงที่อยูในรูป closed form ได  แตถามีการจับยึดแบบยึดแนนหรือแบบปลายอิสระรวมอยูดวย

หรือมีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ จะไมสามารถหาคําตอบโดยวิธีวิเคราะหได ตองใชวิธีการ

ทดลองหรือเทคนิควิธีการเชิงตัวเลขในการประมาณคาภาระการโกงงอ  

ในป 1994 งานวิจัยของ Chai [3] ไดศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางรูป

ส่ีเหลี่ยมพื้นผาที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใย (stacking sequence) แบบตาง ๆ ที่ความหนา

ของแผนแตกตางกัน ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดสามแบบ คือ จับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน 

(SSSS) จับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดาน (CCCC) และจับยึดแบบยึดแนนสองดานและจับยึดแบบงาย

อีกสองดาน (CSCS)  การศึกษานี้หาคาภาระการโกงงอจากวิธีเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีริทซ (Ritz 

Method) โดยใชฟงกชันซายน (sine function) เปนฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ (out-of-plane 

displacement) ใชจํานวนพจนในการคํานวณเทากับ 144 พจน  และแบงการศึกษาเปนสองสวน
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คือสวนแรกศึกษาที่กรณีเงื่อนไขการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานภายใตภาระกดในแนวระนาบทั้งแบบ

แกนเดียว (axial load) และแบบสองแกน (biaxial load) โดยชิ้นงานที่ศึกษาเปนแผนคอมโพสิท

บางแบบลามิเนตไมสมมาตรและมีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ (Antisymmetric angle-ply) 

แตกตางกันทั้งหมด 18 มุม เร่ิมต้ังแตมุม 0° ถึง 90° โดยเพิ่มมุมทีละ 5° จํานวนชั้นลามินาแตกตาง

กันสามแบบ คือ 2  6  และ 20 ชั้น นําคาภาระการโกงงอที่ไดจากการศึกษามาเปรียบเทียบกับคา

ภาระการโกงงอที่หาจากผลเฉลยแมนตรง พบวาที่จํานวนชั้นลามินาเทากับ 2 ชั้น คาภาระการโกง

งอที่ไดจากระเบียบวิธีริทซเมื่อเทียบกับผลเฉลยแมนตรงมีคาคอนขางตางกัน แตที่จํานวนชั้นลามิ

นาเทากับ 6 และ 20 ชั้น คาภาระการโกงงอที่ไดมีคาใกลเคียงกัน  สวนที่สองเปนการหาคาภาระ

การโกงงอของแผนคอมโพสิทบางที่เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานและการจับยึด

แบบยึดแนนสองดานและจับยึดแบบงายอีกสองดานภายใตภาระกดในแนวระนาบแบบแกนเดียว 

โดยเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอที่ไดจากระเบียบวิธีริทซกับผลการศึกษาในอดีตของ Ashton 

และ Love [4] พบวา ความแตกตางของคาภาระการโกงงอทั้งสองวิธีอยูในชวง -0.21 ถึง +0.15 

เปอรเซ็นต  

ตอมาในป 1999  Tuttle และคณะ [5] นําเสนอผลการศึกษาการโกงงอของแผนคอมโพ

สิทบางรูปส่ีเหลี่ยมพื้นผาแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยทั้งหมด 4 แบบ คือ [0]8  

[0/90]2S  [45]8  และ [±45]2S และมีขนาดสัดสวนแตกตางกันสามขนาดสัดสวน คือ 1.0  1.5 และ 

2.0 ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน  โดยการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางที่

ศึกษาดวยวิธีการทดลองเกิดจากภาระกดในแนวขวางและมีภาระดึงขนาดคงที่ในทิศทางตั้งฉาก 

คาภาระการโกงงอไดจากกราฟความสัมพันธระหวางภาระที่กระทําตอชิ้นงานกับระยะการ

เคลื่อนที่นอกระนาบ โหมดการโกงงอและคาภาระการโกงงอที่ไดจากการทดลองถูกนําไป

เปรียบเทียบกับผลที่ไดจากวิธีเชิงตัวเลขดวยวิธีกาเลอคิน (Galerkin Method) พบวา จากการ

ทดลองทั้งหมด 51 การทดลองมีเพียงกรณีเดียวที่โหมดการโกงงอของทั้งสองวิธีไมตรงกันซึ่ง

สันนิษฐานวา อาจเกิดจากความไมสมบูรณของแผนคอมโพสิท ภาระกระทํา หรือเงื่อนไขขอบเขต

การจับยึดในการทดลอง และคาภาระการโกงงอจากทั้งสองวิธีมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยเทากับ 

1.61 เปอรเซ็นต สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเทากับ 15.4 เปอรเซ็นต        

ในป 2004  Darvizeh และคณะ [6] ศึกษาพฤติกรรมการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางรูป

ส่ีเหลี่ยมพื้นผาที่มีคุณสมบัติแตกตางกันสองแบบคือ แผนคอมโพสิทไมสมมาตรและมีการวางตัว

ของเสนใยในมุมใด ๆ และแผนคอมโพสิทแบบสมมาตรและมีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ 

(Symmetric angle-ply) โดยหาคาภาระการโกงงอจากวิธี เชิงตัวเลขดวยวิธี  Generalized 



 

 

 

 
  9 

Differential Quadrature Rule (GDQR)  แบงการศึกษาออกเปนสองสวนคือ สวนแรกหาคาภาระ

การโกงงอของแผนคอมโพสิทบางแบบไมสมมาตรและมีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ ที่เงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน ภายใตภาระกดในแนวระนาบทั้งแบบแกนเดียวและแบบสอง

แกน นําคาภาระการโกงงอที่ไดจากการศึกษาเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่หาจากระเบียบ

วิธีริทซและจากผลเฉลยแมนตรง ผลการเปรียบเทียบพบวาคาภาระการโกงงอที่ไดจากทั้งสามวิธีมี

คาใกลเคียงกัน  สวนที่สองหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางแบบสมมาตรและมีการ

วางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ ที่เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดาน ภายใตภาระกดใน

แนวระนาบแบบแกนเดียว โดยเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอที่ไดจากการศึกษากับคาภาระการ

โกงงอที่หาจากระเบียบวิธีริทซ พบวา คาภาระการโกงงอที่ไดจากทั้งสองวิธีมีคาใกลเคียงกัน 

จากงานวิจัยที่กลาวมาขางตนเปนแกปญหาการโกงงอของโครงสรางแผนบางโดยวิธีเชิง

ตัวเลขดวยระเบียบวิธีตาง ๆ กัน พบวาคาภาระการโกงงอจากการประมาณคาของแตละวิธีถือวามี

ความนาเชื่อถือ เพราะเมื่อนําคาภาระการโกงงอที่ประมาณคาไดไปเปรียบเทียบกับผลการศึกษา

ในอดีตพบวามีคาใกลเคียงกัน  สวนการแกปญหาการโกงงอของโครงสรางแผนบางดวยระเบยีบวธิี

แคนโทโรวิชซ่ึงเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในวิทยานิพนธนี้ มีความแตกตางจากระเบียบวิธีเชิง

ตัวเลขแบบอื่น ๆ กลาวคือ ระเบียบวิธีนี้แกปญหาจากสมการครอบคลุมโดยตรง เร่ิมจากสมมุติ

คําตอบของสมการใหอยูในรูปผลคูณของฟงกชันที่เปนฟงกชันของคําตอบนั้น จากนั้นสมมุติให

ทราบฟงกชันในทิศใดทิศหนึ่งแลวใชหลักการการแปรผันของพลังงานศักยรวมต่ําสุด (variational 

principle minimum total potential energy) ทําใหสมการครอบคลุมที่ไดลดรูปจากสมการเชิง

อนุพันธยอยเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญและเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด ซึ่งวิธีการนี้ถือวาเปน 

semi-analytical method โดยปญหาที่ไดจะอยูในรูปแบบของปญหาคาเจาะจง (eigenvalue 

problem) และการแกสมการตองอาศัยการทําซ้ํา (iterative procedure) เพื่อใหคาเจาะจงมีคาลู

เขา ดังนั้นจึงกลาวไดวาผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเปนผลเฉลยแมนตรง และ

เนื่องจากในการหาผลเฉลยตองอาศัยกระบวนการการทําซ้ําเพราะฉะนั้นขอไดเปรียบอีกอยางหนึ่ง

สําหรับการแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชคือ ฟงกชันเริ่มตนที่สมมุติใหทราบคาในการ

คํานวณครั้งแรกไมจําเปนตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดของชิ้นงาน  โดย Kerr [7] 

เปนคนแรกที่ประสบความสําเร็จในการประยุกตใชระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสําหรับแกปญหาการดัด 

(bending) และปญหาการโกงงอของโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีคุณสมบัตทิางกลของ

วัสดุเปนแบบไอโซโทรปค (Isotropic) งานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับการแกปญหาการโกงงอดวย

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีดังตอไปนี้ 
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ในป 1998  Yuan และ Jin [8] ศึกษาการแกปญหาคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผน

บางดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชโดยใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 ถึง 4 

พจน  โครงสรางแผนบางที่ศึกษามีคุณสมบัติทางกลของวัสดุเปนแบบไอโซโทรปครับภาระในแนว

ระนาบสองแบบ โดยแบบแรกรับภาระแบบกดทั้งแบบแกนเดียวและแบบสองแกน ที่เงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึดทั้งหมดเจ็ดแบบคือ SSSS, SFSS, SCSF, SCSC, SFSF, CCCC และ CCCF 

และแบบที่สองคือรับภาระแบบภาระเฉือน มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดสองแบบคือ SSSS และ 

CCCC  จากนั้นนําผลการศึกษาที่ไดมาเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่หาจากระเบียบวิธีไฟ

ไนตอิลิเมนต (Finite Element Method) ผลการเปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงสรางแผนบางที่

รับภาระกดในแนวระนาบแบบแกนเดียวและแบบสองแกน ที่เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ 

SSSS, SFSS, SCSF, SCSC และ SFSF คาภาระการโกงงอที่หาไดเมื่อใชจํานวนพจนในการ

สมมุติคาฟงกชันเริ่มตนในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่ 1 พจนและ 2 พจนมีคาแตกตางกันสูงสุด 

0.0005 เปอรเซ็นต สวนเงื่อนไขการจับยึดแบบ CCCC และ CCCF คาภาระการโกงงอจะมีคาลู

เขาใกลเคียงกับคาภาระการโกงงอที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนตเมื่อจํานวนพจนที่ใชในการ

สมมุติคาฟงกชันเริ่มตนในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชต้ังแต 2 พจนขึ้นไป  ทางดานโครงสรางแผนบาง

ที่รับภาระในแนวระนาบแบบเฉือนทั้งสองเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดพบวา คาภาระการโกงงอจะมี

คาลูเขาใกลเคียงกับคาภาระการโกงงอที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนตเมื่อจํานวนพจนที่ใชใน

การสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชตั้งแต 3 พจนข้ึนไป   

ในป 2006  Ungbhakorn และ Singhatanadgid [9] นําเสนอผลการศึกษาการแกปญหา

การโกงงอของแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตวัของเสนใยแบบ 0° หรือ 90° 

พิจารณาเงื่อนไขขอบเขตในกรณีที่ดานใดดานหนึ่งหรือหลาย ๆ ดานมีการจับยึดชิ้นงานผสมกัน

ระหวางการจับยึดแบบงาย  แบบยึดแนน  หรือแบบอิสระทั้งหมดเจ็ดแบบคือ  SSSF, SCSF, 

SCSC,  CCCC, CCCF, CSSC และ CSCS  ดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชโดยใชจํานวนพจนในการ

สมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 พจน ภายใตภาระกดในแนวระนาบแบบแกนเดียว แบง

การศึกษาออกเปนสี่สวนคือ สวนแรกเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโร

วิชกับวิธี Levy Solution [10] ที่เงื่อนไขการจับยึดแบบ SSSF, SCSF และ SCSC ขนาดสัดสวน

ของชิ้นงานทั้งหมด 10 ขนาด เร่ิมต้ังแต 0.5 ถึง 5.0 โดยเพิ่มทีละ 0.5 ผลการเปรียบเทียบพบวา คา

ภาระการโกงงอจากทั้งสองวิธีมีคาแตกตางกันสูงสุด 0.01 เปอรเซ็นต  สวนที่สองเปรียบเทียบคา

ภาระการโกงงอที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชกับระเบียบวิธีริทซจากงานวิจัยของ Chai [3]  ที่

เงื่อนไขการจับยึดแบบ CCCC และ CSCS ผลการเปรียบเทียบพบวา คาภาระการโกงงอจากทั้ง
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สองวิธีมีคาแตกตางกันในชวง 0.55  ถึง 0.60 เปอรเซ็นต  สวนที่สามศึกษาจํานวนรอบการทาํซ้าํใน

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่ทําใหผลเฉลยมีคาลูเขา ของเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบตาง ๆ ทัง้หมด

เจ็ดแบบ พบวาโครงสรางที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ SSSF, SCSF และ SCSC ตองการ

จํานวนรอบการทําซ้ําเพียงรอบเดียว สวนเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC, CCCF, CSSC 

และ CSCS ตองการจํานวนรอบการทําซ้ําสามรอบ  และสวนที่สี่นําเสนอคาภาระการโกงงอของ

เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CCCF, CSSC และ CSCS ที่ขนาดสัดสวนของชิ้นงานทั้งหมด 10 

ขนาด เร่ิมต้ังแต 0.5 ถึง 5.0 โดยเพิ่มทีละ 0.5 และมีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใย 2 แบบคือ [0]8  

และ [0/90]2S   

ในป 2008  งานวิจัยของ Shufrin และคณะ [11] ไดศึกษาการแกปญหาคาภาระการโกง

งอของโครงสรางแผนบางดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชโดยใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชัน

เร่ิมตนเทากับหรือมากกวา 1 พจน  แบงการศึกษาออกเปนสามสวนคือ สวนแรกศึกษาการหาคา

ภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางแบบสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 0° หรือ 90° ที่

เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CSSC และ CCCF ภายใตภาระกดในแนวระนาบแบบแกนเดียว 

โดยใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 2 และ 3 พจน เปรียบเทียบคาภาระการ

โกงงอที่ไดกับผลการศึกษาในอดีตของ Ungbhakorn และ Singhatanadgid [9] พบวา คาภาระ

การโกงงอที่ไดจากการใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1  2 และ 3 พจน ของ

ทั้งสองเงื่อนไขมีคาใกลเคียงกัน และเมื่อนําคาภาระการโกงงอที่ไดจากการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน

เทากับ 3 พจน เปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตอิลิเมนต พบวา

กรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CSSC มีคาความแตกตางอยูในชวง -0.08 ถึง +0.18 

เปอรเซ็นตและกรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CCCF มีคาความแตกตางอยูในชวง -0.19  ถึง 

+0.33 เปอรเซ็นต  สวนที่สองศึกษาผลของจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนในระเบียบ

วิธีแคนโทโรวิชตอคาภาระการโกงงอของโครงสรางแผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ 

โดยใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 ถึง 8 พจน พิจารณาเงื่อนไขขอบเขตการ

จับยึดสองแบบ คือ การจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานที่การวางตัวของเสนใยแบบ 30° และการจับยึด

แบบยึดแนนทั้งสี่ดานที่การวางตัวของเสนใยแบบ 45° พบวา คาภาระการโกงงอที่ไดจากการใช

จํานวนพจนเทากับ 2 จะมีคาแตกตางกับการใชเพียงพจนเดียวคอนขางมากและมีคาเริ่มลูเขาสูผล

เฉลยที่ไดจากระเบียบวิธี Finite Strip Method เมื่อนําคาภาระการโกงงอของเงื่อนไขการจับยึด

แบบงายทั้งสี่ดานและการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดานมาเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่ได

จากระเบียบวิธี Finite Strip Method พบวาที่การสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 พจน คาภาระ
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การโกงงอมีคาแตกตางกันถึง 48.672 และ 74.924 เปอรเซ็นต ตามลําดับ แตเมื่อเปรียบเทียบที่

การสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 5 พจน พบวา คาภาระการโกงงอมีคาแตกตางกันนอยลงมาก

คือ 0.155 และ -0.015 เปอรเซ็นต ตามลําดับ  สวนที่สามเสนอผลการคํานวณหาคาภาระการโกง

งอของโครงสรางแผนบางที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 0° หรือ 90°  และในมุมใด ๆ โดยใช

จํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเทากับ 6 พจน ที่เงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึดแบบตาง ๆ ทั้งหมด 8 แบบ ภายใตภาระกดในแนวระนาบทั้งแบบแกนเดียว 

แบบสองแกนและแบบเฉือน 
 

2.2 งานวิจัยที่เกี่ยวของกบัปญหาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
 

การศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางเปนอีกหัวขอหนึ่งที่มีการศกึษา

กันอยางกวางขวาง โดยมีงานวิจัยที่สําคัญและเกี่ยวของกับวิทยานิพนธนี้ดังตอไปนี้ 

การศึกษาของ Leissa [12] ถือเปนการศึกษาที่เกี่ยวกับการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผน

บางในชวงตน ๆ โดย Leissa ศึกษาการสั่นสะเทือนแบบอิสระของโครงสรางแผนบางที่มีคุณสมบัติ

เปนไอโซโทรปค ภายใตสมมุติฐานทฤษฎีแผนบาง (Thin Plate Theory) โดยรปูรางของแผนบางที่

ศึกษา ไดแก รูปวงกลม รูปวงรี รูปส่ีเหลี่ยมผืนผา รูปส่ีเหลี่ยมดานขนาน และรูปสามเหลี่ยม ที่

เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบดานใดดานหนึ่งหรือหลาย ๆ ดานมีการจับยึดชิ้นงานผสมกัน

ระหวางการจับยึดแบบงาย แบบยึดแนน หรือแบบอิสระ ทั้งหมด 21 แบบ ในการศึกษาการ

สั่นสะเทือนของแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผานี้จะหาคาความถี่ธรรมชาติในรูปของผลเฉลยเจาะจง 

(eigenvalue solution) และรูปรางการสั่นสะเทือนโดยวิธีการวิเคราะหสมการครอบคลุมรวมกับ

วิธีการเชิงตัวเลขเพื่อลดรูปสมการและขั้นตอนในการคํานวณ  นอกจากนี้ยังไดเสนอแนวทางการ

วิเคราะหเบื้องตนสําหรับปญหาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางที่มีความซับซอนของสมการ

ครอบคลุมเชน โครงสรางแผนบางที่มีคุณสมบัติเปนแอนไอโซโทรปค โครงสรางแผนบางที่รับภาระ

ในแนวระนาบ และโครงสรางแผนบางที่มีความหนาตลอดทั้งแผนไมคงที่  

นอกจากการศึกษาของ Leissa ในป 1969 แลว ผลการศึกษาที่สําคัญและถูกใชอางอิงใน

ปญหาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางอยูบอย ๆ คืองานวิจัยของ Gorman [13]  งานวิจัย

ดังกลาวศึกษาการสั่นสะเทือนแบบอิสระของโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีคุณสมบัติ

เปนไอโซโทรปค ภายใตสมมุติฐานทฤษฎีแผนบาง โดยนําเสนอผลเฉลยของโครงสรางที่มีการจับ

ยึดแบบจุด (point support) ดวยวิธีการวิเคราะหสมการครอบคลุมโดยใชหลักการ superposition 

ผลการวิเคราะหไดนําเสนอในรูปผลเฉลยคาเจาะจง ซึ่งมีจํานวนหลายคาและแสดงในรูปแบบ



 

 

 

 
  13 

ตารางพรอมทั้งรูปรางการสั่นสะเทือนตามเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด ที่การจับยึดแบบดานใดดาน

หนึ่งหรือหลาย ๆ ดานมีการจับยึดชิ้นงานผสมกันระหวางการจับยึดแบบงาย แบบยึดแนน หรือ

แบบอิสระ ทั้งหมด 21 แบบ เชนเดียวกับการวิจัยของ Leissa [12] และการจับยึดแบบอื่น ๆ 

เพิ่มเติมอีก 12 กรณี รวมขอบเขตการจับยึดทั้งหมดจํานวน 33 แบบ  

ในป 2007  Aydogdo และ Timarci [14] ศึกษาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบาง

แบบลามิเนตไมสมมาตรที่การวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ ตั้งแต 0° ถึง 90° ที่เงื่อนไขขอบเขตการ

จับยึดกรณีที่สองดานคูติดกันจับยึดแบบปลายอิสระ สวนดานที่เหลือผสมกันระหวางการจับยึด

แบบงาย แบบยดึแนน หรือแบบปลายอิสระ มีเงื่อนไขขอบเขตที่ศึกษาทั้งหมดหกแบบคือ CCFF, 

SSFF, FFFF, CSFF, SFFF และ CFFF ในการศึกษานี้หาคาภาระการโกงงอจากวิธีเชิงตัวเลขดวย

ระเบียบวิธีริทซโดยใชจํานวนพจนในการคํานวณเทากับ 108 พจน  แบงการศึกษาออกเปนสาม

สวนคือ สวนแรกหาคาพารามิเตอรความถี่ (frequency parameter) ของแผนทดลองที่เงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึดแบบอิสระทั้งสี่ดาน จํานวนชั้นลามินาเทากับ 2 และ 10 ชั้น มีการวางตัวของ

เสนใยแบบ [θ /-θ ] และ [θ /-θ ]5 ตามลําดับ ที่มุม 0° 15°  30° และ 45° เปรียบเทียบผลที่ไดกับ

ผลการทดลองของ Messina และ Soldatos [15] พบวาคาพารามิเตอรความถี่มีคาเทากัน  สวนที่

สองศึกษาผลของจํานวนชั้นลามินาที่การวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ ตอคาพารามิเตอรความถี่ 

โดยศึกษาการสั่นสะเทือนที่โหมดแรกของแผนทดลอง จํานวนชั้นลามินาเทากับ 4 และ 10 ชั้น มี

การวางตัวของเสนใยแบบ [θ /-θ ]2 และ [θ /-θ ]5 ตามลําดับ โดยเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ 

CCFF, SSFF และ FFFF ศึกษาที่มุม 0° 15°  30° และ 45° สวนการจับยึดแบบ CSFF, SFFF และ 

CFFF ศึกษาตั้งแตมุม 0° ถึง 90° โดยเพิ่มมุมทีละ 15° จากการศึกษาพบวาคาพารามิเตอรความถี่

สูงสุดเกิดขึ้นที่มุม 45° ทุกเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดยกเวนเงื่อนไขการจับยึดแบบ CSFF ซึ่ง

คาพารามิเตอรความถี่สูงสุดที่มุม 30° และเงื่อนไขการจับยึดแบบ CFFF จะมีคาพารามิเตอร

ความถี่สูงสุดที่มุม 0° โดยการเพิ่มจํานวนชั้นลามินาของทุกเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดจะไมมีตอ

คาพารามิเตอรความถี่ที่มุม 0° และ 90°  แตที่มุมใด ๆ คาพารามิเตอรความถี่จะมีคามากขึ้นตาม

จํานวนชั้นที่เพิ่มข้ึน  สวนที่สามศึกษาคาพารามิเตอรความถี่ของการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ 

ของการสั่นสะเทือนสี่โหมดแรก โดยใชจํานวนชั้นลามินาเทากับ 2 ชั้น การวางตัวของเสนใยแบบ 

[θ /-θ ] เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดและมุมที่ศึกษาเหมือนกับในสวนที่สอง จากการศึกษาพบวาที่

โหมดการสั่นสะเทือนสูง ๆ คาพารามิเตอรความถี่จะมีคาสูงสุดที่มุมการวางตัวของเสนใยในมุม  

ใด ๆ และที่การสั่นสะเทือนในโหมดที่สี่ คาพารามิเตอรความถี่มีคาสูงสุดที่มุม 45° ทุกเงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึด ยกเวนเงื่อนไขการจับยึดแบบ CFFF จะมีคาพารามิเตอรความถี่สูงสุดที่มุม 15°   
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สําหรับการแกปญหาการสั่นสะเทือนดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสามารถสรุปไดตอไปนี้   

ป 1996  Bercin [16] ศึกษาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางที่มีคุณสมบัติทางกลของวัสดุ

เปนแบบออโทรทรอปก โดยหาคาเจาะจงดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชโดยใชจํานวนพจนในการ

สมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 พจน ที่เงื่อนไขขอบเขตแบบยึดแนนทั้งสี่ดาน  แบงการศึกษา

ออกเปนสองสวนคือ ในสวนแรกศึกษาจํานวนรอบการทําซ้ําในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่ทําใหคา

เจาะจงมีคาลูเขาโดยพิจารณาการสั่นสะเทือนที่โหมดแรก พบวาคาเจาะจงจะเริ่มลูเขาในการทาํซ้าํ

คร้ังที่สาม และเมื่อนําคาเจาะจงที่ลูเขาดังกลาวไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Gorman 

[16] พบวา มีความแตกตางกันเทากับ 0.03 เปอรเซ็นต  ในสวนที่สองหาคาเจาะจงของแผนบางรปู

สี่เหลี่ยมผืนผาที่ขนาดสัดสวนของชิ้นงานเปน 1.5 และ 2.0 นําผลการศึกษาที่ไดมาเปรียบเทียบผล

การทดลองในอดีตของ Gorman [17] และ Marangoni [18]  พบวา ที่ขนาดสัดสวนเทากับ 1.5 คา

เจาะจงที่ไดจากการศึกษามีคาเทากับผลการทดลองทั้งสองในอดีต สวนที่ขนาดสัดสวนเทากับ 2.0 

คาเจาะจงที่ไดจากการศึกษามีคาเทากับผลการทดลองของ Marangoni แตแตกตางกับผลการ

ทดลองของ Gorman โดยมีความแตกตางเทากับ 0.48 เปอรเซ็นต   

ในป 2001  Der-Chen Chang และคณะ [19] ศึกษาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผน

บางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีคุณสมบัติเปนไอโซโทรปคภายใตการรับภาระในแนวระนาบ ในการศกึษา

จะหาคาความถี่ธรรมชาติ 6 โหมดแรกดวยวิธีแคนโทโรวิชโดยใชจํานวนพจนในการสมมุติคา

ฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 พจน ที่เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดสามแบบคือ จับยึดแบบยึดแนนทั้งสี่ดาน 

(CCCC) จับยึดแบบยึดแนนสามดานรวมกับแบบปลายอิสระอีกหนึ่งดาน (CCCF) และจับยึดแบบ

ยึดแนนสองดานคูตรงกันขามรวมกับแบบปลายอิสระอีกสองดาน (CFCF) นําผลการศึกษาที่ไดมา

เปรียบเทียบผลที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมนาสแทรน (NASTRAN) และผลการศึกษาใน

อดีตของ Farag และ Pan [20] พบวา สําหรับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC มีคาความ

แตกตางมากสุดเทากับ 1.6 และ 4.6 เปอรเซ็นต ตามลําดับ  สวนในกรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับ

ยึดแบบ CCCF มีคาความแตกตางมากสุดเทากับ 3.9 และ 8.4 เปอรเซ็นต ตามลําดับ กรณี

เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CFCF เปนเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดที่มีคาความถี่ธรรมชาติ

แตกตางกับผลที่ใชเปรียบเทียบมากที่สุดคือ มีคาความแตกตางมากสุดเทากับ 4.5 และ 12.0 

เปอรเซ็นต ตามลําดับ  โดยคณะวิจัยคาดวาผลกระทบของรูปรางการสั่นสะเทือนในกรณีที่มีการ

จับยึดแบบปลายอิสระทําใหคาความถี่ธรรมชาติที่ประมาณคาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีคา

คลาดเคลื่อนเพิ่มข้ึน 
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จากงานวิจัยที่กลาวมาทั้งหมดจะเห็นวาการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือนของ

โครงสรางแผนบางดวยวิธีเชิงตัวเลขสามารถทําไดหลายระเบียบวิธีและผลเฉลยของแตละระเบียบ

วิธีก็มีความคลาดเคลื่อนกับผลการศึกษาในอดีตที่ใชเปรียบเทียบมากนอยแตกตางกันไป  ระเบียบ

วิธีแคนโทโรวิชซึ่งใชสําหรับการแกปญหาในวิทยานิพนธนี้ ก็เปนวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งที่สามารถ

ประมาณคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางแผนบางของปญหาทั้งสองได 

โดยขอไดเปรียบของระเบียบวิธีนี้คือผลเฉลยที่ไดถือเปนผลเฉลยแมนตรงเนื่องจากเปนแกปญหา

จากสมการครอบคลุมโดยตรง และในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนสําหรับการคํานวณครั้งแรกก็ไม

จําเปนตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด ซึ่งเปนขอไดเปรียบที่สําคัญเนื่องจากจะชวย

ลดความยุงยากในการหาฟงกชันเริ่มตนที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดที่ตองการศึกษา  

จากงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับการแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช จะเห็นวาใน

สวนของปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสทิที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ ไดมีผูศึกษาโดย

ใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับหรือมากกวา 1 พจน ซึ่งไดศึกษาผลของการเพิ่ม

จํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาภาระการโกงงอ  สวนงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับ

ปญหาการสั่นสะเทือนมีการศึกษาโดยจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 พจน และ

คุณสมบัติทางกลของโครงสรางแผนบางที่ศึกษาเปนวัสดุแบบไอโซโทรปคและออโทรทรอปก

เทานั้น ทําใหยังไมทราบถึงพฤติกรรมและขอจํากัดในการแกปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอม

โพสิทดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเมื่อใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับและ

มากกวา 1 พจน   ดังนั้นในวิทยานิพนธนี้จึงเนนการศึกษาในสวนของปญหาการสั่นสะเทือนของ

แผนคอมโพสิทโดยหัวขอที่ตองการศึกษา ไดแก ศึกษาผลของจํานวนพจนที่เพิ่มข้ึนในการใชสมมุติ

คาฟงกชันเริ่มตนสําหรับปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยในมุม

ใด ๆ ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบตาง ๆ  ศึกษาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่

ใชในระเบียบวธิีแคนโทโรวิชที่เหมาะสมในการแกปญหา  ศึกษาผลกระทบของขนาดสัดสวนของ

ชิ้นงานและองศาการวางตัวของเสนใยตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท  สําหรับ

ปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิทจะศึกษาผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชัน

เร่ิมตนตอคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอเทานั้น โดยเปรียบเทียบกับผลการศึกษา

ในอดีต  ทั้งนี้เพื่อใหเห็นความชัดเจนในการพิจารณาถึงขอดอยและขอจํากัดของการแกปญหาทั้ง

สองดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชของแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ ภายใต

เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบตาง ๆ และเพื่อเปนแนวทางสําหรับการประยุกตใชระเบียบวิธีนี้ใน

การแกไขปญหาอื่น ๆ ตอไป   
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บทที่  3 
 

ทฤษฎีพื้นฐาน 
 

วิทยานิพนธนี้ศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางรูป

สี่เหลี่ยมผืนผาซึ่งเปนแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ 

ดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช  ดังนั้นเนื้อหาของบทนี้กลาวถึงทฤษฎีพื้นฐานของวัสดุคอมโพสิท 

ทฤษฎีพื้นฐานของแผนลามิเนตบาง สมมุติฐานของแผนคอมโพสิทบาง รวมถึงการหาคาภาระการ

โกงงอและคาความถี่ธรรมชาติของแผนคอมโพสิทบางดวยวิธีการวิเคราะห  
 

3.1 พื้นฐานของวัสดุคอมโพสิท 
 

วัสดุคอมโพสิทเกิดจากการรวมกันของวัสดุตั้งแตสองชนิดขึ้นไป เพื่อใหไดวัสดุที่มี

คุณสมบัติทางกลดีข้ึน โดยโครงสรางภายในของวัสดุคอมโพสิทจะประกอบดวยสองสวนคือ สวน

ของเสนใย (Fiber) ทําหนาที่รับภาระจากภายนอกที่มากระทํากับวัสดุคอมโพสิท ตัวอยางเสนใยที่

เปนสวนประกอบของวัสดุคอมโพสิทคือ เสนใยกราไฟต (Graphite Fiber) เสนใยแกว (Glass 

Fiber) หรือเสนใยโพลิเมอร (Polymer Fiber) เปนตน และสวนที่สองคือ เมตริกซ (Matrix) ซึ่งเปน

สวนที่ประสานเสนใยใหมีรูปรางการวางตัวที่แนนอน ตัวอยางเมทริกซ เชน อีพอกซี่ (Epoxy) หรือ

เทอรโมพลาสติก (Thermoplastics) ชนิดตาง ๆ  รูปที่ 3.1 แสดงภาพตัดขวางของวัสดุคอมโพสิท

ซึ่งประกอบดวยสวนของเสนใยที่ฝงตัวอยูในเมทริกซ 

 

 
 

รูปที่ 3.1 แสดงสวนประกอบของวัสดุคอมโพสทิ 
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นอกจากชนิดของเสนใยและชนิดของเมตริกซแลว ยังมีปจจัยอ่ืน ๆ อีกหลายอยางที่มีผล

ตอคุณสมบัติทางกลของวัสดุคอมโพสิทอาทิเชน อัตราสวนผสมระหวางเสนใยกับเมตริกซ ปริมาณ

ของเสนใย การกระจายตัวของเสนใยและการวางตัวของเสนใย เปนตน รูปที่ 3.1 แสดงวัสดุคอมโพ

สิทที่มีการวางตัวของเสนใยในทิศทางเดียว (unidirectional) ซึ่งในทางปฏิบัติวัสดุคอมโพสิทจะ 

สามารถรับภาระภายนอกที่กระทําในทิศทางเดียวกับทิศทางของเสนใยไดดีกวาภาระที่กระทําใน

ทิศทางอื่น ๆ  ดังนั้นเพื่อเพิ่มความแข็งแรงใหกับแผนคอมโพสิทจึงนําแผนคอมโพสิทมาวางซอนกัน

เปนชั้น ๆ ซึ่งเรียกวาลามิเนต (laminate) และในแตละชั้นของลามิเนตเรียกวาลามินา (lamina) 

หรือพาย (ply)  ในรูปที่ 3.2 แสดงการเรียงตัวของลามินาในชั้นตาง ๆ ของแผนคอมโพสิทโดยมีการ

วางตัวของเสนใยแบบ [90°/+45°/-45°/0°]  

 

 
 

รูปที่ 3.2 การเรียงตัวของลามินาในชัน้ตาง ๆ ซึ่งทํามุม θ  กับแกน x   
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เนื่องจากลามินาแตละชั้นมีการวางตัวของเสนใยในมุมที่แตกตางกัน ทําใหการคํานวณหา

คาความเคนและความเครียดที่ตําแหนงตาง ๆ ของโครงสรางแผนบางมีความซับซอนมากขึ้น 

ดังนั้นจึงตองมีการกําหนดพิกัดของแผนคอมโพสิทใหเปนพิกัดรวม ดังแสดงในรูปที่ 3.3  

 
 

รูปที่ 3.3 เครื่องหมายของมมุ θ  เมื่อเปลี่ยนพิกัดของแผนคอมโพสิทไปเปนพกิัดรวม 
 

ความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดของแผนลามินาในระบบพิกัดรวม

สามารถเขียนไดดังนี้  
 

    
11 12 16

12 22 26

16 26 66

x x

y y

xy xy

Q Q Qσ ε
σ Q Q Q ε
τ γQ Q Q

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3-1) 

 

โดย         iσ   คอื  คาความเคนของแผนลามินาในทิศ  i    

               iε   คือ  คาความเครียดของแผนลามินาในทิศ  i    

         ijQ⎡ ⎤⎣ ⎦   เรียกวา  transformed reduced stiffness matrix 
 

ซึ่งสามารถหาไดจาก 
 

 

4 2 2 4
11 12 66 2211

2 2 4 4
11 22 66 1212

3 3
11 12 66 12 22 6616

4 2 2 4
11 12 66 2222

1126

  cos 2( 2 )sin cos sin

  ( 4 )sin cos (sin cos )

  ( 2 )sin cos ( 2 )sin cos

  sin 2( 2 )sin cos cos

  (

Q Q θ Q Q θ θ Q θ

Q Q Q Q θ θ Q θ θ

Q Q Q Q θ θ Q Q Q θ θ

Q Q θ Q Q θ θ Q θ

Q Q

= + + +

= + − + +

= − − + − +

= + + +

= 3 3
12 66 12 22 66

2 2 4 4
11 22 12 66 6666

2 )sin cos ( 2 )sin cos

  ( 2 2 )sin cos (sin cos )

Q Q θ θ Q Q Q θ θ

Q Q Q Q Q θ θ Q θ θ

− − + − +

= + − − + +

 

  (3-2) 
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เมื่อ    θ   คือ  มมุระหวางการวางตัวเสนใยในแตละชั้นของแผนลามินาเทียบกับแกน x  ในระบบ                           

พิกัดรวม 

        ijQ   เปนคณุสมบัติของวสัดุซึ่งหาไดจาก 
 

 

1
11

12 21

12 2 21 1
12

12 21 12 21

2
22

12 21

66 12

  
1

    
1 1

  
1

  

EQ
v v

v E v EQ
v v v v
EQ
v v

Q G

=
−

= =
− −

=
−

=

 (3-3) 

 

โดย 1E   คือ  คาโมดูลัสความยืดหยุนในทิศตามการวางตัวของเสนใย 

 2E   คือ  คาโมดูลัสความยืดหยุนในทิศตั้งฉากกับการวางตวัของเสนใย 

 12ν  และ 21ν   คือ  อัตราสวนปวรซอง   

 12G    คือ  คาโมดูลัสเฉือน 

คุณสมบัติของวัสดุทั้ง 4 คานี ้สามารถหาไดจากการทดสอบตามมาตรฐานที่มีอยู 
 

3.2 ทฤษฏีพืน้ฐานของแผนลามิเนตบาง  
 

แผนลามิเนตบางที่ศึกษามีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 3.4 โดยกําหนดใหการเคลื่อนที่ใน

ทิศทาง ,x y  และ z  เทากับ ,u v  และ w  ตามลําดับ และมีระนาบ x y−  เปนระนาบในแนวราบ

ที่อยูกึ่งกลางความหนา h  ซึ่งเรียกวา ระนาบกึ่งกลาง (mid-plane)  

 
 

รูปที่ 3.4 ระบบพิกัดของแผนลามเินตบาง  
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สมมุติฐานเบื้องตนที่ใชในการวิเคราะหความสัมพันธของโครงสรางแผนบางที่ทําจากวัสดุ

คอมโพสิทมีดังตอไปนี้ 

1. แผนบางที่ใชศึกษาในวทิยานพินธนี้เปนแผนวัสดุที่เกิดจากการนาํวัสดุคอมโพสทิเสนใยตอเนือ่ง 
    ทิศทางเดียวมาเรียงกนัเปนชั้น ๆ โดยคณุสมบัติของวสัดุแตละชั้นอาจจะเหมือนหรือตางกันก็ได 

2. สมมุติใหความหนาของแผนลามเินต ( )h  มีคานอยมากเมื่อเทียบกับความยาวและความกวาง 
    ของแผนลามิเนต 

3. การเคลื่อนที่ของแผนลามิเนต ในทิศ ,x y  และ z  ซึ่งเขียนแทนดวย  ,u v  และ w   ตามลําดับ 
    มีคานอยมากเมื่อเทียบกบัความหนา h  

4. ความเครียดในระนาบ x y−  ( ), ,x y xyε ε γ มคีานอยมากเมือ่เทียบกบั 1 

5. ไมคํานึงถงึความเครียดเฉือนนอกระนาบ หรือ xzγ  และ 0yzγ =  

6. คาการเคลือ่นที่ในระนาบ u  และ v  เปนฟงกชันเชงิเสนของพกิัด z  

7. ไมคํานึงถงึความเครียดในทิศทาง z  ( 0)zε =  นั่นคือความหนาของแผนวัสดุไมเปลี่ยนแปลง 

8. วัสดุมพีฤตกิรรมตามกฎของฮุค (Hooke’s Law) 

9. ความหนาของแผนลามิเนตมีคาคงทีท่ัง้แผน 

10. ไมมีความเคนเฉือน xzτ  และ yzτ  ที่ระยะ / 2z h= ±  
 

เมื่อมีภาระภายนอกมากระทําตอแผนลามิเนต สงผลใหแผนลามิเนตเปลี่ยนรูปไปจากเดิม 

ตามสมมุติฐานการเปลี่ยนรูปของเคอรชอฟฟ (Kirchhoff Deformation Hypothesis) กลาววา 

“เสนตรงที่ตั้งฉากกับระนาบกึ่งกลางของแผนนั้นจะยังคงตั้งฉากอยูแมวาแผนนั้นจะเปลี่ยนรูปแลว

ก็ตาม” ดังแสดงในรูปที่ 3.5 เมื่อพิจารณาการเปลี่ยนรูปของแผนในระนาบ x z−  พบวาการ

กระจัดที่จุด C  ในทิศ x  คือ  
 

 
0

sino
c

wu u z
x

⎛ ⎞∂
= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (3-4) 

 

โดย 
0w

x
∂
∂

 คือ  มุมของเสนตรง LL′  ที่ตั้งฉากกับระนาบกึ่งกลางของแผนกอนและหลังการเปลี่ยน

รูปซึ่งมีคานอยมาก ๆ สามารถเขียนไดวา  
 

 
0 0

sin w w
x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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รูปที่ 3.5 สวนตัดของแผนลามิเนตบางในระนาบ x z−  เมื่อเกิดการเปลี่ยนรูป  
 

ดังนัน้จะไดการกระจัด u  ในทศิ x  เทากับ 
 

 o wu u z
x

∂
= −

∂
 (3-5) 

 

ในทํานองเดียวกัน เมื่อพิจารณาการเปลี่ยนรูปของแผนในระนาบ y z−  จะไดการกระจัด v         

ในทิศ y  คือ 
  

 o wv v z
y

∂
= −

∂
 (3-6) 

 

โดย ,o ou v  เปนการกระจัดของระนาบกึ่งกลางในทิศ x  และ y  ตามลําดับ ความสัมพันธระหวาง

ความเครียดและการกระจัด สามารถเขียนไดในรูป 

 

 x
uε
x
∂

=
∂

 (3-7a) 

 y
vε
y
∂

=
∂

 (3-7b) 

 xy
u vγ
y x
∂ ∂

= +
∂ ∂

 (3-7c) 
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เมื่อแทนคา u  และ v  จากสมการ (3-5) และ (3-6) ลงในสมการ (3-7) จะได  
 

 

2

2

2

2

2 2

o

x

o

y

o o

xy

u wε z
x x
v wε z
y y

u w v wγ z z
y x y x x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
∂ ∂

= −
∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3-8) 

 

จัดรูปสมการ (3-8) ใหมจะไดวา 
 

 

o
x x x

o
y y y

o
xy xy xy

ε ε zκ

ε ε zκ

γ γ zκ

= +

= +

= +

 (3-9) 

 

ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดของแผนลามินาที่ชั้น k  ในระบบ

พิกัดรวมไดดังนี้  
 

 
11 12 16

12 22 26

16 26 66

o
x x x

o
y y y

o
xy xy xyk kk

Q Q Qσ ε zκ
σ Q Q Q ε zκ
τ γ zκQ Q Q

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫ +
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪ = +⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪+⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3-10) 

 

เมื่อ  ,o o
x yε ε และ o

xyγ  เปนคาของความเครียดที่ระนาบกึ่งกลางซึง่นยิามวา 
 

   ,    ,  
o o o o

o o o
x y xy

u v u vε ε γ
x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= = = +

∂ ∂ ∂ ∂
 (3-11)

      
และคา  ,x yκ κ  และ xyκ  เปนคาความโคง (curvature) ซึ่งมีคาดงันี ้ 
 

 
2 2 2

2 2  ,    ,  2x y xy
w w wκ κ κ

x y x y
∂ ∂ ∂

= − = − = −
∂ ∂ ∂ ∂

 (3-12) 

 

โดย  คา xκ   คือ  คาความโคงของระนาบกึ่งกลางบนระนาบ x z−  

 คา yκ   คือ  คาความโคงของระนาบกึ่งกลางบนระนาบ y z−  

            คา xyκ  คือ  คาความโคงบิดของการโกงตัวนอกระนาบของระนาบกึ่งกลาง 
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สามารถหาแรงลัพธและโมเมนตลัพธ (force and moment resultant) ที่กระทําตอแผน

วัสดุดังแสดงในรูปที่ 3.6 ไดจากการรวมคาผลของความเคนและคาโมเมนตของความเคนที่เกิดขึ้น

ตลอดความหนาในแตละชั้นของแผนวัสดุคอมโพสิท ซึ่งเขียนเปนสมการไดดังนี้  

 
 

รูปที่ 3.6 แรงลัพธและโมเมนตลัพธที่กระทําตอแผนลามิเนต 
 

 
/ 2

/ 2

x xh

y y
h

xy xy

N σ
N σ dz
N τ−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫  (3-13a) 

 

 
/ 2

/ 2

x xh

y y
h

xy xy

M σ
M σ zdz
M τ−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫  (3-13b) 

 

เมื่อ            , ,x y xyσ σ τ   =   ความเคน 

     , ,x y xyN N N   =   แรงลพัธที่กระทําตอหนึง่หนวยความยาว (force resultant) 

 , ,x y xyM M M  =   โมเมนตลพัธทีก่ระทาํตอหนึง่หนวยความยาว (moment resultant) 

                   h    =   ความหนาของแผนวัสดุคอมโพสิทบาง 
 

และสามารถเขียนความสัมพันธระหวางแรงลัพธและโมเมนตลัพธกับคาความเครียดและคาความ

โคงของแผนคอมโพสิทในรูปของเมทริกซไดดังนี้ 
 

 

0
11 12 16 11 12 16

0
12 22 26 12 22 26

0
16 26 66 16 26 66

11 12 16 11 12 16

12 22 26 12 22 26

16 26 66 16 26 66

 

x x

y y

xy xy

x x

y y

xy xy

N A A A B B B ε
N A A A B B B ε
N A A A B B B γ
M B B B D D D κ
M B B B D D D κ
M B B B D D D κ

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩

⎪
⎪
⎪
⎪⎭

  (3-14)                    
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โดย  ijA   คือ  Laminate extensional stiffness ซึ่งหาไดจาก 

 
/ 2

1
1/ 2

( ) ( ) ( )
t N

ij k k k kij ij
kt

A Q dz Q z z −
=−

= = −∑∫  (3-15) 

        ijB  คือ Laminate coupling stiffness ซึ่งหาไดจาก 

 
/ 2

2 2
1

1/ 2

1( ) ( ) ( )
2

t N

ij k k k kij ij
kt

B Q zdz Q z z −
=−

= = −∑∫  (3-16) 

        ijD  คือ Laminate bending stiffness ซึ่งหาไดจาก 

 
/ 2

2 3 3
1

1/ 2

1( ) ( ) ( )
3

t N

ij k k k kij ij
kt

D Q z dz Q z z −
=−

= = −∑∫  (3-17) 

 

โดย ,i j   คือ 1, 2 or 6 ซึ่งแสดงถงึตําแหนงของคา stiffness ใน laminate stiffness matrix 

 N   คือ จํานวนชั้นของแผน 

 k   คือ ตําแหนงชัน้ของลามินา 
 

3.3 การหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางดวยวิธกีารวิเคราะห 
 

แผนคอมโพสิทบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาที่รับภาระในแนวระนาบและมีลักษณะดังแสดงในรูป

ที่ 3.7 จะเกิดการโกงงอเมื่อรับภาระกดถึงคาคาหนึ่งซึ่งเรียกวาคาภาระการโกงงอ โดยปกตคิาภาระ

การโกงงอจะมีคานอยกวาคาภาระที่ทําใหวัสดุเกิดการเสียหายแบบฉีกขาด ดังนั้นในการออกแบบ

ชิ้นงานโดยเฉพาะชิ้นงานที่มีรูปรางผอมบางจะตองคํานึงถึงปญหาการโกงงอดวย  
 

 

 

 

 

 

 

 

 
รูปที่ 3.7 การรบัภาระในแนวระนาบและลกัษณะของแผนคอมโพสิทบางรูปส่ีเหลี่ยมผนืผา 
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รูปที่ 3.8 แสดงความเคนลัพธตาง ๆ ซึ่งประกอบดวยแรงลัพธ โมเมนตลัพธและแรงเฉื่อน

ลัพธที่เกิดขึ้นในแผนคอมโพสิท สามารถหาผลรวมของแรงในทิศตาง ๆ ไดจากการใชกฎขอที่สอง

ของนิวตัน จะไดผลรวมของแรงในแกน x  คือ  
 

 0xyx
x xy x xy

NNN dy dxdy N dx dxdy N dy N dx
x y

∂∂
+ + + − − =

∂ ∂
 (3-18) 

 

เขียนใหอยูในรูปแบบงาย ๆ คือ 
 

 0xyx NN
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
 (3-19) 

 

ในทาํนองเดียวกัน จะไดผลรวมของแรงในแกน y  ในรูป 
 

 0=
∂

∂
+

∂

∂

y
N

y
N xyy  (3-20) 

 

และผลรวมของแรงในแกน z  คือ 
 

 0yx QQ
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
 (3-21) 

 

เมื่อพิจารณาผลรวมของโมเมนตรอบแกน x  และ y  จะไดความสัมพนัธดงันี ้
 

 y xy
y

M M
Q

y x
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (3-22a) 

 

 xyx
x

MM Q
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
 (3-22b) 

 

 แทนสมการ (3-22) ลงในสมการ (3-21) จะได 
 

 
2 22

2 22 0xy yx M MM
x x y y

∂ ∂∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (3-23) 
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รูปที่ 3.8 ความเคนลัพธและภาระภายนอกที่กระทําตอแผนคอมโพสทิ 
 

ในการวิเคราะหปญหาการโกงงอของโครงสรางแผนบางภายใตภาระในแนวระนาบ 

จะตองพิจารณาอิลิเมนตของแผนบางในขณะที่มีการโกงงอในทิศทางนอกระนาบ (out-of–plane 

position) ซึ่งจะทําใหแรงในระนาบเอียงและมีสวนประกอบบางสวนอยูในทิศนอกระนาบดังแสดง

ในรูปที่ 3.9 
 

 
 

รูปที่ 3.9 แรงในแนวระนาบที่กระทําตออิลิเมนตของโครงสรางแผนบางขณะที่โกงตวั 
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จะไดผลรวมของแรงในแกน z  คือ 
 

 
2 2 2

2 22 0yx
x xy y

QQ w w wN N N
x y x x y y

∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (3-24) 

 

แทนคาสมการ (3-22) ลงในสมการ (3-24) จะได 
 

              
2 22 2 2 2

2 2 2 22 2 0xy yx
x xy y

M MM w w wN N N
x x y y x x y y

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (3-25)                         

  

ใชความสัมพันธระหวางแรงลัพธและโมเมนตลัพธกับคาความเครียดและคาความโคงของแผน 

คอมโพสิท สมการ (3-14) รวมกับสมการ (3-11) และ (3-12) สามารถเขียนสมการ (3-25) ใหมได

เปน 
 

 

( )

( )

( )

4 4 4 4

11 16 12 66 264 3 2 2 3

4 3 0 3 0 3 0

22 11 16 12 664 3 2 2

3 0 3 0 3 0 3 0

26 16 12 66 263 3 2 2

3 0 2 2 2

22 3 2

4 2 2 4

3 2

2 3

2x xy y

w w w wD D D D D
x x y x y x y

w u u uD B B B B
y x x y x y
u v v vB B B B B
y x x y x y
v w w wB N N N
y x x y

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ − − − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− − − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 2y

 (3-26) 

 

เมื่อพิจารณาในกรณีของแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 

0° หรือ 90° (specially orthotropic plate) ที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน 

ภายใตภาระกดในแนวระนาบแบบแกนเดียว ( )xN N= −  คา 16 26= = 0D D  เนื่องจากมีการวางตัว

ของเสนใยแบบ cross-ply และคา ij = 0B  เพราะมีการวางตัวลามิเนตแบบสมมาตร ดังนั้นสมการ 

(3-26) จะลดรูปเปน  
 

 ( )
4 4 4 2

11 12 66 224 2 2 4 22 2w w w wD D D D N
x x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (3-27) 

 

สําหรับกรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดเปนแบบงายทั้งสี่ดาน ของการเคลื่อนที่บริเวณที่จับยึดมี

ลักษณะดังนี้  
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บนขอบ 0x =  และ x a=  ไมมีการเคลื่อนทีน่อกระนาบและไมมีโมเมนตเกิดขึ้น 

 นั้นคือ   0w =  

และ 02

2

122

2

11 =
∂
∂

−
∂
∂

−=
y
wD

x
wDM x  

 

และบนขอบ 0y =  และ y b=  ไมมีการเคลื่อนทีน่อกระนาบและไมมีโมเมนตเกิดขึ้น 

 นั่นคือ 0w =   

และ 02

2

222

2

12 =
∂
∂

−
∂
∂

−=
y
wD

x
wDM y  

 

ดังนั้นสมการการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตนี้ คือ 
 

 ( , )  sin sinmn
mπx nπyw x y w

a b
=  (3-28) 

 

โดย mnw    คือ  แอมปลิจดูของฟงกชัน 

 ,m n    คือ  เปนจาํนวนคลืน่รูปซานยคร่ึงลูก (half-sine wave) ของระยะเคลือ่นที ่                         

นอกระนาบในแกน x  และ y  ตามลําดับ (โดย ,m n  เปนจาํนวนเตม็บวก) 
 

เมื่อแทนคา ( , )w x y  จากสมการที่ (3-28) ลงในสมการที่ (3-27) จะไดสมการครอบคลุมสําหรับ

ปญหาการโกงงอ ซึ่งอยูในรูปของผลเฉลยแมนตรงเปน 
 

 ( )( ) ( )( )
2

2 44
11 12 66 222 2 2 2cr

x
πN D m D D mnR D nR

a m
⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3-29) 
 

โดย R  เปนสัดสวนของชิน้งานสามารถหาไดจาก /R a b=  
 

3.4 การหาคาความถีธ่รรมชาติของแผนคอมโพสิทบางดวยวธิีการวิเคราะห 
 

ปญหาการสั่นสะเทือนแบบอิสระของโครงสรางแผนบาง สามารถแกไดโดยการวิเคราะห

การเคลื่อนที่ของอิลิเมนตของแผนบางในขณะที่มีการสั่นสะเทือน ซึ่งในระหวางการสั่นสะเทือนจะ

ทําใหเกิดแรงเฉื่อย จากรูปที่ 3.8 เมื่อใชกฎขอที่สองของนิวตันจะไดผลรวมของแรงในแกน x  มีคา

เทากับ 
 

 
2 0

0 2
xyx

x xy x xy

NN uN dy dxdy N dx dxdy N dy N dx dxdy
x y t

∂∂ ∂
+ + + − − =

∂ ∂ ∂
ρ  (3-30) 
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เขียนใหอยูในรูปแบบงาย ๆ คือ 
 

 
2 0

0 2
xyx NN u

x y t
∂∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

ρ  (3-31) 

 

ในทาํนองเดียวกัน จะไดผลรวมของแรงในแกน  y  เทากบั 
 

 
2 0

0 2
y xyN N vρ

y y t
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

 (3-32) 

 

และผลรวมของแรงในแกน z  คือ 
 

 
2

0 2
yx QQ wρ

x y t
∂∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

 (3-33) 

 

โดย 0ρ   คือ มวลตอหนึ่งหนวยพื้นที ่ซึ่งมีคาเทากบั hρ  

 ρ   คือ ความหนาแนนของแผน (มวลตอหนึ่งหนวยปริมาตร) 

 h   คือ ความหนาของแผน 

          0 0,u v   คือ การกระจดัของระนาบกึง่กลางในทิศ x  และ y  ตามลําดับ สําหรับปญหาการ    

สั่นสะเทือนจะเปนฟงกชนัของระยะในแกน x  ระยะในแกน y  และเวลา 

      w   คือ ระยะเคลื่อนที่ในทิศ z  และสําหรับปญหาการสัน่สะเทอืนจะเปนฟงกชันของ           

ระยะในแกน x  ระยะในแกน y  และเวลา  
 

โมเมนตรอบแกน x  และ y  มีคาเทากับ 
 

 y xy
y

M M
Q

y x
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (3-34a) 

 

 xyx
x

MM Q
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
 (3-34b) 

 

แทนสมการ (3-34) ลงในสมการ (3-33) จะได 
 

 
2 22 2

02 2 22 xy yx M MM wρ
x x y y t

∂ ∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (3-35) 
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ใชความสัมพันธระหวางแรงลัพธและโมเมนตลัพธกับคาความเครียดและคาความโคงของแผน 

คอมโพสิท สมการ (3-14) รวมกับสมการ (3-11) และ (3-12) สามารถเขียนสมการ (3-35) ใหมได

เปน 

 

( )

( )

( )

4 4 4 4

11 16 12 66 264 3 2 2 3

4 3 0 3 0 3 0

22 11 16 12 664 3 2 2

3 0 3 0 3 0 3 0

26 16 12 66 263 3 2 2

3 0 2

22 03 2

4 2 2 4

3 2

2 3

( , )

w w w wD D D D D
x x y x y x y

w u u uD B B B B
y x x y x y
u v v vB B B B B
y x x y x y
v wB q x y
y t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ − − − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− − − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
− + =

∂ ∂
ρ

 (3-36) 

 

ในทํานองเดียวกับปญหาการโกงงอเมื่อพิจารณาแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการ

วางตัวของเสนใยแบบ  0° หรือ  90° ที่ เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้ งสี่ดาน  คา 

16 26= = 0D D  เนื่องจากมีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply และคา ij = 0B  เพราะมีการวางตัว

ลามิเนตแบบสมมาตร ดังนั้นสมการ (3-36) จะลดรูปเปน  
 

 ( )
4 4 4 2

11 12 66 22 04 2 2 4 22 2 0w w w wD D D D
x x y y t

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ρ  (3-37) 

 

ผลเฉลยของสมการ (3-37) สามารถหาไดโดยวิธีแยกตัวแปร (separation of variable) โดย

กําหนด ( , , )w x y t  อยูในรูปฟงกชันของตําแหนงและฟงกชันของเวลาดังนี้    
 

 ( , , ) ( , ) iωtw x y t W x y e=  (3-38) 
 

แทนสมการ (3-38) ลงในสมการ (3-37) จะได 
  

 ( )
4 4 4

2
11 12 66 22 04 2 2 42 2 0W W WD D D D W

x x y y
∂ ∂ ∂

+ + + − =
∂ ∂ ∂ ∂

ρ ω  (3-39) 

           
และสําหรับกรณีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดเปนแบบงายทั้งสี่ดาน จะมีลักษณะของการเคลื่อนที่

บริเวณที่จับยึดดังนี้ 
 

บนขอบ 0x =  และ x a=  ไมมีการเคลื่อนทีน่อกระนาบและไมมีโมเมนตเกิดขึ้น 

 ดังนัน้    ( , ) 0W x y =  
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และ 
2 2

11 122 2 0x
W WM D D
x y

∂ ∂
= − − =

∂ ∂
 

 

และบนขอบ 0y =  และ y b=  ไมมีการเคลื่อนทีน่อกระนาบและไมมีโมเมนตเกิดขึ้น 

 นั่นคือ  ( , ) 0W x y =   

และ   
2 2

12 222 2 0y
W WM D D
x y

∂ ∂
= − − =

∂ ∂
 

 

ดังนั้นสมการการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตนี้ คือ 
 

 ( , )  sin sinmn
mπx nπyW x y A

a b
=  (3-40) 

 

โดย mnA   คือ แอมปลิจูดของการสั่น 

 ,m n  คือ เปนจาํนวนคลื่นรูปซานยคร่ึงลูก (half-sine wave) แสดงรูปรางโหมดของการ

สั่นที่เกิดขึ้นในแกน x  และ y  ตามลําดับ (โดย ,m n  เปนจาํนวนเตม็บวก) 
 

เมื่อแทนคา ( , )w x y  จากสมการ (3-40) ลงในสมการ (3-39) จะไดสมการครอบคลุมสําหรับ

ปญหาการสั่นสะเทือน ซึ่งอยูในรูปของผลเฉลยแมนตรงเปน 
 

 ( )( ) ( )( )
4

2 42 4
11 12 66 224

0

2 2mn
πω D m D D mnR D nR
ρ a

⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3-41) 

 

โดย         R      เปนสัดสวนของชิ้นงานสามารถหาไดจาก /R a b=  

 mnω    คือ คาความถี่ธรรมชาติสําหรับโหมด ( ,m n ) 
 

สมการ (3-29) และสมการ (3-41) เปนผลเฉลยแมนตรงที่อยูในรูป closed form สําหรับ

ปญหาการโกงงอและปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตร ที่มีการ

วางตัวของเสนใยแบบ 0° หรือ 90° และมีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน ตามลําดับ 

แตสําหรับชิ้นงานที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบยึดแนนหรือแบบปลายอิสระรวมอยูดวยหรือมี

การวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ จะไมสามารถหาคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติของ

ชิ้นงานในรูปของผลเฉลยแมนตรงที่อยูในรูป closed form ได ดังนั้นจึงตองใชวิธีเชิงตัวเลขในการ

แกปญหาทั้งสอง ซึ่งในบทตอไปจะแสดงการวิเคราะหปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือนของ

แผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรโดยวิธีเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวชิ  
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บทที่  4 
 

การวิเคราะหการโกงงอและการสั่นสะเทือนดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 
 

ในบทที่ 3 พบวา วิธีการวิเคราะหสามารถหาคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติ

ของโครงสรางแผนบางไดจากผลเฉลยแมนตรงที่อยูในรูป closed form โดยมีขอจํากัดวาชิ้นงาน

นั้นตองเปนแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 0° หรือ 90° 

ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดานเทานั้น โดยโครงสรางแผนบางที่ไมไดอยูใน

เงื่อนไขดังกลาวจะไมสามารถหาคาภาระการโกงงอในรูปของผลเฉลยแมนตรงที่อยูในรูป closed 

form ได  จะตองใชวิธีเชิงตัวเลขในการประมาณคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติ  

รวมถึงรูปรางการโกงงอและโหมดการสั่นสะเทือน  ดังนั้นในบทนี้จะแสดงวิธีการวิเคราะหปญหา

การโกงงอและการสั่นสะเทอืนของแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตรโดยวิธีเชิงตัวเลขดวย

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชซึ่งเปนระเบียบวิธีที่ใชในวิทยานิพนธนี้  
 

4.1 การวิเคราะหปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิทดวยระเบยีบวธิีแคนโทโรวิช  
 

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเปนวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งที่สามารถประมาณคาภาระการโกงงอของ

โครงสรางแผนบางได ดังแสดงในเอกสารอางอิง [8,9,11]  ระเบียบวิธีนี้ใชหลักการการแปรผันของ

พลังงานศักยรวมต่ําสุด ซึ่งทําใหสมการครอบคลุมที่ใชในการคํานวณลดรูปจากสมการเชิงอนุพันธ

ยอยเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญและเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด ในการคํานวณตองอาศัยการ

ทําซ้ําเพื่อใหคาเจาะจงมีคาลูเขา พลังงานศักยรวมที่ใชกับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิท

บางประกอบดวยพลังงานศักยที่เกิดจากการเปลี่ยนรูปของวัสดุหรือที่เรียกวาพลังงานความเครียด 

(Strain energy, U ) และพลังงานศักยที่เกิดเนื่องจากภาระในแนวระนาบ (Potential energy 

from in-plane loads, V )  โดยพลังงานศักยรวมของแผนคอมโพสิทบางสามารถหาไดดังนี้ 
 

 1. พลงังานความเครียด [21] 

สําหรับโครงสรางแผนบางที่รับภาระในแนวระนาบสามารถหาคาพลังงานความเครียดในรูป 
 

 ( )1
2 x x y y z z xy xy yz yz zx zxU dxdydz= + + + + +∫∫∫ σ ε σ ε σ ε τ γ τ γ τ γ  (4-1) 
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จากสมมุติฐานเบื้องตนที่ใชในการวิเคราะหความสัมพันธของโครงสรางแผนบาง ในหัวขอ 3.2 ขอ

ที่ 5 และ 7 จะได 0z xz yzε γ γ= = =   และความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดของ

แผนลามินาที่ชั้น k  สมการ (3-1) สามารถเขียนพลังงานความเครียดใหมไดเปน 
 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

11 22 66

( ) ( ) ( )

12 16 26

1 (
2

2 2 2 )

k k k

x y xy

k k k

x y x xy y xy

U Q Q Q

Q Q Q dxdydz

= + +

+ + +

∫∫∫ ε ε γ

ε ε ε γ ε γ

 (4-2) 

 

เมื่อแทนคาความสัมพันธระหวางความเครียดและการกระจัดลงในสมการ (4-2) แลวอินทิเกรตใน

ทิศ z  จะได  
 

 

22

11 12 22 16 26

2 2 2 2 2

66 11 12 222 2 2 2

2

16 2

1 2 2
2

2 2 2

2

u u v v u v u vU A A A A A
x x y y x y y x

u v u w v w u w v wA B B B
y x x x y x x y y y

w u vB
x y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎧ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + + +⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− +⎜ ⎟⎢ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣

∫∫

2 2 2

26 2

2 22 2 2 2 2

66 11 12 222 2 2 2

22 2 2 2

16 26 662 2

2 2 2

4 2

4 4

u w w u v v wB
x x y y y x y x y

w u v w w w wB D D D
x y y x x x y y

w w w wD D D dxd
x y x y x y

⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + +⎜ ⎟⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ⎪+ + + ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎭
y

  (4-3) 
โดย      ijA ijB  และ ijD  นิยามตามสมการ (3-15), (3-16) และ (3-17) ตามลําดบั 
 

 2. พลงังานศกัยทีเ่กิดเนื่องจากภาระในแนวระนาบ [21]  

สําหรับโครงสรางแผนบางที่รับภาระในแนวระนาบสามารถหาคาพลังงานศักยที่เกิดเนื่องจากภาระ

ในแนวระนาบกระทําตอวัสดุในรูป  
 

 
221 2

2 x y xy
w w w wV N N N dxdy
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫  (4-4) 

 

สําหรับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตร มีคา 0ijB =  นอกจากนี้

การเคลื่อนที่ในแนวระนาบ ,u v  เปนคาคงที่ [2] และไมมีผลกับการหาคาภาระการโกงงอ ทําให

พจน ijA  หายไปดวย ดังนั้นพลังงานศักยรวมที่เกิดขึ้นคือ  U VΠ = +  สามารถเขียนไดดังนี้  
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2 2 22 2 2 2 2

11 12 22 662 2 2 2

222 2 2

16 262 2

1 2 4
2

4 2x y xy

w w w w wD D D D
x x y y x y

w w w w w w wD D N N N dxdy
x y x y x y x y

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Π = + + +⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + + ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦

∫∫
 

  (4-5) 
โดย w  คือฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดจากสมการ 

(4-5) เมื่อพิจารณาใหโครงสรางแผนบางรับภาระกดในแนวระนาบ สามารถเขียนพลังงานศักยรวม

ใหงายขึ้นไดดังนี้ 
 

 
( )

2 2 2
11 , 12 , , 22 , 66 ,0 0

2 2
16 , 26 , , , , , ,0 0

1 2 4
2

14 2
2

a b

xx xx yy yy xy

a b

xx yy xy x x y y xy x y

D w D w w D w D w

D w D w w dxdy N w N w N w w dxdy

⎡Π = + + +⎣

⎡⎤ ⎤+ + − + +⎦ ⎦⎣

∫ ∫

∫ ∫
 

  (4-6) 

ในการแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช จะสมมุติใหผลเฉลยของฟงกชันการเคลื่อนที่นอก

ระนาบ ( , )w x y  อยูในรูป [11] 
 

 ( ) ( ) ( ) { } { }
1

,
N

T
i i

i
w x y X x Y y X Y

=

= =∑  (4-7) 

 

โดย    ( , )w x y   คือ  ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ 

    N           คือ  จํานวนพจน 

         ( )iX x     คือ  ฟงกชันของ x  อยางเดียวที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง      

0x =   และ x a=   

          ( )iY y     คือ  ฟงกชันของ y  อยางเดียวที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 

0y =  และ y b=   

ฟงกชัน ( )X x  และฟงกชัน ( )Y y แสดงลักษณะรูปรางการโกงงอที่เกิดขึ้น โดยจะตองสอดคลอง

กับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด  
 

ในการคํานวณหาคาภาระการโกงงอและฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่อยูในรูปผลคูณของ

ฟงกชัน ( )X x  และฟงกชัน ( )Y y  สามารถทําไดโดยสมมุติใหฟงกชันในทิศ y  หรือ ( )iY y  เปน

ฟงกชันที่ทราบคา เพื่อหาคาฟงกชัน ( )iX x  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนง 0x =  

และ x a=  ดังนั้นเมื่อแทนสมการ (4-7) ลงในสมการ (4-6) จะได  
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{ }( [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }
{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ })

11 , 1 , 12 , 2 22 40

66 , 6 , 16 , 3 , 26 5 ,

, 1 , 6 , 3

1 2
2

4 4 4

2

Ta T T
xx xx xx

T T T
x x xx x x

T TT
x x x y xy x

D X S X D X S X D X S X

D X S X D X S X D X S X

N X S X N X S X N X S X dx

Π = + +

+ + +

− − −

∫
 

  (4-8) 
 

โดย     

 

[ ] { }{ }

[ ] { }{ }
[ ] { }{ }

1 0

2 ,0

3 ,0

b T

b T

yy

b T

y

S Y Y dy

S Y Y dy

S Y Y dy

=

=

=

∫
∫
∫

 

[ ] { }{ }
[ ] { }{ }
[ ] { }{ }

4 , ,0

5 , ,0

6 , ,0

b T

yy yy

b T

yy y

b T

y y

S Y Y dy

S Y Y dy

S Y Y dy

=

=

=

∫
∫
∫

       (4-9) 

 

จากพลังงานศักยรวมสามารถใชหลักการของคาต่ําสุดของพลังงานศักยรวมโดยการแปรผันของ

พลังงานศักยรวม นั่นคือ 0δΠ=  ตัวอยางการพิจารณาการแปรผันของพลังงานศักยรวมเทอม

แรกภายในเครื่องหมายอินทิเกรตของสมการ (4-8) สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

{ } [ ]{ }, 1 ,0

Tx a

xx xxx
X S X dx

=

=∫  

       { } [ ]{ } { } 1,
, 1 , 1, 2,

2,

T xx
xx xx xx xx

xx

Xa b
X S X X X

Xc d
⎧ ⎫⎡ ⎤

= ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 

                                             1, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2,xx xx xx xx xx xx xx xxaX X bX X cX X dX X= + + +  

{ }( [ ]{ }), 1 , 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 1,( ) ( )
T

xx xx xx xx xx xx xx xx xx xxδ X S X a X δX X δX b X δX X δX= + + +  
                                       2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2,( ) ( )xx xx xx xx xx xx xx xxc X δX X δX d X δX X δX+ + + +  
                                      

                                   1, 1, 2, 2, 1, 2,( ) ( )xx xx xx xx xx xxX aδX bδX X cδX dδX= + + +  
                                        1, 1, 2, 2, 1, 2,( ) ( )xx xx xx xx xx xxX aδX cδX X bδX dδX+ + + +  
 

                                 { } { }1, 1,
1, 2, 1, 2,

2, 2,

xx xx
xx xx xx xx

xx xx

δX δXa b a c
X X X X

δX δXc d b d
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 
 

                                  { } [ ]{ } { } [ ] { }, 1 , , 1 ,
T T T

xx xx xx xxX S δX X S X= +   

[ ] [ ]Ti iS S= ; i =1, 4, 6 

ดังนัน้               { }( [ ]{ }) { } [ ]{ }, 1 , , 1 ,2
T T

xx xx xx xxδ X S X X S δX=  
 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }11 , 1 , , 1 ,0 0
2

Tx a x a T
xx xx xx xxx x

δ D X S X dx X S δX dx
= =

= =

⎛ ⎞∴ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  
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สําหรับเทอมที่สองสามารถหาคาการแปรผันในทํานองเดียวกันไดดังนี้   

{ } [ ]{ }, 20

Tx a

xxx
X S X dx

=

=∫  

      { } [ ]{ } { } 1
, 2 1, 2,

2

T
xx xx xx

Xa b
X S X X X

Xc d
⎧ ⎫⎡ ⎤

= ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 

                                          1, 1 1, 2 2, 1 2, 2xx xx xx xxaX X bX X cX X dX X= + + +  

{ }( [ ]{ }), 2 1, 1 1 1, 1, 2 2 1,( ) ( )
T

xx xx xx xx xxδ X S X a X δX X δX b X δX X δX= + + +  

                                             2, 1 1 2, 2, 2 2 2,( ) ( )xx xx xx xxc X δX X δX d X δX X δX+ + + +  
 

                                          1, 1 2 2, 1 2( ) ( )xx xxX aδX bδX X cδX dδX= + + +  
                                             1 1, 2, 2 1, 2,( ) ( )xx xx xx xxX aδX cδX X bδX dδX+ + + +  
 

                                          { } { } 1,1
1, 2, 1 2

2,2

xx
xx xx

xx

δXδXa b a c
X X X X

δXδXc d b d
⎧ ⎫⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

 

 ดังนั้น                { }( [ ]{ }) { } [ ]{ } { } [ ] { }, 2 , 2 2 ,

T T T T
xx xx xxδ X S X X S δX X S δX= +  

 

{ } [ ]{ } { }( [ ]{ } { } [ ] { })12 , 2 12 , 2 2 ,0 0
2 2

T Tx a x a T T
xx xx xxx x

δ D X S X dx D X S δX X S δX dx
= =

= =

⎛ ⎞∴ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

 

ดังนั้นเมื่อพิจารณาการแปรผันของพลังงานศักยรวมของทุก ๆ เทอมเขาดวยกันและจัดสมการใหม 

จะได 0δΠ= ในรูป 
 

 

(( { } [ ] { } [ ] { } [ ] ){ }
( { } [ ] { } [ ] { } [ ]

{ } [ ] { } [ ] ){ }
( { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ]

{ } [ ]){ }) { }

11 , 1 12 2 16 , 3 ,0

66 , 6 16 , 3 26 5

, 1 3 ,

12 , 2 22 4 26 , 5 6

, 3

2

4 2 2

2

0

a T TT T T
xx x xx

T T T
x xx

T T T
x x xy x

T TT T T
xx x y

T
xy x

δ D X S D X S D X S δX

D X S D X S D X S

N X S N X S δX

D X S D X S D X S N X S

N X S δX dx

Π = + +

+ + +

− −

+ + + −

− =

∫

 (4-10) 

 

จากนั้นอินทิเกรตทีละสวน (integration by parts) สมการ (4-10) แลวจัดใหอยูในรูปแบบสมการ

เชิงอนุพันธสามัญและเงื่อนไขขอบเขต ไดดังนี้  
 

 

[ ] { } [ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ] [ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )( ){ }

[ ] [ ]( ){ } { }

11 1 , 16 3 3 ,

12 2 66 6 1 12 2 ,

26 5 5 3 3 ,

22 4 6

2

4

2

0

T T
xxxx xxx

T T T
x xx

T T
xy x

T T
y

D S X D S S X

D S D S N S D S X

D S S N S S X

D S N S X

+ −

+ − + +

+ − + −

+ − =

 (4-11) 
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โดยเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของที่ตําแหนง 0x =  และ x a=  คือ 
 

 ( [ ] { } [ ]{ } [ ]{ }) { }11 1 , 16 3 , 12 2 0
2 0

x aT
xx x x

D S X D S X D S X
=

=
+ + =  (4-12) 

หรือ 

 { } { }, 0
0

x a

x x
X

=

=
=  (4-13) 

และ 

 

( [ ] { } [ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ]( ){ }) { }

11 1 , 16 3 3 ,

12 2 66 6 1 ,

26 5 3 0

2

4

2 0

T T
xxx xx

T T
x x

x aT
xy x

D S X D S S X

D S D S N S X

D S N S X
=

=

+ −

+ − +

− − =

 (4-14) 

หรือ 

 { } { }
0

0
x a

x
X

=

=
=  (4-15) 

กรณีการจับยดึแบบงาย       : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-12) และ (4-15) 

กรณีการจับยดึแบบยึดแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-13) และ (4-15) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ        : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-12) และ (4-14) 

เมื่อพิจารณาในพกิัดไรมิติ (dimensionless coordinate) โดยกําหนดให xξ
a

=  สามารถเขียน

สมการ (4-11) ใหมไดเปน  
 

 
{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }
, 1 , 2 , 3 , 4

5 , 6 , 7 0
ξξξξ ξξξ ξξ ξ

x ξξ xy ξ y
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λ A X λ A X λ A X
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− − − =
 (4-16) 

 

โดย     
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T

T

T

T

DA a S S S
D

aA S D S S D S
D
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=
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   (4-17) 
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และ ,x yλ λ  และ xyλ  เปนคาภาระในแนวระนาบไรมิติ (normalized in-plane forces) นิยามไว

ดังนี้ 
 

2

11

x
x

N aλ
D

=  
2

11

y
y

N a
λ

D
=   

2

11

xy
xy

N a
λ

D
=     (4-18) 

 

ในลักษณะคลาย ๆ กัน จะไดเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของในพิกัดไรมิติที่ตําแหนง 0ξ =  และ 1ξ =  

ดังนี้ 

 [ ]( { } [ ]{ } [ ]{ }) { }
1

8 , 9 , 10 0
0

ξ

ξξ ξ ξ
A X A X A X

=

=
+ + =  (4-19) 

หรือ 

 { } { }
1

, 0
0

ξ

ξ ξ
X

=

=
=  (4-20) 

และ 

 
[ ]( { } [ ]{ } [ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ]( ){ }) { }
11 , 12 , 13 14 ,

1

15 16 0
0

ξξξ ξξ x ξ

ξ

xy ξ

A X A X A λ A X

A λ A X
=

=

+ + −

+ − =
 (4-21) 

หรือ 

 { } { }1

0
0

ξ

ξ
X

=

=
=  (4-22) 

กรณีการจับยดึแบบงาย       : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-19) และ (4-22) 

กรณีการจับยดึแบบยึดแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-20) และ (4-22) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ        : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-19) และ (4-21) 
 

โดย     

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]( )

11 1
8 2

16 3
9

10 12 2

11 1
11 3

16 3 3

12 2

2

2 T

D S
A

a
D S

A
a

A D S

D S
A

a

D S S
A

a

=

=

=

−
=

− −
=

 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

66 6 12 2
13

11 1
14 3

15 26 5

11 3
16 2

4

2

T

T

D S D S
A

a
D S

A
a

A D S

D S
A

a

−
=

=

=

=

 
   (4-23) 

 

และสมมุติคาภาระในแนวระนาบไรมิติใหอยูภายใตพารามิเตอรเดียวกัน ดังนี้ 
 

x xλ λβ=  y yλ λβ=  xy xyλ λβ=     (4-24) 
 

โดยคา ,x yβ β  และ xyβ  เปนคาคงทีท่ีท่ราบคา 



 

 

 

 
  39 

ในการแกปญหาการโกงงอดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช ลักษณะของสมการจะอยูในรูปแบบของ

ปญหาคาเจาะจง (eigenvalue problem) โดยมีคา λ  เปนคาเจาะจง (eigenvalue) และ { }X  

เปนเวกเตอรเจาะจง (eigenvector) ในการแกปญหาคาเจาะจงเริ่มจากสมมุติใหคา { }X  อยูใน

รูปแบบของอนุกรมกําลังอนันต (infinite power series) ซึ่งมีรูปแบบดังนี้  
 

 { }
( )

( )
{ }

1,
01 1

0 0

,
0

* * *

i
i

i
i i

i
i i

iN N i
N i

i

aa ξ
X ξ aa

X ξ AA ξ
X ξ aa

aa ξ

∞

= ∞ ∞

= =∞

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
∑ ∑

∑

 (4-25) 

 

ตัวอยาง เชน  
2 3

1 1,0 1,1 1,2 1,3 1,
2 3

2 2,0 2,1 2,2 2,3 2,

...
...

i
i

i
i

X aa aa ξ aa ξ aa ξ aa ξ
X aa aa ξ aa ξ aa ξ aa ξ

⎧ ⎫+ + + + +⎧ ⎫ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ + + + +⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

โดย { }i
AA  เปนสัมประสิทธิ์ที่ไมทราบคาของ ξ  ในพิกัดไรมิติ 

 

เมื่อแทนสมการ (4-25) ลงในสมการ (4-16) แลวจัดใหม จะไดความสมัพันธของ{ }i
AA ในรูป 

 

 

{ } ( )( )( )( ) [ ]( { } ( )( )( )

[ ] [ ]( ){ } ( )( )
[ ] [ ]( ){ } ( )
[ ] [ ]( ){ } )

14 3

2 5 2

3 6 1

4 7

1 1 2 3
1 2 3 4

1 2

1

i i

x i

xy i

y i

AA A AA i i i
i i i i

A λβ A AA i i

A λβ A AA i

A λβ A AA

+ +

+

+

= − + + +
+ + + +

+ − + +

+ − +

+ −

 (4-26) 

 

สมการ (4-26) เรียกวา  recurrence formula  ซึ่งจะทําใหสามารถเขียนคา { } 4i
AA

+
 ใหอยูในรูป

ของ { } { } { }3 2 1
, ,

i i i
AA AA AA

+ + +
และ{ }i

AA  ได  โดยเวกเตอรเจาะจงในการแกปญหาคาเจาะจง

มีจํานวนเทากับ 4N  ตัว  และคาเจาะจงจะไดจากการแทนสมการ (4-26) ลงในสมการเงื่อนไข

ขอบเขตที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดในดานแกน x  สมการ (4-19 ถึง 4-22) ของ

ปญหาที่สนใจ แลวนําคาเจาะจงที่ไดไปหาเวกเตอรเจาะจงตอไป   
 

ในทํานองเดียวกัน จากสมการพลังงานศักยรวมหากสมมุติใหทราบคาฟงกชันในทิศ x   

จะสามารถแกปญหาและหาคาภาระการโกงงอไดในทํานองเดียวกับการสมมุติใหทราบคาฟงกชัน

ในทิศ y  โดยสมมุติใหผลเฉลยของฟงกชันสมการการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( , )w x y อยูในรูป [11] 
 

 ( ) ( ) ( ) { } { }
1

,
N

T
i i

i
w x y X x Y y Y X

=

= =∑  (4-27) 
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เมื่อแทน ( , )w x y  จากสมการ (4-27) ลงในสมการ (4-6) จะได 
 

 

{ }( [ ]{ } { } [ ] { } { } [ ]{ }

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }
{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ] { })

11 4 12 2 , 22 , 1 ,0

66 , 6 , 16 5 , 26 , 3 ,

6 , 1 , 3 ,

1 2
2

4 4 4

2

Tb TT T
yy yy yy

T TT
y y y yy y

TT T T
x y y y xy y

D Y R Y D Y R Y D Y R Y

D Y R Y D Y R Y D Y R Y

N Y R Y N Y R Y N Y R Y dy

Π = + +

+ + +

− − −

∫
 

  (4-28) 
 

โดย     

 

[ ] { }{ }

[ ] { }{ }
[ ] { }{ }

1 0

2 ,0

3 ,0

x a T

x

x a T

xxx

x a T

xx

R X X dx

R X X dx

R X X dx

=

=

=

=

=

=

=

=

=

∫
∫
∫

 

[ ] { }{ }
[ ] { }{ }
[ ] { }{ }

4 , ,0

5 , ,0

6 , ,0

x a T

xx xxx

x a T

xx xx

x a T

x xx

R X X dx

R X X dx

R X X dx

=

=

=

=

=

=

=

=

=

∫
∫
∫

    (4-29) 

 

จากพลังงานศักยรวมสมการ (4-28) เมื่อใชหลักการของคาต่ําสุดของพลังงานศักยรวมโดยการ

แปรผันของพลังงานศักยรวม นั่นคือ 0δΠ=  โดยแยกคิดทีละเทอมเหมือนดานที่สมมุติใหทราบ

คาฟงกชันในทิศ y  จะได 
 

 

{ }(( [ ] { } [ ] { } [ ] ){ }
( { } [ ] { } [ ] { } [ ]

{ } [ ] { } [ ] ){ }
( { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ]

{ } [ ]){ }) { }

22 , 1 12 2 26 , 3 ,0

66 6 16 5 26 , 3

, 1 3 ,

11 4 12 , 2 16 , 5 6

, 3

2

4 2 2

2

0

Tb TT T T
yy y yy

T TT
y yy

T T T
y y xy y

T TT T T
yy y x

T

xy y

δ D Y R D Y R D Y R δY

D Y R D Y R D Y R

N Y R N Y R δY

D Y R D Y R D Y R N Y R

N Y R δY dy

Π = + +

+ + +

− −

+ + + −

− =

∫

 (4-30) 

 

จากนั้นอินทิเกรตทีละสวนแลวจัดใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธสามัญและเงื่อนไขขอบเขต ได

ดังนี้  
 

  

[ ] { } [ ] [ ]( ){ }
( [ ] [ ]( ) [ ] [ ] ){ }
( [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )){ }

[ ]( [ ] ){ } { }

22 1 , 26 3 3 ,

12 2 2 66 6 1 ,

16 5 5 3 3 ,

11 4 6

2

4

2

0

T T
yyyy yyy

T T T
y yy

T T
xy y

T T
x

D R Y D R R Y

D R R D R N R Y

D R R N R R Y

D R N R Y

+ −

+ + − +

+ − + −

+ − =

 (4-31) 
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โดยเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของที่ตําแหนง 0y =  และ y b=  คือ 

 [ ]( { } [ ]{ } [ ]{ }) { }22 1 , 26 3 , 12 2 0
2 0

y bT
yy y y

D R Y D R Y D R Y
=

=
+ + =  (4-32) 

หรือ 

 { } { }, 0
0

y b

y y
Y

=

=
=  (4-33) 

และ 

 

[ ]( { } [ ] [ ]( ){ }
[ ]( [ ] [ ] ){ }
[ ]( [ ]){ }) { }

22 1 , 26 3 3 ,

12 2 66 6 1 ,

16 5 3 0

2

4

2 0

T T
yyy yy

T T
y y

y bT
xy y

D R Y D R R Y

D R D R N R Y

D R N R Y
=

=

+ −

+ − +

− − =

 (4-34) 

หรือ 

 { } { }
0

0
y b

y
Y

=

=
=  (4-35) 

กรณีการจับยดึแบบงาย       : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-32) และ (4-35) 

กรณีการจับยดึแบบยึดแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-33) และ (4-35) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ        : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-32) และ (4-34) 
 

เมื่อพิจารณาในพิกัดไรมิติ กําหนดให yη
b

=  สามารถเขียนสมการ (4-31) ใหมไดเปน  
 

 
{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }
, 1 , 2 , 3 , 4

5 , 6 , 7 0

ηηηη ηηη ηη η

y ηη xy η x

Y B Y B Y B Y B Y

α B Y α B Y α B Y

+ + + +

− − − =
 (4-36) 

 

โดย     
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   (4-37) 
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และ ,x yα α  และ xyα  นิยามไวดังนี้ 
 

2

22

x
x

N bα
D

=  
2

22

y
y

N b
α

D
=  

2

22

xy
xy

N b
α

D
=  (4-38) 

 

เงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของในพิกัดไรมิติที่ตําแหนง 0η =  และ 1η =  ดังนี้ 

 [ ]( { } [ ]{ } [ ]{ }) { }
1

8 , 9 , 10 0
0

η

ηη η η
B Y B Y B Y

=

=
+ + =  (4-39) 

หรือ 

 { } { }
1

, 0
0

η

η η
Y

=

=
=  (4-40) 

และ 

 
[ ]( { } [ ]{ } [ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ]( ){ }) { }
11 , 12 , 13 14 ,

1

15 16 0
0

ηηη ηη y η

η

xy η

B Y B Y B α B Y

B α B Y
=

=

+ + −

+ − =
 (4-41) 

หรือ 

 { } { }1

0
0

η

η
Y

=

=
=  (4-42) 

กรณีการจับยดึแบบงาย       : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-39) และ (4-42) 

กรณีการจับยดึแบบยึดแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-40) และ (4-42) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ        : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-39) และ (4-41) 
 

โดย     
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   (4-43) 

 

และสมมุติคาภาระในแนวระนาบไรมิติใหอยูภายใตพารามิเตอรเดียวกัน ดังนี้ 
 

x xα αγ=  y yα αγ=  xy xyα αγ=     (4-44) 
 

โดยคา ,x yγ γ  และ xyγ  เปนคาคงทีท่ีท่ราบคา 
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คา { }Y  ที่อยูในรูปแบบของอนุกรมกําลังอนันต คือ  
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 (4-45) 

 

ตัวอยาง เชน 
2 3

1 1,0 1,1 1,2 1,3 1,
2 3

2 2,0 2,1 2,2 2,3 2,

...
...

i
i

i
i

X aa aa ξ aa ξ aa ξ aa ξ
X aa aa ξ aa ξ aa ξ aa ξ

⎧ ⎫+ + + + +⎧ ⎫ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ + + + +⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

 

โดย { }i
BB  เปนสัมประสิทธิ์ที่ไมทราบคาของ η  ในพิกัดไรมิติ 

 

และ recurrence formula สําหรับ { } 4i
BB

+
 สําหรับการสมมุติใหทราบคาฟงกชันในทิศ x  คือ 
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 (4-46) 

 

จากการวิเคราะหปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิทดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชดังแสดง

ขางตน สามารถใชเปนแนวทางสําหรับการวิเคราะหปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทดวย

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชได เนื่องจากสมการครอบคลุมของปญหาการสั่นสะเทือนและปญหาการ

โกงงออยูในรูปของพลังงานศักยรวมเหมือนกัน   
 

4.2 การวิเคราะหปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทดวยระเบียบวิธแีคนโทโรวชิ 
 

การแกปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางสามารถทําไดโดยวิเคราะหพลังงาน

ศักยรวมเชนเดียวกับปญหาการโกงงอ โดยพลังงานศักยรวมสําหรับปญหาการสั่นสะเทือน

ประกอบดวยพลังงานศักยที่เกิดจากการเปลี่ยนรูปของวัสดุหรือพลังงานความเครียด เชนเดียวกับ

สมการ (4-1) และพลังงานที่เกิดจากการเคลื่อนที่ของโครงสราง (Kinetic energy, T )  [21] ซึ่ง

สามารถหาไดจาก  
 

 
2 2 21

2
u v wT h dxdy
t t t

ρ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫  (4-47) 
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เมื่อเปนโครงสรางแผนบางการเคลื่อนที่ในแนวระนาบ ,u v  จะไมมีผลตอการสั่นสะเทือน และ

ระยะการเคลื่อนที่นอกระนาบ w  แสดงในรูปฟงกชันของเวลาคือ 
 

 ( , , ) ( , ) i tw x y t w x y e= ω  (4-48) 
 

สําหรับปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางแบบลามิเนตสมมาตร คา 0ijB =  เมื่อแทน

สมการ (4-48) ลงในสมการ (4-47) จะไดพลังงานศักยรวม ซึ่งสามารถเขียนไดในรูป 
 

 
( )

2 2 2
11 , 12 , , 22 , 66 ,0 0

2 2
16 , 26 , ,

1 2 4
2

4

a b

xx xx yy yy xy

xx yy xy

D w D w w D w D w

D w D w w ρhω w dxdy

⎡Π = + + +⎣

⎤+ + − ⎦

∫ ∫  (4-49) 

 

โดย   w     คือ  ฟงกชนัการเคลื่อนทีน่อกระนาบ 

              ρ     คือ  ความหนาแนนของแผน (มวลตอหนึ่งหนวยปริมาตร) 

              h      คือ  ความหนาของแผน  

              ω     คอื  คาความถีธ่รรมชาติ 
 

สําหรับการแกปญหาการสั่นสะเทือนดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช จะมีลําดับข้ันตอนในการ

แกปญหาเชนเดียวกับการแกปญหาการโกงงอ โดยเริ่มจากสมมุติใหผลเฉลยของฟงกชันสมการ

การเคลื่อนที่นอกระนาบ ( , )w x y เทากับสมการ (4-7) และถาสมมุติใหทราบคาฟงกชันในทิศ y  

หรือฟงกชัน ( )iY y ในสมการ (4-7) ก็ตองหาคาฟงกชัน ( )iX x  ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่

ตําแหนง 0x =  และ x a=  ดังนั้นเมื่อแทนสมการ (4-7) ลงในสมการ (4-49) จะได 
 

    

{ }( [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }
{ } [ ]{ })

11 , 1 , 12 , 2 22 40

66 , 6 , 16 , 3 , 26 5 ,

2
1

1 2
2

4 4 4

Ta T T
xx xx xx

T T T
x x xx x x

T

D X S X D X S X D X S X

D X S X D X S X D X S X

ρhω X S X dx

Π = + +

+ + +

−

∫
 (4-50) 

 

โดย     

 

[ ] { }{ }

[ ] { }{ }
[ ] { }{ }

1 0

2 ,0

3 ,0

b T

b T

yy

b T

y

S Y Y dy

S Y Y dy

S Y Y dy

=

=

=

∫
∫
∫

 

[ ] { }{ }
[ ] { }{ }
[ ] { }{ }

4 , ,0

5 , ,0

6 , ,0

b T

yy yy

b T

yy y

b T

y y

S Y Y dy

S Y Y dy

S Y Y dy

=

=

=

∫
∫
∫

    (4-51) 
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จากสมการ (4-50) เมื่อใชหลักการของคาต่ําสุดของพลังงานศักยรวมโดยการแปรผันของพลังงาน

ศักยรวมคือ 0δΠ=  สามารถเขียนใหอยูในรูป 
 

 

(( { } [ ] { } [ ] { } [ ] ){ }
( { } [ ] { } [ ] { } [ ]){ }
( { } [ ] { } [ ] { } [ ]

{ } [ ]){ }) { }

11 , 1 12 2 16 , 3 ,0

66 , 6 16 , 3 26 5 ,

12 , 2 22 4 26 , 5

2
1

2

4 2 2

2

0

a T TT T T
xx x xx

T T T
x xx x

T TT T
xx x

T

δ D X S D X S D X S δX

D X S D X S D X S δX

D X S D X S D X S

ρhω X S δX dx

Π = + +

+ + +

+ + +

− =

∫

 (4-52) 

 

จากนั้นอินทิเกรตทีละสวนสมการ (4-52) แลวจัดใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธสามัญและ

เงื่อนไขขอบเขต ไดดังนี้  
 

 

[ ] { } [ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ]( ) [ ]( ){ }

[ ] [ ]( )( ){ } [ ] [ ]( ){ } { }

11 1 , 16 3 3 ,

12 2 2 66 6 ,

2
26 5 5 , 22 4 1

2

4

2 0

T T
xxxx xxx

T T
xx

T T T
x

D S X D S S X

D S S D S X

D S S X D S ρhω S X

+ −

+ + −

+ − + − =

 (4-53) 

 

โดยเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของที่ตําแหนง 0x =  และ x a=  คือ 

 ( [ ] { } [ ]{ } [ ]{ }) { }11 1 , 16 3 , 12 2 0
2 0

x aT
xx x x

D S X D S X D S X
=

=
+ + =  (4-54) 

หรือ 

 { } { }, 0
0

x a

x x
X

=

=
=  (4-55) 

และ 

 
( [ ] { } [ ] [ ]( ){ }

[ ] [ ]( ){ } [ ]( ){ }) { }

11 1 , 16 3 3 ,

12 2 66 6 , 26 5 0

2

4 2 0

T T
xxx xx

x aT T
x x

D S X D S S X

D S D S X D S X
=

=

− − −

− − + =
 (4-56) 

หรือ 

 { } { }
0

0
x a

x
X

=

=
=  (4-57) 

กรณีการจับยดึแบบงาย       : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-54) และ (4-57) 

กรณีการจับยดึแบบยึดแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-55) และ (4-57) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ        : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-54) และ (4-56)  
 



 

 

 

 
  46 

เมื่อพิจารณาในพิกัดไรมิติโดยกําหนดให xξ
a

=  สามารถเขียนสมการ (4-53) ใหมไดเปน  
 

    { } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]( [ ]){ } { }2
, 1 , 2 , 3 , 4 5 0ξξξξ ξξξ ξξ ξX A X A X A X A ω A X+ + + + − =  (4-58) 

 

โดย     [ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]( )
[ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

116
1 1 3 3

11
2

1
2 1 12 2 2 66 6

11
3

126
3 1 5 5

11
4

122
4 1 4

11
4

5
11

2

4

2

T

T T

T

T

DA a S S S
D

aA S D S S D S
D

D aA S S S
D

D aA S S
D

ρhaA I
D

−

−

−

−

= −

= + −

= −

=

=

    (4-59) 

 

และจะไดเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของในพิกัดไรมิติที่ตําแหนง 0ξ =  และ 1ξ =  ดังนี้ 

 [ ]( { } [ ]{ } [ ]{ }) { }
1

6 , 7 , 8 0
0

ξ

ξξ ξ ξ
A X A X A X

=

=
+ + =  (4-60) 

หรือ 

 { } { }
1

, 0
0

ξ

ξ ξ
X

=

=
=  (4-61) 

และ 

 [ ]( { } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }) { }
1

9 , 10 , 11 , 12 0
0

ξ

ξξξ ξξ ξ ξ
A X A X A X A X

=

=
+ + + =  (4-62) 

หรือ 

 { } { }1

0
0

ξ

ξ
X

=

=
=  (4-63) 

กรณีการจับยดึแบบงาย       : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-60) และ (4-63) 

กรณีการจับยดึแบบยึดแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-61) และ (4-63) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ        : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-60) และ (4-62) 
 

โดย     

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

11 1
6 2

16 3
7

8 12 2

11 1
9 3

2

D S
A

a
D S

A
a

A D S

D S
A

a

=

=

=

−
=

 

[ ]
[ ] [ ]( )

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

16 3 3

10 2

66 6 12 2
11

12 26 5

2

4

2

T

T

T

D S S
A

a
D S D S

A
a

A D S

− −
=

−
=

=

    (4-64) 
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สําหรับการแกปญหาการสั่นสะเทือนดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช ลักษณะของสมการก็จะอยูใน

รูปแบบของปญหาคาเจาะจง เชนเดียวกับปญหาการโกงงอ โดยมีคา 2ω  เปนคาเจาะจง และ 

{ }X  เปนเวกเตอรเจาะจง ในการแกปญหาจะเริ่มจาก สมมุติคาเจาะจงใหอยูในรูปแบบของ

อนุกรมกําลังอนันต ซึ่งมีรูปแบบดังสมการ (4-25) และเมื่อแทนสมการ (4-25) ลงในสมการ (4-58) 

แลวจัดใหมจะไดความสัมพันธของ{ }i
AA ในรูป 

 

        
{ } ( )( )( )( ) [ ]( { } ( )( )( )

[ ]{ } ( )( ) [ ]{ } ( ) [ ] [ ]( ){ } )

14 3

2
2 3 4 52 1

1 1 2 3
1 2 3 4

1 2 1

i i

i i i

AA A AA i i i
i i i i

A AA i i A AA i A ω A AA

+ +

+ +

= − + + +
+ + + +

+ + + + + + −
 (4-65) 

 

โดยสมการ (4-65) เรียกวา recurrence formula  ซึ่งสามารถเขียนคา { } 4i
AA

+
ใหอยูในรูปของ 

{ } { } { }3 2 1
, ,

i i i
AA AA AA

+ + +
และ{ }i

AA  ได โดยจะพบวาเวกเตอรเจาะจงในการแกปญหาคา

เจาะจงมีจํานวน 4N  ตัว  และคาเจาะจงจะไดจากการแทนสมการ (4-25) ที่จัดรูปใหมตาม

สมการ (4-65) ลงในสมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดในดานแกน 

x  สมการ (4-60  ถึง  4-63) ของปญหาที่สนใจ  แลวนําคาเจาะจงที่ไดไปหาเวกเตอรเจาะจงตอไป  
 

จากสมการพลังงานศักยรวมหากสมมุติใหทราบคาฟงกชันในทิศ x  จะสามารถแกปญหา

การสั่นสะเทือนไดในทํานองเดียวกับการสมมุติใหทราบคาฟงกชันในทิศ y  โดยสมมุติใหผลเฉลย

ของฟงกชันสมการการเคลื่อนที่นอกระนาบ ( , )w x y  อยูในรูปดังสมการ (4-27) และเมื่อแทน 

( , )w x y  จากสมการ (4-27) ลงในสมการ (4-49) จะได  
 

      

{ }( [ ]{ } { } [ ] { } { } [ ]{ }

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }
{ } [ ]{ })

11 4 12 2 , 22 , 1 ,0

66 , 6 , 16 5 , 26 , 3 ,

2
1

1 2
2

4 4 4

Tb TT T
yy yy yy

T TT
y y y yy y

T

D Y R Y D Y R Y D Y R Y

D Y R Y D Y R Y D Y R Y

ρhω Y R Y dy

Π = + +

+ + +

−

∫
 (4-66)   

 

โดย     

 

[ ] { }{ }

[ ] { }{ }
[ ] { }{ }

1 0

2 ,0

3 ,0

x a T

x

x a T

xxx

x a T

xx

R X X dx

R X X dx

R X X dx

=

=

=

=

=

=

=

=

=

∫
∫
∫

 

[ ] { }{ }
[ ] { }{ }
[ ] { }{ }

4 , ,0

5 , ,0

6 , ,0

x a T

xx xxx

x a T

xx xx

x a T

x xx

R X X dx

R X X dx

R X X dx

=

=

=

=

=

=

=

=

=

∫
∫
∫

    (4-67) 
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จากพลังงานศักยรวมสมการ (4-66) เมื่อใชหลักการของคาต่ําสุดของพลังงานศักยรวมโดยการ

แปรผันของพลังงานศักยรวม นั่นคือ 0δΠ=  เหมือนดานที่สมมุติใหทราบคาฟงกชันในทิศ y  จะ

ได 
 

 

{ }(( [ ] { } [ ] { } [ ] ){ }
( { } [ ] { } [ ] { } [ ] ){ }
( { } [ ] { } [ ] { } [ ]

{ } [ ]){ }) { }

22 , 1 12 2 26 , 3 ,0

66 6 16 5 26 , 3 ,

11 4 12 , 2 16 , 5

2
1

2

4 2 2

2

0

Tb TT T T
yy y yy

T TT T
y yy y

T TT T
yy y

T

δ D Y R D Y R D Y R δY

D Y R D Y R D Y R δY

D Y R D Y R D Y R

ρhω Y R δY dy

Π = + +

+ + +

+ + +

− =

∫

 (4-68) 

 

จากนั้นอินทิเกรตทีละสวนแลวจัดใหอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธสามัญและเงื่อนไขขอบเขต ได

ดังนี้  
 

 

[ ] { } [ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ]( ) [ ]( ){ }
[ ] [ ]( )( ){ } [ ]( [ ] ){ } { }

22 1 , 26 3 3 ,

12 2 2 66 6 ,

2
16 5 5 , 11 4 1

2

4

2 0

T T
yyyy yyy

T T
yy

T T T
y

D R Y D R R Y

D R R D R Y

D R R Y D R ρhω R Y

+ −

+ + −

+ − + − =

 (4-69) 

 

โดยเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของที่ตําแหนง 0y =  และ y b=  คือ 

 [ ]( { } [ ]{ } [ ]{ }) { }22 1 , 26 3 , 12 2 0
2 0

y bT
yy y y

D R Y D R Y D R Y
=

=
+ + =  (4-70) 

หรือ 

 { } { }, 0
0

y b

y y
Y

=

=
=  (4-71) 

และ 

 
[ ]( { } [ ] [ ]( ){ }
[ ] [ ]( ){ } [ ] { }) { }

22 1 , 26 3 3 ,

12 2 66 6 , 16 5 0

2

4 2 0

T T
yyy yy

y bT T
y y

D R Y D R R Y

D R D R Y D R Y
=

=

− − −

− − + =
 (4-72) 

หรือ 

 { } { }
0

0
y b

y
Y

=

=
=  (4-73) 

กรณีการจับยดึแบบงาย       : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-70) และ (4-73) 

กรณีการจับยดึแบบยึดแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-71) และ (4-73) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ        : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-70) และ (4-72) 
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เมื่อพิจารณาในพิกัดไรมิติ กําหนดให yη
b

=  สามารถเขียนสมการ (4-69) ใหมไดเปน  
 

    { } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ] [ ]( ){ } { }2
, 1 , 2 , 3 , 4 5 0ηηηη ηηη ηη ηY B Y B Y B Y B ω B Y+ + + + − =  (4-74) 

 

เงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวของในพิกัดไรมิติที่ตําแหนง 0η =  และ 1η =  ดังนี้ 

 [ ]( { } [ ]{ } [ ]{ }) { }
1

6 , 7 , 8 0
0

η

ηη η η
B Y B Y B Y

=

=
+ + =  (4-76) 

หรือ 

 { } { }
1

, 0
0

η

η η
Y

=

=
=  (4-77) 

และ 

 [ ]( { } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }) { }
1

9 , 10 , 11 , 12 0
0

η

ηηη ηη η η
B Y B Y B Y B Y

=

=
+ + + =  (4-78) 

หรือ 

 { } { }1

0
0

η

η
Y

=

=
=  (4-79) 

กรณีการจับยดึแบบงาย       : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-76) และ (4-79) 

กรณีการจับยดึแบบยึดแนน : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-77) และ (4-79) 

กรณีที่ขอบปลอยอิสระ        : สมการเงื่อนไขขอบเขตที่ใชคือ (4-76) และ (4-78) 
 

โดย     

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

22 1
6 2

26 3
7

8 12 2

22 1
9 3

2

D R
B

b
D R

B
b

B D R

D R
B

b

=

=

=

−
=

 

[ ]
[ ] [ ]( )

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

26 3 3

10 2

66 6 12 2
11

12 16 5

2

4

2

T

T

T

D R R
B

b
D R D R

B
b

B D R

− −
=

−
=

=

    (4-80) 

โดย     

 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]( )
[ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

126
1 1 3 3

22
2

1
2 1 12 2 2 66 6

22
3

116
3 1 5 5

22
4

111
4 1 4

22
4

5
22

2

4

2

T

T T

T

T

DB b R R R
D

bB R D R R D R
D

D bB R R R
D

D bB R R
D

ρhbB I
D

−

−

−

−

= −

= + −

= −

=

=

    (4-75) 
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สําหรับคา { }Y  ที่อยูในรูปแบบของอนุกรมกําลังอนันตสามารถเขียนใหอยูในรูปดังสมการ (4-45) 

และ recurrence formula สําหรับ { } 4i
BB

+
 สําหรับการสมมุติใหทราบคาฟงกชันในทิศ x  ในการ

แกปญหาการสั่นสะเทือน คือ 
 

        
{ } ( )( )( )( ) [ ]( { } ( )( )( )

[ ]{ } ( )( ) [ ]{ } ( ) [ ] [ ]( ){ } )

14 3

2
2 3 4 52 1

1 1 2 3
1 2 3 4

1 2 1

i i

i i i

BB B BB i i i
i i i i

B BB i i B BB i B ω B BB

+ +

+ +

= − + + +
+ + + +

+ + + + + + −
 (4-81) 

 
ในบทนี้ไดแสดงการวิเคราะหปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบาง

แบบลามิเนตสมมาตรดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชรวมถึงไดอธิบายขั้นตอนในการแกปญหาของทั้ง

สองไวพอสังเขป  แตเนื่องดวยสมการที่ไดจากการวิเคราะหมีจํานวนคอนขางมากซึ่งอาจทําใหเกิด

ความสับสนหรือความเขาใจที่ไมชัดเจนในขั้นตอนการแกปญหาทั้งสองได  ดังนั้นในบทตอไปจะ

อธิบายลําดับข้ันตอนสําหรับการแกปญหาทั้งสองโดยละเอียดพรอมทั้งแสดงตัวอยางขั้นตอนและ

รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับแกปญหาทั้งสองดวย   
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 บทที่  5 
 

ตัวอยางการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือน 
ดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 

 
ในบทที่ 4 ไดกลาวถึงสมการครอบคลุม สมการที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด

แบบตาง ๆ และข้ันตอนการแกสมการพอสังเขปสําหรับการแกปญหาการโกงงอและการ

สั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช ข้ันตอนการแกปญหาทั้งสองนี้อาจ

ทําใหเกิดความสับสนอยูบางเนื่องจากจํานวนสมการของปญหาทั้งสองมีคอนขางมาก ดงันัน้ในบท

นี้จะอธิบายลําดับข้ันตอนการแกปญหาทั้งสองอยางละเอียดเพื่อใหเกิดความเขาใจยิ่งขึ้นและ

แสดงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับแกปญหาทั้งสอง 
 

5.1 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือน 
 

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับใชในวิทยานิพนธนี้แบงออกเปนสองสวน   

หลัก ๆ คือ สวนที่ใชสําหรับการแกปญหาการโกงงอและแกปญหาการสั่นสะเทือนของแผน      

คอมโพสิทบางในแตละสวนแบงการแกปญหาออกเปนสองกรณี คือ กรณีที่กําหนดใหฟงกชัน 

( )iY y  เปนฟงกชันที่ทราบคาและกรณีที่กําหนดใหฟงกชัน ( )iX x  เปนฟงกชันทราบคาสาํหรบัการ

แกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช สําหรับการศึกษาในวิทยานิพนธนี้ในการคํานวณรอบแรก

กําหนดใหฟงกชัน ( )iY y  เปนฟงกชันทราบคาเริ่มตน จากสมการและลําดับข้ันตอนที่ไดกลาวใน

บทที่ 4 สามารถแบงสวนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนออกเปนสามสวน ดังแสดงในแผนผัง

ในรูปที่ 5.1 คือ    

สวนที่ 1 โปรแกรมคอมพิวเตอรทําหนาที่หาคาเมตริกซทราบคาจากฟงกชันเริ่มตนที่ทราบ

คา ในสมการ (4-7)   

สวนที่ 2 โปรแกรมคอมพิวเตอรทําหนาที่หาสมการที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับ

ยึดของขอบที่ไมทราบฟงกชันเริ่มตน  

สวนที่ 3 โปรแกรมคอมพิวเตอรทําหนาที่แกปญหาคาเจาะจง โดยพล็อตกราฟหาคา

เจาะจงที่ทําใหพลังงานรวมมีคาต่ําสุด แลวนําคาเจาะจงที่ไดไปหาเวกเตอรเจาะจง สําหรับใชเปน

ฟงกชันเริ่มตนสําหรับการทําซ้ําในรอบตอไป  
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                (a) ขั้นตอนการแกปญหาโดยฟงกชนั  ( )iY y  เปนตวัทราบคา               (b) ขั้นตอนการแกปญหาโดยฟงกชัน ( )iX x  เปนตวัทราบคา 
 

         รูปที ่5.1 ขั้นตอนการคํานวณหาคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรทีป่ระดิษฐขึ้น                           52 
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ขั้นตอนการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางตามแผนผังใน

รูปที่ 5.1 ไดอธิบายไวในหัวขอที่ 5.2 และ 5.3 ตามลําดับ สวนรายละเอียดของโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นสําหรับการแกปญหาทั้งสอง แสดงไวในภาคผนวก ก  
 

5.2 ขั้นตอนการแกปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิทบาง 
 

ในหัวขอนี้อธิบายขั้นตอนการหาคาภาระการโกงงอที่ใชในวิทยานิพนธนี้ แผนคอมโพสิทที่

ตองการหาคาภาระการโกงงอในหัวขอนี้มีลักษณะเชนเดียวกับการศึกษาที่ผานมาในอดีตของ 

Ungbhakorn และ Singhatanadgid [9] มีภาระกดกระทําในแนวแกนเดียว คือ xN  ลําดับช้ันการ

วางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S  ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CSSC ดังแสดงในรูปที่ 5.2 

โดยอักษรยอของการจับยึดชิ้นงานและระบบแกนพิกัดที่ใชในวิทยานิพนธนี้ มีลักษณะดังแสดงใน

รูปที่ 5.3 รูปที่ 5.3 (a) แสดงลําดับการเรียกเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด รูปที่ 5.3 (b) แสดงการจับ

ยึดชิ้นงานแบบ CSFC โดยตัวอักษร C ตัวแรกและตัวที่ส่ีแสดงเงื่อนไขขอบเขตที่ 0x = และ 

y b=  ตามลําดับ สวนตัวอักษร S ตัวที่สองแสดงเงื่อนไขขอบเขตที่ 0y =  และตัวอักษร F ตัวที่

สามแสดงเงื่อนไขขอบเขตที่ x a=  สวนระบบแกนพิกัดและความยาวของชิ้นงานมีลักษณะดัง

แสดงในรูปที่ 5.3 (c) สําหรับคาภาระการโกงงอในการศึกษานี้นําเสนอในรูปพารามิเตอรไรหนวย 

(nondimensional buckling load) ซึ่งคํานวณไดจาก 
 

 2 2
22( / )cr

cr xK N b Dπ=  (5-1) 
 

คุณสมบัติของวัสดุที่ใชศึกษา คือ 
 

1 2/ 3E E =           12 2/ 0.5G E =           12 0.25v =  

 
รูปที่ 5.2 การรบัภาระในแนวระนาบของแผนคอมโพสทิบางภายใตเงื่อนไขขอบเขตแบบ CSSC 
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รูปที่ 5.3 อักษรยอแสดงลักษณะการจับยดึและระบบแกนพิกัด 

                         (a)  ลําดับการเรียกเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด BC = 1-2-3-4 

           (b)  ตัวอยางเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CSFC 
                                        (c)  ระบบแกนพิกัดและความยาวของชิน้งาน 
 

ขั้นตอนการคํานวณแสดงดังแผนผังในรูปที่ 5.1(a) โปรแกรมสวนแรกทําหนาที่หาคา

เมตริกซทราบคาจากฟงกชันเริ่มตนที่สมมุติข้ึน การคํานวณรอบแรกเริ่มจากสมมุติใหทราบคา

ฟงกชันในทิศ y  หรือฟงกชัน ( )iY y ในสมการ (4-7) โดยฟงกชัน ( )iY y  ที่สมมุติข้ึนไมจําเปนตอง

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดที่ตําแหนง 0y =  และ y b=  ตัวอยางนี้ใชจํานวนพจนใน

การสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนในสมการ (4-7) เทากับ 1 ( 1N = ) โดยสมมุติคา 6
1( )Y y y=  จากนั้น

นําฟงกชันเริ่มตน 1( )Y y  ที่สมมุติขึ้นไปหาเมตริกซทราบคา [ ]iS  ตามสมการ (4-9) และเมตริกซ

ทราบคา [ ]iA  ตามสมการ (4-17) และ (4-23)  จากนั้นโปรแกรมในสวนที่สองจะหาสมการที่

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดของขอบที่ไมทราบฟงกชันเริ่มตนคือ ที่ตําแหนง 0x =  

และ x a=  โดยกําหนดฟงกชัน ( )iX x  ที่ตองหาใหอยูในรูปแบบของอนุกรมกําลังอนันตตาม

สมการ (4-25) จากนั้นแทนฟงกชัน ( )iX x  ที่กําหนดขึ้นลงในสมการ (4-16) และเขียนใหมใหอยู

ในรูปสมการ (4-26) ทําใหสามารถเขียนคา{ } 4i
AA

+
ใหอยูในรูปของ { } 3

,
i

AA
+

 { } { }2 1
,

i i
AA AA

+ +

และ{ }i
AA ได  ดังนั้นจะมีจํานวนเวกเตอรเจาะจงสําหรับการแกปญหาคาเจาะจงมีเพียง 4N  ตัว

เทานั้น เมื่อแทนสมการ (4-25) ที่จัดรูปใหมโดยใชสมการ (4-26) ลงในสมการเงื่อนไขขอบเขตที่

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดในดานที่ไมทราบฟงกชันเริ่มตน ซึ่งในที่นี้คือดาน x  โดยที่

ตําแหนง 0x =  มีการจับยึดแบบยึดแนน และที่ตําแหนง x a=  มีการจับยึดแบบงาย ตามเงื่อนไข

ในสมการ (4-19 ถึง 4-22) แลวจัดรูปแบบสมการที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดของ

ขอบที่ไมทราบฟงกชันเริ่มตนใหเปนระบบสมการเชิงเสนไดในรูป 
  

 [ ] [ ] 0F G× =  (5-2) 
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โดย       [ ]F  คือ  เมตริกซจัตุรัสขนาด [4 4 ]N N×  ที่มีคาเจาะจงเปนตวัแปรไมทราบคาอยู 

เมตริกซนี้ไดจากเงื่อนไขขอบเขตการจับยดึที่ตําแหนงขอบของฟงกชนัที่ไม

ทราบคา 

  [ ]G  คือ  เมตริกซหลักของคาเวกเตอรเจาะจงที่ไมทราบคามีจํานวนเทากบั 4N  ตัว 
 

สวนโปรแกรมคอมพิวเตอรสวนสุดทายทําหนาที่แกปญหาคาเจาะจง จากสมการ (5-2) พบวา

สมาชิกของ [ ]G  จะมีคาไมเทากับศูนยพรอมกัน เมื่อคาดีเทอรมิแนนทของเมตริกซ [ ]F  มีคาเปน

ศูนย นั้นคือคาภาระการโกงงอสามารถหาไดจากการแกสมการ det[ ] 0F =  ซึ่งเมื่อเขียนกราฟ

แสดงความสัมพันธระหวาง det[ ]F  กับคาเจาะจง λ  จะไดดังรูปที่ 5.4 
 

 
 

รูปที่ 5.4 การหารากคําตอบของปญหาคาเจาะจง  
 

จากรูปที่ 5.4 จะเห็นวาไดคา λ  หลายคาจากการแกสมการ ซึ่งคา λ  แตละคาเปนคาที่ทําให

พลังงานรวมมีคาต่ําสุดตามเงื่อนไขที่ไดตั้งไว โดยคาภาระการโกงงอคือคาเจาะจงที่มีคานอยที่สุด 

จากกราฟในรูปที่ 5.4 จะไดคาเจาะจงที่มีคานอยที่สุดมีคาเทากับ 98.920 ซึ่งหาไดโดยใชวิธีนิวตัน-

ราฟสัน และเมื่อใชความสัมพนัธของสมการ (4-24) และ (4-18) สามารถหาคาภาระการโกงงอรูป

พารามิเตอรไรหนวย crK  มีคาเทากับ 14.649 จากนั้นแกสมการ (5-2) เพื่อหาคาเวกเตอรเจาะจง

ที่เปนตัวไมทราบคาของฟงกชัน ( )iX x  โดยรูปรางโหมดการโกงงอจะไดจากการพล็อตสมการ   

(4-7) ดังแสดงในรูปที่ 5.5 ซึ่งจะเห็นไดวารูปรางโหมดการโกงงอที่ไดจากการคํานวณครั้งแรกจะยัง

ไมสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดของแผนคอมโพสิท เนื่องจากฟงกชันเริ่มตน 1( )Y y  ที่

สมมุติไมสอดคลองกับการจับยึดในดาน y   
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รูปที่ 5.5 รูปรางโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิทจากการคํานวณรอบแรก   
 

จากการคํานวณรอบแรกจะไดฟงกชัน ( )iX x  เปนฟงกชันเริ่มตนสําหรับการคํานวณรอบ

ที่สองและจากแผนผังในรูปที่ 5.1(b) พบวาลําดับข้ันตอนในการแกปญหาจากดานที่กําหนดให

ฟงกชัน ( )iX x  เปนฟงกชันทราบคาจะมีกระบวนการคลายกับดานที่กําหนดใหฟงกชัน ( )iY y  

เปนฟงกชันทราบคา การคํานวณรอบที่สองเริ่มจากนําฟงกชันเริ่มตน ( )iX x  ที่ไดจากการคํานวณ

รอบแรกไปหาเมตริกซทราบคา [ ]iR  ตามสมการ (4-29) และเมตริกซทราบคา [ ]iB  ตามสมการ 

(4-37) และ (4-43)  จากนั้นหาสมการที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดของขอบที่ไมทราบ

ฟงกชันเริ่มตน โดยกําหนดฟงกชัน ( )iY y  ที่ตองการทราบใหอยูในรูปแบบของอนุกรมกําลังอนันต

ตามสมการ (4-45) แทนฟงกชัน ( )iY y  ที่กําหนดขึ้นลงในสมการ (4-36) ไดสมการดังสมการ     

(4-46) ทํ า ให ส ามารถ เขี ยนค า  { } 4i
BB

+
 ให อยู ใ น รู ปของ  { } 3

,
i

BB
+ { } 2

,
i

BB
+

 { } 1i
BB

+

และ{ }i
BB  ได  เวกเตอรเจาะจงในการแกปญหาคาเจาะจงมีจํานวนเทากับ 4N  ตัวเชนเดียวกับ

การคํานวณรอบแรก โดยในการคํานวณรอบนี้มี α  เปนคาเจาะจง จากนั้นหาคาเจาะจง α  และ

เวกเตอรเจาะจงของฟงกชัน ( )iY y โดยแทนสมการ (4-45) ที่จัดรูปใหมโดยใชสมการ (4-46) ลงใน

สมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดในดานที่ไมทราบฟงกชันเริ่มตน

คือ ดาน y  โดยที่ตําแหนง 0y =  มีการจับยึดแบบงาย และที่ตําแหนง y b=  มีการจับยึดแบบ

ยึดแนน ตามเงื่อนไขในสมการ (4-39 ถึง 4-42)  ในแกปญหาคาเจาะจงรอบที่สองไดคาเจาะจงที่มี

คานอยที่สุดมีคาเทากับ 88.997 และจากความสัมพันธของสมการ (4-44) และ (4-38) ไดคาภาระ

การโกงงอรูปพารามิเตอรไรหนวย crK  มีคาเทากับ 9.017 ในการคํานวณรอบที่สองจะไดฟงกชัน 

( )iY y  ที่ใชเปนฟงกชันเริ่มตนสําหรับการคํานวณรอบที่สามตอไป โดยในการคํานวณรอบที่สามจะ

มีลําดับข้ันตอนเชนเดียวกับการคํานวณรอบแรก  ตารางที่ 5-1 แสดงคาเจาะจงจากการแกปญหา
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คาเจาะจง คาภาระการโกงงอรูปพารามิเตอรไรหนวย crK  รูปรางโหมดการโกงงอ และกราฟที่ได

จากการแกปญหาคาเจาะจงในแตละรอบการคํานวณ โดยกระบวนการในการคํานวณซ้ําจะทําจน

กระทั้งคาเจาะจงมีคาไมเปลี่ยนแปลง จากตัวอยางนี้จะเห็นวาการคํานวณในรอบที่ส่ีและหาจะได

คาเจาะจงที่มีคาเทากัน ดังนั้นคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอของชิ้นงานที่ศึกษาคือ

ผลที่ไดจากการคํานวณในรอบที่หา ซึ่งไดคาภาระการโกงงอรูปพารามิเตอรไรหนวย crK  เทากับ 

6.659  และเนื่องจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเปนวิธีเชิงตัวเลข ดังนั้นจํานวนสัมประสิทธิ์ของ

ฟงกชันเริ่มตนจึงมีผลตอการลูเขาของผลลัพธ รูปที่ 5.6 แสดงคาภาระการโกงงอรูปพารามิเตอร  

ไรหนวย crK  จากการใชจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนในการคํานวณระหวาง 20 ถึง 30 

พจน จากรูปพบวาคาภาระการโกงงอจะเริ่มลูเขาสูผลลัพธเมื่อใชจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน

เร่ิมตนตั้งแต 26 พจนขึ้นไป แตถาใชจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนนอยกวา 26 พจน จะทํา

ใหผลลัพธที่ไดคลาดเคลื่อนจากผลเฉลยที่ตองการ ดังนั้นจะไดวาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน

เร่ิมตนจะมีผลตอการลูเขาของคาเจาะจง 
 

   

รูปที่ 5.6 ความสัมพนัธระหวางคาภาระการโกงงอและจาํนวนสัมประสิทธิ ์

                                ของฟงกชนัเริ่มตนในการแกปญหาดวยระเบยีบวิธีแคนโทโรวชิ 
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ตารางที่ 5-1 คาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอในแตละรอบการคํานวณ  

Iteration 

no. 
graph 

Eigenvalue 

( crK  ) 
Buckling mode 

1 

 

98.920 

 

(14.649) 

2 

 

88.997 

 

( 9.017 ) 

 

3 

 

45.157 

 

( 6.687 ) 

4 

 

65.728 

 

( 6.659 ) 
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ตารางที่ 5-1 (ตอ) 

5 

 

44.971 

 

( 6.659 ) 

 
5.3 ขั้นตอนการแกปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบาง 
 

ขั้นตอนการแกปญหาการสั่นสะเทือนมีลักษณะคลายกับปญหาการโกงงอซึ่งแสดงไวดัง

แผนผังในรูปที่ 5.1 ตัวอยางปญหาที่ใชแสดงขั้นตอนการหาคาความถี่ธรรมชาติมีลักษณะ

เชนเดียวกับการศึกษาของ Chen และคณะ [22] ซึ่งศึกษาแผนคอมโพสิทที่มีลําดับชั้นการวางตัว

ของเสนใยแบบ [0/90/0] ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ SSSS โดยคุณสมบัติของวัสดุที่
ศึกษา มีดังนี้ 

 
1 2/ 2.45E E =           12 2/ 0.48G E =         12 0.23v =  

                               10a b= =  m          0.06h =  m          ρ = 8000 3/kg m  
 
การศึกษาในตัวอยางนี้แสดงคาความถี่ธรรมชาติในรูปพารามิเตอรไรหนวย (dimensionless 

frequency parameter) ซึ่งนิยามวา  
 

 2 4 1/ 2
0( / )h a D=β ρ ω    โดย    3

0 1 12 21/12(1 )D E h v v= −  (5-3) 
 

 ในการแกปญหาการสั่นสะเทือนนี้จะใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนใน

สมการ (4-7) เทากับ 3 ( 3N = ) ทั้งนี้เพื่อตองการใหเห็นกระบวนการในการแกปญหาดวยระเบยีบ

วิธีแคนโทโรวิชเมื่อใชจํานวนพจนที่สมมุติคาฟงชันกเร่ิมตนแตกตางกัน โดยในการคํานวณรอบแรก

สมมุติคา 6
1( )Y y y= , 2 ( ) sin( / )Y y πy b= , 15

3( )Y y y=  การสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนใหอยูใน

ฟงกชันที่ตางกันก็เพราะตองการแสดงใหเห็นวาในการแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 

สามารถคํานวณหาคําตอบที่แมนยําไดแมจะใชฟงกชันเริ่มตนในการคํานวณที่แตกตางกัน  

จากนั้นนําฟงกชันเริ่มตน ( )iY y  ที่สมมุติไปหาเมตริกซทราบคา [ ]iS  ตามสมการ (4-51) และ
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เมตริกซทราบคา [ ]iA  ตามสมการ  (4-59) และ (4-64) และกําหนดฟงกชัน ( )iX x  ที่ตองการ

ทราบอยูในรูปแบบของอนุกรมกําลังอนันตตามสมการ (4-25) ทําใหไดเวกเตอรเจาะจงในการ

แกปญหาคาเจาะจงจํานวนเทากับ 4N  ตัวเชนเดียวกับปญหาการโกงงอ แทนสมการ (4-25) ที่จัด

รูปใหมโดยใชสมการ (4-65) ลงในสมการเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับ

ยึดดาน x  แลวจัดรูปแบบสมการใหเปนระบบสมการเชิงเสนตามสมการ (5-2) โดยคาเจาะจง

สําหรับปญหาการสั่นสะเทือนคือ 2ω  จากนั้นแกสมการหาคาเจาะจงและคาเวกเตอรเจาะจงที่เปน

ตัวไมทราบคาของฟงกชัน ( )iX x  เพื่อจะใชเปนฟงกชันเริ่มตนสําหรับการคํานวณรอบที่สอง ซึ่ง

ข้ันตอนในการคํานวณรอบที่สองนี้มีลักษณะคลายกับการแกปญหาการโกงงอแตสมการที่ใช

คํานวณจะเปลี่ยนไปคือนําฟงกชันเริ่มตน ( )iX x  ที่ไดจากการคํานวณรอบแรกไปหาคา [ ]iR  จาก

สมการ (4-67) และ [ ]iB  จากสมการ   (4-75) และ (4-80) และกําหนดฟงกชัน ( )iY y  ที่ตองการ

ทราบใหอยูในรูปอนุกรมกําลังอนันตตามสมการ (4-45)  ซึ่งทําใหการแกปญหาอยูในรูปการ

แกปญหาคาเจาะจงโดยมีคาเจาะจงคือ 2ω  และจํานวนเวกเตอรเจาะจงที่เปนตัวไมทราบคาของ

ฟงกชัน ( )iY y  เทากับ 4N  ตัวเชนเดียวกับการคํานวณรอบแรก จากการคํานวณรอบที่สองจะได

ฟงกชัน ( )iY y  สําหรับใชเปนฟงกชันเริ่มตนสําหรับการคํานวณรอบตอไป รูปรางโหมดการ

สั่นสะเทือนในแตละรอบการคํานวณหาไดจากการพล็อตสมการ (4-7) สําหรับกรณีของปญหาการ

สั่นสะเทือนคาเจาะจงที่หาไดคือคาความถี่ธรรมชาติของการสั่นสะเทือนซึ่งมีหลายคา ตารางที่ 5-2  

5-3 และ 5-4 แสดงคาเจาะจงจากการแกปญหาคาเจาะจง คาความถี่ธรรมชาติในรูปพารามิเตอร

ไรหนวย β  รูปรางโหมดการสั่นสะเทือน รวมถึงกราฟที่ใชสําหรับแกปญหาคาเจาะจงในแตละรอบ

การคํานวณของคาความถี่ธรรมชาติของการสั่นสะเทือนสามโหมดแรก ตามลําดับ   

 ตารางที่ 5-2 แสดงการหาคาความถี่ธรรมชาติโหมดแรก การคํานวณรอบแรกเลือกคา

เจาะจงที่นอยที่สุดกอนเพราะเปนคาที่ทําใหคาความถี่ธรรมชาติมีคานอยที่สุด โดยคาเจาะจงที่

เลือกมีคาเทากับ 122.280 ซึ่งไดคาความถี่ธรรมชาติรูปพารามิเตอรไรหนวย β  เทากับ 12.261 ใน

การคํานวณครั้งที่สองก็เลือกคาเจาะจงที่มีคานอยที่สุด ซึ่งมีคาเทากับ 187.197 และในคํานวณ

คร้ังตอ ๆ ไปก็ยังคงเลือกคาเจาะจงที่นอยที่สุดเชนเดียวกัน โดยกระบวนการในการทําซ้ําจะทําจน

กระทั้งคาเจาะจงมีคาไมเปลี่ยนแปลงเชนเดียวกับปญหาการโกงงอ ซึ่งในการหาคาความถี่

ธรรมชาติโหมดแรกใชจํานวนรอบในการคํานวณจํานวนสี่รอบ โดยในรอบที่สามและรอบที่สี่ไดคา

เจาะจงเทากันคือ 187.197 และไดคาความถี่ธรรมชาติรูปพารามิเตอรไรหนวย β  เทากับ 15.170 

จากการหาคาความถี่ธรรมชาติในโหมดนี้สังเกตุไดวา คาเจาะจงในการคํานวณครั้งที่พิจารณาจะมี

คาใกลเคียงกับคาเจาะจงในการคํานวณครั้งกอนหนานี้ เนื่องจากตองการใหคาเจาะจงมีคาลูเขา 
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จากขอสังเกตุดังกลาวไดนําไปหาคาความถี่ธรรมชาติโหมดที่สอง ซึ่งผลการคํานวณไดแสดงใน

ตารางที่ 5-3 โดยจะพิจารณาคาเจาะจงที่มีคาถัดจากโหมดแรก ในการคํานวณรอบแรกเลือกคา

เจาะจงเทากับ 562.808 ซึ่งมีคาถัดจากคาเจาะจงของโหมดแรก ไดคาความถี่ธรรมชาติรูป

พารามิเตอรไรหนวย β  เทากับ 26.304  ในการคํานวณรอบที่สองจากกราฟแสดงความสัมพันธ

ระหวาง det[ ]F  กับคาเจาะจง พบวาที่คาเจาะจงตัวที่นอยที่สุดจะมีคาประมาณ 200 ซึ่งเปนคาที่

ใกลเคียงกับคาเจาะจงของคาความถี่ธรรมชาติโหมดแรก ดังนั้นจึงเลือกคาเจาะจงคาถัดมาซึ่งมีคา

เทากับ 925.223 เพื่อหลีกเลี่ยงการหาคาความถี่ธรรมชาติของโหมดที่ทราบคาแลว ในการคํานวณ

รอบที่สามจะพิจารณาคาเจาะจงที่มีคาใกลเคียงกับการคาํนวณรอบที่สอง โดยในการคํานวณรอบ

นี้ไดคาเจาะจงเทากับ 925.219 และในการคํานวณรอบที่สี่ก็จะพิจารณาคาเจาะจงที่มีคาใกลเคียง

กับการคํานวณรอบที่สาม โดยไดคาเจาะจงเทากับ 925.219 ซึ่งเทากับการคํานวณครั้งที่สาม ทํา

ใหคาความถี่ธรรมชาติในรูปพารามิเตอรไรหนวย β  ของโหมดที่สองมีคาเทากับ 33.726  จากการ

หาคาความถี่ธรรมชาติในโหมดนี้สังเกตุไดวาถาเปนคาความถี่ธรรมชาติคาที่ยังไมทราบคา 

ลักษณะของโหมดการสั่นสะเทือนที่ไดจากคาเจาะจงที่กําลังพิจารณาจะมีรูปรางไมเหมือนกับ

โหมดที่ทราบคาแลว ซึ่งโหมดการสั่นสะเทือนของความถี่ธรรมชาติโหมดที่สองมีคา [m=1,n=2] 

สวนโหมดการสั่นสะเทือนของความถี่ธรรมชาติโหมดแรกมีคา [m=1,n=1]  และการหาคาความถี่

ธรรมชาติโหมดที่สาม แสดงในตารางที่ 5-4 การคํานวณรอบแรกเลือกคาเจาะจงเทากับ 562.808 

ซึ่งคาเดียวกับการหาคาความถี่ธรรมชาติโหมดที่สอง การคํานวณครั้งที่สองพิจารณาคาเจาะจงที่มี

คาถัดจากคาเจาะจงที่พิจารณาคาความถี่ธรรมชาติของโหมดที่สอง ในการคํานวณรอบที่สองนี้

เลือกคาเจาะจงที่มีคาเทากับ 1814.265 การคํานวณรอบที่สามจะพิจารณาคาเจาะจงที่มีคา

ใกลเคียงกับการคํานวณครั้งที่สองซึ่งไดคาเทากับ 1576.497 ในการคํานวณรอบที่สี่ก็พิจารณาคา

เจาะจงที่มีคาใกลเคียงกับการคํานวณในรอบที่สาม โดยไดคาเจาะจงมีคาเทากับ 1576.497 ซึ่ง

เทากับการคํานวณรอบที่สาม ดังนั้นคาความถี่ธรรมชาติในรูปพารามิเตอรไรหนวย β   ของการ

ส่ันสะเทือนโหมดที่สามมีคาเทากับ 44.024 และมีโหมดการสั่นสะเทือนคือ [m=2,n=1] โดย

ลักษณะโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท แสดงในรูปที่ 5.7 ซึ่งคา m, n คือ จํานวนโหมดที่

เกิดขึ้นตลอดความยาวดานแกน x  และ y  ตามลําดับ 
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ตารางที่ 5-2 คาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมดการสัน่สะเทือนในแตละรอบการคํานวณ  

                   ของการสัน่สะเทือนในโหมดที่หนึ่ง 

Iteration 

no. 
graph 

Eigenvalue 

(β ) 
Mode shape 

1 

 

 

122.280 

 

(12.261) 

 
2 

 

 

187.197 

 

(15.170) 

 
3 

 

 

187.197 

 

(15.170) 

 
4 

 

 

187.197 

 

(15.170) 
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ตารางที่ 5-3 คาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมดการสัน่สะเทือนในแตละรอบการคํานวณ  

                   ของการสัน่สะเทือนในโหมดที่สอง 

Iteration 

no. 
graph 

Eigenvalue 

(β  ) 
Mode shape 

1 

 

 

562.808 

 

(26.304) 

 
2 

 

 

925.223 

 

 

(33.728) 

 
3 

 

 

925.219 

 

(33.726) 

 
4 

 

 

925.219 

 

(33.726) 
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ตารางที่ 5-4 คาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมดการสัน่สะเทือนในแตละรอบการคํานวณ  

                   ของการสัน่สะเทือนในโหมดที่สาม 

Iteration 

no. 
graph 

Eigenvalue 

(β  ) 
Mode shape 

1 

 

 

562.808 

 

(26.304) 

 
2 

 

 

1814.265 

 

(47.228) 

 
3 

 

 

1576.497 

 

(44.024) 

 
4 

 

 

1576.497 

 

(44.024) 

 

 
 



 

 

       
              

65 

 
 

รูปที่ 5.7 รูปรางโหมดการสัน่สะเทือนที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช 

                           (a) รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนบนแกน x  (S-S) 

                           (b) รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนบนแกน y  (S-S) 
 

ในบทนี้ไดแสดงใหเห็นลําดับข้ันตอนรวมถึงสมการที่นํามาใชในการแกปญหาทั้งสองอยาง

ละเอียด จากตัวอยางการคํานวณหาคาภาระการโกงงอ รูปรางโหมดการโกงงอ คาความถี่

ธรรมชาติและรูปรางโหมดการสั่นสะเทือน จะเห็นไดวาการแกปญหาการโกงงอมีความซับซอน

นอยกวาการแกปญหาการสั่นสะเทือน เนื่องจากคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิทจะพิจารณา

คาเจาะจงที่มีคานอยที่สุดจากการหาคําตอบของปญหาคาเจาะจงเทานั้น สวนปญหาการ

ส่ันสะเทือนจะพิจารณาคาเจาะจงที่มีคานอยที่สุดสําหรับการสั่นสะเทือนโหมดแรกเทานั้น สวน

การสั่นสะเทือนในโหมดที่สูงขึ้นจะตองพิจารณาคาความถี่ธรรมชาติที่ไมซ้ํากับคาความถี่ธรรมชาติ

ที่ทราบคาแลว ดังแสดงในหัวขอที่ 5.2 สําหรับปญหาการโกงงอและหวัขอที่ 5.3 สําหรับปญหาการ

ส่ันสะเทือน จากการศึกษาพบวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นโดยใชหลักการของระเบียบ

วิธีแคนโทโรวิชสามารถหาคาภาระการโกงงอ รูปรางโหมดการโกงงอ คาความถี่ธรรมชาติและ

รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนได ดังนั้นในบทที่ 6 และ 7 จะไดนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐ

ขึ้นไปศึกษาพฤตกิรรมการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางตอไป 
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บทที่  6 
 

การโกงงอของแผนคอมโพสิทบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา 
 

ในบทที่ 5 ไดกลาวถึงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นและอธิบาย

ลําดับข้ันตอนพรอมทั้งตัวอยางการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท 

บางดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช จะเห็นไดวาในการหาคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกง

งอมีลําดับขั้นตอนเหมือนกับการหาคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางการสั่นสะเทือนโหมดแรกของ

ปญหาการสั่นสะเทือน สําหรับเนื้อหาในบทนี้จะเปนการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

ประดิษฐข้ึนสําหรับการแกปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางโดยใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติ

คาฟงกชันเริ่มตนเทากับหรือมากกวา 1 พจน การตรวจสอบแบงออกเปนสองสวนคือ ตรวจสอบ

โดยเปรียบเทียบกับการศึกษาของ Shufrin และคณะ [11] ซึ่งแกปญหาการโกงงอดวยระเบียบวิธี

แคนโทโรวิชเชนเดียวกันและตรวจสอบโดยเปรียบเทียบกับการศึกษาอื่น ๆ นอกจากเปนการ

ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นแลวยังทําใหทราบถึงผลของการเพิ่มจํานวน

พจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอ 
 

6.1 การตรวจสอบโดยเปรียบเทียบกบัการศึกษาของ Shufrin และคณะ [11]  
 

การศึกษาสวนในหัวขอนี้จะเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอและโหมดการโกงงอที่ไดจาก

การคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนกับผลการศึกษาในอดีตของ Shufrin และ

คณะ [11] ที่ใชระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเชนเดียวกัน  การตรวจสอบแบงออกเปนสองกรณีคือ กรณี

แผนคอมโพสิทรูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัสมีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply และแบบ angle-ply ใน

กรณีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply ศึกษาชิ้นงานที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ 

[0]8 และ [0/90]2S  ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CSSC สวนกรณีการวางตัวของเสนใย

แบบ angle-ply ศึกษาชิ้นงานที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [30/-30/30] ภายใตเงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึดสองแบบคือ SSSS และ CCCC โดยคาภาระการโกงงอจะแสดงในรูป

พารามิเตอรไรหนวย ในกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply สามารถหาคาภาระการโกงงอ

ในรูปพารามิเตอรไรหนวยไดตามสมการ (5-1) สวนกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply หา

คาภาระการโกงงอในรูปพารามิเตอรไรหนวยไดจาก    
 

 2
0/cr xK N b D=    โดย    3

0 1 12 21/12(1 )D E h v v= −  (6-1) 
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คุณสมบัติของวัสดุที่ใชศึกษาแยกตามลักษณะการวางตัวของเสนใยคือ 
 

กรณีแบบ cross-ply  12 2/ 0.5G E =      12 0.25v =  

และกรณีแบบ angle-ply  1 2/ 2.45E E =      12 2/ 0.48G E =      12 0.23v =  
 

การตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนทําไดโดยนําคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมด

การโกงงอของการวางตัวของเสนใยทั้งสองกรณีที่ไดเปรียบเทียบกับผลการศึกษาของ Shufrin และ

คณะ [11] ผลการเปรียบเทียบของกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply และการวางตัวของ

เสนใยแบบ angle-ply แสดงในตารางที่ 6-1 และ 6-2 ตามลําดับ โดยผลการศึกษาของ Shufrin 

แสดงในชอง Ref. [11] สวนผลที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรแสดงในชอง Present 
 

ตารางที่ 6-1 ผลการเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply  

N=2 N=3 

crK  
Buckling 

Mode crK  
Buckling 

Mode 
Case 

Study 

Aspect 

ratio 
Ref. 

[11] 
Present  

Ref. [11]/ 

Present 

Ref. 

[11] 
Present  

Ref. [11]/ 

Present 

1.0 10.9041 10.9041 1/1 10.9040 10.9040 1/1 

1.5 9.5839 9.5839 1/1 9.5839 9.5839 1/1 

[0]8 

 

E1/E2=3 2.0 9.0013 9.0013 2/2 9.0011 9.0011 2/2 

1.0 25.2792 25.2792 1/1 25.2791 25.2791 1/1 

1.5 16.3397 16.3397 1/1 16.3396 16.3396 1/1 

[0]8 

 

E1/E2=10 2.0 15.2220 15.2220 1/1 15.2220 15.2220 1/1 

1.0 6.6556 6.6556 1/1 6.6556 6.6556 1/1 

1.5 6.2900 6.2900 2/2 6.2899 6.2899 2/2 

[0/90]2S 

 

E1/E2=3 2.0 5.8398 5.8398 2/2 5.8398 5.8398 2/2 

1.0 6.5568 6.5568 1/1 6.5568 6.5568 1/1 

1.5 6.0553 6.0553 2/2 6.0553 6.0553 2/2 

[0/90]2S 

 

E1/E2=10 2.0 5.4598 5.4598 2/2 5.4598 5.4598 2/2 
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ตารางที่ 6-2 ผลการเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply  

Boundary condition 

SSSS CCCC Number 

of N term 
Ref. [11] Present  

Ref. [11] / 

Present 
Ref. [11] Present  

Ref. [11] / 

Present 

1 26.6767 26.6767 1/1 65.2666 65.2666 1/1 

2 25.3194 25.3194 1/1 62.0520 62.0520 1/1 

3 25.2926 25.2926 1/1 62.0471 62.0471 1/1 

4 25.2594 25.2594 1/1 62.0449 62.0449 1/1 

5 25.2551 25.2551 1/1 62.0447 62.0447 1/1 

6 25.2514 25.2514 1/1 62.0446 62.0446 1/1 
 

จากการเปรียบเทียบพบวาคาภาระโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่ไดจากโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นกับผลการศึกษาที่มีในอดีตมีคาเทากันทุกกรณีศึกษา ดังนั้นแสดงวา

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนในสวนปญหาการโกงงอสามารถคํานวณคาภาระการโกงงอ

และรูปรางโหมดการโกงงอไดอยางแมนยําเมื่อเปรียบเทียบกับการแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโท

โรวิชเชนเดียวกัน  
 

6.2 การตรวจสอบโดยเปรียบเทียบกบัการศึกษาอืน่ ๆ  
 

จากการตรวจสอบโปรแกรมในสวนแรกพบวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นสามารถ

ประมาณคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอไดอยางแมนยําเมื่อเทียบกับผลการศึกษา

ในอดีตที่แกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเชนเดียวกัน และเพื่อยืนยันวาคาภาระการโกงงอที่

ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสามารถนาเชื่อถือได การตรวจสอบโปรแกรมในสวนนี้

จะนําคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น

เปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอจากการศึกษาในอดีตที่แกปญหาดวยวิธีอ่ืน ๆ กรณีแรกที่

เปรียบเทียบคือกรณีของแผนคอมโพสิทที่มีผลการศึกษาที่สามารถหาผลเฉลยในรูปของผลเฉลย

แมนตรงได โดยเปรียบเทียบกับผลการศึกษาของ Tuttle และคณะ [5] ที่ศึกษาคาภาระการโกงงอ

และโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิทที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยสี่แบบ คือ [0/90]2S, [0]8, 

[±45]2S และ [45]8 ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดชิ้นงานแบบงายทั้งสี่ดาน โดยวิธีทดลองและ
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จากการคํานวณดวยวิธีเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีกาเลอคิน ผลการเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอ

ที่ไดจากการแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นกับผล

การศึกษาของ Tuttle และคณะ [5] แสดงในตารางที่ 6-3 สําหรับการแกปญหาดวยระเบียบวธิแีคน

โทโรวิชในการศึกษานี้จะใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน (N) ตั้งแต 1 ถึง 4 พจน ซึ่งคา

ภาระการโกงงอที่ไดจากการใชจํานวนพจนแตละคาแสดงไวในชอง Kantorovich Method ของ

ตารางที่ 6-3 โดยการศึกษาของ Tuttle ไดศึกษาพฤติกรรมการโกงงอกรณีที่แผนคอมโพสิททําจาก  

กราไฟต-อีพอกซี่ ซึ่งมีลักษณะและคุณสมบัติดังตอไปนี้ 
 
                         1 155E =   GPa         2 7.6E =  GPa      12 4.4G =  GPa     12 0.34v =  

                                  215.2 10a b −= = ×  m         41.9 10t −= ×  m  
 

ตารางที่ 6-3 คาภาระการโกงงอจากการศึกษาของ Tuttle และคณะ [5] เทียบกับคาจาก 

                   โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน 

Method 

Kantorovich Method 
Stacking 

sequence Experiment 
Galerkin 

Method N=1 N=2 N=3 N=4 

[0/90]2S 28.2 24.2 24.1 24.1 24.1 24.1 

[0]8 12.6 13.7 13.7 13.7 13.7 13.7 

[±45]2S 41.0 40.4 42.9 40.1 40.1 40.0 

[45]8 20.0 19.1  42.9 19.7 17.7 17.3 
 

จากตารางที่ 6.3 พบวาชิ้นงานที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S และ [0]8 

มีคาภาระการโกงงอที่ไดจากการแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเทากันตั้งแตการใชจํานวน

พจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 พจนข้ึนไป และเมื่อเปรียบเทียบกับผลจากการ

แกปญหาดวยระเบียบวิธีกาเลอคินพบวา ที่มุมการวางตัวแบบ [0]8 จะไดคาภาระการโกงงอเทากนั 

แตที่มุมการวางตัวแบบ [0/90]2S คาภาระการโกงงอที่ไดมีคาแตกตางกัน 0.4 เปอรเซ็นต  สวนใน

กรณีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply เมื่อเปรียบเทียบกับคาภาระการโกงงอที่ไดจากการ

แกปญหาดวยระเบียบวิธีกาเลอคินพบวา ที่มุมการวางตัวแบบ [±45]2S คาภาระการโกงงอที่ไดจาก

การแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีคานอยกวาคาภาระการโกงงอที่ไดจากระเบียบวิธีกา

เลอคิน ตั้งแตการใชจํานวนพจนของฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 2 พจนขึ้นไป สวนที่มุมการวางตัวแบบ 
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[45]8 คาภาระการโกงงอที่ไดจากการแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชจะมีคานอยกวาคา

ภาระการโกงงอที่ไดจากระเบียบวิธีกาเลอคิน ตั้งแตการใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน

ตั้งแต 3 พจนข้ึนไป และคาภาระการโกงงอที่มุมการวางตัวทั้งสี่แบบที่ไดจากการคํานวณทาง

คณิตศาสตรจากระเบียบวิธีทั้งสองมีคาแตกตางจากคาภาระการโกงงอที่ไดจากการทดลองไมมาก

นัก จากผลการเปรียบเทียบกรณีแผนคอมโพสิทที่สามารถหาภาระการโกงงอจากผลเฉลยแมนตรง

ไดพบวาคาภาระการโกงงอที่ไดจากระเบียบวิธีทั้งสองมีคาใกลเคียงกัน สวนกรณีของแผนคอมโพ

สิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S และ [45]8 พบวา คาภาระการโกงงอที่ไดจากการ

แกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีคาต่ําลงและมีแนวโนมลูเขาสูผลลัพธของคําตอบเมื่อเพิ่ม

จํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนขึ้น  

เนื่องดวยการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นที่ผานมาขางตนเปนการหาคา

ภาระการโกงงอภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบเดียวคือการจบัยึดแบบงายทั้งสี่ดานเทานั้น 

ดังนั้นเพื่อใหโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมีความนาเชื่อถือยิ่งขึ้นจึงไดนําโปรแกรมดังกลาว

ไปคํานวณหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ โดยศึกษา

ที่ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [30/-30/30] ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบผสมสาม

แบบ ไดแก CCCC, CSCS และ SFSF นําคาภาระการโกงงอที่ไดเปรียบเทียบกับการศึกษาของ 

Turvey และ Marshall [23] ซึ่งหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิทดวยระเบียบวิธีริทซ โดย

สมมุติฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดดวยฟงกชนัโพลโีน

เมียล (polynomials function) และใชจํานวนพจนในการคํานวณเทากับ 100 พจน ผลการ

เปรียบเทียบคาภาระการโกงงอแสดงในตารางที่ 6-4 โดยคาภาระการโกงงอแสดงอยูในรูป

พารามิเตอรไรหนวยตามสมการ (6-1) ผลการศึกษาของ Turvey และ Marshall แสดงไวในชอง 

Ref. [23] สวนผลที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรจากการแกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่ใช

จํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 ถึง 5 พจน แสดงไวในชอง Kantorovich 

Method เพื่อใหเห็นผลของการเพิ่มจํานวนพจนท่ีใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาภาระการโกงงอ

ของแผนคอมโพสิทบาง  สวนตารางที่ 6-5 แสดงรูปรางโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิทที่หาได

จากการใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 ถึง 5 พจน สําหรับชิ้นงานที่มีเงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC เพื่อแสดงใหเห็นผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชัน

เร่ิมตนตอรูปรางโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิทบาง และตารางที่ 6-6 แสดงรูปรางโหมดการ

โกงงอของขอบเขตการจับยึดทั้งสามแบบ ที่ไดจากการคํานวณโดยใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคา

ฟงกชันเริ่มตนเทากับ 5 พจน โดยรูปรางโหมดการโกงงอที่แสดงในตารางที่ 6-5 และ 6-6 ได
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นําเสนอในลักษณะแบบกรอบพื้นผิว (surface with wireframe) และแบบเสนรูปราง (contour) 

เพื่อใหเห็นลักษณะของรูปรางการโกงงอที่ชัดเจน แผนคอมโพสิทรูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัสที่ใชใน

การศึกษาทําจากกราไฟต-อีพอกซี่ ซึ่งมีคุณสมบัติดังตอไปนี้ 
 

                         1 138E =   GPa         2 8.96E =  GPa      12 7.1G =  GPa     12 0.30v =                    
                      

จากผลการเปรียบเทียบในตารางที่ 6-4 พบวาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางที่

มีขอบเขตการจับยึดทั้งสามแบบที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรจะมีคาต่ําลงและ

มีแนวโนมลูเขาสูผลลัพธของคําตอบเมื่อใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเพิ่มขึ้น การลู

เขาของคําตอบมีลักษณะเชนเดียวกับการศึกษาที่แสดงในตารางที่ 6-3 ในกรณีการวางตัวของ  

เสนใยแบบ angle-ply และเมื่อนําฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบที่ไดจากการใชจํานวนพจนใน

การสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 ถึง 5 พจน สําหรับกรณีการจับยึดแบบ CCCC มาพล็อตดู

รูปรางโหมดการโกงงอดังแสดงในตารางที่ 6-5 พบวารูปรางโหมดการโกงงอจากการใชจาํนวนพจน

ในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 พจน ไมถูกตองเนื่องจากลักษณะการโกงงอของแผนคอม

โพสิทไมไดรับผลของการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ แตจะมีลักษณะคลายกับการวางตัวของเสน

ใยแบบ cross-ply เมื่อใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนมากกวา 1 พจน รูปรางโหมด

การโกงงอของแผนคอมโพสิทจะสมเหตุสมผลข้ึนเนื่องจากมีผลของคา 16D  และ 26D  ซึ่งทําให

รูปรางการโกงงอของแผนคอมโพสิทเกิดการดัดพรอมกับบิด (bending-twisting coupling) ตาม

ลักษณะของการวางตัวของเสนใยของแผนคอมโพสิทที่กําลังพิจารณามากขึ้นและทําใหคาภาระ

การโกงงอลูเขามากขึ้นดวย สวนตารางที่ 6-6 พบวารูปรางโหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิทจาก

การจับยึดทั้งสามแบบมีความนาเชื่อถือ เพราะรูปรางโหมดการโกงงอของทั้งสามแบบมีความ

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดและรูปรางการโกงงอของแผนคอมโพสิทมีลักษณะเอียง

สอดคลองกับลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยที่กําลังศึกษา  
 

ตารางที่ 6-4 คาภาระการโกงงอจากการศึกษาของ Turvey และ Marshall [23] เทียบกับคาจาก 

                   โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน 

Kantorovich Method Boundary 

condition 
Ref. [23] 

N=1 N=2 N=3 N=4 N=5 

CCCC 30.78 43.35 32.34 30.90 30.80 30.78 

CSCS 27.20 36.76 28.71 27.48 27.28 27.24 

SFSF 5.176 5.434 5.253 5.213 5.187 5.183 
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ตารางที่ 6-5 โหมดการโกงงอของแผนคอมโพสทิทีก่ารจบัยึดแบบ CCCC จากการใชจํานวนพจน 

                   ในการสมมุติคาฟงกชนัเริ่มตนตั้งแต 1 ถึง 5 พจน 

Number of N term surface with wireframe contour 

1 

  

2 

  

3 

  

4 

  

5 
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ตารางที่ 6-6 โหมดการโกงงอของแผนคอมโพสทิทีก่ารจบัยึดแบบ CCCC, CSCS และ SFSF  

                   คํานวณโดยใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชนัเริ่มตนเทากับ 5 พจน 

Boundary condition surface with wireframe contour 

CCCC 

  

CSCS 

  

SFSF 

 
 

จากการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับการแกปญหาการโกงงอ

ของแผนคอมโพสิทบางดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช พบไดวาโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นมีความ

นาเชื่อถือเนื่องจากใหคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่มีความใกลเคียงกับผล

การศึกษาในอดีต และเมื่อพิจารณาผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคา

ภาระการโกงงอ พบวาในการคํานวณหาคาภาระการโกงงอในกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ 

cross-ply การใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 และ 2 พจน จะไดคาภาระการ

โกงงอของแผนคอมโพสิทที่มีคาไมแตกตางกันมากนัก เนื่องจากคา 16D  และ 26D  ในกรณีการ

วางตัวของเสนใยแบบ cross-ply มีคาเทากับศูนย ดังนั้นในกรณีนี้การใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคา

ฟงกชันเริ่มตนเพียง 1 หรือ 2 พจน ก็ใหคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่ถูกตองแลว  

สวนกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply การใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน
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เพียง 1 พจน ยังไมสามารถใหคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอที่ถูกตองได เนื่องจาก

คาภาระการโกงงอที่ไดมีความคลาดเคลื่อนคอนขางมากเมื่อเทียบกับผลการศึกษาในอดีต แตเมื่อ

ใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนมากขึ้นทําใหไดคาภาระการโกงงอที่มีคาลูเขามากขึ้น

และทําใหรูปรางโหมดการโกงงอมีความถูกตองมากขึ้นดวย ซึ่งผลการศึกษาการเพิ่มจํานวนพจนที่

ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาภาระการโกงงอนี้สอดคลองกับการศึกษาของ Shufrin และคณะ 

[11] ดังนั้นเมื่อไดโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชสําหรับปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางที่มี

ความนาเชื่อถือแลว จะไดนําโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นนี้ไปประยุกตใชกับปญหาการสั่นสะเทือนของ

แผนคอมโพสิทบาง เพื่อศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางตามที่ไดกลาวไว

ในวัตถุประสงคของวิทยานิพนธ ดังจะไดแสดงในบทตอไป     
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บทที่  7 
 

การสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา 
 

ในบทที่ 6 ไดตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นสําหรับ

ปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบตาง ๆ พบวา

สามารถหาคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอไดอยางนาเชื่อถือ ดังนั้นในบทนี้จะไดนํา

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดจากการศึกษาในบทที่ 6 มาประยุกตใชกับปญหาการสั่นสะเทือน โดย

หัวขอที่ตองการศึกษาในบทนี้ไดแก การศึกษาผลของจํานวนพจนที่เพิ่มข้ึนในฟงกชันเริ่มตน

สําหรับปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทวามีผลตอคําตอบที่ไดอยางไร ศึกษาจํานวน

สัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ใชในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่ทําใหผลเฉลยมีคาลูเขา ศึกษาผล

ของคา 16D และ 26D ตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ และศึกษาผลของขนาดสัดสวนของ

ชิ้นงานและองศาการวางตัวของเสนใยตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท  
 

7.1 รายละเอยีดของโครงสรางแผนบางที่ใชศกึษา 
 

รายละเอียดของโครงสรางแผนบางที่ใชศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนดวยระเบียบวิธี

แคนโทโรวิชในวิทยานิพนธนี้ มีลักษณะดังนี้ 

1.  คุณสมบัติทางกลของวัสดุ 

1.1 กรณีโครงสรางแผนบางเปนแผนคอมโพสิท กําหนดวัสดุเปนกราไฟต-อีพอกซ่ี           

(T300/5208) ตามเอกสารอางอิง [24] ซึ่งมีคุณสมบัติดังนี้  
                         1 132E =  GPa         2 10.8E =  GPa         12 5.65G =  GPa      

                         12 0.24v =               1540ρ =  3/kg m  

1.2 กรณีโครงสรางเปนวัสดุไอโซโทรปค กําหนดใหมีคุณสมบัติดังนี ้

                   70E =  GPa           12 0.3v =           1540ρ =  3/kg m     
2.  กําหนดใหขนาดความยาวของแผนคอมโพสิทในแนวแกน x  เทากับ a  และความกวางตาม

แนวแกน y  เทากับ b  ความหนาของแผนลามิเนตเทากับ t  โดยขนาดสัดสวนของชิ้นงาน

เทากับ /a b  ซึ่งกําหนดใหความกวางคงที่เสมอคือ 0.3b = m  และมุมองศาการวางตัวของ

เสนใยเทียบกันแกน x  เทากับ θ  ดังรูปที่ 3.3  ก  

3.  เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดที่ใชศึกษาสําหรับปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท จะอกัษร

ยอแสดงลักษณะการจับยึดและระบบแกนพิกัด ดังแสดงในรูปที่ 5.3  



 

 

       
              

76 

7.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการแกปญหาการสั่นสะเทือน  
 

เพื่อความนาเชื่อถือสําหรับการศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท จึงตอง

ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับแกปญหาการสั่นสะเทือนที่ประยุกตมา

จากปญหาการโกงงอกอน วิธีการตรวจสอบทําโดยหาคาความถี่ธรรมชาติจากโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประยุกตใชสําหรับปญหาการสั่นสะเทือนเปรียบเทียบกับคาความถี่ธรรมชาติของ

การศึกษาที่ผานมาในอดีตของ Leissa [12] ซึ่งถือวาเปนผลการศึกษาที่มีความนาเชื่อถือและถูก

ใชอางอิงในการศึกษาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางในหลาย ๆ การศึกษา Leissa ศึกษา

แผนบางรูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัสที่มีคุณสมบัติเปนไอโซโทรปคที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบดานใด

ดานหนึ่งหรือหลาย ๆ ดาน ผสมกันระหวางการจับยึดแบบงาย แบบยึดแนน หรือแบบอิสระ โดย

วิธีการวิเคราะหสมการครอบคลุมรวมกับวิธีการเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีริทซ  ในการศึกษานี้จะ

พิจารณาชิ้นงานภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดสามแบบคือ SSSF, SCSF และ SCSC โดย

พิจารณาการสั่นสะเทือนหกโหมดแรก คาความถี่ธรรมชาติแสดงในรูปพารามิเตอรไรหนวย 
2 1/2( / )a Dλ ω ρ=  ผลการเปรียบเทียบแสดงไวในตารางที่ 7-1 โดยผลการศึกษาของ Leissa 

แสดงไวในชอง Leissa สวนผลที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนแสดงในชอง KM โดย 

N คือจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน ในการศึกษานี้ใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชัน

เร่ิมตนตั้งแต 1 ถึง 4 พจน จากตารางที่ 7-1 พบวาคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากการแกปญหาดวย

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีคาเทากันตั้งแตการใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 

พจนขึ้นไปทุกโหมดที่ศึกษา เมื่อนําคาความถี่ธรรมชาติที่คํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอรมา

เปรียบเทียบกับผลการศึกษาของ Leissa พบวา ในกรณีการจับยึดแบบ SSSF และ SCSF ได

คาความถี่ธรรมชาติเทากันทุกโหมดที่ศึกษา สวนในกรณีการจับยึดแบบ SCSC ยังมีบางโหมดการ

ส่ันสะเทือนที่มีคาความถี่ธรรมชาติตางกัน โดยการสั่นสะเทือนในโหมดที่หกมีความแตกตางกัน

มากที่สุดโดยมีคาเพียง 0.007 เปอรเซ็นตเทานั้น ซึ่งถือวามีความคลาดเคลื่อนนอยมาก  แสดงวา

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนมีความนาเชื่อถือสําหรับการคํานวณคาความถี่ธรรมชาติของ

แผนบางที่มีคุณสมบัติเปนไอโซโทรปคโดยใชจํานวนพจนท่ีใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับและ

มากกวา 1 พจน อยางไรก็ตามวิทยานิพนธนี้ตองการศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอม

โพสิท ดังนั้นกอนที่จะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดจากหัวขอนี้ไปใชสําหรับกรณีของแผนคอมโพ

สิท จึงควรศึกษาผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาความถี่ธรรมชาติ

ของแผนคอมโพสิทเสียกอนเพื่อใหไดจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนที่เหมาะสมในการ

แกปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทตอไป 
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ตารางที่ 7-1 คาความถี่ธรรมชาติ (λ ) จากการศึกษาของ Leissa [12] เทียบกับคาจากโปรแกรม 

                   คอมพิวเตอรทีป่ระดิษฐขึ้น โดยใช 0.3υ =   

Mode Boundary 

condition 
Solution 

1 2 3 4 5 6 

Leissa 11.68 27.76 41.20 59.07 61.86 90.29 

N=1 11.68 27.76 41.20 59.07 61.86 90.29 

N=2 11.68 27.76 41.20 59.07 61.86 90.29 

N=3 11.68 27.76 41.20 59.07 61.86 90.29 

SSSF 
KM 

N=4 11.68 27.76 41.20 59.07 61.86 90.29 

Leissa 12.69 33.06 41.70 63.01 72.40 90.61 

N=1 12.69 33.06 41.70 63.01 72.40 90.61 

N=2 12.69 33.06 41.70 63.01 72.40 90.61 

N=3 12.69 33.06 41.70 63.01 72.40 90.61 

SCSF 
KM 

N=4 12.69 33.06 41.70 63.01 72.40 90.61 

Leissa 28.946 54.743 69.320 94.584 102.213 129.086 

N=1 28.950 54.743 69.327 94.585 102.216 129.095 

N=2 28.950 54.743 69.327 94.585 102.216 129.095 

N=3 28.950 54.743 69.327 94.585 102.216 129.095 

SCSC 
KM 

N=4 28.950 54.743 69.327 94.585 102.216 129.095 
 

7.3 ผลของจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาความถี่ธรรมชาติ 
 

การศึกษาในหวขอนี้ตองการทราบผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน

ตอคาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางแผนบาง เพื่อจะไดใชจํานวนพจนในฟงกชันเริ่มตนอยาง

เหมาะสมในการแกปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทสําหรับการวางตัวของเสนใยในแตละ

กรณี ในการศึกษาจะใชคาฟงกชันที่มีจํานวนพจนเร่ิมตนเทากับ 1 ถึง 5 พจน เพื่อพิจารณา

ความสัมพันธของจํานวนพจนกับคาความถี่ธรรมชาติ โดยโครงสรางแผนบางที่ศึกษาเปนแผนบาง

รูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัส มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดทั้งหมดสามแบบคือ CCCC, CCSS และ SCSF ซึ่ง

เปนการจับยึดที่มีเงื่อนไขการจับยึดเหมือนกันท้ังสี่ดาน การจับยึดที่มีเงื่อนไขการจับยึดแบบผสม

สองเงื่อนไข และการจับยึดที่มีเงื่อนไขการจับยึดแบบผสมสามเงื่อนไขตามลําดับ ทั้งนี้เพื่อให



 

 

       
              

78 

การศึกษามีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดที่หลากหลายรูปแบบ  ในแตละเงื่อนไขการจับยึดจะหา

คาความถี่ธรรมชาติที่อยูในหนวย rad/s ของแผนคอมโพสิทที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ 

[0/90]2S, [±45]2S และ [45/-45/45] และแผนบางที่มีคุณสมบัติแบบไอโซโทรปค โดยคุณสมบัติทาง

กลของโครงสรางแผนบางที่ศึกษาเปนไปตามหัวขอที่ 7.1 และพิจารณาการสั่นสะเทือนโหมดแรก

ของแผนบาง ผลการศึกษาแสดงในตารางที่ 7-2  
 

ตารางที่ 7-2 คาความถี่ธรรมชาติ (rad/s) ของโครงสรางแผนบางเมื่อใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคา 

                   ฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 ถึง 5 พจน 

Number of N term 
Boundary condition 

Stacking 

sequence 1 2 3 4 5 

Isotropic 103.64 103.60 103.60 103.60 103.60 

[0/90]2S 723.95 723.93 723.93 723.93 723.93 

[±45]2S 703.36 693.78 693.60 693.59 693.58 
CCCC 

[45/-45/45] 263.26 238.30 236.87 236.75 236.71 

Isotropic 77.90 77.89 77.89 77.89 77.89 

[0/90]2S 510.31 513.30 513.30 513.30 513.30 

[±45]2S 560.05 551.83 551.65 551.64 551.62 
CCSS 

[45/-45/45] 210.02 186.98 184.65 184.03 183.84 

Isotropic 36.53 36.53 36.53 36.53 36.53 

[0/90]2S 272.18 272.18 272.18 272.18 272.18 

[±45]2S 248.74 246.03 245.95 245.93 245.92 
SCSF 

[45/-45/45] 85.50 77.98 77.25 77.03 76.95 
 

จากผลการศึกษาในตารางที่ 7-2 พบวากรณีแผนบางที่มีคุณสมบัติเปนไอโซโทรปค

คาความถี่ธรรมชาติที่ไดมีคาลูเขาสูคําตอบตั้งแตการใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน

เพียง 1 หรือ 2 พจนเทานั้น เชนเดียวกับกรณีของแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 

cross-ply คือ แผนบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S สวนในกรณีแผนคอมโพ

สิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply คือ แผนบางที่มีลําดับชั้นการวางตัวแบบ [±45]2S และ

แบบ [45/-45/45] จะตองใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเพื่อใหคําตอบมีคาลูเขา

มากกวากรณีที่ชิ้นงานมีคุณสมบัติเปนไอโซโทรปคและกรณีชิ้นงานเปนแผนคอมโพสิทที่มีการ
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วางตัวของเสนใยแบบ cross-ply เนื่องจากคา 16D  และ 26D  ของแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัว

ของเสนใยแบบ angle-ply มีคาไมเทากับศูนย ทําใหสมการเชิงอนุพันธสามัญและสมการเงื่อนไข

ขอบเขตที่ใชแกปญหาคาเจาะจงตามสมการ (4-58) และสมการ (4-60 ถึง 4-63) สําหรับดานที่

สมมุติใหทราบคาฟงกชันในทิศ y  และสมการ (4-74) และสมการ (4-76 ถึง 4-79) สําหรับดานที่

สมมุติใหทราบคาฟงกชันในทิศ x  มีความซับซอนมากกวา   

แมวาการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนจะทําใหคาความถี่ธรรมชาติ

ลูเขาสูคําตอบมากขึ้น แตการเพิ่มจํานวนพจนดังกลาวก็ทําใหสมการทางคณิตศาสตรที่ใชในการ

แกปญหามีจํานวนมากขึ้นและมีความซับซอนมากตามไปดวย สงผลใหการประมวลผลจาก

โปรแกรมคอมพิวเตอรตองใชเวลาและใชหนวยความจํามากขึ้น  ดังนั้นในการศึกษาปญหาการ

สั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทในวิทยานิพนธนี้ จะใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน

เทากับ 2 พจน สําหรับการศึกษาแผนคอมโพสิทท่ีมีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply ซึ่งเพียง

พอที่จะใหคาความถี่ธรรมชาติที่ลูเขาสูคําตอบแลว แตสําหรับการศึกษาแผนคอมโพสิทที่มีการ

วางตัวของเสนใยแบบ angle-ply จะใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 3 พจน 

ดวยเหตุผลคือ เวลาที่ใชในการคํานวณแตละรอบสําหรับการใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชัน

เร่ิมตนเทากับ 3 พจน ไมมากนักคือประมาณ 10 นาที แตถาใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชัน

เร่ิมตนเทากับ 4 พจน จะใชเวลาในการคํานวณแตละรอบประมาณ 30 นาที ซึ่งถือวาคอนขางมาก

เนื่องจากในการหาผลเฉลยของปญหาแตละคาจะตองใชการคํานวณมากกวาหนึ่งรอบ และอีก

ประเด็นหนึ่งก็คือคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากการใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน

เทากับ 3 และ 4 พจนนั้นมีความแตกตางกันไมมากนัก จากตารางที่ 7-2 พบวาคาความถี่

ธรรมชาติของการใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนทั้งสองคา มีความแตกตางมากสุดใน

กรณีการจับยึดแบบ CCSS ที่ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [45/-45/45] ซึ่งมีคาความ

แตกตางเทากับ 0.34 เปอรเซ็นต สวนคาความแตกตางนอยสุดคือกรณีการจับยึดแบบ CCCC ที่

ลําดับช้ันการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S โดยมีคาความแตกตางกันเพียง 0.001 เปอรเซ็นต

เทานั้น อยางไรก็ตามฟงกชันเริ่มตนที่มีจํานวนพจนหนึ่ง ๆ จะมีจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน

เร่ิมตนต่ําสุดคาหนึ่งที่ทําใหคาเจาะจงของปญหาเจาะจงมีคาลูเขา ซึ่งตัวอยางของจํานวน

สัมประสิทธิ์ของฟงกชันเร่ิมตนตอการลูเขาของผลลัพธจะมีลักษณะดังแสดงไวในรูปที่ 5.6 ดังนั้น

เพื่อความถูกตองของคําตอบจึงจําเปนอยางยิ่งที่จะตองศึกษาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน

เร่ิมตนที่ทําใหคาเจาะจงมีคาลูเขาดวย  
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7.4 ผลของจาํนวนสัมประสิทธิข์องฟงกชันเริ่มตนตอการลูเขาของคาเจาะจง 
 

หัวขอนี้จะศึกษาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ทําใหคาเจาะจงมีคาลูเขาเพื่อให

ไดจํานวนสัมประสิทธิ์ที่เหมาะสมในการแกปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทในแตละกรณี 

แตเนื่องจากเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดและขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีหลายกรณี จึงยากตอ

การศึกษาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ทําใหคาเจาะจงมีคาลูเขาไดครบทุกกรณี ดังนั้น

การศึกษาในหัวขอนี้จึงเลือกเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดเชนเดียวกับการศึกษาจํานวนพจนที่ใช

สมมุติคาฟงกชันเร่ิมตนในหัวขอที่ผานมา ดวยเหตุผลเดียวกันคือเพื่อศึกษาชิ้นงานที่มีเงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึดที่หลากหลาย และไดเพิ่มการศึกษาในกรณีขอบเขตการจับยึดแบบงายทั้งสี่ดาน

ดวย สําหรับแผนคอมโพสิทที่ใชศึกษามีลักษณะการวางตัวของเสนใยสองแบบคือ การวางตัวของ

เสนใยแบบ cross-ply และการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply โดยแตละแบบศึกษาที่ขนาด

สัดสวนของชิ้นงานทั้งหมดสี่ขนาดสัดสวนคือ 0.5  1.0  1.5 และ 2.0 ทั้งนี้เพื่อใหเห็นความสัมพันธ

ของขนาดสัดสวนตอจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ทําใหผลเฉลยมีคาลูเขาของแตละ

ลักษณะการวางตัวของเสนใย โดยศึกษาที่การใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 

ถึง 3 พจน ผลการศึกษาของแตละกรณีแสดงไวในกราฟรูปที่ 7.1 ซึ่งประกอบดวยกราฟทั้งหมดสี่

กราฟตามเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดคือ CCCC, CCSS, SCSF และ SSSS แตละกราฟแบง

การศึกษาออกเปนสองสวนคือ กรณีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply ซึ่งศึกษาชิ้นงานที่มีการ

วางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S และแบบ angle-ply ศึกษาชิ้นงานที่มีลําดับช้ันการวางตัวของเสน

ใยแบบ [±45]2S จากกราฟพบวาสําหรับการใชจํานวนฟงกชันเริ่มตนเทากันกรณีของแผนคอมโพ

สิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply มีแนวโนมการใชจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน

เร่ิมตนเพื่อใหไดคาเจาะจงที่มีคาลูเขามากกวาในกรณีที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply 

ดวยเหตุผลคลายกับกรณีการศึกษาจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนกลาวคือ ในกรณีแผน

คอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply คา 16D  และ 26D  มีคาไมเทากับศูนย ดังนั้น

ในการแกปญหาคาเจาะจงของปญหา สมาชิกในแตละตําแหนงของเมตริกซ [ ]F  ในสมการที่    

(5-2) จะมีขนาดใหญกวากรณีที่คา 16D  และ 26D  มีคาเทากับศูนย ทําใหในกรณีแผนคอมโพสิทที่

มีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply ตองการจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนมากกวา

เพื่อใหไดคาเจาะจงที่ทําใหสมการสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตในปญหาที่กําลังศึกษาอยู 

การศึกษายังพบอีกวาเมื่อจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเพิ่มข้ึนจะตองใชจํานวน

สัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนมากขึ้นดวย ทั้งนี้เนื่องจากผลคูณของฟงกชัน ( )X x  และฟงกชัน 

( )Y y  ในฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ ในสมการ (4-7) มีจํานวนพจนเพิ่มข้ึนตามจํานวนพจนที่
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ใชสมมุติคาฟงกชันเร่ิมตน ซึ่งทําใหเมตริกซ [ ]F  ในการแกปญหาคาเจาะจงมีขนาดของเมตริกซ

เพิ่มข้ึนเปน 4 4N N×  ดังนั้นจึงตองการจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนมากขึ้นเพื่อใหไดคา

เจาะจงที่ทําใหสมการสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต   

อีกขอสรุปหนึ่งที่ไดจากการศึกษาในหัวขอนี้คือการเพิ่มจํานวนพจนของฟงกชันเริ่มตนไม

ทําใหจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชนัเริ่มตนที่ทําใหคาเจาะจงมีคาลูเขาของขนาดสัดสวนหนึ่ง ๆ มี

คามากกวาหรือนอยกวาเสมอไป ดังเชนในกรณีชิ้นงานที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [±45]2S ของ

เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ SCSF เมื่อจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 2 พจน

สําหรับขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 1.5 จะใชจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนมากกวา

ชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 2.0 แตเมื่อใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน

เพิ่มข้ึนเปน 3 พจน สําหรับชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนเทากับ 1.5 จะใชจํานวนสัมประสิทธิ์ของ

ฟงกชันเริ่มตนนอยกวาชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 2.0 ดังนั้นในการกําหนด

จํานวนสัมประสิทธของฟงกชันเริ่มตนเพื่อใชในการคํานวณคาความถี่ธรรมชาติหรือคาภาระการ

โกงงอของแผนคอมโพสิทดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชจึงควรเผื่อจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน

เร่ิมตนไวดวย อยางไรก็ตามการใชจํานวนสมัประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนมากเกินไปก็ตองใชเวลา

ในการคํานวณมากขึ้น การเลือกจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่เหมาะสมและเพียงพอตอ

การลูเขาของคาเจาะจง จะตองพิจารณาลักษณะตาง ๆ ของชิ้นงานประกอบกัน ไดแก เงื่อนไข

ขอบเขตการจับยึดของชิ้นงาน ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใย รวมถึงขนาดสัดสวนของชิ้นงาน โดย

ในการศึกษาปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทในวิทยานิพนธนี้ จะใชจํานวนสัมประสิทธิ์

ของฟงกชันเริ่มตนเทากับ 150 ตัว สําหรับแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply 

และใชจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนเทากับ 200 ตัว สําหรับแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัว

ของเสนใยแบบ angle-ply 
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รูปที่ 7.1 กราฟแสดงความสัมพันธของขนาดสัดสวนและมุมการวางตัวของเสนใยของเงื่อนไข 

                  ขอบเขตตาง ๆ ตอจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ทาํใหผลเฉลยมีคาลูเขา 
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7.5 พฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท 

 

การศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทในหัวขอนี้แบงออกเปนสามสวน

คือ ศึกษาผลของคา 16D และ 26D ตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ ศึกษาผลของขนาด

สัดสวนของชิ้นงานและองศาการวางตัวของเสนใยของแผนคอมโพสิทที่มีตอพฤติกรรมการ

สั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท อันดับแรกเพื่อแสดงใหเห็นวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน

รวมถึงขอสรุปที่ไดจากการศึกษาจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนและจํานวนสัมประสิทธิ์

ของฟงกชันเริ่มตนในสองหัวขอที่ผานมาสามารถนํามาคํานวณหาคาความถี่ธรรมชาติของแผน

คอมโพสิทไดอยางนาเชื่อถือ ทําไดโดยนําคาความถี่ธรรมชาติที่คํานวณไดจากโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนเปรียบเทียบกับผลการศึกษาในเอกสารอางอิง [22, 25, 26] ซ่ึงไดศึกษา

การสั่นสะเทือนหาโหมดแรกของแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยทั้งแบบ cross-ply และ

แบบ angle-ply ผลการศึกษาในเอกสารอางอิงหาคาความถี่ธรรมชาติดวยวิธีเชิงตัวเลข โดย

การศึกษาของเอกสารอางอิง [22] ใชระเบียบวิธี Element free Galerkin Method สวนการศึกษา

ของเอกสารอางอิง [25, 26] ใชระเบียบวิธีริทซเหมือนกันแตสมมุตฟิงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบ

ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดตางกัน โดยการศึกษาในเอกสารอางอิง [25] ใชฟงกชัน

ของอนุกรมซายน สวนการศึกษาในเอกสารอางอิง [26] จะใชฟงกชันโพลีโนเมียล คาความถี่

ธรรมชาติที่เปรียบเทียบอยูในรูปพารามิเตอรไรหนวยตามสมการ (5-3) ผลการศึกษาแสดงใน

ตารางที่ 7-3 และ 7-4 โดยตารางที่  7-3 แสดงคาความถี่ธรรมชาติของชิ้นงานที่มีการจับยึดแบบ

งายทั้งสี่ดาน ผลการศึกษาจากเอกสารอางอิง [22, 25, 26] แสดงในชอง Ref.[22], Ref.[25] และ 

Ref.[26] ตามลําดับ ตารางที่ 7-8 แสดงคาความถี่ธรรมชาติของชิ้นงานที่มีการจับยึดแบบยึดแนน

ทั้งสี่ดาน ผลการศึกษาจากเอกสารอางอิง [22, 26] แสดงในชอง Ref.[22] และ Ref.[26] 

ตามลําดับ สวนคาความถี่ธรรมชาติที่คํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอร แสดงในชอง Present 

ของทั้งสองตาราง 

จากตารางที่ 7-3 และ 7-4 พบวาคาความถี่ธรรมชาติที่คํานวณไดในกรณีแผนคอมโพสิทที่

มีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply จะมีคานอยกวาผลการศึกษาที่นํามาเปรียบเทียบทุกโหมด

การสั่นสะเทือน สวนคาความถี่ธรรมชาติในกรณีแผนคอมโพสิทท่ีมีการวางตัวของเสนใยแบบ 

angle-ply โดยสวนมากคาที่ไดจากการคํานวณจะมีคาสูงกวาผลการศึกษาที่นํามาเปรียบเทียบใน

โหมดการสั่นสะเทือนสูง ๆ แตยังมีคาใกลเคียงกัน ดังนั้นแสดงวาการแกปญหาการสั่นสะเทอืนดวย

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชสามารถคํานวณคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของ
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แผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบตาง ๆ ไดอยางนาเชื่อถือ ในลําดับถัดไปจะนํา

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดไปศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท  
 

ตารางที่ 7-3 คาความถี่ธรรมชาติภายใตการจับยึดแบบงายทัง้สี่ดาน จากการศึกษาของ

เอกสารอางอิง [22, 25, 26] เทียบกับคาจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น 

Mode 
Stacking sequence Solution 

1 2 3 4 5 

Ref. [22] 15.18 33.34 44.51 60.79 64.80 

Ref. [25] 15.19 33.30 44.42 60.77 64.53 

Ref. [26] 15.19 33.31 44.52 60.78 64.55 
[0]3 

Present  15.17 33.25 44.39 60.68 64.46 

Ref. [22] 15.41 34.15 43.93 60.91 66.94 

Ref. [25] 15.43 34.09 43.87 60.85 66.67 

Ref. [26] 15.37 34.03 43.80 60.80 66.56 
[15/-15/15] 

Present  15.40 34.03 43.83 60.75 66.62 

Ref. [22] 15.88 35.95 42.63 61.54 72.12 

Ref. [25] 15.90 35.86 42.62 61.45 71.71 

Ref. [26] 15.86 35.77 42.48 61.27 71.41 
[30/-30/30] 

Present  15.86 35.77 42.58 61.31 71.88 

Ref. [22] 16.11 37.04 41.80 61.94 78.03 

Ref. [25] 16.14 36.93 41.81 61.85 77.04 

Ref. [26] 16.08 36.83 41.67 61.65 76.76 
[45/-45/45] 

Present  16.10 36.87 41.82 61.68 78.57 

Ref. [22] 15.18 33.82 44.14 60.79 66.12 

Ref. [25] N/A N/A N/A N/A N/A 

Ref. [26] N/A N/A N/A N/A N/A 
[0/90/0] 

Present  15.17 33.73 44.02 60.68 65.77 
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ตารางที่ 7-4 คาความถี่ธรรมชาติภายใตการจับยึดแบบยึดแนนทั้งสีด่าน จากการศึกษาของ

เอกสารอางอิง [22, 26] เทยีบกับคาจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น 

Mode 
Stacking sequence Solution 

1 2 3 4 5 

Ref. [22] 29.27 51.21 67.94 86.25 87.97 

Ref. [26] 29.13 50.82 67.29 85.67 87.14 [0]3 

Present  29.08 50.78 67.26 85.59 87.06 

Ref. [22] 29.07 51.82 66.54 85.17 90.56 

Ref. [26] 28.92 51.43 65.92 84.55 89.76 [15/-15/15] 

Present  28.89 51.39 65.89 84.49 89.68 

Ref. [22] 28.69 53.57 63.24 84.43 96.13 

Ref. [26] 28.55 53.15 62.71 83.83 95.21 [30/-30/30] 

Present  28.51 53.11 62.67 83.79 95.42 

Ref. [22] 28.50 55.11 60.91 84.25 103.2 

Ref. [26] 28.38 54.65 60.45 83.65 102.0 [45/-45/45] 

Present 28.33 54.64 60.47 83.62 103.9 

Ref. [22] 29.27 51.93 67.40 86.25 89.76 

Ref. [26] N/A N/A N/A N/A N/A [0/90/0] 

Present 29.08 51.48 66.72 85.59 88.82 
 

7.5.1 ผลของคา 16D และ 26D ตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ 
 

ในหัวขอที่ 7.3 และ 7.4 ไดศึกษาจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนและจํานวน

สัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนสําหรับปญหาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบาง พบวาคา 16D  

และ 26D  ของโครงสรางแผนบางมีผลตอจํานวนพจนและจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตน 

โดยกรณีที่โครงสรางมีคา 16D  และ 26D  ไมเทากับศูนย จะตองใชจํานวนพจนของฟงกชันเริ่มตน

และจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนเพื่อทําใหไดคาเจาะจงที่มีคาลูเขามากกวากรณี

โครงสรางที่มีคา 16D  และ 26D  เทากับศูนย เนื่องจากคา 16D  และ 26D  จะสงผลทําใหรูปรางการ

ส่ันสะเทือนของแผนคอมโพสิทเกิดการดัดพรอมกับบิด (bending-twisting coupling) และจากผล

การศึกษาในตารางที่ 7-3 และ 7-4 พบวาคาความถี่ธรรมชาติที่คํานวณดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวชิ 
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ของแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply มีแนวโนมไมลูเขาสูคําตอบมากขึ้น 

ดังนั้นในหัวขอนี้จึงศึกษาผลกระทบของคา 16D  และ 26D  ของโครงสรางแผนบางตอพฤติกรรม

การสั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ โดยศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนหาโหมดแรกของชิ้นงานที่มี

คุณสมบัติสองแบบคือ โครงสรางแผนบางที่เปนวัสดุไอโซโทรปคและแผนบางที่เปนคอมโพสิท โดย

พิจารณาชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนเทากับหนึ่ง ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดสามแบบคือ 

CCCF, SCSC และ CSSC ในกรณีแผนคอมโพสทิศึกษาชิ้นงานที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใย

แตกตางกันสามแบบคือ [0/90]2S, [±45]2S และ [45]8 ซึ่งคา 16D  และ 26D  ของโครงสรางที่มีการ

วางตัวแบบ [0/90]2S และโครงสรางแผนบางที่เปนวัสดุไอโซโทรปคมีคาเทากับศูนย สวนคา 16D  

และ 26D สําหรับกรณีการวางตัวแบบ [45]8 มีคาสูงกวากรณีการวางตัวแบบ [±45]2S ตารางที่ 7-5 

ถึง 7-7 แสดงคาความถี่ธรรมชาติในหนวย rad/s สําหรับชิ้นงานที่มีเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ 

CCCF, SCSC และ CSSC ตามลําดับ ชอง KM เปนคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากการคํานวณดวย

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนโดยใชจํานวนพจนในการคํานวณเทากับ 3 พจน สวนชอง Ritz 

Method คือคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากระเบียบวิธีริทซ ที่ใชจํานวนพจนในการคํานวณเทากับ 

100 พจน เพื่อเปรียบเทียบคาความถี่ธรรมชาติจากทั้งสองวิธี  
 

ตารางที่ 7-5 คาความถี่ธรรมชาติ (rad/s) ของโครงสรางแผนบางภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด 

                   แบบ CCCF ที่กรณีศึกษาแบบตาง ๆ 

Mode 
Case study Solution 

1 2 3 4 5 

KM 68.89 115.19 182.03 220.87 232.00 
Isotropic 

Ritz Method 69.06 115.23 182.57 220.89 232.26 

KM 581.76 746.21 1332.78 1584.60 1698.81 
[0/90] 2S 

Ritz Method 581.77 746.21 1332.78 1584.65 1698.83
 
 

KM 423.38 811.65 1093.31 1461.34 1642.47
 
 

[± 45] 2S 
Ritz Method 428.81 812.97 1108.09 1459.29 1684.13

 
 

KM 360.24 641.00 970.48 1076.88 1484.44a 

[45] 8 
Ritz Method 365.84 646.06 982.68 1080.80 1477.78 
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ตารางที่ 7-6 คาความถี่ธรรมชาติ (rad/s) ของโครงสรางแผนบางภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด 

                   แบบ SCSC ที่กรณีศึกษาแบบตาง ๆ 

Mode 
Case study Solution 

1 2 3 4 5 

KM 83.35 157.60 199.59 272.31 294.28 
Isotropic 

Ritz Method 83.35 157.61 199.59 272.32 294.29 

KM 505.52 1130.15 1197.22 1626.72 2276.08 
[0/90] 2S 

Ritz Method 505.52 1130.15 1197.22 1626.72 2276.08 

KM 575.22 1080.75 1329.40 1841.83 2039.31 
[± 45] 2S 

Ritz Method 575.79 1082.20 1329.92 1842.04 2039.01 

KM 500.39 833.13 1275.34 1859.57b 1966.47c 
[45] 8 

Ritz Method 504.85 842.59 1265.07 1301.94
 
 1822.51 

 

ตารางที่ 7-7 คาความถี่ธรรมชาติ (rad/s) ของโครงสรางแผนบางภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด 

                   แบบ CSSC ที่กรณีศึกษาแบบตาง ๆ 

Mode 
Case study Solution 

1 2 3 4 5 

KM 77.89 174.29 175.02 267.28 330.02 
Isotropic 

Ritz Method 77.89 174.29 175.00 267.29 329.81 

KM 510.30 1044.37 1342.16 1679.86 2005.97 
[0/90] 2S 

Ritz Method 510.30 1044.37 1342.15 1679.85 2005.96 

KM 549.16 1129.09 1240.65 1870.16 2176.81d 
[± 45] 2S 

Ritz Method 549.96 1129.53 1239.86 1871.29 2124.69 

KM 465.48 845.45 1218.48 1922.97e 2101.11f 
[45] 8 

Ritz Method 471.90 855.45 1202.84 1309.23 1843.83 
 

หมายเหตุ: superscript ที่ a ถึง f ในตารางที่ 7-5 ถึง 7-7 คือ รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนที่แตกตางกันจากการ     

                   คํานวณทั้งสองระเบียบวิธี โดยรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนที่แตกตางกันนี้ไดแสดงในตารางที่  7-8 
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จากตารางที่ 7-5 ถึง 7-7 พบวาโครงสรางแผนบางที่มีคา 16D  และ 26D  เทากับศูนย  

คาความถี่ธรรมชาติและรูปรางการสั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ ที่ไดจากระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีความ

นาเชื่อถือเนื่องจากคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางการสั่นสะเทือนที่ไดมีคาใกลเคียงกับการ

คํานวณดวยระเบียบวิธีริทซ สําหรับแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [± 45]2S พบวา

การหาคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางการสั่นสะเทือนที่โหมดสูงขึ้นสวนใหญยังคงมีความ

นาเชื่อถือเนื่องจากคาความถี่ธรรมชาติจากการคํานวณทั้งสองระเบียบวิธียังคงมีคาใกลเคียงกัน มี

บางเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดที่คาความถี่ธรรมชาติที่โหมดสูง ๆ จากการคํานวณทั้งสองระเบียบ

วิธีมีคาแตกตางกันพอสมควร ไดแก การสั่นสะเทือนโหมดที่หาสําหรับชิ้นงานที่มีการจับยึดแบบ 

CSSC ซึ่งรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนในกรณีนี้จากการคํานวณทั้งสองวิธีมีลักษณะแตกตางกัน

ดวย ดังแสดงในกรณี d ในตารางที่ 7-8 สําหรับแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8 

ซึ่งมีคา 16D  และ 26D  มากที่สุดในการศึกษานี้ พบวาเมื่อโหมดการสั่นสะเทือนสูงขึ้นการหา

คาความถี่ธรรมชาติดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชมีความนาเชื่อถือนอยลงเนื่องจากเมื่อนําคาที่ไดไป

เปรียบเทียบกับคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีริทซจะมีคาแตกตางกัน

คอนขางมาก และรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนก็มีลักษณะแตกตางกัน ไดแก การสั่นสะเทือนโหมด

ที่หาสําหรับชิ้นงานที่มีการจับยึดแบบ CCCF แสดงในกรณี a  การสั่นสะเทือนโหมดที่ส่ีและหา

สําหรับชิ้นงานที่มีการจับยึดแบบ SCSC แสดงในกรณี b และ c และการสั่นสะเทือนโหมดที่ส่ีและ

หาสําหรับช้ินงานที่มีการจับยึดแบบ CSSC แสดงในกรณี e และ f  โดยลักษณะรูปรางการ

ส่ันสะเทือนที่แตกตางกันจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีทั้งสองแสดงในตารางที่ 7-8 จากผล

การศึกษาในหัวขอนี้สามารถสรุปไดวาโครงสรางแผนบางที่มีคา 16D  และ 26D  สูงทําใหการหา

คาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่โหมดการ

ส่ันสะเทือนสูง ๆ ทําไดยากขึ้น การจะใชระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการคํานวณหาคาความถี่

ธรรมชาติของแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply ที่โหมดการสั่นสะเทือนสูง ๆ 

ใหแมนยํา จะตองใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนและจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน

เร่ิมตนมากขึ้นกวาที่ไดกําหนดในหัวขอที่ 7.3 และ 7.4 สวนคาความถี่ธรรมชาติของแผนคอมโพสิท

ที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply หรือแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-

ply ที่โหมดการสั่นสะเทือนต่ํา ๆ ยังใหผลเฉลยที่มีคานาเชื่อถืออยู โดยการศึกษาในหัวขอถัดไปจะ

ใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนและจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนตามที่ได

กําหนดในหัวขอที่ 7.3 และ 7.4 เนื่องจากจะศึกษาผลของขนาดสัดสวนของชิ้นงานและองศาการ

วางตัวของเสนใยตอพฤตกิรรมการสั่นสะเทือนที่สามโหมดแรกเทานั้น 
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ตารางที่ 7-8 รูปรางการสั่นสะเทือนที่แตกตางกนัจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชกับ

ระเบียบวิธีริทซ 

Mode shape 
case 

Kantorovich Method Ritz Method 

a 

  

b 

  

c 

  

d 

  

e 
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ตารางที่ 7-8 (ตอ) 

f 

  
 

7.5.2 ผลของขนาดสัดสวนของชิ้นงานตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท 
 

ในหัวขอนี้นําเสนอการศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือน คาความถี่ธรรมชาติและรูปราง

โหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทที่ขนาดสัดสวนของชิ้นงานตาง ๆ กันหาขนาดสัดสวนคือ 

1.0  2.0  3.0  4.0 และ 5.0 ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดสองแบบคือเงื่อนไขขอบเขตการจับ

ยึดเหมือนกันทั้งสี่ดานและเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบผสม โดยพิจารณาขอบเขตการจับยึด

แบบ CCCC และ CSSC และแตละขอบเขตการจับยึดจะศึกษาชิ้นงานที่มีลําดับชั้นการวางตัวของ

เสนใยสองแบบคือ แบบ [0/90]2S และแบบ [45]8 การศึกษาในหัวขอนี้จะพิจารณาการสั่นสะเทือน

สามโหมดแรก ตารางที่ 7-9 แสดงคาความถี่ธรรมชาติของชิ้นงานขนาดตาง ๆ ในหนวย rad/s จาก

การคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร สวนรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนแบบเสนรูปรางของชิ้นงาน

ที่มีการจับยึดแบบ CCCC และมีลําดับช้ันการวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S และแบบ [45]8 

แสดงในตารางที่ 7-10 และ 7-11 ตามลําดับ รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนแบบเสนรูปรางของ

ชิ้นงานที่มีการจับยึดแบบ CSSC และมีลําดับช้ันการวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S และแบบ 

[45]8 แสดงในตารางที่ 7-12 และ 7-13 ตามลําดับ   
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ตารางที่ 7-9 คาความถี่ธรรมชาติและโหมดการสั่นสะเทอืนของแผนคอมโพสทิที่ขนาดสัดสวน                            

                   ของชิ้นงานตาง ๆ กนั 

Mode 1 Mode 2 Mode 3 
Boundary 

condition 

Stacking 

sequence 

Aspect 

ratio ω  
(rad/s) 

mode ω  
(rad/s) 

mode ω  
(rad/s) 

mode 

1.0 723.93 [1,1] 1310.26 [1,2] 1660.22 [2,1] 

2.0 443.17 [1,1] 592.29 [2,1] 906.88 [3,1] 

3.0 419.54 [1,1] 459.79 [2,1] 558.83 [3,1] 

4.0 414.56 [1,1] 430.37 [2,1] 469.64 [3,1] 

[0/90]2S 

5.0 412.86 [1,1] 420.78 [2,1] 439.71 [3,1] 

1.0 613.78 [1,1] 1306.64 [1,2] 1441.15 [2,1] 

2.0 419.81 [1,1] 525.73 [2,1] 679.54 [3,1] 

3.0 397.21 [1,1] 436.69 [2,1] 504.93 [3,1] 

4.0 390.93 [1,1] 410.85 [2,1] 445.43 [3,1] 

CCCC 

[45]8 

5.0 388.36 [1,1] 400.27 [2,1] 420.83 [3,1] 

1.0 510.30 [1,1] 1044.37 [1,2] 1342.06 [2,1] 

2.0 310.07 [1,1] 453.28 [2,1] 757.95 [3,1] 

3.0 291.29 [1,1] 332.78 [2,1] 436.59 [3,1] 

4.0 286.91 [1,1] 304.00 [2,1] 347.53 [3,1] 

[0/90]2S 

5.0 285.30 [1,1] 294.17 [2,1] 315.89 [3,1] 

1.0 465.48 [1,1] 845.45 [1,2] 1218.48 [2,1] 

2.0 304.08 [1,1] 414.55 [2,1] 548.40 [3,1] 

3.0 280.28 [1,1] 325.95 [2,1] 400.70 [3,1] 

4.0 273.01 [1,1] 297.27 [2,1] 337.77 [3,1] 

CSSC 

[45]8 

5.0 269.90 [1,1] 284.83 [2,1] 309.89 [3,1] 
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ตารางที่ 7-10 รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทที่ขนาดสัดสวนของชิน้งานตาง ๆ กนั  

                     ที่ขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S 

Aspect 

ratio 
Mode 1 Mode 2 Mode 3 

1.0 

   

2.0 

   

3.0 

   

4.0 

   

5.0 
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ตารางที่ 7-11 รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทที่ขนาดสัดสวนของชิน้งานตาง ๆ กนั  

                     ที่ขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8 

Aspect 

ratio 
Mode 1 Mode 2 Mode 3 

1.0 

   

2.0 

   

3.0 

   

4.0 

   

5.0 
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ตารางที่ 7-12 รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทที่ขนาดสัดสวนของชิน้งานตาง ๆ กนั  

                     ที่ขอบเขตการจับยึดแบบ CSSC ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [0/90]2S 

Aspect 

ratio 
Mode 1 Mode 2 Mode 3 

1.0 

   

2.0 

   

3.0 

   

4.0 

   

5.0 
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ตารางที่ 7-13 รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทที่ขนาดสัดสวนของชิน้งานตาง ๆ กนั  

                     ที่ขอบเขตการจับยึดแบบ CSSC ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8 

Aspect 

ratio 
Mode 1 Mode 2 Mode 3 

1.0 

   

2.0 

   

3.0 

   

4.0 

   

5.0 
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จากตารางที่ 7-9 พบวาคาความถี่ธรรมชาติของแผนคอมโพสิทภายใตขอบเขตการจับยึด

และลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยทั้งสองแบบมีคาลดลงเสมอเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงาน

เพิ่มข้ึนโดยความกวางของชิ้นงานมีคาคงที่  จากลักษณะของรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผน

คอมโพสิทตามกรณีที่ศึกษาดังแสดงในตารางที่ 7-10 ถึง 7-13 พบวา รูปรางการสั่นสะเทือนใน

โหมดแรกไมเปลี่ยนแปลงตามขนาดสัดสวนของชิ้นงานที่เพิ่มข้ึน แตสําหรับรูปรางการสั่นสะเทือน

ในโหมดที่สูงขึ้นคือ ในโหมดที่สองและโหมดที่สามจะมีแนวโนมการเปลี่ยนแปลงรูปรางโหมดเมื่อ

ขนาดสัดสวนของชิ้นงานเพิ่มขึ้น ดังเชนรูปรางการสั่นสะเทือนในโหมดที่สองของชิ้นงานที่มีขนาด

สัดสวนเทากับ 1.0 จะมีโหมดการสั่นสะเทือนแบบ [1,2] และเมื่อเพิ่มขนาดสัดสวนเปน 2.0 ถึง 5.0 

โหมดการสั่นสะเทือนจะเปลี่ยนเปนแบบ [2,1] ซึ่งมีลักษณะคลายกับรูปรางการสั่นสะเทือนใน

โหมดที่สามคือ สําหรับชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนเทากับ 1.0 มีโหมดการสั่นสะเทือนแบบ [2,1] แต

เมื่อเพิ่มขนาดสัดสวนเปน 2.0 ถึง 5.0 โหมดการสั่นสะเทือนจะเปลี่ยนเปน [3,1] โดยพฤติกรรมการ

เปลี่ยนแปลงรูปรางของโหมดการสั่นสะเทือนและคาความถี่ธรรมชาติของแผนคอมโพสิทในโหมด

ที่สองและโหมดที่สามนี้ สามารถอธิบายไดจากความสัมพันธของคาความถี่ธรรมชาติที่ขนาด

สัดสวนของชิ้นงานตาง ๆ กัน ดังแสดงในรูปที่ 7.2 ซึ่งเปนกราฟแสดงคาความถี่ธรรมชาติที่การ

สั่นสะเทือนโหมดสามของแผนคอมโพสิทที่ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [45]8 ภายใต

เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC โดยพล็อตที่ขนาดสัดสวนของชิ้นงานตั้งแต 0.5 ถึง 1.5  
 

 
 

รูปที่ 7.2 คาความถี่ธรรมชาติและรูปรางการสั่นสะเทือนโหมดสามที่ขนาดสัดสวนของชิ้นงาน 

             ตาง ๆ กัน ของขอบเขตการจับยดึแบบ CCCC ที่การวางตัวของเสนใยแบบ [45]8 
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 จากรูปที่ 7.2 แสดงใหเห็นวามีการเปลี่ยนแปลงโหมดการสั่นสะเทือนตามขนาดสัดสวน

ของชิ้นงานที่เพิ่มข้ึน โดยการเพิ่มขนาดสัดสวนของชิ้นงานตั้งแต 0.5 ถึง 1.5 มีการเปลี่ยนแปลง

รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนทั้งหมดสี่แบบ คือ ขนาดสัดสวนของชิ้นงานเทากับ 0.5 ถึง 0.7 ได

โหมดการสั่นสะเทือนแบบ [1,3] ขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคาระหวาง 0.7 ถึง 1.0 จะไดโหมดการ

สั่นสะเทือนเปลี่ยนจาก [1,3] เปน [2,1] ตอมาเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคาระหวาง 1.0 ถึง 

1.3 จะไดโหมดการสั่นสะเทือนเปลี่ยนจาก [2,1] เปน [1,2] และเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานมีคา

ระหวาง 1.3 ถึง 1.5 จะไดโหมดการสั่นสะเทือนเปลี่ยนจาก [1,2] เปน [3,1] ซ่ึงสอดคลองกับผลใน

ตารางที่ 7-9 และสอดคลองกับรูปรางการสั่นสะเทือนในโหมดที่สามในตารางที่ 7-11  
 

7.5.3 ผลขององศาการวางตัวของเสนใยตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสทิ 
 

หัวขอนี้นําเสนอการศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือน คาความถี่ธรรมชาติและรูปรางโหมด

การสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทที่ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแตกตางกัน โดยพิจารณาแผน

คอมโพสิทที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [θ ]8 โดยมุม θ  แตกตางกัน 7 มุม คือเร่ิมจาก 

θ =0° ถึง 90° โดยเพิ่มทีละ 15° และขนาดสัดสวนของชิ้นงานที่ศึกษาเทากับหนึ่ง พิจารณา

ชิ้นงานภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดสามแบบคือ CCCF, SCSC และ CSSC โดยศึกษา

พฤติกรรมการสั่นสะเทือนสามโหมดแรกและใชจํานวนพจนในฟงกชันการคํานวณเทากับ 3 พจน 

ตารางที่ 7-14 แสดงคาความถี่ธรรมชาติที่อยูในหนวย rad/s เนื่องจากการวางตัวของเสนใยที่

แตกตางกันทั้ง 7 มุม สวนรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนแบบเสนรูปรางที่เกิดขึ้นจากการวางตัวของ

เสนใยที่แตกตางกันทั้ง 7 มุมภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ CCCF, SCSC และ CSSC 

แสดงในตารางที่  7-15 ถึง 7-17 ตามลําดับ  
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ตารางที่ 7-14 คาความถี่ธรรมชาติ (rad/s) ของแผนคอมโพสิทที่มกีารวางตัวของเสนใยแบบ [θ ]8  

                     สําหรับชิน้งานที่มีขนาดสัดสวนเทากับหนึง่ 

Stacking sequence 
Mode BC. 

[0]8 [15]8 [30]8 [45]8 [60]8 [75]8 [90]8 

CCCF 682.32 617.41 481.59 360.24 284.81 248.59 238.55 

SCSC 386.67 392.22 426.27 500.39 592.43 669.06 698.82 1 

CSSC 509.96 498.00 475.68 465.48 475.68 498.00 509.96 

CCCF 746.99 716.34 668.61 641.00 623.92 587.67 569.69 

SCSC 678.54 715.45 804.24 833.13 826.90 820.34 816.78 2 

CSSC 705.70 730.82 796.94 845.45 796.94 730.82 705.70 

CCCF 953.01 965.12 1002.17 970.48 780.32 731.66 739.41 

SCSC 1170.43 1203.24 1148.70 1275.34 1246.43 1163.30 1120.54 3 

CSSC 1111.36 1163.53 1256.66 1218.48 1256.66 1163.53 1111.36 
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ตารางที่ 7-15 รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท กรณีขอบเขตการจับยดึแบบ CCCF  

                     ที่การวางตัวของเสนใยแบบตาง ๆ 

Mode Shape Stacking 

sequence Mode 1 Mode 2 Mode 3 

[0]8 

   

[30]8 

   

[45]8 

   

[60]8 

   

[90]8 
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ตารางที่ 7-16 รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท กรณีขอบเขตการจับยดึแบบ SCSC  

                     ที่การวางตัวของเสนใยแบบตาง ๆ 

Mode Shape Stacking 

sequence Mode 1 Mode 2 Mode 3 

[0]8 

   

[30]8 

   

[45]8 

   

[60]8 

   

[90]8 
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ตารางที่ 7-17 รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท กรณีขอบเขตการจับยดึแบบ CSSC  

                     ที่การวางตัวของเสนใยแบบตาง ๆ 

Mode Shape Stacking 

sequence Mode 1 Mode 2 Mode 3 

[0]8 

   

[30]8 

   

[45]8 

   

[60]8 

   

[90]8 
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จากรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนที่แสดงในตารางที่ 7-15 ถึง 7-17 พบวา จํานวนโหมดของ

รูปรางการสั่นสะเทือนที่โหมดต่ํา ๆ จะไมเปลี่ยนแปลงตามองศาการวางตัวของเสนใยที่เพิม่ข้ึน เชน 

ที่การสั่นสะเทือนโหมดแรกจะมีรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนแบบ [1,1] เสมอ ทุกองศาการวางตัว

ของเสนใย และการสั่นสะเทือนที่โหมดสองก็มีรูปรางการสั่นสะเทือนแบบ [1,2] หรือ [2,1] เทานั้น 

แตสําหรับการสั่นสะเทือนที่โหมดสาม รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนจะมีจํานวนโหมดเปลี่ยนแปลง

ตามองศาการวางตัวของเสยใย เชน กรณีขอบเขตการจับยึดแบบ SCSC ที่มุม θ =0° มีรูปราง

โหมดการสั่นสะเทือนแบบ [1,3] เมื่อมุม θ =30° รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนเปลี่ยนเปน [2,1] 

ตอมาที่มุม θ =45° รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนเปลี่ยนจาก [2,1] เปน [1,2] และที่มุม θ =60° 

และ θ =90° รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนเปลี่ยนเปน [3,1] รูปที่ 7.3 แสดงการนําคาความถี่

ธรรมชาติจากการสั่นสะเทือนโหมดแรกและโหมดสองในตารางที่ 7-14 มาพล็อตเพื่อแสดง

ความสัมพันธกับมุมการวางตัวของเสนใย ซึ่งพบวาคาความถี่ธรรมชาติของแผนคอมโพสิทในกรณี

ที่ศึกษาที่จํานวนโหมดการสั่นสะเทือนไมเปลี่ยนแปลงตามองศาการวางตัวของเสนใยจะมีรูปแบบ

ความสัมพันธกับองศาการวางตัวของเสนใยคือ การสั่นสะเทือนโหมดแรกและโหมดที่สองที่กรณี

การจับยึดแบบ CCCF คาความถี่ธรรมชาติที่มุม θ =0° จะมีคาสูงสุดและมีคาต่ําลงเมื่อเพิ่มมุม

การวางตัวของเสนใยขึ้น จนถึงมุม θ =90° สําหรับกรณีการจับยึดแบบ SCSC คาความถี่

ธรรมชาติที่มุม θ =0° จะมีคาต่ําสุดและมีคาสูงขึ้นเมื่อเพิ่มมุมการวางตัวของเสนใยขึ้น จนถึงมุม 

θ =90° และกรณีการจับยึดแบบ CSSC คาความถี่ธรรมชาติที่มุม θ =0° จะมีคาสูงสุดและมีคา

ต่ําลงเมื่อเพิ่มมุมการวางตัวของเสนใยขึ้น โดยมีคาต่ําสุดที่มุม θ =45° เมื่อมุมการวางตัวของเสน

ใยในชวงมุม 45°<θ =90°  คาความถี่ธรรมชาติจะมีคาเพิ่มข้ึนและมีคาสูงสุดที่มุม θ =90° ซึ่งมีคา

เทากับมุมการวางตัวของเสนใยที่ θ =0° สวนการสั่นสะเทือนโหมดที่สามพบวาความสัมพันธของ

คาความถี่ธรรมชาติของแผนคอมโพสิทกับมุมการวางตัวของเสนใยของการจับยึดทั้งสามกรณี ไม

มีรูปแบบความสัมพันธที่ชัดเจนเหมือนโหมดการสั่นสะเทือนสองโหมดแรก  ดังนั้นจะเห็นไดวา

สําหรับโหมดการสั่นสะเทือนต่ํา ๆ  คาความถี่ธรรมชาติจะเปล่ียนตามองศาการวางตัวของเสนใย 

โดยการเปลี่ยนแปลงดังกลาวจะมีลักษณะอยางไรขึ้นอยูกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดดวย 
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รูปที่ 7.3 กราฟความสัมพนัธระหวางคาความถี่ธรรมชาติกับมุมการวางตัวของเสนใยของโหมดการ 

             สั่นสะเทือนสองโหมดแรก ที่ขอบเขตการจับยึดแบบ CCCF, SCSC และ CSSC 
 

 จากการศึกษาผลของขนาดสัดสวนของชิ้นงานและองศาการวางตัวของเสนใยตอ

พฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท ในหัวขอที่ 7.5.2 และ 7.5.3 พบวา มีรูปรางโหมด

การสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางโหมดที่คาความถี่ธรรมชาติยังแตกตางจากคาที่ไดจากการ

คํานวณโดยระเบียบวิธีริทซและรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนมีลักษณะไมสมมาตรกรณีเหลานั้น 

ไดแก การสั่นสะเทือนที่โหมดสามสําหรับชิ้นงานที่มีขนาดสัดสวนเทากับหนึ่งมีลําดับชั้นการวางตัว

ของเสนใยแบบ [45]8 ในกรณีขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC, CSSC, CCCF และSCSC ลําดับ

ชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ [60]8 ในกรณีขอบเขตการจับยึดแบบ CCCF และลําดับชั้นการ
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วางตัวของเสนใยแบบ [30]8 ในกรณีขอบเขตการจับยึดแบบ SCSC การคํานวณหารูปรางโหมด

การสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทดังกลาวใชจํานวนพจนในการใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 

3 พจน และจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนเทากับ 200 ตัว ซึ่งนาจะมีคานอยเกินไปทําใหได

คําตอบที่ยังไมลูเขาสูคําตอบที่ถูกตอง จึงทําการคํานวณใหมโดยใชจํานวนพจนของฟงกชันเริ่มตน

เทากับ 5 พจน และจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนเทากับ 300 ตัว ตารางที่ 7-18 แสดง

คาความถี่ธรรมชาติที่อยูในหนวย rad/s และรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของจํานวนพจนในการใช

สมมุติคาฟงกชันเริ่มตนและจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชนัเริ่มตนเดิมและจํานวนใหม  
 

ตารางที่ 7-18 คาความถี่ธรรมชาติ (rad/s) และรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท  

                     จากการใชจํานวนพจนในการสมมุติคาฟงกชนัเริ่มตนเทากบั 3 และ 5 พจน 

N=3 N=5 
Stacking 

sequence 

Boundary 

condition 
Mode shape 

(ω ) 

Mode shape 

(ω ) 

[30]8 SCSC 

 
(1148.70) 

 
(1126.50) 

[45]8 CCCC 

 
(1441.15) 

 
(1415.63) 
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ตารางที่ 7-18 (ตอ) 

CSSC 

 
(1218.48) 

 
(1185.43) 

CCCF 

 
(970.48) 

 
(960.44) 

[45]8 

SCSC 

 
(1275.34) 

 
(1250.77) 

[60]8 CCCF 

 
(780.32) 

 
(768.92) 
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จากตารางที่ 7-18 พบวา รูปรางโหมดการสั่นสะเทือนที่ไดจากการเพิ่มจํานวนพจนในการ

สมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 5 พจน มีรูปรางที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดมากกวา

การสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 3 พจน และไดคาความถี่ธรรมชาติที่มีคาลูเขาสูคําตอบ

มากกวา สอดคลองกับขอสรุปในหัวขอที่ 7.5.1 ดังนั้นจะเห็นไดวาระเบียบวิธีแคนโทโรวิชนี้สามารถ

ใชในการแกปญหาการสั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบางไดอยางมีประสิทธิภาพ สําหรับชิ้นงานที่

เปนวัสดุไอโซโทรปคหรือวัสดุคอมโพสิทที่มีลําดับชั้นการวางตัวของชิ้นงานแบบ cross-ply การใช

จํานวนพจนในฟงกชันการเคลื่อนที่เพียงหนึ่งพจนก็เพียงพอที่จะไดคําตอบที่ลูเขา สวนกรณีชิ้นงาน

เปนแผนคอมโพสิทที่มีลําดับชั้นการวางตัวของชิ้นงานแบบ angle-ply จะตองใชจํานวนพจนใน

ฟงกชันเริ่มตนมากขึ้น โดยเฉพาะอยางยิ่งสําหรับโหมดการสั่นสะเทือนสูง ๆ 

ในบทนี้ไดศึกษาผลของจํานวนพจนที่เพิ่มขึ้นในการใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนสําหรับ

ปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท ศึกษาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ใชใน

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่ทําใหผลเฉลยมีคาลูเขา ศึกษาผลของคา 16D และ 26D ตอพฤติกรรมการ

ส่ันสะเทือน และศึกษาผลของขนาดสัดสวนของชิ้นงานและองศาการวางตัวของเสนใยตอ

พฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท ซึ่งจากการศึกษาในแตละหัวขอทําใหเห็น

ความสัมพันธระหวางการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางดวย

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิช และทราบถึงขอจํากัดในการประยุกตใชระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการ

แกปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบาง  
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บทที่  8 
 

บทสรุป 
 
8.1 บทสรปุ 

 

ปจจุบันวัสดุคอมโพสิทถูกนํามาใชกันอยางกวางขวางสําหรับโครงสรางในงานทาง

วิศวกรรมเพราะมีน้ําหนักเบาและมีคุณสมบัติทางกลที่เหมาะสมในการออกแบบ ดังนั้นจึงมี

การศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทกันอยางแพรหลายในสอง

ทศวรรษที่ผานมา การโกงงอและการสั่นสะเทือนเปนพฤติกรรมของโครงสรางท่ีตองคํานึงถึงใน

ขบวนการออกแบบเนื่องจากเปนพฤติกรรมที่อาจทําใหโครงสรางไมสามารถอยูในสภาวะเสถียร

และสงผลทําใหโครงสรางโดยรวมเกิดความเสียหายได การหาคาภาระโกงงอและคาความถี่

ธรรมชาติของแผนคอมโพสิทบางอาจทําไดโดยวิธีการวิเคราะห วิธีการทดลอง หรือวิธีเชงิตวัเลข ซึง่

แตในละวิธีก็มีขอไดเปรียบและขอจํากัดแตกตางกันออกไป วิธีการเชิงตัวเลขเปนวิธีที่ไดรับการ

ยอมรับและใชอยางกวางขวางในปจจุบันเนื่องจากสามารถประมาณคาภาระการโกงงอและ

คาความถี่ธรรมชาติของแผนคอมโพสิทที่ไมมีผลเฉลยแมนตรงได ซึ่งแตละระเบียบวิธีในวิธีเชิง

ตัวเลขสามารถประมาณคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติไดคาแมนยํามากนอยแตกตาง

กันไปเมื่อเปรียบเทียบกับผลการศึกษาในอดีต ความคลาดเคลื่อนของคําตอบสาเหตุหนึ่งอาจเกิด

จากการกําหนดฟงกชันเริ่มตนในระเบียบวิธีที่ตองใชฟงกชันเริ่มตนในการคํานวณไมสอดคลองกับ

เงื่อนไขขอบเขตการจับยึดของชิ้นงานที่ศึกษา ดวยเหตุนี้การศึกษาในวิทยานิพนธนี้จึงเลือกใช

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการประมาณคาภาระการโกงงอและคาความถี่ธรรมชาติของแผนคอมโพ

สิท เนื่องจากในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนสําหรับการคํานวณครั้งแรกของระเบียบวิธีแคนโทโรวิช

ไมจําเปนตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึด รวมทั้งผลเฉลยที่ไดก็ถือเปนผลเฉลยแมน

ตรงไดเนื่องจากเปนการแกปญหาจากสมการครอบคลุมโดยตรง โดยสมการครอบคลุมที่ใชในการ

วิเคราะหปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทเปนสมการเชิงอนุพันธยอยที่อยู

ในรูปของพลังงานศักยรวม หลักการของระเบียบวิธีแคนโทโรวิชคือลดรูปสมการครอบคลุมจาก

สมการเชิงอนุพันธยอยเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญและสมการเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดแบบ

ตาง ๆ โดยสมมุติใหทราบฟงกชันในทิศใดทิศหนึ่งแลวใชหลักการการแปรผันของพลังงานศักยรวม

ต่ําสุด สุดทายรูปแบบของการแกปญหาจะอยูในรูปแบบของปญหาคาเจาะจงซึ่งในการคํานวณ

จะตองอาศัยการทําซ้ําเพื่อใหคาเจาะจงที่มีคาลูเขา 
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 จากงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของกับการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผน

คอมโพสิทบางดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชพบวา ในสวนของปญหาการโกงงอมีผูศึกษาโดยใช

จํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเทากับหรือมากกวา 1 พจน โดย

ไดศึกษาผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาภาระการโกงงอ แตในสวน

ของปญหาการสั่นสะเทือนมีการศึกษาโดยใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 

พจน และคุณสมบัติทางกลของโครงสรางแผนบางที่ศึกษาเปนวัสดุแบบไอโซโทรปคและออโทร

ทรอปกเทานั้น ดังนั้นในวิทยานิพนธนี้จึงเนนการศึกษาปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอม         

โพสิทดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชโดยใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนมากกวา 1 พจน 

โดยหัวขอที่จะศึกษา ไดแก ศึกษาผลของจํานวนพจนที่เพิ่มข้ึนในการใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตน

สําหรับปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท ศึกษาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ใช

ในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่เหมาะสมในการแกปญหา ศึกษาผลของขนาดสัดสวนของชิ้นงานและ

องศาการวางตัวของเสนใยตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสทิ และเนื่องจากขั้นตอน

ในการหาคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอมีลักษณะเหมือนกับข้ันตอนการหา

คาความถี่ธรรมชาติและรูปรางการสั่นสะเทือนที่โหมดแรกของปญหาการสั่นสะเทือน ดังนั้นในสวน

แรกไดศึกษาการแกปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิท โดยศึกษาผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่

ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอ คือนําผลที่ไดจาก

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนไปเปรียบเทียบกับผลการศึกษาที่ไดจากการแกปญหาดวย

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเหมือนกันและจากการศึกษาอื่น ๆ  

 จากผลการศึกษาในสวนแรกพบวาคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกงงอของแผน

คอมโพสิทที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมีคาเทากันทุกกรณศีึกษาเมื่อเทียบกับการ

แกปญหาดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชเหมือนกัน สวนกรณีเปรียบเทียบคาภาระการโกงงอกับการ

แกปญหาการโกงงอดวยระเบียบวิธีอ่ืน พบวาในกรณีแผนคอมโพสิทที่มีการวางตัวของเสนใยแบบ 

cross-ply การใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 และ 2 พจน จะไดคาภาระการ

โกงงอไมแตกตางกันมากนัก และเมื่อใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 2 พจน ก็

ทําใหคาภาระการโกงงอมีคาลูเขาและมีคาใกลเคียงกับผลการศึกษาที่นํามาเปรียบเทียบ ดังนั้นจะ

ไดวาในกรณีแผนคอมโพสิทที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply การใชจํานวนพจน

ที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเทากับ 1 หรือ 2 พจน ก็ใหคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกง

งอที่มีความถูกตองแลว สวนกรณีการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply การใชจํานวนพจนที่ใช

สมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเพียง 1 พจน ยังไมสามารถใหคาภาระการโกงงอและรูปรางโหมดการโกง
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งอที่นาเชื่อถือได เนื่องจากคาภาระการโกงงอที่ไดมีความคลาดเคลื่อนคอนขางมากเมื่อเทียบกับ

ผลการศึกษาที่นํามาเปรียบเทียบ การใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนมากขึ้นจะทําให

คาภาระการโกงงอมีคาลูเขามากยิ่งขึ้นและทําใหรูปรางโหมดการโกงงอมีความสมเหตุสมผลมาก

ข้ึนดวย ผลการศึกษาการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคาภาระการโกงงอนี้

สอดคลองกับการศึกษาของ Shufrin และคณะ [11]  

 สวนการศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทเริ่มจากการตรวจโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ใชแกปญหาการสั่นสะเทือน โดยหาคาความถี่ธรรมชาติของแผนบางรูปส่ีเหลี่ยม

จัตุรัสที่มีคุณสมบัติเปนไอโซโทรปคโดยใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 ถึง 4 

พจน เทียบกับคาผลการศึกษาที่มีในอดีตของ Leissa [12] พบวาคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจาก

โปรแกรมคอมพิวเตอรมีคาเทากันตั้งแตการใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตั้งแต 1 

พจนขึ้นไปทุกโหมดที่ศึกษาและมีคาใกลเคียงกับผลการศึกษาในอดีต โดยคาความถี่ธรรมชาติที่

แตกตางกันมากสุดมีคาเพียง 0.007 เปอรเซ็นตเทานั้น ดังนั้นโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดสามารถ

หาคาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางแผนบางที่มีคุณสมบัติเปนไอโซโทรปคไดอยางนาเชื่อถือ 

จากนั้นนําโปรแกรมที่ไดไปศึกษาผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอ

คาความถี่ธรรมชาติโครงสรางแผนบาง โดยแผนบางที่ศึกษามีขอบเขตการจับยึดแบบ CCCC, 

CCSS และ SCSF และสําหรับแตละขอบเขตการจับยึดไดศึกษาชิ้นงานรูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัสที่มี

คุณสมบัติทางกลของวัสดุเปนไอโซโทรปคและคอมโพสิท ในสวนของแผนคอมโพสิทศึกษากรณี

ลําดับช้ันการวางตัวของเสนใยทั้งแบบ cross-ply และแบบ angle-ply จากผลการศึกษาพบวา 

คาความถี่ธรรมชาติสําหรับกรณีแผนบางที่มีคุณสมบัติเปนไอโซโทรปคและแผนคอมโพสิทที่มี

ลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply จะมีคาลูเขาสูคําตอบตั้งแตการใชจํานวนพจนที่ใช

สมมุติคาฟงกชันเร่ิมตนเทากับ 1 หรือ 2 พจนเทานั้น สวนในกรณีที่แผนคอมโพสิทที่มีการวางตัว

ของเสนใยแบบ angle-ply จะตองใชจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเพื่อลูเขาสูคําตอบ

มากกวา ซึ่งมีลักษณะเชนเดียวกับผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนตอคา

ภาระการโกงงอในปญหาการโกงงอของโครงสรางแผนบาง 

ในหัวขอตอมาศึกษาจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ทําใหคาเจาะจงมีคาลูเขาของ

แผนคอมโพสิทบางที่มีขอบเขตการจับยึดเดียวกับการศึกษาจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชัน

เร่ิมตนโดยไดเพิ่มกรณีขอบเขตการจับยึดแบบ SSSS ดวย แผนคอมโพสิทที่ศึกษามีลําดับช้ันการ

วางตัวของเสนใยสองแบบคือ การวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply และแบบ angle-ply โดย

ศึกษาที่ขนาดสัดสวนของชิ้นงานแตกตางกันทั้งหมดสี่ขนาดสัดสวนคือ 0.5  1.0  1.5 และ 2.0 ผล
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การศึกษาพบวา กรณีแผนคอมโพสิทที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ angle-ply จะมี

แนวโนมการใชจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนเพื่อทําใหคาเจาะจงมีคาลูเขามากกวาใน

กรณีที่มีลําดับชั้นการวางตัวของเสนใยแบบ cross-ply และในศึกษานี้พบวาเมื่อใชจาํนวนพจนที่

ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเพิ่มข้ึนจะตองการจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนมากขึ้นดวย 

โดยการศึกษาจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนและจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตน

สําหรับปญหาการสั่นสะเทือนนี้เปนการพิจารณาที่การสั่นสะเทือนโหมดแรก จากการศึกษาทั้งสอง

หัวขอดังกลาวสามารถสรุปไดวากรณีแผนบางที่คา 16D  และ 26D  ไมเทากับศูนย ตองการจํานวน

พจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนเพื่อการลูเขาสูคําตอบและจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตน

เพื่อทําใหคาเจาะจงมีคาลูเขามากกวากรณีของแผนบางที่คา 16D  และ 26D  เทากับศูนย  

การศึกษาในลําดับสุดทายแบงการศึกษาออกเปนสามสวนคือ สวนแรกศึกษาผลของคา 

16D  และ 26D  ของโครงสรางแผนบางตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนที่โหมดสูงขึ้น ในการศกึษานีไ้ด

ศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนหาโหมดแรกของโครงสรางแผนบางรูปส่ีเหลี่ยมจัตุ รัสที่มี

คุณสมบัติเปนแบบไอโซโทรปคและแบบคอมโพสิท ภายใตขอบเขตการจับยึดแบบ CCCF, SCSC 

และ CSSC ในกรณีแผนคอมโพสิทศึกษาชิ้นงานที่มีลําดับช้ันการวางตัวของเสนใยแตกตางกัน

สามแบบคือ [0/90]2S, [±45]2S และ [45]8 ซึ่งคา 16D  และ 26D  ของการวางตัวจะมีคาเรียงจาก

นอยไปมากตามลําดับ แลวนําคาที่ไดไปเปรียบเทียบกับคาความถี่ธรรมชาติที่คํานวณดวยระเบียบ

วิธีริทซ ผลการศึกษาพบวา สําหรับโครงสรางแผนบางที่มีคา 16D  และ 26D  สูงการหาคาความถี่

ธรรมชาติและรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิชที่โหมดการสั่นสะเทือนสูง ๆ 

ทําไดยากขึ้น สวนที่สองศึกษาผลของการเพิ่มขนาดสัดสวนของชิ้นงานตอพฤติกรรมการ

ส่ันสะเทือนโดยศึกษาพฤติกรรมการสั่นสะเทือนสามโหมดแรก พบวาคาความถี่ธรรมชาติของแผน

คอมโพสิทมีคาลดลงเสมอเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานเพิ่มข้ึน สวนรูปรางโหมดการสั่นสะเทือน

พบวาที่การสั่นสะเทือนโหมดแรกไมมีการเปลี่ยนแปลงตามขนาดสัดสวนของชิ้นงานที่เพิ่มข้ึนเมื่อ

ความกวางของชิ้นงานเทากัน แตสําหรับรูปรางการสั่นสะเทือนในโหมดที่สูงขึ้นจะมีแนวโนมการ

เปลี่ยนแปลงรูปรางโหมดเมื่อขนาดสัดสวนของชิ้นงานเพิ่มข้ึน และสวนสุดทายศึกษาผลขององศา

การวางตัวของเสนใยจะศึกษาแผนคอมโพสิทที่การสั่นสะเทือนสามโหมดแรกโดยพิจารณาชิ้นงาน

ที่มีลําดับช้ันการวางตัวของเสนใยแบบ [θ ]8 โดยมุม θ  แตกตางกัน 7 มุม คือเร่ิมจาก θ =0° ถึง 

90° โดยเพิ่มทีละ 15° จากการศึกษาพบวา ที่โหมดการสั่นสะเทือนต่ํา ๆ คาความถี่ธรรมชาติกับ

มุมการวางตัวของเสนใยจะมีรูปแบบความสัมพันธที่ชัดเจนกวาที่โหมดการสั่นสะเทือนสูงขึ้น 
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เนื่องจากจํานวนโหมดของรูปรางการสั่นสะเทือนที่โหมดต่ํา ๆ จะไมเปลี่ยนแปลงตามองศาการ

วางตัวของเสนใยที่เพิ่มข้ึน  

การศึกษาพฤติกรรมการโกงงอและการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางแบบสมมาตรที่

มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดชิ้นงานผสมกันระหวางการจับ

ยึดแบบงาย  แบบยึดแนน  หรือแบบอิสระ โดยวิธีเชิงตัวเลขดวยระเบียบวิธีแคนโทโรวิช มีขอ

ไดเปรียบกวาระเบียบวิธีอ่ืนคือ ผลเฉลยที่ไดถือเปนผลเฉลยแมนตรงเพราะเปนแกปญหาจาก

สมการครอบคลุมโดยตรง และในการสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนสําหรับการคํานวณครั้งแรกก็ไม

จําเปนตองสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดเนื่องจากในการหาผลเฉลยตองอาศัย

กระบวนการการทําซ้ํา แตเนื่องจากในการหาผลเฉลยของระเบียบวิธีนี้ตองอาศัยกระบวนการการ

คํานวณซ้ํา จึงทําใหการหาคาเจาะจงของแตละรอบการคํานวณจะตองพิจารณาคาที่ตองการใหลู

เขาเทานั้น ดังนั้นขอดอยของระเบียบวิธีนี้ก็คือ ถาในรอบใดรอบหนึ่งในการคํานวณเลือกคาเจาะจง

ที่เปนคาที่ไมลูเขาสูคําตอบ ก็ตองใชจํานวนรอบการคํานวณเพิ่มข้ึนจึงจะไดคาเจาะจงที่ลูเขาสู

ผลลัพธที่ตองการทําใหใชเวลาในการคํานวณมากขึ้นหรืออาจทําใหหาคําตอบที่ตองการไมไดเลย

สําหรับขอจํากัดของระเบียบวิธีนี้คือ ในการคํานวณหาคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางการ

สั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ ของโครงสรางแผนบางที่มีคา 16D  และ 26D  สูงจะทําไดยาก เพราะ

รูปรางการสั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ จะมีความซับซอนเพิ่มข้ึน และมีผลของคา 16D  และ 26D  ตอ

ฟงกชันการเคลื่อนที่นอกระนาบมากขึ้น ทําใหตองการจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันการ

เคลื่อนที่นอกระนาบมากขึ้นดวย ซึ่งสงผลใหจํานวนสมการทางคณิตศาสตรที่ใชในการแกปญหา

มากขึ้นและมีความซับซอนมากตามไปดวย ขอแนะนําสําหรับการใชระเบียบแคนโทโรวิชในการ

แกปญหาอื่น ๆ คือ ควรศึกษาจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชันเริ่มตนและจํานวนสัมประสิทธิ์ของ

ฟงกชันเริ่มตนใหไดจํานวนเหมาะสมกับปญหาที่กําลังศึกษา 
 

8.2 ประโยชนที่ไดรับและขอเสนอแนะสําหรบังานวจิัยในอนาคต 
 

ประโยชนขอแรกจากการนําเสนอวิทยานิพนธนี้คือ เขาใจพฤติกรรมการโกงงอและรูปราง

โหมดการโกงงอของแผนคอมโพสิทบางแบบสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ และ

เขาใจพฤติกรรมการสั่นสะเทือน ลักษณะของรูปรางโหมดการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบาง

แบบสมมาตรที่มีการวางตัวของเสนใยในมุมใด ๆ ภายใตเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดชิ้นงานผสมกัน

ระหวางการจับยึดแบบงาย  แบบยึดแนน  หรือแบบอิสระ รวมทั้งทราบถึงผลของคา 16D  และ 26D  
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ตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือน ผลของขนาดสัดสวนของชิ้นงานและองศาการวางตัวของเสนใยของ

แผนคอมโพสิทวามีตอพฤติกรรมการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิทบางอยางไร  

สวนประโยชนขอถัดมาคือเขาใจถึงผลของการเพิ่มจํานวนพจนที่ใชสมมุติคาฟงกชัน

เร่ิมตนและจํานวนสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเริ่มตนที่ใชในระเบียบวิธีแคนโทโรวิชตอปญหาการโกง

งอและปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท และทราบขอไดเปรียบ ขอดอย ขอจํากัดของ

ระเบียบวิธีแคนโทโรวิช รวมทั้งขอแนะนําในการใชระเบียบวิธีนี้ในการแกไขปญหาอื่น ๆ สวน

ประโยชนขอสุดทายคือ ไดโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชในการแกปญหาการโกงงอและการ

สั่นสะเทือนของโครงสรางแผนบาง 

 งานวิจัยในอนาคตที่นาจะทําตอจากวิทยานิพนธนี้คือ ศึกษาวิธีการสําหรับการแกปญหา

คาเจาะจงที่มีความซับซอนมาก ๆ เพื่อที่จะสามารถคํานวณหาคาความถี่ธรรมชาติและรูปรางการ

สั่นสะเทือนที่โหมดสูง ๆ ของโครงสรางที่มีคา 16D  และ 26D  สูงใหมีความนาเชื่อถือมากขึ้น 

งานวิจัยในอนาคตที่นาสนใจอีกสวนหนึ่งเปนการประยุกตใชระเบียบวิธีแคนโทโรวิชในการ

แกปญหาอื่น ๆ เชน ปญหาการดัดของแผนบางหรือศึกษาพฤติกรรมการโกงงอหรือการสั่นสะเทือน

ของชิ้นงานที่เปนแผนหนา  
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รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร 
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ภาคผนวก ก 
 

รายละเอียดโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 

ภาคผนวก ก แสดงรายละเอียดและคําอธิบายของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน

เพื่อชวยคํานวณทางคณิตศาสตรสําหรับการแกปญหาในวิทยานิพนธนี้ แบงภาคการคํานวณ

ออกเปนสามสวน ไดแก  

ภาคผนวก ก.1 แสดงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับ

แกปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิท 

ภาคผนวก ก.2 แสดงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับ

แกปญหาการสั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท 

ภาคผนวก ก.3  แสดงโปรแกรมยอยที่ใชในภาคผนวก ก.1 และภาคผนวก ก.2    

โดยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นทั้งแกปญหาการโกงงอและสั่นสะเทือนของแผน

คอมโพสิท จะแบงโปรแกรมสําหรับการคํานวณออกเปนสองดานคือดานที่กําหนดฟงกชัน ( )iY y

และดานที่กําหนดฟงกชัน ( )iX x  เปนตัวทราบคาเริ่มตน ดังแสดงตามแผนผังในรูปที่ 5.1 โดยการ

แกปญหาทั้งสองดานจะเริ่มจากหาคาเมตริกซทราบคาจากฟงกชันเริ่มตนที่ทราบคา จากนั้นนํา

เมตริกซทราบคาไปคํานวณหาสมการที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตการจับยึดของขอบที่ไมทราบ

ฟงกชันเริ่มตนโดยจัดรูปแบบสมการใหเปนระบบสมการเชิงเสน ในสวนสุดทายจะแกปญหาคา

เจาะจง โดยพล็อตกราฟหาคาเจาะจงที่ทําใหพลังงานรวมมีคาต่ําสุด แลวนําคาเจาะจงที่ไดไปหา

เวกเตอรเจาะจง สําหรับใชเปนฟงกชันเริ่มตนสําหรับการทําซ้ําในรอบตอไป   

หมายเหต;ุ - ผลการคํานวณดวยวิธเีชิงตวัเลขในบทที ่5  6 และ 7 เปนการคํานวณโดยใช       

โปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นจากโปรแกรม Maple 

                - ขอความที่แสดงไวระหวางเครื่องหมาย # .. #  เปนขอความที่ใชอธิบาย

รายละเอียดของโปรแกรมเทานั้นไมมีผลตอการคํานวณของโปรแกรม 
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ก.1  โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับแกปญหาการโกงงอของแผนคอมโพสิท 
 

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับแกปญหาการโกงงอที่แสดงในภาคผนวก ก.1 

นี้ ใชคํานวณหาคาภาระการโกงงอของแผนคอมโพสิท ดังตัวอยางที่แสดงไวในหัวขอที่ 5.2 แบง

โปรแกรมการคํานวณออกเปนสองดาน โปรแกรมแรกแสดงการทําซ้ํารอบแรกโดยกําหนดฟงกชัน 

( )iY y  เปนตัวทราบคาเริ่มตน มีรายละเอียดของโปรแกรมดังนี้  
 

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
 

## Kantorovich Program ## 
 

## Buckling of Symmetrically Laminated Plates ## 
## using Extended Kantorovich Method ## 

 
 
## Iteration No.1 known function Y(y) ##  
 
> restart;  
> Digits:=100:                
> N_term:=1:                #  Number of N term  #   
> i_term:=150:               #  Number of i term  #   
>     
> Ny:=0:  Nxy:=0:  beta[x]:=1:  beta[y]:=0:  beta[xy]:=0: 
>    
## Input of all material properties ##  
>  
> ratio:=3:                 #  ratio is E1/E2  #     
> E1:=131e9:                #  Longitudanal modulus, GPa  #     
> E2:=E1/ratio:             #  Transverse modulus, GPa  #             
> v12:=0.25:                #  Poisson ratio  #     
> G12:=0.5*E2:              #  Shear modulus, GPa  #   
> v21:=v12*E2/E1:           #  Poisson ratio  #  
>  
## Defind geometry of a plate ##  
>  
> aspect_ratio:=1.0:        #  is a/b  #    
>   
> a:=0.9:                   #  Length of the plates, m  #  
> b:=a/aspect_ratio:        #  Width of the plates, m  #  
> t:=0.000127:              #  Ply thickness, m  #  
> h:=t*N:                   #  thickness of the plates, m  # 
>    
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## Boundary condition for study ##  
>  
> Boundary_X:=C_S:          # - satisfy boundary condition on edge's x - # 
> Boundary_Y:=S_C:          # - satisfy boundary condition on edge's y - #  
>  
> save Boundary_X, "D:/Kantorovich/Vibration/Boundary/Boundary_X.txt": 
> save Boundary_Y, "D:/Kantorovich/Vibration/Boundary/Boundary_Y.txt": 
>  
## Calculate ABD matrix ## 
>    
> N:=8:                              #  Number of ply  #   
> phi:=vector([0,90,0,90,90,0,90,0]):          #  Stacking sequence  #         
> theta:=0:                          #  Angle of rotation  #   
> read "C:/ABD.txt":                 #  find ABD matrix  #      # (subr.1)  
>     
> ## ------------------ PART 1 ------------------  ## 
>    
# --- Assume function Y(y) --- # 
>   
> YY[1]:=y^6:           
>     
## Calculate [S] Matrix ##   
>    
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/[S].txt":             # (subr.2)   
>    
## Calculate [A] Matrix ##  
>    
> 
> # Defind Identity Matrix (N_term*N_term) # 
> with(LinearAlgebra):IM:=IdentityMatrix(N_term): 
>  
> A1:=evalm( (2*a*D16/D11) * (S1_i&*(S3-S3_t)) ):   
> A2:=evalm( ((a^2*D12/D11)*(S1_i&*(S2+S2_t))) - 
((4*a^2*D66/D11)*(S1_i&*S6_t)) ):  
> A3:=evalm( (2*a^3*D26/D11) * (S1_i&*(S5-S5_t)) ): 
> A4:=evalm( (a^4*D22/D11) * (S1_i&*S4_t) ):  
> A5:=-IM:       
> A6:=evalm( -a * (S1_i&*(S3-S3_t)) ):  
> A7:=evalm( a^2 * (S1_i&*S6_t) ):  
> A8:=evalm( (D11/a^2)*S1 ):    
> A9:=evalm( (2*D16/a)*S3 ):     
> A10:=evalm( D12*S2 ):      
> A11:=evalm( (-D11/a^3)*S1 ):    
> A12:=evalm( (-2*D16/a^2) * (S3-S3_t) ):  
> A13:=evalm( ((4*D66/a)*S6_t) - ((D12/a)*S2) ):    
> A14:=evalm( (D11/a^3)*S1 ):  
> A15:=evalm( (2*D26)*S5_t ):    
> A16:=evalm( (D11/a^2)*S3 ):  
>     
>     
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> ## ------------------ PART 2 ------------------  ##    
> 
## The recurrence formula ##  
>     
> AA[0]:=array(1..N_term,1..1):       
> AA[1]:=array(1..N_term,1..1):  
> AA[2]:=array(1..N_term,1..1):       
> AA[3]:=array(1..N_term,1..1):   
>  
> for i from 1 to N_term do   
>    AA[0][i,1]:=aa[i,0];               
>    AA[1][i,1]:=aa[i,1];           
>    AA[2][i,1]:=aa[i,2];  
>    AA[3][i,1]:=aa[i,3]; 
> od: 
>  
> for i from 0 to i_term-4 do 
>    AA[i+4]:=evalm(simplify(expand(-1*((A1&*AA[i+3]*(1/(i+4))) 
>  + (evalf((A2-lambda*beta[x]*A5)&*AA[i+2]*(1/(i+3)/(i+4))))  
>  + (evalf((A3-lambda*beta[xy]*A6)&*AA[i+1]*(1/(i+2)/(i+3)/(i+4))))  
>  + (evalf((A4-lambda*beta[y]*A7)&*AA[i]*(1/(i+1)/(i+2)/(i+3)/(i+4))))))));   
> od:  
>  
> for i from 0 to i_term-4 do    
>    AAA[i+4]:=(evalm(simplify(AA[i+4])));    
> od:  
>  
> AAA[0]:=array(1..N_term,1..1):       
> AAA[1]:=array(1..N_term,1..1):  
> AAA[2]:=array(1..N_term,1..1):       
> AAA[3]:=array(1..N_term,1..1):   
>  
> for i from 1 to N_term do   
>    AAA[0][i,1]:=aa[i,0];               
>    AAA[1][i,1]:=aa[i,1];           
>    AAA[2][i,1]:=aa[i,2];  
>    AAA[3][i,1]:=aa[i,3]; 
> od: 
>     
## Calculate [X] Matrix ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/N_term=1/[X].txt":       # (subr.3)  
>  
## Calculate diff [X] Matrix ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/diff[X].txt":          # (subr.4)  
>  
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##  Natural Boundary condition  ## 
>    
> My:=evalm((A8&*X_2x)+(A9&*X_1x)+(A10&*X)): 
> Qy:=evalm((A11&*X_3x)+(A12&*X_2x)+((A13-(lambda*beta[x]*A14))&*X_1x) 
+((A15-(lambda*beta[xy]*A16))&*X)): 
>   
## Boundary Condition for on edge's x ## 
>   
> read  
"D:/Kantorovich/Boundary/N_term=1/Boundary_X.txt":              # (subr.5)    
>     
> ## ------------------ PART 3 ------------------  ##    
>  
## Solve eigenvalue problem ##  
>  
> S:=array(1..4*N_term,1..4*N_term):  
>   for i from 1 to 4*N_term do   
>       for j from 1 to 4*N_term do  
>          S[i,j]:=diff(BC[i],Ca[j-1]):  
>       od:  
>   od:    
> with(linalg):  
> aaaa:=evalf(det(S)):  
>  
       ## determine eigenvalue ##   
## satisfy total energy minimization ##  
> 
> plot(aaaa,lambda=80..150);         
> read "C:/newton.txt": 
result1:=Newton ([aaaa=0],[lambda=100],output={variables,functions}); 
> 
>  lambda:=subs(%,lambda);  
> Nxx:=((beta[x]*lambda*D11)/a^2);           #  Buckling load (N/m^2)  #  
> non:=evalf(b^2/(D22*Pi^2)): 
> Nondi_Buck:=Nxx*non;                       #  Nondimension buckling load  # 
> 
             ## determine eigenvector ##   
## consider from boundary condition's case study ##   
>  
> for z from 1 to 4*N_term do    
>      eq[z]:=BC[z]=0: 
> od: 
>  
> Ca[0]:=0;  Ca[1]:=0;  Ca[3]:=1; 
> sols:=solve({eq[4]}):   
>  
> Ca[0]:=0; 
> Ca[1]:=0; 
> Ca[2]:=subs(sols,Ca[2]); 
> Ca[3]:=1;  
>     
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## find X(x) for calculate next iteration  ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/find[X].txt":            # (subr.6)  
>   
> XX1a:=XX[1]:  
>    
> save XX1a,"D:/Kantorovich/Buckling/Function/N=1/SSSS/XX1_1.txt": 
>  
## Out-of-plane displacement  ##   
>  
> w:=XX[1]*YY[1]:   
>  
## plot mode shape  ##   
>  
> plot3d(w,x=0..a,y=0..b): 
>  
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
 

สวนโปรแกรมที่สองแสดงการทําซ้ําในรอบที่สองโดยนําฟงกชันเริ่มตน ( )iX x  ที่ไดจาก

การทําซ้ํารอบแรกเปนตัวทราบคาเริ่มตน รายละเอียดของโปรแกรมมีดังนี้ 
 

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
 

## Kantorovich Program ## 
 

## Buckling of Symmetrically Laminated Plates ## 
## using Extended Kantorovich Method ## 

 
 
## Iteration No.2 known function X(x) ##  
 
> restart;  
> Digits:=100:                
> N_term:=1:                #  Number of N term  #   
> i_term:=150:               #  Number of i term  #   
>     
> Ny:=0:  Nxy:=0:  beta[x]:=1:  beta[y]:=0:  beta[xy]:=0: 
>    
## Input of all material properties ##  
>  
> ratio:=3:                 #  ratio is E1/E2  #     
> E1:=131e9:                #  Longitudanal modulus, GPa  #     
> E2:=E1/ratio:             #  Transverse modulus, GPa  #             
> v12:=0.25:                #  Poisson ratio  #     
> G12:=0.5*E2:              #  Shear modulus, GPa  #   
> v21:=v12*E2/E1:           #  Poisson ratio  #   
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## Defind geometry of a plate ##  
>  
> aspect_ratio:=1.0:        #  is a/b  #    
>   
> a:=0.9:                   #  Length of the plates, m  #  
> b:=a/aspect_ratio:        #  Width of the plates, m  #  
> t:=0.000127:              #  Ply thickness, m  #  
> h:=t*N:                   #  thickness of the plates, m  # 
>    
## Boundary condition for study ##  
>  
> Boundary_X:=C_S:          # - satisfy boundary condition on edge's x - # 
> Boundary_Y:=S_C:          # - satisfy boundary condition on edge's y - #  
>  
> save Boundary_X, "D:/Kantorovich/Vibration/Boundary/Boundary_X.txt": 
> save Boundary_Y, "D:/Kantorovich/Vibration/Boundary/Boundary_Y.txt": 
>  
## Calculate ABD matrix ## 
>    
> N:=8:                              #  Number of ply  #   
> phi:=vector([0,90,0,90,90,0,90,0]):          #  Stacking sequence  #         
> theta:=0:                          #  Angle of rotation  #   
> read "C:/ABD.txt":                 #  find ABD matrix  #      # (subr.1)  
>     
> ## ------------------ PART 1 ------------------  ## 
>    
# --- Read function X(x) from previous calculate --- # 
>   
> read "D:/Kantorovich/Buckling/Function/N=1/SSSS/XX1_1.txt": 
>   
> XX[1]:=XX1a: 
>     
## Calculate [R] Matrix ##   
>    
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/[R].txt":                # (subr.7)   
>    
## Calculate [B] Matrix ##  
>    
> # Defind Identity Matrix (N_term*N_term) # 
> with(LinearAlgebra):IM:=IdentityMatrix(N_term): 
>  
> B1:=evalm( (2*b*D26/D22) * (R1_i&*(R3-R3_t)) ):   
> B2:=evalm( ((b^2*D12/D22)*(R1_i&*(R2+R2_t))) - 
((4*b^2*D66/D22)*(R1_i&*R6_t)) ): 
> B3:=evalm( (2*b^3*D16/D22) * (R1_i&*(R5-R5_t)) ): 
> B4:=evalm( (b^4*D11/D22) * (R1_i&*R4_t) ): 
> B5:=-IM:   
> B6:=evalm( -b * (R1_i&*(R3-R3_t)) ): 
> B7:=evalm( b^2 * (R1_i&*R6_t) ): 
> B8:=evalm( (D22/b^2)*R1 ):   
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> B9:=evalm( (2*D26/b)*R3 ):    
> B10:=evalm( D12*R2 ):     
> B11:=evalm( (-D22/b^3)*R1 ):   
> B12:=evalm( (-2*D26/b^2) * (R3-R3_t) ): 
> B13:=evalm( ((4*D66/b)*R6_t) - ((D12/b)*R2) ):   
> B14:=evalm( (D22/b^3)*R1 ): 
> B15:=evalm( (2*D16)*R5_t ):   
> B16:=evalm( (D22/b^2)*R3 ):  
>     
> ## ------------------ PART 2 ------------------  ##    
> 
## The recurrence formula ##  
>     
> BB[0]:=array(1..N_term,1..1):       
> BB[1]:=array(1..N_term,1..1):  
> BB[2]:=array(1..N_term,1..1):       
> BB[3]:=array(1..N_term,1..1):   
>  
> for i from 1 to N_term do   
>    BB[0][i,1]:=bb[i,0];               
>    BB[1][i,1]:=bb[i,1];           
>    BB[2][i,1]:=bb[i,2];  
>    BB[3][i,1]:=bb[i,3]; 
> od: 
>  
> for i from 0 to i_term-4 do   
>    BB[i+4]:=evalm(simplify(expand(-1*((B1&*BB[i+3]*(1/(i+4))) 
>  + (evalf((B2-alpha*beta[y]*B5)&*BB[i+2]*(1/(i+3)/(i+4)))) 
>  + (evalf((B3-alpha*beta[xy]*B6)&*BB[i+1]*(1/(i+2)/(i+3)/(i+4))))  
>  + (evalf((B4-alpha*beta[x]*B7)&*BB[i]*(1/(i+1)/(i+2)/(i+3)/(i+4))))))));    
> od: 
>  
> for i from 0 to i_term-4 do    
>    BBB[i+4]:=(evalm(simplify(BB[i+4])));    
> od:  
>  
> BBB[0]:=array(1..N_term,1..1):       
> BBB[1]:=array(1..N_term,1..1):  
> BBB[2]:=array(1..N_term,1..1):       
> BBB[3]:=array(1..N_term,1..1):   
>  
> for i from 1 to N_term do   
>    BBB[0][i,1]:=bb[i,0];               
>    BBB[1][i,1]:=bb[i,1];           
>    BBB[2][i,1]:=bb[i,2];  
>    BBB[3][i,1]:=bb[i,3]; 
> od: 
>     
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## Calculate [Y] Matrix ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/N_term=1/[Y].txt":       # (subr.8)  
>  
## Calculate diff [Y] Matrix ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/diff[Y].txt":            # (subr.9)  
>  
##  Natural Boundary condition  ## 
>    
> Mx:=evalm((B8&*Y_2y)+(B9&*Y_1y)+(B10&*Y)): 
> Qx:=evalm((B11&*Y_3y)+(B12&*Y_2y)+((B13-(alpha*beta[y]*B14))&*Y_1y) 
+((B15-(alpha*beta[xy]*B16))&*Y)): 
>   
## Boundary Condition for on edge's y ## 
>   
> read  
"D:/Kantorovich/Boundary/N_term=1/Boundary_Y.txt":             # (subr.10)    
>     
> ## ------------------ PART 3 ------------------  ##    
>  
## Solve eigenvalue problem ##  
>  
> R:=array(1..4*N_term,1..4*N_term); 
>   for i from 1 to 4*N_term do  
>       for j from 1 to 4*N_term do 
>          R[i,j]:=diff(BC[i],Cb[j-1]); 
>       od: 
>   od:   
> with(linalg):  
> bbbb:=evalf(det(R)):  
>  
       ## determine eigenvalue ##   
## satisfy total energy minimization ##  
> 
> plot(bbbb,alpha=50..180);         
> read "C:/newton.txt": 
result1:=Newton ([bbbb=0],[alpha=90],output={variables,functions}); 
> 
>  alpha:=subs(%,alpha);  
> Nxx:=((beta[x]*alpha*D22)/b^2);           #  Buckling load (N/m^2)  #  
> non:=evalf(b^2/(D22*Pi^2)): 
> Nondi_Buck:=Nxx*non;                      #  Nondimension buckling load  # 
>  
             ## determine eigenvector ##   
## consider from boundary condition's case study ##   
>  
> for z from 1 to 4*N_term do    
>      eq[z]:=BC[z]=0: 
> od:  
> Cb[0]:=0;  Cb[3]:=1;  
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> sols:=solve({eq[3],eq[4]}):  
>  
> Cb[0]:=0;   
> Cb[1]:=subs(sols,Cb[1]);    
> Cb[2]:=subs(sols,Cb[2]); 
> Cb[3]:=1; 
>     
## find Y(y) for calculate next iteration  ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/find[Y].txt":            #(subr.11)  
>   
> YY1b:=YY[1]:  
>    
> save YY1b,"D:/Kantorovich/Buckling/Function/N=1/SSSS/YY1_1.txt": 
>  
## Out-of-plane displacement  ##   
>  
> w:=XX[1]*YY[1]:   
>  
## plot mode shape  ##   
>  
> plot3d(w,x=0..a,y=0..b): 
>  
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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ก.2    โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับแกปญหาการสัน่สะเทือนของแผนคอมโพสิท 
 

สําหรับโปรแกรมในภาคผนวก ก.2 นี้ เปนโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นสําหรับแกปญหาการ

สั่นสะเทือนของแผนคอมโพสิท โดยแสดงตัวอยางการแกปญหาดังหัวขอที่ 5.3 ซึ่งแบงการคํานวณ

ออกเปนสองดานเชนเดียวกับกรณีการแกปญหาการโกงงอ โปรแกรมแรกแสดงการทําซ้ํารอบแรก

โดยกําหนดฟงกชัน ( )iY y  เปนตัวทราบคาเริ่มตน รายละเอียดของโปรแกรมมีดังนี้  
 

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
 

## Kantorovich Program ## 
 

## Vibration of Symmetrically Laminated Plates ## 
## using Extended Kantorovich Method ## 

 
 
## Iteration No.1 known function Y(y) ##  
 
> restart;  
> Digits:=100:                
> N_term:=3:                #  Number of N term  #   
> i_term:=200:              #  Number of i term  #   
>    
## Input of all material properties ##  
>  
> ratio:=2.45:              #  ratio is E1/E2  #    
> E1:=131e9:                #  Longitudanal modulus, GPa  #     
> E2:=E1/ratio:             #  Transverse modulus, GPa  #             
> v12:=0.23:                #  Poisson ratio  #     
> G12:=0.48*E2:             #  Shear modulus, GPa  #   
> density:=8000:            #  density, kg/m^3  # 
> v21:=v12*E2/E1:           #  Poisson ratio  #  
>  
## Defind geometry of a plate ##  
>  
> aspect_ratio:=1.0:        #  is a/b  #    
>   
> a:=10:                    #  Length of the plates, m  #  
> b:=a/aspect_ratio:        #  Width of the plates, m  #  
> t:=0.06:                  #  Ply thickness, m  #  
> h:=t*N:                   #  thickness of the plates, m  # 
>    
## Boundary condition for study ##  
>  
> Boundary_X:=S_S:          # - satisfy boundary condition on edge's x - # 
> Boundary_Y:=S_S:          # - satisfy boundary condition on edge's y - #   
 



 

 

 

         

129 

> save Boundary_X, "D:/Kantorovich/Vibration/Boundary/Boundary_X.txt": 
> save Boundary_Y, "D:/Kantorovich/Vibration/Boundary/Boundary_Y.txt": 
>  
## Calculate ABD matrix ## 
>    
> N:=3:                              #  Number of ply  #   
> phi:=vector([30,-30,30]):          #  Stacking sequence  #         
> theta:=0:                          #  Angle of rotation  #   
> read "C:/ABD.txt":                 #  find ABD matrix  #      # (subr.1)  
>     
> ## ------------------ PART 1 ------------------  ## 
>    
# --- Assume function Y(y) --- # 
>   
> YY[1]:=sin(Pi*y/b):            
> YY[2]:=sin(2*Pi*y/b):          
> YY[3]:=sin(3*Pi*y/b):   
>     
## Calculate [S] Matrix ##   
>    
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/[S].txt":                # (subr.2)   
>    
## Calculate [A] Matrix ##  
>    
> # Defind Identity Matrix (N_term*N_term) # 
> with(LinearAlgebra):IM:=IdentityMatrix(N_term): 
>  
> A1:=evalm( (2*a*D16/D11) * (S1_i&*(S3-S3_t)) ):    
> A2:=evalm( ((a^2*D12/D11)*(S1_i&*(S2+S2_t))) -      
((4*a^2*D66/D11)*(S1_i&*S6_t)) ):  
> A3:=evalm( (2*a^3*D26/D11) * (S1_i&*(S5-S5_t)) ):  
> A4:=evalm( (a^4*D22/D11) * (S1_i&*S4_t) ):   
> A5:=evalm( (a^4*density/D11)*IM ):         
> A6:=evalm( (D11/a^2)*S1 ):    
> A7:=evalm( (2*D16/a)*S3 ):     
> A8:=evalm( D12*S2 ):      
> A9:=evalm( (-D11/a^3)*S1 ):    
> A10:=evalm( (-2*D16/a^2) * (S3-S3_t) ):  
> A11:=evalm( ((4*D66/a)*S6_t) - ((D12/a)*S2) ):     
> A12:=evalm( (2*D26)*S5_t ): 
>     
> ## ------------------ PART 2 ------------------  ##    
> 
## The recurrence formula ##  
>    
> AA[0]:=array(1..N_term,1..1):       
> AA[1]:=array(1..N_term,1..1):  
> AA[2]:=array(1..N_term,1..1):       
> AA[3]:=array(1..N_term,1..1):   
>  
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> for i from 1 to N_term do   
>    AA[0][i,1]:=aa[i,0];               
>    AA[1][i,1]:=aa[i,1];           
>    AA[2][i,1]:=aa[i,2];  
>    AA[3][i,1]:=aa[i,3]; 
> od: 
>  
> for i from 0 to i_term-4 do 
>    AA[i+4]:=evalm(simplify(expand(-1*((A1&*AA[i+3]*(1/(i+4))) 
>    + (evalf(A2&*AA[i+2]*(1/(i+3)/(i+4))))  
>    + (evalf(A3&*AA[i+1]*(1/(i+2)/(i+3)/(i+4))))  
>    + (evalf((A4-lambda*A5)&*AA[i]*(1/(i+1)/(i+2)/(i+3)/(i+4))))))));   
> od:  
>  
> for i from 0 to i_term-4 do    
>    AAA[i+4]:=(evalm(simplify(AA[i+4])));    
> od:  
>  
> AAA[0]:=array(1..N_term,1..1):       
> AAA[1]:=array(1..N_term,1..1):  
> AAA[2]:=array(1..N_term,1..1):       
> AAA[3]:=array(1..N_term,1..1):   
>  
> for i from 1 to N_term do   
>    AAA[0][i,1]:=aa[i,0];               
>    AAA[1][i,1]:=aa[i,1];           
>    AAA[2][i,1]:=aa[i,2];  
>    AAA[3][i,1]:=aa[i,3]; 
> od:    
>     
## Calculate [X] Matrix ##   
>  
> read  
"D:/Kantorovich/CalculateMatrix/N_term=3/[X].txt":              # (subr.3)  
>  
## Calculate diff [X] Matrix ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/diff[X].txt":           # (subr.4)  
>  
##  Natural Boundary condition  ## 
>   
> My:=evalm((A6&*X_2x)+(A7&*X_1x)+(A8&*X)):  
> Qy:=evalm((A9&*X_3x)+(A10&*X_2x)+(A11&*X_1x)+(A12&*X)): 
>   
## Boundary Condition for on edge's x ## 
>   
> read  
"D:/Kantorovich/Boundary/N_term=3/Boundary_X.txt":              # (subr.5)    
>  
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> ## ------------------ PART 3 ------------------  ##    
>  
## Solve eigenvalue problem ##  
>  
> S:=array(1..4*N_term,1..4*N_term):  
>   for i from 1 to 4*N_term do   
>       for j from 1 to 4*N_term do  
>          S[i,j]:=diff(BC[i],Ca[j-1]):  
>       od:  
>   od:    
> with(linalg):  
> aaaa:=evalf(det(S)):  
>  
       ## determine eigenvalue ##   
## satisfy total energy minimization ##  
> 
> plot(aaaa,lambda=0..400);         
> read "C:/newton.txt": 
result1:=Newton ([aaaa=0],[lambda=200],output={variables,functions}); 
> 
> lambda:=subs(%,lambda);    
> ome2:=lambda; 
> ome:=sqrt(ome2/h);                  #  Natural frequencies (rad/s)  #  
> D00:=((E1*h^3)/(12*(1-v12*v21))):   
> beta:=sqrt(density*ome2*a^4/D00);   #  dimensionless frequency parameter #  
> 
             ## determine eigenvector ##   
## consider from boundary condition's case study ##   
>  
> for z from 1 to 4*N_term do    
>      eq[z]:=BC[z]=0: 
> od: 
>  
> Ca[0]:=0;   Ca[4]:=0;    Ca[8]:=0;    Ca[3]:=1; 
> sols:=solve({eq[5],eq[6],eq[7],eq[8],eq[9],eq[10],eq[11],eq[12]});    
>  
> Ca[0]:=0; 
> Ca[1]:=subs(sols,Ca[1]); 
> Ca[2]:=subs(sols,Ca[2]); 
> Ca[3]:=1; 
> Ca[4]:=0; 
> Ca[5]:=subs(sols,Ca[5]); 
> Ca[6]:=subs(sols,Ca[6]); 
> Ca[7]:=subs(sols,Ca[7]); 
> Ca[8]:=0; 
> Ca[9]:=subs(sols,Ca[9]); 
> Ca[10]:=subs(sols,Ca[10]); 
> Ca[11]:=subs(sols,Ca[11]); 
>     
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## find X(x) for calculate next iteration  ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/find[X].txt":          # (subr.6)  
>   
> XX1a:=XX[1]: XX2a:=XX[2]: XX3a:=XX[3]:  
>    
> save XX1a,"D:/Kantorovich/Vibration/Function/N=3/SSSS/XX1_1.txt": 
> save XX2a,"D:/Kantorovich/Vibration/Function/N=3/SSSS/XX1_2.txt": 
> save XX3a,"D:/Kantorovich/Vibration/Function/N=3/SSSS/XX1_3.txt": 
>  
>  
## Out-of-plane displacement  ##   
>  
> w:=XX[1]*YY[1]+XX[2]*YY[2]+XX[3]*YY[3]:   
>  
## plot mode shape  ##   
>  
> plot3d(w,x=0..a,y=0..b): 
>  
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
 

สวนโปรแกรมที่สองแสดงการทําซ้ําในรอบที่สองโดยนําฟงกชันเริ่มตน ( )iX x  ที่ไดจาก

การทําซ้ํารอบแรกเปนตัวทราบคาเริ่มตน รายละเอียดของโปรแกรมมีดังนี้ 
 

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
 

## Kantorovich Program ## 
 

## Vibration of Symmetrically Laminated Plates ## 
## using Extended Kantorovich Method ## 

 
 
## Iteration No.2 known function X(x) ##  
 
> restart;  
> Digits:=100:                
> N_term:=3:                #  Number of N term  #   
> i_term:=200:              #  Number of i term  #   
>    
## Input of all material properties ##  
>  
> ratio:=2.45:              #  ratio is E1/E2  #     
> E1 := 131e9:              #  Longitudanal modulus, GPa  #     
> E2 := E1/ratio:           #  Transverse modulus, GPa  #             
> v12 := 0.23:              #  Poisson ratio  #     
> G12 := 0.48*E2:           #  Shear modulus, GPa  #   
> density := 8000:          #  density, kg/m^3  # 
> v21 := v12*E2/E1:         #  Poisson ratio  #   
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## Defind geometry of a plate ##  
>  
> aspect_ratio:=1.0:        #  is a/b  #    
>   
> a:=10:                    #  Length of the plates, m  #  
> b:=a/aspect_ratio:        #  Width of the plates, m  #  
> t := 0.06:                #  Ply thickness, m  #  
> h:=t*N:                   #  thickness of the plates, m  # 
>    
## Boundary condition for study ##  
>  
> Boundary_X:=S_S:          # - satisfy boundary condition on edge's x - # 
> Boundary_Y:=S_S:          # - satisfy boundary condition on edge's y - #  
>  
> save Boundary_X, "D:/Kantorovich/Vibration/Boundary/Boundary_X.txt": 
> save Boundary_Y, "D:/Kantorovich/Vibration/Boundary/Boundary_Y.txt": 
>  
## Calculate ABD matrix ## 
>    
> N := 3:                            #  Number of ply  #   
> phi := vector([30,-30,30]):        #  Stacking sequence  #         
> theta:= 0:                         #  Angle of rotation  #   
> read "C:/ABD.txt":                 #  find ABD matrix  #      # (subr.1)  
>    
> ## ------------------ PART 1 ------------------  ##    
>    
# --- Read function X(x) from previous calculate --- # 
>   
> read "D:/Kantorovich/Vibration/Function/N=3/SSSS/XX1_1.txt": 
> read "D:/Kantorovich/Vibration/Function/N=3/SSSS/XX1_2.txt": 
> read "D:/Kantorovich/Vibration/Function/N=3/SSSS/XX1_3.txt": 
>   
> XX[1]:=XX1a: XX[2]:=XX2a: XX[3]:=XX3a:    
>     
## Calculate [R] Matrix ##   
>    
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/[R].txt":                # (subr.7)   
>    
## Calculate [B] Matrix ##  
>    
> # Defind Identity Matrix (N_term*N_term) # 
> with(LinearAlgebra):IM:=IdentityMatrix(N_term): 
>  
> B1:=evalm( (2*b*D26/D22) * (R1_i&*(R3-R3_t)) ):    
> B2:=evalm( ((b^2*D12/D22)*(R1_i&*(R2+R2_t))) - 
((4*b^2*D66/D22)*(R1_i&*R6_t)) ): 
> B3:=evalm( (2*b^3*D16/D22) * (R1_i&*(R5-R5_t)) ):  
> B4:=evalm( (b^4*D11/D22) * (R1_i&*R4_t) ):  
> B5:=evalm( (b^4*density/D22)*IM ):    
> B6:=evalm( (D22/b^2)*R1 ):   



 

 

 

         

134 

> B7:=evalm( (2*D26/b)*R3 ):    
> B8:=evalm( D12*R2 ):     
> B9:=evalm( (-D22/b^3)*R1 ):   
> B10:=evalm( (-2*D26/b^2) * (R3-R3_t) ): 
> B11:=evalm( ((4*D66/b)*R6_t) - ((D12/b)*R2) ):   
> B12:=evalm( (2*D16)*R5_t ):   
>     
> ## ------------------ PART 2 ------------------  ##    
>  
## The recurrence formula ##  
>    
> BB[0]:=array(1..N_term,1..1):       
> BB[1]:=array(1..N_term,1..1):  
> BB[2]:=array(1..N_term,1..1):       
> BB[3]:=array(1..N_term,1..1):   
>  
> for i from 1 to N_term do   
>    BB[0][i,1]:=bb[i,0];               
>    BB[1][i,1]:=bb[i,1];           
>    BB[2][i,1]:=bb[i,2];  
>    BB[3][i,1]:=bb[i,3]; 
> od: 
>  
> for i from 0 to i_term-4 do   
>    BB[i+4]:=evalm(simplify(expand(-1*((B1&*BB[i+3]*(1/(i+4))) 
>    + (evalf(B2&*BB[i+2]*(1/(i+3)/(i+4))))  
>    + (evalf(B3&*BB[i+1]*(1/(i+2)/(i+3)/(i+4))))  
>    + (evalf(B4-alpha*B5)&*BB[i]*(1/(i+1)/(i+2)/(i+3)/(i+4)))))));    
> od: 
>  
> for i from 0 to i_term-4 do    
>    BBB[i+4]:=(evalm(simplify(BB[i+4])));    
> od:  
>  
> BBB[0]:=array(1..N_term,1..1):       
> BBB[1]:=array(1..N_term,1..1):  
> BBB[2]:=array(1..N_term,1..1):       
> BBB[3]:=array(1..N_term,1..1):   
>  
> for i from 1 to N_term do   
>    BBB[0][i,1]:=bb[i,0];               
>    BBB[1][i,1]:=bb[i,1];           
>    BBB[2][i,1]:=bb[i,2];  
>    BBB[3][i,1]:=bb[i,3]; 
> od: 
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## Calculate [Y] Matrix ##   
>  
> read  
"D:/Kantorovich/CalculateMatrix/N_term=3/[Y].txt":              # (subr.8)  
>  
## Calculate diff [Y] Matrix ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/diff[Y].txt":         # (subr.9)  
>  
##  Natural Boundary condition  ## 
>   
> Mx:=evalm((B6&*Y_2y)+(B7&*Y_1y)+(B8&*Y)):  
> Qx:=evalm((B9&*Y_3y)+(B10&*Y_2y)+(B11&*Y_1y)+(B12&*Y)):  
>   
## Boundary Condition for on edge's y ## 
>   
> read  
"D:/Kantorovich/Boundary/N_term=3/Boundary_Y.txt":             # (subr.10)    
>      
> ## ------------------ PART 3 ------------------  ##    
> 
## Solve eigenvalue problem ##  
>  
> R:=array(1..4*N_term,1..4*N_term); 
>   for i from 1 to 4*N_term do  
>       for j from 1 to 4*N_term do 
>          R[i,j]:=diff(BC[i],Cb[j-1]); 
>       od: 
>   od:  
> with(linalg):  
> bbbb:=evalf(det(R)):  
>  
         ## determine eigenvalue ##   
## satisfy total energy minimization ##    
> 
> plot(bbbb,alpha=0..400);         
> read "C:/newton.txt": 
result1:=Newton ([bbbb=0],[alpha=200],output={variables,functions}); 
> 
> alpha:=subs(%,alpha); 
> ome2:=alpha; 
> ome:=sqrt(ome2/h);                  #  Natural frequencies (rad/s)  #  
> D00:=((E1*h^3)/(12*(1-v12*v21))):   
> beta:=sqrt(density*ome2*a^4/D00);   #  dimensionless frequency parameter #   
> 
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             ## determine eigenvector ##   
## consider from boundary condition's case study ##   
>  
> for z from 1 to 4*N_term do    
>      eq[z]:=BC[z]=0: 
> od: 
>  
> Cb[0]:=0;    Cb[4]:=0;   Cb[8]:=0;  Cb[11]:=1;  
> sols:=solve({eq[5],eq[6],eq[7],eq[8],eq[9],eq[10],eq[11],eq[12]}); 
>  
> Cb[0]:=0;   
> Cb[1]:=subs(sols,Cb[1]);    
> Cb[2]:=subs(sols,Cb[2]); 
> Cb[3]:=subs(sols,Cb[3]); 
> Cb[4]:=0;    
> Cb[5]:=subs(sols,Cb[5]);    
> Cb[6]:=subs(sols,Cb[6]); 
> Cb[7]:=subs(sols,Cb[7]); 
> Cb[8]:=0;  
> Cb[9]:=subs(sols,Cb[9]);    
> Cb[10]:=subs(sols,Cb[10]); 
> Cb[11]:=1;  
>       
## find Y(y) for calculate next iteration  ##   
>  
> read "D:/Kantorovich/CalculateMatrix/find[Y].txt":          #(subr.11)  
>   
> YY1b:=YY[1]:  YY2b:=YY[2]:  YY3b:=YY[3]: 
>  
> save YY1b,"D:/Kantorovich/Vibration/Function/N=3/SSSS/YY1_1.txt":  
> save YY2b,"D:/Kantorovich/Vibration/Function/N=3/SSSS/YY1_2.txt":  
> save YY3b,"D:/Kantorovich/Vibration/Function/N=3/SSSS/YY1_3.txt": 
>  
## Out-of-plane displacement  ##   
>  
> w:=XX[1]*YY[1]+XX[2]*YY[2]+XX[3]*YY[3]:   
>  
## plot mode shape  ##   
>  
> plot3d(w,x=0..a,y=0..b): 
>  
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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ก.3    โปรแกรมยอยที่ใชในโปรแกรมสาํหรับการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือน 
 

 สําหรับโปรแกรมยอยที่ใชในโปรแกรมสําหรับการแกปญหาการโกงงอและการสั่นสะเทือน 

ดังแสดงในภาคผนวก ก.1 และ ก.2 ตามลําดับ มีปญหาละ 11 โปรแกรม ซึ่งรายละเอียดของ

โปรแกรมยอยทั้งสองปญหามีคําสั่งเหมือนกัน ดังนั้นทั้งสองปญหาจึงสามารถอานชุดคําสั่งจาก

ไฟลเดียวกันได โดยรายละเอียด คําอธิบายและฐานขอมูลที่จัดเก็บโปรแกรมยอยทั้ง 11 โปรแกรม 

มีดังตอไปนี้   
 

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
โปรแกรมยอยที่ 1  ถูกจัดเก็บไวที ่C:/ABD.txt โปรแกรมนี้ทาํหนาที่คาํนวณหาคา [ABD] ตาม

สมการ (3-15 ถึง 3-17) โดยรายละเอียดของโปรแกรมมดีังตอไปนี้ 
 

> #---------------- (Subroutine 1) ---------------# 
> #Calculate the lamina stiffness matrix [Q] in material axis  
>  Q11:=E1^2/(E1-v12^2*E2): 
>  Q12:=v12*E1*E2/(E1-v12^2*E2): 
>  Q22:=E1*E2/(E1-v12^2*E2): 
>  Q66:=G12: 
> #Calculate invariants U 
>  U1:= (3*Q11+3*Q22+2*Q12+4*Q66)/8: 
>  U2:= (Q11-Q22)/2: 
>  U3:= (Q11+Q22-2*Q12-4*Q66)/8: 
>  U4:= (Q11+Q22+6*Q12-4*Q66)/8: 
>  U5:= (Q11+Q22-2*Q12+4*Q66)/8: 
>  
> #Calculate the distance from midplane : z[1]to z[N+1] 
>  for i from 1 to N+1 do 
>     z[i]:=t*(i-1-N/2) 
>  od: 
> #Calculate the invariants V (a total of 15 invariants) 
>  VA0 := N*t: VB0:=0:  
>    VD0:=(N*t)^3/12: 
>  VA1:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VA1:=VA1+cos(Pi/180*2*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
>        od: 
>  VA2:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VA2:=VA2+sin(Pi/180*2*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
>        od: 
>  VA3:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VA3:=VA3+cos(Pi/180*4*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
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>        od: 
>  VA4:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VA4:=VA4+sin(Pi/180*4*phi[i])*(z[i+1]-z[i]); 
>        od: 
>  VB1:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VB1:=VB1+cos(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
>        od: 
>  VB1:=VB1/2: 
>  VB2:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VB2:=VB2+sin(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
>        od: 
>  VB2:=VB2/2: 
>  VB3:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VB3:=VB3+cos(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
>        od: 
>  VB3:=VB3/2: 
>  VB4:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VB4:=VB4+sin(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^2-(z[i])^2); 
>        od: 
>  VB4:=VB4/2: 
>  VD1:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VD1:=VD1+cos(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
>        od: 
>  VD1:=VD1/3: 
>  VD2:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VD2:=VD2+sin(Pi/180*2*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
>        od: 
>  VD2:=VD2/3: 
>  VD3:=0: 
>        for i from 1 to N do 
>           VD3:=VD3+cos(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
>        od: 
>  VD3:=VD3/3: 
>    VD4:=0: 
>       for i from 1 to N do 
>          VD4:=VD4+sin(Pi/180*4*phi[i])*((z[i+1])^3-(z[i])^3); 
>       od: 
> VD4:=VD4/3: 
> #This are the results: [ABD] w.r.t. the rotated axis. 
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> #------------------------ Matrix [A] ------------------------------#  
>   
> A11:=evalf(U1*VA0+U2*VA1*cos(2*theta*Pi/180)+U2*VA2*sin(2*theta*Pi 
> /180)+U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VA4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> A22:=evalf(U1*VA0-U2*VA1*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VA2*sin(2*theta*Pi 
> /180)+U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VA4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> A12:=evalf(U4*VA0-U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VA4*sin(4*theta*Pi 
> /180)): 
> A66:=evalf(U5*VA0-U3*VA3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VA4*sin(4*theta*Pi 
> /180)): 
> A16:=evalf(U2*VA2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VA1*sin(2*theta*Pi/180)+2 
> *U3*VA4*cos(4*theta*Pi/180)-2*U3*VA3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
> A26:=evalf(U2*VA2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VA1*sin(2*theta*Pi/180)-2 
> *U3*VA4*cos(4*theta*Pi/180)+2*U3*VA3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
> #------------------------ Matrix [B] ------------------------------# 
> B11:=evalf(U1*VB0+U2*VB1*cos(2*theta*Pi/180)+U2*VB2*sin(2*theta*Pi 
> /180)+U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VB4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> B22:=evalf(U1*VB0-U2*VB1*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VB2*sin(2*theta*Pi 
> /180)+U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VB4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> B12:=evalf(U4*VB0-U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VB4*sin(4*theta*Pi 
> /180)): 
> B66:=evalf(U5*VB0-U3*VB3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VB4*sin(4*theta*Pi 
> /180)): 
> B16:=evalf(U2*VB2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VB1*sin(2*theta*Pi/180)+2 
> *U3*VB4*cos(4*theta*Pi/180)-2*U3*VB3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
> B26:=evalf(U2*VB2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VB1*sin(2*theta*Pi/180) 
> -2*U3*VB4*cos(4*theta*Pi/180)+2*U3*VB3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
> #------------------------ Matrix [D] ------------------------------#   
>   
> D11:=evalf(U1*VD0+U2*VD1*cos(2*theta*Pi/180)+U2*VD2*sin(2*theta*Pi  
> /180)+U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VD4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> D22:=evalf(U1*VD0-U2*VD1*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VD2*sin(2*theta*Pi 
> /180)+U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)+U3*VD4*sin(4*theta*Pi/180)): 
> D12:=evalf(U4*VD0-U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VD4*sin(4*theta*Pi 
> /180)): 
> D66:=evalf(U5*VD0-U3*VD3*cos(4*theta*Pi/180)-U3*VD4*sin(4*theta*Pi 
> /180)): 
> D16:=evalf(U2*VD2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VD1*sin(2*theta*Pi/180)+2 
> *U3*VD4*cos(4*theta*Pi/180)-2*U3*VD3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
> D26:=evalf(U2*VD2*cos(2*theta*Pi/180)-U2*VD1*sin(2*theta*Pi/180)-2 
> *U3*VD4*cos(4*theta*Pi/180)+2*U3*VD3*sin(4*theta*Pi/180))/2: 
>  #----------------------- Matrix [ABD] -----------------------------#    
>    
ABD:=linalg[matrix](6,6,[[A11,A12,A16,B11,B12,B16],[A12,A22,A26,B12,B22,B26]
,[A16,A26,A66,B16,B26,B66],[B11,B12,B16,D11,D12,D16],[B12,B22,B26,D12,D22,D2
6],[B16,B26,B66,D16,D26,D66]]); 
>  
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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โปรแกรมยอยที่ 2  ถูกจัดเก็บไวที ่D:/Kantorovich /CalculateMatrix/[S].txt โปรแกรมนีท้ํา

หนาที่คาํนวณหาเมตริกซทราบคา [ ]iS  ตามสมการ (4-9) โดยรายละเอยีดของโปรแกรมมี

ดังตอไปนี้ 
 

> #---------------- (Subroutine 2) ---------------# 
> with(linalg):   Y:=array(1..N_term,1..1):       
>               Y_y:=array(1..N_term,1..1):                               
>              Y_yy:=array(1..N_term,1..1):    
> for i from 1 to N_term do    
>    Y[i,1]:=YY[i];              
>    Y_y[i,1]:=diff(Y[i,1],y);   
>    Y_yy[i,1]:=diff(Y[i,1],y,y);  
> od:  
>   
>   Y_t:=transpose(Y):  
>   Y_y_t:=transpose(Y_y):            
>    Y_yy_t:=transpose(Y_yy):    
> ss1:=evalm(Y&*Y_t):  
> ss2:=evalm(Y&*Y_yy_t):         
> ss3:=evalm(Y&*Y_y_t):             
> ss4:=evalm(Y_yy&*Y_yy_t):   
> ss5:=evalm(Y_yy&*Y_y_t):  
> ss6:=evalm(Y_y&*Y_y_t):   
>      S1:=array(1..N_term,1..N_term):   
>      S2:=array(1..N_term,1..N_term):   
>      S3:=array(1..N_term,1..N_term):   
>      S4:=array(1..N_term,1..N_term):   
>      S5:=array(1..N_term,1..N_term):  
>      S6:=array(1..N_term,1..N_term):       
> for i from 1 to N_term do  
>   for j from 1 to N_term do  
>      S1[i,j]:=evalf(int(ss1[i,j],y=0..b));  
>      S2[i,j]:=evalf(int(ss2[i,j],y=0..b));   
>      S3[i,j]:=evalf(int(ss3[i,j],y=0..b));   
>      S4[i,j]:=evalf(int(ss4[i,j],y=0..b));   
>      S5[i,j]:=evalf(int(ss5[i,j],y=0..b));   
>      S6[i,j]:=evalf(int(ss6[i,j],y=0..b));     
>   od:  
> od:   
>      S1_t:=transpose(S1):       S1_i:=inverse(S1):  
>      S2_t:=transpose(S2):     
>      S3_t:=transpose(S3):     
>      S4_t:=transpose(S4):     
>      S5_t:=transpose(S5):     
>      S6_t:=transpose(S6):    
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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โปรแกรมยอยที่ 3  ถูกจัดเก็บไวที ่D:/Kantorovich /CalculateMatrix/N_term=1/[X].txt 

โปรแกรมนี้ทาํหนาที่คาํนวณหาเมตริกซ { }X  ตามสมการ (4-25) โดยเลือกใชโปรแกรมตาม

จํานวนพจนทีใ่ชสมมุติคาฟงกชนัเริ่มตน ซึ่งรายละเอียดของโปรแกรมมีดังตอไปนี ้
 

> #---------------- (Subroutine 3) ---------------# 
> # case using N term=1 for calculate # 
> Xh[1]:=0:     
>     for i from 0 to i_term do    
>        Xh[1]:=expand(Xh[1]+AAA[i][1,1]*xi^i);          
>     od:  
> 
> # case using N term=2 for calculate # 
> Xh[1]:=0: Xh[2]:=0:    
>     for i from 0 to i_term do    
>        Xh[1]:=expand(Xh[1]+AAA[i][1,1]*xi^i);       
>        Xh[2]:=expand(Xh[2]+AAA[i][2,1]*xi^i);      
>     od:  
>    
> # case using N term=3 for calculate # 
> Xh[1]:=0: Xh[2]:=0: Xh[3]:=0:    
>     for i from 0 to i_term do    
>        Xh[1]:=expand(Xh[1]+AAA[i][1,1]*xi^i);       
>        Xh[2]:=expand(Xh[2]+AAA[i][2,1]*xi^i);     
>        Xh[3]:=expand(Xh[3]+AAA[i][3,1]*xi^i);  
>     od:  
>      
> # case using N term=4 for calculate # 
> Xh[1]:=0: Xh[2]:=0: Xh[3]:=0: Xh[4]:=0:  
>     for i from 0 to i_term do    
>        Xh[1]:=expand(Xh[1]+AAA[i][1,1]*xi^i);       
>        Xh[2]:=expand(Xh[2]+AAA[i][2,1]*xi^i);     
>        Xh[3]:=expand(Xh[3]+AAA[i][3,1]*xi^i);  
>        Xh[4]:=expand(Xh[4]+AAA[i][4,1]*xi^i); 
>     od:     
>     
> # case using N term=5 for calculate #   
> Xh[1]:=0: Xh[2]:=0: Xh[3]:=0: Xh[4]:=0: Xh[5]:=0:  
>     for i from 0 to i_term do    
>        Xh[1]:=expand(Xh[1]+AAA[i][1,1]*xi^i);       
>        Xh[2]:=expand(Xh[2]+AAA[i][2,1]*xi^i);     
>        Xh[3]:=expand(Xh[3]+AAA[i][3,1]*xi^i);  
>        Xh[4]:=expand(Xh[4]+AAA[i][4,1]*xi^i); 
>        Xh[5]:=expand(Xh[5]+AAA[i][5,1]*xi^i); 
>     od:     
>       
>         
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> # case using N term=6 for calculate #     
> Xh[1]:=0: Xh[2]:=0: Xh[3]:=0: Xh[4]:=0: Xh[5]:=0: Xh[6]:=0:  
>     for i from 0 to i_term do    
>        Xh[1]:=expand(Xh[1]+AAA[i][1,1]*xi^i);       
>        Xh[2]:=expand(Xh[2]+AAA[i][2,1]*xi^i);     
>        Xh[3]:=expand(Xh[3]+AAA[i][3,1]*xi^i);  
>        Xh[4]:=expand(Xh[4]+AAA[i][4,1]*xi^i); 
>        Xh[5]:=expand(Xh[5]+AAA[i][5,1]*xi^i); 
>        Xh[6]:=expand(Xh[6]+AAA[i][6,1]*xi^i); 
>     od:   
>       
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
  

โปรแกรมยอยที่ 4  ถูกจัดเก็บไวที ่D:/Kantorovich /CalculateMatrix/diff[X].txt โปรแกรมนี้ทาํ

หนาที่คาํนวณหาอนุพนัธของ { }X  โดยรายละเอียดของโปรแกรมมีดังตอไปนี ้
  

> #---------------- (Subroutine 4) ---------------# 
> with(linalg):   X:=array(1..N_term,1..1):      
> for i from 1 to N_term do  
>    X[i,1]:=Xh[i];      
> od:      
> for i from 1 to N_term do 
>    for j from 0 to 3 do 
>       aa[i,j]:=Ca[(4*(i-1))+j]; 
>    od: 
> od:  
> for i from 1 to N_term do 
>   XX[i]:=X[i,1]; 
> od: 
>  
> X_1x:=array(1..N_term,1..1): 
> for i from 1 to N_term do 
> X_1x[i,1]:=diff(XX[i],xi); 
> od: 
>  
> X_2x:=array(1..N_term,1..1): 
> for i from 1 to N_term do 
> X_2x[i,1]:=diff(XX[i],xi,xi); 
> od: 
>  
> X_3x:=array(1..N_term,1..1): 
> for i from 1 to N_term do 
> X_3x[i,1]:=diff(XX[i],xi,xi,xi); 
> od:  
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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โปรแกรมยอยที่ 5  ถูกจัดเก็บไวที ่D:/Kantorovich /Boundary/N_term=1/Boundary_X.txt 

โปรแกรมนี้ทาํหนาทีเ่ลือกเงือ่นไขขอบเขตที่สอดคลองกบัตําแหนง 0ξ =  และ ξ a=  ตามสมการ 

(4-19 ถึง 4-22) โดยโปรแกรมจะถูกเลือกใชตามจํานวนพจนที่ใชสมมตุิคาฟงกชันเริม่ตน ซึง่

รายละเอียดของโปรแกรมมดีังตอไปนี้ 
  

> #---------------- (Subroutine 5) ---------------# 
> # case using N term=1 for calculate #   
> read "D:/Kantorovich/Buckling/Boundary/Boundary_X.txt":    
>  
> if (Boundary_X=C_C) 
> then BC[1]:=evalf(subs(xi=0,X[1,1])):            
>   BC[2]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[1,1])):     
>   
>   BC[3]:=evalf(subs(xi=1,X[1,1])):      
>   BC[4]:=evalf(subs(xi=1,X_1x[1,1])):  
> end if; 
> if (Boundary_X=C_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(xi=0,X[1,1])):            
>   BC[2]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[1,1])):     
>   
>   BC[3]:=evalf(subs(xi=1,X[1,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(xi=1,My[1,1])):  
> end if;       
> if (Boundary_X=S_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(xi=0,X[1,1])):       
>   BC[2]:=evalf(subs(xi=0,My[1,1])):     
>   
>   BC[3]:=evalf(subs(xi=1,X[1,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(xi=1,My[1,1])):  
> end if;  
>  
> # case using N term=2 for calculate #    
>  read "D:/Kantorovich/Buckling/Boundary/Boundary_X.txt":   
>  
> if (Boundary_X=C_C) 
> then BC[1]:=evalf(subs(xi=0,X[1,1])):        
>      BC[2]:=evalf(subs(xi=0,X[2,1])):    
>   BC[3]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[1,1])):      
>   BC[4]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[2,1])):     
>   
>   BC[5]:=evalf(subs(xi=1,X[1,1])):       
>   BC[6]:=evalf(subs(xi=1,X[2,1])):    
>   BC[7]:=evalf(subs(xi=1,X_1x[1,1])):     
>   BC[8]:=evalf(subs(xi=1,X_1x[2,1])):  
> end if; 
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> if (Boundary_X=C_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(xi=0,X[1,1])):        
>      BC[2]:=evalf(subs(xi=0,X[2,1])):    
>   BC[3]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[1,1])):      
>   BC[4]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[2,1])):      
>   
>   BC[5]:=evalf(subs(xi=1,X[1,1])):       
>   BC[6]:=evalf(subs(xi=1,X[2,1])):    
>   BC[7]:=evalf(subs(xi=1,My[1,1])):     
>   BC[8]:=evalf(subs(xi=1,My[2,1])):  
> end if;       
> if (Boundary_X=S_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(xi=0,X[1,1])):        
>      BC[2]:=evalf(subs(xi=0,X[2,1])):  
>   BC[3]:=evalf(subs(xi=0,My[1,1])):      
>   BC[4]:=evalf(subs(xi=0,My[2,1])):     
>   
>   BC[5]:=evalf(subs(xi=1,X[1,1])):       
>   BC[6]:=evalf(subs(xi=1,X[2,1])):    
>   BC[7]:=evalf(subs(xi=1,My[1,1])):     
>   BC[8]:=evalf(subs(xi=1,My[2,1])):     
>  end if; 
>   
>  # case using N term=3 for calculate #    
> read "D:/Kantorovich/Buckling/Boundary/Boundary_X.txt":   
>  
> if (Boundary_X=C_C) 
> then BC[1]:=evalf(subs(xi=0,X[1,1])):        
>      BC[2]:=evalf(subs(xi=0,X[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(xi=0,X[3,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[1,1])):    
>   BC[5]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[2,1])):      
>   BC[6]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[3,1])):     
>   
>   BC[7]:=evalf(subs(xi=1,X[1,1])):       
>   BC[8]:=evalf(subs(xi=1,X[2,1])):   
>   BC[9]:=evalf(subs(xi=1,X[3,1])):    
>   BC[10]:=evalf(subs(xi=1,X_1x[1,1])):  
>   BC[11]:=evalf(subs(xi=1,X_1x[2,1])):     
>   BC[12]:=evalf(subs(xi=1,X_1x[3,1])):  
> end if; 
> if (Boundary_X=C_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(xi=0,X[1,1])):        
>      BC[2]:=evalf(subs(xi=0,X[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(xi=0,X[3,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[1,1])):    
>   BC[5]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[2,1])):      
>   BC[6]:=evalf(subs(xi=0,X_1x[3,1])):      
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>   
>   BC[7]:=evalf(subs(xi=1,X[1,1])):       
>   BC[8]:=evalf(subs(xi=1,X[2,1])):   
>   BC[9]:=evalf(subs(xi=1,X[3,1])):    
>   BC[10]:=evalf(subs(xi=1,My[1,1])):  
>   BC[11]:=evalf(subs(xi=1,My[2,1])):     
>   BC[12]:=evalf(subs(xi=1,My[3,1])):  
> end if;       
> if (Boundary_X=S_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(xi=0,X[1,1])):        
>      BC[2]:=evalf(subs(xi=0,X[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(xi=0,X[3,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(xi=0,My[1,1])):    
>   BC[5]:=evalf(subs(xi=0,My[2,1])):      
>   BC[6]:=evalf(subs(xi=0,My[3,1])):     
>   
>   BC[7]:=evalf(subs(xi=1,X[1,1])):       
>   BC[8]:=evalf(subs(xi=1,X[2,1])):   
>   BC[9]:=evalf(subs(xi=1,X[3,1])):    
>   BC[10]:=evalf(subs(xi=1,My[1,1])):  
>   BC[11]:=evalf(subs(xi=1,My[2,1])):     
>   BC[12]:=evalf(subs(xi=1,My[3,1])):  
> end if; 
>    
> # case using N term=4, 5 and 6 have form similar N term 1, 2 and 3 #  
> 

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
 

โปรแกรมยอยที่ 6  ถูกจัดเก็บไวที ่D:/Kantorovich /CalculateMatrix/find[X].txt โปรแกรมนี้ทาํ

หนาที่คาํนวณหาคา X(x) ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ขอบ x=0 และ x=a และเพื่อเอาไวเปน

ฟงกชันเริ่มตนในการคํานวณการทาํซ้ํารอบตอไป โดยรายละเอียดของโปรแกรมมดีังตอไปนี้ 
 

> #---------------- (Subroutine 6) ---------------# 
> for i from 1 to N_term do 
>    for j from 0 to 3 do 
>       Ca[(4*(i-1))+j]:=aa[i,j]; 
>    od: 
> od:   
> xi:=x/a: 
> for i from 1 to N_term do 
>   XX[i]:=X[i,1]; 
> od: 
>  
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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โปรแกรมยอยที่ 7  ถูกจัดเก็บไวที ่D:/Kantorovich/CalculateMatrix/[R].txt":โปรแกรมนีท้ํา

หนาที่คาํนวณหาเมตริกซทราบคา [ ]iS  ตามสมการ (4-9) โดยรายละเอยีดของโปรแกรมมี

ดังตอไปนี้ 
 

> #---------------- (Subroutine 7) ---------------# 
> with(linalg):   X:=array(1..N_term,1..1):        
>               X_x:=array(1..N_term,1..1):                         
>              X_xx:=array(1..N_term,1..1):    
> for i from 1 to N_term do   
>    X[i,1]:=XX[i];              
>    X_x[i,1]:=diff(X[i,1],x);  
>    X_xx[i,1]:=diff(X[i,1],x,x); 
> od:  
>  
>   X_t:=transpose(X): 
>   X_x_t:=transpose(X_x):           
>   X_xx_t:=transpose(X_xx):   
> rr1:=evalm(X&*X_t): 
> rr2:=evalm(X&*X_xx_t):        
> rr3:=evalm(X&*X_x_t):            
> rr4:=evalm(X_xx&*X_xx_t):  
> rr5:=evalm(X_xx&*X_x_t): 
> rr6:=evalm(X_x&*X_x_t): 
>      R1:=array(1..N_term,1..N_term):   
>      R2:=array(1..N_term,1..N_term):     
>      R3:=array(1..N_term,1..N_term):         
>      R4:=array(1..N_term,1..N_term):         
>      R5:=array(1..N_term,1..N_term):          
>      R6:=array(1..N_term,1..N_term):                      
> for i from 1 to N_term do 
>   for j from 1 to N_term do 
>      R1[i,j]:=evalf(int(rr1[i,j],x=0..a));  
>      R2[i,j]:=evalf(int(rr2[i,j],x=0..a));   
>      R3[i,j]:=evalf(int(rr3[i,j],x=0..a));   
>      R4[i,j]:=evalf(int(rr4[i,j],x=0..a));   
>      R5[i,j]:=evalf(int(rr5[i,j],x=0..a));   
>      R6[i,j]:=evalf(int(rr6[i,j],x=0..a));     
>   od: 
> od:    
>      R1_t:=transpose(R1):       R1_i:=inverse(R1): 
>      R2_t:=transpose(R2):    
>      R3_t:=transpose(R3):   
>      R4_t:=transpose(R4):   
>      R5_t:=transpose(R5):    
>      R6_t:=transpose(R6):    
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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โปรแกรมยอยที่ 8  ถูกจัดเก็บไวที ่D:/Kantorovich/CalculateMatrix/N_term=1/[Y].txt 

โปรแกรมนี้ทาํหนาที่คาํนวณหาเมตริกซ { }Y  ตามสมการ (4-45) โดยเลือกใชโปรแกรมตาม

จํานวนพจนทีใ่ชสมมุติคาฟงกชนัเริ่มตน ซึ่งรายละเอียดของโปรแกรมมีดังตอไปนี ้
 

> #---------------- (Subroutine 8) ---------------# 
> # case using N term=1 for calculate # 
> Yh[1]:=0:  
>   for i from 0 to i_term do    
>      Yh[1]:=expand(Yh[1]+BBB[i][1,1]*eta^i);             
>   od:  
>  
> # case using N term=2 for calculate # 
> Yh[1]:=0: Yh[2]:=0:  
>   for i from 0 to i_term do    
>      Yh[1]:=expand(Yh[1]+BBB[i][1,1]*eta^i);       
>      Yh[2]:=expand(Yh[2]+BBB[i][2,1]*eta^i);         
>   od:  
>    
> # case using N term=3 for calculate # 
> Yh[1]:=0: Yh[2]:=0: Yh[3]:=0: 
>   for i from 0 to i_term do    
>      Yh[1]:=expand(Yh[1]+BBB[i][1,1]*eta^i);       
>      Yh[2]:=expand(Yh[2]+BBB[i][2,1]*eta^i);        
>      Yh[3]:=expand(Yh[3]+BBB[i][3,1]*eta^i);  
>   od:  
>      
> # case using N term=4 for calculate # 
> Yh[1]:=0: Yh[2]:=0: Yh[3]:=0: Yh[4]:=0: 
>   for i from 0 to i_term do    
>      Yh[1]:=expand(Yh[1]+BBB[i][1,1]*eta^i);       
>      Yh[2]:=expand(Yh[2]+BBB[i][2,1]*eta^i);        
>      Yh[3]:=expand(Yh[3]+BBB[i][3,1]*eta^i);  
>      Yh[4]:=expand(Yh[4]+BBB[i][4,1]*eta^i); 
>   od: 
>     
> # case using N term=5 for calculate #   
> Yh[1]:=0: Yh[2]:=0: Yh[3]:=0: Yh[4]:=0: Yh[5]:=0: 
>   for i from 0 to i_term do    
>      Yh[1]:=expand(Yh[1]+BBB[i][1,1]*eta^i);       
>      Yh[2]:=expand(Yh[2]+BBB[i][2,1]*eta^i);        
>      Yh[3]:=expand(Yh[3]+BBB[i][3,1]*eta^i);  
>      Yh[4]:=expand(Yh[4]+BBB[i][4,1]*eta^i); 
>      Yh[5]:=expand(Yh[5]+BBB[i][5,1]*eta^i); 
>   od:      
>  
>         
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> # case using N term=6 for calculate #     
> Xh[1]:=0: Xh[2]:=0: Xh[3]:=0: Xh[4]:=0: Xh[5]:=0: Xh[6]:=0:  
>     for i from 0 to i_term do    
>        Xh[1]:=expand(Xh[1]+AAA[i][1,1]*xi^i);       
>        Xh[2]:=expand(Xh[2]+AAA[i][2,1]*xi^i);     
>        Xh[3]:=expand(Xh[3]+AAA[i][3,1]*xi^i);  
>        Xh[4]:=expand(Xh[4]+AAA[i][4,1]*xi^i); 
>        Xh[5]:=expand(Xh[5]+AAA[i][5,1]*xi^i); 
>        Xh[6]:=expand(Xh[6]+AAA[i][6,1]*xi^i); 
>     od:  
>  
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
 

โปรแกรมยอยที่ 9  ถูกจัดเก็บไวที ่D:/Kantorovich /CalculateMatrix/diff[Y].txt โปรแกรมนี้ทาํ

หนาที่คาํนวณหาอนุพนัธของ { }Y  โดยรายละเอียดของโปรแกรมมีดังตอไปนี ้
  

> #---------------- (Subroutine 9) ---------------# 
> > with(linalg):   Y:=array(1..N_term,1..1):       
> for i from 1 to N_term do  
>    Y[i,1]:=Yh[i];      
> od:       
> for i from 1 to N_term do 
>    for j from 0 to 3 do 
>       bb[i,j]:=Cb[(4*(i-1))+j]; 
>    od: 
> od: 
> for i from 1 to N_term do 
>   YY[i]:=Y[i,1]; 
> od: 
>  
> Y_1y:=array(1..N_term,1..1): 
> for i from 1 to N_term do 
> Y_1y[i,1]:=diff(YY[i],eta); 
> od: 
>  
> Y_2y:=array(1..N_term,1..1): 
> for i from 1 to N_term do 
> Y_2y[i,1]:=diff(YY[i],eta,eta); 
> od: 
>  
> Y_3y:=array(1..N_term,1..1): 
> for i from 1 to N_term do 
> Y_3y[i,1]:=diff(YY[i],eta,eta,eta); 
> od: 
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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โปรแกรมยอยที่ 10  ถกูจดัเก็บไวที ่D:/Kantorovich /Boundary/N_term=1/Boundary_Y.txt 

โปรแกรมนี้ทาํหนาทีเ่ลือกเงือ่นไขขอบเขตที่สอดคลองกบัตําแหนง 0η =  และ η b=   ตามสมการ 

(4-39 ถึง 4-42) โดยโปรแกรมจะถูกเลือกใชตามจํานวนพจนที่ใชสมมตุิคาฟงกชันเริม่ตน ซึง่

รายละเอียดของโปรแกรมมดีังตอไปนี้ 
  

> #---------------- (Subroutine 10) ---------------# 
> # case using N term=1 for calculate #   
> read "D:/Kantorovich/Buckling/Boundary/Boundary_Y.txt": 
>  
> if (Boundary_Y=C_C) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[1,1])):    
>   
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):     
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[1,1])):  
> end if; 
> if (Boundary_Y=C_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[1,1])):    
>   
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=1,Mx[1,1])):  
> end if;       
> if (Boundary_Y=S_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):  
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Mx[1,1])):    
>       
>    BC[3]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=1,Mx[1,1])):  
> end if;  
> if (Boundary_Y=S_C) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):  
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Mx[1,1])):    
>   
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):     
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[1,1])):  
> end if; 
> if (Boundary_Y=C_F) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[1,1])):    
>   
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=1,Mx[1,1])):   
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=1,Qx[1,1])):   
> end if;   
>   
>    
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> # case using N term=2 for calculate #   
> read "D:/Kantorovich/Buckling/Boundary/Boundary_Y.txt": 
>  
> if (Boundary_Y=C_C) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[1,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[2,1])):    
>   
>   BC[5]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=1,Y[2,1])):  
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[1,1])):   
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[2,1])):  
> end if; 
> if (Boundary_Y=C_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[1,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[2,1])):    
>   
>   BC[5]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=1,Y[2,1])):  
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Mx[1,1])):   
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Mx[2,1])):  
> end if;       
> if (Boundary_Y=S_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Mx[1,1])):  
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Mx[2,1])):    
>       
>    BC[5]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=1,Y[2,1])):  
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Mx[1,1])):   
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Mx[2,1])): 
> end if;  
> if (Boundary_Y=S_C) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Mx[1,1])):  
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Mx[2,1])):     
>   
>   BC[5]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=1,Y[2,1])):  
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[1,1])):   
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[2,1])): 
> end if; 
>   
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> if (Boundary_Y=C_F) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[1,1])):    
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[2,1])):    
>   
>   BC[5]:=evalf(subs(eta=1,Mx[1,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=1,Mx[2,1])):  
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Qx[1,1])):   
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Qx[2,1])):   
> end if;   
>   
> # case using N term=3 for calculate #   
> read "D:/Kantorovich/Buckling/Boundary/Boundary_Y.txt": 
>  
> if (Boundary_Y=C_C) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Y[3,1])):  
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[1,1])):  
>   BC[5]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[2,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[3,1])):    
>   
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Y[2,1])):  
>   BC[9]:=evalf(subs(eta=1,Y[3,1])): 
>   BC[10]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[1,1])): 
>   BC[11]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[2,1])):   
>   BC[12]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[3,1])):  
> end if; 
> if (Boundary_Y=C_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Y[3,1])):  
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[1,1])):  
>   BC[5]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[2,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[3,1])):    
>   
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Y[2,1])):  
>   BC[9]:=evalf(subs(eta=1,Y[3,1])): 
>   BC[10]:=evalf(subs(eta=1,Mx[1,1])): 
>   BC[11]:=evalf(subs(eta=1,Mx[2,1])):   
>   BC[12]:=evalf(subs(eta=1,Mx[3,1])):  
> end if;       
> if (Boundary_Y=S_S) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
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>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Y[3,1])):  
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Mx[1,1])):  
>   BC[5]:=evalf(subs(eta=0,Mx[2,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=0,Mx[3,1])):    
>   
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Y[2,1])):  
>   BC[9]:=evalf(subs(eta=1,Y[3,1])): 
>   BC[10]:=evalf(subs(eta=1,Mx[1,1])): 
>   BC[11]:=evalf(subs(eta=1,Mx[2,1])):   
>   BC[12]:=evalf(subs(eta=1,Mx[3,1])):  
> end if;  
> if (Boundary_Y=S_C) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Y[3,1])):  
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Mx[1,1])):  
>   BC[5]:=evalf(subs(eta=0,Mx[2,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=0,Mx[3,1])):    
>   
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Y[1,1])):    
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Y[2,1])):  
>   BC[9]:=evalf(subs(eta=1,Y[3,1])): 
>   BC[10]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[1,1])): 
>   BC[11]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[2,1])):   
>   BC[12]:=evalf(subs(eta=1,Y_1y[3,1])):  
> end if; 
> if (Boundary_Y=C_F) 
> then BC[1]:=evalf(subs(eta=0,Y[1,1])):     
>   BC[2]:=evalf(subs(eta=0,Y[2,1])): 
>   BC[3]:=evalf(subs(eta=0,Y[3,1])):  
>   BC[4]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[1,1])):  
>   BC[5]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[2,1])):    
>   BC[6]:=evalf(subs(eta=0,Y_1y[3,1])):    
>   
>   BC[7]:=evalf(subs(eta=1,Mx[1,1])):    
>   BC[8]:=evalf(subs(eta=1,Mx[2,1])):  
>   BC[9]:=evalf(subs(eta=1,Mx[3,1])): 
>   BC[10]:=evalf(subs(eta=1,Qx[1,1])): 
>   BC[11]:=evalf(subs(eta=1,Qx[2,1])):   
>   BC[12]:=evalf(subs(eta=1,Qx[3,1])):  
>  end if;  
>    
> # case using N term=4, 5 and 6 have form similar N term 1, 2 and 3 #  
>   
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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โปรแกรมยอยที่ 11  ถกูจดัเก็บไวที ่D:/Kantorovich /CalculateMatrix/find[Y].txt โปรแกรมนี้

ทําหนาที่คาํนวณหาคา Y(y) ที่สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตที่ขอบ y=0 และ y=b และเพื่อเอาไว

เปนฟงกชนัเริม่ตนในการคํานวณการทาํซ้าํรอบตอไป โดยรายละเอยีดของโปรแกรมมีดังตอไปนี ้
 

> #---------------- (Subroutine 11) ---------------# 
> for i from 1 to N_term do 
>    for j from 0 to 3 do 
>       Cb[(4*(i-1))+j]:=bb[i,j]; 
>    od: 
> od: 
> eta:=y/b: 
> for i from 1 to N_term do 
>   YY[i]:=Y[i,1]; 
> od:    
>  
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =   
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Abstract 
 In this study, the extended Kantorovich method using a multi-function expansion is applied to 
vibration analysis of symmetrically laminated rectangular plates with arbitrary boundary conditions. Natural 
frequencies and mode shapes of laminated plates are investigated using the variational principle of total 
energy minimization and the iterative Kantorovich method. The out-of-plane displacement is assumed in 
form of a series of a sum of products of functions in x and y directions. With this form of assumed 
functions, it is possible to solve the problem of plate with angle-ply stacking sequence where the classical 
single-term extended Kantorovich method is ineffective. The formulation for variation of total energy is 
reduced to be a governing equation and a set of boundary conditions. The unknown displacement 
functions are assumed as an infinite power series. The formulation is finally reduced to be an eigenvalue 
problem where the eigenvalue and the eigenvector represent the natural frequency and vibration mode 
shape of plates, respectively. Accuracy and reliability of the technique are demonstrated by comparing the 
obtained solutions with available solutions from the literatures. The extended Kantorovich is proven to be 
a powerful semi-analytical-numerical method which could potentially be used in other structural problems. 
Keywords: Vibration, laminated plate, composite, Kantorovich method  
 

1. Introduction 
Dynamic and stability of structures have 

been studied during the past decades. The 
studies include both numerical and experimental 
approaches. Recently, the Kantorovich method 
which is a semi-analytical numerical method was 
employed to a buckling problem of plates. Yuan 
and Jin [1] applied the extended Kantorovich 
method to determine buckling load of rectangular 

isotropic plates. Eisenberger and Alexandrov [2] 
applied the Kantorovich method to the buckling 
problem of variable thickness thin isotropic plates. 
The technique was applied to the buckling 
problem of symmetrically laminated composite 
plates by Ungbhakorn and Singhatanadgid [3]. 
However, the out-of-plane displacement was 
assumed as a single-term function in that study. 
Thus, the technique was applicable for only 
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specially orthotropic plates. Later, Shufrin et al. 
[4] solved the buckling of angle-ply plates using 
the Kantorovich method with a multi-term 
displacement function. 

The Kantorovich method was also applied 
to study vibration behavior of plates. Application 
of the technique to vibration of isotropic plates 
can be found in Ref. [5-6]. Unlike the buckling 
problem, studies on vibration of composite plate 
using the Kantorovich method are limited. Bercin 
[7] and Dalaei and Kerr [8] employed the 
Kantorovich method to solve vibration of clamped 
orthotropic plates using a single-term function. It 
is interesting to apply the technique to rectangular 
plates with angle-ply lamination. In this study, the 
multi-term Kantorovich method is applied to 
vibration of symmetrically angle-ply laminated 
plates.  

2. Vibration of Composite Plate 
 In the past decades, composite materials 
are increasingly used in mechanical, civil, and 
marine engineering applications due to their high 
specific stiffness (stiffness per unit weight) and 
high specific strength (strength per unit weight). 
Recently, vibration of composite thin plates is in 
the interest of many researchers. A lot of 
theoretical and numerical studies are available in 
the literatures. In this study, vibration problem of 
symmetric composite plates is investigated using 
the variational principle of total potential energy 
minimization and the iterative Kantorovich method.   
2.1 Energy formulation 
 The total potential energy of a vibrating 
symmetrically laminated composite plate, shown 
in Fig. 1, is the summation of the strain energy 
and the kinetic energy [9]. It can be written as: 

2 2 2
11 , 12 , , 22 , 66 ,0 0

1 2 4
2

a b

xx xx yy yy xyD w D w w D w D w⎡Π = + + +⎣∫ ∫    

           ( ) 2 2
16 , 26 , ,4 xx yy xyD w D w w ρhω w dxdy⎤+ + − ⎦        (1) 

where Dij are plate bending stiffnesses, w is the 
out-of-plane displacement, ρ is the density in term 
of mass per unit volume, and ω is the natural 
frequency of vibrating plate.  
 
 
 
 
 

 
Fig. 1 Plate configurations 

2.2. The Kantorovich method 
 To determine the natural frequencies 
using the multi-term Kantorovich method, the out-
of-plane displacement w is assumed in form of: 

        ( ) ( ) ( ) { } { }
1

,
N

T
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w x y X x Y y X Y
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= =∑            (2) 

where Xi(x) are functions of x which satisfy the 
boundary conditions at x=0 and x=a, and Yi(y) are 
functions of y which satisfy the conditions at y=0 
and y=b. If Yi(y) is priorly specified, the total 
potential energy can be written as: 
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where 
   [ ] { }{ } [ ] { }{ }1 2 ,0 0
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yy y y yS Y Y dy S Y Y dy= =∫ ∫  

The variational principle [10] requires the 
stationary condition for the functional Eq. (3), i.e. 
δΠ = 0. The variation of potential energy Π can 
be written as:  

 x 
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      (4) 

Eq.(4) is consisted of N equations where N is the 
number of terms in the assumed displacement 
function, Eq.(2). By performing integration by part 
to Eq.(4), the governing equations are obtained 
as: 
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which may be rewritten as: 
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The boundary conditions along x = 0 and x = a 
edges are: 
Either 
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or 
       { } { }, 0xX =            (7b) 

and, either: 
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or 

       { } { }0X =                     (7d) 

These boundary conditions correspond to the 
following edge supports: 
      Simply supported edge: Eq.(7a) and Eq.(7d) 
      Clamped edge: Eq.(7b) and Eq.(7d) 
      Free edge: Eq.(7a) and Eq.(7c) 
With assumed functions Yi(y) and appropriate 
boundary conditions, the governing equations can 
be solved for natural frequencies and associated 
mode shapes.  
 With a similar procedure, the other set of 
governing equations and boundary conditions can 
be derived for priorly assumed functions Xi(x). 
The governing equations are obtained as: 
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The governing equations, Eq.(8) are simplified as: 
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The boundary conditions along y = 0 and y = b 
edges are: 
Either 
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or 
       { } { }, 0yY =           (10b) 

and, either: 
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Similar to the previous case, the boundary 
conditions for each edge support are:  
    Simply supported edge: Eq.(10a) and Eq.(10d) 
    Clamped edge: Eq.(10b) and Eq.(10d) 
    Free edge: Eq.(10a) and Eq.(10c) 
2.3. Solution procedure 
 The governing equations, Eq. (6), can be 
solved using the assumed displacement functions 
Yi(y) and the boundary conditions, Eq. (7). The 
displacement functions {X} are assumed in form 
of the infinite power series as: 
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where {AA}i are unknown coefficients to be 
determined. By substituting the assumed function 
from Eq. (11) in the governing equations, the 
unknown coefficients {AA}i+4 can be written as:  
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With this formulation, the number of unknown 
coefficients is reduced to 4N. The displacement 
functions {X} are written in term of the unknown 

coefficients {AA}3, {AA}2, {AA}1 and {AA}0. These 
unknown coefficients can be solved using the 
boundary conditions shown in Eq.(7). At this point, 
the iteration using the assumed displacement 
functions Yi(y) is concluded. 
 The next iteration involved the governing 
equations and boundary condition in Eqs. (9) and 
(10), respectively. The obtained functions {X} 
from the first iteration are used as the assumed 
functions. Similarly, the displacement functions 
{Y} are assumed as infinite power series of: 
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where {BB}i are unknown coefficients of functions 
{Y}. With similar procedures as the previous case, 
the unknown coefficients {BB}i+4 can be written 
as: 
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Again, the unknown coefficients {BB}0, {BB}1, 

{BB}2 and {BB}3 are determined from the 
boundary conditions shown in Eq.(10). The 
obtained functions {Y} can be applied as an 
assumed function for Eq. (6) for the third iteration. 
These iterative calculations can be repeated until 
the obtained natural frequency converges to a 
particular value.  
 Table 1 presents the solution procedure 
used in this study. A [45]8 composite plate with 
simply supported boundary condition along four 
edges is chosen as an example. Material used in 
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this study is graphite-epoxy composite with 
mechanical and physical properties shown in 
Table 2. The dimensions of the specimen are a = 
60 cm and b = 30 cm. The number of term used 
in the displacement function are 2, i.e. N = 2 for 
the displacement function shown in Eq. (2). The 
first iteration begins with assuming functions {Y} 
as Y1(y) = y6 and Y2(y) = sin(πy/b). These functions 
can be assumed arbitrarily. The natural 
frequencies and displacement functions in term of 
x are obtained from governing equations, Eq.(6), 
and boundary conditions, Eq.(7). In the first 

iteration, the fundamental natural frequency is 
obtained as 209.790 rad/s with the displacement 
functions {X}={X1}. The vibration mode shape is 
determined from the assumed function {Y} and 
the obtained functions {X1} by utilizing Eq. (2). 
The vibration mode shape is presented in form of 
a 3-D surface plot and shown in the table. It is 
seen that the vibration mode in the first iteration 
is incorrect because the assumed function {Y}, 
specifically 6y , are not satisfied the boundary 
conditions. 

        
 Table 1. Iterative calculations for the natural frequency and vibration mode shape. 

Iteration No./ 
Assumed 
Functions. 

 
Mode shape 

Iteration No./ 
Assumed 
Functions. 

 
Mode shape 

 
1. 
 

Assume 

{ }
6

sin

y
Y πy

b

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  
ω = 209.790 rad/s      {X}={X1}   

 
2. 
  

Assume 
{X}={X1}   

ω = 228.472 rad/s      {Y}={Y1} 

 
3. 
 

Assume 
{Y}={Y1} 

 
 

ω = 220.249 rad/s    {X}={X2} 

 
4. 
 

Assume 
{X}={X2}  

 
 

ω = 220.117 rad/s    {Y}={Y2} 

 
5. 
 

Assume 
{Y}={Y2} 

 
 

ω = 220.109 rad/s    {X}={X3} 

 
6. 
 

Assume 
{X}={X3}   

ω = 220.109 rad/s   {Y}={Y3} 
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 The obtained functions {X1} are employed 
as assumed functions in the second iteration 
which involves Eq. (9) and boundary conditions 
shown in Eq. (10). The natural frequency 
obtained in this iteration is 228.472 rad/s with the 
displacement functions {Y}={Y1}. It should be 
noted that the boundary conditions of the 
displacement functions obtained in this iteration 
satisfy the boundary conditions of the problem. 
Similar to the second iteration, the displacement 
functions {Y}={Y1} are employed as the assumed 
function in the third calculation. This calculation 
procedure is repeated until natural frequency and 
vibration mode converges to a particular value. In 
this example, the natural frequencies from the 
fifth and sixth iterations are virtually identical.      
 
Table 2. Ply properties of graphite-epoxy  
  composite 

E11 

(GPa) 
E22 

(GPa) 
G12 

(GPa) 

v12 ρ 
(kg/m3) 

Thickness 
(mm) 

132 10.8 5.65 0.24 1540 0.127 
 

3. Convergence Study  
A convergence study was performed to 

determine the appropriate number of term used in 
the displacement function, i.e. value of N in  
Eq.(2). Fundamental natural frequencies of 30x30 
cm2 laminated plates with different stacking 
sequence and boundary conditions are presented 
in Table 3. Material used in this convergence 
study is graphite-epoxy composite with material 
properties shown in Table 2. Specimens with 
three different boundary conditions are included in 
the study. They are SSSS, CCCC, and CCSS 
boundary conditions. The symbols “S” and “C” are 
referred to “simple support” and “clamped 

support” boundary conditions, respectively. The 
specimen with “CCSS” boundary conditions is 
clamp supported on x = 0 and y = 0 edges, and 
simply supported on x = a and y = b edges. The 
fundamental natural frequencies of all specimens 
are calculated using displacement functions with 
different values of N. For [0°/90°]2s specimens, 
the natural frequencies converge to the desired 
solutions in the first iteration, as shown in the 
table. The solutions are practically constant 
although the number of term used in the 
displacement functions is increased. Thus, for 
specially orthotropic plates, a single-term 
displacement function is sufficient to get 
converged solutions. This result is conformed with 
the conclusion from Ref. [3]. 

On the other hand, a single-term 
displacement function is not efficient to achieve 
the correct solutions for the case of angle-ply 
laminate. From the table, the displacement 
functions with a number of terms at least 3 are 
recommended to obtain an accurate solution. The 
specimens with angle-ply stacking sequence 
require multi-term displacement functions 
because of the inclination of their vibration mode 
shapes. Vibration mode shapes of [45°/-45°/45°] 
SSSS specimen obtained from the iterations 
using different number of N in the displacement 
functions are presented in Fig. 2. It is seen that 
only a symmetric vibration mode shape is 
obtained if a single-term displacement function is 
used. Since the vibration mode shape of an 
angle-ply specimen is inclined because of the 
inclination of the fiber direction, vibration mode 
shape of this type of laminates is inclined and 
unsymmetrical, hence, a multi-term function is 
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required. In this study, the displacement function 
with N = 3 are used in the iterations.    

4. Numerical Verification  
After the convergence study, natural 

frequencies of laminated plates determined from 
the multi-term Kantorovich method are compared 
with available solutions of Chen et al. [11] and 
Leissa and Narita [12]. The first five natural 
frequencies of the specimens with stacking 
sequences of [0°]3, [30°/-30°/30°], [45°/-45°/45°], 
and [0°/90°/0°] is presented in Table 4. The width 
and length of specimens used in this verification 
are 10.0 m with 0.06 m thickness. Material 
properties used in this part of the study are: 

1 2/E E = 2.45, 12 2/G E =  0.48, 12v = 0.23, and 
ρ = 8000 kg/m3. Natural frequency is presented 
in term of a dimensionless frequency parameter 
which is defined according to: 

2 4

0

h a
D

=
ρ ωβ           (17) 

where 3
1

0
12 2112(1 )

E hD
v v

=
−

 

From a comparison in the table, the frequency 
parameters determined from the multi-term  

Kantorovich method are compared very well with 
solutions from other studies. Most of the natural 
frequencies from the proposed technique are 
slightly lower than the benchmark solutions. Thus, 
the derived governing equations and boundary 
conditions are verified. 

5. Conclusions 
 The natural frequency and mode shape 
of symmetrically composite plates are determined 
using the Kantorovich method with multi-term 
assumed displacement function. The concept of 
the solution procedure is based on the variational 
principle of total energy minimization. The 
obtained natural frequencies corresponded very 
well with other available solutions. It is also 
shown that, with multi-term assumed functions, 
the vibration behavior of angle-ply plates can be 
determined. This type of problem is not possible 
to deal with using the conventional single-term 
Kantorovich method. It is interesting to apply the 
technique to other types of structural problems.  

                 Table 3. Fundamental natural frequencies in rad/s of laminated plates 
[0°/90°]2s [45°/-45°/45°] Value 

of N SSSS CCCC CCSS SSSS CCCC CCSS 
1 339.2027  723.9547 510.3102  164.6403 263.7581 210.0205 
2 339.2027 723.9333 510.3010 142.2653 238.3993 186.9836 
3 339.2027 723.9333 510.3006 139.7492 236.8738 184.6462 
4 339.2027 723.9333 510.3004 139.0017 236.7477 184.0323 

             
                          N = 1           N = 2                      N = 3       N = 4 

Fig. 2 Mode shapes of [45°/-45°/45°] SSSS specimen determined using different value of N 
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Table 4. Frequency parameters β  of laminated composite square plates (BC:SSSS) 
[0°]3 [30°/-30°/30°] [45°/-45°/45°] [0°/90°/0°] Mode 

Ref.11 Ref.12 Present Ref.11 Ref.12 Present Ref.11 Ref.12 Present Ref.11 Present 
Mode 1 15.18 15.19 15.17 15.88 15.90 15.86 16.11 16.14 16.10 15.18 15.17 
Mode 2 33.34 33.30 33.25 35.95 35.86 35.77 37.04 36.93 36.87 33.82 33.73 
Mode 3 44.51 44.42 44.39 42.63 42.62 42.58 41.80 41.81 41.82 44.14 44.02 
Mode 4 60.79 60.77 60.68 61.54 61.45 61.31 61.94 61.85 61.68 60.79 60.68 
Mode 5 64.80 64.53 64.46 72.12 71.71 71.88 78.03 77.04 78.57 66.12 65.77 
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