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กิตติกรรมประกาศ

ผูเขียนเขียนวิทยานิพนธฉบับนี้สำเร็จดวยแรงบันดาลใจและความชวยเหลือจากทาน
อาจารยทุกทาน ขอกราบขอบพระคุณ ผศ.ดร.มานพ วงศสายสุวรรณ อาจารยที่ปรึกษาที่ให
คำปรึกษาและคำแนะนำและเปนแรงบันดาลใจในเรื่องวิทยานิพนธ การเรียนและการทำงาน
มาโดยตลอด ขอกราบขอบพระคุณ รศ.ดร.วัชรพงษ โขวิฑูรกิจ และ อาจารย ดร.ชาญชัย
ปลื้มปติวิริยะเวช ที่ทานสละเวลาอันมีคาเพื่อตรวจสอบวิทยานิพนธฉบับนี้ใหมีความสมบูรณ
อยางยิ่ง ขอกราบขอบพระคุณทานอาจารยในหองปฏิบัติการวิจัยระบบควบคุมและทานอา-
จารยภาควิชาวิศวกรรมไฟฟาทุกทานที่อบรมสั่งสอนใหขาพเจามีความรูและความคิดที่กวาง
ไกลจนสามารถเขียนวิทยานิพนธฉบับนี้ ชมรมนักประดิษฐวิศวกรรมเปนอีกหนวยงานที่เอื้อ
อำนวยความรู อุปกรณและสถานที่สำหรับการทดลองและทำวิจัยวิทยานิพนธนี้ ขอขอบคุณ
พี่ชาง มหิศร วองผาติ ที่ใหโอกาสและความรูเกี่ยวกับหุนยนตและระบบวงจรฝงตัวใหขาพเจา
ตลอดระยะเวลาสี่ป

วิทยานิพนธฉบับนี้เปนงานเขียนที่ดีและเสร็จตามกำหนดไดดวยความชวยเหลือจาก
หลายฝาย ขอขอบคุณ นายพสุ บุญวิสุทธิ์ ที่ใหคำแนะนำเกี่ยวกับการเขียนวิทยานิพนธและ
ความรู LATEX ในหลายดาน ขอบคุณทีมงาน MiKTEX ที่พัฒนา X ELATEX ใหสามารถใช
MiKTEX กับภาษาไทยไดอยางงายดาย ขอบคุณ นายสราวุฒิ เดชจรัสโยธิน นายสรณ สีมา-
ตรัง และนายชนินทร จันมา รุนพี่และรุนนองชมรมนักประดิษฐวิศวกรรมอีกหลายทานที่ชวย
แบงเบาภาระการทำงานและการเรียนของขาพเจาจนกระทั่งเขียนวิทยานิพนธฉบับนี้ไดเสร็จ
สมบูรณ สุดทายขอกราบขอบพระคุณ บิดา มารดา และครอบครัวของขาพเจาที่เปนกำลังใจ
และใหการสนับสนุนขาพเจาในทุกดานมาโดยตลอด
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rw รัศมีของลอหุนยนต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
jw โมเมนตความเฉื่อยของลอหุนยนต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
fn แรงเสียดทานระหวางลอที่ n ของหุนยนตและพื้นสนาม . . . . . . . . . . . . . . . . 7
vnw ความเร็วการหมุนของลอที่ n วัดที่ขอบลอ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
VR เวกเตอร 4 × 1 ของความเร็วการเคลื่อนที่เชิงเสน vnR ของลอที่ n ของหุนยนต . . . 7
Fw เวกเตอร 4 × 1 ของแรงกิริยา–ปฏิกิริยา Fn ระหวางลอที่ n และตัวหุนยนต . . . . . 7
FB เวกเตอร 3× 1 ของแรงรวม FxB, FyB และแรงบิด Tz ที่กระทำกับตัวหุนยนตในกรอบ

หุนยนต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
T เมทริกซคาคงตัวใชกระจายและรวมเวกเตอรระหวางเวกเตอรตามทิศของลอทั้งสี่และ

เวกเตอรบนกรอบหุนยนต B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
R(θz) เมทริกซการหมุนเวกเตอรใด ๆ จากกรอบหุนยนต B ไปเปนเวกเตอรบนกรอบความ-

เฉื่อย N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
βn มุมของแกนมอเตอรที่กระทำกับแกน x และ y ดังรูป 2.1(ข) . . . . . . . . . . . . . . 8
FN เวกเตอร 3×1 ของแรงรวม FxN, FyN และแรงบิด Tz ที่กระทำหุนยนตในกรอบความ-

เฉื่อย . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
M เมทริกซทแยงมุมของมวลและโมเมนตความเฉื่อยของหุนยนตในแกน z . . . . . . . . 8
VN เวกเตอร 3 × 1 ของความเร็วรวม VxN, VyN และความเร็วเชิงมุม ωz ของหุนยนตใน

กรอบความเฉื่อย . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
VB เวกเตอร 3 × 1 ของความเร็วรวม VxB, VyB และความเร็วเชิงมุม ωz ของหุนยนตใน

กรอบหุนยนต . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
ωnr ความเร็วเชิงมุมของแกนมอเตอรตัวที่ n โดยยังไมผานระบบเฟองทด . . . . . . . . . 9
D(ωz) เมทริกซที่มีสมาชิก ωz และ −ωz เพียงสองตัว เกิดจาก RT(θz)Ṙ(θz) . . . . . . . . 9
K1,K2,K3 คาคงตัวรวมที่กำหนดขึ้นเพื่อลดความซับซอนของการเขียนแบบจำลองคณิตศาสตร 10
FL เวกเตอร 4 × 1 ของแรงเสียดทานสวนขาง FnL จากลอทั้งสี่ของหุนยนต . . . . . . . 10
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KfL แรงเสียดทานเฉลี่ยคงตัวภายในกลไกของลอและมอเตอร . . . . . . . . . . . . . . . . 10
KbL สัมประสิทธิ์ความหนืดเฉลี่ยภายในกลไกของลอและมอเตอร . . . . . . . . . . . . . . 10
Vw เวกเตอร 4 × 1 ของความเร็วการหมุน vnw ของลอที่ n ของหุนยนตวัดที่ขอบลอ . . 10
sgn(·) ฟงกชันซิกนัม . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
Fp เวกเตอร 4 × 1 ของแรงเสียดทานแนวรัศมี Fnp จากลอทั้งสี่ของหุนยนต . . . . . . . 11
Vp เวกเตอร 4 × 1 ของความเร็วตามแนวรัศมีของหุนยนต vnp จากลอทั้งสี่ . . . . . . . 11
Kfp แรงเสียดทานเฉลี่ยคงตัวตามแนวรัศมีของแกนลอแบบเคลื่อนที่ไดทุกทิศทาง . . . . . 11
Kbp สัมประสิทธิ์ความหนืดเฉลี่ยตามแนวรัศมีของแกนลอแบบเคลื่อนที่ไดทุกทิศทาง . . . 11
Tp เมทริกซคาคงตัวใชกระจายและรวมเวกเตอรระหวางเวกเตอรตามแนวแกนของลอทั้งสี่

และเวกเตอรบนกรอบหุนยนต B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
PN เวกเตอร 3 × 1 ของตำแหนง PxN, PyN ในกรอบความเฉื่อยและมุม θz ของหุนยนต 12
♦̂ คาประมาณของตัวแปร ♦ ใด ๆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
A(ωz) เมทริกซที่ขึ้นกับตัวแปรสถานะ ωz เปนตัวคูณตัวแปรสถานะในสมการเชิงอนุพันธของ

แบบจำลองคณิตศาสตรที่มี VB เปนตัวแปรสถานะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
B เมทริกซคงตัว เปนตัวคูณสัญญาณขาเขาซึ่งเปนแรงดัน VC ในสมการเชิงอนุพันธของ

แบบจำลองคณิตศาสตรที่มี VB เปนตัวแปรสถานะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Z เวกเตอร 6× 1 ของสัญญาณขาออกทั้งหมดของระบบหุนยนตโดยสังเขปประกอบดวย

v̇xB, v̇yB, ωz, PxN, PyN และ θz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
X เวกเตอร 6 × 1 ของตัวแปรสถานะรวมระหวาง VB และ PN . . . . . . . . . . . . . . 16
F เมทริกซที่ขึ้นกับตัวแปรสถานะ ωz และ θz เปนตัวคูณตัวแปรสถานะในสมการเชิงอนุ-

พันธของแบบจำลองคณิตศาสตรที่มี VB และ PN เปนตัวแปรสถานะ . . . . . . . . . 16
G เมทริกซคงตัว เปนตัวคูณของแรงดันขาเขาในสมการเชิงอนุพันธของแบบจำลองคณิต-

ศาสตรที่มี VB และ PN เปนตัวแปรสถานะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
F(X,VC) ฟงกชันไมเชิงเสนในสมการเชิงอนุพันธของแบบจำลองคณิตศาสตรที่มี VB และ PN เปน

ตัวแปรสถานะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
U เวกเตอร 6 × 1 ของสัญญาณรบกวนกระบวนการ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
pax, pax ตำแหนงในแกน x และ y ที่เบี่ยงเบนไปจากจุดศูนยกลางหุนยนตของมาตรความเรง 16
ra, βA ระยะหางและมุมระหวางจุดศูนยกลางหุนยนตและมาตรความเรง . . . . . . . . . . . 16
βdA มุมเอียงที่เกิดจากการติดตั้งมาตรความเรงที่ไมอยูกลางหุนยนต . . . . . . . . . . . . 16
ZIV เวกเตอร 6 × 1 ของสัญญาณขาออกของระบบที่รวมผลการติดตั้งมาตรความเรงที่ไม

กลางหุนยนตแลว . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
HIV เมทริกซที่ขึ้นกับ ωz เปนตัวคูณตัวแปรสถานะในแบบจำลองคณิตศาสตรขาออกที่มี VB

และ PN เปนตัวแปรสถานะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
C เมทริกซคงตัว เปนตัวคูณแรงดันขาเขาในแบบจำลองคณิตศาสตรขาออกที่มี VB และ

PN เปนตัวแปรสถานะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
HIV(X,VC) ฟงกชันไมเชิงเสนของแบบจำลองคณิตศาสตรขาออกที่มี VB และ PN เปนตัวแปร

สถานะ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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W เวกเตอร 6 × 1 ของสัญญาณรบกวนการวัด . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
h คาบการสุมของระบบหุนยนต ใชตามคาบการสุมของตัวรับรูความเฉื่อย = 1/300 วินาที 17
ΦEul,RK4 ฟงกชันไมเชิงเสนในสมการเชิงผลตางของแบบจำลองคณิตศาสตรวิยุตที่ใชการประมาณ

ไปขางหนาของออยเลอร, ใชการประมาณของรุงเงขอ-คุททา . . . . . . . . . . . . . . 17
x̂−

(k) คาประมาณตัวแปรสถานะ x(k) ที่ไดจากการทำนายตัวแปรสถานะดวยแบบจำลอง
คณิตศาสตรจากตัวแปรสถานะ x̂(k−1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Pee(k) ความแปรปรวนของความผิดพลาดจากการประมาณตัวแปรสถานะ ณ เวลา k . . . 19
P−

ee(k) ความแปรปรวนของความผิดพลาดจากการทำนายตัวแปรสถานะดวยแบบจำลองคณิต-
ศาสตรจากความแปรปรวน Pee(k−1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Q ความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนกระบวนการ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
R ความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนการวัด . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Pez(k) ความแปรปรวนรวมระหวางความผิดพลาดจากการทำนายตัวแปรสถานะและการวัด 19
Pzz(k) ความแปรปรวนของการวัด ณ เวลา k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
ẑ(k) คาประมาณคาเฉลี่ยของสัญญาณขาออก z ณ เวลา k . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
K(k) ตัวคูณการปรับปรุง x̂−

(k) ใหเปน x̂(k) ที่สมบูรณดวยสัญญาณตัวรับรู z(k) . . . . . . 20
ΦEul,RK4(Jac) เมทริกซจาโคเบียนของฟงกชันไมเชิงเสนในสมการเชิงผลตางของแบบจำลองคณิตศาสตร

วิยุต Φ ที่ประมาณดวยวิธีของออยเลอรหรือวิธีของรุงเงขอ-คุททา . . . . . . . . . . . 20
Υ เมทริกซจาโคเบียนของฟงกชันไมเชิงเสนของแบบจำลองคณิตศาสตรขาออก H . . . 21
AJac เมทริกซจาโคเบียนของ AVB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
DJac เมทริกซจาโคเบียนของ DVB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
FJac เมทริกซจาโคเบียนของ FX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
ZI,V สัญญาณตัวรับรูจากตัวรับรูความเฉื่อย, ระบบคอมพิวเตอรวิทัศน . . . . . . . . . . . 30
RX ความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนกระบวนการของตัวแปรสถานะ X ขนาด 6 × 6 31
dax,y สัญญาณรบกวนกระแสตรงในมาตรความเรงแกน x, y . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
dgz สัญญาณรบกวนกระแสตรงในไจโรสโกป . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
Xdc ตัวแปรสถานะ X ที่รวมสัญญาณรบกวนกระแสตรงแลว . . . . . . . . . . . . . . . . 31
F(dc) เมทริกซ F ที่ใชกับตัวแปรสถานะ Xdc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
FJac(dc) เมทริกซจาโคเบียนของฟงกชัน F(dc)Xdc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
HIV(dc) เมทริกซ HIV ที่เพิ่มผลของสัญญาณรบกวนกระแสตรงแลว . . . . . . . . . . . . . . 36
HIV(dc) ฟงกชันแบบจำลองคณิตศาสตรขาออกที่เพิ่มผลของสัญญาณรบกวนกระแสตรงแลว 36
ΥIV(dc) เมทริกซจาโคเบียนของแบบจำลองคณิตศาสตรขาออกที่เพิ่มผลของสัญญาณรบกวน

กระแสตรงแลว . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Udc สัญญาณรบกวนกระบวนการของสัญญาณรบกวนกระแสตรงขนาด 3 × 1 . . . . . . 36
Rdc เมทริกซความแปรปรวน 3 × 3 ของสัญญาณรบกวนกระแสตรง . . . . . . . . . . . . 36
X̂1,2

(k) คาประมาณตัวแปรสถานะ X โดยใชตัวรับรูชุดที่ 1,2 ที่เวลา k ซึ่งในวิทยานิพนธฉบับนี้
ตัวรับรูชุดที่ 1 คือตัวรับรูความเฉื่อยและตัวรับรูชุดที่สองคือขอมูลจากระบบคอมพิวเตอร
วิทัศน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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e1,2
(k) ความผิดพลาดจากการประมาณตัวแปรสถานะ X โดยใชตัวรับรูชุดที่ 1,2 ที่เวลา k . 42
P 1,2
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บทที่ 1
บทนำ

การแขงขันหุนยนตโรโบคัพถูกจัดอยางเปนทางการครั้งแรกในป 1997 ณ เมืองนาโกยา ประเทศญี่ปุน
การแขงขันในครั้งนั้นเปนการแขงขันที่มีหุนยนตเคลื่อนที่แบบไรสายเขารวมมากที่สุดในประวัติศาสตร มีทั้งการ
แขงขันทั้งแบบจำลอง (simulation) และแบบใชหุนยนตจริง กระทั่งปจจุบันการแขงขันไดขยายตัวมากขึ้นและ
ครอบคลุมถึงงานวิจัยหลายดาน ประกอบดวยการแขงขันหุนยนตเตะฟุตบอล (RoboCupSoccer) การแขงขัน
หุนยนตกูภัย (RoboCupRescue) และการแขงขันหุนยนตระดับเยาวชน (RoboCupJunior) เพื่อเพิ่มทักษะ
ดานการประดิษฐและควบคุมหุนยนตของนิสิต คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ไดสนับสนุน
ใหนิสิตจำนวนหนึ่งเขารวมการแขงขันหุนยนตเตะฟุตบอลขนาดเล็ก (Small Size Robot League) ซึ่งเปนการ
แขงขันรายการหนึ่งในการแขงขันหุนยนตเตะฟุตบอล (http://www.robocup.org) หุนยนตเคลื่อนที่แบบไร-
สายชนิดเคลื่อนที่ไดทุกทิศทาง (omni-directional mobile robot) เปนหุนยนตที่ใชอยางแพรหลายในการ
แขงขันหุนยนตเตะฟุตบอลขนาดเล็ก และเปนตัวอยางที่เหมาะสมของหุนยนตเคลื่อนที่แบบไรสาย ดังนั้นวิทยา-
นิพนธนี้จึงศึกษาหุนยนตเคลื่อนที่แบบไรสายชนิดเคลื่อนที่ไดทุกทิศทางเปนสำคัญ โดยจากนี้ไปคำวาหุนยนตใน
วิทยานิพนธจะหมายถึงหุนยนตเคลื่อนที่แบบไรสายชนิดเคลื่อนที่ไดทุกทิศทาง

ลักษณะของหุนยนตมีขนาดเสนผานศูนยกลางไมเกิน 18 เซนติเมตร ความสูงไมเกิน 15 เซนติเมตร ขับ
เคลื่อนดวยลอแบบเคลื่อนที่ไดทุกทิศทาง (omni-directional wheel) ทำใหหุนยนตสามารถเคลื่อนที่ไดอยาง
อิสระทั้งในแนวแกน x แกน y และแกนการหมุน z ของหุนยนต ตัวอยางของลอแบบเคลื่อนที่ไดทุกทิศทางได
แสดงไวดังรูป ก.1 ในการแขงขันระหวางสองทีมที่เขารวมการแขงขัน แตละทีมจะใชหุนยนตทีมละ 5 ตัวแขงขัน
โดยจะแบงเปนผูเลน 4 ตัวและผูรักษาประตู 1 ตัว สนามที่ใชแขงขันมีขนาดกวาง 3.4 เมตร ยาว 4.9 เมตร
กติกาการแขงขันคลายการแขงขันฟุตบอลจริง แตถูกปรับเปลี่ยนเพื่อใหใชกับหุนยนตได เปาหมายของแตละทีม
คือยิงลูกบอลที่เปนลูกกอลฟเขาประตูของฝายตรงขามใหไดมากกวาภายในเวลาที่กำหนด ทั้งความแมนยำและ
ความรวดเร็วของหุนยนตจึงเปนสิ่งสำคัญสำหรับการแขงขัน ตำแหนงของหุนยนตทั้งสองทีมและลูกกอลฟซึ่งใช
แทนลูกฟุตบอลจะวัดไดจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศน (computer vision) ซึ่งรับภาพจากกลองจับภาพที่ติด
อยูดานบนของสนามแขงขัน คอมพิวเตอรวิทัศนจะสงขอมูลทางตำแหนงที่ประมวลผลแลวไปยังระบบปญญา-
ประดิษฐ (Artificial Intelligence หรือ AI) ซึ่งทำหนาที่วางแผนการเลนและกำหนดเสนทางการวิ่งของหุน-
ยนตทั้ง 5 ตัว คำสั่งที่เปนตำแหนงและมุมของหุนยนตทุกตัวจะถูกสงผานทางความถี่วิทยุ (Radio Frequency
หรือ RF) เพื่อเปนความเร็วอางอิงสำหรับหุนยนตนั้น ๆ ระบบทั้งหมดของหุนยนตเปนระบบอัตโนมัติ แผนภาพ
บล็อกของระบบไดแสดงไวดังรูป 1.1

การลื่นไถลของลอหุนยนตเปนสาเหตุสำคัญที่ทำใหหุนยนตเคลื่อนที่ผิดพลาดไปจากคำสั่งของระบบ AI
เนื่องจากการควบคุมตำแหนงของมอเตอรโดยอาศัยการปอนกลับจากตัวเขารหัสมอเตอร (motor encoder)
เพียงอยางเดียวไมสามารถตรวจจับการลื่นไถลของลอหุนยนตได การลื่นไถลของลอหุนยนตนั้นเกิดจากสาเหตุ
หลายประการ เชน ความไมสม่ำเสมอของพื้นสนาม ความไมตอเนื่องของลอหุนยนตแบบเคลื่อนที่ไดทุกทิศทาง
ดังรูป ก.1 และการเรงความเร็วของหุนยนตที่มากเกินไป [1] เปนตน อุปกรณรับรูความเฉื่อย (inertial sensor)
ไดแก ไจโรสโกป (gyroscope) และ มาตรความเรง (accelerometer) เปนอุปกรณที่สามารถวัดการเคลื่อนที่
ของหุนยนตไดโดยไมตองสัมผัสกับพื้น ดังนั้นการควบคุมโดยใชสัญญาณปอนกลับจากอุปกรณเหลานี้จึงชดเชย
การลื่นไถลของลอหุนยนตได ไจโรสโกปเปนอุปกรณที่ใชวัดความเร็วเชิงมุมของหุนยนต และมาตรความเรงเปน
อุปกรณที่ใชวัดความเรงในแนวระนาบของหุนยนต ดังนั้นคาที่วัดไดจากไจโรสโกปและมาตรความเรงจะตองนำ
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รูปที่ 1.1: ระบบทำงานโดยรวมของหุนยนต

ไปหาปริพันธเพื่อใหไดมุมและตำแหนงของมอเตอรกอนจะนำไปใชปอนกลับใหระบบควบคุมตำแหนงของหุน-
ยนต

โดยทั่วไปไจโรสโกปและมาตรความเรงจะใหสัญญาณขาออกเปนสัญญาณแอนะล็อก (analog signal)
ซึ่งเปนสัญญาณที่ถูกรบกวนไดงาย โดยเฉพาะการรบกวนจากสัญญาณรบกวนที่มีคาคาดหมาย (expectation)
ไมเปนศูนยหรือสัญญาณเกิดความเพี้ยนกระแสตรง (DC distortion) เมื่อนำมาหาปริพันธจะทำใหเกิดความผิด
พลาดสะสม (accumulated error) ของตำแหนงและมุมของหุนยนต ดังนั้นจึงจำเปนตองมีการกรอง (filter-
ing) สัญญาณกอนจะนำคาที่วัดไดไปใชเปนสัญญาณปอนกลับในระบบควบคุม อนึ่งแบบจำลองทางคณิตศาสตร
ของหุนยนตเปนระบบที่ไมเปนเชิงเสนและขอมูลที่ไดจากตัวรับรูมีลักษณะไมตอเนื่อง (discrete) ดังนั้นตัวกรอง
ที่เหมาะสมจึงจำเปนตองเปนแบบไมตอเนื่องและรองรับระบบที่ไมเปนเชิงเสนได

อุปกรณอีกชนิดซึ่งสามารถอานคาตำแหนงและมุมของหุนยนตโดยตรงโดยไมตองสัมผัสกับพื้นคือระบบ
คอมพิวเตอรวิทัศนที่คำนวณคาตำแหนงของหุนยนตจากกลองจับภาพที่ติดตั้งอยูดานบนของสนาม คาตำแหนง
และมุมของหุนยนตนั้นสามารถสงมาพรอมกับคำสั่งที่สงมาใหหุนยนตได โดยปกติแลวกลองจับภาพที่ใชมีอัตรา
กรอบภาพ (frame rate) เทากับ 60 เฮิรตซ นั่นคือระบบคอมพิวเตอรวิทัศนจะใหตำแหนงและมุมของหุนยนต
ไดที่ความถี่ 60 เฮิรตซ ตางจากไจโรสโกปและมาตรความเรงซึ่งสามารถใหความเร็วเชิงมุมและความเรงเชิงเสน
ของหุนยนตไดที่ความถี่ 600 เฮิรตซหรือมากกวา อัตรากรอบภาพของกลองจับภาพที่นอยนี้เปนขอเสียเปรียบ
ของขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศน ยกตัวอยางเชน ถาหากหุนยนตเคลื่อนที่ดวยความเร็ว 5 เมตร/วินาที แลว
คาตำแหนงที่เปลี่ยนไประหวางที่ไมมีขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศนมีคาประมาณ 5/60 เมตร ≈ 8.33 เซนติเมตร
ซึ่งเปนคาที่มากเมื่อเทียบกับขนาดของหุนยนตที่มีเสนผานศูนยกลาง 18 เซนติเมตร นอกจากอัตรากรอบภาพ
ที่ต่ำแลวการประวิงเวลา (time delay) ของขอมูลที่เกิดจากการประมวลผลภาพ (image processing) ใน
ระบบคอม พิวเตอรวิทัศนยังเปนปจจัยสำคัญที่ทำใหตำแหนงและมุมที่วัดไดของหุนยนตไมสามารถตอบสนอง
การเคลื่อนที่ของหุนยนตไดทัน

แมวาขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศนจะไมสามารถตอบสนองตอความเร็วของหุนยนตได แตตำแหนงและ
มุมของหุนยนตจากคอมพิวเตอรวิทัศนนั้นเปนคาที่วัดตำแหนงและมุมของหุนยนตโดยตรง ไมมีการหาปริพันธ
ดังนั้นขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศนจึงเปนขอมูลที่ไมมีความผิดพลาดสะสมตามเวลา แนวคิดการนำคาตำแหนง
ที่ไดจากคอมพิวเตอรวิทัศนและอุปกรณรับรูความเฉื่อยมาคำนวณหาตำแหนงและมุมของหุนยนตนี้เรียกวา การ
รวมสัญญาณตัวรับรู (sensor fusion) ดวยการใชขอไดเปรียบของอุปกรณแตละชนิดมาชดเชยขอเสียเปรียบ
ของอุปกรณชนิดอื่นจะชวยใหไดคาตำแหนงและมุมของหุนยนตที่แมนยำเพื่อใชเปนสัญญาณปอนกลับที่ดีได
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1.1 งานวิจัยที่เกี่ยวของ
การหาตำแหนงและมุมของหุนยนตเพื่อชดเชยความผิดพลาดสะสมที่เกิดจากความเพี้ยนกระแสตรงของ

อุปกรณรับรูความเฉื่อยนั้นไดถูกนำเสนอมาหลายวิธี ดังเชนในป 1996 [2] ไดเสนอวิธีการนำเอาสัญญาณจาก
ไจโรสโกปและออโดมิทรี (odometry) มาหาตำแหนงที่แมนยำของหุนยนต วิธีนี้เรียกวาไจโรโดมิทรี (gyrodom-
etry) ซึ่งเปนการประมาณวาลอเกิดการลื่นไถลขึ้นในขณะนั้นหรือไม โดยใชขอมูลจากออโดมิทรีกับไจโรสโกป
เพื่อคำนวณคามุมของหุนยนตในขณะที่ระบบรับรูวาเกิดการลื่นไถลของลอหุนยนตขึ้นเทานั้น และใชคาจากออ-
โดมิทรีเพื่อคำนวณมุมของหุนยนตในขณะที่รับรูวาไมเกิดการลื่นไถลของลอหุนยนต ในปเดียวกัน [3] ไดเสนอ
ใหมีการประมาณความเพี้ยนกระแสตรงของสัญญาณไจโรสโกปเพิ่มเติม โดยใชแบบจำลองความผิดพลาดตาม
ที่ไดเสนอไวในงานวิจัย [4] นอกจากนั้นในป 2001 [5] ใชตัวกรองคาลมานเพื่อรวมสัญญาณจากตัวรับรู ไดแก
มุมและตำแหนงที่อานไดจากระบบ ABS และอุปกรณรับรูความเฉื่อยเขาดวยกัน ในขณะที่ประมาณคาความ
เพี้ยนกระแสตรงของสัญญาณจากไจโรสโกปพรอมกันไปดวย

ดานการศึกษาการลื่นไถลของลอนั้น ในป 1997 [6] ไดอธิบายแบบจำลองทางคณิตศาสตรของหุนยนต
เมื่อมีการลื่นไถลของลอไว และในป 2002 [7] เสนอแบบจำลองทางคณิตศาสตรของการลื่นไถลของหุนยนตที่
ขับเคลื่อนโดยลอชนิดเคลื่อนที่ไดทุกทิศทาง นอกจากนั้นในป 2006 ยังมีการใชหลักการของปญหาเสาค้ำ (pil-
lar problem) อธิบายแรงเสียดทานและสาเหตุของการลื่นไถลของลอหุนยนตซึ่งสัมพันธกับคาความเรงของหุน-
ยนตในแนวแกนตาง ๆ [1]

การรวมสัญญาณตัวรับรูไมไดถูกใชในการระบุตำแหนงของหุนยนตเทานั้น ในการทำความเปนจริงเสริม
(Augmented Reality หรือ AR) การรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางขอมูลจากการประมวลผลภาพ และขอมูล
จากอุปกรณรับรูความเฉื่อยถูกใชอยางแพรหลาย [8, 9] ในป 2001 [8] หามุมของกลองจับภาพที่เปลี่ยนแปลง
ไปโดยใชตัวสังเกต (observer) รวมขอมูลจากอุปกรณรับรูที่ใหขอมูลที่ความถี่ตางกัน ในขณะที่ [10] ใชตัวกรอง
คาลมานแบบขยาย (extended Kalman Filter หรือ EKF) เปนวิธีรวมสัญญาณตัวรับรู นอกจาก EKF แลวในป
2004 [9] ใชวิธีที่เรียกวา SIR (sampling importance resampling) ซึ่งถูกนำเสนอโดย [11] แทนการใช EKF
ตัวกรองชนิดนี้เรียกวา particle filtering จากการทดลองกับระบบตัวอยางในงานวิจัยระบุวารากที่สองของคา
ผิดพลาดกำลังสองเฉลี่ย (root mean square error หรือ RMSE) ของสัญญาณที่ไดจากการทำ SIR นอย
กวาของสัญญาณที่ไดจากการทำ EKF นอกจาก EKF ที่ใชสำหรับกรองสัญญาณในระบบที่ไมเปนเชิงเสนแลว
นอกจาก EKF และ UKF แลวในป 1997 [12] ไดเสนอตัวกรองคาลมานสำหรับระบบที่ไมเปนเชิงเสนอีกชนิด
หนึ่งคือตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด (unscented Kalman filter, sigma-point kalman filter หรือ UKF)
ซึ่งใชการแปลงแบบอันเซนท (unscent transformation) ทำนายตัวแปรระบบแทนการทำนายตัวแปรระบบ
แบบเดิมที่ใชใน EKF เพื่อหลีกเลี่ยงความยุงยากในการหาเมทริกซจาโคเบียนสำหรับระบบที่ไมเปนเชิงเสน ตอ
มา UKF ไดถูกนำไปใชในการรวมสัญญาณตัวรับรูยกตัวอยางเชน ในป 2004 [13] ไดนำ UKF ไปใชรวมสัญญาณ
ตัวรับรูระหวางตำแหนงจากอุปกรณรับรูความเฉื่อยและ GPS (global positioning system) ในระบบนำรอง
เปนตน

ในงานวิจัย [15] ไดอธิบายวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูและจำแนกเปนสองประเภทคือ แบบรวมคาที่วัดได
จากอุปกรณรับรูโดยตรง และแบบรวมคาที่ผานการกรองมาแลว และยังเสนอวิธีการใหมไวอีกสองวิธี วิธีหนึ่งที่
ถูกนำมาวิเคราะหตอในงานวิจัยฉบับนี้คือการรวมสัญญาณตัวรับรูแบบแยกกรองตัวรับรูที่ใชการทำนายตัวแปร
สถานะรวมกัน

วิทยานิพนธฉบับนี้ถูกแบงเนื้อหาออกเปน 5 บท บทแรกเปนบทนำซึ่งกลาวถึงความเปนมา แนวคิด และ
งานวิจัยที่เกี่ยวของกับการปรับปรุงความแมนยำของหุนยนตดวยตัวกรองชนิดตาง ๆ ถัดมาในบทที่สองกลาวถึง
การคำนวณหาและวิเคราะหแบบจำลองคณิตศาสตรที่จำเปนตอการออกแบบตัวกรองซึ่งถูกกลาวไวในบทที่สาม
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และการรวมสัญญาณตัวรับรูซึ่งเปนการออกแบบตัวกรองที่ซับซอนขึ้นจะถูกอธิบายไวในบทที่สี่ และในบทที่ 5
เปนบทสรุปการปรับปรุงความแมนยำของหุนยนตดวยการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางตัวรับรูความเฉื่อย และ
ขอมูลจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศน รายละเอียดเรื่องความไมเชิงเสนอยางเขมของหุนยนต และทฤษฎีตาง ๆ ที่
เกี่ยวของจะถูกรวบรวมไวในภาคผนวก



บทที่ 2
แบบจำลองคณิตศาสตร

2.1 การคำนวณหาแบบจำลองคณิตศาสตร
หุนยนตที่ใชในการแขงขันหุนยนตเตะฟุตบอลเปนหุนยนตขับเคลื่อนสี่ลอที่มีลักษณะดังรูป 2.1(ก) การ

วางตัวของลอเทียบกับแกน x และ y บนกรอบหุนยนต (body-fixed frame) และมุม θz ที่กรอบหุนยนตทำ
กับกรอบความเฉื่อย (inertial frame) ถูกแสดงไวในรูป 2.1(ข) ดวยคุณสมบัติเฉพาะของลอชนิดเคลื่อนที่ไดทุก
ทิศทางทำใหหุนยนตสามารถเคลื่อนที่ไดอยางอิสระในระนาบ x − y และแกน z ซึ่งเปนแกนหมุนของหุนยนต
ในขั้นนี้เราจะหาแบบจำลองคณิตศาสตรของหุนยนตที่ไมมีการลื่นไถลของลอเทานั้น เนื่องจากการลื่นไถลของ

(ก) โครงสรางเชิงกลของหุนยนต (ข) การวางตัวของลอทั้งสี่บนหุนยนต

รูปที่ 2.1: ลักษณะโดยรวมของหุนยนต (ก) โครงสรางจริงของหุนยนตที่ใชในการแขงขัน; (ข) การวางตัวของ
ลอทั้งสี่บนหุนยนตบนกรอบหุนยนตที่ทำมุม θz กับกรอบความเฉื่อย

ลอหุนยนตขึ้นอยูกับสภาพของพื้นซึ่งไมสามารถพยากรณได ระบบของหุนยนตประกอบดวยมอเตอรทั้งหมดสี่
ตัว ใชขับเคลื่อนลอทั้งสี่ของหุนยนตผานระบบเฟองทดที่มีอัตราทดเทากัน แรงลัพธของแตละลอที่กระทำกับตัว
หุนยนตจะขับเคลื่อนหุนยนตไปดวยความเรงคาหนึ่ง สงผลใหหุนยนตและลอของหุนยนตเคลื่อนที่ ซึ่งสงผลตอ
ความเร็วเชิงมุมของลอหุนยนต และจะมีผลยอนกลับไปเปนแรงเคลื่อนไฟฟายอนกลับที่ตกครอมขดลวดภายใน
มอเตอร รูป 2.2 แสดงระบบพลศาสตรของหุนยนตไวโดยสังเขป มอเตอรดังกลาวเปนมอเตอรกระแสตรง 1 ที่
มีคาคงตัวดังตาราง 2.1 และตัวหุนยนตที่มีคาคงตัวดังตาราง 2.2 ใหสัญญาณขาเขาของระบบ VC เปนแรงดัน
ที่จายใหมอเตอรแตละตัว เขียนใหอยูในรูปของเมทริกซไดดังนี้

VC = [V1c, V2c, V3c, V4c]
T (2.1)

เมื่อพิจารณาแบบจำลองคณิตศาสตรของมอเตอรกระแสตรงในเชิงไฟฟาดังรูป 2.3 จะไดความสัมพันธระหวาง
Vnc และ in ดังสมการ

Vnc = inRC + LC
din
dt

+ Enc ; n = 1, 2, 3, 4 (2.2)
1มอเตอรไดรับสัญญาณขาเขาเปนการกล้ำความกวางพัลส (Pulse Width Modulator หรือ PWM) แตแบบจำลองคณิตศาสตรของ

มอเตอรสามารถประมาณสัญญาณกล้ำความกวางพัลสเปนระดับแรงดันคงตัวได
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รูปที่ 2.2: แผนภาพแสดงระบบพลศาสตรของหุนยนต

.
.−.+.Vnc

.+ .VnR
.−

.RC

.+ .VnL .−
.LC

.En

.+

.−.in

รูปที่ 2.3: วงจรทางไฟฟาของมอเตอรกระแสตรง

สัญลักษณ ชื่อของคาคงตัว ปริมาณ หนวย
Kv, Kt คาคงตัวของมอเตอร 6.92 × 10−3 V/rad/s, N·m/A

RC ความตานทานของขดลวดมอเตอร 1.94 Ω

LC ความเหนี่ยวนำของขดลวดมอเตอร 45 µH

Gr อัตราทดของมอเตอร 13.7959 : 1 −

Geff ประสิทธิภาพของเฟองทด 80 %

ตารางที่ 2.1: คาคงตัวของมอเตอรที่ใชขับเคลื่อนหุนยนต

สัญลักษณ ชื่อของคาคงตัว ปริมาณ หนวย
MR มวลของหุนยนต 1.57 kg

RR รัศมีจากจุดศูนยกลางถึงลอของหุนยนต 0.085 m

Jz โมเมนตความเฉื่อยของหุนยนต 5.76 × 10−3 kg · m2

mw มวลของลอหุนยนต 0.06 kg

rw รัศมีของลอหุนยนต 0.0263 m

jw โมเมนตความเฉื่อยของลอหุนยนต 2.08 × 10−5 kg · m2

β1 มุมของแกนลอที่ 1 เทียบกับแกน y 57 องศา
β2 มุมของแกนลอที่ 2 เทียบกับแกน x 45 องศา
β3 มุมของแกนลอที่ 3 เทียบกับแกน y 45 องศา
β4 มุมของแกนลอที่ 4 เทียบกับแกน x 33 องศา

ตารางที่ 2.2: คาคงตัวของหุนยนต
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.

.fn

.vnw

.Fn.+

.rw

.τnw

(ก) แผนภูมิวัตถุอิสระของลอหุนยนต

. .X

.Y

.F1

.F4

.F2

.F3
.β1

.β2 .β3

.β4

(ข) แผนภูมิวัตถุอิสระของหุนยนต

รูปที่ 2.4: แผนภูมิวัตถุอิสระ (ก) แผนภูมิวัตถุอิสระของลอหุนยนต; (ข) แผนภูมิวัตถุอิสระของหุนยนต

โดย Enc แทนแรงเคลื่อนไฟฟายอนกลับของมอเตอรแตละตัว จากตาราง 2.1 LC มีคานอยมากเมื่อเทียบกับ
RC จึงละเลยคาความเหนี่ยวนำได เราจึงนำสมการ (2.2) มาเขียนใหมเปน

in =
Vnc − Enc

RC
; n = 1, 2, 3, 4 (2.3)

เราสามารถหาแรงบิดที่มอเตอรกระทำกับลอของหุนยนต τnw จากแรงบิดของแกนหมุนของมอเตอร τnr และ
กระแสของมอเตอร in ไดดังสมการตอไปนี้

τnw = GeffGrτnr = GeffGrKtin ; n = 1, 2, 3, 4 (2.4)

ดังนั้น

τnw = GeffGrτnr = GeffGrKt
Vnc − Enc

RC
; n = 1, 2, 3, 4 (2.5ก)

เขียนแทนดวย Tw =
GeffGrKt

RC
(VC − Ec) (2.5ข)

เมื่อพิจารณาจากแผนภูมิวัตถุอิสระ (Free-Body Diagrams หรือ FBD) ในรูป 2.4(ก) จะไดสมการสมดุลของ
แรงและแรงบิดที่ลอดังสมการขางลางนี้

fn − Fn = mwv̇nR ; n = 1, 2, 3, 4 (2.6ก)
τnw − fnrw =

jw

rw
v̇nw ; n = 1, 2, 3, 4 (2.6ข)

โดยการใชสมมติฐานที่วาลอหุนยนตไมมีการลื่นไถลจะไดวา fn มีคาไดไมจำกัด และความเร็วการเคลื่อนที่ของ
หุนยนตในตำแหนงของลอที่ n เทากับความเร็วที่ขอบลอที่ n, vnR = vnw ดังนั้นจากสมการ (2.6) เราสามารถ
เขียนสมการใหมไดเปน

rw


τ1w

τ2w

τ3w

τ4w

 =
(
jw + r2

wmw
)


v̇1R

v̇2R

v̇3R

v̇4R

 + r2
w


F1

F2

F3

F4

 (2.7ก)

เขียนแทนดวย rwTw =
(
jw + r2

wmw
)
V̇R + r2

wFw (2.7ข)



8

และจากแผนภูมิวัตถุอิสระในรูป 2.4(ข) เราสามารถหาแรงลัพธที่กระทำกับหุนยนตในกรอบหุนยนตไดดังนี้

FxB

FyB

Tz

=


− cos(β1) sin(β2) cos(β3) − sin(β4)

− sin(β1) − cos(β2) sin(β3) cos(β4)

RR RR RR RR




F1

F2

F3

F4

 (2.8ก)

เขียนแทนดวย FB = TFw (2.8ข)

แรงในกรอบความเฉื่อยแปลงมาจากแรงในกรอบหุนยนตตามสมการ
FxN

FyN

Tz

 =


cos(θz) − sin(θz) 0

sin(θz) cos(θz) 0

0 0 1




FxB

FyB

Tz

 (2.9ก)

เขียนแทนดวย FN = R(θz)FB (2.9ข)
FB = R−1(θz)FN (2.9ค)
FB = RT(θz)FN (2.9ง)

โดยที่ θz เปนมุมของกรอบหุนยนตเทียบกับกรอบความเฉื่อยตามรูป 2.1(ข) และ R(θz) เปนการแปลงเวกเตอร
ในกรอบหุนยนตไปเปนเวกเตอรในกรอบความเฉื่อย จะไดสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนตในกรอบหุนยนตเปน


V̇xN

V̇yN

ω̇z

 =


1/MR 0 0

0 1/MR 0

0 0 1/Jz




FxN

FyN

Tz

 (2.10ก)

เขียนแทนดวย V̇N = M−1FN = M−1R(θz)FB = M−1R(θz)TFw (2.10ข)

เราพบวาสามารถเขียน VR เปนการแปลงของ VB และ VN ไดดังนี้
v1R

v2R

v3R

v4R

 =


− cos(β1) − sin(β1) RR

sin(β2) − cos(β2) RR

cos(β3) sin(β3) RR

− sin(β4) cos(β4) RR




VxB

VyB

ωz

 (2.11ก)

เขียนแทนดวย VR = TTVB = TTRT(θz)VN (2.11ข)

ดังนั้นจากสมการ (2.7), (2.10) และ (2.11) เราสามารถหาความสัมพันธระหวาง Tw และ VN ไดดังนี้

V̇N = M−1R(θz)T
(

1
rw

Tw −
(

jw + r2
wmw

r2
w

)
V̇R

)
(2.12)

หาอนุพันธของสมการ (2.11ข) จะได

V̇R = TT
(
ωzṘT(θz)VN + RT(θz)V̇N

)
(2.13)

ดังนั้น

V̇N = M−1R(θz)T
(

1
rw

Tw −
(

jw + r2
wmw

r2
w

)
TT

(
ωzṘT(θz)VN + RT(θz)V̇N

))
(2.14ก)
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หรือ(
I +

(
jw + r2

wmw

r2
w

)
M−1R(θz)TTTRT(θz)

)
V̇N

= M−1R(θz)T
(

1
rw

Tw −
(

jw + r2
wmw

r2
w

)
TT

(
ωzṘT(θz)VN

))
(2.14ข)

อนึ่ง แรงเคลื่อนไฟฟายอนกลับ Enc มีความสัมพันธกับความเร็วเชิงมุมแกนหมุนของมอเตอร ωnr ดังนี้

Enc = Kvωnr =
KvGr

rw
vnR (2.15ก)

เขียนแทนดวย EC =
KvGr

rw
VR =

KvGr

rw
TTRT(θz)VN (2.15ข)

เราจึงสามารถหา Tw ไดจากสมการ (2.5) และ (2.15)
Tw

rw
=

GeffGrKt

RCrw

(
VC − KvGr

rw
TTRT(θz)VN

)
(2.16)

จะไดวา(
I +

(
jw + r2

wmw

r2
w

)
M−1R(θz)TTTRT(θz)

)
V̇N

= M−1R(θz)T
(

GeffGrKt

RCrw

(
VC − KvGr

rw
TTRT(θz)VN

)
−

(
jw + r2

wmw

r2
w

)
TT

(
ωzṘT(θz)VN

))
=

[
M−1R(θz)T

(
GeffGrKt

RCrw

)
VC

]
−

[
M−1R(θz)TTT

(
GeffG

2
r KvKt

RCr2
w

RT(θz) +
jw + r2

wmw

r2
w

ωzṘT(θz)
)

VN

]
(2.17)

สังเกตไดวาสมการ (2.17) สามารถเขียนใหอยูในรูปสมการปริภูมิสถานะที่ไมเชิงเสนได แตมีพจนที่ไมเชิงเสนคือ
(R(θz)) อยูมาก ดังนั้นเราจะแปลงสมการ (2.12) ใหเปนสมการปริภูมิสถานะที่มี VB เปนตัวแปรสถานะ

RT(θz)V̇N = RT(θz)M−1R(θz)T
(

1
rw

Tw −
(

jw + r2
wmw

r2
w

)
V̇R

)
(2.18)

เนื่องจาก M(1, 1) = M(2, 2) เราสามารถพิสูจนไดวา

RT(θz)M−1R(θz) = M−1 (2.19)

และเชนเดียวกับสมการ (2.13)

V̇N =
d
dt

(R(θz)VB) = Ṙ(θz)VB + R(θz)V̇B (2.20ก)
RT(θz)V̇N = RT(θz)Ṙ(θz)VB + RT(θz)R(θz)V̇B (2.20ข)

โดยการพิสูจน RT(θz)Ṙ(θz) =


0 −ωz 0

ωz 0 0

0 0 0

 = D(ωz) (2.20ค)

RT(θz)V̇N = D(ωz)VB + V̇B (2.20ง)
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ดังนั้นเราจึงเขียนสมการ (2.18) ไดใหม

D(ωz)VB + V̇B = M−1T
(

GeffGrKt

RCrw

(
VC − KvGr

rw
TTVB

)
−

(
jw + r2

wmw

r2
w

)
TTV̇B

)
(2.21ก)

D(ωz)VB + V̇B = M−1T
GeffGrKt

RCrw
VC − M−1T

GeffG
2
r KtKv

RCr2
w

TTVB − M−1T
(

jw + r2
wmw

r2
w

)
TTV̇B

(2.21ข)

เพื่อลดความซับซอนของสมการจึงกำหนดคาคงตัว K1, K2,K3 ดังนี้

K1 =
GeffG

2
r KtKv

RCr2
w

(2.22ก)

K2 =
GeffGrKt

RCrw
(2.22ข)

K3 =
jw + r2

wmw

r2
w

(2.22ค)

จัดรูปแบบของสมการ (2.21) ใหมไดเปน(
I + M−1TTTK3

)
V̇B = −

(
M−1TTTK1 + D(ωz)

)
VB + M−1TK2VC (2.23)

ซึ่งเปนสมการมีความซับซอนนอยกวาสมการ (2.17)

2.2 แรงเสียดทานสวนขางและแรงเสียดทานแนวรัศมี
ในระบบจริงแรงเสียดทานและความหนืดมีผลตอการเคลื่อนที่ของหุนยนต แรงเสียดทานและความหนืด

ที่วิเคราะหในขั้นแรกเปนทิศทางแนวขางของหุนยนต (lateral friction) ซึ่งเกิดจากความเสียดทานในกลไกของ
ลอหุนยนตและมอเตอรที่ใชขับเลื่อนลอ คิดเปนแรงรวมตามเสนขอบลอ แรงเสียดทานของแตละลอมีคาดังนี้

FnL = −KfLsgn(vnw) − KbLvnw (2.24)
เขียนแทนดวย FL = −KfLsgn(Vw) − KbLVw (2.25)

เมื่อกำหนดให sgn(·) แทนฟงกชันซิกนัม (signum function) สวน KfL และ KbL แทนแรงเสียดทานเฉลี่ย
และสัมประสิทธิ์ความหนืดเฉลี่ยของทั้งสี่ลอมีคาเปนบวกเสมอ จากนั้นแรงในสมการ (2.25) ถูกใชเพื่อพัฒนา
แบบจำลองคณิตศาสตรตามสมการ (2.23) ใหเปนแบบจำลองคณิตศาสตรรวมแรงเสียดทานสวนขางดังนี้(

I + M−1TTTK3

)
V̇B = −

(
M−1TTTK1 + D(ωz) + M−1TTTKbL

)
VB

− M−1TKfLsgn(TTVB)

+ M−1TK2VC

(2.26)

จากการจำลองระบบดวยแบบจำลองคณิตศาสตรรวมแรงเสียดทานสวนขางโดยใชสมการ (2.26) พบวา
แบบจำลองคณิตศาสตรรวมแรงเสียดทานสวนขางนั้นไมเพียงพอสำหรับการจำลองใหตำแหนงของหุนยนตใกล
เคียงกับคาจริงที่วัดไดจากคอมพิวเตอรวิทัศน2 ผูเขียนจึงพิจารณาแรงเสียดทานแนวรัศมีเพิ่มเขาในแบบจำลอง
เวกเตอรของแรงเสียดทานแนวรัศมีถูกเขียนแทนดวย Fnp มีตำแหนงอยูที่ลอทั้งสี่ตามรูป 2.5 และให vnp แทน
ความเร็วตามแนวแกนลอทั้งสี่ แรงเสียดทานแนวรัศมีมีคาดังสมการ (2.28)

Fnp = Kfpsgn(vnp) − Kbpvnp (2.27)
เขียนแทนดวย Fp = −Kfpsgn(Vp) − KbpVp (2.28)

2ดูรายละเอียดและผลการจำลองเปรียบเทียบกับขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศนไดในหัวขอ 2.3
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. .X

.Y

.F1p, v1p

.F1

.F4p, v4p

.F4

.F2p, v2p .F2 .F3p, v3p

.F3

.β1

.β2

.β3

.β4

รูปที่ 2.5: แรงเสียดทานแนวรัศมีบนตัวหุนยนต

โดยที่ Kfp และ Kbp แทนแรงเสียดทานเฉลี่ยคงตัวและสัมประสิทธิ์ความหนืดในแนวรัศมีเฉลี่ยทั้งสี่ลอ มีคา
เปนบวกเสมอดังเชน KfL และ KbL สำหรับ Vp สามารถเขียนใหอยูในรูปของ VB ไดดังนี้

Vp = TT
p VB (2.29)

และ Fp สามารถแปลงใหอยูในกรอบหุนยนตไดดังนี้

FpB = TpFp (2.30)

โดยที่เมทริกซ Tp มีคาดังนี้

Tp =


− sin(β1) − cos(β2) sin(β3) cos(β4)

cos(β1) − sin(β2) − cos(β3) sin(β4)

0 0 0 0

 (2.31)

จากสมการ (2.29), (2.30) และ (2.31) สมการ (2.26) จึงถูกพัฒนาตอเปนสมการ (2.32)(
I + M−1TTTK3

)
V̇B = −

(
M−1TTTK1 + D(ωz) + M−1TTTKbL + M−1TpTT

p Kbp
)
VB

− M−1TKfLsgn(TTVB) − M−1TpKfpsgn(TT
p VB)

+ M−1TK2VC

(2.32)

สมการ (2.32) ถือเปนแบบจำลองคณิตศาสตรที่สมบูรณที่สุดในวิทยานิพนธนี้ และมีความไมเชิงเสนอยางเขม

2.3 ผลเปรียบเทียบการจำลองโดยใชแบบจำลองคณิตศาสตรตาง ๆ
หุนยนตไดรับคำสั่งใหเคลื่อนที่เปนรูปสี่เหลี่ยมดวยความเร็วและความเรงที่ไมมากเกิน เพื่อหลีกเลี่ยงผล

ของความไมเชิงเสนอยางเขมจากการลื่นไถลของลอซึ่งกลาวไวในหัวขอถัดไป ความเร็วของลอทั้งสี่ของหุนยนต
ถูกควบคุมดวยระบบควบคุมวงปดดวยการปอนกลับจากตัวเขารหัสมอเตอร เพื่อรักษาการเคลื่อนที่ของหุนยนต
ใหใกลเคียงกับเสนทางที่ไดรับคำสั่งมา คาแรงดันของมอเตอรซึ่งถูกควบคุมดวยระบบควบคุมวงปดถูกบันทึกไว
พรอมกับตำแหนงของหุนยนตจากคอมพิวเตอรวิทัศน สำหรับการเปรียบเทียบในการทดลองนี้ขอมูลทั้งสองถูก
ปรับใหไมมีการประวิงเวลาระหวางกัน แรงดันของมอเตอรถูกใชเปนสัญญาณขาเขาสำหรับการคาดเดาตำแหนง
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จากการจำลองดวยแบบจำลองคณิตศาสตรตาง ๆ อนึ่ง ตำแหนงของหุนยนตในกรอบความเฉื่อยซึ่งเปนสถานะ
ของหุนยนตที่ตองการมีความสัมพันธกับตัวแปรสถานะ VB ดังนี้

ṖN = R(θz)VB (2.33)
˙̂

PN = R(θ̂z)V̂B (2.34)

สมการดังกลาวบงชี้วาตำแหนงในกรอบความเฉื่อยขึ้นกับทิศทาง θz ของหุนยนต และความเร็วของหุนยนตที่
เคลื่อนที่ไปในทิศทางนั้น ถาหาก θ̂z ที่คาดเดามีความผิดพลาด จะทำใหการคาดเดาทิศทางของหุนยนตเปนไป
ในทิศทางที่ผิด แมวาจะสามารถคาดเดาความเร็ว V̂B ไดอยางแมนยำแตการคาดเดาการเคลื่อนที่ในทิศทางที่
ผิดจะสงผลใหการคาดเดาตำแหนงของหุนยนตผิดพลาดอยางมาก ดังนั้น R(θ̂z) สำหรับการจำลองในบทนี้จึง
ถูกแทนดวย R(θz) ดังสมการ (2.35) โดย θz เปนคาที่วัดไดจากคอมพิวเตอรวิทัศน เพื่อใหเห็นแนวโนมและ
ความแตกตางระหวางการจำลองดวยแบบจำลองคณิตศาสตรตาง ๆ โดยผลการทดลองจะถูกเปรียบเทียบแยก
ในแกนการเคลื่อนที่ x, y และ z บนกรอบความเฉื่อย

˙̂
PN = R(θz)V̂B (2.35)

ผลการเปรียบเทียบถูกแสดงไวในรูป 2.6, 2.7, 2.8 และ 2.9 โดยมีเสนทึบสีน้ำเงินที่ใชคำอธิบายสัญลักษณ ‘Vi-
sion’ แทนขอมูลที่วัดไดจากคอมพิวเตอรวิทัศน ขอมูลนี้จะถูกใชเปนขอมูลอางอิงสำหรับการจำลองจากแบบ
จำลองคณิตศาสตรตอไปนี้

แบบจำลองคณิตศาสตรเบื้องตน
การจำลองนี้ใชพารามิเตอรในตาราง 2.1 และตาราง 2.2 รวมกับแบบจำลองคณิตศาสตรตามสมการ

(2.23) โดยใชการประมาณของ Runge-Kutta ดังที่กลาวไวในหัวขอ 2.5 การจำลองนี้ใชคำอธิบายสัญลักษณ
‘Simple’ และแทนดวยเสนประสีแดง (. ) ในรูป 2.6, 2.7, 2.8 และ 2.9

จากผลการจำลองแบบจำลองคณิตศาสตรเบื้องตนพบวาแนวโนมของการเคลื่อนที่ของหุนยนตจากการ
จำลองคลอยตามการเคลื่อนที่ของหุนยนตที่วัดไดจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศน แตมีระยะการเคลื่อนที่ของการ
จำลองระบบตางออกไปจากการเคลื่อนที่จริง กลาวคือระยะการเคลื่อนที่ในแกน x และ y ของการจำลองมีคา
มากกวาความเปนจริง ในขณะที่การจำลองระยะการหมุนในแกน z มีคานอยกวาความเปนจริง

แบบจำลองคณิตศาสตรรวมแรงเสียดทานสวนขาง
จากการจำลองแบบจำลองคณิตศาสตรเบื้องตนพบวาการจำลองการเคลื่อนที่และการหมุนของหุนยนต

นั้นไมสมดุล ผูเขียนจึงเพิ่มแรงเสียดทานสวนขางเขาในระบบซึ่งมีแบบจำลองตามสมการ (2.26) และปรับระบบ
จำลองใหมีความหนวงนอยลงโดยการปรับลดคาคงตัวของมอเตอรKt และKv ซึ่งเปนคาพารามิเตอรของแบบ
จำลองที่อาจเปลี่ยนแปลงไดตามอายุการใชงานของมอเตอร โดยผูเขียนคาดหวังใหการปรับลดความหนวงของ
ระบบทำใหการหมุนในแกน z มีปริมาณมากขึ้น และการเพิ่มแรงเสียดทานสวนขางนั้นจะทำใหการเคลื่อนที่ใน
แกน x และ y นอยลง ผลการจำลองดวยแบบจำลองคณิตศาสตรนี้ปรากฏอยูในรูป 2.6, 2.7, 2.8 และ 2.9 ใช
คำอธิบายสัญลักษณ ‘K-Tuned’ และแทนดวยเสนประสีเขียว (. )

การลดความหนวงของแบบจำลองนั้นทำใหการจำลองการหมุนในแกน z มีระยะเพิ่มขึ้นจริง แตระยะ
การเคลื่อนที่ในแกน x และ y ก็มีคาเพิ่มขึ้นดวย เพราะการเพิ่มแรงเสียดทานสวนขางนั้นสงผลใหการเคลื่อนที่
ในแกน x, y และ z ลดลงเสมอกัน ดังนั้นแบบจำลองคณิตศาสตรรวมแรงเสียดทานสวนขางอยางเดียวจึงไม
เพียงพอสำหรับการจำลองหุนยนตเคลื่อนที่ทุกทิศทาง
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ขอสังเกต การเพิ่มความหนวงของแบบจำลองคณิตศาสตรและลดแรงเสียดทานของระบบนั้นเปนไปไม
ได เพราะแบบจำลองคณิตศาสตรเบื้องตนนั้นไมมีแรงเสียดทาน การระบุใหแรงเสียดทานเปนลบนั้นทำไมได

แบบจำลองคณิตศาสตรรวมแรงเสียดทานสวนขางและแรงเสียดทานแนวรัศมี
ดังที่ไดกลาวมาแลว ลอแบบเคลื่อนที่ไดทุกทิศทางนั้นออกแรงในทิศการหมุนของลอเทานั้นและลื่นไถล

อยางอิสระในแนวตั้งฉากกับแนวการหมุนของลอ (แนวรัศมีของหุนยนต) แมกระนั้นการลื่นไถลในแนวรัศมีของ
หุนยนตยังคงถูกตานดวยแรงเสียดทานจากการหมุนของลอยอย ซึ่งเปนสวนประกอบในลอแบบเคลื่อนที่ทุกทิศ-
ทาง แรงเสียดทานในแนวนี้มีผลกระทบตอการเคลื่อนที่ของหุนยนตในแกน x และ y เทานั้น ไมสงผลตอการ
หมุนในแกน z ดังนั้นแรงเสียดทานแนวรัศมีจึงถูกเพิ่มเขาในแบบจำลองรวมแรงเสียดทานสวนขาง การจำลอง
ใชแบบจำลองตามสมการ (2.32) ผลการจำลองดวยแบบจำลองคณิตศาสตรนี้ปรากฏอยูในรูป 2.6, 2.7, 2.8
และ 2.9 ใชคำอธิบายสัญลักษณ ‘Fp-added’ และแทนดวยเสนประยาวสีสม (. )

การเพิ่มแรงเสียดทานแนวรัศมีเขาในแบบจำลองทำใหการจำลองระบบมีความแมนยำมากขึ้นอยางมาก
แตแบบจำลองมีความไมเชิงเสนอยางเขมคือ sgn(·) คา KbL และ Kbp จึงถูกเพิ่มเพื่อชดเชย KfL และ Kfp ตาม
ลำดับ เปนการลดความความซับซอนและขจัดความไมเชิงเสนอยางเขมออกจากแบบจำลองคณิตศาสตร หลัง
การขจัด KfL และ Kfp ออกจากแบบจำลอง ผลการจำลองแบบจำลองคณิตศาสตรนี้ปรากฏอยูในรูป 2.6, 2.7,
2.8 และ 2.9 ใชคำอธิบายสัญลักษณ ‘Tp-added’ และแทนดวยเสนประสีบานเย็น (. ) ซึ่งใหผลการ
จำลองการเคลื่อนที่ของหุนยนตที่นาพึงพอใจ และเปนแบบจำลองที่มีความซับซอนไมมาก เนื่องจากขจัดความ
ไมเชิงเสนอยางเขมออกไปแลว ดังนั้นแบบจำลองคณิตศาสตรที่ถูกเลือกใชสำหรับการออกแบบตัวกรองในวิท-
ยานิพนธนี้จึงเปนแบบจำลองตามสมการนี้(

I + M−1TTTK3

)
V̇B = −

(
M−1TTTK1 + D(ωz) + M−1TTTKbL + M−1TpTT

p Kbp
)
VB

+ M−1TK2VC

(2.36)

สมการ (2.36) คือสมการ (2.32) ที่ตัดผลของแรงเสียดทานและคงไวเฉพาะผลของแรงหนืดเทานั้น
นอกจากแรงเสียดทานที่ทำใหระบบมีความไมเชิงเสนอยางเขมแลว การใชสัญญาณกล้ำความกวางพัลส

(pulse width modulator หรือ PWM) กับวงจรขับเคลื่อนมอเตอรยังเปนอีกปจจัยหนึ่งที่ทำใหระบบมีความ
ไมเชิงเสน อยางไรก็ตามรูป 2.6, 2.7, 2.8 และ 2.9 บงชี้วาสมการ (2.36) เพียงพอสำหรับการประมาณตัวแปร
สถานะของระบบในชวงเวลาหนึ่ง

2.4 สรุปแบบจำลองคณิตศาสตร
สมการ (2.36) ถูกเขียนแทนดวยสัญกรณคณิตศาสตรตาง ๆ ดังนี้

A (ωz) = −
(
I + M−1TTTK3

)−1 (
M−1TTT(K1 + KbL) + M−1TpTT

p Kbp + D(ωz)
) (2.37ก)

B =
(
I + M−1TTTK3

)−1 (
M−1TK2

) (2.37ข)

โดย A เปนเมทริกซขนาด 3× 3 และ B เปนเมทริกซขนาด 3× 4 มีเพียงตัวแปรสถานะ ωz เทานั้นที่ไมเปนคา
คงตัว คาอื่นใน A และ B เปนคาคงตัวทั้งหมด เราจึงเขียน (2.23) ใหอยูในรูปของปริภูมิสถานะไดดังนี้

V̇B = [A (ωz)] VB + [B] VC (2.38)

สมการ (2.38) นั้นมีตัวแปรสถานะเปนความเร็ว VB ของหุนยนตในกรอบหุนยนต และมีสัญญาณขาเขาเปน
แรงดัน VC ที่จายใหมอเตอรที่ใชขับเคลื่อนหุนยนตทั้งสี่ตัว ตอไปเปนการหาแบบจำลองคณิตศาสตรของระบบ
ที่รวมสัญญาณขาออกไวดวย เราสามารถวัดสัญญาณขาออกของระบบไดจากอุปกรณสามชนิด ไดแก ความเรง
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บนระนาบ x−y จากมาตรความเรงในกรอบหุนยนต ความเร็วเชิงมุมจากไจโรสโกป และตำแหนงในกรอบความ
เฉื่อยจากคอมพิวเตอรวิทัศน สัญญาณขาออกของระบบจึงควรถูกแทนดวย

Z = [v̇xB, v̇yB, ωz, PxN, PyN, θz]
T (2.39)

สัญญาณขาออก ωz ไดจากการวัดตัวแปรสถานะโดยตรง v̇xB, v̇yB ไดจากสองคาแรกของ V̇B ในสมการ (2.38)
ตำแหนงและมุม PxN, PyN, θz นั้นมีอนุพันธเปนความเร็วและความเร็วเชิงมุมในกรอบความเฉื่อย ดังนั้นเพื่อให
ตัวแปรสถานะครอบคลุมสัญญาณขาออกทั้งหมดของระบบ เราจึงขยายปริภูมิสถานะใหเปนไปตามสมการขาง
ลางนี้ 

V̇xB

V̇yB

ω̇z

ṖxN

ṖyN

θ̇z


=



0 0 0

A3×3(ωz) 0 0 0

0 0 0

0 0 0

R3×3(θz) 0 0 0

0 0 0





VxB

VyB

ωz

PxN

PyN

θz


+



B3×4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




V1c

V2c

V3c

V4c

 +



u1

u2

u3

u4

u5

u6


(2.40ก)

Ẋ = FX + GVC + U6×1 = F (X,VC) + U6×1 (2.40ข)

โดย U6×1 เปนสัญญาณรบกวนกระบวนการ (process noise) ตอไปเปนการหาความสัมพันธระหวางสัญญาณ
ขาออก ZIV และตัวแปรสถานะ VB รวมกับแรงดันขาเขา VC

ดวยขอจำกัดดานการออกแบบแผนวงจรพิมพที่มีขนาดเล็ก พื้นที่สำหรับวางอุปกรณอิเลคทรอนิกสและ
สายนำสัญญาณจึงมีจำกัด เราจึงไมสามารถติดตั้งมาตรความเรงใหอยูตรงกลางหุนยนตได ดังนั้นมาตรความเรง
จึงรับรูผลการเรงแกนหมุน z ของหุนยนตดวย รูป 2.10 แสดงการวางตัวของมาตรความเรงและผลของความเรง
เชิงมุมที่มีตอมาตรความเรง ให pax และ pay แทนตำแหนงของมาตรความเรงเทียบกับจุดศูนยกลางหุนยนต z1

และ z2 ซึ่งเปนคาความเรงในแกน x และ y ที่วัดไดจากมาตรความเรงจึงมีคาดังสมการ (2.41)
z1

z2

 =

 cos(βdA) sin(βdA)

− sin(βdA) cos(βdA)

1 0 −ra sin(βA)

0 1 ra cos(βA)




V̇xB

V̇yB

ω̇z

 (2.41)

เขียนแทนดวย
z1

z2

 = RaV̇B = Ra [A(ωz)]VB + RaBVC (2.42)

แบบจำลองคณิตศาสตรของสัญญาณขาออกจึงมีลักษณะดังนี้

ZIV =



z1

z2

z3

z4

z5

z6


=



RaA(ωz)
0 0 0

0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1





VxB

VyB

ωz

PxN

PyN

θz


+



RaB3×4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




V1c

V2c

V3c

V4c

 +



w1

w2

w3

w4

w5

w6


(2.43ก)

ZIV = HIV(ωz)X + CVC + W6×1 = HIV(X,VC) + W6×1 (2.43ข)
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.
.C

.βA

.V̇xB.βdA

.V̇yB

.ra

.raω̇z

รูปที่ 2.10: ตำแหนงของมาตรความเรงเทียบกับจุดศูนยกลางหุนยนต

โดยสัญญาณขาออกที่วัดไดจากตัวรับรู ไดแก มาตรความเรง ไจโรสโกป และคอมพิวเตอรวิทัศน ถูกรบกวนดวย
สัญญาณรบกวนการวัด W6×1 (measurement noise) โดยตั้งสมมติฐานให U และ W เปนสัญญาณที่มี
ลักษณะคงที่แบบกวาง (wide-sense stationary หรือ WSS) และมีคาเฉลี่ยเปนศูนย

2.5 แบบจำลองคณิตศาสตรวิยุต
เนื่องจากสัญญาณควบคุมและสัญญาณการวัดและการปอนกลับของหุนยนตเปนระบบดิจิทัล (digital)

ที่มีอัตราสุมเปนคาคงตัว ระบบควบคุมและระบบตัวกรองที่ถูกเลือกใชบนหุนยนตจึงเปนแบบดิจิทัลดวย แบบ
จำลองคณิตศาสตรของหุนยนตจึงจำเปนตองวิเคราะหใหเปนแบบวิยุต (discrete) สมการเชิงอนุพันธ (2.40)
นั้นเปนระบบไมเชิงเสน การหาแบบจำลองคณิตศาสตรวิยุตซึ่งอยูในรูปของสมการเชิงผลตาง (difference equa-
tion) จากผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธที่ไมเชิงเสนนั้นมีความยุงยาก ดังนั้นผูเขียนจึงหาแบบจำลองคณิตศาสตร
วิยุตจากการประมาณ ตอไปนี้เปนวิธีประมาณที่ถูกนำมาวิเคราะห

วิธีการประมาณไปขางหนาของออยเลอร
สำหรับระบบไมเชิงเสนที่มีคาบการสุม h ตัวแปรสถานะ x สัญญาณขาเขา u ดังสมการ (2.44) วิธีการ

ประมาณไปขางหนาของออยเลอร (Euler’s forward method) ถูกใชประมาณระบบตามสมการ (2.44) ได
ดังสมการ (2.45)

ẋ(t) = f (x(t), u(t)) (2.44)
x(t + h) = x(t) + hf (x(t), u(t)) + O(h2) (2.45)

โดย O(h2) ระบุระดับความผิดพลาดของการประมาณเปนอันดับสอง คือพจนที่ไมไดถูกประมาณมีตัวคูณรวม
เปน h2 เมื่อนำสมการ (2.45) มาประยุกตใชกับสมการ (2.40) จะได

X(k) =
[
I + hF(ω(k−1))

]
X(k−1) + [hG] VC(k−1) (2.46ก)

เขียนแทนดวย X(k) = ΦEul
(
X(k−1), VC(k−1)

) (2.46ข)

สมการ (2.46) จะถูกนำไปวิเคราะหรวมกับตัวกรองในภายหลัง

วิธีการประมาณของรุงเงขอ-คุททา
วิธีการประมาณของรุงเงขอ-คุททา (Runge–Kutta’s method) ที่ถูกนำมาวิเคราะหในวิทยานิพนธนี้

เปนวีธีการประมาณอันดับสี่ (Forth-order Runge–Kutta) ที่มีระดับความผิดพลาดเปนอันดับหา O(h5) การ
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ประมาณระบบในสมการ (2.44) ดวยการประมาณอันดับสี่ของรุงเงขอ-คุททา เปนไปตามสมการ (2.47)

x(t + h) = x(t) +
h

6
(s1 + 2s2 + 2s3 + s4) + O(h5) (2.47)

โดยที่

s1 = f (x(t), u(t)) (2.48ก)

s2 = f

(
x(t) +

h

2
s1, u

(
t +

h

2

))
(2.48ข)

s3 = f

(
x(t) +

h

2
s2, u

(
t +

h

2

))
(2.48ค)

s4 = f (x(t) + hs3, u (t + h)) (2.48ง)

บทพิสูจนของวีธีการประมาณอันดับสี่ของรุงเงขอ-คุททาถูกแสดงไวในภาคผนวก ข.1 เมื่อนำสมการ (2.47) มา
ประยุกตใชกับระบบตามสมการ (2.40) จะไดวา

s1 = F(ω(x1))x1 + GVC(k−1) โดยที่ x1 = X(k−1) (2.49ก)
s2 = F(ω(x2))x2 + GVC(k−1) โดยที่ x2 = X(k−1) +

h

2
s1 (2.49ข)

s3 = F(ω(x3))x3 + GVC(k−1) โดยที่ x3 = X(k−1) +
h

2
s2 (2.49ค)

s4 = F(ω(x4))x4 + GVC(k−1) โดยที่ x4 = X(k−1) + hs3 (2.49ง)

และ

X(k) = X(k−1) +
h

6
(s1 + 2s2 + 2s3 + s4) (2.50ก)

เขียนแทนดวย X(k) = ΦRK4
(
X(k−1), VC(k−1)

) (2.50ข)

สมการ (2.50) จะถูกนำไปวิเคราะหรวมกับตัวกรองเปรียบเทียบกับสมการ (2.46) ในภายหลัง



บทที่ 3
ตัวกรองคาลมาน

ตัวกรองคาลมานถูกนำมาใชเพื่อกรองสัญญาณรบกวนออกจากตัวรับรู นอกจากนั้นยังทำหนาที่เปนตัว
สังเกตสถานะ (state observer) หรือ ตัวประมาณสถานะ (state estimator) ของระบบ อยางไรก็ตามตัว
กรองคาลมานแบบทั่วไปไมเหมาะสมสำหรับระบบของหุนยนตชนิดเคลื่อนที่ทุกทิศทาง เพราะหุนยนตชนิดนี้มี
แบบจำลองคณิตศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน ดังนั้นตัวกรองคาลมานแบบขยาย (Extended Kalman filter หรือ
EKF) และตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด (Sigma-Point Kalman filter หรือ Unscented Kalman filter
หรือ UKF) ซึ่งถูกดัดแปลงเพื่อรองรับระบบไมเชิงเสน จึงถูกนำมาวิเคราะหสำหรับหุนยนตเคลื่อนที่ทุกทิศทาง
ดวย ในขั้นตนของบทนี้เปนการแนะนำตัวกรองคาลมานแบบทั่วไป จากนั้นหลักการของตัวกรองคาลมานแบบ
ขยายและแบบแปลงจุดจะถูกอธิบายเปนสวนถัดไป และสุดทายตัวกรองคาลมานทั้งสามแบบถูกนำไปวิเคราะห
รวมกับแบบจำลองคณิตศาสตรแบบตาง ๆ ดังที่ไดอธิบายในบทที่ผานมา

3.1 ตัวกรองคาลมานแบบทั่วไป
ตัวกรองคาลมานใชหลักการเชิงตั้งฉาก (orthogonal principle) เพื่อหาคากลางของตัวแปรสถานะที่มี

การกระจายเปนเกาสเซียน (Gaussian) หลักการเชิงตั้งฉากถูกแสดงไวในภาคผนวก ข.2 รูปแบบทั่วไปของตัว
กรองคาลมานประกอบดวยสองสวนคือ การทำนายสถานะ (state prediction) และการปรับปรุงดวยการวัด
(measurement prediction) การออกแบบตัวกรองคาลมานสำหรับระบบเชิงเสนดังสมการ (3.1)

x(k) = Ax(k−1) + Bu(k−1) + v(k−1) (3.1ก)
z(k) = Hx(k) + w(k) (3.1ข)

มี x(k) เปนตัวแปรสถานะ u(k) เปนสัญญาณควบคุมและ w(k), v(k) เปนสัญญาณรบกวนที่เปนตัวแปรสุมที่มี
สมบัติคงที่อยางกวาง (wide-sense stationary, WSS) กำหนดให x̂ เปนคาประมาณตัวแปรสถานะ e = x−x̂

เปนความผิดพลาดของคาประมาณตัวแปรสถานะ Pee(k) เปนความแปรปรวนของความผิดพลาด และ Q,R

เปนความแปรปรวนของสัญญาณรบกวน v(k), w(k) ตามลำดับ ตอไปนี้เปนสมการการทำนายสถานะ

x̂−
(k) = Ax̂(k−1) + Bu(k−1) (3.2)

P−
ee(k) = APee(k−1)A

T + Q (3.3)

โดยดรรชนีบน − แสดงถึงคาประมาณที่ไดจากการทำนายเทานั้น ยังไมไดรับการปรับปรุงดวยการวัด ในสวน
ถัดไป x̂−

(k) และ P−
ee(k) จะถูกปรับปรุงดวยการวัด z(k) โดยใชหลักการเชิงตั้งฉาก ซึ่งจำเปนตองหาคาทำนาย

การวัด ẑ(k) ความแปรปรวนของการวัด Pzz(k) และความแปรปรวนรวม Pez(k) ระหวางความผิดพลาดและ
การวัด ตัวแปรเหลานี้มีคาดังสมการ (3.4)

ẑ(k) = Hx̂−
(k) (3.4ก)

Pzz(k) = HP−
ee(k)H

T + R (3.4ข)
Pez(k) = PT

ze(k) = P−
ee(k)H

T (3.4ค)
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.
.k

. ทำนาย x̂−
(k+1), P

−
ee(k+1)

จาก x̂(k), Pee(k).

. ทำนาย ẑ(k+1), Pez(k+1)

จาก x̂−
(k+1), P

−
ee(k+1).

.
ใชหลักการเชิงตั้งฉากเพื่อ
ปรับปรุง x̂−

(k+1), P
−
ee(k+1)

ใหเปน x̂(k+1), Pee(k).

. การวัด
z(k+1)

. ตัวแปรสถานะเริ่มตน
x̂(0), Pee(0)

.k + +

รูปที่ 3.1: แผนภาพขั้นตอนการประมาณตัวแปรสถานะของตัวกรองคาลมาน

เมื่อใชหลักการเชิงตั้งฉากจะใหผลของสมการการปรับปรุงดวยการวัดดังสมการนี้

x̂(k) = x̂−
(k) + Pez(k)P

−1
zz(k)(z(k) − ẑ(k)) (3.5)

Pee(k) = P−
ee(k) − Pez(k)P

−1
zz(k)P

T
ez(k) (3.6)

และนิยามให K(k) , Pez(k)P
−1
zz(k) (3.7)

คาประมาณตัวแปรสถานะและความแปรปรวนของความผิดพลาดที่เวลา k จากสมการ (3.5) และ (3.6) จะถูก
นำไปใชคำนวณคาประมาณตัวแปรสถานะ x̂(k+1) และความแปรปรวนของความผิดพลาด Pee(k+1) จากตัว
กรองที่เวลา k + 1 เปนอันดับถัดไป

3.2 ตัวกรองคาลมานแบบขยาย
เนื่องจากสมการเชิงเชิงผลตาง (2.46) และสมการ (2.50) มีความไมเชิงเสนคือ A(ωz) รวมอยูในสมการ

ดวย ตัวกรองคาลมานแบบขยายถูกออกแบบมาเพื่อใชกับระบบไมเชิงเสนดังสมการ (3.8)

x(k) = Φ
(
x(k−1), u(k−1)

)
+ w(k−1) (3.8ก)

z(k) = H
(
x(k), u(k)

)
+ v(k) (3.8ข)

การทำนายสถานะดังสมการ (3.2) นั้นทำไดโดยใชสมการ (3.8ก) โดยตรง แตการทำนายความแปรปรวนดัง
สมการ (3.3) นั้นทำไมได เนื่องจากไมมีเมทริกซ A ในสมการ (3.8ก) ตัวกรองคาลมานแบบขยายใชวิธีแทนเม-
ทริกซ A ในสมการ (3.3) ดวยเมทริกซจาโคเบียน (Jacobian matrix) ของฟงกชันไมเชิงเสน Φ เขียนแทนดวย
ΦJac สมการทำนายสถานะสำหรับตัวกรองคาลมานแบบขยายจึงมีรูปแบบดังนี้

x̂−
(k) = Φ

(
x̂(k−1), u(k−1)

) (3.9)
P−

ee(k) = Φ(Jac)Pee(k−1)ΦT
(Jac) + Q (3.10)
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ในลักษณะเดียวกัน Υ ซึ่งเปนเมทริกซจาโคเบียนของฟงกชันไมเชิงเสนขาออก H ถูกใชแทนเมทริกซ H ใน
สมการ (3.4) ดังนั้นสมการ (3.4) ถูกเขียนใหมสำหรับตัวกรองคาลมานแบบขยายดังสมการ (3.11)

ẑ(k) = H(x̂−
(k), u(k)) (3.11ก)

Pzz(k) = ΥP−
ee(k)Υ

T + R (3.11ข)
Pez(k) = PT

ze(k) = P−
ee(k)Υ

T (3.11ค)

สมการการปรับปรุงดวยการวัดสำหรับตัวกรองคาลมานแบบขยายยังคงเปนสมการ (3.5) และ (3.6) ซึ่งใชหลัก
การเชิงตั้งฉากเหมือนกรณีตัวกรองคาลมานแบบทั่วไป

เมทริกซจาโคเบียนสำหรับแบบจำลอง ΦEul

เมทริกซจาโคเบียนสำหรับสมการเชิงผลตางที่ไดจากการประมาณแบบจำลองคณิตศาสตร (2.40) ดวย
วิธีการประมาณไปขางหนาของออยเลอร (2.46) คือการหาอนุพันธยอยเทียบกับสมาชิกแตละตัวในตัวแปร X

ของพจน [I + hF(ω(k−1))
]
X(k−1) เทานั้น ในขั้นแรกพบวา

Jac of




0 0 0

A3×3(ωz) 0 0 0

0 0 0


VB

PN


 =


0 0 0

AJac(VB) 0 0 0

0 0 0

 (3.12ก)

โดยที่ AJac(VB) , −
(
I + M−1TTTK3

)−1 (
M−1TTTK1 + DJac(VB)

) (3.12ข)

และ DJac(VB) ,


0 −ωz −VyB

ωz 0 VxB

0 0 0

 (3.12ค)

เมทริกซ AJac(VB) แตกตางจาก A3×3(ωz) เพียงเล็กนอย คือมี VxB, VxB เพิ่มมาในเมทริกซ DJac(VB) อนึ่ง

Jac of




0 0 0

R(θz) 0 0 0

0 0 0


VB

PN


 =


0 0 (−VxB sin(θz) − VyB cos(θz))

R(θz) 0 0 (VxB cos(θz) − VyB sin(θz))

0 0 0

 (3.13)

ดังนั้นสำหรับแบบจำลองที่ใชการประมาณไปขางหนาของออยเลอร

FJac(VB) ,



0 0 0

AJac(VB) 0 0 0

0 0 0

0 0 (−VxB sin(θz) − VyB cos(θz))

R(θz) 0 0 (VxB cos(θz) − VyB sin(θz))

0 0 0


(3.14ก)

ΦEul(Jac) =
[
I + hFJac(VB(k−1))

] (3.14ข)

เมทริกซจาโคเบียนสำหรับแบบจำลอง ΦRK4

ในกรณีการประมาณระบบดวยวิธีของรุงเงขอ-คุททานั้นตองมีการคำนวณอนุพันธของตัวแปรสถานะอยาง
ตอเนื่องถึงหาครั้งในการทำนายตัวแปรสถานะหนึ่งขั้น การหาเมทริกซAJac ที่เปนรูปแบบชัดแจง (explicit form)
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จึงมีความยุงยาก ดังนั้นผูเขียนจึงเลือกทำนายความแปรปรวน Pee(k) ไปพรอมกันระหวางการหาอนุพันธของ
ตัวแปรสถานะในวิธีของรุงเงขอ-คุททาดวย โดยใชเมทริกซ FJac จากสมการ (3.14ก) การประมาณระบบวิยุต
ดวยวิธีของรุงเงขอ-คุททาทำใหความแปรปรวนของความผิดพลาดของการประมาณตัวแปรสถานะมีการแพร-
กระจายดังสมการ (3.15)1

Pee(k) = ΦRK4(Jac)Pee(k−1)ΦT
RK4(Jac) + Q (3.15)

ซึ่งถูกใชแทนสมการ (3.6) เมื่อระบบวิยุตถูกประมาณดวยวิธีของรุงเงขอ-คุททาอันดับสี่

เมทริกซจาโคเบียนสำหรับฟงกชันไมเชิงเสนขาออก HIV(X,VC)

สำหรับสมการของฟงกชันขาออก (2.43) ที่มีA(ωz) เปนสวนประกอบของฟงกชันHIV ดังนั้น AJac(VB)

จากสมการ (3.12) จึงถูกใชหาเมทริกซจาโคเบียนของสมการ (2.43) เทียบกับตัวแปรสถานะ VB เมทริกซนี้มี
คาดังสมการตอไปนี้

ΥIV(VB) ,



RaAJac
0 0 0

0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


(3.16)

เมทริกซ Υ(VB) ถูกใชกับตัวกรองคาลมานแบบขยายในสมการ (3.11)
การทำตัวกรองคาลมานแบบขยายมีขอจำกัดที่ตองหาเมทริกซจาโคเบียนΦJac และΥ ของระบบ ทำให

ตัวกรองคาลมานแบบขยายไมสามารถนำมาใชกับระบบไมเชิงเสนอยางเขมที่วิเคราะหในภาคผนวก ก.1 ดังนั้น
ตัวกรองคาลมานแบบขยายจึงใชไดเฉพาะแบบจำลองคณิตศาสตรที่ละเลยผลของความไมเชิงเสนอยางเขมแลว

วิกฤตของตัวกรองคาลมานแบบขยาย
กระบวนการทำใหเปนเชิงเสนของตัวกรองมีขอเสียอยูหลายประการ อันดับแรก การประมาณเมทริกซ

Φ และ H ดวย ΦJac และ Υ ทำใหตัวกรองคาลมานแบบขยายไมมีสมบัติเปนตัวประมาณเหมาะที่สุด (opti-
mal estimator) แบบจำลองคณิตศาสตรที่ไมตรงกับระบบพลวัตจริงและคาเริ่มตนของตัวแปรสถานะที่ไมถูก
ตองอาจทำใหตัวกรองตัวแปรสถานะลูออก (diverge) ได อนึ่งการทำใหเปนเชิงเสนมีโอกาสทำใหการประมาณ
ความแปรปรวนของตัวแปรตาง ๆ ในระบบผิดพลาดไปจากคาจริงจนเกิดความไมตองกันในเชิงความนาจะเปน
(inconsistency in probabilistic) อยางไรก็ตามตัวกรองคาลมานก็ยังแพรหลายในงานประยุกตอีกหลายดาน
และจากการทดลองไมเกิดวิกฤตของตัวกรองคาลมานแบบขยายขึ้นจากการใชตัวกรองรวมกับแบบจำลองของ
หุนยนตเคลื่อนที่ทุกทิศทางในงานวิจัยนี้

3.3 ตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด
ดังที่ไดกลาวไวแลว ตัวกรองคาลมานแบบขยายใชประมาณตัวแปรสถานะของระบบไมเชิงเสนอยางเขม

ไมได ในปค.ศ. 1997 [12] ไดเสนอวิธีนำตัวกรองคาลมานมาใชกับระบบดังกลาว โดยอาศัยการแปลงจุดที่เรียก
วาการแปลงอันสเซนต (unscent transform) ตัวกรองชนิดนี้เรียกวาตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด (sigma
point kalman filter หรือ unscented kalman filter หรือ UKF)

1ดูที่มาของเมทริกซ ΦRK4(Jac) ในภาคผนวก ข.1



23

ตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุดใชวิธีกระจายตัวแปรสุม X ออกเปนจุดเรียกวาจุดซิกมา (sigma point)
โดยการกระจายของจุดซิกมานี้ยังมีคาเฉลี่ยและความแปรปรวนเหมือนตัวแปรสุมเดิม จากนั้นแปลงจุดเหลานี้
ดวยฟงกชันใด ๆ f(·) ตามรูป 3.2 คาเฉลี่ยและความแปรปรวนที่ไดจากกลุมของจุดที่ไดจากการแปลงถือเปน
คาเฉลี่ยและความแปรปรวนของตัวแปรสุมใหม Y ที่ไดจากการแปลง f(X) สำหรับตัวแปรสุม X ที่มีคาเฉลี่ย
x̄ และความแปรปรวน Pxx นิยามใหจุดซิกมาเปนกลุมของจุด Xi,i+n ที่มีคาถวงน้ำหนัก Wi,i+n ดังนี้ 2

X0 = x̄ W0 = κ
1

n + κ
(3.17ก)

Xi = x̄ +
[√

(n + κ)Pxx

]
i

Wi =
1
2

1
n + κ

(3.17ข)

Xi+n = x̄ −
[√

(n + κ)Pxx

]
i

Wi+n =
1
2

1
n + κ

(3.17ค)

เมื่อ Xi และ Xi+n เปนคูความเบี่ยงเบนจากคาเฉลี่ยของสมาชิกที่ i ของตัวแปรสถานะ X คาความเบี่ยง
เบนหาไดจาก

[√
(n + κ)Pxx

]
i
ซึ่งแทนแถวที่ i ของเมทริกซ

[√
(n + κ)Pxx

]
สวนตัวแปร κ แทนจำนวน

จุดถวงน้ำหนักของจุดที่เปนคาเฉลี่ยเปนพารามิเตอรจำนวนเต็มที่ปรับไดตามความเหมาะสมของระบบ รูป 3.3
แสดงการกระจายจุดซิกมา หลังจากการกระจายจุดซิกมาจะไดจุดซิกมาจำนวน 2n + κ จุด โดยมีจุดที่เปน
คาเฉลี่ยซ้ำกัน κ จุด ถือวามีจุดที่มีตำแหนงบนปริภูมิตางกัน 2n +1 จุด ดังที่ไดกลาวมาแลวคาเฉลี่ยและความ
แปรปรวนของ Yj หลังการแปลง ถือเปนคาเฉลี่ยและความแปรปรวนของตัวแปรสุมใหม ซึ่งหาไดจากสมการ
(3.18) และสมการ (3.19)

ȳ =
2n∑

j=0

WjYj (3.18)

Pyy =
2n∑

j=0

Wj (Yj − ȳ) (Yj − ȳ)T (3.19)

รายละเอียดของการแปลงอันสเซนตถูกอธิบายไวในภาคผนวก ค
สำหรับตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุดใชการแปลงอันสเซนตแทนสมการ (3.9), (3.10) และ (3.11) ใน

ขั้นตอนการทำนาย x̂−
(k) และ ẑ(k) เดิม ดังนั้นการหา x̂−

(k), ẑ(k) และ P−
ee , Pzz(k) และ Pez(k) จึงมีขั้นตอนดังนี้

1. กระจายจุดซิกมา {Xj(k−1) | j = 0, 1, . . . , 2n} จากสถานะ x̂(k−1) และความแปรปรวน Pee(k−1)

2. แปลงจุดซิกมา Xj(k−1) โดยฟงกชัน Φ ได

Yj(k) = Φ(Xj(k−1), u(k−1)) (3.20)

3. หา x̂−
(k) และ P−

ee(k) จากสมการ (3.18) และ (3.19)

x̂−
(k) =

2n∑
j=0

WjYj(k) (3.21)

Pee(k) =
2n∑

j=0

Wj

(
Yj(k) − x̂−

(k)

)(
Yj(k) − x̂−

(k)

)T
+ Q (3.22)

4. แปลงจุดซิกมา Yj(k) โดยฟงกชัน Υ ได

Zj(k) = Υ(Yj(k), u(k)) (3.23)
2ดูวิธีการกระจายจุดซิกมาดวยการแยกโชเลสกีในภาคผนวก ค.1
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..x0

.x1

.x2

.x3

.x4

.y0

.y1

.y2

.y3

.y4

รูปที่ 3.2: ภาพแสดงการแปลงจุดแบบไมเชิงเสนจากปริภูมิหนึ่งไปยังอีกปริภูมิหนึ่ง

..̄x.̄x.̄x

.x+
2

.x+
1

.x−
2

.x−
1 .X1 = x̄ +

[√
(n + κ)Pxx

]
1

.X2 = x̄ +
[√

(n + κ)Pxx

]
2

.X1+n = x̄ −
[√

(n + κ)Pxx

]
1

.X2+n = x̄ −
[√

(n + κ)Pxx

]
2

.κ = 3

รูปที่ 3.3: การกระจายจุดซิกมา

ตัวกรอง EKF & Eul EKF & RK4 UKF & Eul UKF & RK4
กระบวนการ บวก คูณ บวก คูณ บวก คูณ บวก คูณ
ทำนาย x̂−

(k+1) 30 36 76 90 539 536 1137 1238
ทำนาย P−

ee(k+1) 99 158 431 639 531 745 531 745
ทำนาย ẑ(k+1) 30 38 30 38 462 506 462 506
ทำนาย Pez(k+1) 48 66 48 66 510 745 510 745
ทำนาย Pzz(k+1) 27 9 27 9 531 745 531 745
คำนวณ Kk(k+1) 290 419 290 419 290 419 290 419
คำนวณ x̂(k+1) 42 36 42 36 42 36 42 36
คำนวณ Pee(k+1) 117 135 117 135 117 135 117 135

หนึ่งรอบการวนซ้ำ 683 897 1061 1432 3022 3867 3620 4569
1580 2493 6889 8189

ตารางที่ 3.1: จำนวนครั้งการคำนวณจุดลอยตัวตอหนึ่งรอบการวนซ้ำของตัวกรอง
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5. หา ẑ(k), Pzz(k) และ Pez(k) จากสมการ (3.18) และ (3.19)

ẑ(k) =
2n∑

j=0

WjZ−
j(k) (3.24)

P−
zz(k) =

2n∑
j=0

Wj

(
Zj(k) − ẑ(k)

) (
Zj(k) − ẑ(k)

)T + R (3.25)

Pez(k) =
2n∑

j=0

Wj

(
Yj(k) − x̂−

(k)

) (
Zj(k) − ẑ(k)

)T (3.26)

จากนั้นจึงใชหลักการเชิงตั้งฉากตามสมการ (3.5) และ (3.6) เพื่อปรับปรุงการประมาณตัวแปรสถานะดวยการ
วัดตอไป

3.4 ความซับซอนของการคำนวณตัวกรองคาลมานแบบตาง ๆ ที่ใชกับหุนยนตเคลื่อนที่ทุกทิศทาง
บทนี้ไดแนะนำตัวกรองคาลมานแบบขยาย และตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด ซึ่งใชสำหรับกรองระบบ

ของหุนยนตซึ่งไมเชิงเสนได อีกทั้งแบบจำลองคณิตศาสตรยังมีวิธีการประมาณอีกสองแบบคือ วิธีการประมาณ
ไปขางหนาของออยเลอร และวิธีการประมาณของรุงเงขอ-คุททา ซึ่งมีความซับซอนของการคำนวณ (compu-
tational complexity) ไมเทากันและใหความแมนยำของตัวกรองตางกันดวย ในขั้นแรกความซับซอนของการ
คำนวณถูกวัดดวยจำนวนครั้งของการบวกและการคูณจุดลอยตัว (floating point) ตอหนึ่งรอบการวนซ้ำของ
ตัวกรอง ตาราง 3.1 แสดงจำนวนครั้งของการบวกและการคูณจุดลอยตัวตอหนึ่งรอบการวนซ้ำของวิธีตาง ๆ

รูป 3.4, 3.5, 3.8 และ 3.10 แสดงผลเปรียบเทียบการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายเปรียบเทียบกับ
ตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด เพื่อเปรียบเทียบผลตางระหวางการใชตัวกรองทั้งสองชนิด ในขั้นนี้เราจึงใชการ
ปอนกลับจากคอมพิวเตอรวิทัศนเทานั้นและขอมูลนั้นไมมีการประวิงเวลา เสนทึบสีน้ำเงิน (. ) แทนดวย
คำอธิบายสัญลักษณ ‘Vision’ แทนชุดขอมูลที่อานไดจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศน เสนประสีแดง (. ) ซึ่ง
แทนดวยคำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-V’ แทนชุดขอมูลที่ไดจากการกรองโดยใชตัวกรองคาลมานแบบขยาย และ
เสนประสีเขียว (. ) ซึ่งแทนดวยคำอธิบายสัญลักษณ ‘UKF-V’ แทนชุดขอมูลที่ไดจากการกรองโดยใชตัว
กรองคาลมานแบบแปลงจุด

จากภาพขยายในรูป 3.6, 3.7, 3.9 และ 3.11 จะเห็นไดวาตัวกรองทั้งสองชนิดใหผลการประมาณตัวแปร
สถานะที่เหมือนกันอยางมากทั้งตำแหนงในระนาบ x − y และมุมในแกน z เมื่อเปรียบเทียบกับความซับซอน
ของการคำนวณในตาราง 3.1 แลว ในขั้นตนสรุปไดวาตัวกรองคาลมานแบบขยายเหมาะสมกับการประมาณตัว-
แปรสถานะของหุนยนตเคลื่อนที่ทุกทิศทางมากกวาการประมาณดวยตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด อยางไรก็-
ตาม การทดลองนี้ยังไมมีการประวิงเวลาและยังไมมีการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางคอมพิวเตอรวิทัศนและตัว
รับรูความเฉื่อย
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รูปที่ 3.4: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายและแบบแปลงจุดกับหุนยนตในระนาบ x − y
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รูปที่ 3.5: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายและแบบแปลงจุดกับหุนยนตในแกนการหมุน z
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รูปที่ 3.6: ภาพขยาย ก ของผลลัพธการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายและแบบแปลงจุดกับหุนยนตในแกนการ
หมุน z
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รูปที่ 3.7: ภาพขยาย ข ของผลลัพธการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายและแบบแปลงจุดกับหุนยนตในแกนการ
หมุน z
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รูปที่ 3.8: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายและแบบแปลงจุดกับหุนยนตในแกน x
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รูปที่ 3.9: ภาพขยาย ก ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายและแบบแปลงจุดกับหุนยนตใน
แกน x
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รูปที่ 3.10: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายและแบบแปลงจุดกับหุนยนตในแกน y
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รูปที่ 3.11: ภาพขยาย ก ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายและแบบแปลงจุดกับหุนยนตใน
แกน y



บทที่ 4
การรวมสัญญาณตัวรับรู

สัญญาณตัวรับรูในหุนยนตแบงเปนสองประเภท ประเภทแรกคือสัญญาณจากตัวรับรูความเฉื่อย ไดแก
มาตรความเรง และไจโรสโกป ซึ่งมีอัตราสุม (sampling rate) ของสัญญาณสูงประมาณ 300 เฮิรตซ สัญญาณ
จากตัวรับรูอีกประเภทคือ ตำแหนงและมุมของหุนยนตที่วัดไดจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศน ซึ่งมีอัตราสุมหรือ
อัตรากรอบภาพ (frame rate) ประมาณ 60 เฮิรตซ ซึ่งต่ำกวาอัตราสุมของตัวรับรูความเฉื่อยอยู 5 เทา วิธีรวม
สัญญาณตัวรับรูสำหรับสัญญาณที่มีอัตราสุมตางกันทำไดโดยการใชตัวกรองกับสัญญาณตัวรับรูความเฉื่อยดวย
อัตรา 300 เฮิรตซ เพื่อประมาณตัวแปรสถานะของระบบ และทุก 5 วงรอบของตัวกรอง สัญญาณตัวรับรูจาก
ทั้งระบบคอมพิวเตอรวิทัศนและสัญญาณตัวรับรูความเฉื่อยจะถูกใชเพื่อประมาณตัวแปรสถานะของระบบ รูป
4.1 แสดงการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางสัญญาณตัวรับรูที่มีอัตราสุมตางกัน โดย ZI แทน [z1, z2, z3]T ใน
สมการ (2.43) และ ZV แทน [PxN, PyN, θz]T ซึ่งแทนสัญญาณตัวรับรูจากตัวรับรูความเฉื่อย และคอมพิวเตอร
วิทัศนตามลำดับ

..ตัวกรองคาลมาน
.k .k + 1 .k + 2 .k + 3 .k + 4 .k + 5 .k + 6 .k + 7 .k + 8

.
ZI

ZV



.X̂ ไดรับการปรับปรุง

.
ZI

ZV



.X̂ ไดรับการปรับปรุง

.
[
ZI

]
.
[
ZI

]
.
[
ZI

]
.
[
ZI

]
.
[
ZI

]
.
[
ZI

]
.
[
ZI

]
.160 s

. 1
300 s

รูปที่ 4.1: เสนเวลาแสดงการรวมสัญญาณตัวรับรู

ตัวกรองคาลมานจะถูกนำมาใชทุกครั้งที่มีการสุมสัญญาณครั้งใหม เมื่อมีสัญญาณตัวรับรูจากคอมพิวเตอร
วิทัศนพรอมกับตัวรับรูความเฉื่อย แบบจำลองคณิตศาสตรของสัญญาณขาออกเปนแบบจำลองตามสมการ (2.43)
และมีจาโคเบียนของสัญญาณขาออกΥIV ตามสมการ (3.16) และเมื่อมีสัญญาณสัญญาณจากตัวรับรูความเฉื่อย
เพียงอยางเดียว แบบจำลองคณิตศาสตรของสัญญาณขาออกเปนแบบจำลองตามสมการตอไปนี้

ZI =


z1

z2

z3

 =

 RaA(ωz)
0 0 0

0 0 0

0 0 1 0 0 0


VB

PN

 +

 RaB3×4

0 0 0 0




V1c

V2c

V3c

V4c

 +


w1

w2

w3

 (4.1ก)

ZI = HI(X,VC) + W3×1 (4.1ข)
และเมทริกซจาโคเบียนของฟงกชัน HI(X,VC) มีคาดังนี้

ΥI(VB) ,

 RaAJac
0 0 0

0 0 0

0 0 1 0 0 0

 (4.2)
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รูป 4.2, 4.3, 4.6 และ 4.8 แสดงผลลัพธการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายสำหรับหุนยนตเคลื่อนที่ดวย
ความเร็วต่ำ ไมมีสัญญาณรบกวนกระแสตรงและการประวิงเวลา (time delay) เสนทึบสีน้ำเงิน (. ) แทน
ดวยคำอธิบายสัญลักษณ ‘Vision’ แสดงขอมูลจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศน เสนประสีเขียว (. ) แทน
ดวยคำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-V’ แสดงผลการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศน
เพียงอยางเดียว เสนประสีบานเย็น (. ) แทนดวยคำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-I’ แสดงผลลัพธของตัวกรอง
คาลมานแบบขยายใชขอมูลจากตัวรับรูความเฉื่อยเพียงอยางเดียว เสนประสีแดง (. ) แทนดวยคำอธิบาย
สัญลักษณ ‘EKF-IV’ แสดงผลลัพธของตัวกรองคาลมานแบบขยายโดยใชขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศนและตัว
รับรูความเฉื่อย และเสนขีดสีเหลือง (. ) แทนดวยคำอธิบายสัญลักษณ ‘UKF-IV’ แสดงผลการใชตัวกรอง
คาลมานแบบแปลงจุดรวมสัญญาณตัวรับรูสองชนิดเขาดวยกัน โดยมีรูปขยายดังรูป 4.4, 4.5, 4.7 และ 4.9
โดยประมาณใหสัญญาณรบกวนกระบวนการ U มีความแปรปรวนดัง (4.3)

RX =



2 × 10−8 0 0 0 0 0

0 2 × 10−8 0 0 0 0

0 0 1 × 10−5 0 0 0

0 0 0 1 × 10−10 0 0

0 0 0 0 1 × 10−10 0

0 0 0 0 0 1 × 10−10


(4.3)

จากผลการทดลองแสดงใหเห็นวาขอมูลจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศนนั้นชวยลดความผิดพลาดสะสมที่
เกิดจากการใชขอมูลจากตัวรับรูความเฉื่อย โดยขอมูลจากตัวกรองที่ใชทั้งตัวรับรูความเฉื่อยและระบบคอมพิว-
เตอรวิทัศนเปนขอมูลที่รักษาระดับขอมูลที่วัดไดจากคอมพิวเตอรวิทัศน และสามารถตามรอยขอมูลความถี่สูง
ที่วัดไดจากตัวรับรูความเฉื่อย อาทิเชน การเปลี่ยนแปลงความเร็วอยางกระทันหันของตำแหนงหุนยนต เปนตน
กลาวคือจากผลการทดลองจะเห็นไดวา ขอมูลจากการรวมสัญญาณตัวรับรูสองชนิดจะมีความชันของสัญญาณ
เหมือนกับขอมูลจากการกรองโดยอาศัยตัวรับรูความเฉื่อยเพียงอยางเดียว ในขณะเดียวกันก็ลูเขาสัญญาณที่ได
จากการกรองโดยอาศัยคอมพิวเตอรวิทัศนเพียงอยางเดียว ซึ่งจัดเปนขอไดเปรียบของการรวมสัญญาณตัวรับรู
จากตัวรับรูความเฉื่อยและคอมพิวเตอรวิทัศน นอกจากนั้นจะเห็นไดวาตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุดยังคงให
ผลลัพธที่ใกลเคียงกับตัวกรองคาลมานแบบขยายอยู ถัดไปในบทนี้นำเสนอวิธีประมาณสัญญาณรบกวนกระแส-
ตรงของขอมูลที่ไดจากตัวรับรูความเฉื่อยดวยสัญญาณจากคอมพิวเตอรวิทัศน และการปรับปรุงขอมูลจากคอม-
พิวเตอรวิทัศนโดยการชดเชยการประวิงเวลาดวยการทำนายตัวแปรสถานะลวงหนา

4.1 การประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงของตัวรับรูความเฉื่อย
ในระหวางที่มีสัญญาณจากตัวรับรูความเฉื่อยเพียงอยางเดียวการประมาณตำแหนงและมุมของหุนยนต

จะมีความผิดพลาดสะสม เกิดจากขั้นตอนทำนายตัวแปรสถานะของตัวกรองคาลมานซึ่งเสมือนการหาปริพันธ
ของสัญญาณจากไจโรสโกปและมาตรความเรง ดังนั้นเราจึงใชการประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงจากตำ-
แหนงและมุมจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศนเพื่อลดความผิดพลาดสะสมนี้ โดยรวมสัญญาณรบกวนกระแสตรง
ของไจโรสโกปและมาตรความเรงเขาในตัวแปรสถานะ X คาที่ประมาณไดถูกใชในแบบจำลองของสัญญาณขา
ออกในตัวกรอง ตัวแปรสถานะ X และเมทริกซ FJac จึงถูกเปลี่ยนเปน

XT
dc =

[
VxB VyB ωz PxN PyN θz dax day dgz

]T (4.4ก)

F(dc) =

F(VB) 06×3

03×6 03×3

 FJac(dc) =

FJac(VB) 06×3

03×6 03×3

 (4.4ข)
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รูปที่ 4.2: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับหุนยนตในระนาบ x − y
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รูปที่ 4.3: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับหุนยนตในการหมุน z
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รูปที่ 4.4: ภาพขยาย ก ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับหุนยนตในการหมุน z
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รูปที่ 4.5: ภาพขยาย ข ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับหุนยนตในการหมุน z
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รูปที่ 4.6: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับหุนยนตในแกน x
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รูปที่ 4.7: ภาพขยาย ก ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับหุนยนตในแกน x
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รูปที่ 4.8: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับหุนยนตในแกน y
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รูปที่ 4.9: ภาพขยาย ก ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับหุนยนตในแกน y
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โดยที่ dax, day แทนสัญญาณรบกวนกระแสตรงของมาตรความเรงแกน x, y สวน dgz แทนสัญญาณรบกวน
กระแสตรงของไจโรสโกป ทั้งสามตัวแปรมีแบบจำลองคณิตศาสตรเปนสัญญาณคงตัว เมทริกซ HIV มีผลของ
สัญญาณรบกวนกระแสตรงเพิ่มดังนี้

HIV(dc) =



RaA(ωz)
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0


(4.5)

สงผลใหเมทริกซจาโคเบียนของฟงกชัน HIV(dc)(Xdc, VC) มีลักษณะดังนี้

ΥIV(dc) =



RaAJac
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0


(4.6)

รูป 4.10, 4.11, 4.14 และ 4.16 เปนกราฟแสดงผลลัพธจากการประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรง
ระหวางการใชตัวกรองคาลมานสำหรับประมาณตัวแปรสถานะ โดยใชทั้งขอมูลจากตัวรับรูความเฉื่อยและจาก
ระบบคอมพิวเตอรวิทัศน โดยแบบจำลองคณิตศาสตรใชสัญญาณรบกวนกระแสตรง Udc ที่มีความแปรปรวน
ดัง (4.7) การทดลองเปรียบเทียบระหวาง การใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศน
(เสนประสีเขียว . คำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-V’) การใชตัวกรองคาลมานแบบขยายกับสัญญาณจากคอม-
พิวเตอรวิทัศนและตัวรับรูความเฉื่อย (เสนประสีแดง . คำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-IV’) การใชตัวกรองคาล-
มานแบบขยายกับสัญญาณจากคอมพิวเตอรวิทัศนและตัวรับรูความเฉื่อยโดยประมาณสัญญาณรบกวนกระแส-
ตรง (เสนประสีฟา . คำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-IV-DC’) และการใชตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุดกับ
ขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศนและตัวรับรูความเฉื่อยโดยประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงดวย (เสนประจุด
สีเขียวเขม . ใชคำอธิบายสัญญลักษณ ‘UKF-IV-DC’)

R =

RX 0

0 Rdc

 Rdc =


2 × 10−8 0 0

0 2 × 10−8 0

0 0 2 × 10−8

 (4.7)

ภาพขยายของการทดลองในรูป 4.12, 4.13, 4.15 และ 4.17 แสดงใหเห็นวาการประมาณสัญญาณ
รบกวนกระแสตรง สงผลใหแนวโนมของสัญญาณที่ไดจากการกรองใกลเคียงกับสัญญาณที่ใชการประมาณจาก
คอมพิวเตอรวิทัศนอยางเดียวมากขึ้น แตยังคงมีความชันของสัญญาณเชนเดียวกับการกรองโดยไมใชการประ-
มาณสัญญาณรบกวนกระแสตรง กลาวคือมีแนวโนมอยูระหวางการประมาณโดยใชสัญญาณจากระบบคอมพิว-
เตอรวิทัศนเพียงอยางเดียวและการประมาณโดยใชสัญญาณจากตัวรับรูทั้งสองชนิด ซึ่งดีกวาการประมาณโดย
ไมมีการประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงในบางชวงเวลาและใหผลที่แยกวาในบางชวงเวลา อยางไรก็ตาม
การประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงมีขอไดเปรียบที่สามารถรับรูความผิดพลาดของตัวรับรูความเฉื่อยที่อาจ
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รูปที่ 4.10: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายโดยประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงกับหุนยนต
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รูปที่ 4.11: ผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายโดยประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงกับหุนยนต
ในการหมุน z
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รูปที่ 4.12: ภาพขยาย ก ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายโดยประมาณสัญญาณรบกวน
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รูปที่ 4.13: ภาพขยาย ข ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายโดยประมาณสัญญาณรบกวน
กระแสตรงกับหุนยนตในการหมุน z
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รูปที่ 4.15: ภาพขยาย ก ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายโดยประมาณสัญญาณรบกวน
กระแสตรงกับหุนยนตในแกน x
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รูปที่ 4.17: ภาพขยาย ก ของผลลัพธจากการใชตัวกรองคาลมานแบบขยายโดยประมาณสัญญาณรบกวน
กระแสตรงกับหุนยนตในแกน y
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รูปที่ 4.20: สัญญาณรบกวนกระแสตรงของมาตรความเรงในแกน y ที่ไดจากการประมาณ
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ไดรับจากการกระทบกันระหวางหุนยนตกับสิ่งกีดขวาง ดังตัวอยางที่เวลา 35 วินาที คาสัญญาณรบกวนกระแส-
ตรงของไจโรสโกปและมาตรความเรงที่ไดจากการประมาณถูกแสดงไวในรูป 4.18, 4.19 และ 4.20 ตามลำดับ
นอกจากนั้นการประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงยังใชสำหรับวิเคราะหแนวโนมการรบกวนสัญญาณในตัว-
รับรูความเฉื่อยเชน แรงดันของตัวรับรูความเฉื่อยที่ลดลงขณะที่หุนยนตมีการใชพลังงานสูง เปนตน ตัวกรองคาล-
มานแบบขยายยังคงใหผลใกลเคียงกับตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด

4.2 การรวมสัญญาณตัวรับรูแบบแยกการรวมสัญญาณตัวรับรู
การรวมสัญญาณสัญญาณตัวรับรูวิธีหนึ่งที่กลาวไวตนบทนี้คือการรวมสัญญาณตัวรับรูโดยการรวมแบบ

จำลองคณิตศาสตรของสัญญาณขาออกของตัวรับรูตางชนิดเขาดวยกัน เปนแบบจำลองสัญญาณขาออกที่แทน
ดวยเมทริกซเดียว นอกจากวิธีดังกลาวยังมีการรวมสัญญาณตัวรับรูอีกหลายวิธี [15] วิธีที่ถูกเลือกใช เปนการ
รวมสัญญาณตัวรับรูแบบแยกการรวมสัญญาณตัวรับรู (track-to-track fusion) ซึ่งเปนวิธีที่เหมาะสมเนื่องจาก
เมื่อประยุกตใชกับการชดเชยการประวิงเวลาแลวมีความซับซอนของการคำนวณนอยเมื่อเทียบกับการรวมสัญ-
ญาณตัวรับรูชนิดอื่น การรวมสัญญาณตัวรับรูแบบแยกการรวมสัญญาณตัวรับรูใชการรวมสัญญาณจากผลลัพธ
ที่ไดจากการประมาณตัวแปรสถานะโดยใชตัวกรองคาลมานจากตัวรับรูสองชนิด หลักการรวมสัญญาณตัวรับรู
ชนิดนี้แสดงไวในรูป 4.21

ในขั้นตอนการทำนายตัวแปรสถานะ X̂−
(k), P

−
ee(k) นั้นมีขั้นตอนเหมือนการทำตัวกรองคาลมาน จากนั้น

ใชหลักการเชิงตั้งฉากเพื่อหา X̂1
(k), P

1
ee(k) และ X̂2

(k), P
2
ee(k) แยกสวนสำหรับตัวรับรูสองชนิด ในที่นี้คือระบบ

คอมพิวเตอรวิทัศนและตัวรับรูความเฉื่อย ผลลัพธสองชุดถูกรวมเขาดวยกันดวยสมการ (4.8) และ (4.9)

X̂(k) = X̂1
(k) +

(
P 1

ee(k) − P 12
ee(k)

)(
P 1

ee(k) + P 2
ee(k) − (P 12

ee(k) + P 21
ee(k))

)−1 [
X̂2

(k) − X̂1
(k)

]
(4.8)

P(k) = P 1
(k) −

(
P 1

ee(k) − P 12
ee(k)

)(
P 1

ee(k) + P 2
ee(k) − (P 12

ee(k) + P 21
ee(k))

)−1 (
P 1

ee(k) − P 12
ee(k)

)T (4.9)

โดยที่

P 12
ee(k) = E

[
e1
(k)

] [
e2
(k)

]T

= E
[
X(k) − X̂1

(k)

] [
X(k) − X̂2

(k)

]T

= E
[
X(k) − X̂−

(k) − K1
(k)

(
Z1

(k) − Ẑ1
(k)

)] [
X(k) − X̂−

(k) − K2
(k)

(
Z2

(k) − Ẑ2
(k)

)]T

= E
[
X(k) − X̂−

(k)

] [
X(k) − X̂−

(k)

]T
− E

[
X(k) − X̂−

(k)

] [
Z2

(k) − Ẑ2
(k)

]T [
K2

(k)

]T

− K1
(k)E

[
Z1

(k) − Ẑ1
(k)

] [
X(k) − X̂−

(k)

]T

+ K1
(k)

[
Z1

(k) − Ẑ1
(k)

] [
Z2

(k) − Ẑ2
(k)

]T [
K2

(k)

]T

= P−
ee − P 2

ez

[
K2

(k)

]T
− K1

(k)P
1
ze + K1

(k)P
12
zz

[
K2

(k)

]T

= P−
ee − P−

ee ΥT
2

[
K2

(k)

]T
− K1

(k)Υ1P
−
ee + K1

(k)Υ1P
−
ee ΥT

2

[
K2

(k)

]T

(4.10)

สำหรับตัวกรองคาลมานแบบขยายความแปรปรวน P 12
zz นั้นหาไดจากสมการ (4.11) และสำหรับตัวกรองคาล-

มานแบบแปลงจุดความแปรปรวน P 12
zz หาไดจากสมการ (4.12)

แบบขยาย P 12
zz = Υ1P

−
ee ΥT

2 (4.11)

แบบแปลงจุด P 12
zz =

2n∑
j=0

Wj

(
Z1

j(k) − ẑ1
(k)

)(
Z2

j(k) − ẑ2
(k)

)T (4.12)
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สมการ (4.8) นั้นมีที่มาจากการใชหลักการเชิงตั้งฉากเพื่อประมาณ e1 วาจะเบี่ยงเบนไปเทาใดเมื่อทราบ
ความตาง e1 − e2 จากหลักการเชิงตั้งฉากจะไดวา

X̂ = X̂1 + Pe1(e1−e2)P
−1
(e1−e2)

[
e1 − e2

]
= X̂1 + Pe1(e1−e2)P

−1
(e1−e2)

[
X − X̂1 − X + X̂2

]
= X̂1 +

[
P 1

ee − P 12
ee

] [
P 1

ee + P 2
ee − P 12

ee − P 21
ee

]−1
[
X̂2 − X̂1

] (4.13)

การรวมสัญญาณตัวรับรูนี้ใหผลการกรองเหมือนกับการรวมสัญญาณตัวรับรูแบบแรก แตจำเปนสำหรับการชด-
เชยการประวิงเวลาในหัวขอถัดไป

4.3 การชดเชยการประวิงเวลาสำหรับตัวรับรูตางชนิด
สำหรับระบบของหุนยนตที่ศึกษานี้ ตำแหนงและมุมของหุนยนตจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศนนั้นมีการ

ประวิงเวลาของขอมูลอยู 5 กรอบภาพ (td = 5/60 วินาที) ซึ่งเกิดจากความลาชาของการประมวลผลภาพและ
การรับสงขอมูลระหวางคอมพิวเตอรและหุนยนต ทำใหขอมูลที่หุนยนตไดรับจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศนเปน
ตำแหนงและมุมของหุนยนตเมื่อ 5/60 วินาทีกอนหนา ถาหากหุนยนตเคลื่อนที่ดวยความเร็ว 2 เมตร/วินาที คา
ตำแหนงจากคอมพิวเตอรวิทัศนจะผิดพลาดจากคาจริงประมาณ 16.7 เซนติเมตร ซึ่งผิดพลาดมากเมื่อเทียบกับ
ขนาดของหุนยนตที่มีเสนผานศูนยกลาง 18 เซนติเมตร ดังนั้นการทำนายตัวแปรสถานะจึงถูกนำมาประยุกตใช
เพื่อชดเชยการประวิงเวลา การชดเชยวิธีหนึ่งมีหลักการดังแสดงไวในรูป 4.22 มีขั้นตอนการทำงานคือ ในขั้น
แรกตัวกรองคาลมานยอนเวลากลับไปที่เวลา k−td จากนั้นนำ ZV(k−td) ที่วัดไดจากคอมพิวเตอรวิทัศนที่เวลา
ปจจุบันมารวมสัญญาณตัวรับรูเพื่อปรับปรุง X̂1

(k−td)
ที่ไดจากตัวรับรูความเฉื่อย ไดผลลัพธเปน X̂(k−td) ซึ่ง

ถูกนำมาใชเปนสถานะตั้งตนตัวใหม จากนั้นจึงใชการทำนายตัวแปรสถานะตั้งแตเวลา k − td ถึงเวลา k เพื่อ
ทำนาย X̂−

(k) ตัวใหม หรือใชการกรองซ้ำ (re-filtering) ตั้งแตเวลา k−td ถึงเวลา k เพื่อประมาณ X̂−
(k) ตัวใหม

จากนั้นจึงใชหลักการเชิงตั้งฉากเพื่อประมาณ X̂1
(k) รวมกับ ZI(k) และในชวงเวลาที่ไมมีขอมูลจากคอมพิวเตอร

วิทัศนจะไมมีการรวมสัญญาณตัวรับรูเกิดขึ้น ขอดอยของวิธีนี้คือทุกครั้งที่มีการรวมสัญญาณตัวรับรูจะตองประ-
มาณตัวแปรสถานะใหมดวย ZI เดิมในอดีต ตั้งแตเวลา k−td ถึง k เมื่อมีการประวิงเวลาอยู 25 วงรอบของตัว
กรอง การคำนวณจะตองใชเวลา 25 เทาทุกครั้งที่มีการรวมสัญญาณตัวรับรู ซึ่งโดยเฉลี่ยทั้งกระบวนการแลวใช
เวลามากกวาการรวมสัญญาณตัวรับรูที่ไมมีการประวิงเวลาถึง 5 เทา การรวมสัญญาณตัวรับรูนั้นทำไดทั้งการ
รวมแบบจำลองคณิตศาสตรขาออก และแบบแยกการรวมสัญญาณตัวรับรู โดยใชไดทั้งตัวกรองคาลมานแบบ
ขยายและแบบแปลงจุด วิธีนี้ถูกเรียกวาการรวมสัญญาณตัวรับรูแบบยอนหลังและกรองซ้ำ (backward fusion
and re-filtering)

ภาพ 4.25, 4.26, 4.27, 4.28, 4.29, 4.30, 4.31 และ 4.32 แสดงการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีรวม
สัญญาณตัวรับรูยอนหลังและภาพขยาย เปรียบเทียบการทำนายตัวแปรสถานะระหวางการกรองซ้ำ (เสนประ
สีเขียว . คำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-Td-Pre’) การใชการประมาณตัวแปรสถานะระหวางการกรองซ้ำ
(เสนประสีเขียวเขม . คำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-Td-Fus’) การทำนายตัวแปรสถานะระหวางการกรอง
ซ้ำโดยประมาณสัญญาณรบกวนกระ-แสตรงดวย (เสนประสีแดง . คำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-Td-Pre-
DC’) และการใชการประมาณตัวแปรสถานะระหวางการกรองซ้ำโดยประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรง (เสน
ประสีสม . คำอธิบายสัญลักษณ ‘EKF-Td-Fus-DC’) โดยเปรียบเทียบกับคาจริงจากระบบคอมพิวเตอร
วิทัศน (เสนทึบสีน้ำเงิน . คำอธิบายสัญลักษณ ‘Real-Vision’) และคาจากคอมพิวเตอรวิทัศนที่ปอนให
หุนยนตโดยมีการประวิงเวลา 5 กรอบภาพ (เสนประสีฟา . คำอธิบายสัญลักษณ ‘Delay-Vision’) จาก
การทดลองจะเห็นไดวา การประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงชวยใหตัวกรองตามรอยการเปลี่ยนแปลงของ
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.
.k

. ทำนาย x̂−
(k+1), P

−
ee(k+1)

จาก x̂(k), Pee(k).

. ทำนาย ẑ(k+1), Pez(k+1)

จาก x̂−
(k+1), P

−
ee(k+1).

.
หลักการเชิงตั้งฉาก
หา x̂1

(k+1), P
1
ee(k) .

หลักการเชิงตั้งฉาก
หา x̂2

(k+1), P
2
ee(k)

. การวัด
z1
(k+1)

. การวัด
z2
(k+1)

.
รวมสัญญาณตัวรับรู
ได x̂(k+1), Pee(k)

. ตัวแปรสถานะเริ่มตน
x̂(0), Pee(0)

.k + +

รูปที่ 4.21: แผนภาพการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีแยกการรวมสัญญาณตัวรับรูรวมกับตัวกรองคาลมาน

.
.ZI

VC

.k

.k−
25

.k−
20

.k−
15

.k−
10

.k−
5

.k+
5

.k+
10

.k+
15

.k+
20

.k+
25

.ZV

.k.k−
25

.k−
35

.k−
30

.k−
20

.k−
15

.k−
10

.k−
5

.X̂2
(k−25)

.X̂1
(k−25)

.X̂(k)

.560 s
.160 s

.เคยปรับปรุงดวย ZI แลว

.ปรับปรุงดวย ZV

.
ทำนาย/ประมาณ
ตัวแปรสถานะใหมดวย ZI(k−24) ถึง ZI(k)

.
รวมสัญญาณตัวรับรู
ได X̂(k−25)

.เวลาปจจุบัน

รูปที่ 4.22: เสนเวลาแสดงการรวมสัญญาณตัวรับรูแบบแยกการรวมสัญญาณตัวรับรูเพื่อชดเชยการประวิง
เวลาแบบแรก



45

.
.ZI

VC
.k

.k−
25

.k−
20

.k−
15

.k−
10

.k−
5

.k+
5

.k+
10

.k+
15

.k+
20

.k+
25

.ZV

.k.k−
25

.k−
35

.k−
30

.k−
20

.k−
15

.k−
10

.k−
5

.X̂ .X̂1
(k)

.X̂2
(k−25)

.X̂1
(k−25)

.X̂(k)
.Δ

.560 s
.160 s

.เคยปรับปรุงดวย ZI แลว

.ปรับปรุงดวย ZV

.ปรับปรุง X̂−
(k) ดวย ZI

.หลักการเชิงตั้งฉาก

.เวลาปจจุบัน

รูปที่ 4.23: เสนเวลาแสดงการรวมสัญญาณตัวรับรูแบบแยกการรวมสัญญาณตัวรับรูเพื่อชดเชยการประวิง
เวลาแบบที่สอง

.

.Pee−(k−45)

.Pee−(k−40)

.Pee−(k−35)

.Pee−(k−30)

.Pee−(k−25)

.Pee−(k−20)

.Pe12(k−20)e
−
(k−25)

.Pe12(k−15)e
−
(k−25)

.Pe12(k−10)e
−
(k−25)

.Pe12(k−5)e
−
(k−25)

.Pe1(k−15)e
−
(k−40)

.Pe1(k−10)e
−
(k−35)

.Pe1(k−5)e
−
(k−30)

.Pe1(k)e
−
(k−25)

.Pe1(k+5)e
−
(k−20)

.k − 20

.k − 15

.k − 10

.k − 5

.k

.k + 5

.Pe12(k−30)e
−
(k−25)

.Pe12(k−35)e
−
(k−25)

.Pe12(k−40)e
−
(k−25)

.Pe12(k−45)e
−
(k−25)

รูปที่ 4.24: แผนภาพแสดงการคำนวณความแปรปรวนที่จำเปนสำหรับการรวมสัญญาณตัวรับรู ณ เวลา k
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.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
y
(m

)

.
.1.7 .1.8 .1.9 .2 .2.1 .2.2 .2.3 .2.4

.0.9

.1

.1.1

.1.2

.1.3

.1.4

.1.5

.1.6

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. EKF-Td-Pre-DC

. EKF-Td-Fus-DC

. EKF-Td-Pre

. EKF-Td-Fus

. . .ตำแหนงของหุนยนตในแกน x (m)

รูปที่ 4.25: ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลังดวยวิธีตาง ๆ ใน
ระนาบ x − y

.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

นก
าร
หม

ุน
z
(m

)

.
.0 .5 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40

.−1

.0

.1

.2

.3

.4

.5

.6

.ก

.ข

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. EKF-Td-Pre-DC

. EKF-Td-Fus-DC

. EKF-Td-Pre

. EKF-Td-Fus

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.26: ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลังดวยวิธีตาง ๆ ใน
การหมุน z
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.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

นก
าร
หม

ุน
z
(m

)

.
.10 .10.5 .11 .11.5 .12 .12.5 .13 .13.5 .14 .14.5 .15

.0.1

.0.2

.0.3

.0.4

.0.5

.0.6

.0.7

.0.8

.0.9

.1

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. EKF-Td-Pre-DC

. EKF-Td-Fus-DC

. EKF-Td-Pre

. EKF-Td-Fus

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.27: ภาพขยาย ก ของผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลัง
ดวยวิธีตาง ๆ ในการหมุน z

.
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.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก
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าร
หม

ุน
z
(m

)

.
.7.4 .7.6 .7.8 .8 .8.2 .8.4 .8.6 .8.8 .9

.4.2

.4.25

.4.3

.4.35

.4.4

.4.45

.4.5

.4.55

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. EKF-Td-Pre-DC

. EKF-Td-Fus-DC

. EKF-Td-Pre

. EKF-Td-Fus

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.28: ภาพขยาย ข ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลังดวย
วิธีตาง ๆ ในการหมุน z
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.

.
.

.ตำ
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นง
ขอ
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ุนย

นต
ใน
แก

น
x
(m

)

.
.0 .5 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40

.1.6

.1.7

.1.8

.1.9

.2

.2.1

.2.2

.2.3

.2.4

.2.5
.ก

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. EKF-Td-Pre-DC

. EKF-Td-Fus-DC

. EKF-Td-Pre

. EKF-Td-Fus

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.29: ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลังดวยวิธีตาง ๆ ใน
แกน x

.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
x
(m

)

.
.21 .21.5 .22 .22.5 .23 .23.5

.2

.2.05

.2.1

.2.15

.2.2

.2.25

.2.3

.2.35

.2.4

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. EKF-Td-Pre-DC

. EKF-Td-Fus-DC

. EKF-Td-Pre

. EKF-Td-Fus

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.30: ภาพขยาย ก ของผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลัง
ดวยวิธีตาง ๆ ในแกน x
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.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
y
(m

)

.
.0 .5 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40

.0.8

.0.9

.1

.1.1

.1.2

.1.3

.1.4

.1.5

.1.6

.ก

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. EKF-Td-Pre-DC

. EKF-Td-Fus-DC

. EKF-Td-Pre

. EKF-Td-Fus

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.31: ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลังดวยวิธีตาง ๆ ใน
แกน y

.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
y
(m

)

.
.2.5 .3 .3.5 .4 .4.5 .5 .5.5

.0.9

.0.95

.1
.1.05

.1.1

.1.15

.1.2

.1.25

.1.3

.1.35

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. EKF-Td-Pre-DC

. EKF-Td-Fus-DC

. EKF-Td-Pre

. EKF-Td-Fus

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.32: ภาพขยาย ก ของผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูดวยวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลัง
ดวยวิธีตาง ๆ ในแกน y
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ตำแหนงจริงไดดีกวาและประมาณตัวแปรสถานะระหวางการกรองซ้ำใหผลตอบสนองดีกวาการทำนายตัวแปร
สถานะเทานั้น โดยทั้งหมดนี้ใชการรวมแบบจำลองคณิตศาสตรขาออกรวมกับตัวกรองคาลมานแบบขยาย

อีกวิธีหนึ่งสำหรับการชดเชยการประวิงเวลาของขอมูลจากคอมพิวเตอรวิทัศนถูกแสดงไวในรูป 4.23 ซึ่ง
เรียกวาการรวมสัญญาณตัวรับรูตางเวลา (different-time fusion) มีขั้นตอนการประมาณตัวแปรสถานะ X̂(k)

เมื่อมีขอมูลจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศนดังนี้ ในขั้นแรกใชตัวกรองคาลมานเพื่อหา X̂1
(k) และความแปรปรวน

P 1
ee(k) จากตัวรับรูความเฉื่อย ZI(k) ในขั้นถัดไปยอนกลับไปที่เวลา k−td ใชตัวกรองคาลมานหา X̂2

(k−td)
และ

ความแปรปรวน P 2
ee(k) ดวยขอมูลจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศน ZV(k−td) ที่อานได ณ เวลาปจจุบัน ขั้นที่สาม

ประมาณ X̂(k) และความแปรปรวน โดยอาศัยความเปลี่ยนแปลงจาก X̂1
(k−td)

ที่ไดมาเมื่อเวลา k − td เปน
X̂2

(k−td)
และหลักการเชิงตั้งฉากในสมการ (4.14ก) เพื่อปรับปรุง X̂1

(k)

X̂(k) = X̂1
(k) + Pe1(k)(e

1−e2)(k−td)
P−1

(e1−e2)(k−td)

[
e1
(k−td)

− e2
(k−td)

]
= X̂1

(k) + Pe1(k)(e
1−e2)(k−td)

P−1
(e1−e2)(k−td)

[
X(k−td) − X̂1

(k−td)
− X(k−td) + X̂2

(k−td)

]
=

[
Pe1(k)e

1
(k−td)

− Pe1(k)e
2
(k−td)

] [
P 1

ee(k−td)
+ P 2

ee(k−td)
− P 12

ee(k−td)
− P 21

ee(k−td)

]−1

·
[
X̂2

(k−td)
− X̂1

(k−td)

]
+ X̂1

(k)

(4.14ก)

และนิยามให

K
2k−td
(k) ,

[
Pe1(k)e

1
(k−td)

− Pe1(k)e
2
(k−td)

] [
P 1

ee(k−td)
+ P 2

ee(k−td)
− P 12

ee(k−td)
− P 21

ee(k−td)

]−1 (4.14ข)

ดังนั้นความแปรปรวนหลังการรวมสัญญาณตัวรับรูจึงมีคาเปน

Pee12td (k) = E
[
X(k) − X̂1

(k) − K
2k−td
(k)

(
e1
(k−td)

− e2
(k−td)

)] [
X(k) − X̂1

(k) − K
2k−td
(k)

(
e1
(k−td)

− e2
(k−td)

)]T

= Pee1(k) − K
2k−td
(k) P(e1(k−td)

−e2(k−td)
)e1(k)

− Pe1(k)(e
1
(k−td)

−e2(k−td)
)

[
K

2k−td
(k)

]T

+ K
2k−td
(k) P(e1(k−td)

−e2(k−td)
)(e1(k−td)

−e2(k−td)
)

[
K

2k−td
(k)

]T

= Pee1(k) − K
2k−td
(k)

[
Pe1(k)e

1
(k−td)

− Pe1(k)e
2
(k−td)

]T

(4.15)

นอกจากนั้นพบวา[
Pe1(k)e

1
(k−td)

− Pe1(k)e
2
(k−td)

]
= Pe1(k)e

−
(k−td)

[
I − K1

(k−td)
Υ1(k−td) − I + K2

(k−td)
Υ2(k−td)

]T

= Pe1(k)e
−
(k−td)

[
K2

(k−td)
Υ2(k−td) − K1

(k−td)
Υ1(k−td)

]T (4.16)

โดยอาศัยหลักการเดียวกับ (4.10) P 12
ee(k−td)

มีคาตามสมการนี้

P 12
ee(k−td)

= P−
ee(k−td)

− P 2
ez(k−td)

[
K2

(k−td)

]T
− K1

(k−td)
P 1

ze(k−td)
+ K1

(k−td)
P 12

zz(k−td)

[
K2

(k−td)

]T

= P−
ee(k−td)

− P−
ee(k−td)

ΥT
2(k−td)

[
K2

(k−td)

]T
− K1

(k−td)
Υ1(k−td)P

−
ee(k−td)

+ K1
(k−td)

Υ1(k−td)P
−
ee(k−td)

ΥT
2(k−td)

[
K2

(k−td)

]T

(4.17)
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คาความแปรปรวน P−
ee(k−td)

ตองถูกเก็บไวลวงหนา และในทำนองเดียวกัน

แบบขยาย P 12
zz(k−td)

= Υ1(k−td)P
−
ee(k−td)

ΥT
2(k−td)

(4.18)

แบบแปลงจุด P 12
zz(k−td)

=
2n∑

j=0

Wj

(
Z1

j(k−td)
− ẑ1

(k−td)

)(
Z2

j(k) − ẑ2
(k)

)T (4.19)

ความแปรปรวนของ Pe1(k)e
1
(k−td)

และ Pe1(k)e
2
(k−td)

เปนสวนที่ซับซอนและใชการคำนวณมากที่สุด การหาความ
แปรปรวนทั้งสองนี้แยกพิจารณาทั้งในกรณีตัวกรองคาลมานแบบขยายและตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด

การหา Pe1(k)e
−
(k−td)

เมื่อใชตัวกรองคาลมานแบบขยาย
ที่เวลา k และ j โดยที่ k > j ในกรณีที่การประมาณตัวแปรสถานะ X(k) จากตัวแปรสถานะ X(k−1)

โดยใชสัญญาณตัวรับรู Z1
(k) ความแปรปรวนรวมระหวาง e1

(k) และ e−(j) สามารถเขียนใหอยูในรูปของความ
แปรปรวนรวมระหวาง e(k−1) และ e−(j) ไดดังนี้

Pe1(k)e
−
(j)

= E
[
X(k) − X̂1

(k)

] [
X(j) − X̂−

(j)

]T

= E
[
X(k) − X̂−

(k) − K1
(k)

(
Z1

(k) − Ẑ1
(k)

)] [
X(j) − X̂−

(j)

]T

= E
[
Φ(k−1)

(
X(k−1) − X̂(k−1)

)
− K1

(k)Υ
1
(k−1)Φ(k−1)

(
X(k−1) − X̂(k−1)

)]
·
[
X(j) − X̂−

(j)

]T

=
[
Φ(k−1) − K1

(k)Υ(k)Φ(k−1)

]
Pe(k−1)e

−
(j)

(4.20ก)
และให A1

(k) ,
[
Φ(k−1) − K1

(k)Υ
1
(k)Φ(k−1)

]
(4.20ข)

โดยในบทนี้Φ นั้นหมายถึงเมทริกซจาโคเบียนΦJac ถาหากการประมาณตัวแปรสถานะX(k) จากตัวแปรสถานะ
X(k−1) โดยใชสัญญาณตัวรับรู Z1

(k) และ Z2
(i) โดย i < j ความแปรปรวนรวมระหวาง e12i

(k) และ e−(j) สามารถ
เขียนใหอยูในรูปของความแปรปรวนรวมระหวาง e1

(k) และ e−(j) ไดดังนี้

Pe12i
(k) e−(j)

= E
[
X(k) − X̂12i

(k)

] [
X(j) − X̂−

(j)

]T

= E
[
X(k) − X̂1

(k) − K2i

(k)

(
X̂2

(i) − X̂1
(i)

)] [
X(j) − X̂−

(j)

]T

= Pe1(k)e
−
(j)

− K2i

(k)Pe1(i)e
−
(j)

+ K2i

(k)Pe2(i)e
−
(j)

= Pe1(k)e
−
(j)

− K2i

(k)

(
Pe−(j)e

1
(i)

)T
+ K2i

(k)

(
Pe−(j)e

2
(i)

)T

= Pe1(k)e
−
(j)

− K2i

(k)

[
K2

(i)Υ2(i) − K1
(i)Υ1(i)

]
PT

e−(j)e
−
(i)

(4.21)

ดังนั้นเพื่อหา Pe1(k)e
n
(k−td)

จึงจำเปนตองมีการสะสมความแปรปรวนรวมระหวางความผิดพลาด e−(k−td)
และ

ความผิดพลาดตั้งแตเวลา k − td กระทั่งถึงเวลา k โดยเริ่มการคำนวณลวงหนาสำหรับการรวมสัญญาณตัวรับ
รูที่เวลา k ดวยความแปรปรวน P−

ee(k−td)
และให k − td < t 6 k จะได

Pe1(t)e
−
(k−td)

= A1
(t)Pe(t−1)en

(k−td)
(4.22ก)

เมื่อมี Z1
(t) และจะมีคาเปลี่ยนไปเมื่อถูกปรับปรุงดวยคา Z12

(t−td)
จากอดีตดังนี้

P
e
12td
(t) e−(k−td)

= Pe1(t)e
−
(k−td)

− K
2t−td
(t)

[
K2

(t−td)
Υ2(t−td) − K1

(t−td)
Υ1(t−td)

]
PT

e(k−td)
e−(t−td)

(4.22ข)
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รูปที่ 4.33: ขอบกพรองของตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด

ดังนั้น ณ เวลาที่มีการรวมสัญญาณตัวรับรูที่เวลา t ใด ๆ จะตองหา Pete−k−td
สะสมไวสำหรับเวลา k = t+5, t+

10, t + 15, t + 20, t + 25 ในอนาคต แผนภาพ 4.24 แสดงการคำนวณความแปรปรวนในชวงเวลาตาง ๆ ซึ่ง
แสดงใหเห็นวานอกจากการรวมสัญญาณตัวรับรูที่เวลา k−25 แลว ยังตองหา Pe12(k−30)e

−
(k−25)

, Pe12(k−35)e
−
(k−25)

,
Pe12(k−40)e

−
(k−25)

, Pe12(k−45)e
−
(k−25)

สำหรับใชหา Pe12(k−30)e
−
(k−5)

, Pe12(k−35)e
−
(k−10)

, Pe12(k−40)e
−
(k−15)

, Pe12(k−45)e
−
(k−20)

ตามลำดับ และ Pe12(k−5)e
−
(k−25)

, Pe12(k−10)e
−
(k−25)

, Pe12(k−15)e
−
(k−25)

, Pe12(k−20)e
−
(k−25)

ตามลำดับ ซึ่งทำใหมีความซับ
ซอนของการคำนวณที่เวลาใด ๆ มากกวาปกติถึง 5 เทาเชนเดียวกับการรวมสัญญาณตัวรับรูแบบยอนหลังและ
กรองซ้ำ (backward fusion and re-filtering)

รูป 4.34, 4.35, 4.38, 4.41 แสดงภาพการจำลองระบบเปรียบเทียบระหวางการรวมสัญญาณตัวรับรู
แบบยอนหลังและการรวมสัญญาณตัวรับรูตางเวลา เสนประสีเขียว (. ) ใชคำอธิบายสัญลักษณ ‘Refuse-
noDC’ แทนการรวมสัญญาณตัวรับรูแบบยอนหลังและกรองซ้ำที่ไมใชการประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรง
เสนประสีเขียวเขม (. ) ใชคำอธิบายสัญลักษณ ‘Refuse-DC’ แทนการรวมสัญญาณตัวรับรูแบบยอนหลัง
และกรองซ้ำที่ใชการประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงรวมดวย และเสนประสีแดง (. ) ใชคำอธิบาย
สัญลักษณ ‘Dif-time’ แทนการรวมสัญญาณตัวรับรูตางเวลาโดยไมใชการประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรง
เปรียบเทียบกับตำแหนงและมุมที่อานไดจากคอมพิวเตอรวิทัศนทั้งที่มีและไมมีการประวิงเวลา แทนดวยเสนทึบ
สีน้ำเงิน (. ) ใชคำอธิบายสัญลักษณ ‘Real-Vision’ และเสนประสีฟา (. ) ใชคำอธิบายสัญลักษณ
‘Delay-Vision’ ตามลำดับ

จากการทดลองเห็นวา การรวมสัญญาณตัวรับรูแบบยอนหลังและกรองซ้ำที่ไมใชการประมาณสัญญาณ
รบกวนกระแสตรงนั้น ตามรอยตำแหนงและมุมของหุนยนตไดไมดีเทาวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูแบบยอนหลังและ
กรองซ้ำที่ประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงดวย กลาวคือไมสามารถกำจัดผลการประวิงเวลาของขอมูลจาก
คอมพิวเตอรวิทัศนไดดีเทาที่ควร แตการรวมสัญญาณตัวรับรูตางเวลานั้นสามารถตามรอยตำแหนงและมุมของ
หุนยนตไดอยางดี และใหการกรองที่ดีกวาการรวมสัญญาณตัวรับรูแบบยอนหลังและกรองซ้ำที่ใชการประมาณ
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. . .ตำแหนงของหุนยนตในแกน x (m)

รูปที่ 4.34: ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลังและวิธีรวม
สัญญาณตัวรับรูแบบตางเวลา ในระนาบ x − y

.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

นก
าร
หม

ุน
z
(m

)

.
.0 .5 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40

.−1

.0

.1

.2

.3

.4

.5

.6

.ก

.ข

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. Refuse-noDC

. Refuse-DC

. Dif-time

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.35: ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลังและวิธีรวม
สัญญาณตัวรับรูแบบตางเวลา ในการหมุน z
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.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

นก
าร
หม

ุน
z
(m

)

.
.10 .10.5 .11 .11.5 .12 .12.5 .13 .13.5 .14 .14.5 .15

.0.1

.0.2

.0.3

.0.4

.0.5

.0.6

.0.7

.0.8

.0.9

.1
.1.1

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. Refuse-noDC

. Refuse-DC

. Dif-time

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.36: ภาพขยาย ก ของผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอน
หลังและวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูแบบตางเวลา ในการหมุน z

.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

นก
าร
หม

ุน
z
(m

)

.
.7.4 .7.6 .7.8 .8 .8.2 .8.4 .8.6 .8.8 .9

.4

.4.1

.4.2

.4.3

.4.4

.4.5

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. Refuse-noDC

. Refuse-DC

. Dif-time

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.37: ภาพขยาย ข ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลัง
และวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูแบบตางเวลา ในการหมุน z
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.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
x
(m

)

.
.0 .5 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40

.1.6

.1.7

.1.8

.1.9

.2

.2.1

.2.2

.2.3

.2.4

.2.5
.ก.ข

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. Refuse-noDC

. Refuse-DC

. Dif-time

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.38: ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลังและวิธีรวม
สัญญาณตัวรับรูแบบตางเวลา ในแกน x

.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
x
(m

)

.
.22 .23 .24 .25 .26 .27 .28 .29 .30 .31

.2.39

.2.395

.2.4

.2.405

.2.41

.2.415

.2.42

.2.425

.2.43

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. Refuse-noDC

. Refuse-DC

. Dif-time

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.39: ภาพขยาย ก ของผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอน
หลังและวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูแบบตางเวลา ในแกน x
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.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
x
(m

)

.
.21 .21.5 .22 .22.5 .23

.2

.2.05

.2.1

.2.15

.2.2

.2.25

.2.3

.2.35

.2.4

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. Refuse-noDC

. Refuse-DC

. Dif-time

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.40: ภาพขยาย ข ของผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอน
หลังและวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูแบบตางเวลา ในแกน x

.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
y
(m

)

.
.0 .5 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40

.0.8

.0.9

.1

.1.1

.1.2

.1.3

.1.4

.1.5

.1.6

.ก.ข

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. Refuse-noDC

. Refuse-DC

. Dif-time

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.41: ผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอนหลังและวิธีรวม
สัญญาณตัวรับรูแบบตางเวลา ในแกน y
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.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
y
(m

)

.
.5 .6 .7 .8 .9 .10 .11 .12

.1.355

.1.36

.1.365

.1.37

.1.375

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. Refuse-noDC

. Refuse-DC

. Dif-time

. . .เวลา (s)

รูปที่ 4.42: ภาพขยาย ก ของผลการเปรียบเทียบการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูยอน
หลังและวิธีรวมสัญญาณตัวรับรูแบบตางเวลา ในแกน y

.

.
.

.ตำ
แห

นง
ขอ

งห
ุนย

นต
ใน
แก

น
y
(m

)

.
.2 .2.5 .3 .3.5 .4 .4.5 .5 .5.5 .6

.0.9

.0.95

.1
.1.05

.1.1

.1.15

.1.2

.1.25

.1.3

.1.35

.

. Real-Vision

. Delay-Vision

. Refuse-noDC

. Refuse-DC

. Dif-time

. . .เวลา (s)
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สัญญาณรบกวนกระแสตรงอยูเล็กนอย โดยที่ไมตองมีการประมาณ สัญญาณรบกวนกระแสตรง

การหา Pe1(k)e
n
(k−td)

เมื่อใชตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด
สำหรับกรณีของตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุดนั้นจำเปนตองกระจายจุดซิกมาใหมทุกครั้งที่มีการปรับ-

ปรุงขอมูลดวยหลักการเชิงตั้งฉาก ซึ่งการกระจายจุดซิกมาใหมทำใหจุดที่กระจายใหมไมมีความสัมพันธรวมกับ
จุดเดิม จึงไมสามารถหาความแปรปรวนรวมระหวางความผิดพลาดของการประมาณตัวแปรสถานะที่เวลาตาง
กันได ดังนั้นจึงไมสามารถประยุกตใชตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุดกับการรวมสัญญาณตัวรับรูตางเวลาได ซึ่ง
จากรูป 4.33 จะเห็นไดวา กลุมของจุดสีเหลืองเปนจุดซิกมาที่ควรจะไดจากการกระจาย แตกลุมของจุดสีฟาและ
สีเขียวเปนกลุมของจุดซิกมาที่ไดจากการหารากที่สองและการแยกโชเลสกีของเมทริกซความแปรปรวนของตัว-
แปรสถานะ ตามลำดับ



บทที่ 5
บทสรุป

สำหรับการประมาณตัวแปรสถานะของระบบ ความแมนยำของแบบจำลองคณิตศาสตรเปนปจจัยหนึ่ง
ที่มีผลตอประสิทธิภาพของตัวกรองคาลมาน จากผลการจำลองระบบเทียบกับระบบจริงพบวา การคำนวณหา
แบบจำลองคณิตศาสตรดวยแบบจำลองพลวัตของหุนยนตและแบบจำลองของมอเตอรขับเคลื่อนหุนยนตแบบ
ที่รวมแรงเสียดทานตามแนวขับเคลื่อนของลอเพียงอยางเดียวนั้นไมเพียงพอที่จะทำใหผลการจำลองระบบใกล
เคียงกับระบบจริงของหุนยนต แรงเสียดทานและแรงหนืดตามแนวรัศมีของหุนยนตที่ตั้งฉากกับลอทั้งสี่เปนอีก
ปจจัยสำคัญที่สงผลกระทบตอการเคลื่อนที่ในแกน x และ y ของหุนยนต แตไมมีผลกระทบตอการการหมุน
ของหุนยนต การหาแบบจำลองคณิตศาสตรโดยที่ไมคำนึงอิทธิพลของแรงเสียดทานและแรงหนืดตามแนวรัศมี
ของหุนยนตนั้น สงผลใหมุมและระยะทางจากจำลองการเคลื่อนที่มีขนาดที่ไมสอดคลองกันคือ ระยะทางในระ-
นาบ x − y มีขนาดมากกวาปกติ และมุมการหมุนของหุนยนตมีขนาดนอยกวาปกติ อยางไรก็ตามจากผลการ
ทดลองจำลองการเคลื่อนที่ของหุนยนตดวยแบบจำลองคณิตศาสตรจะเห็นไดวา แบบจำลองคณิตศาสตรที่รวม
แรงหนืดตามแนวรัศมีของหุนยนตและละเลยแรงเสียดทานนั้น เพียงพอสำหรับการหาแบบจำลองคณิตศาสตร
ที่ใหผลตอบสนองใกลเคียงกับระบบจริง โดยไมจำเปนตองรวมความไมเชิงเสนอยางเขมเขาในแบบจำลองดวย
อนึ่งความแมนยำของแบบจำลองการหมุนของหุนยนตนั้นมีความสำคัญอยางมาก เนื่องจากมุมของหุนยนตคือ
ตัวแปรสถานะที่กำหนดทิศทางการวิ่งของหุนยนต ความผิดพลาดเพียงเล็กนอยของการประมาณมุมหุนยนตจึง
อาจกอใหเกิดการประมาณตำแหนงที่ผิดพลาดอยางมากได

ตัวกรองคาลมานเปนตัวกรองที่ถูกใชสำหรับการรวมสัญญาณตัวรับรูอยางแพรหลาย เนื่องจากมีสมบัติ
เปนตัวประมาณเหมาะที่สุด (optimal eatimator) ดวยการใชหลักการเชิงตั้งฉากเพื่อประมาณตัวแปรสถานะ
และรวมสัญญาณตัวรับรู นอกจากนั้น ดวยกระบวนการที่ตัวกรองคาลมานใชแบบจำลองคณิตศาสตรของระบบ
เพื่อทำนายตัวแปรสถานะ ทำใหตัวกรองคาลมานมีคุณสมบัติการกรองที่ดีกวาตัวกรองทั่วไป เนื่องจากแบบจำ-
ลองคณิตศาสตรของหุนยนตมีความไมเปนเชิงเสน ตัวกรองคาลมานแบบขยายและตัวกรองคาลมานแบบแปลง
จุดจึงถูกนำมาใชในงานวิจัยนี้ ตัวกรองคาลมานแบบขยายมีขอไดเปรียบที่มีความซับซอนของการคำนวณนอย
กวาตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด ในขณะที่ตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุดนั้นมีความซับซอนมากกวา แตไม
จำเปนตองมีการหาเมทริกซจาโคเบียน ทำใหประยุกตใชกับระบบที่มีความไมเชิงเสนอยางเขมได อีกทั้งยังใชหา
ความแปรปรวนของตัวแปรสถานะไดแมนยำกวาตัวกรองคาลมานแบบขยาย อยางไรก็ตามแบบจำลองที่เลือก
ใชในงานวิจัยนี้มีความไมเชิงเสนอยางออนเทานั้น อีกทั้งจากการทดลองประยุกตใชตัวกรองคาลมานแบบแปลง
จุดกับระบบที่ศึกษายังพบวาตัวกรองคาลมานแบบขยายนั้นใหการประมาณตัวแปรสถานะที่เหมือนกับตัวกรอง
คาลมานแบบแปลงจุด ดังนั้นตัวกรองคาลมานแบบขยายจึงเหมาะสมกับระบบของหุนยนตเคลื่อนที่ทุกทิศทาง
มากกวาตัวกรองคาลมานแบบแปลงจุด

สำหรับหุนยนตเคลื่อนที่ทุกทิศทางที่วัดสัญญาณจากตัวรับรูความเฉื่อยเปนความเร็วจากไจโรสโกป และ
ความเรงจากมาตรความเรง ซึ่งการประมาณตำแหนงของหุนยนตจากสัญญาณเหลานี้จะมีความผิดพลาดสะสม
ในงานวิจัยนี้ไดทดลองแกปญหาความผิดพลาดสะสมของตำแหนงและมุมของหุนยนตดวยการใชตัวกรองคาล-
มานเพื่อประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงของไจโรสโกปและมาตรความเรง และจากการทดลองพบวาชวย
ลดอัตราการเพิ่มความผิดพลาดสะสมได สำหรับปญหาการประวิงเวลาของขอมูลจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศน
นั้น สามารถใชแบบจำลองคณิตศาสตรเพื่อทำนายตัวแปรสถานะในชวงการรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางตัวรับ
รูความเฉื่อยและระบบคอมพิวเตอรวิทัศนได การรวมสัญญาณตัวรับรูระหวางตัวรับรูความเฉื่อยที่ไมมีการประ-
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วิงเวลาและขอมูลจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศนที่มีการประวิงเวลาทำไดสองวิธีคือ การรวมสัญญาณตัวรับรูแบบ
ยอนหลังและกรองซ้ำ (backward fusion and re-filtering) และการรวมสัญญาณตัวรับรูตางเวลา (different-
time fusion) ซึ่งการรวมสัญญาณตัวรับรูตางเวลานั้นใหผลการประมาณตัวแปรสถานะที่ดีกวา โดยที่ไมจำเปน
ตองใชการประมาณสัญญาณรบกวนกระแสตรงรวมดวย มีขอจำกัดเพียงไมสามารถใชรวมกับตัวกรองคาลมาน
แบบแปลงจุดได ซึ่งไมมีผลตอแบบจำลองของหุนยนตที่ละเลยผลของความไมเชิงเสนอยางเขมแลว

จากผลการจำลองการประมาณตัวแปรสถานะดวยการใชแบบจำลองคณิตศาสตรและการรวมสัญญาณ
ตัวรับรูที่นำเสนอในวิทยานิพนธฉบับนี้ การประมาณตัวแปรสถานะสามารถรองรับปญหาสัญญาณรบกวนกระ-
แสตรงของไจโรสโกปและมาตรความเรง และปญหาการประวิงเวลาของขอมูลจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศนได
และมีความซับซอนของการคำนวณไมมากจนเกินไป ผลลัพธที่ไดตรงกับสมมติฐานคือ ตัวแปรสถานะที่ไดจาก
การประมาณมีแนวโนมการเปลี่ยนแปลงสัญญาณตามสัญญาณความถี่สูงที่วัดไดจากตัวรับรูความเฉื่อย ในขณะ
ที่ลูเขาตำแหนงและมุมที่วัดไดจากระบบคอมพิวเตอรวิทัศนดวย ซึ่งเหมาะสมกับการประมาณตำแหนงของหุน-
ยนตที่มีการลื่นไถลของลอเกิดขึ้น ตัวแปรสถานะที่ประมาณไดมีความแมนยำและเหมาะสำหรับการใชเปนสัญ-
ญาณปอนกลับสำหรับการควบคุมที่มีประสิทธิภาพตอไป
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ภาคผนวก



ภาคผนวก ก
ความไมเชิงเสน

ก.1 ความไมเชิงเสนของหุนยนต
เราแบงความไมเชิงเสนบนหุนยนตออกเปนสองประเภท คือ ความไมเชิงเสนอยางออน (weak non-

linearity) และความไมเชิงเสนอยางเขม (strong nonlinearity) ความไมเชิงเสนอยางออนในตัวหุนยนตนั้น
ไดแก เมทริกซ A ในสมการ (2.37ก) ที่เปนฟงกชันของตัวแปรสถานะ ωz อนุพันธของตัวแปรสถานะจึงอยูใน
รูปผลคูณของตัวแปรสถานะ ซึ่งจัดเปนความไมเชิงเสนอยางออน

ความไมเชิงเสนอยางเขมในหุนยนตชนิดแรก คือ แรงดันจายใหมอเตอรทั้งสี่มีคาจำกัดอยูที่ 12 โวลต ความ
ไมเชิงเสนอยางเขมอีกชนิดหนึ่ง คือ แรงเสียดทานสถิตยระหวางลอหุนยนตกับพื้นสนามนั้นมีคาจำกัด ถาหาก
แรงเสียดทานสถิตยที่ตองการสำหรับการขับเคลื่อนลอของหุนยนตมีคามากกวาแรงเสียดทานสถิตยสูงสุด ลอของ
หุนยนตจะลื่นไถลกับพื้นสนาม และแรงเสียดทานระหวางลอหุนยนตกับพื้นสนามจะเปลี่ยนเปนแรงเสียดทานจลน
ซึ่งมีคานอยกวาแรงเสียดทานสถิตยและเปนคาที่ขึ้นกับแรงกดของลอเทานั้น จากสมการ (2.6) และสมการ (2.10)
เราสามารถหาความสัมพัมพันธระหวางแรงเสียดทานจลนและความเร็วของหุนยนตไดดังสมการ (ก.1) และยัง
สามารถหาความสัมพันธระหวางแรงเสียดทานจลนและความเร็วของลอไดดังสมการ (ก.2)

V̇B =
(
M + mwTT)−1 Tfw (ก.1)

V̇w =
rw

jw
(Tw − rwfw) (ก.2)

จากสมการดานบน เมื่อคาแรงเสียดทานสถิตยลดลงมาเปนแรงเสียดทานจลนแลว จะทำใหความเร็วของหุนยนต
ลดลง แตความเร็วของลอที่ลื่นไถลของหุนยนตจะเพิ่มขึ้น และแรงเสียดทานจลนจะเปลี่ยนเปนแรงเสียดทานสถิตย
อีกครั้งเมื่อความเร็ว VR = Vw ซึ่งขึ้นอยูกับการเปลี่ยนแปลงของแรงกดจากความไมสม่ำเสมอของลอและการ
เคลื่อนที่ของหุนยนต โดยรายละเอียดจะถูกอธิบายตอไป

แรงกดที่ลอหุนยนตกระทำกับพื้นสนาม
แรงเสียดทานสถิตยสูงสุดระหวางลอหุนยนตกับพื้นสนามนั้นมีคาแปรผันตามแรงกดบนพื้นผิวสัมผัสระหวาง

ลอหุนยนตกับพื้นสนาม ให Nn แทนแรงกดที่ลอที่ n และ µs แทนคาคงตัวสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสถิตย
ระหวางพื้นสนามกับลอหุนยนต แรงเสียดทานสูงสุดระหวางพื้นสนามกับลอมีคาดังสมการนี้

max fn = µsNn (ก.3)

แรงกดบนลอหุนยนตนั้นขึ้นอยูกับปจจัยหลักอยูสองประการคือความเรงบนระนาบ x−y ในกรอบหุนยนต และ
ระยะหางระหวางลอหุนยนตกับพื้นสนามที่เกิดจากความไมสม่ำเสมอของลอหุนยนต รูปที่ ก.1 แสดงลักษณะ
ของลอชนิดเคลื่อนที่ไดทุกทิศทาง

เราสามารถวิเคราะหแรงกดที่ลอหุนยนตกระทำกับพื้นสนามได โดยสมมติใหผิวสัมผัสระหวางพื้นสนาม
ที่เปนพื้นพรมกับลอหุนยนตดวยแบบจำลองคณิตศาสตรของสปริงที่มีคาคงตัวสปริง kw รูปที่ ก.2 แสดงภาพ
แบบจำลองคณิตศาสตรของลอทั้งสี่ที่ถูกแทนดวยสปริง เนื่องจากมีการวิเคราะหสมดุลของแรงบิดในแนวแกน x

และแกน y ดวย ดังนั้นจุดศูนยกลางมวลของหุนยนตที่อยูสูงขึ้นมาจากพื้นสนาม จึงจำเปนสำหรับการวิเคราะห
ดวย ในกรณีนี้เราตั้งสมมติฐานใหจุดศูนยกลางมวลของหุนยนตอยูในเสนแนวดิ่งของศูนยกลางวงกลมของหุนยนต
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สัญลักษณ ชื่อของคาคงตัว ปริมาณ หนวย
g ความเรงโนมถวงที่ระดับน้ำทะเล 9.78 m/s2

µs สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสถิตยระหวางพื้นกับลอหุนยนต − −

µk สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานจลนระหวางพื้นกับลอหุนยนต − −

kw คาคงตัวสปริงระหวางพื้นพรมกับลอหุนยนต . . . N/m

hcm ความสูงจุดศูนยกลางมวลของหุนยนตจากระดับมอเตอร 0.017 m

dac
y ระยะที่ติดตั้งมาตรความเรงวัดจากจุดศูนยกลางหุนยนตในแนวแกน y 0.00486 m

dac
x ระยะที่ติดตั้งมาตรความเรงวัดจากจุดศูนยกลางหุนยนตในแนวแกน x −0.05014 m

ตารางที่ ก.1: คาคงตัวของสภาพแวดลอมหุนยนตและคาคงตัวที่เกี่ยวกับตัวรับรู

รูปที่ ก.1: ลักษณะของลอชนิดเคลื่อนที่ไดทุกทิศทาง

. .FxB

.FyB

.θx

.θy

.W1

.N1

.W2

.N2

.W3

.N3

.W4

.N4.CM

.(MR + 4mw)g.hcm

รูปที่ ก.2: การพิจารณาผิวสัมผัสระหวางลอหุนยนตและพื้นสนามเปนสปริง
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ให N1, N2, N3, N4 เปนแรงกดที่ลอทั้งสี่กระทำกับพื้นสนาม สมดุลกลของแรงในแนวดิ่งจากรูปที่ ก.2
เปนไปตามสมการนี้

(MR + 4mw) g = Msg = N1 + N2 + N3 + N4 (ก.4)

กำหนดใหระยะในแนวแกน z ของจุดศูนยกลางมวลหุนยนตอยูที่ Pzr เมื่อพิจารณาแรงกดที่แตละลอจากรูป
ที่ ก.2 เราสามารถเขียนแรงกดของแตละลอใหอยูในรูปของ θx, θy และ Pzr ไดดังนี้ 1

N1

N2

N3

N4

 = kw


Pzr

Pzr

Pzr

Pzr

 − kwRR


cos(β1) sin(β1)

− sin(β2) cos(β2)

− cos(β3) − sin(β3)

sin(β4) − cos(β4)


θx

θy

 (ก.5ก)

เขียนแทนดวย Nw = kw [Pzr]4×1 + kwRRTT
2 [θxy] (ก.5ข)

สังเกตไดวาเมทริกซที่คูณกับ [θxy] มีลักษณะเหมือนสองคอลัมนแรกของเมทริกซ−TT เราจึงใชสัญลักษณแทน
เมทริกซนี้ดวย −TT

2 จากสมการ (ก.4) และ (ก.5) จะได

kwPzr =
1
4

Msg − kwRR

− cos(β1) + sin(β2) + cos(β3) − sin(β4)

− sin(β1) − cos(β2) + sin(β3) + cos(β4)

T θx

θy


 (ก.6ก)

หรือ kwPzr =
1
4

(
Msg − kwRR [ 1 1 1 1 ] TT

2 [θxy]
) (ก.6ข)

ดังนั้นเราจึงเขียน Nw ใหอยูในรูปของ [θxy] ไดดังนี้
N1

N2

N3

N4

 =
1
4


Msg

Msg

Msg

Msg

 − kwRR

(
1
4

O4×4 − I4×4

)

− cos(β1) − sin(β1)

sin(β2) − cos(β2)

cos(β3) sin(β3)

− sin(β4) cos(β4)


θx

θy

 (ก.7ก)

Nw =
1
4

[Msg]4×1 − kwRR

(
1
4

O4×4 − I4×4

)
TT

2 [θxy] (ก.7ข)

โดยที่ O4×4 เปนเมทริกซขนาด 4×4 ที่เปน 1 ในทุกแถวและคอลัมน I4×4 เปนเมทริกซเอกลักษณขนาด 4×4

จากนั้นเราสามารถเขียนสมดุลการหมุนในแกน x และ y ใหอยูในรูปเมทริกซไดดังนี้

Jxθ̈x

Jyθ̈y

 = hcm

 FyB

−FxB

 + RR

cos(β1) − sin(β2) − cos(β3) sin(β4)

sin(β1) cos(β2) − sin(β3) − cos(β4)




N1

N2

N3

N4

 (ก.8ก)

Jxy[θ̈xy] = hcmDT(1)FB − RRT2Nw (ก.8ข)

โดยที่ Jxy เปนเมทริกซแนวแทยงมุมของโมเมนตความเฉื่อยของแกน x และแกน y ตามลำดับ สวน D(1) เปน
เมทริกซ D(ωz) ที่แทน ωz ดวย 1 ในขั้นถัดไปเราจึงรวมสมการ (ก.7) และสมการ (ก.8) เขาดวยกันเปนสมการ

1เนื่องจากหุนยนตมีการหมุนในแนวแกน x และ y นอยมาก เราจึงใช θx และ θy แทน sin(θx) และ sin(θy) ตามลำดับ
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เชิงอนุพันธที่มีความสัมพันธระหวาง [θxy] และ FB ดังนี้

Jxy[θ̈xy] = −RRT2
1
4

[Msg]4×1 + RRT2kwRRQTT
2 [θxy] + hcmDT(1)FB (ก.9ก)

Jxy[θ̈xy] = −1
4
RRMsgT2O4×1 + kwR2

RT2QTT
2 [θxy] + hcmDT(1)FB (ก.9ข)

โดยที่ Q =
(

1
4

O4×4 − I4×4

)
(ก.9ค)

เมื่อพิจารณาผลของแรงหนืดที่ตานการเคลื่อนที่ขึ้นลงของแตละลอ เราสามารถใชวิธีเดียวกันหาผลของแรงหนืด
ที่มีผลตอการเคลื่อนที่ได ผลลัพธเปนไปดังสมการตอไปนี้

Jxy[θ̈xy] = −1
4
RRMsgT2O4×1 + kwR2

RT2QTT
2 [θxy] + kvdR

2
RT2QTT

2 [θ̇xy] + hcmDT(1)FB (ก.10)

โดยที่ kvd เปนคาคงตัวความหนืดระหวางลอหุนยนตกับพื้นสนาม อยางไรก็ตามคา kw และ kvd มีคาสูงทำให
[θxy] เขาสูสถานะอยูตัวอยางรวดเร็ว เราจึงประมาณให [θ̈xy] และ [θ̇xy] ในสมการ (ก.10) มีคาเปนศูนย จะได
สมการความสัมพันธระหวาง FB และ [θxy] ที่สถานะอยูตัวดังนี้

−1
4
RRMsgT2O4×1 + kwR2

RT2QTT
2 [θxy] + hcmDT(1)FB = 0 (ก.11)

จากสมการ (ก.7) และ (ก.11) เราจึงหาความสัมพันธระหวาง Nw และ FB ไดดังนี้

Nw =
1
4
MsgO4×1 −

1
RR

QTT
2

(
T2QTT

2

)−1
[
1
4
RRMsgT2O4×1 − hcmDT(1)FB

]
(ก.12)

เราจึงใชสมการ (ก.12) เพื่อหาคา Nw จากแรงในกรอบหุนยนต FB ซึ่งเมื่อนำมาพิจารณารวมกับสมการ (ก.3)
จะทำใหเราสามารถกำหนดคาแรงเสียดทานสูงสุดที่เปนไปไดในแตละลอ ถาหากแรงเสียดทานที่จำเปนสำหรับ
การเคลื่อนที่ของหุนยนตมีคาเกินคานี้จะทำใหลอของหุนยนตเกิดการลื่นไถลได กรณีนี้เปนลักษณะความไมเชิง
เสนอยางเขมที่สำคัญของระบบพลวัตในหุนยนต
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ภาคผนวก ข
รายละเอียดการคำนวณและหลักการเชิงตั้งฉาก

ข.1 การแพรกระจายของความแปรปรวนระหวางการประมาณของรุงเงขอ-คุททา
จากสมการ (2.49) และ (2.50) เพื่อลดความซับซอนในการคำนวณ การแพรกระจายของความแปรปรวน

ของตัวแปรสถานะถูกแบงเปนสี่ขั้นตอนตามการหา s1, s2, s3, s4 ในสมการ (2.49) โดยประมาณให

s1 = F(x1)
Jac x1 + GVC (ข.1ก)

s2 = F(x2)
Jac x2 + GVC (ข.1ข)

s3 = F(x3)
Jac x3 + GVC (ข.1ค)

s4 = F(x4)
Jac x4 + GVC (ข.1ง)

โดยที่ F (xi)
Jac |i = 1, 2, 3, 4 แทนเมทริกซจาโคเบียนของการหา si และเปนฟงกชันของ x1 จากการกระจาย

ผลลัพธของสมการ (2.50) ดวยสมการ (2.49) และใชการประมาณในสมการ (ข.1ก) จะได

X(k+1) = x1 +
h

6

(
F(x1)

Jac x1 + 2F(x2)
Jac x2 + 2F(x3)

Jac x3 + F(x4)
Jac x4

)
+ GVC

=
[
I6×6 +

h

6
F(x1)

Jac +
h

3
F(x2)

Jac +
h

3
F(x3)

Jac +
h

6
F(x4)

Jac

+
h2

6
F(x2)

Jac F(x1)
Jac +

h2

6
F(x3)

Jac F(x2)
Jac +

h2

6
F(x4)

Jac F(x3)
Jac

+
h3

12
F(x3)

Jac F(x2)
Jac F(x1)

Jac +
h3

12
F(x4)

Jac F(x3)
Jac F(x2)

Jac

+
h4

24
F(x4)

Jac F(x3)
Jac F(x2)

Jac F(x1)
Jac

]
x1 + GVC

(ข.2ก)

เขียนแทนดวย X(k+1) = ΦRK4x1 + GVC (ข.2ข)

ดังนั้น

Pee(k+1) = E
[
X(k+1) − X̄(k+1)

] [
X(k+1) − X̄(k+1)

]T

= [ΦRK4x1 + GVC − ΦRK4x̄1 + GVC + U ] [ΦRK4x1 + GVC − ΦRK4x̄1 + GVC + U ]T

= ΦRK4E [x1 − x̄1] [x1 − x̄1] ΦT
RK4 + E [U ] [U ]T

= ΦRK4Pee(k)ΦT
RK4 + R

(ข.3)

ข.2 หลักการเชิงตั้งฉาก

ทฤษฎีบทของหลักการเชิงตั้งฉาก
ให H เปนปริภูมิฮิลเบิรต (Hilbert’s space) และมี X ∈ H ซึ่ง E [X] = 0 และ E‖X‖2 6 ∞ สมมติ

ให
X = η1 + η2 | η1 ∈ M, η2 ∈ M⊥ (ข.4)
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โดยที่ M, M⊥ เปนปริภูมิยอย (subspace) ของ H และ H = M ⊕ M⊥ กำหนดใหs Z ∈ M เปนผลรวมเชิง
เสนของเวกเตอรใด ๆ ในปริภูมิ M ถาหากจะใช Z เพื่อประมาณ X เราตองการหาคาต่ำที่สุดของ E‖X−Z‖2

E‖X − Z‖2 = E‖(X − η1) + (η1 − Z)‖2

= E‖(X − η1)‖2 + 2E‖(X − η1)(η1 − Z)‖ + E‖(η1 − Z)‖2

= E‖(η2)‖2 + 2E‖(η2)(η1 − Z)‖ + E‖(η1 − Z)‖2

(ข.5)

ทั้ง η1 และ Z อยูในปริภูมิยอยที่ตั้งฉากกับ η2 ดังนั้น E‖(η2)(η1 − Z)‖ = 0 ดังนั้น Z ที่เทากับ η1 หรือ
ภาพฉายของ X บนปริภูมิ M จะทำให E‖(η1 − Z)‖2 = 0 และทำให E‖X − Z‖2 มีคานอยที่สุด กลาวคือ
M คือปริภูมิของการวัดนั่นเอง คาประมาณ X ที่ดีที่สุดคือภาพฉายของ X บนปริภูมิ M ซึ่งแผทั่วดวยการวัด
Y1, Y2, ..., Yn

ตัวประมาณเชิงเสน
ให e แทนความผิดพลาดจากการประมาณ X − Z ถา Z เปนภาพฉายของ X บน M ซึ่งแผทั่วดวย

การวัด Y หมายความวา e ∈ M⊥ ซึ่งตั้งฉากกับเวกเตอรใด ๆ ใน M ทำให

E‖(X − Z)Y ‖ = 0 (ข.6)

ถากำหนดให Z = AY + b จะไดวา
E‖(X − AY − b)Y ‖ = 0

E‖(XY )‖ − AE‖(Y Y )‖ − bE‖Y ‖ = 0
(ข.7)

ดังนั้น b = 0 เพราะตองการให Z มีคากลางเปนศูนยและ Y มีคากลางเปนศูนย จะไดวา

A =
E‖(XY )‖
E‖(Y Y )‖

(ข.8)

สมการนี้เปนหลักสำคัญที่จะนำไปใชสำหรับตัวกรองคาลมานในวิทยานิพนธนี้

การประยุกตใชกับตัวกรองคาลมาน
สำหรับระบบเชิงเสนตามสมการตอไปนี้ ที่มีความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนกระบวนการและสัญญาณ

รบกวนการวัดเปน Q และ R ตามลำดับ

x(k) = Ax(k−1) + Bu(k−1) + v(k−1) (ข.9ก)
z(k) = Hx(k) + w(k) (ข.9ข)

เมื่อใชสมการ (ข.8) สำหรับการประมาณตัวแปรสถานะ x̂(k) ดวยการวัด z(k) จะไดวา

x̂(k) − x̄(k) = A(z(k) − z̄(k)) (ข.10ก)
โดยที่ A = E‖(xzT)‖E‖(zzT)‖−1

= Pxz(k)P
−1
xz(k)

(ข.10ข)

ตัวกรองคาลมานใชคาประมาณตัวแปรสถานะ x̂(k−1) และความแปรปรวน Pee(k−1) ณ เวลา k − 1 เพื่อ
ประมาณ x̄(k), z̄(k), Pxz(k) และ Pzz(k) ดังนี้ สำหรับการประมาณ x̄(k)

x̄(k) ≈ x̂−
(k) = Ax̂(k−1) + Bu(k−1) (ข.11)
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สำหรับการประมาณ z̄(k)

z̄(k) ≈ ẑ(k) = Hx̂(k) (ข.12)
สำหรับการประมาณ Pxz(k) และ Pzz(k) ตองอาศัยความแปรปรวน P−

ee(k) ซึ่งมีความสัมพันธกับ Pee(k−1) ดังนี้

P−
ee(k) = E

[
x(k) − x̂−

(k)

] [
x(k) − x̂−

(k)

]T

= E
[
Ax(k−1) + Bu(k−1) + v(k−1) − Ax̂(k−1) − Bu(k−1)

]
·
[
Ax(k−1) + Bu(k−1) + v(k−1) − Ax̂(k−1) − Bu(k−1)

]T

= AE
[
x(k−1) − x̂(k−1)

] [
x(k−1) − x̂(k−1)

]T
AT

+ AE
[
x(k−1) − x̂(k−1)

] [
v(k−1)

]T

+ E
[
v(k−1)

] [
x(k−1) − x̂(k−1)

]T
AT + E

[
v(k−1)

] [
v(k−1)

]T

= APee(k−1)A
T + Q

(ข.13)

จะไดวา
Pez(k) ≈ E

[
x(k) − x̂−

(k)

] [
z(k) − Hx̂−

(k)

]T

= E
[
x(k) − x̂−

(k)

] [
Hx(k) + w(k) − Hx̂−

(k)

]T

= E
[
x(k) − x̂−

(k)

] [
x(k) − x̂−

(k)

]T
HT

+ E
[
x(k) − x̂−

(k)

] [
w(k)

]T

= Pee(k−1)H
T

(ข.14)

และ
Pzz(k) ≈ E

[
z(k) − Hx̂−

(k)

] [
z(k) − Hx̂−

(k)

]T

= E
[
Hx(k) + w(k) − Hx̂−

(k)

] [
Hx(k) + w(k) − Hx̂−

(k)

]T

= HE
[
x(k) − x̂−

(k)

] [
x(k) − x̂−

(k)

]T
HT + HE

[
x(k) − x̂−

(k)

] [
w(k)

]T

+ E
[
w(k)

] [
x(k) − x̂(k)

]T
HT + E

[
w(k)

] [
w(k)

]T

= HPee(k−1)H
T + R

(ข.15)

จะไดสมการประมาณตัวแปรสสถานะ x̂(k) เปน

x̂(k) = x̂−
(k) + Pez(k)P

−1
zz(k)(z(k) − ẑ(k)) (ข.16)

จากสมการนี้ความแปรปรวนของความผิดพลาดของการประมาณตัวแปรสถานะมีคาเปน
Pee(k) = E

[
x(k) − x̂(k)

] [
x(k) − x̂(k)

]T

= E
[
x(k) − x̂−

(k) − Pez(k)P
−1
zz(k)H(x(k) − x̂−

(k))
]

·
[
x(k) − x̂−

(k) − Pez(k)P
−1
zz(k)H(x(k) − x̂−

(k))
]T

= P−
ee(k) − Pez(k)P

−1
zz(k)HP−

ee(k) − P−
ee(k)H

TP−1
zz(k)Pze(k) − Pez(k)P

−1
zz(k)HP−

ee(k)H
TP−1

zz(k)Pze(k)

= P−
ee(k) − Pez(k)P

−1
zz(k)Pze(k)

(ข.17)



71

ภาคผนวก ค
รายละเอียดของการแปลงอันสเซนต

ค.1 การแยกโชเลสกีแทนการหารากที่สองของเมทริกซความแปรปรวน
การกระจายจุดซิกมาเพื่อใหจุดซิกมามีคาเฉลี่ย x̄ และความแปรปรวน P เหมือนตัวแปรสุมเดิมกลาว

คือ การกระจายจุดซิกมาตองการกลุมของเวกเตอร l1, l2, . . . , ln ที่มีคุณสมบัติดังนี้

n∑
i=1

lil
T
i = P [l1 l2 . . . ln]


l1

l2
...
ln

 = P LLT = P (ค.1)

โดยที่ li · lj = 0; i 6= j วิธีสำหรับการหาเมทริกซ L วิธีหนึ่งคือการหารากที่สองของเมทริกซ P ซึ่งใชการ
คำนวณมาก อีกวิธีหนึ่งซึ่งใชการคำนวณนอยกวาคือการแยกโชเลสกี

การแยกโชเลสกี (cholesky decomposition) แยกเมทริกซ P ใด ๆ ซึ่งสมมาตร (symmetric) และ
เปนบวกแนนอน (positive definite) เปนเมทริกซ LLT โดยที่ L เปนเมทริกซแบบสามเหลี่ยมลาง (lower
triangular matrix) ดังนี้

L =


l11 0 · · · 0

l21 l22 · · · 0
... ... . . . 0

ln1 ln2 · · · ln2

 (ค.2)

ดังนั้นเมทริกซ P ซึ่งสมมาตรและเปนบวกแนนอนจึงมีคาเปรียบเทียบกับเมทริกซ L ได

P = LLT =


l211 symmetrical

l21l11 l221 + l222
... ... . . .

ln1l11 ln1l21 + ln2l22 · · · l2n1 + l2n2 + . . . + l2nn

 (ค.3)

สมาชิกของเมทริกซ L จึงมีคาดังสมการ (ค.4)

lij =
1
ljj

(
pij −

j−1∑
k=1

likljk

)
, for i > j (ค.4ก)

lii =

√√√√pii −
i−1∑
k=1

l2ik (ค.4ข)

เมื่อไดเมทริกซ L แลว สมการ (3.17) จึงถูกแทนดวยสมการ (ค.5)

X0 = x̄ W0 = κ
1

n + κ
(ค.5ก)

Xi = x̄ + [Chol ((n + κ)Pxx)]i Wi =
1
2

1
n + κ

(ค.5ข)

Xi+n = x̄ − [Chol ((n + κ)Pxx)]i Wi+n =
1
2

1
n + κ

(ค.5ค)

เมื่อ Chol(·) แทนฟงกชันการแยกโชเลสกีที่ใหผลลัพธเปนเมทริกซ L
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นายศิริชัย พรสรายุทธ เกิดเมื่อวันที่ 12 มกราคม 2527 ที่จังหวัดกรุงเทพมหานคร
เปนบุตรคนที่สองของ นายจรูญวัฒน พรสรายุทธ และ นางจรรยา พรสรายุทธ สำเร็จการ
ศึกษาระดับปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิชาวิศวกรรมไฟฟา จากคณะวิศวกรรมศาสตร
จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัยในปการศึกษา 2548 ดวยโครงงานเรื่องระบบควบคุมแบบยอมอนุโลม
ไดชนิดปฏิบัติการสำหรับแขนกลในระนาบสองมิติ ในสังสัดหองปฏิบัติการวิจัยระบบควบคุม
ระหวางการศึกษาระดับปริญญาตรีมีความสนใจเกี่ยวกับหุนยนตหลายชนิด โดยเฉพาะอยาง
ยิ่งหุนยนตเดินหกขา มีความเชี่ยวชาญดานการออกแบบและควบคุมดวยระบบวงจรฝงตัว ใน
ป 2547 ชนะเลิศการแขงขันหุนยนตเตะฟุตบอลขนาดเล็กประเทศไทยรวมกับชมรมนักประดิษฐ
วิศวกรรมในนามของทีม Plasma-Z เพื่อเปนตัวแทนของประเทศไทยไปแขงขัน ณ ประเทศ
โปรตุเกส ปจจุบันกำลังศึกษาอยูในระดับปริญญามหาบัณฑิต ในที่ปรึกษาของ ผศ.ดร. มานพ
วงศสายสุวรรณ สังกัดหองปฏิบัติการวิจัยระบบควบคุม ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา คณะวิศวกรรม-
ศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย
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