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ตามลําดบั  

 
 

65 
5.8 ปัญหาการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุส 67 
5.9 การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอุณหภูมิไร้มิติตลอด

แนวแกน x  ท่ีคา่เรย์เลห์นมัเบอร์เท่ากบั 103 ณ เวลาตา่ง ๆ  
 

68 
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5.10 การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอุณหภูมิไร้มิติตลอด

แนวแกน x  ท่ีคา่เรย์เลห์นมัเบอร์เท่ากบั 104 ณ เวลาตา่ง ๆ  
 

69 
5.11 การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอุณหภูมิไร้มิติตลอด

แนวแกน x  ท่ีคา่เรย์เลห์นมัเบอร์เท่ากบั 105 ณ เวลาตา่ง ๆ  
 

70 
5.12 ลกัษณะของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผา่นทรงกระบอกร้อน  72 
5.13 แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านทรงกระบอก

ร้อน  
 

72 
5.14 แสดงเส้นความเร็ว u  เส้นกระแสการไหล เส้นชัน้ของอุณหภูมิท่ีเวลาเท่ากับ 

10, 20, 30, 50 และ 80  
 

73 
5.15 การเปรียบเทียบคา่ความเร็ว v  ท่ีตําแหนง่ Q  ณ เวลาตา่ง ๆ  74 
5.16 คา่นสัเซลินมัเบอร์ท่ีตําแหนง่ตา่ง ๆ บนผิวของทรงกระบอกร้อน  74 
5.17 ลกัษณะของปัญหาการไหลระหว่างแผ่นคู่ขนานพร้อมการถ่ายเทความร้อนกบั

โครงสร้าง  
 

75 
5.18 แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาการไหลระหว่างแผ่นคู่ขนานพร้อมการ

ถ่ายเทความร้อนกบัโครงสร้าง  
 

76 
5.19 เวกเตอร์ความเร็วของปัญหาการไหลระหว่างแผ่นคู่ขนานท่ีมีการถ่ายเทความ

ร้อนกบัโครงสร้าง  
 

76 
5.20 ลกัษณะการกระจายของอณุหภมูิของปัญหาการไหลระหว่างแผ่นคูข่นานพร้อม

การถ่ายเทความร้อนกบัโครงสร้างท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ  
 

77 
5.21 การเปรียบเทียบการกระจายตวัของความเร็วและอณุหภมูิท่ีได้จากการคํานวณ

กบัผลเฉลยแมน่ตรงท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ  
 

78 
5.22 ลกัษณะของปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อน  79 
5.23 แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอุปกรณ์

แลกเปล่ียนความร้อน  
 

79 
5.24 ลกัษณะการกระจายตวัของอุณหภูมิของปัญหาการไหลแบบสวนทางภายใน

อปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อนท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ  
 

79 
5.25 การเปรียบเทียบค่าอุณหภมูิท่ีได้จากการคํานวณกับผลลพัธ์ของ Chen and 

Han ท่ีตําแหน่ง x  = 0.5 ตลอดแกน y  ของปัญหาการไหลแบบสวนทาง
ภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อนท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ   

 
 

80 
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5.26 ลกัษณะของปัญหาแผ่นส่ีเหล่ียมท่ีมีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเส้นตามความ

ยาว  
 

81 
5.27 รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับปัญหาแผ่นส่ีเหล่ียมท่ีมีอุณหภมูิเปล่ียนแปลง

เชิงเส้นตามความยาว  
 

82 
5.28 คา่การเคล่ือนตวัเน่ืองจากความร้อนในแนวแกน x  สําหรับปัญหาแผน่ส่ีเหล่ียม

ท่ีมีอณุหภมูิเปล่ียนแปลงเชิงเส้นตามความยาว  
 

82 
5.29 ลกัษณะของปัญหาวงแหวนท่ีมีอณุหภมูิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี  84 
5.30 รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับปัญหาวงแหวนท่ีมีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงตาม

แนวรัศมี  
 

84 
5.31 การเปล่ียนแปลงของคา่การเคล่ือนตวัตามทิศทางรัศมี ในแนวมมุ    เท่ากบั 0  85 
5.32 ความเค้นในแนวรัศมี  r ตามทิศทางรัศมีท่ีมีแนวมมุ   เท่ากบั 0  85 
5.33 ความเค้นในทิศ  ,   ตามทิศทางรัศมีท่ี มีแนวมมุ   เท่ากบั 0  86 
6.1 รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์และเง่ือนไขขอบเขตสําหรับวิเคราะห์ความเค้นใน

ปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อน  
 

88 
6.2 ผลการคํานวณสําหรับปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียน

ความร้อนในกรณีท่ีคา่ sfK  = 1  
 

88 
6.3 ผลการคํานวณสําหรับปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียน

ความร้อนในกรณีท่ีคา่ sfK  = 5  
 

89 
6.4 ผลการคํานวณสําหรับปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียน

ความร้อนในกรณีท่ีคา่ sfK  = 10  
 

90 
6.5 ลกัษณะของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจตัรัุสโดยท่ีมี

ผนงันําความร้อน  
 

92 
6.6 แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิด

ส่ีเหล่ียมจตัรัุสโดยท่ีมีผนงันําความร้อน  
 

93 
6.7 สภาวะการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุสเม่ือมีผนังนํา

ความร้อนเม่ือคา่ Gr  = 103  
 

94 
6.8 สภาวะการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุสเม่ือมีผนังนํา

ความร้อนเม่ือคา่ Gr  = 105  
 

95 
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6.9 สภาวะการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุสเม่ือมีผนังนํา

ความร้อนเม่ือคา่ Gr  = 107  
 

96 
6.10 การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอุณหภูมิไร้มิติตลอด

แนวแกน x  ท่ีคา่ Gr  = 103 ณ เวลาตา่ง ๆ  
 

98 
6.11 การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอุณหภูมิไร้มิติตลอด

แนวแกน x  ท่ีคา่ Gr  = 104 ณ เวลาตา่ง ๆ  
 

99 
6.12 การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอุณหภูมิไร้มิติตลอด

แนวแกน x  ท่ีคา่ Gr  = 105 ณ เวลาตา่ง ๆ  
 

100 
6.13 การเปรียบเทียบคา่อณุหภมูิและปริมาณความร้อนท่ีผิวรอยตอ่โดยเปรียบเทียบ

กบัผลการคํานวณของ Hriberšek & Kuhn ท่ีคา่ sfK  = 1, 5 และ 10 เม่ือคา่ 
Gr  = 105  

 
 

101 
6.14 การเปรียบเทียบคา่อณุหภมูิและปริมาณความร้อนท่ีผิวรอยตอ่โดยเปรียบเทียบ

กบัผลการคํานวณของ Hriberšek & Kuhn ท่ีคา่ sfK  = 1, 5 และ 10 เม่ือคา่ 
Gr  = 107  

 
 

102 
6.15 แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์และเง่ือนไขขอบเขตสําหรับวิเคราะห์ความเค้นใน

ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจตัรัุสโดยท่ีมีผนงันําความ
ร้อน  

 
 

104 
6.16 การกระจายตวัของอุณหภูมิและค่าความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของ

ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสกรณีท่ี Gr =103 
และ sfK  = 1  

 
 
104 

6.17 การกระจายตวัของอุณหภูมิและค่าความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของ
ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสกรณีท่ี Gr =103 
และ sfK  = 5  

 
 
105 

6.18 การกระจายตวัของอุณหภูมิและค่าความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของ
ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสกรณีท่ี Gr =103 
และ sfK  = 10  

 
 
105 

6.19 การกระจายตวัของอุณหภูมิและค่าความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของ
ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสกรณีท่ี Gr =105 
และ sfK  = 1  

 
 
106 
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6.20 การกระจายตวัของอุณหภูมิและค่าความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของ

ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสกรณีท่ี Gr =105 
และ sfK  = 5  

 
 
106 

6.21 การกระจายตวัของอุณหภูมิและค่าความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของ
ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสกรณีท่ี Gr =105 
และ sfK  = 10  

 
 
107 

6.22 การกระจายตวัของอุณหภูมิและค่าความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของ
ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสกรณีท่ี Gr =107 
และ sfK  = 1  

 
 
107 

6.23 การกระจายตวัของอุณหภูมิและค่าความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของ
ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสกรณีท่ี Gr =107 
และ sfK  = 5  

 
 
108 

6.24 การกระจายตวัของอุณหภูมิและค่าความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของ
ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสกรณีท่ี Gr =107 
และ sfK  = 10  

 
 
108 

6.25 ลกัษณะปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านสิ่งกีดขวางทรงสี่เหล่ียมภายในช่อง
ทางการไหล  

 
110 

6.26 แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านสิ่งกีดขวาง
ทรงส่ีเหล่ียมภายในช่องทางการไหล  

 
110 

6.27 สภาวะการไหลของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านสิ่งกีดขวางทรงส่ีเหล่ียม
ภายในช่องทางการไหลท่ีคา่ Re  = 100  

 
110 

6.28 สภาวะการไหลของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านสิ่งกีดขวางทรงส่ีเหล่ียม
ภายในช่องทางการไหลท่ีคา่ Re  = 500  

 
111 

6.29 เปรียบเทียบการกระจายตวัของอณุหภมูิท่ีผิวของครีบระบายความร้อนทัง้สาม 
ท่ีค่า Re  เท่ากับ 100 และ 1,000 กับผลการคํานวณของ Davalath and 
Bayazitogl  

 
 

112 
6.30 รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์ของครีบระบายความร้อนทัง้สามและเง่ือนไขขอบเขต

สําหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านสิ่งกีดขวางทรงส่ีเหล่ียมภายในช่อง
ทางการไหล  

 
 

113 
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6.31 การกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิสเซส (kPa) บนครีบระบายความร้อนทัง้

สามท่ีคา่ Re  เท่ากบั 100  
 

113 
6.32 เวกเตอร์แสดงการเคล่ือนตวัของแตล่ะจดุตอ่บนครีบระบายความร้อนทัง้สามท่ี

คา่ Re  เท่ากบั 100  
 

113 
6.33 ลักษณะของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระภายในช่องการไหลท่ีมีครีบ

ระบายความร้อน  
 

114 
6.34 รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระภายในช่องการ

ไหลท่ีมีครีบระบายความร้อน  
 

115 
6.35 เส้นกระแสการไหลของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระภายในช่องการไหลท่ี

มีครีบระบายความร้อน  
 

115 
6.36 เส้นชัน้ของอณุหภมูิของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระภายในช่องการไหล

ท่ีมีครีบระบายความร้อนโดยท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ  
 

116 
6.37 เปรียบเทียบการกระจายตวัของอณุหภมูิตลอดผิวด้านบนของครีบระบายความ

ร้อนทัง้สาม เม่ือเวลาเปล่ียนแปลงไป ท่ีคา่ sfK  แตกตา่งกนั  
 

117 
6.38 รูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์และเง่ือนไขขอบเขตสําหรับวิเคราะห์การเคลื่อนตวัของ

ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระภายในช่องการไหลท่ีมีครีบระบายความร้อน  
 

119 
6.39 แสดงลกัษณะการกระจายตวัของอุณหภูมิสําหรับกรณีการพาความร้อนแบบ
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บทที่  1 

สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยสาํหรับการไหล การถ่ายเทความร้อน และของแข็ง 

1.1 ความเป็นมาและความสาํคัญของปัญหา 

การศึกษาปัญหาทางพลศาสตร์ของของไหล (fluid dynamics) เป็นงานวิจยัท่ียงัคง
ได้รับความสนใจอย่างต่อเน่ืองจากอดีตจนถึงปัจจุบนั ทัง้ด้านการคํานวณ (computation) และ
ด้านการทดลอง (experiment) ซึง่มีการวิจยัทัง้ในหวัข้อของการไหลแบบอดัตวัได้ (compressible 
flow) และการไหลแบบอดัตวัไม่ได้ (incompressible flow) รวมถึงการไหลแบบราบเรียบ (lamina 
flow) และการไหลแบบป่ันป่วน (turbulent flow) งานวิจัยในหัวข้อต่าง ๆ เหล่านีก่้อให้เกิด
ประโยชน์อยา่งมากในการพฒันางานทางด้านวิศวกรรม 

สําหรับงานวิจัยด้านการคํานวณทางพลศาสตร์ของของไหลในหัวข้อการไหลแบบ
ราบเรียบชนิดอัดตัวไม่ได้นัน้ โดยงานวิจัยต้น ๆ จะนําเสนอระเบียบวิธีผลต่างสืบเน่ือง (finite 
difference method) ซึง่เป็นระเบียบวิธีท่ีประกอบด้วยขัน้ตอนท่ีไมซ่บัซ้อนและง่ายตอ่การทําความ
เข้าใจ แต่อาจก่อให้เกิดความยากลําบากขึน้ได้หากปัญหาท่ีทําการวิเคราะห์มีรูปร่างท่ีซบัซ้อน 
(complex geometry) เป็นสาเหตุให้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (finite element method) ซึ่ง
สามารถวิเคราะห์ปัญหาท่ีมีรูปร่างซบัซ้อนได้ดี จึงส่งผลให้เป็นหวัข้อในการวิจยัมาอย่างต่อเน่ือง 
โดยงานวิจัยจํานวนมากจะเสนอวิธีการท่ีจะแก้สมการนาเวียร์-สโตกส์ (Navier-Stokes) ด้วย
ระเบียบวิ ธีการแยกคิด  (segregated methods) ซึ่งจะช่วยลดหน่วยความจําของเค ร่ือง
คอมพิวเตอร์และเวลาในการคํานวณมากกว่าการแก้ระบบสมการของความเร็วและความดนัไป
พร้อม ๆ กนั โดยส่วนใหญ่จะแบ่งเป็น 2 แบบ ส่วนแรกเป็นการไหลท่ีสภาวะอยู่ตวั (steady flow) 
โดยงานจัยจะเสนอวิธีการหาผลลัพธ์ของความเร็วและความดันแบบแยกส่วนกัน (velocity-
pressure segregated method) [1-4] โดยมีพืน้ฐานมาจากการคํานวณแบบ SIMPLE (semi-
implicit method for pressure-linked equation) [5] แบบสองเป็นการไหลท่ีสภาวะไม่อยู่ตัว 
(unsteady flow) โดยใช้ระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกสว่น (fractional step method) [6-11] 
โดยทัง้สองแบบท่ีกล่าวมานัน้จะทําการหาค่าความเร็วท่ีเหมาะสมได้ จะต้องหาค่าความดนัจาก
สมการท่ีเกิดจากการรวมกนัของสมการอนุรักษ์มวลและสมการอนุรักษ์โมเมนตมั ส่วนวิธีอ่ืน ๆ ท่ี
สามารถทํานายความถูกต้องในแต่ละช่วงเวลาได้ ยกตัวอย่างเช่น ระเบียบวิธีรุงเงอ-คุททา 
(Runge-Kutta method) อนัดบัสามหรือส่ี [9] หรือ ระเบียบวิธีแครงก์-นิโคลสนั (Crank-Nicolson 
scheme) หรือระเบียบวิธีการทําย้อนกลบัอนัดบัสอง (second order backward method) 
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ความยุง่ยากซบัซ้อนในการนําระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์มาวิเคราะห์ปัญหาการไหล
แบบหนืดแบบไม่อดัตวัในสองมิตินัน้ส่วนใหญ่เกิดขึน้จากพจน์ของอนุพนัธ์ย่อยเน่ืองจากการพา 
(convection term) ในระบบสมการนาเวียร์-สโตกส์ ซึ่งอยู่ในรูปแบบไม่เชิงเส้น (nonlinear)  
นอกจากนัน้ยงัมีความยุ่งยากจากการท่ีพจน์ของอนุพนัธ์ย่อยท่ีเก่ียวข้องกับความเร็วมีอนัดบัสงู
กวา่พจน์ของอนพุนัธ์ยอ่ยท่ีเก่ียวข้องกบัความดนัอยู่หนึ่งอนัดบัซึง่หากเลือกใช้เอลิเมนต์ขนาดใหญ่
ในบริเวณท่ีเกิดการเปล่ียนแปลงของผลลพัธ์สงูหรือเลือกใช้อนัดบัของฟังก์ชนัการประมาณภายใน
เอลิเมนต์สําหรับความเร็วและความดันท่ีเท่ากันในระบบสมการนาเวียร์-สโตกส์แล้วจะทําให้
ผลลพัธ์ท่ีได้เกิดการสัน่ (oscillation) และการลู่เข้า (converge) ของคําตอบเป็นไปได้ช้าหรืออาจ
ไม่เกิดการลู่เข้าของคําตอบโดยเฉพาะหากปัญหาท่ีทําการวิเคราะห์มีค่าเรย์โนลด์นัมเบอร์ 
(Reynold number) สงู จากสาเหตดุงักล่าวจึงได้มีการพฒันาการแก้ปัญหาาพจน์การพาในวิธีไฟ
ไนต์เอลิเมนต์นัน้แบ่งได้เป็นสองวิ ธี  วิ ธีแรกคือวิ ธีสตรีมไลน์อัปวินด์แบบโดยตรง  (direct 
streamline upwind method) [1-3] วิธีการนีจ้ะทําการหาทิศทางของกระแสการไหล (streamline 
direction) และทําการคํานวณพจน์การพาโดยตรงในทิศทางนัน้ โดยวิธีดงักลา่วจะให้ความถกูต้อง
อนัดบัหนึ่ง (first order accuracy) สําหรับวิธีท่ีสองคือวิธีสตรีมไลน์อปัวินด์ เพทรอฟ-กาเลอร์คิน 
(streamline upwind Petrov–Galerkin method, SUPG) [12] วิธีการนีจ้ะทําการปรับฟังก์ชนัถ่วง
นํา้หนกัเศษตกค้างเพ่ือทําการถ่วงนํา้หนกัในทิศทางของการไหล โดยวิธีนีจ้ะให้ความถกูต้องอนัดบั
ท่ีสอง (second order accuracy) โดยทัง้สองวิธีท่ีกล่าวมานีจ้ะช่วยลดปัญหาการสัน่ของคําตอบ
ได้ อนึ่ง งานวิจยัโดยส่วนใหญ่จะศึกษาพฤติกรรมของของไหลเพียงอย่างเดียว ขณะท่ีมีงานวิจยั
จํานวนไมม่ากนกัท่ีสนใจศกึษาผลกระทบท่ีเกิดขึน้ระหว่างปัญหาการไหล อณุหภมูิ และโครงสร้าง
ไป   พร้อม ๆ กนั การศกึษาผลกระทบท่ีเกิดขึน้ระหว่างองค์ความรู้ทัง้สามด้านดงักล่าวจะช่วยให้
สามารถประยกุต์ใช้งานทางด้านวิศวกรรมท่ีกว้างขวางมากยิ่งขึน้ 

ดังนัน้วิทยานิพนธ์ฉบับนีจ้ะดําเนินงานวิจัยด้านการคํานวณท่ีเน้นการทํานาย
ปฏิสมัพนัธ์ของการไหลแบบราบเรียบชนิดอดัตวัไม่ได้ ลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิทัง้ใน
สว่นท่ีเป็นของไหลและของแข็ง พร้อมทัง้คา่ความเค้นและความเครียดท่ีเกิดขึน้ในโครงสร้างภายใต้
อณุหภมูิท่ีเกิดขึน้นัน้ โดยในสว่นของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีใช้ในการคํานวณพฤติกรรมของ
การไหลโดยใช้ระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกส่วน (fractional step method) และวิธีการ
ประมาณค่าอันดับสอง ด้วยวิธีแครงก์-นิโคลสัน (Crank-Nicolson scheme) โดยใช้เอลิเมนต์
สามเหลี่ยมแบบสามจดุต่อ และใช้ฟังก์ชนัถ่วงนํา้หนกัด้วยวิธีสตรีมไลน์อปัวินด์ เพทรอฟ-กาเลอร์
คนิ (SUPG) ลําดบัสดุท้ายจะทําการทดสอบกบัปัญหาตา่ง ๆ ทัง้ปัญหาแบบอย่างท่ีมีผลเฉลยแม่น
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ตรง และปัญหาท่ีมีความซบัซ้อนทัง้ในด้านของปรากฏการณ์ ของการไหลและรูปร่างของปัญหา 
(geometry) เพ่ือให้มัน่ใจว่าเทคนิคท่ีถกูนําเสนอในงานวิจยัชิน้นีส้ามารถนําไปใช้วิเคราะห์ปัญหา
ในทางปฏิบตัท่ีิมีความซบัซ้อนและหลากหลายตอ่ไป 

1.2 วัตถุประสงค์ของการวิจยั 

1.2.1 ประดิษฐ์ระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกส่วนสําหรับเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบ
สามจุดต่อ เพ่ือใช้แก้ปัญหาการไหลแบบราบเรียบชนิดอดัตวัไม่ได้ในสภาวะไม่คง
ตวั 

1.2.2 ศกึษาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนทัง้ใน
ของไหลและของแข็ง 

1.2.3 ศึกษาลกัษณะความเค้นเน่ืองจากความร้อนท่ีเกิดขึน้บนโครงสร้าง ในขณะท่ีของ
ไหลแบบราบเรียบชนิดอดัตวัไมไ่ด้ไหลผา่นโครงสร้างนัน้ 

1.2.4 ประดษิฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีสามารถทํานาย 3 ปรากฎการณ์ได้ ดงันี ้

1.2.4.1 พฤติกรรมของของไหลแบบราบเรียบชนิดอัดตัวไม่ได้ขณะไหลผ่าน
โครงสร้าง 

1.2.4.2 ลกัษณะการกระจายของอณุหภมูิทัง้ในของไหลและบนโครงสร้างขณะท่ี
มีการถ่ายเทความร้อนกบัของไหลท่ีไหลผา่น  

1.2.4.3 ลกัษณะความเค้นและความเครียดของโครงสร้างขณะมีการถ่ายเทความ
ร้อนระหวา่งโครงสร้างและของไหลท่ีไหลผา่น 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

ขอบเขตของการศกึษาท่ีสอดคล้องกบัวตัถปุระสงค์ข้างต้น  มีดงัตอ่ไปนี ้

1.3.1 ศกึษาถึงพฤตกิรรมของของไหลชนิดอดัตวัไมไ่ด้ในสภาวะไมค่งตวัในสองมิต ิ

1.3.2 ลกัษณะการไหลท่ีพิจารณาเป็นการไหลแบบราบเรียบ 
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1.3.3 พฒันาระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกส่วนสําหรับเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบสาม
จดุตอ่ 

1.3.4 ศกึษาการถ่ายเทความร้อนทัง้ในของไหลและโครงสร้างในสองมิต ิ

1.3.5 ศกึษาลกัษณะความเค้นเน่ืองจากความร้อนในโครงสร้างสองมิต ิ 

1.3.6 การเคลื่อนตวัของโครงสร้างจะมีค่าน้อยมากจนไม่ส่งผลกระทบต่อพฤติกรรมของ
การไหลดงันัน้จะไมนํ่ามาพิจารณา 

1.3.7 ความสมัพนัธ์ของความเค้นและความเครียดของโครงสร้างมีลกัษณะยืดหยุ่นเชิง
เส้น 

1.4 ประโยชน์ที่ได้รับจากงานวิจัย 

1.4.1 มีความเข้าใจถึงการใช้ระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกสว่น เพ่ือแก้ปัญหาของไหล
ชนิดอดัตวัไมไ่ด้ในสภาวะไมค่งตวัในสองมิต ิ

1.4.2 ก่อให้เกิดความรู้ความเข้าใจถึงความสมัพนัธ์ระหว่าง 3 สาขาวิชา คือ พลศาสตร์
ของไหล การถ่ายเทความร้อน และกลศาสตร์ของแข็ง อนัเป็นแนวทางพืน้ฐานท่ีเป็น
ประโยชน์ตอ่งานวิจยัระดบัสงูตอ่ไป 

1.4.3 โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้สามารถทํานายพฤติกรรมการไหลแบบ
ราบเรียบชนิดอดัตวัไม่ได้ การกระจายของอณุหภมูิทัง้ในของไหลและของแข็ง และ
ลกัษณะของความเค้นและความเครียดอนัเน่ืองจากความร้อนบนโครงสร้างได้ 

1.4.4 สามารถนําไปสูก่ารพฒันาโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีสามารถนําไปใช้แก้ไขปัญหาท่ีมี
รูปร่างหรือเง่ือนไขขอบเขตท่ีแตกตา่งกนัได้ 

1.4.5 สามารถนําไปขยายผลเพ่ือศึกษาปัญหาการไหลชนิดอ่ืน ๆ เช่น การไหลแบบ
ป่ันป่วน (turbulent flows) เป็นต้น 

1.5 วิธีดาํเนินการวิจัย 

1.5.1 ศึกษาหลักการและทฤษฎีด้านพลศาสตร์ของไหล และระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ี
เก่ียวข้องกบังานวิจยันี ้
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1.5.2 ศกึษาและประดิษฐ์วิธีการคํานวณแบบแยกส่วนสําหรับเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบ
สามจดุตอ่ 

1.5.3 ศกึษาลกัษณะของของไหลแบบราบเรียบชนิดอดัตวัไมไ่ด้ในสภาวะไมค่งตวั 

1.5.4 ศกึษาลกัษณะการถ่ายเทความร้อนระหวา่งของไหลกบัโครงสร้าง  

1.5.5 ศกึษาลกัษณะความเค้นเน่ืองมาจากความร้อนท่ีเกิดขึน้บนโครงสร้าง 

1.5.6 ทดสอบความถกูต้องของวิธีท่ีนําเสนอทัง้หมดข้างต้น ด้วยการเปรียบเทียบผลลพัธ์
ท่ีได้กบัปัญหาท่ีมีผลเฉลยแมน่ตรงและปัญหาท่ีมีความซบัซ้อน 

1.5.7 จดัทํารายงานเพ่ือนําเสนอ และสรุปผล 

1.6 เอกสารและงานวจิัยที่เก่ียวข้อง 

1.6.1 Rice, J. G. and Schnipke, R. J. [1] นําวิ ธีสตรีมไลน์อัปวินด์แบบโดยตรงท่ี
พฒันาขึน้ไปประยกุต์ใช้เพ่ือการวิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดชนิดอดัตวัไม่ได้ 
พร้อมทัง้ใช้ขัน้ตอนการคํานวณความเร็วและความดนัแบบแยกกนั 

1.6.2 Chorin, A. [6,13] นําเสนอระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกกัน (segregated 
solution method) วิธีนีจ้ะเร่ิมทําการคํานวณหาคา่ความเร็วก่อนโดยใช้คา่ความดนั
ท่ีสมมติขึน้ จากนัน้จะใช้สมการท่ีเกิดจากการรวมกันของสมการอนุรักษ์มวลและ
สมการอนรัุกษ์โมเมนตมัในการหาคา่ของความดนั ซึง่คา่ความดนัท่ีคํานวณได้นีจ้ะ
นํากลบัไปใช้ในการคํานวณหาค่าความเร็วใหม่ แต่วิธีการคํานวณแบบแยกกันท่ี
เป็นท่ีรู้จักและเป็นท่ีนิยมกันอย่างแพร่หลายจนถึงปัจจุบันได้แก่วิธีท่ีเรียกว่า 
SIMPLE (semi-implicit method for pressure-linked equation) [6 ] โดย ท่ี วิ ธี
ดงักล่าวจะทําการแทนสมการอนุรักษ์โมเมนตมัลงในสมการอนรัุกษ์มวลเพ่ือสร้าง
สมการของตวัแก้ไขความดนั (pressure correction equation) ซึ่งขัน้ตอนในการ
คํานวณของวิธี SIMPLE มีดงันี ้

1. สมมตกิารกระจายตวัของความดนั 

2. แก้สมการโมเมนตมัเพ่ือหาคา่ความเร็วโดยใช้คา่ความดนัท่ีสมมตไิว้ 

3. คํานวณหาคา่ของตวัแก้ไขความดนัจากสมการของตวัแก้ไขความดนั 
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4. คํานวณหาคา่ความดนัใหมโ่ดยใช้ตวัแก้ไขความดนั 

5. แก้ไขความเร็วใหมโ่ดยใช้คา่ของตวัแก้ไขความดนั 

6. นําค่าความดันใหม่ท่ีได้กลับไปคํานวณในข้อท่ี 2 ใหม่ และทําการ
คํานวณซํา้จนกวา่จะลูเ่ข้าสูคํ่าตอบท่ีต้องการ 

1.6.3 Brooks, A. N. and Hughes, T. J. R. [12] พฒันาวิธีสตรีมไลน์อปัวินด์ เพทรอฟ-
กาเลอร์คินสําหรับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ขึน้ วิธีดงักล่าวได้ทําการปรับปรุง
ฟังก์ชันถ่วงนํา้หนักเศษตกค้างโดยใช้ทิศทางของเวกเตอร์ความเร็วในการทําให้
ฟังก์ชันดังกล่าวมีการถ่วงนํา้หนักไปในแนวของการไหล โดยท่ีวิธีการดังกล่าว
สามารถให้ความถกูต้องในอนัดบั 2 (2nd order of accuracy) แตย่งัให้ผลคําตอบท่ี
มีการสัน่อยูบ้่างในบางปัญหา 

1.6.4 Choi, H. G., Choi, H. and Yoo J. Y. [7] พัฒนาวิธีการคํานวณแบบแยกส่วน 4 
ขัน้ตอนไปประยุกต์ใช้วิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดชนิดอดัตวัไม่ได้ โดยรวม
อณุหภมูิ และใช้เอลเิมนต์ส่ีเหลี่ยมส่ีจดุตอ่ โดยเสนอวิธีการแก้สมการความดนัแบบ
ใหม ่ซึง่ผลท่ีได้เป็นท่ีน่าพอใจ  

1.6.5 Sung, J., Choi, H. G. and Yoo J. Y. [10] ได้ทําการเปรียบเทียบวิธีการคํานวณ
แบบแยกส่วน 4 ขัน้ตอนกับวิธีการคํานวณแบบแยกส่วน 3 ขัน้ตอนของ Chorin 
(Chorin type SIMPLE algorithm) โดยประยุกต์ใช้วิ เคราะห์ปัญหาการไหลท่ี
สภาวะไมค่งตวัในของไหลของคล่ืนแบบอิสระ 

1.6.6 Zienkiewicz and Codina [14] นําเสนอวิธีการแยกด้วยคุณลักษณะ (charac-
teristic based split algorithm, CBS algorithm) หรือวิธีท่ีเรียกกนัโดยทัว่ไปว่าวิธี 
ซีบีเอสในการจดัการกบัพจน์เน่ืองจากการพาโดยย้ายพิกดัท่ีอยูบ่นแกนอ้างอิงไปอยู่
บนแกน คณุลกัษณะซึ่งเป็นแกนท่ีเคล่ือนท่ีไปกับอนุภาคของของไหลบนเส้นทาง
เดินของของไหล ซึ่งเป็นผลให้พจน์เน่ืองจากการพาหายไป จากนัน้จึงทําการ
ประมาณคา่ความเร็วและความดนักลบัมาอยู่บนแกนอ้างอิงตามเดิม นอกจากนีย้งั
ได้ประยุกต์ใช้วิธีการคํานวณแบบแยกส่วน ในการหาผลลัพธ์ของความเร็วและ
ความดัน จะเห็นว่าวิธีการดังกล่าวลดการสั่นของผลลัพธ์เน่ืองจากการพาและ
สามารถเลือกใช้อนัดบัของฟังก์ชนัการประมาณภายในสําหรับความเร็วและความ
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ดนัท่ีเท่ากนัได้ ช่วยให้ลดความยุ่งยากในการคํานวณจากการ อินทิเกรตเชิงตวัเลข 
(numerical integration) และได้ผลลพัธ์ท่ีดีขึน้ 

1.6.7 Massarotti, N., Arpino, F., Lewis, R. W. and Nithiarasu, P. [15] นําเสนอการ
เปรียบเทียบระหว่างขัน้ตอนวิธีโดยชัดแจ้ง (explicit) กับขัน้ตอนวิธีโดยปริยาย 
(implicit) ด้วยวิธีการแยกด้วยคุณลักษณะ (CBS) ผลท่ีได้มีความแตกต่างกัน
ระหวา่ง 2 วิธี 

1.6.8 Wansophark, N. and Dechaumphai, P. [3] พฒันาวิธีสตรีมไลน์อปัวินด์แบบ
โดยตรงให้สามารถวิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไม่ได้ โดยรวม
อณุหภมูิ และประยกุต์ใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์ จากนัน้ได้ทําการพฒันา
โปรแกรมท่ีประดิษฐ์ขึน้ เพ่ือแก้ปัญหาการถ่ายเทความร้อนแบบคอนจเูกต [16] ผล
ท่ีได้มีความสอดคล้องกบัผลการคํานวณกบังานวิจยัอ่ืน ๆ เป็นอยา่งดี 

1.6.9 Malatip, A., Wansophark, N. and Dechaumphai, P. [4] นําเสนอวิธีสตรีมไลน์
อัปวินด์  เพทรอฟ -กาเลอร์คิน  (SUPG) โดยรวมกับระเบียบวิ ธีการแยกกัน 
(segregated solution method) เพ่ือแก้ปัญหาการถ่ายเทความร้อนแบบคอนจเูกต 
แล้วได้ทําการเปรียบเทียบกบัผลการคํานวณกบังานวิจยัอ่ืน ๆ โดยผลท่ีได้มีความ
สอดคล้องกนัเป็นอยา่งดี 

1.6.10 Codina, R. and Badia, S. [11] ได้เสนอวิธีแก้สมการนาเวียร์-สโตกส์ โดยรวบรวม
แนวทางในการแก้สมการความดนัไว้หลายวิธี โดยเสนอวิธีรวมเข้าด้วยกนัของพจน์
ท่ีเ ก่ียวข้องกับเวลาอันดับหนึ่งและอันดับสอง (first and second order time 
integration schemes) โดยได้ใช้วิ ธีการคํานวณแบบแยกส่วน  3 ขัน้ตอน ไป
ประยุกต์ใช้วิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดชนิดอดัตวัไม่ได้ โดยคํานวณหาค่า
ความเร็วและความดนัแบบแยกกนั 

1.6.11 Sai, B.V.K.S., Seetharamu, K.N. and Narayana, P.A.A. [17] ได้เสนอวิ ธีแก้
สมการนาเวียร์-สโตกส์ โดยใช้การคํานวณแบบแยกส่วน Chorin (Chorin type 
SIMPLE algorithm) ซึ่งวิธีการดังกล่าวให้ความถูกต้องอันดับ 1 (1nd order of 
accuracy) แล้วประยกุต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือวิเคราะห์ปัญหาการไหล
เน่ืองจากการพาความร้อนแบบอิสระท่ีสภาวะไมค่งตวั  
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บทที่  2 

สมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยสาํหรับการไหล การถ่ายเทความร้อน และของแข็ง 

งานวิจยันีจ้ะศกึษาปัญหาปฏิสมัพนัธ์ระหวา่งของไหล อณุหภมูิ และโครงสร้างในสอง
มิติโดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ การทําความเข้าใจในพฤติกรรมของการไหลของของไหล
จะต้องอาศยัความรู้ทฤษฎีพลศาสตร์ของไหล สว่นการหาลกัษณะความเค้นเน่ืองจากความร้อนท่ี
เกิดขึน้ในโครงสร้างจะต้องอาศยัทฤษฎีการถ่ายเทความร้อน และทฤษฎีกลศาสตร์ของแข็งเพิ่มเติม
ด้วย ดงันัน้ในบทนีจ้ะได้กล่าวถึงทฤษฎีพลศาสตร์ของไหล [18] เพ่ือหาสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย
สําหรับปัญหาการไหล ทฤษฎีการถ่ายเทความร้อน [19] เพ่ือหาสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยสําหรับ
ปัญหาการถ่ายเทความร้อน และทฤษฎีกลศาสตร์ของแข็ง [20] เพ่ือหาสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย
สําหรับปัญหาของแข็ง ตามลําดบั สดุท้ายจะได้นําเสนอขัน้ตอนโดยรวมของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต์ และคณุลกัษณะของเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

2.1  สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยสาํหรับการไหล 

สําห รับปัญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัวไม่ ไ ด้ ในสภาวะไม่คงตัว  ( two 
dimensional unsteady viscous incompressible flows) ประกอบไปด้วยสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อย
ท่ีสอดคล้องกบั: (1) การอนรัุกษ์มวล (conservation of mass), (2) การอนรัุกษ์โมเมนตมั (con-
servation of momentum) และ  (3) กา รอนุ รั ก ษ์พลั ง ง าน  (conservation of energy) ซึ่ ง
ประกอบด้วยสมการทัง้หมด 4 สมการในปัญหาแบบสองมิต ิดงันี ้

สมการอนรัุกษ์มวล 

 i

i

u

x




 =  0     (2.1) 

สมการอนรัุกษ์โมเมนตมั 

  i
i j

j

u
u u

t x

 


 
 =   i

i 0
i j j

u1 p
g 1 T T

x x x

  
           

    (2.2) 

สมการอนรัุกษ์พลงังาน 

  j
j

T
u T

t x

 


 
 = 

j j

T
k Q

x x

  
    

      (2.3) 



 
 
9

โดยท่ี i, j= 1, 2  ix  หมายถึงระบบพิกดัฉากในแนวแกน x  และแกน y  ตามลําดบั iu  หมายถึง
ความเร็วในแนวแกน x  และแกน y  ตามลําดบั t  หมายถึงเวลา   หมายถึงความหนาแน่น p  
หมายถึงค่าความดนั   หมายถึงค่าสมัประสิทธ์ิความหนืดจลนศาสตร์ (kinematics viscosity; 

/    )   หมายถึงค่าความหนืด ig  หมายถึงค่าคงท่ีของความเร่งเน่ืองจากแรงโน้มถ่วง 
(gravitational acceleration constant)   หมายถึงคา่สมัประสิทธ์ิการขยายตวัเน่ืองจากอณุหภมูิ 
(coefficient of thermal expansion) ของของไหล T หมายถึงค่าอณุหภมูิ 0T  หมายถึงอณุหภมูิ
อ้างอิงท่ีของไหลไม่เกิดการลอยตัว   หมายถึงค่าการการแพร่กระจายความร้อน (thermal 
diffusivity coefficient; k / c   ) k  หมายถึงค่าการนําความร้อน c  หมายถึงคา่ความจคุวาม
ร้อน Q  หมายถึงอตัราปริมาณความร้อนท่ีผลติได้เองตอ่หนึง่หน่วยมวล  

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 2.1 ขอบเขตและเง่ือนไขขอบเขตของการไหลแบบหนืด 

ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยสําหรับปัญหาการไหล (2.1)–(2.3) นี  ้จําเป็นต้องแก้ควบคู่ไปกับ
เง่ือนไขขอบเขตของปัญหาท่ีกําหนดให้ ดังแสดงในรูปท่ี 2.1 ซึ่งอาจประกอบไปด้วย: (1) การ
กําหนดขอบเขตของการไหลเข้า (inflow); (2) การกําหนดขอบเขตของผนังแบบหนืด (viscous 
wall); (3) การกําหนดขอบเขตของการไหลออก (outflow); และ (4) การกําหนดอุณหภูมิท่ีขอบ 
เป็นต้น 

2.2  สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยสาํหรับการถ่ายเทความร้อน 

สมการเชิงอนพุนัธ์ท่ีอธิบายความสมดลุของปริมาณฟลกัซ์ iq  ซึง่ผา่นเข้าและออกใน
แนวแกน x  และ y  ของเอลเิมนต์เลก็ ๆ ท่ีวางตวัอยู ่ณ ตําแหน่งใด ๆ บนแผน่ระนาบดงัแสดงใน

 

x 

y 

v

u
p, T

V
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รูปท่ี 2.2 คือ 

 i

i

qT
c Q 0

t x


   

 
   (2.4) 

โดย Q  แทนอัตราปริมาณความร้อนท่ีผลิตได้เอง (internal heat generation) ต่อหนึ่งหน่วย
ปริมาตร 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 2.2  ขอบเขตและเง่ือนไขขอบเขตของปัญหาการถ่ายเทความร้อน 

ปริมาณฟลักซ์เหล่านีข้ึน้อยู่กับความชัน (temperature gradients) ของอุณหภูมิ T  และค่า
สมัประสทิธ์ิการนําความร้อน (thermal conductivity) k  ของแผน่ระนาบตามกฎฟริูเยร์ (Fourier’s 
law) ดงันี ้

 i
i

T
q k

x


 


   (2.5) 

แทนสมการ (2.5) ลงในสมการ (2.4) ก่อให้เกิดสมการเชิงอนุพันธ์สําหรับการถ่ายเทความร้อน
ภายใต้สภาวะอยูต่วั คือ 

 
i i

T T
c k Q 0

t x x

   
       

   (2.6) 

ความซับซ้อนของลักษณะการกระจายของอุณหภูมิ  T x, y, t  ท่ีเกิดขึน้จากสมการ (2.6) นี ้
ขึน้อยู่กบัรูปร่างลกัษณะของแผ่นระนาบและเง่ือนไขขอบเขตท่ีกําหนดให้ เง่ือนไขขอบเขตตลอด
ขอบของแผน่บางอาจประกอบด้วย 

x 

y

qy

qx 

q

Q

n̂
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(ก) การกําหนดอณุหภมูิตลอดขอบ เช่น 

   1T x,  y, t T x, y, t  

(ข) การกําหนดปริมาณฟลกัซ์ sq  ท่ีผา่นเข้าสูข่อบ 

i i
i

T
q q k n

x


  


 

โดย in  แทนทิศทางโคซายน์ (cosines direction) ของเวกเตอร์หนึง่หน่วย n̂  ท่ีตัง้ฉากกบัขอบนัน้ 

(ค) การกําหนดวา่ขอบเป็นฉนวน ไมมี่ปริมาณฟลกัซ์ผา่นเข้าหรือออกได้ 

i i
i

T
q k n 0

x


 


 

2.3  สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยสาํหรับปัญหาของแขง็ 

 สมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยซึ่งแสดงความสมดลุของแรงในแนวแกน x  และ y  บนแผ่น
ระนาบ เม่ือไมค่ดินํา้หนกัของตวัเอง ดงัแสดงในรูปท่ี 2.3 คือ 

 xyx 0
x y


 

 
 (2.7ก) 

 xy y 0
x y

 
 

 
 (2.7ข) 

โดย x , y  แทนคา่ความเค้นฉาก (normal stress) ในแนวแกน x  และ y  ตามลําดบั สว่น xy

แทนคา่ความเค้นเฉือน (shearing stress) 

 ในกรณีของแผ่นบางซึง่เป็นปัญหาความเค้นในระนาบ (plane stress) ค่าความเค้น
ในแนวแกน z  จะถูกสมมติให้มีค่าเป็นศนูย์ โดยค่าความเค้นย่อยต่าง ๆ สามารถเขียนให้อยู่ใน
รูปแบบของคา่ความเครียดยอ่ย (strain components) ได้ดงันี ้

 
 

 
 

x x 0

y y 02

xy xy

1 0 T T
E

1 0 T T
1

1
0 0

2

 
        
                         
 

    (2.8) 



 
 
12

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 2.3  ขอบเขตและเง่ือนไขขอบเขตของปัญหาของแข็ง 

 โดย E  แทนค่าโมดูลัสของยังส์ (Young’s modulus) และ  แทนค่าอัตราส่วน
ของปัวส์ซง (Poisson’s ratio) ส่วน x y,   แทนค่าความเครียดฉาก (normal strain) ในแนวแกน 
x  และแกน y  ตามลําดับ xy  แทนค่าความเครียดเฉือน   แทนสัมประสิทธ์ิการขยายตัว
เน่ืองจากอุณหภูมิ (coefficient of thermal expansion) และ 0T  แทนอุณหภูมิอ้างอิงท่ีวัสดุไม่
เกิดความเค้น (reference temperature for zero stress) เช่นอณุหภมูิห้อง เป็นต้น 

 คา่ความเครียดย่อยเหลา่นีเ้ขียนให้อยู่ในรูปของคา่การเสียรูป u และ v ในแนวแกน 
x  และ y  ได้คือ 

 x y

u v
;

x y

 
   

 
 

และ xy

u v

y x

 
  

 
 

ซึง่หมายความว่า ตวัไม่รู้คา่ในปัญหาแผ่นระนาบมีเพียง 2 คา่ คือ u และ v เม่ือทราบคา่ u และ 
v แล้วจงึสามารถนําไปคํานวณหาคา่ความเครียดและความเค้นยอ่ยตา่ง ๆ ได้ตามลําดบั 

 สําหรับปัญหาท่ีค่าความเครียดในแนวแกน z ถูกสมมติให้มีค่าเป็นศูนย์ (plane 
strain) สมการเชิงอนพุนัธ์ย่อย (2.7) และสมการ (2.9) ซึง่แสดงความสมัพนัธ์ระหว่างความเครียด
ย่อยและค่าการเสียรูป ยังคงใช้ได้เช่นเดิม ยกเว้นความสัมพันธ์ระหว่างค่าความเค้นย่อยและ
ความเครียดยอ่ยดงัแสดงในสมการ (2.8) ต้องเปล่ียนมาเป็น 

(2.9) 

x 

y 

x
T(x,y)

y
xy
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  

 
 

x x 0

y y 0

xy xy

1 0 T T
E

1 0 T T
1 1 2

1 2
0 0

2

 
          
                             
 

 (2.10) 

 สําหรับเง่ือนไขขอบเขตโดยทั่วไปดังแสดงในรูปท่ี 2.3 ประกอบด้วย การยึดแน่น 
(fixed) หรือปล่อยอิสระ (free) ตลอดขอบต่าง ๆ รวมทัง้อาจกําหนดแรงดนั (pressure) ซึ่งแทน
แรงท่ีกระทําต่อพืน้ ท่ีตลอดขอบนัน้  ๆ  อีกทัง้ยังต้องการผลการกระจายตัวของอุณหภูมิ 

 T T x, y  ท่ีสามารถคํานวณได้จากสมการ (2.6) ก่อนด้วย ซึ่งผลจากอณุหภมูิ T  นีเ้องแฝง
ตวัอยูใ่นสมการ (2.8) และ (2.10) ซึง่อธิบายลกัษณะของความเค้นยอ่ยนัน่เอง  

2.4  ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

การนําระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (finite element method) มาประยุกต์ใช้ในการ
วิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนและการไหลแบบหนืดแตไ่มอ่ดัตวัภายใต้สภาวะอยูต่วั โดยจะ
เร่ิมจากขัน้ตอนทัว่ไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์ จากนัน้จะอธิบายรายละเอียดของระเบียบวิธี
ไฟไนต์เอลิเมนต์และสุดท้ายจะเป็นการประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือการวิเคราะห์การ    
ถ่ายเทความร้อนและการไหลแบบหนืด 

2.4.1  ขัน้ตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

การแก้ปัญหาไฟไนต์เอลิเมนต์โดยวิธีการถ่วงนํา้หนักเศษตกค้างประกอบด้วย
ขัน้ตอนท่ีสําคญั 6 ขัน้ตอน [20] คือ 

ขัน้ตอนท่ี 1  แบ่งขอบเขตรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ เช่น แบง่ออกเป็นเอลิเมนต์
สามเหล่ียมยอ่ย ๆ สําหรับปัญหาในสองมิต ิดงัรูปท่ี 2.4 

จากนัน้ก็ทําการหาสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีสอดคล้องกับปัญหาท่ีต้องการแก้นัน้ โดยสมการ             
เชิงอนพุนัธ์ทัว่ไปสามารถเขียนให้อยูใ่น 

 D 0    (2.11) 

โดยท่ี D  คือตวัดําเนินการเชิงอนพุนัธ์ (differential operator) และ   คือตวัแปรตามแมน่ตรง 
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รูปท่ี  2.4  การแบง่ขอบเขตรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลเิมนต์ยอ่ย ๆ 

ขัน้ตอนท่ี 2  พิจารณาลกัษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลเิมนต์ 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 2.5  เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบ 3 จดุตอ่และตวัไมท่ราบคา่ท่ีจดุตอ่ 

ยกตวัอยา่งเช่น สําหรับเอลเิมนต์ท่ีประกอบด้วยสามจดุตอ่ดงัแสดงในรูปท่ี 2.5 โดยท่ี
จดุตอ่นีเ้ป็นตําแหน่งของตวัไมรู้่คา่ 1 , 2  และ 3  ตวัไมรู้่คา่เหลา่นีเ้ป็นคณุสมบตัติา่ง ๆ ของการ
ไหล ซึง่สามารถสร้างสมการอธิบายลกัษณะการกระจายของตวัไมท่ราบคา่ท่ีจดุตอ่ได้ดงันี ้    

       1 1 2 2 3 3x, y N x, y N x, y N x, y         (2.12) 

โดย   iN x, y ; i 1, 2, 3  แทนฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลิเมนต์ สมการ (2.12) นีส้ามารถ
เขียนให้อยูใ่นรูปของเมตริกซ์ได้ดงันี ้

y  

x  

3 

2 

1 

1 

2 

3 

y  

x  

จุดต่อ 
เอลิเมนตแ์บบอยา่ง 
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(x, y)    
1

1 2 3 2

3

N N N

 
      
  

 

  
 

 
 3 11 3

N x, y


      (2.13) 

โดยท่ี N    คือ  เมตริกซ์ของฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์ 

    คือ  เวกเตอร์เมตริกซ์ท่ีประกอบไปด้วยตวัไมท่ราบคา่ท่ีจดุตอ่ของเอลเิมนต์นัน้ 

ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์สามเหล่ียมเป็นแบบเชิงเส้น คือ 

    i i i i

1
N x, y a b x c y i 1, 2, 3

2A
       (2.14)   

โดย A  คือ พืน้ท่ีของเอลิเมนต์สามเหล่ียม สามารถคํานวณได้จากโคออร์ดิเนตท่ีจดุต่อทัง้สามจดุ  
ดงันี ้

      2 3 1 1 2 3 3 1 2

1
A x y y x y y x y y

2
            (2.15) 

 1 2 3 3 2a x y x y   1 2 3b y y   1 3 2c x x   

 2 3 1 1 3a x y x y   2 3 1b y y   2 1 3c x x      (2.16) 

 3 1 2 2 1a x y x y   3 1 2b y y   3 2 1c x x   

ขัน้ตอนท่ี 3  ประยกุต์ระเบียบวิธีถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้าง (method of weighted residual) เข้ากบั
สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยเพ่ือให้ผลลัพธ์โดยประมาณนัน้มีความคลาดเคล่ือนน้อยท่ีสุด ซึ่งจะ
ก่อให้เกิดสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ (finite element equation) ท่ีสอดคล้องกนั ซึง่สามารถเขียนใน
รูปเมตริกซ์ได้ดงันี ้

  D   จะไมเ่ท่ากบั 0 แตจ่ะเท่ากบั R  

โดยท่ี R  คือเศษตกค้าง (residual) นัน่หมายถึง 

  
m

i i
i 1

R D D N


 
    

 
   (2.17) 
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โดย m  คือจํานวนจดุตอ่ของเอลเิมนต์นัน้ 

จากวิธีกาเลอร์คิน (Galerkin) ซึ่งมีขัน้ตอนโดยเร่ิมจากการคณูเศษตกค้าง R  ด้วย
ฟังก์ชนันํา้หนกั (weighting function; W) จากนัน้จึงอินทิเกรตตลอดทัง้โดเมนของเอลิเมนต์แล้ว
กําหนดผลท่ีได้ให้เท่ากบัศนูย์นัน่คือ 

 iW Rd 0


   i 1, 2, , m    (2.18) 

ขัน้ตอนท่ี 4  อินทิเกรตทีละส่วน (integrate by part) ซึ่งหากเราแทนสมการ (2.17) ลงในสมการ 
(2.18) แล้วอินทิเกรตทีละสว่นจะได้ 

 iW Rd


  
 e

m

i i i
i 1

W D N d


 
   

 
  

  
 

 
 e e

i i i i i iW , N , d W , N , d 0
 

         

 

 

ขัน้ตอนท่ี 5  แทนพจน์ท่ีเก่ียวข้องกับขอบเขตของเอลิเมนต์ (e)  ด้วยภาวะขอบเขตอ่ืน ๆ ท่ี
เก่ียวข้อง ซึง่จะก่อให้เกิดสมการของเอลเิมนต์ท่ีสมบรูณ์สําหรับปัญหาท่ีพิจารณา 

ขัน้ตอนท่ี 6  จากนัน้เขียนสมการของเอลเิมนต์ ซึง่มีทัง้หมด m  สมการให้อยูใ่นรูปของเมตริกซ์ นัน่
คือ  

 
 

 
 

 
 m m m 1 m 1

K F
  

    (2.19) 

โดย  K  คือ เอลิเมนต์เมตริกซ์ของความแข็งเกร็ง (element stiffness matrix)    คือ เวกเตอร์
ซึง่ประกอบด้วยตวัไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อต่าง ๆ ของเอลิเมนต์และ  F  คือโหลดเวกเตอร์ของเอลิเมนต์
นัน้ เม่ือได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ดงัเช่นแสดงในสมการ (2.19) แล้วลําดบัขัน้ตอนต่อไปก็จะทํา
การรวมสมการของเอลิเมนต์ย่อยเข้าด้วยกันก่อให้เกิดระบบสมการรวมจากนัน้กําหนดค่าท่ี
ขอบเขต แล้วจงึแก้ระบบสมการรวมเพ่ือหาคา่ผลลพัธ์ท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ 

พจน์ท่ีเก่ียวขอ้งกบัโดเมน 
ของเอลิเมนต ์  e  

พจน์ท่ีเก่ียวขอ้งกบัขอบเขต 
ของเอลิเมนต ์  e  
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บทที่  3 

ระเบยีบวธีิไฟไนต์เอลิเมนต์สาํหรับการวเิคราะห์ร่วมกันระหว่าง 
การไหล อุณหภมูิ และโครงสร้าง 

 การนําระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (finite element method) มาประยุกต์ใช้ในการ
วิเคราะห์ปัญหาการการไหลแบบหนืดแต่ไม่อนัตวัภายใต้สภาวะไม่อยู่ตวั ปัญหาการถ่ายเทความ
ร้อนและกลศาสตร์ของแข็งของโครงสร้าง จะต้องใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีเหมาะสมนํามา
ประยกุต์ใช้กบัปัญหาในแต่ละด้าน เพ่ือท่ีจะทํานายพฤติกรรมของปัญหาได้อย่างถกูต้อง ขัน้ตอน
การหาสมการไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาแตล่ะด้านดงักลา่วมีรายละเอียดดงันี ้

3.1 ระเบียบวธีิไฟไนต์เอลิเมนต์สาํหรับปัญหาการไหลแบบหนืด 

การประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยภาพรวมแล้วประกอบด้วย 4 ขัน้ตอน คือ 
ทําการแบ่งย่อยช่วงเวลา (time discretization) ระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกส่วน (fractional 
step method) ระเบียบวิธีสตรีมไลน์อปัวินด์เพทรอฟ-กาเลอร์คิน (streamline upwind/ Petrov-
Galerkin formulation; SUPG) และระเบียบวิธีถ่วงนํา้หนักเศษตกค้าง (method of weighted 
residual) [21]  

 3.1.1  ระเบียบวิธีการแบ่งย่อยช่วงเวลา (time discretization)  

 เร่ิมต้นจากการพิจารณาสมการพาและการแพร่ (convection-diffusion equation) 
ของตวัแปรสกาลาร์ (scalar variable) ดงัแสดงในสมการ (3.1) 

  j
j j j

u k Q 0
t x x x

    
          

 (3.1) 

ทําการประยุกต์วิธีของความสมัพันธ์เวียนบังเกิด (recurrence relations) [20] เพ่ือสร้างความ 
สมัพนัธ์ท่ีเก่ียวข้องกบัเวลากบัสมการ (3.1) โดยพิจาราณาจากรูป 3.1 ได้ดงัตอ่ไปนี ้

  
n 1

n 1 n

j
j j j

k u Q
t x x x


       

             
 

    
n

j
j j j

1 k u Q
x x x

    
            

 (3.2) 
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รูปท่ี 3.1  ความสมัพนัธ์ของตวัแปรสกาลาร์ในช่วงเวลา n n 1t t   

จากนัน้ใช้คา่   เท่ากบั 0.5 ซึง่เรียกว่าวิธีแครงก์-นิโคลสนั (Crank-Nicolson scheme) เพ่ือให้เกิด
เป็นการประมาณอนัดบัสอง (second order approximation) [9] ในสมการ (3.2) ได้ดงันี ้

  
n 1

n 1 n

j
j j j

1
k u Q

t 2 x x x


       

            
 

  
n

j
j j j

1
k u Q

2 x x x

    
           

 (3.3) 

สามารถจดัรูปใหมไ่ด้เป็น 

   j j

n 1 n n 1 n
n 1 n 1 n n

j j j j j j

1 1
u u k k

t 2 x x 2 x x x x

 
 

              
                             

 

 n 1 n1
Q Q

2
     (3.4) 

โดยท่ี  ตวัห้อย j 1 , 2  และ Q  คือพจน์ของแหล่งกําเนิด (source term) ในท่ีนีอ้าจจะเป็นพจน์
ของความดนั หรือพจน์ของแรงลอยตวัเน่ืองจากอณุหภมูิ ขณะเดียวกันสมการ (3.4) เป็นสมการ
แบบอยา่งของปัญหาการพาและการแพร่ของปริมาณสกาลาร์ใด ๆ ซึง่ได้ทําการสร้างความสมัพนัธ์
ท่ีเก่ียวกบัช่วงเวลา โดยสามารถนําไปประยกุต์ใช้กบัสมการเชิงอนพุนัธ์อ่ืน ๆ ได้ 

t n t n+1/2 t n+1

error 
 

t 

 

n  

n 1  (backward Euler) 

n 1 (Crank-Nicolson)  
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3.1.2  วิธีการคาํนวณแบบแยกส่วน (fractional step method) 

 สมการเชิงอนพุนัธ์สําหรับปัญหาการการไหลแบบหนืดแบบไมอ่ดัตวัภายใต้สภาวะไม่
อยู่ตวั ท่ีแสดงในสมการท่ี (2.1-2.2) นัน้มีลกัษณะคล้ายกับสมการแบบอย่างของปัญหาการพา
และการแพร่จึงสามารถนําสมการ (3.4) มาประยกุต์ได้โดยตรงกบัสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยของการ
อนรัุกษ์โมเมนตมัเพ่ือสร้างความสมัพนัธ์ท่ีเก่ียวข้องกบัเวลา และสามารถจดัรูปใหมไ่ด้ดงันี ้

สมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยของการอนรัุกษ์มวล 

 i

n 1

i

u
0

x





 (3.5) 

สมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยของการอนรัุกษ์โมเมนตมั 

    i

n 1 n n 1 n
i n 1 n

i i
i i

u u 1 1 p p
H u H u

t 2 2 x x

 
             

 (3.6) 

โดยท่ี  iH u  คือพจน์ท่ีประกอบไปด้วยพจน์การพา พจน์การแพร่และพจน์แรงลอยตวัเน่ืองจาก
อณุหภมูิ 

 วิธีการคํานวณแบบแยกส่วน (fractional step method) นัน้ได้ถูกนําเสนอครัง้แรก
โดย Chorin [6] โดยขัน้ตอนพืน้ฐานของวิธีนี ้จะทําการแยกพจน์อตัราการเปล่ียนแปลงความดนั 
ออกจากพจน์ของการพา การแพร่และพจน์อ่ืน ๆ เน่ืองจากแรงภายนอก โดยทําการสมมติคา่ความ
ดนัและค่าความเร็วในขอบเขตของปัญหาท่ีสนใจ แล้วคํานวณหาค่าความเร็วจากค่าท่ีสมมต ิ
เพ่ือท่ีจะนําค่าความเร็วท่ีคํานวณได้ไปหาค่าความดันท่ีเหมาะสม โดยท่ีสมการความดันนัน้
สามารถหาได้จากการรวมกนัของสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยของการอนรัุกษ์โมเมนตมัและสมการเชิง
อนุพนัธ์ย่อยของการอนุรักษ์มวล แล้วใช้ค่าความดนัท่ีได้นัน้สามารถไปคํานวณหาค่าความเร็วท่ี
เหมาะสมได้ ซึง่วิธีการนีจ้ะทําให้ค่าความเร็วและความดนัมีความสมัพนัธ์เป็นไปตามการอนรัุกษ์
โมเมนตมัและการอนรัุกษ์มวล โดยในงานวิจยันีจ้ะใช้วิธีแครงก์-นิโคลสนัโดยรวมกบัวิธีการคํานวณ
แบบแยกสว่น 4 ขัน้ตอนซึง่ได้ถกูพฒันาโดย [7, 9, 23] โดยมีขัน้ตอนดงันี ้

ขัน้ตอนท่ี 1  คํานวณหาคา่ความเร็วกลาง (intermediate velocity, û ) โดยใช้คา่ความดนัท่ีสมมติ
ขึน้ ส่วนพจน์การพา พจน์การแพร่และพจน์เน่ืองจากแรงลอยตวัเน่ืองจากอุณหภูมินัน้จะใช้วิธี
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แครงก์-นิโคลสนั (Crank-Nicolson method) ซึ่งเป็นการประมาณค่าอันดบัสอง โดยจะรวมกัน
ระหวา่งคา่ความเร็วท่ีคํานวณได้ ( û ) และคา่ความเร็วท่ีสมมตขิึน้ในตอนแรก ( nu ) จะได้ 

    i

n n
i n

i i
i

û u 1 1 p
ˆH u H u

t 2 x

           
    (3.7) 

ขัน้ตอนท่ี 2  นําคร่ึงหนึ่งของพจน์อตัราการเปล่ียนแปลงความดนัของคา่ท่ีสมมติ ลดทอนออกจาก
คา่ความเร็ว û  ท่ีได้จากขัน้ตอนท่ีแรก แล้วนําไปใช้คํานวณหาคา่ความเร็ว *u  จะได้ 

 i

* n
i

i

ˆu u 1 1 p

t 2 x

  
     

     (3.8) 

ขัน้ตอนท่ี 3  คํานวณหาค่าความเร็วท่ีเหมาะสม ( n 1u  ) โดยใช้อตัราการเปล่ียนแปลงความดนัท่ี
เหมาะสม ( n 1p  ) และคา่ความเร็วท่ีได้จากขัน้ตอนท่ีสอง 

 i

n 1 * n 1
i

i

u u 1 1 p

t 2 x

   
      

   (3.9) 

โดยท่ีความดนั n 1p   เป็นตวัแปรไมท่ราบคา่ เพราะฉะนัน้ทําการจดัสมการ (3.9) ใหม ่จะได้ 

 
i

n 1
n 1 *

i
i

t 1 p
u u

2 x


   

     
   (3.10) 

ขัน้ตอนท่ี 4  นําสมการ (3.10) แทนในสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยของการอนุรักษ์มวล (3.5) แล้วทํา
การจดัรูปใหมเ่พ่ือคํานวณหาคา่ n 1p   จะได้ (โดยจะแสดงในหวัข้อ 3.1.4)  

 
*n 1
i

i i i

up 2

x x t x

     
         

   (3.11) 

จากผลรวมของสมการ (3.7-3.9) จะได้ 

    i

n 1 n n 1 n
i n

i i
i i

u u 1 1 p p
ˆH u H u

t 2 2 x x

              
  (3.12) 

เน่ืองจากสมการ (3.12) มีลกัษณะคล้ายกบัสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยอนรัุกษ์โมเมนตมัท่ีได้แสดงไว้
ในสมการท่ี (3.6) โดยสามารถแทนค่า û  ด้วย n 1u   ได้โดยตรง ซึ่งสามารถแสดงถึงค่าความ
ถกูต้องอนัดบัสองของพจน์ท่ีเก่ียวข้องกบัเวลา (2nd order accuracy in time) โดยสามารถอธิบาย
ได้จากรวมสมการท่ี (3.8-3.9) แล้วทําการจดัรูปจะได้ 
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   

i

2n 1 n

n 1
i

i i

p p tt p
ˆu u

2 x 2 x t




                
  (3.13) 

สมการท่ี (3.13) สามารถละทิง้พจน์อนัดบัสงู  2
t  แล้วแทนคา่ในสมการ (3.12) จะได้ 

    i

n 1 n n 1 n
i n 1 n

i i
i i

u u 1 1 p p
H u H u

t 2 2 x x

 
             

  (3.14) 

โดยท่ี  ตวัห้อย i , j 1 , 2  

ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยนาเวียร์-สโตกส์ อนัประกอบไปด้วยสมการเชิงอนุพนัธ์
ย่อยของการอนุรักษ์มวลและสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยของการอนุรักษ์โมเมนตมั ท่ีแสดงในสมการ 
(2.1–2.2) โดยประยุกต์ใช้วิธีแครงก์-นิโคลสัน (Crank-Nicolson scheme) และระเบียบวิธีการ
คํานวณแบบแยกส่วน  4 ขัน้ตอนโดยปริยาย  (fully implicit four-step fractional method) 
สามารถเขียนใหมไ่ด้ดงันี ้

ขัน้ตอนท่ี 1,   
n nn

n ni i i i
i j i j

j i j j j

ˆ ˆu u u u1 1 p 1
ˆ ˆu u u u

t 2 x x 2 x x x

        
                       

 

     n n
i 0g 1 T T    (3.15) 

ขัน้ตอนท่ี 2,  
* n
i i

i

ˆu u 1 1 p

t 2 x

  
     

   (3.16) 

ขัน้ตอนท่ี 3,  
*n 1
i

i i i

up 2

x x t x

     
         

  (3.17) 

ขัน้ตอนท่ี 4,  
n 1 * n 1
i i

i

u u 1 1 p

t 2 x

   
      

  (3.18) 

ในทํานองเดียวกนัประยกุต์ใช้วิธีแบง่ย่อยช่วงเวลากบัวิธีแครงก์-นิโคลสนัเข้ากบัสมการเชิงอนพุนัธ์
ยอ่ยของการอนรัุกษ์พลงังาน ท่ีแสดงในสมการ (2.3) สามารถเขียนใหมไ่ด้ดงันี ้

ขัน้ตอนท่ี 5,     
n 1 n

n 1 n 1 n n
j j

j j

T T 1
T u T u

t 2 x x


 

   
       

   

  
 

n 1 n
n

j j j

1 T T
k Q

2 x x x

   
      

   (3.19) 
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3.1.3 ระเบียบวิธีสตรีมไลน์อัปวินด์เพทรอฟ-กาเลอร์คนิ (SUPG) 

สําหรับปัญหาของไหลเราจะเลือกใช้วิธีสตรีมไลน์อัปวินด์เพทรอฟ-กาเลอร์คิน 
(streamline upwind / Petrov-Galerkin formulation; SUPG) [22] วิธีดงักล่าวได้ทําการปรับปรุง
ฟังก์ชนัถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้างโดยใช้ทิศทางของเวกเตอร์ความเร็วในการทําให้ฟังก์ชนัดงักล่าวมี
การถ่วงนํา้หนักไปในแนวของการไหลโดยท่ีวิธีการดงักล่าวสามารถให้ความถูกต้องในอนัดบั 2 
(2nd order of accuracy) โดยกําหนดให้ฟังก์ชนัถ่วงนํา้หนกัอยูใ่นรูปแบบดงันี ้

 W  = e
j

j

t N
N u

2 x




 



  (3.20ก) 

เม่ือ et  = minh

U

   (3.20ข) 

   = Pe 2
coth

2 Pe
   (3.20ค) 

 Pe  = minU h

2
    และ    U   =  2 2u v    (3.20ง) 

 minh   =   1 2 3min h , h , h   (3.20จ) 

โดยท่ี Pe  คือ เพกเลตนมัเบอร์ (Peclet number) U  คือคา่ความเร็วเฉลี่ย และ minh  คือขนาด
ความสงูของเอลเิมนต์ท่ีเลก็ท่ีสดุ โดยแสดงในรูปท่ี 3.2 

ปัญหาการถ่ายเทความร้อนและกลศาสตร์ของแข็งของโครงสร้างเราจะเลือกใช้
ฟังก์ชนันํา้หนกัเป็น i iW N  ซึง่เรียกโดยทัว่ไปว่าบบัโนฟ-กาเลอร์คิน (Bubnov-Galerkin) โดยท่ี
ฟังก์ชนัการประมาณภายในเอลเิมนต์สามเหล่ียมแสดงไว้ในสมการ (2.14-2.16) 

 

 

 

 
รูปท่ี 3.2  ขนาดของความสงูของเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

h1 

1

3

2 

h2

h3
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3.1.4. ระเบียบวิธีถ่วงนํา้หนักเศษตกค้าง (method of weighted residual) 

การนําเอาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาประยกุต์ใช้ในการแก้ปัญหา ขัน้แรกจะต้อง
ทําการแบ่งขอบเขตของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ โดยในการทําวิทยานิพนธ์ครัง้นีเ้ลือกใช้    
เอลิเมนต์แบบสามเหล่ียมสามจุดต่อ ดงัแสดงในรูปท่ี 3.3 ซึ่งประกอบไปด้วยตวัไม่ทราบค่าของ
ความเร็วในทิศทางของแกน x  ตวัไม่ทราบค่าของความเร็วในทิศทางของแกน y  ตวัไม่ทราบค่า
ของความดนั p  และตวัไม่ทราบค่าอณุหภมูิ T  ท่ีจดุต่อทัง้สามของเอลิเมนต์สามเหลี่ยม จากนัน้
กําหนดให้ลกัษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณของความเร็ว ความดนั และอณุหภมูิบน
เอลเิมนต์มีลกัษณะดงันี ้

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.3  การแบง่ลกัษณะของปัญหาออกเป็นเอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ 

 

  u x, y   i i
N x, y u    N u      (3.21ก) 

  v x, y   i i
N x, y v    N v      (3.21ข) 

  p x, y   i i
N x, y p    N p      (3.21ค) 

  T x, y   i i
N x, y T    N T      (3.21ง) 

ทําการประยกุต์ระเบียบวิธีถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้าง (method of weighted residuals) ลงในสมการ
เชิงอนพุนัธ์ยอ่ยของการอนรัุกษ์โมเมนตมั (3.15-3.19) จะได้ 

y  

x

3 

2 

1  1 1 1 1u , v , p , T  

 3 3 3 3u , v , p , T  

 2 2 2 2u , v , p , T  

 1 1x , y

 3 3x , y

 2 2x , y  



 
 
24

ขัน้ตอนท่ี 1,  ใช้สําหรับหาคา่ความเร็ว iû  

    
n

n ni i
i j i j

j j

û u 1
ˆ ˆW d W u u u u d

t 2 x x 
 

    
            

   

 
nn

i i

i j j j

û u1 p
W d W d

x 2 x x x 
 

       
                   

   

   n n
i 0g W 1 T T d


      (3.22) 

พิจารณาพจน์ทางด้านขวามือพจน์ท่ี 2 ทําการประยกุต์ใช้ทฤษฎีบทของเกาส์ (Gauss’s theorem) 
แสดงในสมการ (3.22) จะได้ 

 
j

n n
ni i i i

j
j j j j j

ˆ ˆu u u u
ˆW d W n n d

2 x x x 2 x x 
 

         
                    

   

 
n

i i

j j j

ˆW u u
d

2 x x x




   
       

   (3.23) 

จากสมการ (3.23) พจน์ความเร็วของเง่ือนไขขอบทางด้านขวามือ เน่ืองจากค่าอัตราการ
เปล่ียนแปลงความเร็วท่ีเกิดบริเวณขอบไม่ส่งผลมากในการคํานวณหาค่าความเร็วกลาง iû  จึง
สามารถทําการประมาณค่าของความเร็วท่ีเกิดบริเวณขอบของปัญหาด้วยอนุกรมเทย์เลอร์ได้ 

 n
i iû u t     จากนัน้แทนสมการ (3.23) ลงในสมการ (3.22) จะได้ 
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ขัน้ตอนท่ี 2,  ใช้สําหรับหาคา่ความเร็ว *
iu  

 
* n
i i

i

ˆu u 1 p
W d W d

t 2 x 
 

   
         

    (3.25) 

ขัน้ตอนท่ี 3,  สร้างสมการความดนั 

ในการประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับความดนันัน้ สามารถทําได้โดยเร่ิม
จากการประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีถ่วงนํา้หนักเศษตกค้างกับสมการการอนุรักษ์มวล (3.5) และ
ประยกุต์ใช้ทฤษฎีบทของเกาส์ จะได้สมการสําหรับเอลเิมนต์ดงันี ้

    
n 1

n 1 n 1i
i i i

i i

Wu
W d u d W u n d 0

x x


 

 
  

  
         

     (3.26) 

จากนัน้นําสมการ (3.10) แทนลงในสมการ (3.26) จะได้ 

  
n 1

* n 1
i i i

i i

W t 1 p
u d W u n d 0

x 2 x





 

    
            
    (3.27) 

ทําการจดัรูปใหมไ่ด้ [7] 

  
n 1

* n 1
i i i

i i i

W Wp 2 2
d u d W u n d

x x t x t


 


  

    
          

     (3.28) 

จากสมการท่ี (3.28) พจน์เง่ือนไขขอบเขตทางด้านขวามือ สามารถแทนคา่ความเร็ว n 1
iu   ด้วยคา่

ความผิดพลาดอันดบัสองของพจน์ท่ีเก่ียวข้องกับเวลา โดยได้แสดงไว้ในสมการท่ี (3.13) ดงันี ้

 n 1 2
i iû u t     จากนัน้ละทิง้พจน์อนัดบัสงู  2

t  แล้วสามารถเขียนสมการสําหรับหาค่า
ความดนัใหมไ่ด้ดงันี ้

  
n 1

*
i i i

i i i

W Wp 2 2
ˆd u d W u n d

x x t x t


 


  

    
          

     (3.29) 

ขัน้ตอนท่ี 4,  ใช้สําหรับหาค่าความเร็วท่ีเหมาะสม n 1
iu   โดยใช้ความดนัท่ีคํานวณได้จากขัน้ตอน  

ท่ี 3 

  
n 1 * n 1
i i

i

u u 1 p
W d W d

t 2 x

 

 
 

   
          

    (3.30) 
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ขัน้ตอนท่ี 5,  ใช้สําหรับหาคา่อณุหภมูิ 

 
n 1 n

n 1 n 1 n n
j j

j

T T 1
W d W T u T u d

t 2 x


 

 
 

   
            

   

   
n 1 n

n

j j j

k T T
W d W Q d

2 x x x



 
 

    
           

 


   (3.31) 

ทําการประยกุต์ใช้ทฤษฎีบทของเกาส์ในสมการ (3.31) พจน์แรกทางด้านขวามือ แล้วจดัรูปใหมไ่ด้ 

  
n 1 n

n 1 n 1 n n
j j

j

T T 1
W d W T u T u d

t 2 x


 

 
 

   
          

   

  
n 1 n n

j
j j j j

Wk T T T
ˆd k W n d

2 x x x x





 

      
                
 


  

  nW Q d


     (3.32) 

จากนัน้แทนค่าฟังก์ชนัการประมาณค่าภายในของค่าความเร็ว ความดนัและอณุหภมูิท่ีแสดงใน
สมการ (3.21ก-ง) ลงในสมการทัง้ 5 ขัน้ตอนแล้วทําการจดัรูปจะได้ 

ขัน้ตอนท่ี 1,             n
m i m i

M M1 1
ˆH u H u

t 2 t 2

   
         

 

        n nn

i gi biG p R R    (3.33) 

ขัน้ตอนท่ี 2,          * n

i i i

t
ˆM u M u G p

2


    (3.34) 

ขัน้ตอนท่ี 3,       n 1 * *

p i bK p R R
       (3.35) 

ขัน้ตอนท่ี 4,          n 1 n 1*
i i i

t
M u M u G p

2

 
    (3.36) 

ขัน้ตอนท่ี 5,             n 1 n

T T

M M1 1
H T H T

t 2 t 2

   
         

   

       n n n

c q QR R R    (3.37) 
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โดยท่ี        k kH C K   เม่ือ ตวัห้อย k  m, T  

 ดงันัน้ในการแก้ปัญหาการไหลแบบหนืดแต่ไม่อนัตวัภายใต้สภาวะไม่อยู่ตวั โดยรวม
อณุหภมูิ ด้วยระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกสว่น โดยมีขัน้ตอนการคํานวณหาคา่ตวัแปรอนรัุกษ์
ท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ จากเวลา nt  ไปยงั n 1t   6 ขัน้ตอนตามลําดบัดงัตอ่ไปนี ้

1) สมมตคิา่เร่ิมต้นของคา่ความเร็ว ความดนั และอณุหภมูิท่ีเวลา nt t  

2) คํานวณหาค่าความเร็วกลาง iû  และ *
iu  จากสมการท่ี (3.33) และ (3.34) 

ตามลําดบั 

3) คํานวณหาคา่ความดนั n 1p   จากสมการท่ี (3.35) ท่ีเวลา nt t t   

4) คํานวณหาคา่ความเร็วท่ีถกูต้อง n 1
iu   จากสมการท่ี (3.36) 

5) คํานวณหาคา่อณุหภมูิ n 1T   จากสมการท่ี (3.37) ท่ีเวลา nt t t   

6) กลบัไปคํานวณขัน้ตอนท่ี 1-5 จนได้เวลาตามต้องการ 

รายละเอียดของเมตริกซ์ต่าง ๆ ท่ีใช้ในการคํานวณในแต่ละขัน้ตอน ได้เขียนอยู่ในรูปแบบการของ
อินทิเกรตบนเอลเิมนต์และการอินทิเกรตท่ีขอบดงัตอ่ไปนี ้

  M  =  W N d


     (3.38) 

  C  =   j
j

N
W u d

x

  
      

   (3.39) 

  mK  = 
j j

W N
d

x x

        
      

   (3.40) 

  TK  = 
j j

W N
k d

x x

              
   (3.41) 

  iG  =  
i

1 N
W d

x

 
   

   (3.42) 
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 pK    = 
j j

W N
d

x x

        
     

   (3.43) 

  giR  =     i 0g W 1 T T d


     (3.44) 

  iR  =  i
i

2 W
N u d

t x

  
      

   (3.45) 

  biR  =   i
k

j

u
ˆW n d

x

 
    
   (3.46) 

  bR  =   j k

2
ˆW u n d

t 


 
    (3.47) 

  cR  =   k
j

T
ˆk W n d

x

 
   

   (3.48) 

  qR  =   s

1
W q d

c 


    (3.49) 

  QR  =  1
W Q d

c 


    (3.50) 

 การคํานวณหาตวัแปรอนรัุกษ์ของการไหล ด้วยระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกสว่น
นัน้เป็นการดําเนินก้าวไปกับเวลา (time marching) โดยเป็นการแก้ระบบสมการแบบปริยาย 
(implicit) ดังนัน้ในระหว่างการคํานวณผลลัพธ์อาจเกิดการลู่ออก (diverged) ได้หากเลือกใช้
ช่วงเวลา (time step) t  ท่ีสงูเกินไป จงึจําเป็นต้องมีขีดจํากดัของช่วงเวลาท่ีใช้ในการคํานวณโดย
ประเมินจาก ช่วงเวลาวิกฤต ิ(critical time step) [22] ดงัตอ่ไปนี ้

  t  =  conv diffmin t , t     (3.51) 

  convt  = minh

U
, difft  = 

2
minh

2k
  (3.52) 

โดยท่ี minh  คือ ขนาดความสงูของเอลเิมนต์ท่ีเลก็ท่ีสดุ 

  U  คือ ความเร็วสมับรูณ์ 
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3.2 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อนทัง้ภายในของไหลและ
โครงสร้าง 

 สําหรับสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาการถ่ายเทความร้อนภายในของไหลและ
ของแข็งนัน้ สามารถนําสมการ (3.37) มาใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาได้โดยทนัที โดยถ้าจะทําการ
วิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนภายในโครงสร้าง ก็เพียงแต่กําหนดให้ค่าความเร็วใน
แนวแกน x  และ y  ภายในสมการ (3.37) มีค่าเท่ากับศูนย์เท่านัน้ ดังนัน้จะเห็นได้ว่าการหา
สมการเอลิเมนต์และขัน้ตอนท่ีใช้ในการคํานวณท่ีได้อธิบายไปในหวัข้อท่ี 3.1 นัน้ ไม่เพียงแต่จะ
สามารถใช้วิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดชนิดอดัตวัไม่ได้เท่านัน้ ยงัสามารถนํามาใช้วิเคราะห์
ปัญหาการถ่ายเทความร้อนภายในตวัของไหลเองและภายในโครงสร้างได้โดยทันที ทําให้เกิด
ความสะดวกในการวิเคราะห์ปัญหาเป็นอยา่งมาก 

3.3 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับปัญหาความเค้นในโครงสร้างอันเน่ืองมาจาก
อุณหภมูิ 

 การประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สําหรับปัญหาความเค้นในโครงสร้างอัน
เน่ืองมาจากอุณหภูมิสามารถกระทําได้โดยใช้วิธีถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้างเช่นกัน จากสมการเชิง
อนพุนัธ์แสดงความสมดลุของแรงในสองมิตดิงัแสดงในบทท่ี 2  

  xyx 0
x y


 

 
  (2.7ก) 

  xy y 0
x y

 
 

 
  (2.7ข) 

 ทําการประยกุต์วิธีถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้างกบัสมการ (2.7ก) ดงันี ้

    xyxN d 0
x y

  
     

   (3.53) 

ทําการประยกุต์ทฤษฎีบทของเกาส์ (Gauss’s theorem) เข้ากบัสมการ (3.53) จะได้ 

    x xy x x xy y

N N
d N n n d

x y 

  
           

    (3.54) 

ในทํานองเดียวกนั ทําการประยกุต์วิธีการถ่วงนํา้หนกัเศษตกค้างกบัสมการ (2.7ข) จะได้ 
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    xy y xy x y y

N N
d N n n d

x y 

  
          

    (3.55) 

จากนัน้กําหนดให้แรงท่ีกระทํากับขอบนอกของโครงสร้าง เช่น ความดนั หรือแรงท่ีกระทําท่ีผิว 
สามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบเมตริกซ์ดงันี ้

  x x xy x

y xy y y

F n

F n

      
          

  (3.56) 

แทนความสมัพนัธ์ดงัสมการ (3.56) ลงในสมการ (3.54) และ (3.55) แล้วจดัสมการใหม่ ให้อยู่ใน
รูปแบบเมตริกซ์ได้ดงันี ้

   

i i
x

xi
y

yii i
xy

N N
0

x y FN 0
d d

F0 NN N
0

y x
 

                               

   (3.57) 

โดยท่ี i  = 1, 2, 3  

ซึง่สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปแบบท่ีเข้าใจได้ง่ายขึน้ดงันี ้

     
x

T T x

y
y

xy

F
B d N d

F
 

 
        
   

    (3.58) 

โดยท่ี  

   B  
1 2 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3

b 0 b 0 b 0
1

0 c 0 c 0 c
2A

c b c b c b

 
   
  

  (3.59) 

   
 2 6

N


 1 2 3

1 2 3

N 0 N 0 N 0

0 N 0 N 0 N

 
  

 
  (3.60) 

จากความสมัพนัธ์ระหวา่งความเค้นและความเครียด 

   
 

 
 

 
 

0
3 1 3 3 3 1

C
  

    (3.61) 
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โดย  0  คือคา่ความเครียดชัน้ต้นอนัเน่ืองมาจากอณุหภมูิ 

        0 0T x,y T     (3.62) 

และเมตริกซ์  C  และ    ก็ขึน้อยู่กับลักษณะของปัญหาว่าเป็นแบบความเค้นในระนาบ 
(plane stress) หรือความเครียดในระนาบ (plane strain) ซึง่ในกรณีของความเค้นในระนาบ 

    2

1 0
E

C 1 0
1

1
0 0

2

 
 
 

     
 
 

 และ  
0

 
    
 
 

 (3.63) 

และกรณีของความเครียดในระนาบ 

      

1 0
E

C 1 0
1 1 2

1 2
0 0

2

 
   
 

         
 
 

  และ   
 
 
1

1

0

   
      
 
 

 (3.64) 

สําหรับความเครียดนัน้ก็สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของค่าการเคลื่อนตวัได้ดงัแสดงในสมการ 
(2.9) 

  x y

u v
; ;

x y

 
   

 
 xy

u v

y x

 
  

 
 (2.9) 

ซึง่สามารถเขียนอยูใ่นรูปเมตริกซ์ได้ดงันี ้

   
 

 
 

 
 3 1 3 6 6 1

B
  

    (3.65) 

โดยท่ี   
 

T

1 1 2 2 3 3
6 1

u v u v u v


      (3.66) 

แทนค่าสมการ (3.62), (3.65) และ (3.66) ลงในสมการ (3.58) แล้วทําการจดัรูปใหม่จะได้สมการ
ไฟไนต์เอลเิมนต์เมตริกซ์ดงันี ้

                   
T T T

0B C B d B C d N F d
  

          (3.67) 
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เพ่ือให้สามารถเข้าใจได้ง่ายต่อการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ สามารถจดัรูปสมการ (3.67) 
ให้อยูใ่นรูปแบบท่ีสัน้ขึน้ได้ดงันี ้

   
 

 
 

 
 

 
 

0 T
6 6 6 1 6 1 6 1

K F F
   

    (3.68) 

โดยท่ี   
 6 6

K


  
 

 
 

 
 

T

6 3 3 3 3 6

B C B d
  

   (3.69) 

   
 

0
6 1

F


  
 

 
 

 
 

T

0
6 3 3 3 3 1

B C d
  

    (3.70) 

   
 

T
6 1

F


  
 

 
 

T

6 3 3 1

N F d
 

   (3.71) 

ในท่ีนี ้  K  แทนเมตริกซ์ของความแข็งเกร็ง  0F  แทนโหลดเวกเตอร์อนัเน่ืองมาจากความเค้น
ชัน้ต้น และ  TF  แทนโหลดเวกเตอร์ของแรงท่ีผิว 

3.4 การประดษิฐ์ไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ 

ไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ต่าง ๆ สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบปิดได้ ซึ่งจะทําให้
สามารถนําไปประดษิฐ์เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้ตอ่เน่ือง โดยเร่ิมจากการพิจารณาฟังก์ชนัการ
ประมาณภายในเอลิเมนต์ของเอลิเมนต์สามเหล่ียม ซึง่มีลกัษณะการกระจายแบบแผ่นเรียบ (flat 
plane) รูปท่ี 3.4 แสดงเอลิเมนต์สามเหล่ียมแบบสามจดุตอ่ใดๆ ท่ีวางตวัอยู่ในโคออร์ดิเนต x y

ฟังก์ชนัการประมาณภายในบนเอลเิมนต์สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของโคออร์ดเินตได้ดงัตอ่ไปนี ้ 

  1
N (x, y) a b x c y

2A          ,       1, 2, 3  (3.72) 

เม่ือ A  แทนพืน้ท่ีของเอลเิมนต์สามเหล่ียมซึง่คํานวณได้จากโคออร์ดเินตของจดุตอ่ทัง้สามได้ดงันี ้

      1 2 3 2 3 1 3 1 2

1
A x y y x y y x y y

2
         (3.73) 

คา่สมัประสทิธ์ิ  c,b,a ในสมการ (3.72) คํานวณได้จาก 
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รูปท่ี 3.4  เอลเิมนต์สามเหล่ียมบนท่ีวางตวัอยูใ่นโคออร์ดเินต x-y 

 23321 yxy  x a   321 yy   b   231 x  x c   

 31132 yxy  x a   132 yy   b   312 x  x c   (3.74) 

 12213 yxy  x a   213 yy   b   123 x  x c   

ดงันัน้คา่อนพุนัธ์ของฟังก์ชนัการประมาณภายในจากสมการ (3.72) คือ  

 
2A
b

    
x

N  

    และ 

2A

c
    

y

N  

  (3.75) 

3.4.1 เอลิเมนต์เมตริกซ์สาํหรับปัญหาการไหลแบบหนืด 

 ปัญหาการไหลแบบหนืดแตไ่มอ่นัตวัภายใต้สภาวะไมอ่ยูต่วั โดยรวมอณุหภมูิจากท่ี
กลา่วไว้ตอนต้นในสมการ (3.33-3.37) สามารถคํานวณหาเอลเิมนต์เมตริกซ์ตา่ง ๆ ได้ดงันี ้

ขัน้ตอนท่ี 1, แทนคา่      m mH C K  ลงในสมการ (3.33) ได้ดงันี ้ 

                n
m i m i

M M1 1
ˆC K u C K u

t 2 t 2

   
                 

 

        n nn

i gi biG p R R    (3.76) 

x 

y 

2 

3 

1      

 

)y,x( 11

)y,x( 33

)y,x( 22
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พิจารณาเมตริกซ์มวล  M  

  M    
A

W N dA    (3.38) 

แทนคา่ฟังก์ชนันํา้หนกั W N   

  M    
A

N N dA    

   
1

2 1 2 3

A
3

N

N N N N dA

N

 
 

   
 
 
  

   
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

A
3 1 3 2 3 3

N N N N N N

N N N N N N dA

N N N N N N

 
 
 
  
  

การหาคา่อินทิกรัลของพกิดัพืน้ท่ีสามารถคํานวณได้จากสตูร 

 


 dNNN 321    A2.
!2

!!!




    (3.77) 

2
i

A
N d

6

   และ   i j

A
N N d

12

   จะได้ 

  M   
2 1 1

A
1 2 1

12
1 1 2

 
 
 
  

 (3.78) 

พิจารณาเมตริกซ์  C  

  C  =   j
j

N
W u d

x

  
      

   (3.39) 

แทนคา่ฟังก์ชนันํา้หนกัในสมการ (3.21ก) ลงในสมการ (3.41)  

  C  = 
nn

e
j j

j j

t N N
N u u d

2 x x





                    
  
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  C  =  
nn n

n e
j j j

j j j

t NN N
N u d u u d

x 2 x x



 

                                     
   

 

ทําการจดัพจน์ตา่ง ๆ แล้วสามารถเขียนให้อยูใ่นรูปแบบของผลบวกเมตริกซ์ได้ดงันี ้

  C   =  nC + wC   (3.79) 

โดยท่ี  

  nC    =  
n

n

j
j

N
N u d

x


  
      

  

  =  
n

n N N
N u v d

x y

              
  

  =      
n

n N N
N N u N v d

x y

                     
  

  nC  = 
     
     
     

n

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3

b 2u u u b 2u u u b 2u u u
1

b u 2u u b u 2u u b u 2u u
24

b u u 2u b u u 2u b u u 2u

      
        
       

 

   
     
     
     

n

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3

c 2v v v c 2v v v c 2v v v

c v 2v v c v 2v v c v 2v v

c v v 2v c v v 2v c v v 2v

      
        
        

 (3.80) 

  wC  = 
nn

e
j j

j j

t N N
u u d

2 x x




                    
  

  = 
nn

et N N N N
u v u v d

2 x x x y

                         
  

 nC   wC  
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  wC  =    et N N N N
u N u d u N v d

2 x x x y 

                                    
   

 

      N N N N
v N u d v N v d

y x y y 

                                   
   

 

เม่ือ  1 2 3u u u
u

3

 
 ,    1 2 3v v v

v
3

 
   (3.81) 

ทําการจดัพจน์ตา่ง ๆ แล้วสามารถเขียนให้อยูใ่นรูปแบบของผลบวกเมตริกซ์ได้ดงันี ้

  wC  =         e
w1 w2 w3 w4

t
C C C C

2


     (3.82) 

พิจารณาพจน์  w1C  

  w1C  =  N N
u N u d

x x

                 

  
2 1

2 1 2 32

3

b
u

b b b b d
4A

b

 
     
 
 
  

  w1C  = 
2
1 1 2 1 32

2
1 2 2 2 3

2
1 3 2 3 3

b b b b b
u

b b b b b
4A

b b b b b

 
 
 
  

  (3.82ก) 

พิจารณาพจน์  w 2C  

  w 2C  =  N N
u N v d

x y

             
  

    















 



dccc

b

b

b

A4

vu
321

3

2

1

2
 

 w1C  w 2C  

 w 2C   w 3C  



 
 
37

  w 2C  = 
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

b c b c b c
uv

b c b c b c
4A

b c b c b c

 
 
 
  

  (3.82ข) 

พิจารณาพจน์  w 3C  

  w 3C  =  N N
v N u d

y x

            
  

  
1

2 1 2 32

3

c
uv

c b b b d
4A

c

 
     
 
 
  

  w 3C  = 
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

b c b c b c
uv

b c b c b c
4A

b c b c b c

 
 
 
  

  (3.82ค) 

พิจารณาพจน์  w 4C  

  w 4C  =  N N
v N v d

y y

    
         

  

  
12

2 1 2 32

3

c
v

c c c c d
4A

c

 
      
 
 
  

  w 4C  = 
2
1 1 2 1 32

2
1 2 2 2 3

2
1 3 2 3 3

c c c c c
v

c c c c c
4A

c c c c c

 
 
 
  

  (3.82ง) 

พิจารณาเมตริกซ์  mK  

  mK  = 
j j

W N
d

x x

              
   (3.40)

  = W N W N
d

x x y y

                              
  



 
 
38

เน่ืองจาก 
W N

x x

 


 
และ   

W N

y y

 


 
 

  mK  = N N N N
d

x x y y

                              
  

  = 
1 1

2 1 2 3 2 1 2 32

3 3

b c

b b b b c c c c d
4A

b c

    
                

        
  

  mK  = 
2 2

1 1 1 2 1 2 1 3 1 3
2 2

2 2 2 3 2 3
2 2

3 3

b c b b c c b b c c

b c b b c c
4A

Sym b c

   
    

  

  (3.83) 

พิจารณาพจน์ด้านขวามือของสมการ (3.76) เมตริกซ์   n

iG p  กําหนดให้มีคา่เท่ากบั  n

piR  
โดยท่ี i x, y พิจารณาโหลดของความดนัในทิศทางแกน x  

  n

pxR  =    n

i

1 N
W d p

x

 
    

   

  =  
n

ne
j

j i

t N1 N
N u d p

2 x x





                 
  

 n

pxR  =      n net1 N N N N
N d p u v d p

x 2 x y x 

                                  
   

 

ทําการจดัพจน์ตา่ง ๆ ได้ดงันี ้

  n

pxR  =    n n

pnx pwxR R   (3.84) 

พิจารณาพจน์  n

pnxR  

  n

pnxR  =    n1 N
N d p

x

        

 n

pnxR  n

pwxR  



 
 
39

  n

pnxR  = 
 

n

1 1

2 1 2 2 2

3 3

N p
1

N b b b p d
2A

N p

   
             
   
  

  = 

n

1 1 1 2 1 3 1

2 1 2 2 2 3 2

3 1 3 2 3 3 3

N b N b N b p
1

N b N b N b p d
2 A

N b N b N b p

   
           

  

  n

pnxR  =  n n n
1 1 2 2 3 3

1
1

b p b p b p 1
6

1

 
    

  
 

  (3.85) 

พิจารณาพจน์  n

pwxR  

  n

pwxR  =  net N N N
u v d p

2 x y x

                        
  

  = 

n

1 1 1
n ne

2 2 1 2 3 22

3 3 3

b c p
t

u b v c b b b p d
8A

b c p

      
                             

  

  =  
n n

1 1
n n n n ne

1 1 2 2 3 3 2 22
n n

3 3

b u c v
t

b p b p b p b u c v d
8A

b u c v

 
         

  

  n

pwxR  =  
n n

1 1
n n n n ne

1 1 2 2 3 3 2 2
n n

3 3

b u c v
t

b p b p b p b u c v
8A

b u c v

 
     
   

 (3.86) 

ในทํานองเดียวกนั 

  n

pyR  =    n n

pny pwyR R   (3.87) 

พิจารณาพจน์  n

pnxR  และ  n

pwxR  จะได้ดงันี ้

  n

pnxR  =  n n n
1 1 2 2 3 3

1
1

c p c p c p 1
6

1

 
      
 

  (3.88) 
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  n

pwxR  =  
n n

1 1
n n n n ne

1 1 2 2 3 3 2 2
n n

3 3

b u c v
t

c p c p c p b u c v
8A

b u c v

 
     
   

 (3.89) 

พิจารณาเมตริกซ์  giR  

  n

giR  =     n
i 0g W 1 T T d


    (3.44) 

เม่ือ gg x   

  n

gxR  =     n
0g W T 1 T d



      

  =   
n

ne
j o

j

t N
g N u T 1 T d

2 x





          
  

  =     n
og N T 1 T d



     

      

        
n

ne
j o

j

g t N
u T 1 T d

2 x




          
  

 

ทําการจดัพจน์ตา่ง ๆ ได้ดงันี ้

  n

gxR  =    n n

gnx gwxR R  (3.90) 

พิจารณาพจน์  n

gnxR  

  n

gnxR  =     n
og N T 1 T d



     

  =     og N T d N 1 T d
 

 
      
 
   

 n

gnxR

 n

gwxR  
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  =  
1 1 1

2 1 2 3 2 2 o

3 3 3

N T N

g N N N N T d N 1 T d

N T N 

      
                  
            
   

  n

gnxR  =  

2
1 1 2 1 3 1 1

2
1 2 2 2 3 2 2 o

2
1 3 2 3 3 3 3

N N N N N T N

g N N N N N T d N 1 T d

N N N N N T N 

      
               

           

   

เม่ือ    2
i

A
N d

6

   และ 
12

A
dNN ji 



 

  n

gnxR  =  
1

2 o

3

2 1 1 T 1
A A

g 1 2 1 T 1 T 1
12 3

1 1 2 T 1

      
             

           

 

  n

gnxR  =  

n n n
1 2 3

n n n
1 2 3 o

n n n
1 2 3

2T T T 1
gA

T 2T T 4 1 T 1
12

2T T 2T 1

     
            

         

  (3.91) 

พิจารณาพจน์  n

gwxR  

  n

gwxR  =   
n

ne
j o

j

g t N
u T 1 T d

2 x




          
  

  =   
n

ne i i
o

g t N N
u v T 1 T d

2 x y

      
             

  

  n

gwxR  =  
n

ne i ig t N N
u v N T d

2 x y

                      
  

       
n

i i
o

N N
1 T u v d

x y

                     
  

  n

gwxR  =  

n

1 1
ne

2 2 1 1 2 2 3 3

3 3

b c
g t

u b v c N T N T N T d
2 2A

b c

                   
         

  
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       

n

1 1

o 2 2

3 3

b c
1

1 T u b v c d
2A

b c

                
         

  

  n

gwxR  =    
n n

1 1
n n n n ne

1 2 3 0 2 2
n n

3 3

b u c v
g t

T T T 3 1 T b u c v
12

b u c v

 
          

  

  (3.92) 

ในทํานองเดียวกนั 

  n

gyR  =    n n

gny gwyR R  (3.93) 

  n

gnyR  =  

n

1 2 3

1 2 3 o

1 2 3

2T T T 1
gA

T 2T T 4 1 T 1
12

T T 2T 1

     
            
         

  (3.94) 

  n

gwyR  =    
n n

1 1
n n n n ne

1 2 3 0 2 2
n n

3 3

b u c v
g t

T T T 3 1 T b u c v
12

b u c v

 
          

  

  (3.95) 

เน่ืองจากเป็นพจน์การอินทิเกรตขอบเขต ดังนัน้ภายในขอบเขตของปัญหา พจน์
เหล่านีจ้ะตัดกันหมดไป เหลือท่ีจะต้องคํานวณเฉพาะบริเวณขอบเขตของโดเมนเท่านัน้ หาก
พิจารณาเอลิเมนต์สามเหลี่ยมดงัแสดงในรูปท่ี 3.5 ซึ่งมีขอบท่ีประกอบด้วยจุดต่อ 2-3 เป็นขอบ
โดเมนของการไหล และเน่ืองจากลักษณะการกระจายของฟังก์ชันความเร็วสําหรับเอลิเมนต์
สามเหล่ียมจะอยู่ในลกัษณะเชิงเส้นตามขอบท่ีประกอบด้วยจุดต่อ 2-3 ซึ่งมีความยาว L ดงัท่ี
แสดงในรูปท่ี 3.5 

ดงันัน้พจน์  biR  ในรูปแบบของสตูรอินทิเกรตสมการ (3.46) ท่ีสอดคล้องกบัขอบคือ 

  n

biR  =   i
k

j

u
ˆW n d

x

 
    
   (3.46) 

แทนฟังก์ชนัถ่วงนํา้หนกั W N  
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รูปท่ี 3.5  การคํานวณพจน์  biR  ท่ีบริเวณขอบของโดเมนการไหล 

  n

buR  =  
L

x y

0

u u
ˆ ˆN n n ds

x y

  
    
  

  =      
L

x y

0

N N
ˆ ˆN u n u n ds

x y

             
  

 = 

n n

1 1
L

1 2 3 2 x 1 2 3 2 y0

3 3

0
u u

s
ˆ ˆb b b u n c c c u n ds

2A L
u us

1
L

 
                         

      
       

  

  n

buR  = 

n

n n n n n n
1 1 2 2 3 3 x 1 1 2 2 3 3 y

n n n n n n
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

0 0
L

ˆ ˆb u b u b u n c u c u c u n
4A

b u b u b u c u c u c u

    
             
           

  (3.96) 

ในทํานองเดียวกนั 

  bvR  = n n n n n n
1 1 2 2 3 3 x 1 1 2 2 3 3 y

n n n n n n
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

0 0
L

ˆ ˆb v b v b v n c v c v c v n
4A

b v b v b v c v c v c v

    
             

           

  (3.97) 

ขอบโดเมนของการไหล 

2 

3 

1 

x 

 y 

ĵnînn̂ yx   

ĵvîuV 


L 

s 
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ขัน้ตอนท่ี 2,         * n

i i i

t
ˆM u M u G p

2


    (3.34) 

เอลิเมนต์เมตริกซ์  M  และ     nn

i piG p R  ในขัน้ตอนท่ี 2 สามารถใช้เอลิเมนต์เมตริกซ์ท่ี
คํานวณได้จากขัน้ตอนท่ี 1 ได้โดยตรง โดยแสดงดงัสมการท่ี (3.78) และ (3.84-3.89) ตามลําดบั 

ขัน้ตอนท่ี 3,       n 1 * *

p i bK p R R
       (3.35) 

พิจารณาพจน์  pK    

 pK    = 
j j

W N
d

x x

       
     

   (3.43) 

  = W N W N
d

x x y y

                              
  

เน่ืองจาก W N

x x

 


 
และ   W N

y y

 


 
 

 pK    = N N N N
d

x x y y

                              
  

  = 
1 1

2 1 2 3 2 1 2 32

3 3

b c
1

b b b b c c c c d
4A

b c

    
               
        

  

 pK    = 
2 2

1 1 1 2 1 2 1 3 1 3
2 2

2 2 2 3 2 3
2 2

3 3

b c b b c c b b c c
1

b c b b c c
4A

Sym b c

   
   
  

  (3.98) 

พิจารณาพจน์   iR  

  *

iR  =  *
i

i

2 W
N u d

t x

  
      

   (3.47) 

  *

uR  =  *
i

i

2 W
N u d

t x

  
      

   
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  *

uR  =  
1

* * *
2 1 1 2 2 3 3

3

b
2 1

b N u N u N u d
t 2A

b

 
      
  

 
  

  *

uR  =  
1

* * *
1 2 3 2

3

b

u u u b
3 t

b

 
       

 

  (3.99) 

ในทํานองเดียวกนั 

  *

vR  =  
1

* * *
1 2 3 2

3

c

v v v c
3 t

c

 
     
  

 

  (3.100) 

พิจารณาพจน์   *

bR  เน่ืองจากเป็นพจน์การอินทิเกรตขอบเขต ทํานองเดียวกนักบัพจน์  biR  
ท่ีกล่าวไว้ตอนต้น ดงันัน้ภายในขอบเขตของปัญหา พจน์เหล่านีจ้ะตดักันหมดไป เหลือท่ีจะต้อง
คํานวณเฉพาะบริเวณขอบเขตของโดเมนเท่านัน้ หากพิจารณา เอลเิมนต์สามเหล่ียมดงัแสดงในรูป
ท่ี 3.5 ซึง่มีขอบท่ีประกอบด้วยจดุตอ่ 2-3 เป็นขอบโดเมนของการไหลจะได้ 

  *

bR  =   *
j k

2
ˆW u n d

t 


 
    (3.47) 

  *

bR  =   * *
x y

2
ˆ ˆN u n v n d

t 


    
   

  = 
L * *

2 2
x y* *

3 30

s
1

u v2 s s s sL 1 n 1 n ds
st L L L Lu v
L

                                  
  

  

  *

bR  = 

2
* *

L 2 3

x2
0 * *

2 32

s s s
1 u 1 u

2 L L L
n ds

t s s s
1 u u

L L L

                             

  

    

2
* *

L 2 3

y2
0 * *

2 32

s s s
1 v 1 v

L L L
n ds

s s s
1 v v

L L L

                             

  
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  *

bR  = 
* * * *
2 3 2 3

x y* * * *
2 3 2 3

2u u 2v vL
n n

3 t u 2u v 2v

     
            

  

ดงันัน้พจน์  *

bR  สําหรับเอลิเมนต์สามเหล่ียมท่ีมีขอบท่ีประกอบด้วยจดุต่อ 2-3 ซึง่มีความยาว 
L  อยูต่ดิขอบโดเมนของการไหลคือ 

  *

bR  = * * * *
2 3 x 2 3 y

* * * *
2 3 2 3

0 0
L

2u u n 2v v n
3 t

u 2u v 2v

    
                      

 (3.101) 

ขัน้ตอนท่ี 4,          n 1 n 1*
i i i

t
M u M u G p

2

 
    (3.36) 

พิจารณาพจน์ทางด้านขวามือ     n 1n 1

i piG p R


 เอลิเมนต์เมตริกซ์ดังกล่าวสามารถ

ประยกุต์ใช้เอลิเมนต์เมตริกซ์ท่ีได้จากขัน้ตอนท่ี 1 โดยแทนคา่ความดนั  n
p  ด้วย  n 1

p
 และค่า

ความเร็ว  n

iu  ด้วย  *

iu  ท่ีคํานวณได้จากขัน้ตอนท่ี 2 โดยมีรายละเอียดดงันี ้ 

  n 1

pxR


 =    n 1 n 1

pnx pwxR R
 
   (3.102) 

โดยท่ี 

  n 1

pnxR


=  n 1 n 1 n 1
1 1 2 2 3 3

1
1

b p b p b p 1
6

1

  

 
      
 

  (3.103) 

  n

pwxR  =  
* *

1 1
n 1 n 1 n 1 * *e

1 1 2 2 3 3 2 2
* *

3 3

b u c v
t

b p b p b p b u c v
8A

b u c v

  

 
     
   

 (3.104) 

ในทํานองเดียวกนั 

  n 1

pyR


 =    n 1 n 1

pny pwyR R
 
   (3.105) 

โดยท่ี 

  n 1

pnyR


 =  n 1 n 1 n 1
1 1 2 2 3 3

1
1

c p c p c p 1
6

1

  

 
      
 

 (3.106) 
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  n 1

pwyR


 =  
* *

1 1
n 1 n 1 n 1 * *e

1 1 2 2 3 3 2 2
* *

3 3

b u c v
t

c p c p c p b u c v
8A

b u c v

  

 
        

 (3.107) 

ขัน้ตอนท่ี 5, แทนคา่      T TH C K  ลงในสมการ (3.37) ได้ดงันี ้

                n 1 n

T T

M M1 1
C K T C K T

t 2 t 2

   
                 

   

       n n n

c q QR R R    (3.108) 

โดยเอลเิมนต์เมตริกซ์  M  และ  C  เหมือนในสมการท่ี (3.78) และ (3.79-3.82) ตามลําดบั 

พิจารณาพจน์   TK   

  TK  = 
j j

W N
k d

x x

              
   (3.41) 

  TK  = 
2 2

1 1 1 2 1 2 1 3 1 3
2 2

2 2 2 3 2 3
2 2

3 3

b c b b c c b b c c
k

b c b b c c
4A

Sym b c

   
   
  


  (3.109) 

สําหรับพจน์  n

cR  ทางด้านขวามือของสมการ (3.108) นัน้พบวา่ภายในขอบเขตของปัญหาพจน์
เหลา่นีจ้ะตดักนัหมดไปจงึไมจํ่าเป็นต้องหาคา่ 

พิจารณาพจน์   n

QR  

  n

QR  =  1
W Q d

c 


   (3.52) 

  n

QR  = 
n

e
j

j

t N1
N u Q d

c 2 x





        
  

  =  
n

et1 N N
N Q d u v Q d

c 2 c x y 

   
        

   
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  n

QR  = 

n n
1 1

n ne
2 2

n n
3 3

1 b u c v
Q tAQ

1 b u c v
3 c 4 c

1 b u c v

  
                 

(3.110) 

เอลเิมนต์เมตริกซ์สําหรับวิเคราะห์ปัญหาความเค้นในโครงสร้างอนัเน่ืองมาจากอณุหภมูิ  

จากสมการ (3.68) 

  
 

 
 6 6 6 1

K
 

  =  
 

 
 

0 T
6 1 6 1

F F
 

  (3.111) 

โดยท่ี  

 
 6 1

    = 1 1 2 2 3 3u v u v u v    (3.112) 

  
 6 6

K


 =  
 

 
 

 
 

T

6 3 3 3 3 6

A t B C B
  

 (3.113) 

  
 

0
6 1

F


 =  
 

 
 

 
 

T

0
6 3 3 3 3 1

A t B C
  

  (3.114) 

  
 

T
6 1

F


 =  
 

 
 

 
 

n n n
T 1 2 3

0
6 3 3 3 3 1

T T T
A t B C T

3  

  
  

 
 (3.115) 

 เอลิเมนต์เมทริกซ์ ดงัแสดงในสมการ (3.111-3.115) จะถูกคํานวณสําหรับทุกเอลิ
เมนต์ จากนัน้จึงนําเมทริกซ์เหล่านีม้ารวมกันก่อให้เกิดระบบสมการรวม แล้วแรงภายนอกท่ีมา
กระทําจะถกูประยกุต์เข้าไปในระบบสมการรวมนีก่้อนท่ีจะแก้สมการรวมดงักล่าวเพ่ือหาผลลพธ์
ของการเสียรูปตามจดุตอ่ตา่ง ๆ เม่ือได้ผลลพัธ์ของการเสียรูปของทกุจดุต่อแล้วก็สามารถคํานวณ
คา่ความเค้นยอ่ยของแตล่ะเอลเิมนต์ได้จาก 
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อนึ่ง ความเค้นย่อยตามสมการ (3.116) นีเ้ป็นคา่ความเค้นย่อยของแต่ละเอลิเมนต์ ในทางปฎิบตัิ
ค่าความเค้นของเอลิเมนต์นีจ้ะถกูแปลงให้อยู่ในรูปของค่าความเค้นท่ีจุดต่อเพ่ือความสะดวกใน
การแสดงผลลพัธ์โดยโปรแกรมกราฟิก หลกัการแปลงหาคา่ความเค้นท่ีจดุตอ่ใดจดุตอ่หนึ่ง อาจทํา
ได้โดยการเฉลี่ยคา่ความเค้นจากทกุเอลเิมนต์ท่ีล้อมรอบจดุตอ่นัน้ 

ไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ต่าง ๆ ท่ีได้แสดงในหัวข้อนี  ้สามารถนําไปประดิษฐ์เป็น
โปรแกรมคอมพิวเตอร์สําหรับการวิเคราะห์ร่วมกันระหว่างการไหล อุณหภูมิ และโครงสร้างได้
โดยตรง ซึง่รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดษิฐ์ขึน้จะได้แสดงไว้ในบทท่ี 4 
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บทที่  4 

โปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

บทนีจ้ะกลา่วถึงรายละเอียดและขัน้ตอนการคํานวณภายในโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ี
ประดิษฐ์ขึน้ให้สอดคล้องกบัสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีได้แสดงไว้ในบทท่ี 3 โดยโปรแกรมดงักล่าว
ได้ถูกเขียนขึน้มาด้วยภาษาฟอร์แทรน 90 (FORTRAN 90) ประกอบไปด้วยโปรแกรมท่ีสามารถ
นําไปวิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดชนิดไม่อดัตวัท่ีมีการถ่ายเทความร้อนระหว่างของไหลและ
โครงสร้างทัง้สภาวะอยู่ตวัและไม่อยู่ตวั และโปรแกรมวิเคราะห์ปัญหาความเค้นอนัเน่ืองมาจาก
อณุหภมูิ โดยรายละเอียดตา่ง ๆ ของโปรแกรมมีดงันี ้

4.1 โปรแกรมคอมพวิเตอร์สาํหรับวิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดชนิดอัดตวัไม่ได้ที่มี
การถ่ายเทความร้อนระหว่างของไหลและโครงสร้างทัง้สภาวะอยู่ตวัและไม่อยู่ตวั 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์สําหรับวิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดชนิดอดัตวัไม่ได้ท่ีมี
การถ่ายเทความร้อนระหว่างของไหลและโครงสร้างนัน้ ประกอบไปด้วยโปรแกรมหลกั (main 
program) และ 15 โปรแกรมยอ่ย (subroutines) โดยมีขัน้ตอนการทํางานดงันี ้

4.1.1 เร่ิมต้นการทํางานภายในโปรแกรมหลกั [MAIN PROGRAM] โดยจะเรียก
โปรแกรมย่อยแรก [READ_INPUT] โดยในโปรแกรมย่อยดงักล่าวก็จะทํา
การอ่านข้อมูลของปัญหา เช่น จํานวนจุดต่อและจํานวนเอลิเมนต์ของ
ปัญหาทัง้หมด, จํานวนรอบในการคํานวณ, ค่าคณุสมบตัิตา่ง ๆ ของของ
ไหล ได้แก่คา่ความหนาแน่น คา่ความจคุวามร้อน สมัประสทิธ์ิการนําความ
ร้อนในของไหล คา่ความหนืด สมัประสิทธ์ิการขยายตวั คา่อณุหภมูิอ้างอิง 
ส่วนค่าคณุสมบตัิต่าง ๆ ของของแข็ง ได้แก่ค่าความหนาแน่น ค่าความจุ
ความร้อน สมัประสิทธ์ิการนําความร้อนในของแข็ง คา่ปริมาณความร้อนท่ี
ผลิตได้เองจากนัน้จะอ่านค่า พิกดัของจดุต่อ เง่ือนไขเร่ิมต้นในแตล่ะจดุต่อ
ซึง่ได้แก่ คา่ความเร็ว u  ในแนวแกน x  คา่ความเร็ว v  ในแนวแกน y  คา่
ความดนั p  และคา่อณุหภมูิ T  และหมายเลขจดุตอ่ท่ีประกอบกนัขึน้เป็น
เอลเิมนต์ และชนิดของเอลเิมนต์วา่เป็นของแข็งหรือของไหล เป็นต้น 
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4.1.2 จากนัน้ทําการคํานวณหาค่าขนาดของทุก ๆ เอลิเมนต์เพ่ือคํานวณหาค่า
เวลาท่ีเหมาะสม (time critical) ท่ีใช้ในการคํานวณ จากนัน้ก็เร่ิมการ
คํานวณแบบทําซํา้ โดยเรียกโปรแกรมย่อย [STEP1_U] เพ่ือทําการสร้าง  
เอลิเมนต์เมตริกซ์ เม่ือสร้างเอลิเมนต์เมตริกซ์เสร็จแล้ว ก็ทําการประยุกต์
เง่ือนไขขอบเขต และแก้ระบบสมการเพ่ือหาค่าความเร็ว û  ในทํานอง
เดียวกนัเรียกโปรแกรมยอ่ย [STEP1_V] เพ่ือคํานวณหาคา่ความเร็ว v̂  

4.1.3 คา่ความเร็วค่าใหม่ท่ีได้จากขัน้ตอน 4.1.2 จะถกูนํามาใช้ในโปรแกรมย่อย 
[STEP2_UV] เพ่ือสร้างเอลิเมนต์เมตริกซ์สําหรับหาค่าตัวแปรความเร็ว 
เม่ือสร้างเอลเิมนต์เมตริกซ์เสร็จ ก็จะทําการหาคา่ความเร็ว *u  และ *v  คา่
ใหม ่

4.1.4 คา่ความเร็วคา่ใหมท่ี่ได้จากขัน้ตอน 4.1.3 ก็จะถกูนํามาใช้ในโปรแกรมยอ่ย 
[STEP3_P] เพ่ือสร้างเอลิเมนต์เมตริกซ์สําหรับหาค่าตวัแปรความดนั เม่ือ
สร้างเอลิเมนต์เมตริกซ์เสร็จ และได้ประยุกต์เง่ือนไขขอบเขตแล้วก็จะทํา
การหาคา่ความดนัคา่ใหม ่

4.1.5 นําค่าความดนัค่าใหม่ท่ีได้ไปปรับปรุงค่าของความเร็ว โดยเรียกโปรแกรม
ยอ่ย [STEP4_UV] 

4.1.6 เรียกโปรแกรมย่อย [STEP5_T] เพ่ือทําการสร้างเอลิเมนต์เมตริกซ์ของ
สมการอนุรักษ์พลังงาน เม่ือสร้างเอลิเมนต์เมตริกซ์เสร็จแล้ว ก็ทําการ
ประยกุต์เง่ือนไขขอบเขต และแก้ระบบสมการเพ่ือหาคา่อณุหภมูิคา่ใหม ่

4.1.7 เม่ือทําการปรับปรุงค่าความเร็วเรียบร้อยแล้วก็จะเรียกโปรแกรมย่อย 
[ERROR] เพ่ือตรวจสอบค่าความผิดพลาดท่ีเกิดขึน้ในแต่ละรอบของการ
คํานวณซํา้ 

4.1.8 จากนัน้จะเรียกโปรแกรมยอ่ย [WRITE_OUTPUT] เพ่ือทําการเขียนผลลพัธ์
ในแตล่ะรอบของการคํานวณซํา้ลงไปในไฟล์สํารองท่ีเตรียมไว้ 
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4.1.9 สดุท้ายภายในโปรแกรมหลกั [MAIN PROGRAM] จะตรวจสอบการลูเ่ข้า
ของผลลัพธ์ โดยถ้าค่าความเคล่ือนมีค่าต่ํากว่าท่ีกําหนดหรือทําการ
คํานวณครบจํานวนรอบท่ีตัง้ไว้ก็ให้ดําเนินการตามข้อ 4.1.10 ตอ่ไป แตถ้่า
ไมก็่ต้องกลบัไปทําการคํานวณซํา้ตัง้แตข้่อ 4.1.2 เป็นต้นไปจนกว่าคําตอบ
จะลูเ่ข้า 

4.1.10 สดุท้ายภายในโปรแกรมหลกั [MAIN PROGRAM] จะตรวจสอบการลูเ่ข้า
ของผลลัพธ์ โดยถ้าค่าความเคล่ือนมีค่าต่ํากว่าท่ีกําหนดหรือทําการ
คํานวณครบจํานวนรอบท่ีตัง้ไว้ก็ให้ดําเนินการตามข้อ 4.1.10 ตอ่ไป แตถ้่า
ไมก็่ต้องกลบัไปทําการคํานวณซํา้ตัง้แตข้่อ 4.1.2 เป็นต้นไปจนกว่าคําตอบ
จะลูเ่ข้า 

4.1.11 พิมพ์ค่าผลลพัธ์สุดท้ายท่ีคํานวณได้ ซึ่งได้แก่ค่าความเร็วในแนวแกนทัง้
สอง ค่าความดนั และค่าอุณหภูมิทัง้ภายในของไหลและโครงสร้างลงใน
ไฟล์เพ่ือนําไปใช้แสดงผลตอ่ไป 

4.2 รายละเอียดของโปรแกรม 

 รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไว้ในภาคผนวก ก 

4.3 ลักษณะของไฟล์ข้อมูลที่โปรแกรมต้องการ 

 ลกัษณะของข้อมลูท่ีโปรแกรมต้องการ สามารถแบง่ออกเป็น 6 สว่นยอ่ยได้ดงันี ้

ส่วนที่ 1 ประโยคอธิบายกํากบัลกัษณะของไฟล์ 

บรรทดัแรก ตวัเลขระบจํุานวนบรรทดัท่ีเป็นตวัอกัษร 

บรรทดัตอ่ไป ประโยคตา่ง ๆ ท่ีมีจํานวนบรรทดัเท่าท่ีระบไุว้ 

ตวัอยา่งเช่น:    1 

            FINITE ELEMENT DATA FOR FLUID FLOW 
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ส่วนที่ 2 ขนาดของปัญหา พร้อมคา่ท่ีจะใช้ในการคํานวณ 

บรรทดัแรก คําระบจํุานวนจดุตอ่ จํานวนเอลเิมนต์ เอลเิมนต์ท่ีขอบ รอบการคํานวณ 
และคา่ความผิดพลาดท่ียอมรับได้ 

บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขจํานวนจดุตอ่ จํานวนเอลเิมนต์ เอลเิมนต์ท่ีขอบ  

ตวัอยา่งเช่น:   NPOIN NELEM NBOU                                   

              1521 2888      6      

หมายเหต:ุ จํานวนเอลิเมนต์ท่ีขอบ (NBOU) หมายถึง จํานวนเอลิเมนต์ท่ีอยู่บนขอบเขตของ
ปัญหาซึ่งมีของไหลไหลผ่าน เช่นเอลิเมนต์ท่ีขอบทางเข้าของการไหลในปัญหาท่ีจะ
พิจารณา เป็นต้น 

ส่วนที่ 3 คณุสมบตัติา่ง ๆ ของของไหล 

บรรทดัแรก คําระบคุณุสมบตัติา่ง ๆ 

บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขแสดงค่าความหนาแน่น ค่าความหนืด ค่าสมัประสิทธ์ิการขยายตวั 
ค่าความร้อนจําเพาะ ค่าสมัประสิทธ์ิการนําความร้อนของโครงสร้าง และ
ของไหล ตามลําดบั สดุท้ายคา่อณุหภมูิอ้างอิง 

ตวัอยา่งเช่น:   (FLUID) DEN Cv Kfluid VIS TH_EXP Tref 

  1 0.7  1 0.001 0.1          30 

 (SOLID) DEN Cv Ksolid Qgen      

                  8030 503 16.27 0.0 

ส่วนที่ 4 ลกัษณะของจดุตอ่ 

บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะของจดุตอ่ 

บรรทดัตอ่ ๆ ไป ตวัเลขแสดงหมายเลขจุดต่อ เง่ือนไขขอบเขตของความเร็วในทิศทาง x 
และ y พร้อมกับเง่ือนไขขอบเขตของความดัน ตําแหน่งจุดต่อในแกน x 
และ y และคา่ความเร็วในแกน x, y และคา่ความดนั 
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ตวัอยา่งเช่น:  

NODE IBCU IBCV IBCP IBCT X Y U V P T 
 1 1 1 0 0 -0.2 0.0 0. 0. 0. 0. 
 2 1 1 0 0 -0.16 0.0 0. 0. 0. 0. 
 3 1 1 0 0 -0.12 0.0 0. 0. 0. 0. 
 4 1 1 0 0 -0.08 0.0 0. 0. 0. 0. 
 5 1 1 0 0 -0.04 0.0 0. 0. 0. 0. 
 
  
 745 0 0 0 0 0.791 1. 0. 0. 0. 0. 
 746 0 0 0 0 0.833 1. 0. 0. 0. 0. 
 747 0 0 0 0 0.875 1. 0. 0. 0. 0. 
 748 0 0 0 0 0.916 1. 0. 0. 0. 0. 
 749 0 0 0 0 0.958 1. 0. 0. 0. 0. 
 750 0 0 0 0 1.0 1. 0. 0. 0.  0. 

หมายเหต:ุ เง่ือนไขขอบเขต IBC ของความเร็ว u  ในทิศทาง x , ความเร็ว v  ในทิศทาง y , 
เง่ือนไขขอบเขตของความดนัและเง่ือนไขขอบเขตของอณุหภมูิหมายถึง 

 IBC   =   1 จดุตอ่นัน้ถกูกําหนดให้มีคา่ตามท่ีให้ไว้ และไมต้่องทํา 

การคํานวณหาคา่ท่ีจดุตอ่ดงักลา่ว 

IBC   =   0 ให้ทําการคํานวณหาคา่ท่ีจดุตอ่ดงักลา่ว 

(ถ้าจดุตอ่ใดเป็นของแข็ง ให้แทนคา่ความเร็ว u  และ v  เป็นศนูย์) 

ส่วนที่ 5  ลกัษณะของเอลเิมนต์ 

บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะของเอลเิมนต์และชนิดของเอลเิมนต์ 

บรรทดัตอ่ ๆ ไป หมายเลขของจดุตอ่ทัง้สามในทิศทวนเข็มนาฬิกาท่ีประกอบขึน้เป็น 

 เอลเิมนต์นัน้ ๆ  

         



 
 
55

ตวัอยา่งเช่น: 

 ELEMENT NO. I J K LTYPE1 LTYP2 
 1 1 8 7 1 0 
 2 1 2 8 1 0 
 3 2 9 8 1 0 
 4 2 3 9 1 0 
 5 3 10 9 1 0 
 
 
 1388 723 724 748 0 0 
 1389 724 749 748 0 0 
 1390 724 725 749 0 0 
 1391 725 750 749 0 0 
 1392 725 726 750 0 0 

หมายเหต:ุ LTYPE1 คือเอลเิมนต์ท่ีเป็นของแข็ง 

หมายถงึ  LTYPE1  =  1 คือเอลเิมนต์ท่ีเป็นของแข็งจะใช้คา่สมัประสทิธ์ิ 

การนําความร้อนในของแข็ง Ksolid  

 LTYPE1  =  0 คือเอลเิมนต์ท่ีเป็นของไหลจะใช้คา่สมัประสทิธ์ิ 

การนําความร้อนในของไหล Kfluid 

 LTYPE2 คือเอลเิมนต์ผลติความร้อนได้เอง 

หมายถงึ LTYPE2  =  1 คือเอลเิมนต์ผลติความร้อนได้เองใช้คา่ Qgen 

 LTYPE2  =  0 คือเอลเิมนต์ไมส่ามารถผลติความร้อนได้ 

(ซึง่คา่ตา่ง ๆ Ksolid, Kfluid, Qgen อยูใ่นสว่นท่ี 3) 

ส่วนที่ 6  เอลเิมนต์ท่ีอยูท่ี่ขอบเขตของปัญหาท่ีมีการไหลไหลผา่นขอบด้านนัน้ 

บรรทดัแรก คําระบเุอลเิมนต์ขอบเขต  

บรรทดัตอ่ ๆ ไป หมายเลขเอลเิมนต์ท่ีอยูท่ี่ขอบดงักลา่ว และหมายเลขจดุตอ่ท่ีอยูบ่น 

     
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   ขอบของเอลเิมนต์นัน้ ๆ (โดยมีจํานวนบรรทดัต้องเทา่กบัคา่ NBOU 

   ท่ีให้ไว้ในสว่นท่ี 2) 

ตวัอยา่งเช่น:        

 NODE1 NODE2 ELEMENT NO. BOU_TYPE 
 2 1               32 1 
 3 2 33 1 

 4 3 34 1 

 

 

 

 

 

หมายเหต:ุ BOU_TYPE คือชนิดขอบของเอลเิมนต์ของการไหล 

หมายถงึ  BOU_TYPE  =  1 คือขอบของเอลเิมนต์เป็นช่องทางการไหลเข้า 

 BOU_TYPE  =  2 คือขอบของเอลเิมนต์เป็นช่องทางการไหลออก 

 BOU_TYPE  =  4 คือขอบของเอลเิมนต์เป็นแบบสมมาตร 

BOU_TYPE  =  5 คือขอบของเอลเิมนต์เป็นผนงัหรือกําหนด
อณุหภมูิตลอดขอบ 

4.4 โปรแกรมคอมพวิเตอร์สาํหรับวิเคราะห์ปัญหาความเค้นอันเน่ืองมาจากอุณหภมูิ 

 โปรแกรมคอมพิวเตอร์สําหรับวิเคราะห์ปัญหาความเค้นอันเน่ืองมาจากอุณหภูมิ
ประกอบไปด้วยโปรแกรมหลัก (main program) และ 9 โปรแกรมย่อย (subroutines) โดยมี
ขัน้ตอนในการทํางานดงัตอ่ไปนี ้ 

4.4.1 เร่ิมต้นการทํางานภายในโปรแกรมหลกั [MAIN PROGRAM] โดยจะเรียก
โปรแกรมย่อยแรก [READ_INPUT] โดยในโปรแกรมย่อยดงักล่าวก็จะทํา

8 

INFLOW 
3 7 

2 6 

1 5 

33 

32 

4 
34 

11 

10 

9 

12 
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การอ่านข้อมูลของปัญหา เช่น จํานวนจุดต่อและจํานวนเอลิเมนต์ของ
ปัญหา คา่คณุสมบตัติา่ง ๆ ของวสัด ุตําแหน่งของจดุตอ่ตา่ง ๆ เป็นต้น 

4.4.2 จากนัน้ก็เร่ิมการคํานวณ โดยเรียกโปรแกรมย่อย [CST] โดยภายใน
โปรแกรมย่อยนีจ้ะเรียกโปรแกรมย่อย [CnK_ELE] เพ่ือทําการสร้าง         
เอลเิมนต์เมตริกซ์ตา่ง ๆ  

4.4.3 เรียกโปรแกรมย่อย [ALL_LOAD] เพ่ือคํานวณเอลิเมนต์เมตริกซ์ของโหลด
ตา่ง ๆ เช่นโหลดจากแรงภายนอก 

4.4.4 จากนัน้สง่ผ่านเอลิเมนต์เมตริกซ์ตา่ง ๆ ท่ีคํานวณได้นีไ้ปสร้างเมตริกซ์ใหญ่
ของระบบสมการรวมโดยเรียกโปรแกรมยอ่ย [ASSMP] 

4.4.5 กําหนดเง่ือนไขขอบเขตลงในระบบสมการรวม เช่น บางจุดต่อจะถูกตรึง
แน่นเคล่ือนท่ีไม่ได้หรือบางจุดต่อมีแรงภายนอกมากระทําโดยเรียก
โปรแกรมยอ่ย [APPLBC]  

4.4.6 แก้ระบบสมการรวมเพ่ือหาค่าเคลื่อนตวั u  และ v  ท่ีทุกจุดต่อโดยเรียก
โปรแกรมยอ่ย [SYMPCG] 

4.4.7 คํานวณคา่ความเค้น x y,   และ xy  ท่ีทกุจดุตอ่โดยเรียกโปรแกรมยอ่ย 
[STRESS]   

4.4.8 สดุท้ายพิมพ์คา่ผลลพัธ์ท่ีคํานวณได้ ซึง่ได้แก่คา่การเคล่ือนตวัของแตล่ะจดุ
ต่อในแนวแกนทัง้สอง ค่าความเค้นต่าง ๆ ลงในไฟล์เพ่ือนําไปใช้แสดงผล
ตอ่ไป 

4.5 รายละเอียดของโปรแกรม 

 รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไว้ในภาคผนวก ข 

4.6 ลักษณะของไฟล์ข้อมูลที่โปรแกรมต้องการ 

 ลักษณะข้อมูลท่ีโปรแกรมวิเคราะห์ความเค้นอันเน่ืองมาจากอุณหภูมิต้องการ
สามารถจําแนกออกเป็น 6 สว่นยอ่ยได้ดงัตอ่ไปนี ้
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ส่วนที่ 1 ประโยคอธิบายกํากบัลกัษณะของไฟล์ 

บรรทดัแรก ตวัเลขระบจํุานวนบรรทดัท่ีเป็นตวัอกัษร 

บรรทดัตอ่ไป ประโยคตา่ง ๆ ท่ีมีจํานวนบรรทดัเท่าท่ีระบไุว้ 

ตวัอยา่งเช่น:    1 

            FINITE ELEMENT DATA FOR THERMAL STRESS 

ส่วนที่ 2 ขนาดของปัญหา พร้อมคา่ท่ีจะใช้ในการคํานวณ 

บรรทดัแรก คําระบจํุานวนจดุตอ่ จํานวนเอลเิมนต์ และชนิดของปัญหา 

 บรรทดัตอ่ไป ตวัเลขจํานวนจดุตอ่ จํานวนเอลเิมนต์ ตวัเลขระบชุนิดของปัญหา 

ตวัอยา่งเช่น:   NPOIN NELEM STYPE                                      

 1521      2888       1 

หมายเหต:ุ ชนิดของปัญหามีความหมายดงันี ้

 STYPE  =  0 กําหนดชนิดของปัญหาเป็นความเค้นระนาบ 

 STYPE  =  1 กําหนดชนิดของปัญหาเป็นความเครียดระนาบ 

ส่วนที่ 3 คณุสมบตัติา่ง ๆ ของปัญหา 

บรรทดัแรก คําระบคุณุสมบตัติา่ง ๆ 

บรรทดัตอ่ไป ตัวเลขแสดงค่าโมดูลัสของความยืดหยุ่น อัตราส่วนของปัวส์ซง ระดับ
อณุหภมูิท่ีไม่มีความเค้น สมัประสิทธ์ิการขยายตวัเน่ืองจากอณุหภมูิ และ
ความหนาของของโครงสร้าง 

ตวัอยา่งเช่น:   ELAS PR Tref ALPHA THICK                             

 7.E+10 0.29 10. 0.2E-6  1.  

ส่วนที่ 4 ลกัษณะของจดุตอ่ 

บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะของจดุตอ่ 
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บรรทดัตอ่ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดต่อ เ ง่ือนไขขอบเขตในทิศทาง  x  และ  y  
ตําแหน่งจดุตอ่ในแกน x  และ y  คา่ระยะการเคล่ือนตวัในแกน x  และ y  
คา่แรงดนัจากภายนอกในแกน x  และ y  และคา่อณุหภมูิของจดุตอ่นัน้ 

ตวัอยา่งเช่น:  

 NODE   IBCU   IBCV X Y  U V SX SY T 
             1      1      0     1.033    0.    0.     0.     0.    0.    30. 
             2 0      0     1.066    0.    0.     0.     0.    0.    30. 
            3 1 1 1.1 0. 0. 0. 0. 0. 30. 
 

 51 1 0 1.82 0. 0. 0. 0. 0. 50. 
 52 0 0 1.833 0. 0. 0. 0. 0. 50.  

หมายเหต:ุ เง่ือนไขขอบเขต IBC ในทิศทาง x  หรือ y    

หมายถึง 

IBC   =   1 จดุตอ่นัน้ถกูตรึงไมใ่ห้เคล่ือนท่ีในทิศนัน้ 

IBC   =   0 คํานวณหาการเคล่ือนตวัท่ีจดุตอ่ดงักลา่วในทิศนัน้ 

ส่วนที่ 5 ลกัษณะของเอลเิมนต์ 

บรรทดัแรก คําระบลุกัษณะของเอลเิมนต์ 

บรรทดัตอ่ ๆ ไป หมายเลขเอลเิมนต์ และหมายเลขของจดุตอ่ทัง้หกในทิศทวนเข็มนาฬกิาท่ี
ประกอบขึน้เป็นเอลเิมนต์นัน้ ๆ 

ตวัอยา่งเช่น: ELEM  I J K               
 1 42 79 87 
                      2 79 45 95 
                       3 45 68 11  
 

 119 32 69 77   
 120 69 35 85  

         

   
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บทที่  5 

การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

 ในบทนีจ้ะเป็นการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้ เพ่ือใช้ในการ
วิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดแบบไม่อดัตวัโดยมีการถ่ายเทความร้อนระหว่างของไหลและ
โครงสร้างท่ีสภาวะอยู่ตวัและไม่อยู่ตวั และการวิเคราะห์ปัญหาความเค้นอนัเน่ืองมาจากอณุหภมูิ 
โดยจะนําโปรแกรมท่ีประดิษฐ์ขึน้ไปทดสอบกบัปัญหาพืน้ฐานท่ีมีผลเฉลยแม่นตรงและปัญหาท่ีมี
ผู้ ทําการคํานวณอ่ืน ๆ ดงัรายละเอียดตอ่ไปนี ้

5.1 ตรวจสอบโปรแกรมสําหรับวิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดแบบไม่อัดตัวโดยมี
การถ่ายเทความร้อนระหว่างของไหลและโครงสร้างที่สภาวะอยู่ตวัและไม่อยู่ตวั 

 หวัข้อนีจ้ะแบง่การตรวจสอบออกเป็น 2 สว่นยอ่ย ๆ คือสว่นแรกจะเป็นการตรวจสอบ
ความถกูต้องกบัปัญหาการไหลแบบหนืดแบบไม่อดัตวัโดยมีการถ่ายเทความร้อน  โดยมีตวัอย่าง
ปัญหาท่ีใช้ในการตรวจสอบ 4 ตวัอย่างด้วยกนั ปัญหาแรกเป็นปัญหาการไหลระหว่างแผ่นคูข่นาน
ท่ีสภาวะไม่อยู่ตัว (Unsteady Couette flow) ซึ่งเป็นปัญหาท่ีมีผลเฉลยแม่นตรง ปัญหาท่ีสอง
ปัญหาการไหลหมุนวนในช่องส่ีเหล่ียม (Unsteady cavity flow) ปัญหาท่ีสามปัญหาการไหล
เน่ืองจากการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดรูปส่ีเหล่ียมจตัรัุส (Unsteady free convection in 
square enclosure) และปัญหาท่ีส่ีเป็นปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านทรงกระบอกกลม 
(Transient flow over a heated circular cylinder) โดยปัญหาท่ี 2, 3, และ 4 เป็นปัญหาท่ีใช้ใน
การตรวจสอบผลการคํานวณกบัผลการวิเคราะห์ด้วยวิธีอ่ืน สว่นท่ีสองจะเป็นการตรวจสอบความ
ถูกต้องกับการไหลแบบหนืดแบบไม่อัดตัวโดยมีการถ่ายเทความร้อนระหว่างของไหลผ่าน
โครงสร้างท่ีสภาวะอยู่ตัวและไม่อยู่ตัว โดยมีตัวอย่างปัญหาท่ีใช้ในการตรวจสอบ 2 ตัวอย่าง
ด้วยกัน ปัญหาแรกเป็นปัญหาการไหลระหว่างแผ่นคู่ขนานพร้อมการถ่ายเทความร้อนกับ
โครงสร้าง (conjugate Couette flow problem in parallel plate channel) ซึ่งเป็นปัญหาท่ีมีผล
เฉลยแม่นตรง สว่นปัญหาท่ีสองเป็นปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความ
ร้อน (conjugate counter flow heat exchanger) โดยจะได้ตรวจสอบผลการคํานวณกับผลการ
วิเคราะห์ด้วยวิธีอ่ืน 
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5.1.1 ปัญหาการไหลระหว่างแผ่นคู่ขนานที่สภาวะไม่อยู่ตวั  
 (Unsteady Couette flow) 

ลกัษณะของปัญหาไหลระหว่างแผ่นคู่ขนานเน่ืองจากความหนืดเป็นปัญหาการไหล
แบบหนืดแตไ่ม่อดัตวัระหว่างแผ่นเรียบสองแผ่น ซึง่เป็นปัญหาท่ีสามารถใช้ในการตรวจสอบความ
ถูกต้องเบือ้งต้นของสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ระหว่างโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้กับผล
เฉลยแมน่ตรงได้ ลกัษณะของปัญหานีไ้ด้แสดงในรูปท่ี 5.1 โดยท่ีแผ่นลา่งกําหนดให้มีการเคลื่อนท่ี
ในแนวแกน x  ด้วยความเร็ว u  เท่ากับ 1.0 ท่ีเวลาใด ๆ ในขณะท่ีแผ่นบนกําหนดให้ไม่มีการ
เคล่ือนท่ี โดยกําหนดให้ระยะห่างระหวา่งแผน่คูข่นานเท่ากบั 1.0 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.1  ลกัษณะของปัญหาการไหลแบบหนืดระหวา่งแผน่คูข่นาน 

 รูปแบบการกระจายตวัของความเร็วตามแนวแกน y  ท่ีเวลาต่าง ๆ สําหรับปัญหานี ้
สามารถหาผลเฉลยแมน่ตรงได้จาก White [24] โดยมีสมการดงันี ้
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    (5.1) 
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
 

 
    (5.2) 

 ปัญหาดงักล่าวถกูนําไปวิเคราะห์โดยใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้ โดย
เร่ิมจากการสร้างรูปแบบจําลองทางไฟไนต์เอลิเมนต์โดยแบง่โดเมนของปัญหาออกเป็น 2,601 จดุ
ต่อ และ 5,000 เอลิเมนต์ โดยกําหนดให้ความดนัมีค่าเท่ากับศนูย์ตลอดขอบในแนวดิ่งทางด้าน

x 

y 
 

wall 

1.0 

   u, v, t 0, 0, t  

   u, v, t 1, 0, t  
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ซ้ายและขวาของโดเมนการคํานวณ ท่ีค่าเรย์โนลด์นัมเบอร์, Re  เท่ากับ 100 จากนัน้ทําการ
เปรียบเทียบค่าความเร็วตามแนวแกน y  กบัผลเฉลยแม่นตรงท่ีเวลา 0.1, 0.5, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0 
และท่ีสภาวะะอยูต่วั โดยแสดงดงัรูปท่ี 5.2 ซึง่ผลท่ีได้มีความสอดคล้องกนัเป็นอยา่งดี 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
รูปท่ี 5.2  เปรียบเทียบการกระจายตวัของความเร็วท่ีได้จากการคํานวณกบัผลเฉลยแมน่ตรง 

        ของปัญหาการไหลระหวา่งแผน่คูข่นานท่ี Re  = 100 ณ เวลาตา่ง ๆ 
 

5.1.2 ปัญหาการไหลหมุนวนในช่องส่ีเหล่ียม  
 (Unsteady cavity flow) 

 ปัญหาการไหลหมนุวนภายในช่องส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 1 1  เป็นอีกปัญหาหนึ่งท่ี
นํามาใช้ทดสอบความเท่ียงตรงของโปรแกรม โดยกําหนดให้ตลอดขอบด้านบนมีความเร็วใน
แนวแกน x  เท่านัน้ซึ่งมีค่าเท่ากับ 1 ณ เวลาใด ๆ ส่วนอีกสามด้านท่ีเหลือนัน้ถูกกําหนดให้มี
ความเร็วในแนวแกนทัง้สองมีคา่เท่ากบัศนูย์ ดงันัน้ของไหลภายในช่องส่ีเหล่ียมจะเกิดการหมนุวน
ในทิศตามเข็มนาฬิกาดงัแสดงในรูปท่ี 5.3 ซึง่ลกัษณะของการไหลจะขึน้อยูก่บัคา่เรย์โนลด์นมัเบอร์ 
รูปแบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ดงักล่าวประกอบไปด้วย 2,601 จุดต่อ และ 5,000 เอลิเมนต์ ดงั
แสดงในรูปท่ี 5.4  
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รูปท่ี 5.3  ลกัษณะของปัญหาการไหลหมนุวนภายในช่องแคบ 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.4  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการไหลหมนุวนภายในช่องแคบ 
  และเง่ือนไขขอบเขต 

จากนัน้ทําการวิเคราะห์ปัญหาดงักล่าวท่ีค่าเรย์โนลด์เท่ากับ 100 ผลลพัธ์ท่ีได้จากการวิเคราะห์
ปัญหาได้แสดงในรูปท่ี 5.5 โดยรูปท่ี 5.5(ก-ข) แสดงเส้นกระแสการไหล และเส้นชัน้ของความดนั 
ตามลําดบั สําหรับรูปท่ี 5.6 ได้แสดงลกัษณะการกระจายตวัของความเร็ว u  ท่ีตําแหน่ง x  เท่ากบั 
0.5 ตลอด y  ใด ๆ  ท่ีคา่เรย์โนลด์ 100 ท่ีเวลาเท่ากบั 1, 2, 3, 4 โดยทําการเปรียบเทียบกบัผลการ
คํานวณของ Yagawa et al. [25] และท่ีสถานะคงตวั ทําการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ 
Ghia et al. [26] ซึง่ผลการคํานวณท่ีได้มีความสอดคล้องกนัเป็นอยา่งดี รูปท่ี 5.7 แสดงเส้นกระแส
การไหล เส้นชัน้ของความดนัและแสดงลกัษณะการกระจายตวัของความเร็ว u  ท่ีตําแหน่ง x  = 

vortex 1 vortex 2 
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0.5 ตลอด y  ใด ๆ  และการกระจายตวัของความเร็ว v  ท่ีตําแหน่ง y  = 0.5 ตลอด x  ใด ๆ ท่ีคา่
เรย์โนลด์นมัเบอร์เท่ากบั 1,000, 5,000 และ 10,000 ตามลําดบั โดยทําการเปรียบเทียบกบัผลการ
คํานวณของ Ghia et al. [26] ท่ีสภาวะอยู่ตวั จากตารางท่ี 5.1 แสดงการเปรียบเทียบค่าฟังก์ชนั
การไหล (stream function) ท่ีตําแหน่งจดุศนูย์กลางของการหมนุ ณ ตําแหน่งตา่ง ๆ ท่ีแสดงในรูป
ท่ี 5.4 ทางด้านขวามือ โดยเปรียบเทียบกบัผลการคํานวณของ Ghia, et al. [26] และ Choi, et al. 
[6] ผลท่ีได้สอดคล้องกนัเป็นอยา่งดี 

 

 

 

 

 

 (ก)  เส้นกระแสการไหล (ข)  เส้นชัน้ของความดนั 

รูปท่ี 5.5  สภาวะการไหลสําหรับปัญหาการไหลหมนุวนภายในช่องแคบท่ีคา่เรย์โนลด์เท่ากบั 100 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.6  การเปรียบเทียบการกระจายตวัของความเร็วท่ีคา่เรย์โนลด์เท่ากบั 100 ณ ท่ีเวลาตา่ง ๆ 
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u(x = 0.5, y)

v(x, y = 0.5) 
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(ก)  Re  = 1,000 

 

 

 

 

 

(ข)  Re  = 5,000 

 

 

 

 

 

(ค)  Re  = 10,000 

รูปท่ี 5.7  แสดงเส้นกระแสการไหล เส้นชัน้ของความดนัและแสดงลกัษณะการกระจายตวัของ 
         ความเร็วท่ีคา่เรย์โนลด์เท่ากบั (ก) 1,000 (ข) 5,000 และ (ค) 10,000 ตามลําดบั 
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5.1.3 ปัญหาการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดรูปส่ีเหล่ียม
จัตุรัส (Unsteady free convection in square enclosure) 

ในปัญหานีจ้ะทําการเปรียบเทียบผลลพัธ์เชิงตวัเลขกับนักวิจัยท่านอ่ืนเพ่ือทดสอบ
ความเท่ียงตรงของโปรแกรม โดยปัญหานีป้ระกอบไปด้วยช่องส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาดกว้าง 1 1  
ภายในบรรจุของไหลอยู่ ผนงัด้านบนและผนงัด้านล่างเป็นฉนวน ส่วนผนงัด้านซ้ายมีอณุหภมูิสงู
เท่ากบั 1 ในขณะท่ีผนงัด้านขวามีอณุหภมูิต่ําเท่ากบั 0 ซึง่ความแตกตา่งของอณุหภมูิจะทําให้ของ
ไหลเกิดการหมนุวนขึน้ในช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุส และมีแรงเน่ืองจากแรงโน้มถ่วงดงัแสดงในรูปท่ี 5.8 
รวมทัง้แสดงรูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ซึง่ประกอบไปด้วย 2,601 จดุตอ่ และ 5,000 เอลเิมนต์ 

ตารางท่ี 5.1  การเปรียบเทียบคา่ฟังก์ชนัการไหลท่ีตําแหนง่จดุศนูย์กลางของการหมนุโดย  
       เปรียบเทียบกบัวธีิอ่ืน ๆ 

 
 Re Ghia, et al. [26] Choi, et al. [6] Present 
     

Primary vortex 400 -0.1139 -0.1135 -0.1140 
 1,000 -0.1179 -0.1207 -0.1194 
 5,000 -0.1190 -0.1255 -0.1248 
 10,000 -0.1197 -0.1257 -0.1259 
     

Vortex 1 400 6.423 E-4 6.010 E-4 6.043 E-4 
 1,000 1.751 E-3 1.682 E-3 1.666 E-3 
 5,000 3.083 E-3 3.749 E-3 3.118 E-3 
 10,000 3.418 E-3 4.493 E-3 3.230 E-3 
     

Vortex 2 400 1.419 E-5 1.030 E-5 1.411 E-5 
 1,000 2.311 E-4 2.205 E-4 2.451 E-4 
 5,000 1.361 E-3 1.334 E-3 1.488 E-3 
 10,000 1.518 E-3 1.579 E-3 1.822 E-3 
     

Vortex 3 5,000 1.456 E-3 1.288 E-3 1.390 E-3 
 10,000 2.421 E-3 2.372 E-3 2.600 E-3 
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รูปท่ี 5.8  ปัญหาการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในชอ่งส่ีเหล่ียมจตัรัุส 

 ในขัน้ตอนการวิเคราะห์สภาวะการไหลสําหรับปัญหานีไ้ด้กําหนดให้พรันด์เทิลนัม
เบอร์ (Prandtl Number; Pr ) มีค่าเท่ากับ 0.7 ค่าพรันด์เทิลนัมเบอร์นีแ้สดงอัตราส่วนของการ
แพร่กระจายของโมเมนตมั (momentum diffusivity) กบัการแพร่กระจายของพลงังานความร้อน 
(thermal diffusivity) [20] ดงันี ้

 Pr
c

k

 
 


    (5.3) 

โดยท่ี   แทนค่าการแพร่กระจายของความร้อนของของไหล ซึ่งเป็นอตัราส่วนของการนําความ
ร้อนกบัความสามารถในการจคุวามร้อนดงัสมการ 

  k

c



    (5.4) 

และกําหนดให้ค่าเรย์เลห์นมัเบอร์ (Rayleigh number; Ra ) มีค่าเท่ากบั 103 ,104 และ 105 ค่า  
เรย์เลห์นมัเบอร์จะแสดงอตัราส่วนของแรงลอยตวัเน่ืองจากอณุหภมูิกบัแรงของความหนืดในของ
ไหลดงันี ้

 Ra
3g TL




    (5.5) 

โดยท่ี L  แทนค่าความยาวเฉพาะ (characteristic length) ของปัญหา ในงานวิจยันีจ้ะใช้ค่า L  
เท่ากบั 1 จากนัน้ทําการเปรียบเทียบผลลพัธ์ท่ีคํานวณได้ในกรณีของคา่ Ra  เท่ากบั 103, 104 และ 
105 ณ เวลาตา่ง ๆ ดงัแสดงในรูปท่ี 5.9, 5.10 และ 5.11 ตามลําดบั โดยจะแสดงการเปรียบเทียบ
ค่าความเร็ว v  ตลอดแนวแกน x  ท่ีระดบักึ่งกลางความสงูของช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุส และแสดงการ
เปรียบเทียบของอุณหภูมิ T  ตลอดแนวเดียวกัน โดยทําการเปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ 
Sai, et al. [17] ผลลพัธ์ท่ีได้เป็นท่ีน่าพอใจ 

   u, v, T / y 0,0,0  
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(ก)  ความเร็วไร้มิติ 

 

 

 

 

 

 

 

 

(ข)  อณุหภมูิไร้มิต ิ

รูปท่ี 5.9  การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอณุหภมูิไร้มิต ิ
                             ตลอดแนวแกน x  ท่ีคา่เรย์เลห์นมัเบอร์เท่ากบั 103 ณ เวลาตา่ง ๆ  
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(ก)  ความเร็วไร้มิติ 

 

 

 

 

 

 

 

 

(ข)  อณุหภมูิไร้มิต ิ

รูปท่ี 5.10  การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอณุหภมูิไร้มิต ิ
                              ตลอดแนวแกน x  ท่ีคา่เรย์เลห์นมัเบอร์เท่ากบั 104 ณ เวลาตา่ง ๆ  
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(ก) ความเร็วไร้มิต ิ

 

 

 

 

 

 

 

 

(ข)  อณุหภมูิไร้มิต ิ

รูปท่ี 5.11  การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอณุหภมูิไร้มิต ิ
                              ตลอดแนวแกน x  ท่ีคา่เรย์เลห์นมัเบอร์เท่ากบั 105 ณ เวลาตา่ง ๆ  
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จากตารางท่ี 5.2 แสดงการเปรียบเทียบคา่นสัเซลิท์นมัเบอร์เฉล่ียท่ีผนงัร้อน, x 0Nu  โดย
เปรียบเทียบกบัผลการทดลอง [27] และผลจากการคํานวณตา่ง ๆ [6, 17, 28] ซึง่ผลท่ีได้ให้คา่ท่ี
สอดคล้องกนัเป็นอยา่งดี 

 

 

 

 

 

 

 

 
5.1.4 ปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านทรงกระบอกกลม  

(Transient flow over a heated circular cylinder) 

 ในปัญหานีเ้ป็นอีกหนึ่งปัญหาท่ีใช้ในการตรวจสอบความถกูต้องสําหรับปัญหาการ
ถ่ายเทความร้อนผ่านทรงกระบอกร้อนท่ีสภาวะไม่อยู่ตวั ลกัษณะโดยทัว่ไปของปัญหานีเ้ม่ือการ
ไหลมีค่าเรย์โนลด์นมัเบอร์ไม่มากนกัปัญหาดงักล่าวจะเป็นการไหลท่ีสภาวะอยู่ตวัและจะเกิดการ
ไหลหมนุวนขึน้บริเวณด้านหลงัของวตัถรูุปทรงกระบอก เม่ือเพิ่มคา่เรย์โนลด์นมัเบอร์จนถึงคา่หนึ่ง
ขนาดของการไหลหมนุวนนัน้จะมีขนาดท่ีใหญ่ขึน้ แต่ถ้าเพิ่มค่าเรย์โนลด์นมัเบอร์มากขึน้เล่ือย ๆ 
จนถึงค่าหนึ่งปัญหาดงักล่าวจะเป็นการไหลท่ีสภาวะไม่อยู่ตวัและจะเกิดการไหลบริเวณด้านหลงั
ของทรงกระบอกเป็นการไหลหมนุวนแบบซํา้ไปซํา้มา สว่นในงานวิจยันีจ้ะศกึษาการไหลท่ีสภาวะ
ไม่อยู่ตวัท่ีคา่เรย์โนลด์นมัเบอร์, Re  เท่ากบั 100 และคา่แพรนด์เทิลนมัเบอร์, Pr  เท่ากบั 0.71 
โดยทําการเปรียบเทียบกบัผลลพัธ์เชิงตวัเลขจากนกัวิจยัท่านอ่ืน ๆ ลกัษณะของปัญหานีป้ระกอบ
ไปด้วยช่องทางการไหลขนาด 8 16 โดยขอบทางด้านซ้ายมือมีของไหลผ่านเข้ามาด้วยอณุหภมูิ
ต่ําและค่อย ๆ ไหลผ่านวตัถทุรงกระบอกท่ีมีอณุหภมูิสงูจนเกิดการแลกเปลี่ยนความร้อนแล้วไหล
ออกทางขอบด้านขวามือ สว่นขอบด้านบนและด้านล้างเป็นแบบสมมาตรดงัแสดงในรูปท่ี 5.12 รูป

ตารางท่ี 5.2  การเปรียบเทียบคา่นสัเซลิท์นมัเบอร์เฉล่ียท่ีผนงัร้อนโดยเปรียบเทียบกบัวิธีอ่ืน ๆ 
 

คา่นสัเซลิท์นมัเบอร์เฉล่ียท่ีผนงัร้อน (เปอร์เซน็ต์ความคลาดเคล่ือนเปรียบเทียบกบั [27]) 

Ra 103 104 105 

de Vahl Davis [27] 
(Benchmark) 

1.117 2.238 4.509 

Choi, et al. [6] 1.143 (2.33%) 2.264 (1.16%) 4.530 (0.47%) 
Sai, et al. [17] 1.131 (1.25%) 2.289 (2.28%) 4.687 (3.95%) 
Leal, et al. [28] 1.118 (0.09%) 2.248 (0.44%) 4.562 (1.18%) 
Present 1.117 (0.00%) 2.234 (0.18%) 4.466 (0.95%) 
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แบบจําลองไฟไนต์เอลิเมนต์ดงักล่าวประกอบไปด้วย 6,485 จุดต่อ และ 12,734 เอลิเมนต์ ดงั
แสดงในรูปท่ี 5.13 จากนัน้ทําการวิเคราะห์ปัญหาดงักล่าวท่ีค่าเรย์โนลด์เท่ากบั 100 ผลลพัธ์ท่ีได้
จากการวิเคราะห์ปัญหาได้แสดงในรูปท่ี 5.14 โดยรูปท่ี 5.14 แสดงเส้นกระแสความเร็ว u  เส้น
กระแสการไหล และเส้นชัน้ของอณุหภมูิเรียงจากด้านซ้ายไปขวาตามลําดบั ท่ีเวลาเท่ากบั 10, 20, 
30, 50 และ 80 จากนัน้ทําการเปรียบเทียบคา่ความเร็ว v  ท่ีตําแหน่งกึ่งกลางของช่องทางการไหล
ออกตรงตําแหน่งจุด Q  ท่ีแสดงในรูปท่ี 5.12 ขณะท่ีเวลาเปล่ียนแปลงไปกบัผลการคํานวณของ 
Malan, et al. [29] และ Sampaio, et al. [30] ดงัแสดงในรูปท่ี 5.15 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.12  ลกัษณะของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผา่นทรงกระบอกกลม 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.13  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผา่นทรงกระบอกกลม 

u(t)=1 

v(t)=0 

T(t)=0 

u(t) = v(t) = 0, T(t) = 1

v(t) = 0, T/y = 0

p = 0 

Q 

16

8 

4 

x 

y 

v(t) = 0, T/y = 0

4 
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รูปท่ี 5.14  แสดงเส้นความเร็ว u  เส้นกระแสการไหล เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ
                ท่ีเวลาเทา่กบั 10, 20, 30, 50 และ 80  

เส้นชัน้ความเร็ว u   เสน้กระแสการไหล เสน้ชั้นของอุณหภูมิ 

t = 20 

t = 30 

t = 10 

t = 50 

t = 80 
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 รูปท่ี 5.16 แสดงคา่นสัเซิลนมัเบอร์ท่ีตําแหน่งตา่ง ๆ บนผิวของทรงกระบอกร้อน โดย
นํามาเปรียบเทียบกบัผลการคํานวณของ Yoon, et al. [31] ผลลพัธ์ท่ีได้สอดคล้องกนัเป็นอย่างดี 
หลงัจากนัน้จึงคํานวณหาค่าเฉลี่ยของนสัเซิลนมัเบอร์ Nu  ตลอดขอบผิวทรงกระบอกมีคา่เท่ากบั 
5.058 แล้วนํามาเปรียบเทียบกับ Yoon, et al. แสดงค่าเฉล่ียของนัสเซิลนัมเบอร์ไว้ในรูปของ
สมการ (5.6-5.7) โดยเปอร์เซน็ต์ความคลาดเคล่ือนมีคา่เท่ากบั 1.36% 

 
0.5Nu 0.082Re 0.734Re      (5.6) 

โดยท่ี 0.0850.05 0.226Re     (5.7) 

 

 

 

 

 

 

 
รูปท่ี 5.15  การเปรียบเทียบคา่ความเร็ว v ท่ีตําแหน่ง Q  ณ เวลาตา่ง ๆ 

 

 

 

 

 

  

รูปท่ี 5.16  คา่นสัเซลินมัเบอร์ท่ีตําแหน่งตา่ง ๆ บนผิวของทรงกระบอกร้อน 
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5.1.5 ปัญหาการไหลระหว่างแผ่นคู่ขนานพร้อมการถ่ายเทความร้อนกับโครงสร้าง 
(Conjugate Couette flow problem in parallel plate channel) 

สําหรับปัญหาการไหลระหว่างแผ่นคู่ขนานท่ีมีการถ่ายเทความร้อนกับโครงสร้างนี ้
เป็นปัญหาพืน้ฐานท่ีใช้ในการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดษิฐ์ขึน้สําหรับปัญหาการไหล
โดยมีการถ่ายเทความร้อนกบัโครงสร้าง ได้แสดงในรูปท่ี 5.17 โดยท่ีแผ่นด้านบนเป็นแผ่นบางท่ีมี
อุณหภูมิต่ํา ( T = 0) แล้วมีการเคล่ือนท่ีของความเร็วในแนวแกน x  เท่ากับ 1 ในขณะท่ีแผ่น
ด้านล่างเป็นผนังท่ีมีความหนาเท่ากับ 0.25 และไม่มีการเคล่ือนท่ี โดยท่ีขอบด้านล้างของผนัง       
( y= 0) มีอุณหภูมิสูง ( T = 1) และกําหนดให้ระยะห่างระหว่างแผ่นคู่ขนานเท่ากับ 0.5 โดย
ลกัษณะของปัญหานีส้ามารถหาผลเฉลยแม่นตรงได้ [24] โดยผลเฉลยแม่นตรงของค่าความเร็ว
และอณุหภมูิเป็นดงันี ้

 u(y) 2y 0.5    (5.8) 

  sf

sf

2K
T(y) 1.5 y

2K 1
 


 (5.9) 

โดยท่ี s
sf

f

k
K

k
   

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.17  ลกัษณะของปัญหาการไหลระหวา่งแผน่คูข่นานพร้อม 
                                         การถ่ายเทความร้อนกบัโครงสร้าง 

Fluid 

T = 1 

 u = 1 

Solid 

T = 0 

x

y 

0.50 

0.25 

สมัประสทิธิก์ารนําความรอ้นในโครงสรา้ง 
สมัประสทิธิก์ารนําความรอ้นในของไหล 
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ปัญหาดงักลา่วถกูนําไปวิเคราะห์โดยใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดษิฐ์ขึน้โดยเร่ิม
จากการสร้างรูปแบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ดงัแสดงในรูปท่ี 5.18 ซึง่ประกอบไปด้วย 1,364 จดุ
ตอ่และ 2,580 เอลเิมนต์ โดยกําหนดให้ความดนัมีคา่เทา่กบัศนูย์ตลอดขอบในแนวดิง่ทางด้านซ้าย
และขวาของโดเมนการคํานวณ โดยผลลพัธ์ท่ีได้จากการคํานวณจะมีลกัษณะการกระจายตวัของ
เวกเตอร์ความเร็วดงัแสดงในรูปท่ี 5.19 และการกระจายตวัของอณุหภมูิท่ีคา่ sfK  เท่ากบั 0.1, 1 
และ 10 ตามลําดบั ดงัแสดงในรูปท่ี 5.20 จากรูปจะเห็นได้วา่เม่ืออตัราสว่นของสมัประสทิธ์ิการ
ถ่ายเทความร้อนมีคา่เพิ่มขึน้การถ่ายเทความร้อนจะดียิง่ขึน้ 
 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.18  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการไหลระหวา่งแผน่คูข่นาน 
                               พร้อมการถ่ายเทความร้อนกบัโครงสร้าง 

 

 

 

 

 

 
รูปท่ี 5.19  เวกเตอรค์วามเรว็ของปญัหาการไหลระหวา่งแผน่คูข่นาน 

  ทีม่กีารถ่ายเทความรอ้นกบัโครงสรา้ง 
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(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิ sfK  เท่ากบั 0.1 

 

 

 

 

 

(ข)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิ sfK  เท่ากบั 1 

 

 

 

 

 

(ค)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิ sfK  เท่ากบั 10 

รูปท่ี 5.20  ลกัษณะการกระจายของอณุหภมูิของปัญหาการไหลระหวา่งแผน่คูข่นาน 
                           พร้อมการถ่ายเทความร้อนกบัโครงสร้างท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ 
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 ในรูปท่ี 5.21 เป็นการเปรียบเทียบผลลพัธ์ท่ีได้จากการคํานวณกบัผลเฉลยแมน่ตรงท่ีคา่ 

sfK  เทา่กบั 0.1, 1 และ 10 โดยผลลพัธ์ท่ีได้มีคา่ความผิดพลาดของความเร็วและคา่ของอณุหภมูิ
มีคา่เทา่กบั 0.01% และ 0.04% ตามลําดบั ซึง่ให้ผลเป็นท่ีน่าพอใจ 
 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.21  การเปรียบเทียบการกระจายตวัของความเร็วและอณุหภมูิท่ีได้จากการคํานวณ 
           กบัผลเฉลยแมน่ตรงท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ 

5.1.6 ปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอุปกรณ์แลกเปล่ียนความร้อน  
(Conjugate counter flow heat exchanger) 

สําหรับปัญหานีเ้ป็นปัญหาสําหรับการตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรม
คอมพิวเตอร์ท่ีพฒันาขึน้ โดยจะนําผลลพัธ์ท่ีได้จากการคํานวณมาเปรียบเทียบกบัผลการคํานวณ
ด้วยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของ Chen and Han [32] โดยมีลักษณะของปัญหาเป็นอุปกรณ์
แลกเปล่ียนความร้อนท่ีมีการไหลสวนทางกนัและมีแผ่นเหล็กเป็นตวักลางในการแลกเปลี่ยนความ
ร้อนโดยมีปลายทัง้สองเป็นฉนวน สําหรับช่องทางไหลทัง้สองมีทิศทางการไหลสวนทางกนั มีขอบ
ด้านบนและด้านลา่งเป็นฉนวน ดงัแสดงในรูปท่ี 5.22 ช่องทางการไหลทัง้สองมีขนาดเท่ากบัความ
หนาของแผน่เหลก็ a  เท่ากบั 0.1 และ L  มีคา่เท่ากบั 1.0 โดยท่ีมีช่องทางการไหลข้างบนเป็นของ
ไหลท่ีมีอณุหภมูิสงูไหลเข้ามาด้วยความเร็ว 1u  = 0.2 อณุหภมูิ 1T  = 800 และคา่เรย์โนลด์ Re  = 
133 สว่นช่องทางการไหลข้างลา่งเป็นของไหลท่ีมีอณุหภมูิต่ําไหลเข้ามาด้วยความเร็ว 2u  = 0.1 
อณุหภมูิ 2T  = 300 และค่าเรย์โนลด์ Re  = 66 ปัญหานีจ้ะคิดคา่ พรันด์เทิลนมัเบอร์ Pr  = 0.75
และอตัราสว่นของการแพร่กระจายความร้อนระหว่างของแข็งและของไหล sf  = sfK  จากนัน้ทํา
การสร้างรูปแบบจําลองทางไฟไนต์เอลิเมนต์ซึ่งประกอบไปด้วย 1,763 จุดต่อ และ 3,360 เอลิ
เมนต์ ดงัแสดงในรูปท่ี 5.23 

u, velocity 
T  at  Ksf = 10.0 
T  at  Ksf =  1.0 

 Exact Solution 
T  at  Ksf =  0.1 
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รูปท่ี 5.22  ลกัษณะของปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์ 

     แลกเปล่ียนความร้อน 

 

 
 

รูปท่ี 5.23  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการไหลแบบสวนทางภายใน 
                              อปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อน 

 

 
 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิ sfK  เท่ากบั 1 

 

 
 

(ข)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิ sfK  เท่ากบั 5 

 

 
 

(ค)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิ sfK  เท่ากบั 10 

รูปท่ี 5.24  ลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิของปัญหาการไหลแบบสวนทางภายใน 
            อปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อนท่ีมีการไหลสวนทางกนัท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ 
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รูปท่ี 5.25 แสดงการเปรียบเทียบการกระจายตวัของอณุหภมูิกบัผลการคํานวณของ 
Chen and Han ในปัญหานีจ้ะพบว่าการถ่ายเทความร้อนภายในบริเวณของแข็งเกิดการ
เปล่ียนแปลงอุณหภูมิ ท่ีมีลักษณะเป็นเส้นตรง เ น่ืองจากมีการถ่ายเทความร้อนแบบการ
แพร่กระจาย ส่วนในบริเวณของไหลการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิมีลกัษณะเป็นเส้นโค้งเน่ืองจากมี
การถ่ายเทความร้อนแบบแพร่กระจายและแบบพาความร้อน จากผลการคํานวณเม่ือคา่อตัราสว่น
ของสมัประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อน sfK  เพิ่มขึน้การแลกเปล่ียนความร้อนระหว่างของเหลวจะดี
ขึน้โดยสามารถอธิบายได้ในรูปท่ี 5.25 ซึง่แสดงการกระจายของอณุหภมูิท่ีตําแหน่ง กึ่งกลางของ
ปัญหา ( x  = 0.5) ตลอดแนวแกน y  ท่ีคา่ sfK  เท่ากบั 0.1, 1, 5 และ 10 โดยทําการเปรียบเทียบ
กบัผลการคํานวณของ Chen and Han [32] ท่ีคา่ sfK  = 5 พบวา่ผลท่ีได้มีความสอดคล้องกนั 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.25  การเปรียบเทียบคา่อณุหภมูิท่ีได้จากการคํานวณกบัผลลพัธ์ของ Chen and Han  
 ท่ีตําแหน่ง x = 0.5 ตลอดแกน y  ของปัญหาการถ่ายเทความร้อนแบบคอนจเูกต 
 ในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อนท่ีมีการไหลสวนทางกนัท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ  
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5.2 ตรวจสอบโปรแกรมสาํหรับวิเคราะห์ปัญหาความเค้นอันเน่ืองมาจากอุณหภมูิ 

 ในหวัข้อตอ่ไปนีจ้ะทําการตรวจสอบความถกูต้องของโปรแกรมวิเคราะห์ปัญหาความ
เค้นอนัเน่ืองมาจากอณุหภมูิ โดยทัง้สองปัญหาท่ีจะนํามาตรวจสอบความถกูต้องนัน้จะทําการแทน
คา่อณุหภมูิท่ีถกูต้องลงไปยงัโดเมนของปัญหาด้วย เน่ืองจากโปรแกรมท่ีได้ประดิษฐ์ขึน้นีใ้ช้สําหรับ
นําค่าของอุณหภูมิและแรงท่ีกระทําจากภายนอกเพ่ือมาคํานวณหาค่าการเคล่ือนตัวเท่านัน้ 
จากนัน้จึงนําค่าการเคล่ือนตวัท่ีได้มาคํานวณหาค่าความเค้นเฉือนและค่าความเค้นในแนวแกน  
x  และ y  โดยจะทําการทดสอบกบัปัญหาท่ีมีผลเฉลยแมน่ตรง 2 ปัญหาดงันี ้

5.2.1 ปัญหาแผ่นส่ีเหล่ียมที่มีอุณหภมูิเปล่ียนแปลงเชิงเส้นตามความยาว 

 ลกัษณะของปัญหาเป็นแผ่นส่ีเหล่ียมขนาด 101 mm มีอณุหภมูิท่ีขึน้กบัระยะทาง 
x  ด้วยความสัมพันธ์เชิงเส้น T(x) 30 3x   โดยตลอดขอบทางซ้ายจะมีอุณหภูมิเท่ากับ 

30C ส่วนตลอดขอบทางด้านขวามีอุณหภูมิเท่ากับ 60C ดงัแสดงในรูปท่ี 5.26 ส่วนขอบทาง
ด้านซ้ายจะไม่มีการเคล่ือนท่ีทางแกน x  และท่ีจดุ (0,0) กําหนดให้ถกูตรึงกบัผนงั ส่วนคณุสมบตัิ
ทางกลของแผ่นส่ีเหล่ียมนีคื้อ คา่โมดลูสัของความยืดหยุ่น E  = 71,705.5 N/mm2 คา่อตัราสว่น

ปัวส์ซง   = 0.29 และสมัประสทิธ์ิการขยายตวั   = 1.2710-5 mm/mm-C 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.26 ลกัษณะของปัญหาแผน่ส่ีเหล่ียมท่ีมีอณุหภมูิเปล่ียนแปลงเชิงเส้นตามความยาว 

ปัญหานีมี้ผลเฉลยแมน่ตรงดงันี ้[33] 
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โดย u(x)  คือคา่การเคล่ือนตวัในแนวแกน x  
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การคํานวณค่าการเคล่ือนตวับนแผ่นส่ีเหล่ียมดงัท่ีแสดงข้างต้นโดยใช้โปรแกรมท่ีได้
ประดิษฐ์ขึน้นี ้จะเร่ิมต้นจากการแบง่ขอบเขตของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ จํานวน 205 จดุ
ต่อ 320 เอลิเมนต์ ดังแสดงในรูปท่ี 5.27 จากนัน้ทําการประยุกต์เง่ือนไขขอบเขตตามท่ีกล่าว

ข้างต้น และกําหนดอณุหภมูิขณะท่ีวสัดไุม่มีความเค้น 0T  เท่ากบั 0C แล้วทําการคํานวณหาค่า
การเคลื่อนตวัท่ีเกิดขึน้ 

รูปท่ี 5.27  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับปัญหาแผน่ส่ีเหล่ียม 
   ท่ีมีอณุหภมูิเปล่ียนแปลงเชิงเส้นตามความยาว 

รูปท่ี 5.28 เป็นการเปรียบเทียบระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน x  ท่ีคํานวณได้จากโปรแกรมกบัผล
เฉลยแมน่ตรง พบวา่มีคา่ความผิดพลาดเท่ากบั 0.123%  

 

 

 

 

 

 

 

 
รูปท่ี 5.28  คา่การเคล่ือนตวัเน่ืองจากความร้อนในแนวแกน x  สําหรับปัญหา 

  แผน่ส่ีเหล่ียมท่ีมีอณุหภมูิเปล่ียนแปลงเชิงเส้นตามความยาว 

ผลเฉลยแมน่ตรง 
ผลการคํานวณ 
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5.2.2 ปัญหาวงแหวนที่มีอุณหภมูิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี 

 ลกัษณะของปัญหาเป็นวงแหวนท่ีมีรัศมีภายใน a  เท่ากบั 100 mm รัศมีภายนอก b  
เท่ากบั 200 mm และวงแหวนมีอณุหภมูิเป็นความสมัพนัธ์เชิงเส้นตรงกบัรัศมี r  ดงันี ้

  T(r) 110 0.4r   (5.11) 

โดยอุณหภูมิตลอดขอบด้านในเท่ากับ 30C และขอบด้านนอกเท่ากับ 70C ดงัแสดงในรูปท่ี 
5.29 โดยท่ีค่าสมัประสิทธ์ิทางกลของวงแหวนคือ ค่าโมดูลสัของความยืดหยุ่น E  = 71,705.5 

N/mm2  คา่อตัราสว่นปัวส์ซง  = 0.29 สมัประสิทธ์ิการขยายตวั   = 1.2710-5 mm/mm-C  

และมีอณุหภมูิท่ีวสัดไุม่มีความเค้น 0T  เท่ากบั 0C ปัญหานีส้ามารถหาผลเฉลยแม่นตรงสําหรับ
กรณีความเค้นในระนาบได้ดงันี ้[33] 

u(r)  =         
3 3

2 3 3 2 2
2 2

0.4 b a
110r 1 r a 1 r 1 a
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               
(5.12) 

r (r)  =  
3 3

3 3 2 2
2 2 2

0.4 E b a
r a r a

3 r b a

  
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 (5.13) 

(r)  =  
3 3

3 3 2 2
2 2 2

0.4 E b a
2 r a r a

3 r b a

  
    

 (5.14) 

โดย u(r)  คือคา่การเคล่ือนตวัในแนวรัศมี 

 เน่ืองจากลักษณะของปัญหามีความสมมาตร ดังนัน้สามารถใช้ขอบเขตในการ
คํานวณเพียง 1 ใน 4 ของวงแหวนได้ ดงัแสดงในรูปท่ี 5.29 การวิเคราะห์ปัญหาจะเร่ิมจากการแบง่
ขอบเขตของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ ซึ่งประกอบไปด้วย 966 จุดต่อ 1,831 เอลิเมนต์ ดงั
แสดงในรูปท่ี 5.30 จากนัน้ประยุกต์เง่ือนไขขอบเขตโดยกําหนดให้ตลอดขอบด้านล่างไม่มีการ
เคล่ือนตัวในแนวแกน y  และตลอดขอบทางด้านซ้ายกําหนดให้ไม่มีการเคล่ือนตัวในแกน x  
รวมทัง้กําหนดอณุหภมูิ T(r)  ตลอดทัง้ขอบเขตการคํานวณ แล้วทําการคํานวณหาคา่การเคล่ือน
ตวัท่ีเกิดขึน้ ค่าการเคล่ือนตวัในแนวรัศมี ความเค้นในแนวรัศมี และในแนว   ท่ีคํานวณได้จาก
โปรแกรมท่ีประดิษฐ์ขึน้ ได้นํามาแสดงเปรียบเทียบกบัผลเฉลยแม่นตรงจากสมการ (5.12)–(5.14) 
ดังแสดงในรูปท่ี  5.31–5.33 ซึ่งมีค่าความผิดพลาดเท่ากับ  0.026%, 1.96% และ  2.93% 
ตามลําดบั   
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รูปท่ี 5.29  ลกัษณะของปัญหาวงแหวนท่ีมีอณุหภมูิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.30  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์สําหรับปัญหาวงแหวน 
  ท่ีมีอณุหภมูิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี 
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รูปท่ี 5.31  การเปล่ียนแปลงของคา่การเคลื่อนตวัตามทิศทางรัศมี ในแนวมมุ  เท่ากบั 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 5.32  ความเค้นในแนวรัศมี r ตามทิศทางรัศมีท่ีมีแนวมมุ  เท่ากบั 0 

ผลเฉลยแมน่ตรง 
ผลการคํานวณ 
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รูปท่ี 5.33  ความเค้นในทิศ  ,   ตามทิศทางรัศมีท่ีมีแนวมมุ   เท่ากบั 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ผลเฉลยแมน่ตรง 
ผลการคํานวณ 
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บทที่  6 

การวเิคราะห์ปัญหาร่วมกันระหว่างการไหล อุณหภมู ิ
และโครงสร้าง 

 ผลกระทบท่ีเกิดร่วมกนัระหว่างการไหล อณุหภมูิ และโครงสร้าง เป็นพฤติกรรมท่ีพบ
ได้ในอุปกรณ์แลกเปล่ียนความร้อน (heat exchanger) หรือการทําความเย็นบนแผงวงจรอิเลก
ทรอนิกส์ (electronics board cooling) เป็นต้น ความเข้าใจในพฤติกรรมเหล่านีจ้ะช่วยให้การ
ออกแบบมีประสิทธิภาพมากขึน้ ในหัวข้อนีจ้ะได้แสดงถึงขัน้ตอนท่ีใช้ในการวิเคราะห์ปัญหา
ร่วมกนัระหว่างการไหล อณุหภมูิ และโครงสร้าง โดยจะเร่ิมจากทําการคํานวณหาพฤติกรรมของ
การไหลและการถ่ายเทความร้อนไปพร้อม ๆ กนั หลงัจากนัน้นําค่าการกระจายตวัของอณุหภมูิท่ี
คํานวณได้จากขัน้ตอนก่อนนีก้บัแรงอนัเน่ืองมาจากความดนัของของไหลท่ีกระทํากบัโครงสร้างมา
คํานวณหาคา่ความเค้นภายในโครงสร้างเป็นลําดบัสดุท้าย ซึง่ในสว่นถดัไปจะแสดงถึงตวัอย่างท่ี
ใช้ในการวิเคราะห์ทัง้หมด 4 ตวัอย่างด้วยกัน โดยตวัอย่างแรกเป็นปัญหาการไหลแบบสวนทาง
ภายในอปุกรณ์แลกเปลี่ยนความร้อน (conjugate counter flow heat exchanger) โดยปัญหานี ้
ได้วิเคราะห์หาคา่การกระจายตวัของอณุหภมูิและความดนัท่ีจดุตอ่ตา่ง ๆ แล้วในบทท่ี 5 ปัญหาท่ี
สองคือปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสโดยท่ีมีผนังนําความร้อน 
(conjugate natural convection in a square cavity with a conducting wall) ปัญหาท่ีสามคือ
ปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านสิ่งกีดขวางทรงส่ีเหล่ียมภายในช่องทางการไหล (forced 
convection cooling across rectangular blocks) และปัญหาสุดท้ายเป็นปัญหาการพาความ
ร้อนแบบอิสระภายในช่องการไหลท่ีมีครีบระบายความร้อน (free convection in channel with 
fins) 

6.1 ปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอุปกรณ์แลกเปล่ียนความร้อน (conjugate 
counter flow heat exchanger) 

ลกัษณะของปัญหาดงักล่าวได้แสดงไว้แล้วในรูปท่ี 5.22 และได้ทําการวิเคราะห์หา
พฤติกรรมของการไหลและการถ่ายเทความร้อนในกรณีท่ีค่าอตัราส่วนสมัประสิทธ์ิการนําความ
ร้อนระหวา่งของแข็งและของไหลมีคา่ตา่ง ๆ กนัเป็นท่ีเรียบร้อยแล้วอีกเช่นเดียวกนั ดงัแสดงในรูปท่ี 
5.24(ก-ค) ในหวัข้อนีจ้ะได้นําเอาคา่การกระจายตวัของอณุหภมูิและความดนัท่ีของไหลกระทํากบั
ของแข็งมาทําการวิเคราะห์หาค่าความเค้นท่ีเกิดขึน้ โดยกําหนดให้ของแข็งท่ีจะทําการวิเคราะห์มี

คา่คณุสมบตัิดงัตอ่ไปนี ้มีคา่โมดลูสัของความยืดหยุ่น 71010 N/m2 คา่สมัประสิทธ์ิการขยายตวั 
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610-6/C คา่อตัราส่วนปัวส์ซงเท่ากบั 0.3 และอณุหภมูิขณะท่ีไม่มีความเค้นคือท่ี 300 K  รูปท่ี 
6.1 แสดงรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์และเง่ือนไขขอบเขตของการวิเคราะห์ปัญหาความเค้นอัน
เน่ืองมาจากอณุหภมูิซึง่ประกอบไปด้วย 451 จดุตอ่ 800 เอลเิมนต์  

 

 
 

รูปท่ี 6.1  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตสําหรับวเิคราะห์ความเค้น 
  ในปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อน 

เม่ือกําหนดอุณหภูมิภายในจุดต่อและค่าความดันท่ีกระทํากับผิวของของแข็งท่ี
คํานวณได้จากบทท่ี 5 แล้ว ต่อไปก็ทําการคํานวณหาค่าความเค้น โดยในรูปท่ี 6.2 (ก-ค) แสดง
ลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิ ( K ) ค่าความเค้นวอนมิสเซส(Von Mises stress, MPa) 
และค่าการเคล่ือนตวัพร้อมกับการเสียรูปขนาด 100 เท่าท่ีเกิดขึน้ภายในของแข็ง ในกรณีท่ีค่า
อตัราสว่นของสมัประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนระหว่างของแข็งและของไหล, sfK  = 1 ตามลําดบั 
สําหรับลกัษณะการกระจายตวัอุณหภมูิ ค่าความเค้นวอนมิสเซสและค่าการเคล่ือนตวัพร้อมกับ
การเสียรูปท่ีเกิดขึน้ภายในของแข็ง ในกรณีท่ีคา่ sfK  = 5 และ 10 ได้แสดงในรูปท่ี 6.3 และ 6.4 
ตามลําดบั 

 
 
 
 
 
 
 

(ก)  การกระจายตวัของอณุหภมู ิ( K ) 

 รูปท่ี 6.2  ผลการคํานวณสําหรับปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความ     
ร้อนในกรณีท่ีคา่ sfK  = 1 

353.4 

487.4 
442.7 

398.1 
755.3 

710.7 
666.0 

621.4 532.1 576.7 
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(ข) คา่ความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็ง (MPa) 

 

(ค) คา่การเคล่ือนตวัพร้อมกบัการเสียรูปขนาด 100 เท่าท่ีเกิดขึน้ภายในของแข็ง 

 รูปท่ี 6.2(ตอ่)  ผลการคํานวณสําหรับปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์ 
               แลกเปล่ียนความร้อนในกรณีท่ีคา่ sfK  = 1 

 

 

 

 

(ก) การกระจายตวัของอณุหภมู ิ( K ) 

 รูปท่ี 6.3  ผลการคํานวณสําหรับปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความ     
ร้อนในกรณีท่ีคา่ sfK  = 5 

381.0 

506.7 
464.8 

422.9 
758.1 

716.2 
674.3 

632.4 548.6 590.5 
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(ข) คา่ความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็ง (MPa) 

 

 

 

(ค) คา่การเคล่ือนตวัพร้อมกบัการเสียรูปขนาด 100 เท่าท่ีเกิดขึน้ภายในของแข็ง 

 รูปท่ี 6.3(ตอ่)  ผลการคํานวณสําหรับปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์ 
               แลกเปล่ียนความร้อนในกรณีท่ีคา่ sfK  = 5 
 

 

 

 

 

(ก) การกระจายตวัของอณุหภมู ิ( K ) 

 รูปท่ี 6.4  ผลการคํานวณสําหรับปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความ     
ร้อนในกรณีท่ีคา่ sfK  = 10 

405.0 
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444.5 
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(ข) คา่ความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็ง (MPa) 

 

 

 

(ค) คา่การเคล่ือนตวัพร้อมกบัการเสียรูปขนาด 100 เท่าท่ีเกิดขึน้ภายในของแข็ง 

 รูปท่ี 6.4(ตอ่)  ผลการคํานวณสําหรับปัญหาการไหลแบบสวนทางภายในอปุกรณ์ 
               แลกเปล่ียนความร้อนในกรณีท่ีคา่ sfK  = 10 

สว่นค่าการเคล่ือนตวัสงูสดุในแนวดิ่งของของแข็งในกรณีท่ีค่า sfK  มีค่าแตกต่างกนัได้แสดงไว้ใน
ตารางท่ี 6.1 ซึ่งเห็นได้ว่ามีระยะการเคล่ือนตวัท่ีน้อยมาก จึงอาจกล่าวได้ว่าไม่มีผลกระทบต่อ
รูปแบบของการไหล 

ตารางท่ี 6.1  คา่การเคล่ือนตวัสงูสดุในแนวดิง่ของของแข็งสําหรับปัญหาการไหลแบบ 
 สวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อน กรณีคา่ sfK  แตกตา่งกนั 
 

 อตัราสว่นสมัประสทิธ์ิการนําความร้อน, sfK  

 1 5 10 

คา่การเคล่ือนตวัสงูสดุในแนวดิง่ (mm)  0.4055  0.4111 0.4021 

164 

188 
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176 
170 

193 
146 
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140 
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6.2 ปัญหาการพาความร้อนแบบอสิระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจัตุรัสโดยที่มีผนังนํา
ความร้อน (Conjugate natural convection in a square cavity with a conducting 
wall) 

ในปัญหานีจ้ะทําการเปรียบเทียบผลลัพธ์เชิงตัวเลขของ Hriberšek & Kuhn [34] 
เพ่ือตรวจสอบความถกูต้องของโปรแกรม ลกัษณะของปัญหาประกอบไปด้วยช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุส
ขนาดกว้าง 11  ซึ่งภายในบรรจุของไหลอยู่ และมีผนังนําความร้อนหนา 0.2 ผนังด้านบนและ
ด้านล่างเป็นฉนวน ผนังด้านซ้ายมีอุณหภูมิสูงเท่ากับ 1 ในขณะท่ีผนังด้านขวามีอุณหภูมิต่ํา   
เท่ากบั 0 ซึง่ความแตกต่างของอณุหภมูิจะทําให้ของไหลเกิดการหมนุวนขึน้ในช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุส 
ปัญหานีจ้ะคดิแรงเน่ืองจากแรงโน้มถ่วง ดงัแสดงในรูปท่ี 6.5 จากนัน้ทําการสร้างรูปแบบจําลองไฟ
ไนต์เอลเิมนต์ประกอบไปด้วย 3,111 จดุตอ่และ 6,000 เอลเิมนต์แสดงในรูปท่ี 6.6 

ในขัน้ตอนการวิเคราะห์สภาวะการไหลสําหรับปัญหานีไ้ด้กําหนดให้พรันด์เทิลนัม
เบอร์ (Prandtl Number; Pr ) มีค่าเท่ากับ 0.71 และอตัราส่วนของการแพร่กระจายความร้อน
ระหว่างของแข็งและของไหล sf  = sfK  ขณะเดียวกนักําหนดให้ค่ากราชอร์ฟนมัเบอร์ (Grashof 
Number; Gr ) มีคา่เท่ากบั 103, 104, 105, 106 และ 107 โดยค่ากราชอร์ฟนมัเบอร์คืออตัราส่วน
ของแรงลอยตวัเน่ืองจากอณุหภมูิกบัแรงของความหนืดในของไหล ดงันี ้

 
2

32 LTg
Gr




  (6.1) 

โดยท่ี L  แทนความยาวเฉพาะ (Characteristic Length) โดยมีคา่เท่ากบั 1  

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 6.5  ลกัษณะของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจตัรัุส 
                           โดยท่ีมีผนงันําความร้อน  

1.0 

T = 0 T = 1 

Solid Fluid 
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รูปท่ี 6.6  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระ 
       ในช่องปิดส่ีเหล่ียมจตัรัุสโดยท่ีมีผนงันําความร้อน 

ผลลพัธ์ท่ีได้จากการคํานวณสําหรับปัญหาดงักลา่วแสดงในรูปท่ี 6.7 (ก-ค) ในรูปท่ี 6.7 (ก) แสดง
เส้นกระแสการไหล ซึง่อธิบายถึงการไหลหมนุวนของของไหลในทิศตามเข็มนาฬิกาอนัเน่ืองมาจาก
ของไหลเกิดการลอยตวัขึน้ในบริเวณผนังด้านซ้ายท่ีมีอุณหภูมิสูงและลอยตวัลงในบริเวณผนัง
ด้านขวาท่ีมีอุณหภมูิต่ําโดยผลท่ีได้จากค่าอตัราส่วนสมัประสิทธ์ิการนําความร้อนในของแข็งต่อ
สมัประสิทธ์ิการนําความร้อนในของไหล sfK  ท่ีค่าต่าง ๆ นัน้ผลท่ีได้ไม่แตกต่างกันมากนกั รูปท่ี 
6.8 (ข-ค) จะแสดงถึงเส้นชัน้ของอุณหภูมิ (Temperature Contours) ท่ีค่า Gr = 103 ขณะท่ี
อตัราสว่นสมัประสทิธ์ิการนําความร้อนในของแข็งตอ่สมัประสิทธ์ิการนําความร้อนในของไหล sfK  
เท่ากบั 1 และ 10 ตามลําดบั 

 

 

 

 

 

 

(ก)  เส้นกระแสการไหล 
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(ข) เส้นชัน้ของอณุหภมูิท่ี sfK  เท่ากบั 1 

 

 

 

 

 

 

(ค)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิ sfK  เท่ากบั 10 

รูปท่ี 6.7  สภาวะการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในชอ่งส่ีเหล่ียมจตัรัุส 
 เม่ือมีผนงันําความร้อนเม่ือคา่ Gr = 103 

จากนัน้ทําการวิเคราะห์สภาวะการไหลสําหรับปัญหานีโ้ดยการทําซํา้โดยเพิ่มคา่กราชอร์ฟนมัเบอร์ 
Gr  มีค่าสงูขึน้เป็น 105 ซึ่งหมายถึงแรงลอยตวัเน่ืองจากความแตกต่างของอุณหภูมิเพิ่มขึน้เป็น 
100 เท่าของกรณีท่ีแล้วหรือค่าความหนืดของของไหลลดลงไป 100 เท่า ซึ่งก่อให้เกิดผลลพัธ์ของ
สภาวะการไหลดงัแสดงในรูปท่ี 6.8 
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ในรูปท่ี 6.8 (ก) จะพบว่ามีการไหลหมนุวนในทิศตามเข็มนาฬิกาเพิ่มขึน้เป็น 2 วง และคา่เส้นชัน้
ของอณุหภมูิท่ี sfK  เท่ากบั 1 และ 10 นัน้บางและแคบลง ดงัแสดงในรูป 6.8 (ข-ค) ในทํานอง
เดียวกันทําการเพ่ิมค่ากราชอร์ฟนัมเบอร์ Gr  ให้ค่าสูงขึน้เป็น 107 โดยแสดงค่าเส้นชัน้ของ
อณุหภมูิท่ี sfK  เท่ากบั 1, 5 และ 10 ตามลําดบั ดงัแสดงในรูปท่ี 6.9 

 

 

 

 

 

 

(ก) เส้นกระแสการไหล 

 

 

 

 

 

 

 
(ข) เส้นชัน้ของอณุหภมูิท่ี sfK  เท่ากบั 1 

รูปท่ี 6.8  สภาวะการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในชอ่งส่ีเหล่ียมจตัรัุส 
            เม่ือมีผนงันําความร้อนเม่ือคา่ Gr = 105 
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(ค)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิ sfK  เท่ากบั 10 

รูปท่ี 6.8(ตอ่)  สภาวะการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุส 
  เม่ือมีผนงันําความร้อนเม่ือคา่ Gr = 105 

 

 

 

 

 

 

 
 

(ก) เส้นชัน้ของอณุหภมูิท่ี sfK  เท่ากบั 1 

รูปท่ี 6.9 สภาวะการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุส 
 เม่ือมีผนงันําความร้อนเม่ือคา่ Gr = 107 
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(ข) เส้นชัน้ของอณุหภมูิท่ี sfK  เท่ากบั 5 

 

 

 

 

 

 

 
 

(ค) เส้นชัน้ของอณุหภมูิท่ี sfK  เท่ากบั 10 

รูปท่ี 6.9(ตอ่)  สภาวะการไหลเน่ืองจากการพาความร้อนในช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุส 
          เม่ือมีผนงันําความร้อนเม่ือคา่ Gr = 107 

จากนัน้แสดงการกระจายความเร็วและอณุหภมูิไร้มิติตลอดแนวแกน x  ท่ีระดบักึ่งกลางความสงู
ของช่องส่ีเหล่ียมจตัรัุสท่ีค่า Gr  เท่ากบั 103, 104 และ 105 ณ เวลาต่าง ๆ ดงัแสดงในรูปท่ี 6.10, 
6.11 และ 6.12 ตามลําดบั 
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         (ก)  ความเร็วไร้มิต ิ

 

 

 

 

 

 

 

 

(ข)  อณุหภมูิไร้มิต ิ

รูปท่ี 6.10  การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอณุหภมูิไร้มิต ิ
                              ตลอดแนวแกน x  ท่ีคา่ Gr = 103 ณ เวลาตา่ง ๆ  
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         (ก)  ความเร็วไร้มิต ิ

 

 

 

 

 

 

 

 

(ข)  อณุหภมูิไร้มิต ิ

รูปท่ี 6.11  การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอณุหภมูิไร้มิต ิ
                              ตลอดแนวแกน x  ท่ีคา่ Gr = 104 ณ เวลาตา่ง ๆ  
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         (ก)  ความเร็วไร้มิต ิ

 

 

 

 

 

 

 

 

(ข)  อณุหภมูิไร้มิต ิ

รูปท่ี 6.12  การเปรียบเทียบลกัษณะการกระจายของความเร็วและอณุหภมูิไร้มิต ิ
                              ตลอดแนวแกน x  ท่ีคา่ Gr = 105 ณ เวลาตา่ง ๆ  
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จากนัน้ทําการตรวจสอบความถกูต้องโดยเปรียบเทียบกบัผลลพัธ์ท่ีได้กบั Hriberšek & Kuhn [34] 
โดยทําการเปรียบเทียบค่าอุณหภูมิและปริมาณความร้อน (Heat Fluxes) ท่ีบริเวณผิวลอยต่อ
ระหว่างของแข็งและของไหล ( x  = 0.0) ตลอดแนวแกน y  ท่ีค่า Gr  = 105 และ 107 ดงัแสดงใน
รูปท่ี 6.13 - 6.14 ตามลําดบั  

 

 

 

 

 

 

 

        (ก)  อณุหภมูิท่ีผิวรอยตอ่ 

 

 

 

  

 

 

              (ข)  ปริมาณความร้อนท่ีผิวรอยตอ่ 

รูปท่ี 6.13  การเปรียบเทียบอณุหภมูิและปริมาณความร้อนท่ีผิวรอยตอ่โดยเปรียบเทียบกบัผล 
               การคํานวณของ Hriberšek & Kuhn ท่ีคา่ sfK  = 1, 5 และ 10 เม่ือคา่ Gr = 105 
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 (ก)  อณุหภมูท่ีิผิวรอยตอ่ 

 

 

 

 

  

 

 

(ข) ปริมาณความร้อนท่ีผิวรอยตอ่ 

รูปท่ี 6.14  การเปรียบเทียบอณุหภมูิและปริมาณความร้อนท่ีผิวรอยตอ่โดยเปรียบเทียบกบัผล 
              การคํานวณของ Hriberšek & Kuhn ท่ีคา่ sfK  = 1, 5 และ 10 เม่ือคา่ Gr = 107 
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จากตารางท่ี 6.2 แสดงการเปรียบเทียบคา่นสัเซลินมัเบอร์เฉล่ียท่ีบริเวณผิวรอยตอ่ระหวา่ง
ของแข็งและของไหล, 0.0xNu   โดยเปรียบเทียบกบัผลการคํานวณของ Hriberšek & Kuhn [34] 
ผลท่ีได้ก็ให้คา่เป็นท่ีน่าพอใจ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 หมายเหต ุ:  ค่านสัเซิลท์นมัเบอร์เฉล่ียท่ีบริเวณผิวรอยต่อ (ค่าความคลาดเคล่ือน % โดย
เปรียบเทียบกบั Hriberšek & Kuhn [34]) 

เม่ือวิเคราะห์การไหลและการถ่ายเทความร้อนทัง้ภายในของไหลและของแข็งเสร็จ
เรียบร้อยแล้ว ขัน้ตอนตอ่ไปก็นําคา่การกระจายตวัของอณุหภมูิท่ีได้และคา่ความดนัมาคํานวณหา
คา่ความเค้นท่ีเกิดขึน้ภายในของแข็ง โดยจะทําการวิเคราะห์ท่ีคา่ Gr  = 103, 105, และ 107 ณ คา่ 

sfK  ต่าง ๆ กนั โดยกําหนดให้ของแข็งท่ีจะทําการวิเคราะห์มีค่าคณุสมบตัิดงัต่อไปนี ้มีค่าโมดลูสั

ของความยืดหยุ่น 71010 N/m2 ค่าสัมประสิทธ์ิการขยายตัว 610-6/C ค่าอัตราส่วนปัวส์ซง
เท่ากับ 0.3 และอุณหภูมิขณะท่ีไม่มีความเค้นคือท่ี 0C สําหรับรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์และ
เง่ือนไขขอบเขตของการวิเคราะห์ปัญหาความเค้นอนัเน่ืองมาจากอุณหภูมิสําหรับตวัอย่างนีไ้ด้
แสดงในรูปท่ี 6.15 ซึง่ประกอบไปด้วย 561 จดุตอ่ 1,000 เอลเิมนต์ 

ตารางท่ี 6.2 การเปรียบเทียบคา่นสัเซลิท์นมัเบอร์เฉล่ียท่ีบริเวณผิวรอยตอ่ 
 

Gr 
คา่นสัเซลิท์นมัเบอร์เฉล่ียท่ีท่ีบริเวณผิวรอยตอ่ระหวา่งของแข็งและของไหล 

Conductivity ratio, sfK   1 5 10 
     

103 Hriberšek and Kuhn [34] 0.87 1.02 1.04 
 Present 0.87 (0.0%) 1.02 (0.0%) 1.04 (0.0%) 
     

104 Hriberšek and Kuhn [34] 1.35 1.83 1.92 
 Present 1.35 (0.0%) 1.83 (0.0%) 1.91 (0.52%) 
     

105 Hriberšek and Kuhn [34] 2.08 3.42 3.72 
 Present 2.08 (0.0%) 3.40 (0.58%) 3.70 (0.54%) 
     

106 Hriberšek and Kuhn [34] 2.87 5.88 6.78 
 Present 2.83 (1.39%) 5.80 (1.36%) 6.69 (1.33%) 
     

107 Hriberšek and Kuhn [34] 3.53 9.07 11.25 
 Present 3.45 (2.27%) 8.73 (3.75%) 10.88 (3.29%) 
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รูปท่ี 6.15  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตสําหรับวิเคราะห์ความเค้นในปัญหา 
                   การพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจตัรัุสโดยท่ีมีผนงันําความร้อน 

รูปท่ี 6.16 - 6.18 แสดงลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิ และค่าความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 
ในกรณีท่ีมีการเปลี่ยนแปลงค่าอตัราส่วนของสมัประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อน sfK  เท่ากบั 1, 5 
และ 10 ตามลําดับ โดยคํานวณท่ีค่า Gr  เท่ากับ 103 ในทํานองเดียวกันแสดงลักษณะการ
กระจายตวัของอณุหภมูิ และคา่ความเค้นวอนมิสเซสท่ีคา่ Gr  เท่ากบั 105 และ 107 ดงัแสดงในรูป
ท่ี 6.19 - 6.24 ตามลําดบั 

 

 

 

 

 
 
 

 
รปูที ่6.16  การกระจายตวัของอุณหภมูแิละคา่ความเคน้วอนมสิเซสภายในของแขง็ของปญัหา 

 การพาความรอ้นแบบอสิระในชอ่งปิดสีเ่หลีย่มจตุัรสักรณทีี ่Gr = 103 และ Ksf = 1 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ (ข)  เส้นชัน้ของความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 

0.980 
0.941 
0.901 
0.862 
0.823 

0.590 
0.569 
0.547 
0.526 
0.504
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รปูที ่6.17  การกระจายตวัของอุณหภมูแิละคา่ความเคน้วอนมสิเซสภายในของแขง็ของปญัหา 
 การพาความรอ้นแบบอสิระในชอ่งปิดสีเ่หลีย่มจตุัรสักรณทีี ่Gr = 103 และ Ksf = 5 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
รปูที ่6.18  การกระจายตวัของอุณหภมูแิละคา่ความเคน้วอนมสิเซสภายในของแขง็ของปญัหา 

 การพาความรอ้นแบบอสิระในชอ่งปิดสีเ่หลีย่มจตุัรสักรณทีี ่Gr = 103 และ Ksf = 10 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ (ข)  เส้นชัน้ของความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ (ข)  เส้นชัน้ของความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 

0.995 
0.985 
0.975 
0.965 
0.955 

0.598 
0.593 
0.588 
0.582 
0.577 

0.599 
0.596 
0.594 
0.591 
0.588 

0.997 
0.992 
0.987 
0.982 
0.977 



 
 
106

 

 

 

 

 

 

 
 
 
รปูที ่6.19  การกระจายตวัของอุณหภมูแิละคา่ความเคน้วอนมสิเซสภายในของแขง็ของปญัหา 

 การพาความรอ้นแบบอสิระในชอ่งปิดสีเ่หลีย่มจตุัรสักรณทีี ่Gr = 105 และ Ksf = 1 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
รปูที ่6.20  การกระจายตวัของอุณหภมูแิละคา่ความเคน้วอนมสิเซสภายในของแขง็ของปญัหา 

 การพาความรอ้นแบบอสิระในชอ่งปิดสีเ่หลีย่มจตุัรสักรณทีี ่Gr = 105 และ Ksf = 5 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ (ข)  เส้นชัน้ของความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ (ข)  เส้นชัน้ของความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 

0.582 
0.527 
0.473 
0.418 
0.364 

0.950 
0.850 
0.751 
0.651 
0.551 

0.600 
0.579 
0.558 
0.537 
0.516 

0.980 
0.961 
0.923 
0.865 
0.826 
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รปูที ่6.21  การกระจายตวัของอุณหภมูแิละคา่ความเคน้วอนมสิเซสภายในของแขง็ของปญัหา 
 การพาความรอ้นแบบอสิระในชอ่งปิดสีเ่หลีย่มจตุัรสักรณทีี ่Gr = 105 และ Ksf = 10 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
รปูที ่6.22  การกระจายตวัของอุณหภมูแิละคา่ความเคน้วอนมสิเซสภายในของแขง็ของปญัหา 

 การพาความรอ้นแบบอสิระในชอ่งปิดสีเ่หลีย่มจตุัรสักรณทีี ่Gr = 107 และ Ksf = 1 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ (ข)  เส้นชัน้ของความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ (ข)  เส้นชัน้ของความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 

0.989 
0.978 
0.956 
0.934 
0.901 

0.601 
0.589 
0.577 
0.565 
0.553 

0.183 

0.572 
0.461 
0.350 
0.239 

0.921 
0.762 
0.603 
0.445 
0.286 
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รปูที ่6.23  การกระจายตวัของอุณหภมูแิละคา่ความเคน้วอนมสิเซสภายในของแขง็ของปญัหา 

 การพาความรอ้นแบบอสิระในชอ่งปิดสีเ่หลีย่มจตุัรสักรณทีี ่Gr = 107 และ Ksf = 5 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
รูปท่ี 6.24  การกระจายตวัของอณุหภมูิและคา่ความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งของปัญหา 

 การพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจตัรัุสกรณีท่ี Gr = 107 และ Ksf = 10 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ (ข)  เส้นชัน้ของความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 

(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ (ข)  เส้นชัน้ของความเค้นวอนมิสเซส(MPa) 

0.606 
0.531 
0.458 

0.384 

0.347 

0.951 
0.852 
0.754 
0.656 
0.557 

0.966 
0.898 
0.830 
0.767 
0.695 

0.612 
0.556 
0.499 

0.443

0.471 

0.387 
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สว่นคา่การเคล่ือนตวัสงูสดุในแนวนอนของของแข็งในกรณีท่ีคา่ sfK  มีคา่แตกตา่งกนัได้แสดงไว้
ในตารางท่ี 6.3 จะพบวา่ระยะการเคล่ือนตวัมีคา่ท่ีน้อยมาก จงึอาจกลา่วได้วา่ไมมี่ผลกระทบตอ่
รูปแบบของการไหล 

ตารางท่ี 6.3  คา่การเคล่ือนตวัสงูสดุในแนวนอนของของแข็งสําหรับปัญหาการพาความร้อน 
 แบบอิสระในช่องปิดส่ีเหล่ียมจตัรัุส กรณีคา่ sfK  แตกตา่งกนั 
 

Gr 
คา่การเคล่ือนตวัสงูสดุในแนวนอน (mm) 

sfK  = 1 sfK  = 5 sfK  = 10 

103 2.06×10-3 2.19×10-3 2.21×10-3 

105 1.88×10-3 2.14×10-3 2.18×10-3 

107 1.51×10-3 1.90×10-3 2.03×10-3 
 

6.3 ปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านส่ิงกีดขวางทรงส่ีเหล่ียมภายในช่องทางการ
ไหล (forced convection cooling across rectangular blocks) 

ลกัษณะของปัญหาจะเป็นช่องการไหลยาวซึง่มีของไหลท่ีปรับตวัเตม็ท่ีแล้วไหลเข้ามา
ทางด้านซ้าย และภายในช่องการไหลนีจ้ะมีครีบระบายความร้อนเป็นทรงสีเหล่ียมวางอยู่ท่ีผนงั
ด้านลา่งจํานวนสามอนั โดยแตล่ะอนัจะมีการผลติความร้อนขึน้เอง ดงัแสดงในรูปท่ี 6.25 พร้อมทัง้
แสดงขนาดของปัญหาและเง่ือนไขขอบเขตท่ีใช้ในการวิเคราะห์ด้วย สําหรับคณุสมบตัิของการไหล
นัน้กําหนดให้ของไหลมีคา่ Re  = 100, 500 และ 1,000 (คํานวณเทียบกบัขนาดช่องการไหลเข้า) 
โดยมีคา่ Pr = 0.7 อตัราสว่นของการแพร่กระจายความร้อนระหว่างของแข็งและของไหล sf  = 

sfK  = 10 ส่วนบริเวณครีบระบายความร้อนทรงสี่เหล่ียมกําหนดให้มีการผลิตความร้อนต่อ
ปริมาตร Q  = 8 จากนัน้ทําการวิเคราะห์ปัญหาโดยการสร้างรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์ประกอบไป
ด้วย 5,653 จุดต่อ 10,933 เอลิเมนต์ ดงัแสดงในรูปท่ี 6.26 จากนัน้รูปท่ี 6.27 แสดงเส้นชัน้ของ
ความดนั เส้นกระแสการไหลและแสดงเส้นชัน้ของอณุหภมูิท่ีคา่ Re  = 100 ตามลําดบั ในทํานอง
เดียวกนัท่ีคา่ Re  = 500 ดงัแสดงในรูปท่ี 6.28 จากผลท่ีได้เม่ือพิจารณาคา่อณุหภมูิไร้หน่วยสงูสดุ
จะเกิดขึน้บริเวณครีบระบายอนัท่ี 3 นบัจากซ้ายมือมีค่าเท่ากบั 0.2813 ดงัแสดงในรูปท่ี 6.27(ค) 
และค่าอณุหภมูิไร้หน่วยสงูสดุในรูปท่ี 6.28(ค) มีคา่เท่ากบั 0.1633 จะเห็นได้ว่าเม่ือทําการเพ่ิมค่า
เรย์โนลด์ให้สงูขึน้ก็จะสามารถระบายความร้อนออกจากครีบระบายความร้อนได้ดียิ่งขึน้ 
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รูปท่ี 6.25  ลกัษณะปัญหาการถ่ายเทความร้อนผา่นสิง่กีดขวางทรงส่ีเหล่ียม 
  ภายในช่องทางการไหล 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 6.26  แบบจําลองไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผา่นสิง่กีดขวาง 
  ทรงส่ีเหล่ียมภายในช่องทางการไหล 

 

 

(ก)  เส้นชัน้ของความดนั 

 

 
(ข)  เส้นกระแสการไหล 

รูปท่ี 6.27  สภาวะการไหลของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผา่นสิง่กีดขวาง 
           ทรงส่ีเหล่ียมภายในช่องทางการไหลท่ีคา่ Re  = 100 

Q Q Q

0.5 0.5 

0.25 

u = v = 0u(y) = 6y(1-y), T = 0
 

 

  

3 9.5 

1 

Not to scale 
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(ค)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ

รูปท่ี 6.27(ตอ่)  สภาวะการไหลของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผา่นสิง่กีดขวาง 
              ทรงส่ีเหล่ียมภายในช่องทางการไหลท่ีคา่ Re  = 100 

 

 

(ก)  เส้นชัน้ของความดนั 

 

(ข)  เส้นกระแสการไหล 

 

 

 

 

(ค)  เส้นชัน้ของอณุหภมู ิ

รูปท่ี 6.28  สภาวะการไหลของปัญหาการถ่ายเทความร้อนผา่นสิง่กีดขวาง 
           ทรงส่ีเหล่ียมภายในช่องทางการไหลท่ีคา่ Re  = 500 

maxT = 0.2813 

maxT = 0.1633 
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ผลการคํานวณในตวัอยา่งนีจ้ะได้นําไปเปรียบเทียบกบัผลการคํานวณของ Davalath 
and Bayazitoglu [35] โดยจะทําการเปรียบเทียบการกระจายตวัของอณุหภมูิท่ีผิวของครีบระบาย
ความร้อนทัง้สามเฉพาะท่ีคา่ Re  เท่ากบั 100 และ 1,000 เทา่นัน้ ดงัแสดงในรูปท่ี 6.29 ผลท่ีได้ให้
คา่สอดคล้องกนั  

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 6.29  เปรียบเทียบการกระจายตวัของอณุหภมูท่ีิผิวของครีบระบายความร้อนทัง้ 3 ท่ีคา่  
                Re เทา่กบั 100 และ 1,000 กบัผลการคํานวณของ Davalath and Bayazitoglu 

 สดุท้ายนําผลลพัธ์ท่ีได้มาใช้เป็นเง่ือนไขขอบเขตเพ่ือทําการคํานวณหาคา่การเคล่ือน
ตวัและค่าความเค้นท่ีเกิดขึน้บนครีบระบายความร้อนทัง้สาม โดยรูปท่ี 6.30 แสดงรูปแบบไฟไนต์
เอลิเมนต์ในส่วนท่ีเป็นของแข็งท่ีจะใช้ในการคํานวณ ซึ่งประกอบไปด้วย 2,073 จุดต่อ 3,780      

เอลิเมนต์ โดยกําหนดคุณสมบตัิของของแข็งดงันี  ้ค่าโมดูลสัของความยืดหยุ่นเท่ากับ 71010 

N/m2 คา่สมัประสทิธ์ิการขยายตวั 610-6/C คา่อตัราสว่นปัวส์ซงเท่ากบั 0.3 และอณุหภมูิขณะท่ี
ไมมี่ความเค้นคือท่ี 0C  

 

 

Davalath, et al. [35] 
Re = 100 
Re = 500 
Re = 1,000 
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รูปท่ี 6.30  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของครีบระบายความร้อนทัง้สามและเง่ือนไขขอบเขต 
       สําหรับปัญหาการถ่ายเทความร้อนผา่นสิง่กีดขวางทรงส่ีเหล่ียมภายใน 

                        ช่องทางการไหล 

จากนัน้ทําการวิเคราะห์เพ่ือหาคา่การเคล่ือนตวั แล้วทําการคํานวณหาค่าความเค้นตามลําดบั รูป
ท่ี 6.31 แสดงการกระจายตวัของค่าความเค้นวอนมิสเซสบนครีบระบายความร้อนทัง้สาม โดยมี
คา่สงูสดุเท่ากบั 239.6 kPa สว่นรูปท่ี 6.32 นัน้แสดงเวกเตอร์การเคลื่อนตวัของแตล่ะจดุตอ่ โดยคา่

การเคลื่อนตวัสงูสดุมีคา่เท่ากบั 5.6510-4 mm ในทํานองเดียวกนัสามารถแสดงคา่ความเค้นวอน
มิสเซสสงูสดุและค่าการเคล่ือนตวัสงูสดุได้ดงัตารางท่ี 6.4 จากตารางพบว่าระยะการเคล่ือนตวัมี
คา่ท่ีน้อยมาก จงึอาจกลา่วได้วา่ไมมี่ผลกระทบตอ่รูปแบบของการไหล 
 

 

 

 

 
รูปท่ี 6.31  การกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิสเซส (kPa) บนครีบระบายความร้อน 

                        ทัง้สามท่ีคา่ Re เท่ากบั 100 
 
 

 

รูปท่ี 6.32  เวกเตอร์แสดงการเคล่ือนตวัของแตล่ะจดุตอ่บนครีบระบายความร้อนทัง้สาม 
                        ท่ีคา่ Re เทา่กบั 100 

116.3 72.7 

101.8 
14.7 43.7 239.6 

29.2 
87.3 
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ตารางท่ี 6.4  แสดงคา่ความเค้นวอนมิสเซสสงูสดุและคา่การเคล่ือนตวัสงูสดุบนครีบระบาย 
                    ความร้อนท่ีคา่ Re  แตกตา่งกนั 
 

Re คา่ความเค้นวอนมิสเซสสงูสดุ (kPa) คา่การเคล่ือนตวัสงูสดุ (mm) 

100 239.6 5.6510-4 

500 134.8 3.1810-4 

1,000 104.6 2.4710-4 

6.4 ปัญหาการพาความร้อนแบบอสิระภายในช่องการไหลที่มีครีบระบายความร้อน 
(free convection in channel with fins) [36] 

ปัญหาสดุท้ายของหวัข้อนีส้ร้างขึน้มาเพ่ือให้มีความซบัซ้อนมากยิ่งขึน้ โดยเป็นการ
วิเคราะห์ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระ โดยลกัษณะของปัญหาประกอบไปด้วยช่องการไหล 2 
ส่วนได้แก่ด้านบนและด้านล่าง โดยขัน้กลางด้วยของแข็งท่ีมีครีบระบายความร้อนอยู่ สําหรับ
รายละเอียดของขนาดต่าง ๆ ได้แสดงในรูปท่ี 6.33 โดยกําหนดให้พืน้ผิวล่างสุด ( y=–0.8) มี
อุณหภูมิเท่ากับ 1 และกําหนดให้พืน้ผิวด้านบนสุด ( y=0.8) มีอุณหภูมิเท่ากับ 0 ส่วนขอบ
ด้านซ้ายและขวาของช่องการไหลทัง้ด้านบนและด้านล่างรวมทัง้ส่วนท่ีเป็นของแข็งถกูกําหนดให้
เป็นผนงัแบบฉนวน 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 6.33  ลกัษณะของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระภายในช่องการไหล 
                                ท่ีมีครีบระบายความร้อน 
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การวิเคราะห์ปัญหาในช่วงแรกจะเร่ิมจากการสร้างรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์ดงัแสดงในรูปท่ี 6.34 
ซึง่ประกอบไปด้วย 4,742 จดุต่อ 9,152 เอลิเมนต์ แล้วทําการกําหนดคณุสมบตัิของของไหลและ
ของแข็งดงันี ้กําหนดให้ของไหลมีคา่ Pr = 0.71 อตัราสว่นของการแพร่กระจายความร้อนระหว่าง
ของแข็งและของไหล sf  = sfK  และค่าสมัประสิทธ์ิการขยายตวัทางความร้อนของของไหล,   
= 100 และอตัราสว่นระหว่างสมัประสิทธ์ิการนําความร้อนของของแข็งและของไหล, sfK  เท่ากบั 
1, 10 และ 100 โดยรูปท่ี 6.35 แสดงเส้นกระแสการไหลท่ีได้จากการคํานวณท่ีคา่ sfK  เท่ากบั 10 
สว่นท่ีค่า sfK  อ่ืน ๆ ผลท่ีได้มีคา่ไม่แตกต่างกนัมากนกั ส่วนลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิ
นัน้ได้แสดงในรูปท่ี 6.36(ก-ค) ท่ีค่า sfK  ต่าง ๆ หลงัจากนัน้แสดงการกระจายตวัของอณุหภมูิท่ี
บริเวณตลอดผิวด้านบนของครีบระบายความร้อนทัง้สาม ท่ี ณ เวลาแตกตา่งกนัท่ีคา่ sfK  เท่ากบั 
1, 10 และ 100 ดงัแสดงไว้ในรูปท่ี 6.37(ก-ค) ตามลําดบั 
 
 

 

 

 
 

รูปท่ี 6.34  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์ของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระ 
                      ภายในช่องการไหลท่ีมีครีบระบายความร้อน 

 

 

 

 
 

รูปท่ี 6.35  เส้นกระแสการไหลของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระ 
                          ภายในช่องการไหลท่ีมีครีบระบายความร้อน 
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(ก)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิคา่ sfK  = 1 
 

 

(ข)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิคา่ sfK  = 10 
 

 

(ค)  เส้นชัน้ของอณุหภมูท่ีิคา่ sfK  = 100 

รูปท่ี 6.36  เส้นชัน้ของอณุหภมูิของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระภายในช่องการไหล 
                       ท่ีมีครีบระบายความร้อนโดยท่ีคา่ sfK  ตา่ง ๆ 
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        (ก)  การกระจายตวัของอณุหภมูท่ีิคา่ sfK  = 1 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       (ข)  การกระจายตวัของอณุหภมูท่ีิคา่ sfK  = 10 

 

 

รูปท่ี 6.37  เปรียบเทียบการกระจายตวัของอณุหภมูิตลอดผิวด้านบนของครีบ 
                                ระบายความร้อนทัง้สาม เม่ือเวลาเปล่ียนแปลงไป ท่ีคา่ sfK  แตกตา่งกนั 
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       (ค)  การกระจายตวัของอณุหภมูท่ีิคา่ sfK  = 100 

 

 

รูปท่ี 6.37(ตอ่)  เปรียบเทียบการกระจายตวัของอณุหภมูิตลอดผิวด้านบนของครีบ 
                                    ระบายความร้อนทัง้สาม เม่ือเวลาเปล่ียนแปลงไปท่ีคา่ sfK  แตกตา่งกนั 
 
จากผลลพัธ์ท่ีได้ข้างต้นนัน้จะเห็นได้ว่าปัญหาดงักล่าวมีลกัษณะสมมาตรท่ีตําแหน่งกึ่งกลางของ
ปัญหา ( x  = 2.5) จึงสง่ผลให้ลกัษณะการกระจายตวัของเส้นกระแสการไหล เส้นชัน้ของอณุหภมูิ
และการกระจายตวัของอุณหภูมิจึงมีลกัษณะสมมาตรตามไปด้วย ในขณะท่ีค่าอัตราส่วนของ
สมัประสิทธ์ิการนําความร้อนระหว่างของแข็งและของไหล sfK  เปล่ียนแปลงไป ท่ีได้แสดงไว้แล้ว
ในรูปท่ี 6.35-6.37 จากนัน้เม่ือพิจารณารูป 6.37(ก-ค) พบว่าเม่ือคา่อตัราสว่นของสมัประสิทธ์ิการ
นําความร้อนระหว่างของแข็งและของไหลคงท่ี ขณะท่ีเวลาเปล่ียนแปลงไปอุณหภูมิท่ีผิวครีบ
ระบายความร้อนเพิ่มสูงขึน้เ ล่ือย ๆ จนเร่ิมเข้าสู่สภาวะอยู่ตัว (steady state) ท่ีค่าหนึ่ง ๆ 
ขณะเดียวกนัเม่ือพิจารณาการกระจายตวัของอณุหภมูิตลอดผิวของครีบระบายความร้อนท่ีสภาวะ
อยู่ตวัในขณะท่ี sfK  เปล่ียนแปลงไปจะเห็นได้ว่ายิ่งค่า sfK  ยิ่งสงูขึน้อุณหภูมิตลอดผิวของครีบ
ระบายความร้อนก็จะยิ่งมีคา่ต่ําเม่ือเท่ียบกบัคา่ sfK  ท่ีน้อยกวา่ 
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สดุท้ายเป็นการนําผลลพัธ์ท่ีได้มาคํานวณหาค่าการเคล่ือนตวัภายในครีบระบายความร้อนทัง้ 3 
โดยรูปท่ี 6.38 เป็นรูปแบบไฟไนต์เอลิเมนต์ของส่วนท่ีเป็นของแข็งซึ่งประกอบไปด้วย 726 จุดต่อ 
1,230 เอลเิมนต์ และสว่นของเง่ือนไขขอบเขตนัน้กําหนดให้จดุตอ่ท่ีมมุด้านลา่งทัง้สองฝ่ังถกูตรึงให้
อยูก่บัท่ี สว่นจดุตอ่อ่ืน ๆ ตลอดขอบด้านซ้ายและด้านขวากําหนดให้เคล่ือนตวัในแนวดิง่เท่านัน้ 
 

 

 

 
 

รูปท่ี 6.38  รูปแบบไฟไนต์เอลเิมนต์และเง่ือนไขขอบเขตสําหรับวเิคราะห์การเคล่ือนตวั 
 ของปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระภายในช่องการไหลท่ีมี 
 ครีบระบายความร้อน 

รูปท่ี 6.39 แสดงลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิพร้อมกบัเวกเตอร์แสดงทิศทางการเคลื่อนตวั
ของแต่ละจดุต่อในขณะท่ีค่าอตัราส่วนของสมัประสิทธ์ิการนําความร้อนระหว่างของแข็งและของ
ไหล sfK  มีค่าเท่ากบั 1 ในขณะเดียวกนัรูปท่ี 6.40 แสดงการกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิส
เซสภายในของแข็งพร้อมกบัคา่การเคล่ือนตวัการเสียรูปขนาด 50,000 เท่า จากนัน้ทําซํา้อีกครัง้
โดยแสดงคา่ตา่ง ๆ ท่ีกลา่วมาแล้วข้างต้นแตเ่พิ่มคา่อตัราสว่นของสมัประสทิธ์ิการถ่ายเทความร้อน
เป็น 10 และ 100 โดยสามารถแสดงได้ในรูปท่ี 6.41 - 6.44 ตามลําดบั  
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 6.39  แสดงลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิพร้อมสําหรับกรณีการพา 
                               ความร้อนแบบอิสระท่ีคา่ sfK เทา่กบั 1 
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รูปท่ี 6.40  แสดงการกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งพร้อมกบัคา่การ    

              เคล่ือนตวัการเสียรูปขนาด 50,000 เท่าสําหรับกรณีการพาความร้อนแบบอิสระ 
                     ท่ีคา่ sfK เทา่กบั 1 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 6.41  แสดงลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิพร้อมสําหรับกรณีการพา 
                               ความร้อนแบบอิสระท่ีคา่ sfK เทา่กบั 10 
 
 
 

 
 
 
 

รูปท่ี 6.42  แสดงการกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งพร้อมกบัคา่การ    
              เคล่ือนตวัการเสียรูปขนาด 50,000 เท่าสําหรับกรณีการพาความร้อนแบบอิสระ 

                     ท่ีคา่ sfK เทา่กบั 10 
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รูปท่ี 6.43  แสดงลกัษณะการกระจายตวัของอณุหภมูิพร้อมสําหรับกรณีการพา 
                               ความร้อนแบบอิสระท่ีคา่ sfK เทา่กบั 100 
 

 
 
 
 
 
รูปท่ี 6.44  แสดงการกระจายตวัของคา่ความเค้นวอนมิสเซสภายในของแข็งพร้อมกบัคา่การ    

              เคล่ือนตวัการเสียรูปขนาด 50,000 เท่าสําหรับกรณีการพาความร้อนแบบอิสระ 
                     ท่ีคา่ sfK เทา่กบั 100 

นอกจากนีส้ามารถแสดงค่าความเค้นวอนมิสเซสสงูสดุและค่าการเคล่ือนตวัสงูสดุได้ดงัตารางท่ี 
6.5 จากตารางพบว่าระยะการเคล่ือนตัวมีค่าท่ีน้อยมาก จึงอาจกล่าวได้ว่าไม่มีผลกระทบต่อ
รูปแบบของการไหล 

ตารางท่ี 6.5  แสดงคา่ความเค้นวอนมิสเซสสงูสดุและคา่การเคล่ือนตวัสงูสดุบนครีบระบาย 
                    ความร้อนท่ีคา่ sfK  แตกตา่งกนั 
 

sfK  คา่ความเค้นวอนมิสเซสสงูสดุ (kPa) คา่การเคล่ือนตวัสงูสดุ (mm) 

1 278.5 1.89510-3 

5 242.6 2.08310-3 

10 240.6 3.31010-3 

100 230.8 3.14210-3 
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 จากตวัอยา่งทัง้หมด 4 ตวัอยา่งท่ีกลา่วมาในบทนีไ้ด้แสดงให้เห็นถึงการใช้ระเบียบวิธี
ไฟไนต์เอลิเมนต์มาประยกุต์ใช้ เพ่ือการวิเคราะห์ร่วมกนัระหว่างปัญหาของไหล ของแข็ง และการ
ถ่ายเทความร้อนทัง้ภายในของไหล และโครงสร้าง อีกทัง้ยงัสามารถหาความเค้นและระยะการ
เคล่ือนตวัท่ีเกินขึน้ในของแข็ง ซึง่เป็นการรวมองค์ความรู้ในหลาย ๆ ด้านมาทําการวิเคราะห์พร้อม
กนั ทําให้สามารถเข้าใจถึงพฤตกิรรมท่ีมีผลเก่ียวข้องกนัของปัญหาทัง้สามสาขาได้เป็นอยา่งดี 
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บทที่ 7 

บทสรุป ปัญหาที่พบและข้อเสนอแนะ 

7.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธ์นีจ้ะเน้นระเบียบวิธีการคํานวณแบบแยกส่วน 4 ขัน้ตอนร่วมกับการใช้
ฟังก์ชนัถ่วงนํา้หนกัด้วยวิธีสตรีมไลน์อปัวินด์ เพทรอฟ-กาเลอร์คนิ โดยใช้เอลเิมนต์สามเหล่ียมแบบ
สามจุดต่อ และใช้วิธีดงักล่าวในการวิเคราะห์ปัญหาร่วมกันระหว่างของไหล ของแข็งและการ
ถ่ายเทความร้อน ซึ่งในส่วนของปัญหาการไหลนัน้จะกําหนดให้เป็นการไหลแบบหนืดชนิดอดัตวั
ไม่ได้ในสองมิติเท่านัน้ ส่วนปัญหาในของแข็งนัน้จะกําหนดให้เป็นปัญหาความเครียดระนาบ
เพ่ือให้สอดคล้องกบัปัญหาในสองมิต ิ

ในการวิเคราะห์ปัญหาร่วมกนัระหวา่งของไหล ของแข็งและการถ่ายเทความร้อนด้วย
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จําเป็นท่ีจะต้องมีความรู้พืน้ฐานในเร่ืองของสมการเชิงอนุพันธ์ท่ี
เก่ียวข้อง ดงันัน้ในบทท่ี 2 จงึได้แสดงถึงระบบสมการเชิงอนพุนัธ์สําหรับปัญหาการไหลแบบหนืดท่ี
สภาวะไม่คงตวัในสองมิติ ซึ่งประกอบไปด้วยสมการเชิงอนุพนัธ์ย้อยได้แก่ สมการอนุรักษ์มวล 
สมการอนรัุกษ์โมเมนตมัในแนวแกน x  และ y  และสมการอนรัุกษ์พลงังาน ตามลําดบั จากนัน้ก็
แสดงถึงสมการเชิงอนุพันธ์ของปัญหาการถ่ายเทความร้อน และการหาค่าความเค้นอัน
เน่ืองมาจากอณุหภมูิภายในของแข็ง อีกทัง้อธิบายถึงขัน้ตอนทัว่ไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
แตใ่นความเป็นจริงนัน้การวิเคราะห์ปัญหาการไหลโดยทัว่ ๆ ไปนัน้มีความยุง่ยากซบัซ้อนเป็นอยา่ง
มาก ซึ่งปัญหาสําคญัประการหนึ่งท่ีทําให้เกิดความยุ่งยากในการวิเคราะห์ปัญหาการไหลก็คือ
ความมีลกัษณะไม่เชิงเส้นของพจน์การพาในสมการอนุรักษ์โมเมนตมั ในขณะเดียวกันต้องการ
ศกึษาการไหลทัง้แบบท่ีมีทัง้สภาวะอยู่ตวัและไม่อยู่ตวั ซึง่ในบทท่ี 3 จึงอธิบายถึงรายละเอียดของ
วิธีการคํานวณแบบแยกส่วน 4 ขัน้ตอนท่ีสามารถนํามาใช้ในการวิเคราะห์ทัง้ปัญหาท่ีมีทัง้สภาวะ
อยู่ตวัและไม่อยู่ตวั รวมทัง้ใช้ฟังก์ชนัถ่วงนํา้หนกัด้วยวิธีสตรีมไลน์อปัวินด์ เพทรอฟ-กาเลอร์คินท่ี
นิยมนํามาใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการไหล เพ่ือลดการสัน่ของคําตอบ อีกทัง้ยงัได้แสดงขัน้ตอน
ในการประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ท่ีสอดคล้องกับสมการเชิงอนุพันธ์ของปัญหาการไหล 
สมการเชิงอนุพนัธ์สําหรับการถ่ายเทความร้อนทัง้ภายในของไหลและโครงสร้าง และสมการเชิง
อนพุนัธ์สําหรับปัญหาความเค้นในโครงสร้างอนัเกิดเน่ืองมาจากอณุหภมูิ ในขณะเดียวกนัระเบียบ
วิธีท่ีใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการไหล อณุหภมูิและโครสร้างท่ีนําเสนอในวิทยานิพนธ์นีย้งัสามารถ
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ท่ีจะใช้ฟังก์ชนัการประมาณภายในของความเร็ว ความดนัและอณุหภมูิท่ีอนัดบัเท่ากนัได้ (equal-
order interpolation function) ทําให้การประดิษฐ์เอลิเมนต์เมตริกซ์และไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรม
คอมพิวเตอร์สามารถท่ีจะทําความเข้าใจได้โดยง่าย สําหรับเอลิเมนต์เมตริกซ์ท่ีถกูสร้างขึน้ในบทท่ี 
3 นีจ้ะอยูใ่นรูปแบบท่ีสามารถนําไปประดษิฐ์เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้โดยตรง  

ในบทท่ี 4 เป็นการอธิบายโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีประดิษฐ์ขึน้ โดยนําเสนอถึง
รูปแบบของไฟล์ข้อมูลเข้าท่ีจะต้องเตรียมเพ่ือทําการคํานวณ จากนัน้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ี
อธิบายในบทท่ี 4 นีก็้ได้รับการตรวจสอบความถูกต้องในบทท่ี 5 โดยนําผลลัพธ์ท่ีได้จากการ
วิเคราะห์ด้วยไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง หรือ
ปัญหาท่ีมีผู้ ทําการคํานวณมาก่อน โดยปัญหาท่ีนํามาใช้ในการตรวจสอบแบ่งออกเป็น 3 ส่วนคือ 
สว่นแรกเป็นการตรวจสอบความถกูต้องกบัปัญหาการไหลแบบหนืดแบบไม่อดัตวัโดยมีการถ่ายเท
ความร้อน โดยมีตวัอยา่งปัญหาท่ีใช้ในการตรวจสอบ 4 ตวัอยา่งด้วยกนั ปัญหาแรกเป็นปัญหาการ
ไหลระหว่างแผ่นคู่ขนานท่ีสภาวะไม่อยู่ตวั ปัญหาการไหลหมนุวนในช่องส่ีเหล่ียม ปัญหาการไหล
เน่ืองจากการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิดรูปส่ีเหล่ียมจตัรัุส และปัญหาการถ่ายเทความร้อน
ผา่นทรงกระบอกร้อน สว่นท่ีสองจะเป็นการตรวจสอบความถกูต้องกบัการไหลแบบหนืดแบบไม่อดั
ตวัโดยมีการถ่ายเทความร้อนระหว่างของไหลผ่านโครงสร้างท่ีสภาวะอยู่ตวัและไม่อยู่ตวั โดยมี
ตวัอย่างปัญหาท่ีใช้ในการตรวจสอบ 2 ตวัอย่างด้วยกัน ปัญหาแรกเป็นปัญหาการไหลระหว่าง
แผ่นคู่ขนานพร้อมการถ่ายเทความร้อนกับโครงสร้างและปัญหาการไหลแบบสวนทางภายใน
อปุกรณ์แลกเปล่ียนความร้อน ส่วนท่ีสามจะเป็นการตรวจสอบความถกูต้องของปัญหาความเค้น
อนัเน่ืองมาจากอณุหภมูิโดยมีตวัอย่างปัญหาท่ีใช้ในการตรวจสอบ 2 ตวัอย่างด้วยกนั ปัญหาแรก
เป็นปัญหาแผ่นส่ีเหล่ียมท่ีมีอณุหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเส้นตามความยาว และปัญหาวงแหวนท่ีมี
อณุหภมูิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี หลงัจากมีความมัน่ใจในความถกูต้องของโปรแกรมท่ีประดิษฐ์
ขึน้แล้ว จึงนําไปวิเคราะห์ปัญหาร่วมกันระหว่างของไหล ของแข็งและการถ่ายเทความร้อน ดงั
แสดงในบทท่ี 6 โดยปัญหาท่ีนํามาทําการวิเคราะห์มีทัง้หมด 4 ปัญหาด้วยกนั คือ ปัญหาการไหล
แบบสวนทางภายในอปุกรณ์แลกเปลี่ยนความร้อน ปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระในช่องปิด
ส่ีเหล่ียมจตัรัุสโดยท่ีมีผนงันําความร้อน ปัญหาการถ่ายเทความร้อนผ่านสิ่งกีดขวางทรงส่ีเหล่ียม
ภายในช่องทางการไหล และปัญหาการพาความร้อนแบบอิสระภายในช่องการไหลท่ีมีครีบระบาย
ความร้อน 
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กลา่วโดยสรุปได้วา่วิทยานิพนธ์นีส้ามารถนําระเบียบวิธีไฟไนต์เอลเิมนต์เพ่ือวิเคราะห์
ปัญหาร่วมกนัระหวา่งปัญหาของไหล อณุหภมูิและโครงสร้าง ทําให้สามารถเข้าใจถึงพฤตกิรรมท่ีมี
ผลเก่ียวข้องกนัของปัญหาทัง้สามสาขาได้เป็นอยา่งดี 

7.2 ปัญหาที่พบในขณะทาํวิทยานิพนธ์ 

ปัญหาสําคญัท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธ์ก็คือ การทําความเข้าใจกบัระเบียบวิธีการ
คํานวณแบบแยกสว่น 4 ขัน้ตอนร่วมกบัวิธีสตรีมไลน์อปัวินด์เพทรอฟ-กาเลอร์คิน เน่ืองจากมีความ
ซบัซ้อนในการประดิษฐ์คอมพิวเตอร์โปรแกรม อีกปัญหาท่ีสําคญัอีกปัญหาหนึ่งคือการแก้ระบบ
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ในขัน้ตอนท่ี 1 และขัน้ตอนท่ี 5 ต้องใช้เวลาในการแก้ระบบสมการขนาด
ใหญ่ ประกอบกบัผลการคํานวณท่ีได้เป็นการคํานวณแบบก้าวไปตามเวลา จึงทําให้ต้องใช้เวลาใน
การคํานวณมาก 

7.3 ข้อเสนอแนะสาํหรับงานวจิัยในอนาคต 

การพฒันางานวิจยัต่อจากวิทยานิพนธ์นีมี้อยู่ด้วยกนัหลายแนวทาง ยกตวัอย่างเช่น
ในส่วนของการวิเคราะห์ปัญหาร่วมกันระหว่างของไหล ของแข็งและการถ่ายเทความร้อนนัน้ 
อาจจะทําการวิเคราะห์โดยสมมติให้ของแข็งเกิดการเสียรูปมากขึน้จนส่งผลต่อเน่ืองไปถึง
พฤติกรรมการไหล ทําให้เกิดการปฏิสมัพนัธ์กันอย่างครบถ้วนระหว่างของไหล ของแข็งและการ
ถ่ายเทความร้อน อาจจะพฒันาโปรแกรมคอมพิวเตอร์ให้สามารถวิเคราะห์ปัญหาไหลและการ
ถ่ายเทความร้อนในสภาวะป่ันป่วน (Turbulent Problem) ได้ สดุท้ายถ้ามีการปรับปรุงวิธีในการแก้
ระบบสมการขนาดใหญ่ให้ใช้เวลาในการคํานวณน้อยลงจะทําให้สามารถศึกษาและวิเคราะห์
ปัญหาการไหลท่ีมีขนาดใหญ่และมีความซบัซ้อนได้เพิ่มมากขึน้ 
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ภาคผนวก ก (Appendix A) 
รายละเอียดของโปรแกรมวิเคราะหปั์ญหาการไหล 

และการถ่ายเทความร้อน 
 
 
 
PROGRAM FEM_F4S 
 
USE VARIABLE 
 
IMPLICIT NONE 
 
CALL READ_INPUT() 
 
CALL T_CRITICAL() 
 
!------------------- 
! Start calculation 
!------------------- 
 
DO iter = 1,nstep 
 

! STEP #1 
 CALL STEP1_U() ! Solve for u - velocities 

  CALL STEP1_V() ! Solve for v - velocities 
 
! STEP #2 
  CALL STEP2_UV() 

 
! STEP #3 
  CALL STEP3_P()     
               
! STEP #4 
  CALL STEP4_UV()     
  
! STEP #5 
  CALL STEP5_T() ! Solve for temperature 
 
  CALL ERROR() ! Compute relative error 
 
  CALL WRITE_OUTPUT() ! Write output file if meet criteria 

 
END DO 
 
END PROGRAM FEM_F4S 
 
!================================================================================= 
 
SUBROUTINE STEP1_U()  ! Subroutine for solve u* & v* -velocities ; Step 1 
 
USE VARIABLE 
USE SOLVE 
 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8), DIMENSION(3) ::  rpy, rpny, rpwy, rpx, rpnx, rpwx 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  rgy, rgny, rgwy, rgx, rgnx, rgwx 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  rau, rav, rbu, rbv, Keu, Kev 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  rb1, rb2  
REAL(8), DIMENSION(3,3)  ::  axele, ayele 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  ::  Mele, Cele, Cn, Cw, Kele, Aelem, Aelen  
REAL(8)                  ::  sum, coefn, coefw 
REAL(8) ::  canu, canv, caw1, caw23, caw4 
REAL(8) ::  uba, vba, ubao, vbao 
REAL(8) ::  canuo, canvo, caw1o, caw23o, caw4o 
integer(4)               ::  d, rc 
integer,DIMENSION(npoi)  ::  INDX  !integer vector (n) 
REAL(8)                  ::  unx, uny, xb1,   xb2,  yb1,  yb2 
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REAL(8) ::  absu, peclet, alp 
 
uold  = u       
rxele = 0.0D0 
ryele = 0.0D0 
sysrx = 0.0D0 
sysry = 0.0D0 
sysk  = 0.0D0 
axele = 0.0D0 
ayele = 0.0D0 
   
!------------------------------------ 
! Loop over the number of elements 
!------------------------------------ 
 
DO ie = 1,nelem 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.50D0*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5, & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /, & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!------------------- 
! Setup Uba , Vba 
!------------------- 
 
uba = (u(ii)+u(jj)+u(kk))/3.0D0 
vba = (v(ii)+v(jj)+v(kk))/3.0D0 
 
!---------------------------- 
! Element Size 
!---------------------------- 
 
IF(weight == 1) THEN 
 
 absu = SQRT((uba*uba) + (vba*vba)) 
 peclet = absu*hele(ie)*den/(2.0D0*vis) 
 alp = 1.0D0/(DTANH(peclet)) - 1.0D0/peclet 
 dte(ie) = alp*hele(ie)/absu 
 if(peclet == 0.0D0 .or. dte(ie) >= dt(ie)) dte(ie) = dt(ie) 
 
ENDIF 
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!=============================================================== 
! Setup [M] matrix: (Mass term) 
!=============================================================== 
 
Mele(1,1) = area/6.0D0 
Mele(1,2) = area/12.0D0 
Mele(1,3) = area/12.0D0 
 
Mele(2,1) = area/12.0D0 
Mele(2,2) = area/6.0D0 
Mele(2,3) = area/12.0D0 
 
Mele(3,1) = area/12.0D0 
Mele(3,2) = area/12.0D0 
Mele(3,3) = area/6.0D0 
 
!=============================================================== 
! Setup [C] matrix: (Convection term) 
!=============================================================== 
 
!--------------------- 
! Setup  [Cn] matrix 
!--------------------- 
 
canu = uba/6.0D0 
canv = vba/6.0D0 
 
Cn(1,1) = canu*b1 + canv*c1 
Cn(1,2) = canu*b2 + canv*c2 
Cn(1,3) = canu*b3 + canv*c3 
 
Cn(2,1) = Cn(1,1) 
Cn(2,2) = Cn(1,2) 
Cn(2,3) = Cn(1,3) 
 
Cn(3,1) = Cn(1,1) 
Cn(3,2) = Cn(1,2) 
Cn(3,3) = Cn(1,3) 
 
!--------------------- 
! Setup  [Cw] matrix 
!--------------------- 
 
caw1  = uba*uba/(8.0D0*area) 
caw23 = uba*vba/(8.0D0*area) 
caw4  = vba*vba/(8.0D0*area) 
 
Cw(1,1) = caw1*b1*b1 + caw23*(b1*c1 + b1*c1) + caw4*c1*c1 
Cw(1,2) = caw1*b1*b2 + caw23*(b1*c2 + b2*c1) + caw4*c1*c2 
Cw(1,3) = caw1*b1*b3 + caw23*(b1*c3 + b3*c1) + caw4*c1*c3 
 
Cw(2,1) = Cw(1,2) 
Cw(2,2) = caw1*b2*b2 + caw23*(b2*c2 + b2*c2) + caw4*c2*c2 
Cw(2,3) = caw1*b2*b3 + caw23*(b2*c3 + b3*c2) + caw4*c2*c3 
 
Cw(3,1) = Cw(1,3) 
Cw(3,2) = Cw(2,3) 
Cw(3,3) = caw1*b3*b3 + caw23*(b3*c3 + b3*c3) + caw4*c3*c3 
 
!------------------------------------ 
! Setup  [C] matrix : [Cn] + [Cw]  
!------------------------------------ 
 
Cele = Cn + dte(ie)*Cw 
 
!=============================================================== 
! Setup [K] matrix: (Diffusion term) 
!=============================================================== 
 
IF(ltype(ie,1) == 0) then  ! For Fluid 
 
Kele(1,1) = ((b1*b1)+(c1*c1))*vis/(4.0D0*area*den) 
Kele(1,2) = ((b1*b2)+(c1*c2))*vis/(4.0D0*area*den) 
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Kele(1,3) = ((b1*b3)+(c1*c3))*vis/(4.0D0*area*den) 
 
Kele(2,2) = ((b2*b2)+(c2*c2))*vis/(4.0D0*area*den) 
Kele(2,3) = ((b2*b3)+(c2*c3))*vis/(4.0D0*area*den) 
Kele(3,3) = ((b3*b3)+(c3*c3))*vis/(4.0D0*area*den) 
 
Kele(2,1) = Kele(1,2) 
Kele(3,1) = Kele(1,3) 
Kele(3,2) = Kele(2,3) 
 
ENDIF 
 
IF(ltype(ie,1) == 1) then  ! For Solid  
 
Kele = 0.0D0 
 
ENDIF 
 
!=================================================================== 
! Setup [rpx] matrix:  
!=================================================================== 
 
rpnx(1) = -(b1*p(ii) + b2*p(jj) + b3*p(kk))/(6.0D0*den) 
rpnx(2) = rpnx(1) 
rpnx(3) = rpnx(1) 
 
rpwx(1) = -(b1*uba + c1*vba)*(b1*p(ii) + b2*p(jj) + b3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
rpwx(2) = -(b2*uba + c2*vba)*(b1*p(ii) + b2*p(jj) + b3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
rpwx(3) = -(b3*uba + c3*vba)*(b1*p(ii) + b2*p(jj) + b3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
 
rpx = rpnx + dte(ie)*rpwx 
 
!rpx = 0.0D0 
 
!=================================================================== 
! Setup [rgx] matrix: 
!=================================================================== 
 
!coefn    = 0.0D0 
!coefw    = 0.0D0 
 
!rgnx(1) = coefn*(expan*( 2.0D0*t(ii) + t(jj) + t(kk)) - 4.0D0*(1. + (expan*tref))) 
!rgnx(2) = coefn*(expan*(t(ii) + 2.0D0*t(jj) + t(kk) ) - 4.0D0*(1. + (expan*tref))) 
!rgnx(3) = coefn*(expan*(t(ii) + t(jj) + 2.0D0*t(kk) ) - 4.0D0*(1. + (expan*tref))) 
 
!rgwx(1) = coefw*(b1*uba + c1*vba)/2.0D0  
!rgwx(2) = coefw*(b2*uba + c2*vba)/2.0D0 
!rgwx(3) = coefw*(b3*uba + c3*vba)/2.0D0 
 
 
!rgx = rgnx + dte(ie)*rgwx 
 
rgx = 0.0D0 
 
!=================================================================== 
! Setup [rbu] matrix 
!=================================================================== 
 
rbu = 0.0D0 
rb1 = 0.0D0 
rb2 = 0.0D0 
 
!----------------- 
! Check boundary 
!----------------- 
 
DO i = 1,nbou 
 
IF(ie == intbou(i,3)) THEN 
 
 bu = b1*u(ii) + b2*u(jj) + b3*u(kk) 
 cu = c1*u(ii) + c2*u(jj) + c3*u(kk) 
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!-------------------------------------------------- 
! To apply boundary conditions 
!  Inflow  => edge = 1 
!  Outflow  => edge = 2 
!  Symmetry => edge = 4 
!------------------------------------------------- 
 
IF(intbou(i,4) == 1 .or. 2 .or. 4) THEN 
 
    ib = intbou(i,1) 
    jb = intbou(i,2) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
   IF(ib == ii) THEN 
      rb1(1) = bu*unx + cu*uny  
      rb1(2) = bu*unx + cu*uny 
      rb1(3) = 0.0D0 
   ENDIF   
 
   IF(ib == jj) THEN 
      rb1(1) = 0.0D0 
      rb1(2) = bu*unx + cu*uny   
      rb1(3) = bu*unx + cu*uny  
   ENDIF   
 
   IF(ib == kk) THEN 
      rb1(1) = bu*unx + cu*uny   
      rb1(2) = 0.0D0 
      rb1(3) = bu*unx + cu*uny   
   ENDIF 
 
ENDIF 
 
!-------------------------------------------------- 
! To apply wall boundary conditions    
!  Wall => edge = 5 
!------------------------------------------------- 
 
IF(intbou(i,4) == 5) THEN 
 
    ib = intbou(i,1) 
    jb = intbou(i,2) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
   IF(ib == ii) THEN 
      rb2(1) = bu*unx + cu*uny  
      rb2(2) = bu*unx + cu*uny 
      rb2(3) = 0.0D0 
   ENDIF   
 
   IF(ib == jj) THEN 
      rb2(1) = 0.0D0 
      rb2(2) = bu*unx + cu*uny   
      rb2(3) = bu*unx + cu*uny  
   ENDIF   
 
   IF(ib == kk) THEN 
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      rb2(1) = bu*unx + cu*uny   
      rb2(2) = 0.0D0 
      rb2(3) = bu*unx + cu*uny   
   ENDIF 
 
ENDIF 
 
rbu = rb1 + rb2 
 
!  For Fluid 
  
 IF(ltype(ie,1) == 0) then   
 
  rbu = vis*rbu/(4.0D0*area*den) 
 
 ENDIF 
 
!  For Solid 
 
 IF(ltype(ie,1) == 1) then 
  
  rbu = 0.0D0     
 
 ENDIF 
 
ENDIF 
 
ENDDO 
 
!============================================= 
! Setup matrix :  [Am]{x}* = [An]{x} + {R} 
!============================================= 
 
Aelem = Mele/dt(ie) + (Cele + Kele)/2.0D0 
Aelen = Mele/dt(ie) - (Cele + Kele)/2.0D0 
 
axele = Aelem 
 
!------------- 
! Setup {Rau} 
!------------- 
 
rau(1) = Aelen(1,1)*u(ii) + Aelen(1,2)*u(jj) + Aelen(1,3)*u(kk) 
rau(2) = Aelen(2,1)*u(ii) + Aelen(2,2)*u(jj) + Aelen(2,3)*u(kk) 
rau(3) = Aelen(3,1)*u(ii) + Aelen(3,2)*u(jj) + Aelen(3,3)*u(kk) 
 
!---------------- 
! Sum term in x:  
!---------------- 
 
rxele = rau + rpx + rgx + rbu 
 
!-------------------------------------------------------------- 
!ASSMBLE()  ! Subroutine for assembling the element equations     
!-------------------------------------------------------------- 
 
DO i = 1,3 
   DO j = 1,3 
      ii = intmat(ie,i) 
      jj = intmat(ie,j) 
      sysk(ii,jj)  = sysk(ii,jj) + axele(i,j) 
   END DO 
END DO 
 
 
DO i = 1,3 
   ii = intmat(ie,i) 
   sysrx(ii) = sysrx(ii) + rxele(i) 
END DO 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
END DO 
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!---------------------------------------------------------------- 
 
CALL APPLYBC(ibcu, u, sysrx) 
 
CALL unsympcg(sysk, sysrx, u, npoi) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
END SUBROUTINE STEP1_U 
 
!======================================================================== 
 
SUBROUTINE STEP1_V()  ! Subroutine for solve u* & v* -velocities ; Step 1 
 
USE VARIABLE 
USE SOLVE 
 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  rpy, rpny, rpwy, rpx, rpnx, rpwx 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  rgy, rgny, rgwy, rgx, rgnx, rgwx 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  rau, rav, rbu, rbv, Keu, Kev  
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  rb1, rb2 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  ::  axele, ayele 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  ::  Mele, Cele, Cn, Cw, Kele, Aelem, Aelen  
REAL(8)                  ::  sum, coefn, coefw 
REAL(8) ::  canu, canv, caw1, caw23, caw4 
REAL(8) ::  uba, vba, ubao, vbao 
REAL(8) ::  canuo, canvo, caw1o, caw23o, caw4o 
REAL(8)                  ::  unx, uny, xb1,   xb2,  yb1,  yb2 
REAL(8) ::  absu, peclet, alp 
integer(4)               ::  d, rc 
integer,DIMENSION(npoi)  ::  INDX  !integer vector (n) 
         
 vold = v 
rxele = 0.0D0 
ryele = 0.0D0 
sysrx = 0.0D0 
sysry = 0.0D0 
sysk  = 0.0D0 
axele = 0.0D0 
ayele = 0.0D0 
   
!------------------------------------ 
! Loop over the number of elements 
!------------------------------------ 
 
DO ie = 1,nelem 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.50D0*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5, & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /, & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES',  & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
IF(area <= 0.) STOP 
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b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!------------------- 
! Setup Uba , Vba 
!------------------- 
 
uba = (uold(ii)+uold(jj)+uold(kk))/3.0D0 
vba = (v(ii)+v(jj)+v(kk))/3.0D0 
 
!=============================================================== 
! Setup [M] matrix: (Mass term) 
!=============================================================== 
 
Mele(1,1) = area/6.0D0 
Mele(1,2) = area/12.0D0 
Mele(1,3) = area/12.0D0 
 
Mele(2,1) = area/12.0D0 
Mele(2,2) = area/6.0D0 
Mele(2,3) = area/12.0D0 
 
Mele(3,1) = area/12.0D0 
Mele(3,2) = area/12.0D0 
Mele(3,3) = area/6.0D0 
 
!=============================================================== 
! Setup [C] matrix: (Convection term) 
!=============================================================== 
 
!--------------------- 
! Setup  [Cn] matrix 
!--------------------- 
 
canu = uba/6.0D0 
canv = vba/6.0D0 
 
Cn(1,1) = canu*b1 + canv*c1 
Cn(1,2) = canu*b2 + canv*c2 
Cn(1,3) = canu*b3 + canv*c3 
 
Cn(2,1) = Cn(1,1) 
Cn(2,2) = Cn(1,2) 
Cn(2,3) = Cn(1,3) 
 
Cn(3,1) = Cn(1,1) 
Cn(3,2) = Cn(1,2) 
Cn(3,3) = Cn(1,3) 
 
 
!--------------------- 
! Setup  [Cw] matrix 
!--------------------- 
 
caw1  = uba*uba/(8.0D0*area) 
caw23 = uba*vba/(8.0D0*area) 
caw4  = vba*vba/(8.0D0*area) 
 
Cw(1,1) = caw1*b1*b1 + caw23*(b1*c1 + b1*c1) + caw4*c1*c1 
Cw(1,2) = caw1*b1*b2 + caw23*(b1*c2 + b2*c1) + caw4*c1*c2 
Cw(1,3) = caw1*b1*b3 + caw23*(b1*c3 + b3*c1) + caw4*c1*c3 
 
Cw(2,1) = Cw(1,2) 
Cw(2,2) = caw1*b2*b2 + caw23*(b2*c2 + b2*c2) + caw4*c2*c2 
Cw(2,3) = caw1*b2*b3 + caw23*(b2*c3 + b3*c2) + caw4*c2*c3 
 
Cw(3,1) = Cw(1,3) 
Cw(3,2) = Cw(2,3) 
Cw(3,3) = caw1*b3*b3 + caw23*(b3*c3 + b3*c3) + caw4*c3*c3 
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!------------------------------------ 
! Setup  [C] matrix : [Cn] + [Cw]  
!------------------------------------ 
 
Cele = Cn + dte(ie)*Cw/2.0D0 
 
!=============================================================== 
! Setup [K] matrix: (Diffusion term) 
!=============================================================== 
 
IF(ltype(ie,1) == 0) then  ! For Fluid 
 
Kele(1,1) = ((b1*b1)+(c1*c1))*vis/(4.0D0*area*den) 
Kele(1,2) = ((b1*b2)+(c1*c2))*vis/(4.0D0*area*den) 
Kele(1,3) = ((b1*b3)+(c1*c3))*vis/(4.0D0*area*den) 
 
Kele(2,2) = ((b2*b2)+(c2*c2))*vis/(4.0D0*area*den) 
Kele(2,3) = ((b2*b3)+(c2*c3))*vis/(4.0D0*area*den) 
Kele(3,3) = ((b3*b3)+(c3*c3))*vis/(4.0D0*area*den) 
 
Kele(2,1) = Kele(1,2) 
Kele(3,1) = Kele(1,3) 
Kele(3,2) = Kele(2,3) 
 
ENDIF 
 
IF(ltype(ie,1) == 1) then  ! For Solid  
 
Kele = 0.0D0 
 
ENDIF 
 
!=================================================================== 
! Setup [rpy] matrix:  
!=================================================================== 
 
rpny(1) = -(c1*p(ii) + c2*p(jj) + c3*p(kk))/(6.0D0*den) 
rpny(2) = rpny(1) 
rpny(3) = rpny(1) 
 
rpwy(1) = -(b1*uba + c1*vba)*(c1*p(ii) + c2*p(jj) + c3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
rpwy(2) = -(b2*uba + c2*vba)*(c1*p(ii) + c2*p(jj) + c3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
rpwy(3) = -(b3*uba + c3*vba)*(c1*p(ii) + c2*p(jj) + c3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
 
rpy = rpny + dte(ie)*rpwy/2.0D0 
 
!rpy = 0.0D0 
 
!=================================================================== 
! Setup [rgy] matrix: 
!=================================================================== 
 
coefn   = 10.0D0*area/12.0D0 
coefw   = 10.0D0*(expan*(t(ii) + t(jj) + t(kk)) - 3.0D0*(1.0D0 + expan*tref))/12.0D0 
 
rgny(1) = coefn*(expan*( 2.0D0*t(ii) + t(jj) + t(kk) ) - 4.0D0*(1.0D0 + (expan*tref))) 
rgny(2) = coefn*(expan*( t(ii) + 2.0D0*t(jj) + t(kk) ) - 4.0D0*(1.0D0 + (expan*tref))) 
rgny(3) = coefn*(expan*( t(ii) + t(jj) + 2.0D0*t(kk) ) - 4.0D0*(1.0D0 + (expan*tref))) 
 
rgwy(1) = coefw*(b1*uba + c1*vba) 
rgwy(2) = coefw*(b2*uba + c2*vba) 
rgwy(3) = coefw*(b3*uba + c3*vba) 
 
rgy = rgny + dte(ie)*rgwy/2.0D0 
 
!rgy = 0.0D0 
 
 
 
 
!------------------------------------------- 
 
IF(ltype(ie,1) == 1) then ! For Solid    
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rgy = 0.0D0 
 
ENDIF 
 
!--------------------------------------------- 
 
!=================================================================== 
! Setup [rbv] matrix 
!=================================================================== 
 
rbv = 0.0D0 
rb1 = 0.0D0 
rb2 = 0.0D0 
 
!----------------- 
! Check boundary 
!----------------- 
 
DO i = 1,nbou 
 
IF(ie == intbou(i,3)) THEN 
 
 bv = b1*v(ii) + b2*v(jj) + b3*v(kk) 
 cv = c1*v(ii) + c2*v(jj) + c3*v(kk) 
 
!-------------------------------------------------- 
! To apply boundary conditions 
!  Inflow  => edge = 1 
!  Outflow  => edge = 2 
!  Symmetry => edge = 4 
!------------------------------------------------- 
 
IF(intbou(i,4) == 1 .or. 2 .or. 4) THEN 
 
    ib = intbou(i,1) 
    jb = intbou(i,2) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
   IF(ib == ii) THEN 
      rb1(1) = bv*unx + cv*uny  
      rb1(2) = bv*unx + cv*uny 
      rb1(3) = 0.0D0 
   ENDIF   
 
   IF(ib == jj) THEN 
      rb1(1) = 0.0D0 
      rb1(2) = bv*unx + cv*uny   
      rb1(3) = bv*unx + cv*uny  
   ENDIF   
 
   IF(ib == kk) THEN 
      rb1(1) = bv*unx + cv*uny   
      rb1(2) = 0.0D0 
      rb1(3) = bv*unx + cv*uny   
   ENDIF 
 
ENDIF 
 
!-------------------------------------------------- 
! To apply wall boundary conditions    
!  Wall => edge = 5 
!------------------------------------------------- 
 
IF(intbou(i,4) == 5) THEN 
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    ib = intbou(i,1) 
    jb = intbou(i,2) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
   IF(ib == ii) THEN 
      rb2(1) = bv*unx + cv*uny  
      rb2(2) = bv*unx + cv*uny 
      rb2(3) = 0.0D0 
   ENDIF   
 
   IF(ib == jj) THEN 
      rb2(1) = 0.0D0 
      rb2(2) = bv*unx + cv*uny   
      rb2(3) = bv*unx + cv*uny  
   ENDIF   
 
   IF(ib == kk) THEN 
      rb2(1) = bv*unx + cv*uny   
      rb2(2) = 0.0D0 
      rb2(3) = bv*unx + cv*uny   
   ENDIF 
 
!rb2 = 0.0D0 
 
 
ENDIF 
 
rbv = rb1 + rb2 
 
!  For Fluid 
  
 IF(ltype(ie,1) == 0) then   
 
  rbv = vis*rbv/(4.0D0*area*den) 
 
 ENDIF 
 
!  For Solid 
 
 IF(ltype(ie,1) == 1) then 
  
 ENDIF 
 
ENDIF 
 
ENDDO 
 
!============================================= 
! Setup matrix :  [Am]{x}* = [An]{x} + {R} 
!============================================= 
 
Aelem = Mele/dt(ie) + (Cele + Kele)/2.0D0 
Aelen = Mele/dt(ie) - (Cele + Kele)/2.0D0 
 
axele = Aelem 
 
!------------- 
! Setup {Rav} 
!------------- 
 
rav(1) = Aelen(1,1)*v(ii) + Aelen(1,2)*v(jj) + Aelen(1,3)*v(kk) 
rav(2) = Aelen(2,1)*v(ii) + Aelen(2,2)*v(jj) + Aelen(2,3)*v(kk) 
rav(3) = Aelen(3,1)*v(ii) + Aelen(3,2)*v(jj) + Aelen(3,3)*v(kk) 
 
!---------------- 
! Sum term in y:  
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!---------------- 
 
ryele = rav + rpy + rgy + rbv  
 
!-------------------------------------------------------------- 
!ASSMBLE()  ! Subroutine for assembling the element equations     
!-------------------------------------------------------------- 
 
DO i = 1,3 
   DO j = 1,3 
      ii = intmat(ie,i) 
      jj = intmat(ie,j) 
      sysk(ii,jj)  = sysk(ii,jj) + axele(i,j) 
   END DO 
END DO 
 
 
DO i = 1,3 
   ii = intmat(ie,i) 
   sysry(ii) = sysry(ii) + ryele(i) 
END DO 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
END DO 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
CALL APPLYBC(ibcv, v, sysry) 
 
CALL unsympcg(sysk, sysry, v, npoi) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
END SUBROUTINE STEP1_V 
 
!========================================================================= 
 
SUBROUTINE STEP2_UV()  ! Subroutine for solve u(n+1) & v(n+1); Step 3 
 
USE VARIABLE 
 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  Rdpy, Rdpny, Rdpwy, Rdpx, Rdpnx, Rdpwx 
REAL(8), DIMENSION(3)    ::  Rux, Ruy 
REAL(8) ::  uba, vba, absu, peclet, alp 
REAL(8), DIMENSION(npoi) ::  dig 
 
uhat  = u       
vhat  = v    
sysrx = 0.0D0 
sysry = 0.0D0 
dig   = 0.0D0 
rxele = 0.0D0 
ryele = 0.0D0 
 
!------------------------------------ 
! Loop over the number of elements 
!------------------------------------ 
 
DO ie = 1,nelem 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
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yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.50D0*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5,            & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /,     & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!------------------- 
! Setup Uba , Vba 
!------------------- 
 
uba = (uold(ii)+uold(jj)+uold(kk))/3.0D0 
vba = (vold(ii)+vold(jj)+vold(kk))/3.0D0 
 
!======================== 
! Setup [Rdpx] matrix:  
!======================== 
 
Rdpnx(1) = (b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(6.0D0*den) 
Rdpnx(2) = Rdpnx(1) 
Rdpnx(3) = Rdpnx(1) 
 
Rdpwx(1) = (b1*uba + c1*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
Rdpwx(2) = (b2*uba + c2*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
Rdpwx(3) = (b3*uba + c3*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
 
Rdpx = Rdpnx + dte(ie)*Rdpwx 
 
!=================================================================== 
! Setup [Rdpy] matrix:  
!=================================================================== 
 
Rdpny(1) = (c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(6.0D0*den) 
Rdpny(2) = Rdpny(1) 
Rdpny(3) = Rdpny(1) 
 
Rdpwy(1) = (b1*uba + c1*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
Rdpwy(2) = (b2*uba + c2*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
Rdpwy(3) = (b3*uba + c3*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
 
Rdpy = Rdpny + dte(ie)*Rdpwy 
 
!---------------- 
! Sum term in x:  
!---------------- 
 
rxele = Rdpx*dt(ie)*3.0D0/(area*2.0D0) 
 
!---------------- 
! Sum term in y:  
!---------------- 
 
ryele = Rdpy*dt(ie)*3.0D0/(area*2.0D0)  
 
!---------------------------------------------- 
 
IF(ltype(ie,1) == 1) then  ! For Solid   
 
rxele = 0.0D0 
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ryele = 0.0D0 
 
ENDIF 
!----------------------------------------------- 
 
!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
 DO i = 1,3 
  ii = intmat(ie,i) 
  sysrx(ii) = sysrx(ii) + rxele(i) 
  sysry(ii) = sysry(ii) + ryele(i) 
  dig(ii)   = dig(ii)   + 1.0D0 
 
 END DO 
 
END DO 
 
DO i = 1, npoi 
 
 sysrx(i) = sysrx(i)/dig(i) 
 sysry(i) = sysry(i)/dig(i) 
 
END DO 
 
!--------------------------------------- 
! Evaluate the new value of velocities   
!--------------------------------------- 
 
DO i = 1, npoi 
 
 IF(ibcu(i) == 1) THEN 
    u(i) = uold(i) 
 ELSE 
    u(i) = uhat(i) + sysrx(i) 
 ENDIF 
  
 IF(ibcv(i) == 1) THEN 
    v(i) = vold(i) 
 ELSE 
    v(i) = vhat(i) + sysry(i) 
 ENDIF 
 
END DO 
 
END SUBROUTINE STEP2_UV 
 
!====================================================================! 
 
SUBROUTINE STEP3_P()  ! Subroutine for solve Pressure 
 
USE VARIABLE 
USE SOLVE 
 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8)                   :: cru, crv, xb1,   xb2,  yb1,  yb2 
REAL(8)                   :: unx, uny 
REAL(8), DIMENSION(3,3)   :: Kele 
REAL(8), DIMENSION(3)     :: rpu, rpv, rb 
REAL(8)                   :: sum 
 
 
ustar = u 
vstar = v 
pold  = p 
aele  = 0.0D0 
sysk  = 0.0D0 
rele  = 0.0D0 
sysr  = 0.0D0 
 
DO ie = 1,nelem  ! Loop over the number of elements: 
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 ii = intmat(ie,1) 
 jj = intmat(ie,2) 
 kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.50D0*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5,            & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /,     & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!===================================== 
! Setup [K] matrix: (Diffusion term) 
!===================================== 
 
Kele(1,1) = ((b1*b1)+(c1*c1))/(4.0D0*area) 
Kele(1,2) = ((b1*b2)+(c1*c2))/(4.0D0*area) 
Kele(1,3) = ((b1*b3)+(c1*c3))/(4.0D0*area) 
 
Kele(2,2) = ((b2*b2)+(c2*c2))/(4.0D0*area) 
Kele(2,3) = ((b2*b3)+(c2*c3))/(4.0D0*area) 
Kele(3,3) = ((b3*b3)+(c3*c3))/(4.0D0*area) 
 
Kele(2,1) = Kele(1,2) 
Kele(3,1) = Kele(1,3) 
Kele(3,2) = Kele(2,3) 
 
!--------------------------------------------- 
IF(ltype(ie,1) == 1) then  ! For Solid  
 
Kele = 0.0D0 
 
Kele(1,1) = 1E-14 
Kele(2,2) = 1E-14 
Kele(3,3) = 1E-14 
 
ENDIF 
!---------------------------------------------- 
 
!------------------- 
! Setup [ru] matrix 
!------------------- 
 
cru    = (ustar(ii)+ustar(jj)+ustar(kk))*den/(6.0D0*dt(ie)) 
rpu(1) = cru*b1 
rpu(2) = cru*b2 
rpu(3) = cru*b3 
 
!------------------- 
! Setup [rv] matrix 
!------------------- 
 
 
crv    = (vstar(ii)+vstar(jj)+vstar(kk))*den/(6.0D0*dt(ie)) 
rpv(1) = crv*c1 
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rpv(2) = crv*c2 
rpv(3) = crv*c3 
!------------------- 
! Setup [rb] matrix 
!------------------- 
 
rb = 0.0D0 
 
DO i = 1,nbou 
 
IF(ie == intbou(i,3)) THEN 
 
!-------------------------------------------------- 
! To apply boundary conditions 
!  Inflow  => edge = 1 
!  Outflow  => edge = 2 
!  Symmetry => edge = 4 
!------------------------------------------------- 
 
IF(intbou(i,4) == 1 .or. 2 .or. 40) THEN 
 
    ib = intbou(i,1) 
    jb = intbou(i,2) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
IF(ib == ii) THEN 
      
rb(1)=((uhat(ib)/3.0D0)+(uhat(jb)/6.0D0))*unx+(vhat(ib)/3.0D0)+(vhat(jb)/6.0D0))*uny  
rb(2)=((uhat(ib)/6.0D0)+(uhat(jb)/3.0D0))*unx+((vhat(ib)/6.0D0)+(vhat(jb)/3.0D0))*uny  
rb(3) = 0.0D0 
    
ENDIF   
 
IF(ib == jj) THEN 
 
rb(1) = 0.0D0 
rb(2)=((uhat(ib)/3.0D0)+(uhat(jb)/6.0D0))*unx+((vhat(ib)/3.0D0)+(vhat(jb)/6.0D0))*uny  
rb(3)=((uhat(ib)/6.0D0)+(uhat(jb)/3.0D0))*unx+((vhat(ib)/6.0D0)+(vhat(jb)/3.0D0))*uny  
 
ENDIF   
 
IF(ib == kk) THEN 
 
rb(1)=((uhat(ib)/6.0D0)+(uhat(jb)/3.0D0))*unx+((vhat(ib)/6.0D0)+(vhat(jb)/3.0D0))*uny  
rb(2) = 0.0D0 
rb(3)=((uhat(ib)/3.0D0)+(uhat(jb)/6.0D0))*unx+((vhat(ib)/3.0D0)+(vhat(jb)/6.0D0))*uny 
  
ENDIF 
 
ENDIF 
 
rb = den*rb/dt(ie) 
 
ENDIF  
 
ENDDO 
 
!------------------------------------------------------------------ 
 
aele = Kele 
 
rele = (rpu + rpv - rb)*2.0D0   
 
!-------------------------------------------------------------- 
!ASSMBLE()  ! Subroutine for assembling the element equations     
!-------------------------------------------------------------- 
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 DO i = 1,3 
  DO  j = 1,3 
      ii = intmat(ie,i) 
            jj = intmat(ie,j) 
   sysk(ii,jj) = sysk(ii,jj) + aele(i,j) 
  END DO 
 END DO 
 
 DO i = 1,3 
  ii = intmat(ie,i) 
  sysr(ii) = sysr(ii) + rele(i) 
 END DO 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
END DO 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
CALL APPLYBC(ibcp, p, sysr) 
 
CALL sympcg(sysk, sysr, p, npoi) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
DO i = 1,npoi 
   IF(ABS(p(i)) < 1.E-8) THEN 
     p(i) = 0.0D0 
   ENDIF 
END DO 
 
END SUBROUTINE STEP3_P 
 
 
!========================================================================= 
 
SUBROUTINE STEP4_UV()  ! Subroutine for solve u(n+1) & v(n+1); Step 3 
 
USE VARIABLE 
 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8), DIMENSION(3) ::  Rdpy, Rdpny, Rdpwy, Rdpx, Rdpnx, Rdpwx 
REAL(8), DIMENSION(3) ::  Rux, Ruy 
REAL(8) ::  uba, vba, absu, peclet, alp 
REAL(8), DIMENSION(npoi) ::  dig 
    
sysrx = 0.0D0 
sysry = 0.0D0 
dig   = 0.0D0 
rxele = 0.0D0 
ryele = 0.0D0 
 
!------------------------------------ 
! Loop over the number of elements 
!------------------------------------ 
 
DO ie = 1,nelem 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
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yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.50D0*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5,            & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /,     & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!------------------- 
! Setup Uba , Vba 
!------------------- 
 
uba = (ustar(ii)+ustar(jj)+ustar(kk))/3.0D0 
vba = (vstar(ii)+vstar(jj)+vstar(kk))/3.0D0 
 
!======================== 
! Setup [Rdpx] matrix:  
!======================== 
 
Rdpnx(1) = -(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(6.0D0*den) 
Rdpnx(2) = Rdpnx(1) 
Rdpnx(3) = Rdpnx(1) 
 
Rdpwx(1) = -(b1*uba + c1*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
Rdpwx(2) = -(b2*uba + c2*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
Rdpwx(3) = -(b3*uba + c3*vba)*(b1*p(ii)+b2*p(jj)+b3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
 
Rdpx = Rdpnx + dte(ie)*Rdpwx 
 
!=================================================================== 
! Setup [Rdpy] matrix:  
!=================================================================== 
 
Rdpny(1) = -(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(6.0D0*den) 
Rdpny(2) = Rdpny(1) 
Rdpny(3) = Rdpny(1) 
 
Rdpwy(1) = -(b1*uba + c1*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
Rdpwy(2) = -(b2*uba + c2*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
Rdpwy(3) = -(b3*uba + c3*vba)*(c1*p(ii)+c2*p(jj)+c3*p(kk))/(8.0D0*den*area) 
 
Rdpy = Rdpny + dte(ie)*Rdpwy 
 
!---------------- 
! Sum term in x:  
!---------------- 
 
rxele = Rdpx*dt(ie)*3.0D0/(area*2.0D0) 
 
!---------------- 
! Sum term in y:  
!---------------- 
 
ryele = Rdpy*dt(ie)*3.0D0/(area*2.0D0)  
 
!---------------------------------------------- 
IF(ltype(ie,1) == 1) then  ! For Solid  
 
rxele = 0.0D0 
ryele = 0.0D0 
 
ENDIF 
!---------------------------------------------- 
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!---------------------- 
! Apply BC on element   
!---------------------- 
 
 DO i = 1,3 
  ii = intmat(ie,i) 
 
  sysrx(ii) = sysrx(ii) + rxele(i) 
  sysry(ii) = sysry(ii) + ryele(i) 
  dig(ii)   = dig(ii)   + 1.0D0 
 
 END DO 
 
END DO 
 
 DO i = 1, npoi 
 
  sysrx(i) = sysrx(i)/dig(i) 
  sysry(i) = sysry(i)/dig(i) 
 
 END DO 
 
!--------------------------------------- 
! Evaluate the new value of velocities   
!--------------------------------------- 
 
DO i = 1, npoi 
 
 IF(ibcu(i) == 1) THEN 
    u(i) = uold(i) 
 ELSE 
    u(i) = ustar(i) + sysrx(i) 
 ENDIF 
  
 IF(ibcv(i) == 1) THEN 
    v(i) = vold(i) 
 ELSE 
    v(i) = vstar(i) + sysry(i) 
 ENDIF 
 
 uv(i) = SQRT( u(i)*u(i) + v(i)*v(i) ) 
 
END DO 
 
END SUBROUTINE STEP4_UV 
 
!=================================================================! 
 
SUBROUTINE STEP5_T()  ! Subroutine for solve Temperature 
 
USE VARIABLE 
USE SOLVE 
 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8)                  :: sum, error 
REAL(8), DIMENSION(3)    :: ele, tb 
INTEGER(4)               :: it, nniter 
INTEGER(4)               :: mm, ic, ir, ieq 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  :: Mele, Cele, Cn, Cw, Kele, Aelem, Aelen 
REAL(8), DIMENSION(3,3)  :: Celeo, Cno, Cwo 
REAL(8), DIMENSION(3)    :: qq, qqn, qqw, qs, qsn, qsw, rat, rbt 
REAL(8), DIMENSION(3)    :: rb1, rb2  
REAL(8)                  :: cqqn, cqqw, qqs, LL  
REAL(8) :: canu, canv, caw1, caw23, caw4 
REAL(8) :: canuo, canvo, caw1o, caw23o, caw4o 
REAL(8) :: uba, vba, ubao, vbao 
REAL(8) :: unx, uny, xb1,   xb2,  yb1,  yb2 
REAL(8) :: absu, peclet, alp 
 
REAL(8), DIMENSION(3,3) ::  Mn, Mw 
 
told = t 
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aelem = 0.0D0 
aelen = 0.0D0 
rele  = 0.0D0 
sysr  = 0.0D0   
sysk  = 0.0D0 
 
! 
! Loop over the number of elements 
!  
 
DO ie = 1,nelem 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.50D0*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5,            & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /,     & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!------------------- 
! Setup Uba , Vba 
!------------------- 
 
uba = (u(ii)+u(jj)+u(kk))/3.0D0 
vba = (v(ii)+v(jj)+v(kk))/3.0D0 
 
ubao = (uold(ii)+uold(jj)+uold(kk))/3.0D0 
vbao = (vold(ii)+vold(jj)+vold(kk))/3.0D0 
 
!---------------------------- 
! Element Size 
!---------------------------- 
 
IF(weight == 1) THEN 
 
 absu = SQRT((uba*uba) + (vba*vba)) 
 peclet = absu*hele(ie)*den*spec/(2.0D0*condf) 
! alp = 1.0D0/(DTANH(peclet)) - 1.0D0/peclet 
 alp = 1.0D0/(DTANH(peclet/2.0D0)) - 2.0D0/peclet 
 dte(ie) = alp*hele(ie)/absu 
 IF(peclet == 0.0D0 .or. dte(ie) >= dt(ie)) dte(ie) = dt(ie) 
 IF(ltype(ie,1) == 1) dte(ie) = dt(ie)   ! For Solid 
 
ENDIF 
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!=============================================================== 
! Setup [M] matrix: (Mass term) 
!=============================================================== 
 
Mele(1,1) = area/6.0D0 
Mele(1,2) = area/12.0D0 
Mele(1,3) = area/12.0D0 
 
Mele(2,1) = area/12.0D0 
Mele(2,2) = area/6.0D0 
Mele(2,3) = area/12.0D0 
 
Mele(3,1) = area/12.0D0 
Mele(3,2) = area/12.0D0 
Mele(3,3) = area/6.0D0 
 
!=============================================================== 
! Setup [C] matrix: (Convection term) 
!=============================================================== 
 
!------------------------- 
! Setup  [Cn+1] matrix 
!------------------------- 
 
canu = uba/6.0D0 
canv = vba/6.0D0 
 
Cn(1,1) = canu*b1 + canv*c1 
Cn(1,2) = canu*b2 + canv*c2 
Cn(1,3) = canu*b3 + canv*c3 
 
Cn(2,1) = Cn(1,1) 
Cn(2,2) = Cn(1,2) 
Cn(2,3) = Cn(1,3) 
 
Cn(3,1) = Cn(1,1) 
Cn(3,2) = Cn(1,2) 
Cn(3,3) = Cn(1,3) 
 
!------------------------- 
! Setup  [Cn] matrix 
!------------------------- 
 
canuo = ubao/6.0D0 
canvo = vbao/6.0D0 
 
Cno(1,1) = canuo*b1 + canvo*c1 
Cno(1,2) = canuo*b2 + canvo*c2 
Cno(1,3) = canuo*b3 + canvo*c3 
 
Cno(2,1) = Cno(1,1) 
Cno(2,2) = Cno(1,2) 
Cno(2,3) = Cno(1,3) 
 
Cno(3,1) = Cno(1,1) 
Cno(3,2) = Cno(1,2) 
Cno(3,3) = Cno(1,3) 
 
!------------------------- 
! Setup  [Cw]n+1 matrix 
!------------------------- 
 
caw1  = uba*uba/(8.0D0*area) 
caw23 = uba*vba/(8.0D0*area) 
caw4  = vba*vba/(8.0D0*area) 
 
Cw(1,1) = caw1*b1*b1 + caw23*(b1*c1 + b1*c1) + caw4*c1*c1 
Cw(1,2) = caw1*b1*b2 + caw23*(b1*c2 + b2*c1) + caw4*c1*c2 
Cw(1,3) = caw1*b1*b3 + caw23*(b1*c3 + b3*c1) + caw4*c1*c3 
 
Cw(2,1) = Cw(1,2) 
Cw(2,2) = caw1*b2*b2 + caw23*(b2*c2 + b2*c2) + caw4*c2*c2 
Cw(2,3) = caw1*b2*b3 + caw23*(b2*c3 + b3*c2) + caw4*c2*c3 
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Cw(3,1) = Cw(1,3) 
Cw(3,2) = Cw(2,3) 
Cw(3,3) = caw1*b3*b3 + caw23*(b3*c3 + b3*c3) + caw4*c3*c3 
 
!------------------------- 
! Setup  [Cw]n matrix 
!------------------------- 
 
caw1o  = ubao*ubao/(8.0D0*area) 
caw23o = ubao*vbao/(8.0D0*area) 
caw4o  = vbao*vbao/(8.0D0*area) 
 
Cwo(1,1) = caw1o*b1*b1 + caw23o*(b1*c1 + b1*c1) + caw4o*c1*c1 
Cwo(1,2) = caw1o*b1*b2 + caw23o*(b1*c2 + b2*c1) + caw4o*c1*c2 
Cwo(1,3) = caw1o*b1*b3 + caw23o*(b1*c3 + b3*c1) + caw4o*c1*c3 
 
Cwo(2,1) = Cwo(1,2) 
Cwo(2,2) = caw1o*b2*b2 + caw23o*(b2*c2 + b2*c2) + caw4o*c2*c2 
Cwo(2,3) = caw1o*b2*b3 + caw23o*(b2*c3 + b3*c2) + caw4o*c2*c3 
 
Cwo(3,1) = Cwo(1,3) 
Cwo(3,2) = Cwo(2,3) 
Cwo(3,3) = caw1o*b3*b3 + caw23o*(b3*c3 + b3*c3) + caw4o*c3*c3 
 
!------------------------------------ 
! Setup  [C] matrix : [Cn] + [Cw]  
!------------------------------------ 
 
Cele  = Cn  + dte(ie)*Cw 
Celeo = Cno + dte(ie)*Cwo 
 
!-------------- 
! Setup [K] 
!-------------- 
 
ks = conds/(dens*specs) 
kf = condf/(den*spec) 
 
IF(ltype(ie,1) == 1) then  ! For Solid 
 
Kele(1,1) = ((b1*b1)+(c1*c1))*ks/(4.0D0*area) 
Kele(1,2) = ((b1*b2)+(c1*c2))*ks/(4.0D0*area) 
Kele(1,3) = ((b1*b3)+(c1*c3))*ks/(4.0D0*area) 
 
Kele(2,2) = ((b2*b2)+(c2*c2))*ks/(4.0D0*area) 
Kele(2,3) = ((b2*b3)+(c2*c3))*ks/(4.0D0*area) 
Kele(3,3) = ((b3*b3)+(c3*c3))*ks/(4.0D0*area) 
 
Kele(2,1) = Kele(1,2) 
Kele(3,1) = Kele(1,3) 
Kele(3,2) = Kele(2,3) 
 
ENDIF 
 
IF(ltype(ie,1) == 0) then  ! For Fluid 
 
Kele(1,1) = ((b1*b1)+(c1*c1))*kf/(4.0D0*area) 
Kele(1,2) = ((b1*b2)+(c1*c2))*kf/(4.0D0*area) 
Kele(1,3) = ((b1*b3)+(c1*c3))*kf/(4.0D0*area) 
 
Kele(2,2) = ((b2*b2)+(c2*c2))*kf/(4.0D0*area) 
Kele(2,3) = ((b2*b3)+(c2*c3))*kf/(4.0D0*area) 
Kele(3,3) = ((b3*b3)+(c3*c3))*kf/(4.0D0*area) 
 
Kele(2,1) = Kele(1,2) 
Kele(3,1) = Kele(1,3) 
Kele(3,2) = Kele(2,3) 
 
ENDIF 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
!--------------------- 
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! Setup [RQ] matrix 
!--------------------- 
 
qq = 0.0D0 
qs = 0.0D0 
 
If(ltype(ie,1) == 1 .and. ltype(ie,2) == 1) then ! For Solid 
 
  cqqn = q*area/(3.0D0*specs) 
  qqn(1) = cqqn 
  qqn(2) = cqqn 
  qqn(3) = cqqn 
 
  cqqw = q*area/specs 
  qqw(1) = cqqw*(b1*uba + c1*vba) 
  qqw(2) = cqqw*(b2*uba + c2*vba) 
  qqw(3) = cqqw*(b3*uba + c3*vba) 
 
  qq = qqn + dte(ie)*qqw 
 
  qq = 0.0D0 
 
ENDIF 
 
If(ltype(ie,1) == 0 .and. ltype(ie,2) == 1) then ! For Fluid 
 
  cqqn = q*area/(3.0D0*spec) 
  qqn(1) = cqqn*1.0D0  
  qqn(2) = cqqn*1.0D0  
  qqn(3) = cqqn*1.0D0  
 
  cqqw = q*area/spec 
  qqw(1) = cqqw*(b1*uba + c1*vba) 
  qqw(2) = cqqw*(b2*uba + c2*vba) 
  qqw(3) = cqqw*(b3*uba + c3*vba) 
 
  qq = qqn + dte(ie)*qqw 
 
  qq = 0.0D0 
 
ENDIF 
 
!----------------------------- 
! Setup [Qs] matrix: (fluid) 
!----------------------------- 
 
qqs = 0.0D0 
 
!================================================ 
! Setup matrix :  [A]{T}(n+1) = [A]{T}(n) + {f} 
!================================================ 
 
Aelem = Mele/dt(ie) + (Cele + Kele)/2.0D0 
 
Aelen = Mele/dt(ie) - (Cele + Kele)/2.0D0 
 
aele = Aelem 
 
!------------------------- 
! Setup [A]{T}(n) matrix:  
!------------------------- 
 
rat(1) = Aelen(1,1)*t(ii) + Aelen(1,2)*t(jj) + Aelen(1,3)*t(kk) 
rat(2) = Aelen(2,1)*t(ii) + Aelen(2,2)*t(jj) + Aelen(2,3)*t(kk) 
rat(3) = Aelen(3,1)*t(ii) + Aelen(3,2)*t(jj) + Aelen(3,3)*t(kk) 
 
!=================================================================== 
! Setup [rbt] matrix 
!=================================================================== 
 
rbt = 0.0D0 
rb1 = 0.0D0 
rb2 = 0.0D0 
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!----------------- 
! Check boundary 
!----------------- 
 
DO i = 1,nbou 
 
IF(ie == intbou(i,3)) THEN 
 
 bt = b1*t(ii) + b2*t(jj) + b3*t(kk) 
 ct = c1*t(ii) + c2*t(jj) + c3*t(kk) 
 
!-------------------------------------------------- 
! To apply boundary conditions 
!  Inflow  => edge = 1 
!  Outflow  => edge = 2 
!  Symmetry => edge = 4 
!------------------------------------------------- 
 
IF(intbou(i,4) == 1 .or. 2 .or. 40) THEN 
 
    ib = intbou(i,1) 
    jb = intbou(i,2) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
   IF(ib == ii) THEN 
      rb1(1) = bt*unx + ct*uny  
      rb1(2) = bt*unx + ct*uny 
      rb1(3) = 0.0D0 
   ENDIF   
 
   IF(ib == jj) THEN 
      rb1(1) = 0.0D0 
      rb1(2) = bt*unx + ct*uny   
      rb1(3) = bt*unx + ct*uny  
   ENDIF   
 
   IF(ib == kk) THEN 
      rb1(1) = bt*unx + ct*uny   
      rb1(2) = 0.0D0 
      rb1(3) = bt*unx + ct*uny   
   ENDIF 
 
ENDIF 
 
!-------------------------------------------------- 
! To apply wall boundary conditions    
!  Wall => edge = 5 
!------------------------------------------------- 
 
IF(intbou(i,4) == 5) THEN 
 
    ib = intbou(i,1) 
    jb = intbou(i,2) 
 
   xb1 = coord(ib,1) 
   xb2 = coord(jb,1) 
 
   yb1 = coord(ib,2)  
   yb2 = coord(jb,2) 
       
   unx = yb2 - yb1 
   uny = xb1 - xb2 
 
   IF(ib == ii) THEN 
      rb2(1) = bt*unx + ct*uny  
      rb2(2) = bt*unx + ct*uny 
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      rb2(3) = 0.0D0 
   ENDIF   
 
   IF(ib == jj) THEN 
      rb2(1) = 0.0D0 
      rb2(2) = bt*unx + ct*uny   
      rb2(3) = bt*unx + ct*uny  
   ENDIF   
 
   IF(ib == kk) THEN 
      rb2(1) = bt*unx + ct*uny   
      rb2(2) = 0.0D0 
      rb2(3) = bt*unx + ct*uny   
   ENDIF 
 
ENDIF 
 
rbt = rb1 + rb2 
  
 IF(ltype(ie,1) == 0) then !  For Fluid  
 
  rbt = kf*rbt/(4.0D0*area) 
 
 ENDIF 
 
 IF(ltype(ie,1) == 1) then !  For Solid    
 
  rbt = ks*rbt/(4.0D0*area) 
 
 ENDIF 
 
ENDIF 
ENDDO 
 
!--------------------- 
! Setup [r] matrix:  
!--------------------- 
 
rele = rat + qq + rbt 
 
!-------------------------------------------------------------- 
!ASSMBLE()  ! Subroutine for assembling the element equations     
!-------------------------------------------------------------- 
 
DO i = 1,3 
 
 DO j = 1,3 
  ii = intmat(ie,i) 
  jj = intmat(ie,j) 
  sysk(ii,jj) = sysk(ii,jj) + aele(i,j) 
 END DO 
 
END DO 
 
 DO i = 1,3 
  ii = intmat(ie,i) 
  sysr(ii) = sysr(ii) + rele(i) 
 
 END DO 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
END DO 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
CALL APPLYBC(ibct, t, sysr) 
 
CALL unsympcgt(sysk, sysr, t, npoi) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
END SUBROUTINE STEP5_T 
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!=============================================================== 
 
SUBROUTINE ERROR() 
 
USE VARIABLE 
 
IMPLICIT NONE 
 
!----------------------- 
! check for convergence 
!----------------------- 
sumu = 0.0D0 
sumv = 0.0D0 
sump = 0.0D0 
sumt = 0.0D0 
 
sumdu = 0.0D0 
sumdv = 0.0D0 
sumdp = 0.0D0 
sumdt = 0.0D0 
 
DO i = 1,npoi 
   sumdu = sumdu + ABS(uold(i)-u(i)) 
   sumu  = sumu  + ABS(u(i)) 
 
   sumdv = sumdv + ABS(vold(i)-v(i)) 
   sumv  = sumv  + ABS(v(i)) 
 
   sumdp = sumdp + ABS(pold(i)-p(i)) 
   sump  = sump  + ABS(p(i)) 
 
   sumdt = sumdt + ABS(told(i)-t(i)) 
   sumt  = sumt  + ABS(t(i)) 
END DO 
 
erroru = sumdu/sumu 
errorv = sumdv/sumv 
errorp = sumdp/sump      
errort = sumdt/sumt      
 
 
WRITE(6,360)  iter, erroru, errorv, errorp, errort 
WRITE(11,360) iter, erroru, errorv, errorp, errort 
360 FORMAT('iter = ', I6, 3X, E15.9, 3X, & 
          E15.9, 3X, E15.9, 3X, E15.9) 
 
END SUBROUTINE ERROR 
 
!=================================================================! 
 
SUBROUTINE WRITE_OUTPUT() 
 
USE VARIABLE 
 
IMPLICIT NONE 
 
CHARACTER(len=1)     :: unit, dec, hun, thou, tthou, hthou 
INTEGER(4)           :: leng, freq, number  
INTEGER(4)           :: nodemax, elemax, bbb 
INTEGER(4)           :: bound 
REAL(8)     :: x, y 
REAL(8)              :: xb1, xb2, xb3, yb1, yb2, yb3, LL 
REAL(8)              :: unx, uny, dTx, dTy,  xc,  yc  
REAL(8)              :: T1,  T2,  T3,  xx,  yy, deg 
 
freq = mod(iter,res) 
 
if(freq == 0 .or. iter == 1) then 
 
number = iter 
 
    n = int(number/100000) 
hthou = CHAR(n + 48) 
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number = number - n*100000 
 
    m = INT(number/10000) 
tthou = CHAR(m + 48) 
 
number = number - m*10000 
 
   l = INT(number/1000) 
thou = CHAR(l + 48) 
 
number = number - l*1000 
 
   k = INT(number/100) 
 hun = CHAR(k + 48) 
 
number = number - k*100 
 
   j = INT(number/10) 
 dec = CHAR(j + 48) 
 
   i = mod(number,10) 
unit = CHAR(i + 48) 
 
leng = len_trim(name1) - 2 
 
!------------------------------------------------------------------------------------ 
 
OPEN(UNIT=16, 
FILE=name1(1:leng)//'_'//hthou//tthou//thou//hun//dec//unit//'.plt',STATUS='unknown',I
OSTAT=ierror) 
 
   WRITE(16,220) 
   220 FORMAT ( 'VARIABLES = "X-CO","Y-CO","U","V","UV","P","T"' ) 
    
   WRITE(16,240) npoi, nelem 
   240 FORMAT('ZONE N=', I6,',E=',I6, ',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE') 
  
 
DO i = 1,npoi 
   WRITE(16,260) (coord(i,k),k=1,2),u(i),v(i),uv(i),p(i),t(i) 
      260 FORMAT(2F12.6, 2X, E15.6, 2X, E15.6, 2X, E15.6, 2X, E15.6, 2X, E15.6) 
   END DO    
 
DO i = 1,nelem 
      WRITE(16,280) (intmat(i,j),j=1,3)  
      280 FORMAT(3I6) 
   END DO 
 
CLOSE(UNIT=16, STATUS='keep') 
 
!============================================================== 
!  WRITE INPUT FOR THERMALL STRESS 
!=============================================================== 
 
OPEN(UNIT=17, 
FILE=name1(1:leng)//'_'//hthou//tthou//thou//hun//dec//unit//'.s',STATUS='unknown',IOS
TAT=ierror) 
 
bbb = 0. 
 
DO ie = 1,nelem  
   IF( ltype(ie,1) == 1) THEN 
     DO j = 1,3 
   if(intmat(ie,j) >= bbb) nodemax = intmat(ie,j) 
   bbb = nodemax 
  ENDDO 
  elemax = ie 
 ENDIF 
ENDDO 
 
   WRITE(17,282) 
   282 FORMAT ( '1',/,'Data for',/, ' npoin', 5X,'nelem',5X,'nboun',5X,'stype' ) 
    
   WRITE(17,283) nodemax, elemax, 1, 0 
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   283 FORMAT(I6,4X,I6,2X,I6,3X,I6) 
 
   WRITE(17,285) 
   285 FORMAT ( ' E',10X,'Pr',7X,'Tref',6X,'Alpha',5X,'Thick' ) 
 
   WRITE(17,286) 
    286 FORMAT ( ' 7E10       0.3        0       6E-6        1' ) 
 
   WRITE(17,287) 
   287 FORMAT ( '   NODE',5X, 'ibcx',5X,'ibcy',10X, 'x', 12X,
 'y',9X,'disx',6X,'disy',10X,'sxx',12X,'syy',14X,'temp' ) 
 
DO i = 1,nodemax 
    
 WRITE(17,288) i, 0, 0, (coord(i,k),k=1,2), 0, 0, p(i), p(i), t(i) 
    288 FORMAT(I6,3X,I6,3X,I6,4X, F12.8,2X,F12.8, I6,5X,I6,3X, 
E15.6,2X,E15.6,2X,E15.6) 
 
END DO 
 
 WRITE(17,289) 
    289 FORMAT ( '    IE',10X,'I',10X,'J',10X,'K') 
 
DO i = 1,elemax 
    WRITE(17,290) i, (intmat(i,j),j=1,3)  
    290 FORMAT(I6, 5X, I6, 5X, I6,5X, I6) 
END DO 
 
CLOSE(UNIT=17, STATUS='keep') 
 
!----------------------------------------------- 
 
WRITE(6,310) iter 
310 FORMAT(/, ' write out file for iteration #',I6 ) 
 
ENDIF 
 
END SUBROUTINE WRITE_OUTPUT 
 
!===================================================================================== 
 
SUBROUTINE READ_INPUT() 
 
USE VARIABLE 
 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8)    :: x, y 
INTEGER(4) :: ib1, ib2 
 
WRITE(6,10) 
10 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
READ(5, '(A)') name1 
 
OPEN(UNIT=7, FILE=name1, STATUS='OLD', ACTION='READ', IOSTAT=ierror) 
 
!------------------ 
! Read input data 
!------------------ 
 
READ(7,*) nlines 
DO i = 1,nlines 
   READ(7,1) text 
   1 FORMAT(20A4) 
END DO 
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) npoi, nelem, nbou, nflux 
 
 
ALLOCATE( intmat(nelem,3)  ,intbou(nbou,4)       ,coord(npoi,2)   
    ) 
ALLOCATE(   sysk(npoi,npoi)  , intbouq(nflux,3)   , nodeid(nflux)              ) 
ALLOCATE(   ibcu(npoi)  ,  ibcv(npoi) , ibcp(npoi), ibce(nelem)                ) 
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ALLOCATE(      u(npoi)  ,     v(npoi)     ,      p(npoi)  ,    t(npoi)         ) 
ALLOCATE(     du(npoi)  ,    dv(npoi)     ,     dp(npoi)  ,   uv(npoi)         ) 
ALLOCATE(   uold(npoi)  ,  vold(npoi)     ,   pold(npoi)  ,  told(npoi)        ) 
ALLOCATE(  sysrx(npoi)  , sysry(npoi)     ,   sysr(npoi)  ,  ibct(npoi)        ) 
ALLOCATE( bflux(nflux)  , esup2(npoi+1)   ,   chke(nelem) , elemq(nflux)       ) 
ALLOCATE(ltype(nelem,2)                                                        ) 
ALLOCATE(   pbar(npoi) ,  digp(npoi)                                           ) 
ALLOCATE(   unew(npoi)  ,  vnew(npoi) ,   pnew(npoi) ,  tnew(npoi)             ) 
ALLOCATE(     EE(npoi)  ,    PP(npoi) ,  EEnew(npoi) , PPnew(npoi) ,  EB(npoi) ) 
ALLOCATE(sysrold(npoi)  ,  comb(nelem)                                         ) 
ALLOCATE(  ustar(npoi)  , vstar(npoi) ,   uhat(npoi)  , vhat(npoi)             ) 
ALLOCATE(   dte(nelem)  ,    dt(nelem),   hele(nelem)                          ) 
 
!---------------------------------- 
! Read Fluid properties 
!---------------------------------- 
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) den, spec, condf, vis, expan, tref 
 
!---------------------------------- 
! Read Solid properties 
!---------------------------------- 
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) dens, specs, conds, q 
 
!------------------------------------------------------------ 
! Read nodal coordinates, boundary conditions, their values 
!------------------------------------------------------------ 
 
READ(7,1) text 
  
DO ip = 1,npoi 
   READ(7,*) i,ibcu(i),ibcv(i),ibcp(i),ibct(i),(coord(i,k),k=1,2),u(i),v(i),p(i),t(i) 
   IF(i /= ip) WRITE(6,40) ip 
   40 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ip) STOP 
END DO 
 
!-------------------------------- 
! Read element nodal connection 
!-------------------------------- 
 
READ(7,1) text 
  
DO ie = 1,nelem 
   READ(7,*)  i,(intmat(i,j),j=1,3),(ltype(i,k),k=1,2) 
ibce = 0 
   IF(i /= ie) WRITE(6,50) ie 
   50 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ie) STOP 
END DO 
 
!----------------------------------------------- 
! Read inflow, outflow, wall boundary element 
!----------------------------------------------- 
 
READ(7,1) text 
IF(nbou /= 0.) THEN 
   DO ie = 1,nbou 
      READ(7,*) (intbou(ie,k), k=1,4) 
!      IF(i /= 0) ibce(i) = 1  
   END DO 
END IF 
 
CLOSE(UNIT=7, STATUS='keep') 
 
END SUBROUTINE READ_INPUT 
 
!=============================================================== 
 
SUBROUTINE T_CRITICAL()  ! Calculation time critical 
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USE VARIABLE 
IMPLICIT NONE 
 
REAL(8)     ::  uba, vba 
REAL(8)     ::  absu, hele1, hele2, hele3 
REAL(8)     ::  ds1, ds2, ds3 
REAL(8)     ::  dta,dtm,dtt,bbb 
REAL(8), DIMENSION(nelem) :: cc 
 
 
DO ie = 1,nelem  ! Loop over the number of elements: 
 
!--------------------------------- 
! Find element local coordinates: 
!--------------------------------- 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
 
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.50D0*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
IF(area <= 0.) WRITE(6,5) ie 
5 FORMAT(/,'   !!! ERROR !!! ELEMENT NO.', I5,            & 
           ' HAS NEGATIVE OR ZERO area ', /,     & 
           ' --- check F.E. MODEL FOR NODAL COORDINATES', & 
           ' AND ELEMENT NODAL CONNECTIONS ---'         ) 
IF(area <= 0.) STOP 
 
b1 = yg2 - yg3 
b2 = yg3 - yg1 
b3 = yg1 - yg2 
 
c1 = xg3 - xg2 
c2 = xg1 - xg3 
c3 = xg2 - xg1 
 
!---------------------------- 
! Setup dt on element ; dte 
!---------------------------- 
 
uba = (u(ii)+u(jj)+u(kk))/3.0D0 
vba = (v(ii)+v(jj)+v(kk))/3.0D0 
 
absu = SQRT((uba*uba) + (vba*vba)) 
 
!---------------------------- 
! Element Size 
!---------------------------- 
 
ds1 = SQRT((xg1-xg2)*(xg1-xg2) + (yg1-yg2)*(yg1-yg2)) 
 
hele1 = 2.0D0*area/ds1 
 
ds2 = SQRT((xg2-xg3)*(xg2-xg3) + (yg2-yg3)*(yg2-yg3)) 
 
hele2 = 2.0D0*area/ds2 
 
ds3 = SQRT((xg3-xg1)*(xg3-xg1) + (yg3-yg1)*(yg3-yg1)) 
 
hele3 = 2.0D0*area/ds3 
 
!------------------- 
! Element Size Mean 
!------------------- 
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hele(ie) = (hele1 + hele2 + hele3)/3.0D0 
 
!--------------------------------------------------- 
 
dta = hele(ie)/absu 
 
dtm = hele(ie)*hele(ie)*den/(2.0D0*vis) 
 
!------------------- 
! time critical 
!------------------- 
 
dte(ie) = min(dta, dtm)   ! solve u, v, p 
 
END DO 
 
!------------------- 
! time critical min 
!------------------- 
 
bbb = 1E20 
 
DO ie = 1,nelem  
 
dtc = min(bbb,dte(ie)) 
 
bbb = dtc 
 
END DO 
 
dtc = bbb 
 
!-------------------- 
! Print out title 
!-------------------- 
 
WRITE(6,20) npoi, nelem, dtc 
20 FORMAT(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,        & 
            '      NUMBER OF NODES              =  ', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =  ', I6, /,   & 
   '      TIME CRITICAL MINIMUM        =  ', E6.1, /)  
 
!----------------------------------------------------------------- 
 
state  = 1      ! state = 1 for steady and Transint 
weight = 1      ! Use Weight SUPG 
 
!=============== 
! Transint 
!=============== 
 
IF (state == 1) then 
 
 WRITE(6,32) 
 32 FORMAT(/, ' Enter time interval (dt) = ') 
 READ(5,*) ccc 
 
 DO ie = 1, nelem 
  dt(ie) = ccc 
 END DO 
 
    dte = dt 
 
END IF 
 
WRITE(6,38) 
38 FORMAT(/, ' How frequently to write down the result? ') 
READ(5,*) res 
 
nstep = 1E9 
 
END SUBROUTINE T_CRITICAL 
 
!======================================================================== 
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SUBROUTINE APPLYBC(ibc, uvp, sysr1)  ! Subroutine for apply boundary condition  
 
USE VARIABLE 
 
! 
! Apply boundary conditions before solving for nodal  
! with condition codes of: 
!    0 = Free to change 
!    1 = Fixed as specified 
! 
 
IMPLICIT NONE 
 
INTEGER(4)                  :: ieq, ir, ic 
INTEGER(4), DIMENSION(npoi) :: ibc 
REAL(8), DIMENSION(npoi)    :: uvp, sysr1 
 
!------------------------------------- 
! Apply boundary conditions for nodal 
!------------------------------------- 
 
outer: DO ieq = 1,npoi 
       
   IF(ibc(ieq) == 0) CYCLE outer 
 
      inner: DO ir = 1,npoi 
         IF(ir == ieq) CYCLE inner 
         sysr1(ir) = sysr1(ir) - sysk(ir,ieq)*uvp(ieq) 
         sysk(ir,ieq) = 0.0D0 
      END DO inner 
 
      DO ic = 1,npoi 
         sysk(ieq,ic) = 0.0D0 
      END DO 
 
   sysk(ieq,ieq) = 1.0D0 
   sysr1(ieq) = uvp(ieq) 
 
END DO outer 
 
END SUBROUTINE APPLYBC 
 
!======================================================================== 
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MODULE VARIABLE 
 
IMPLICIT NONE 
 
CHARACTER(len=20)                         :: name1, name2, name3, name4 
 
INTEGER(2)                                :: sthour, stminute, stsecond, sthund   ! 
Collect Start time 
INTEGER(2)                                :: enhour, enminute, ensecond, enhund   ! 
Collect End time  
 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)   :: intmat                               ! 
Node connection on element 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)   :: intbou                               ! 
Define boundary inflow, outflow, wall 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)   :: intbouq                              ! 
Define boundary heat flux 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)     :: ibcu,   ibcv, ibcp, ibct             ! 
boundary condition for variable  
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)     :: ibcuu,   ibcvv, ibcppp, ibctt 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)   :: ltype, ktype 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)     :: ibce,  nodeid, chke                  ! 
boundary condition  
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)     :: esup1, esup2, elemq                  ! 
for elements surrounding node  
INTEGER(4), DIMENSION(20)                 :: text   
 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)      :: coord                                ! 
Coordinate of each node  
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)      :: sysk                                  
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: u    ,  v    ,  p     , t     , uv   ! 
Primitive variable 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: uhat ,  vhat ,  ustar , vstar  
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: du   ,  dv   ,  dp 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: uold ,  vold ,  pold  , told         ! 
Primitive variable (old)  
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: dte  ,  dt   ,  hele 
 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: unew, vnew, pnew, tnew 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: EE, PP, EEnew, PPnew, EB 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: sysrx, sysry, sysr,   bflux 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: tbar, digt, pbar, digp, sysrold 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)        :: comb 
                                                                                  
INTEGER(4)                                :: npoi,  nelem,  ierror, istor, iter, edge, 
cb 
INTEGER(4)                                :: i,     j,      k,    ii,   jj,  kk 
INTEGER(4)                                :: n,     m,      l 
INTEGER(4)                                :: ip,    ie,     ib,   jb,   kb,  st, ed 
INTEGER(4)                                :: nlines, nbou, nflux, ipoi1, check, nstep, 
res 
INTEGER(4)                                :: state, weight, Ty_FLUX, chk 
 
REAL(8), DIMENSION(3,3)                   :: aele 
REAL(8), DIMENSION(3)                     :: rxele,  ryele,  rele                                     
REAL(8)                                   :: sumu,   sumv,   sump,  sumt 
REAL(8)                                   :: sumdu,  sumdv,  sumdp, sumdt 
REAL(8)                                   :: erroru, errorv, errorp, errort           
REAL(8)                                   :: aaa,    area 
REAL(8)                                   :: conds, condf, spec, specs, expan, tref, 
den,dens, vis 
REAL(8)                                   :: xg1,    xg2,    xg3,   yg1,  yg2, yg3 
REAL(8)                                   :: b1,     b2,     b3,    c1,   c2,  c3 
REAL(8)                                   :: f1,     f2,     f3,    uj,   vj 
REAL(8)                                   :: dtc 
REAL(8)                                   :: q, ks, kf, ccc 
REAL(8)                                   :: bu, cu, bv, cv, bt, ct, buv 
 
END MODULE VARIABLE 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Module SOLVE 
 
implicit none 
 
contains 
 
! 
! Subroutine preconditioned conjugate gradient method 
! 
 
subroutine unsympcg(a, b, x, n)   ! Solve Velocity ; U,V 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax, atb 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija, ijat, ijata 
real(8),    allocatable, dimension(:)  ::  sa,  sat,  sata 
 
  iter = 1 
   tol = 1.d-6 
 maxit = 10000 
thresh = 1.e-10 
 
! count = 0 
!do i = 1,n 
!   do j = 1,n 
!      if(i/=j) then 
!         if(a(i,j) /= 0.) count = count + 1 
!      end if 
!   end do 
!end do 
!count = count + (n+1) 
 
count = 1000000 
 
 
 
allocate(  sa(count),   ija(count)) 
allocate( sat(count),  ijat(count)) 
allocate(sata(count), ijata(count)) 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin( a,n,n,thresh,count, sa, ija) 
call sprsint(a,n,n,thresh,count,sat,ijat) 
 
!-------------- 
! Compute At*A  
!-------------- 
call sprstm(sat,ijat,sat,ijat,sata,ijata,thresh,count) 
 
!-------------- 
! Compute At*b  
!-------------- 
call sprsax(sat,ijat,b,atb,n,count) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(sata(i)) 
end do 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
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call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0.0D0 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
do 
 
if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
 
call sprsax(sata,ijata,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
bottom = 0.0D0 
do i = 1,n 
   bottom = bottom + d(i)*q(i) 
end do 
 
alpha = dnew/bottom 
 
do i = 1,n 
   x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
check = mod(iter,50) 
 
if(check == 0.) then 
 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
else 
 
   do i = 1,n 
      r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
   end do 
 
endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
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!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0. 
 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
 
iter = iter + 1 
 
end do 
 
end subroutine unsympcg 
 
!-------------------------------------------------------------------------------------
--- 
 
subroutine unsympcgt(a, b, x, n)  ! Solve Temperature ; T 
 
implicit none 
 
integer(4)                     :: maxit, iter, count 
integer(4)                     ::     i,    j,     n 
real(8)                        ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                        :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)        ::     a 
real(8), dimension(n)          ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax, atb 
integer(4), allocatable, dimension(:) :: ija, ijat, ijata 
real(8),    allocatable, dimension(:) ::  sa,  sat,  sata 
 
  iter = 1 
   tol = 1.d-6 
 maxit = 20000 
thresh = 1.e-10 
 
! count = 0 
!do i = 1,n 
!   do j = 1,n 
!      if(i/=j) then 
!         if(a(i,j) /= 0.) count = count + 1 
!      end if 
!   end do 
!end do 
!count = count + (n+1) 
 
count = 1000000 
 
 
 
allocate(  sa(count),   ija(count)) 
allocate( sat(count),  ijat(count)) 
allocate(sata(count), ijata(count)) 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin( a,n,n,thresh,count, sa, ija) 
call sprsint(a,n,n,thresh,count,sat,ijat) 
 
!-------------- 
! Compute At*A  
!-------------- 
call sprstm(sat,ijat,sat,ijat,sata,ijata,thresh,count) 
 
!-------------- 
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! Compute At*b  
!-------------- 
call sprsax(sat,ijat,b,atb,n,count) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(sata(i)) 
end do 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0.0D0 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
do 
 
if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
 
call sprsax(sata,ijata,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
bottom = 0.0D0 
do i = 1,n 
   bottom = bottom + d(i)*q(i) 
end do 
 
alpha = dnew/bottom 
 
do i = 1,n 
   x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
check = mod(iter,50) 
 
if(check == 0.) then 
 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
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else 
 
   do i = 1,n 
      r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
   end do 
 
endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0. 
 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
 
iter = iter + 1 
 
end do 
 
end subroutine unsympcgt 
 
 
!-------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sympcg(a, b, x, n)  ! Solve Pressure ; P 
 
implicit none 
 
integer(4)               :: maxit, iter, count 
integer(4  ::     i,    j,     n 
real(8)  ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)  :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)  ::     a 
real(8), dimension(n)  ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)   :: ija 
real(8),    allocatable, dimension(:)   :: sa 
 
 iter = 1 
  tol = 1.d-6 
maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 100000 
 
!do i = 1,n 
!   do j = 1,n 
!      if(i/=j) then 
!      if(a(i,j) /= 0.) count = count + 1 
!       end if 
!   end do 
!end do 
 
!count = count + (n+1) 
 
allocate(sa(count), ija(count)) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
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! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(a(i,i)) 
end do 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin(a,n,n,thresh,count,sa,ija) 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
 
call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = b(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0.0D0 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
do 
 
if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
 
call sprsax(sa,ija,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
bottom = 0.0D0 
do i = 1,n 
   bottom = bottom + d(i)*q(i) 
end do 
 
alpha = dnew/bottom 
 
do i = 1,n 
   x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
check = mod(iter,50) 
 
if(check == 0.0D0) then 
 
call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
 
do i = 1,n 
   r(i) = b(i) - ax(i) 
end do 
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else 
 
   do i = 1,n 
      r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
   end do 
 
endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0.0D0 
 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
 
iter = iter + 1 
 
end do 
 
end subroutine sympcg 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsin(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do i = 1,n 
   do j = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
       if (i /= j) then 
        k = k+1 
     if (k > nmax) pause 'nmax too small in sprsin' 
     sa(k) = a(i,j) 
     ija(k) = j 
    endif 
   endif 
   enddo 
   ija(i+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsin 
 
!---------------------------------------------------------------- 
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subroutine sprsax(sa,ija,x,b,n,nmax) 
 
! 
! Multiply a matrix in sparse storage by a vector x(1:n) 
! and the result is a vector b(1:n) 
! 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, i, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8), dimension(n)        :: b, x 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
if (ija(1) /= n+2) pause 'mismatched vector and matrix in sprsax' 
do i = 1,n 
   b(i) = sa(i) * x(i) 
   do k = ija(i),ija(i+1)-1 
      b(i) = b(i) + sa(k) * x(ija(k)) 
   enddo 
enddo 
 
END subroutine sprsax 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprstm(sa,ija,sb,ijb,sc,ijc,thresh,nmax) 
 
! 
! Multiply At*A 
! 
! Input for sa must be At 
! Input for sb must be At 
! output of sc will be At*A 
! 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax 
integer(4)                   :: i,ijma,ijmb,j,k,ma,mb,mbb 
 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija, ijb, ijc 
real(8)   , dimension(nmax)  ::  sa,  sb,  sc 
 
real(8)                      :: sum, thresh 
 
if(ija(1) /= ijb(1)) pause 'sprstm sizes do not match' 
k = ija(1) 
ijc(1) = k 
do i = 1,ija(1)-2 
   do j = 1,ijb(1)-2 
      if(i==j) then 
         sum = sa(i)*sb(j)                      
      else                            
         sum = 0.d0                   
      endif                      
      mb = ijb(j)                      
      do ma = ija(i),ija(i+1)-1                      
         ijma = ija(ma)                   
         if(ijma == j) then                   
            sum = sum + sa(ma)*sb(j)                
         else                   
2           if(mb < ijb(j+1)) then                            
               ijmb = ijb(mb)             
               if(ijmb == i) then             
                  sum = sum + sa(i)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2                 
               else if(ijmb < ijma) then             
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               else if(ijmb == ijma) then             
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                  sum = sum + sa(ma)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               endif                    
            endif                
         endif                   
      enddo                      
       
      do mbb = mb,ijb(j+1)-1                      
         if(ijb(mbb) == i) then                   
            sum = sum + sa(i)*sb(mbb)                       
         endif                   
      enddo                                                 
                            
      if(i == j) then                      
         sc(i) = sum                   
      else if(abs(sum) > thresh) then                      
          if(k > nmax) pause 'sprstm: nmax to small'                         
          sc(k) = sum                  
          ijc(k) = j                         
          k = k + 1                  
      endif                                                 
   enddo 
   ijc(i+1) = k                         
enddo                            
                            
end subroutine sprstm 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsint(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do j = 1,n 
   do i = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
       if (i /= j) then 
        k = k+1 
     if (k > nmax) pause 'nmax too small in sprsin' 
     sa(k) = a(i,j) 
     ija(k) = i 
    endif 
   endif 
   enddo 
   ija(j+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsint 
 
!---------------------------------------------------------------- 
 
end module solve 
 
 
 
 

 
 
 



173 
 

ภาคผนวก ข (Appendix B) 
รายละเอียดของโปรแกรมวเิคราะห์ปัญหาความเค้น 

อันเน่ืองมาจากอุณหภมูิ 
 
 
 
MODULE SOLID 
 
IMPLICIT NONE 
 
CHARACTER(len=20)                       :: name1 
 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:) :: intmat      ! Node connection on element 
INTEGER(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)   :: ibcx, ibcy  ! boundary condition for 
variable  
INTEGER(4), DIMENSION(20)               :: text        ! buffer for reading  
 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:)    :: coord                                ! 
Coordinate of each node  
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)      ::     p,  pnew, displx, disply, vms 
REAL(8), ALLOCATABLE, DIMENSION(:)      ::  sysf, sysfb, dig, temp, sxx, syy, sxy, one 
 
INTEGER(4)                              ::    neq,  npoi, nelem, iter, ierror, ip, ie 
INTEGER(4)                              ::      i,     j,     k,   ii,   jj,   kk 
integer(4)                              ::     ll,    mm,    nn 
INTEGER(4)                              :: nlines, iline, nstep,   ic,    res,  l 
integer(4)                              ::  nside, nboun 
 
REAL(8)                                 ::  xg1, xg2,  xg3, yg1, yg2,  yg3, theta 
REAL(8)                                 ::   b1,  b2,   b3,  c1,  c2,   c3 
REAL(8)                                 ::   uj,  vj, zero 
REAL(8)                                 :: area,   x,    y,  sum 
REAL(8)                                 :: elas,  pr, tref, alpha, thick, lfa 
!real(8)                                 ::  c11, c12,  c21,   c22, c33 
INTEGER(4)                              ::  auto 
 
REAL(8), DIMENSION(6,6)               ::  kele 
REAL(8), DIMENSION(3,3)               ::  cmat 
REAL(8), DIMENSION(3,6)               ::  bmat 
REAL(8), DIMENSION(3)                 ::  lmat 
REAL(8), DIMENSION(6)                  ::  r, fbar, rsur, rtemp 
 
 
integer(4)                              :: tnode, stype 
integer(4), allocatable, dimension(:,:) :: number 
integer(4), allocatable, dimension(:,:,:) :: acheck 
 
real(8), allocatable, dimension(:,:)      :: sysk 
 
CONTAINS 
 
!--------------------------------------------------- 
 
SUBROUTINE MAIN() 
 
use solve 
IMPLICIT NONE 
 
real(8)    :: error 
integer(4) :: niter, iter 
 
 call READ_INPUT() 
 call CST() 
 call sympcg(sysk, sysf, p, neq) 
 call STRESS()   
 call WRITE_OUTPUT() 
   
END SUBROUTINE MAIN 
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!=============================================================== 
 
SUBROUTINE READ_INPUT() 
 
!use solid 
IMPLICIT NONE 
 
!-------------------------------------------- 
!  auto = 1  ==>  for auto read input file 
!  auto = 0  ==>  for manual read input file 
!-------------------------------------------- 
 
auto = 1      
 
!------------------------- 
! For Read Input (Auto) 
!------------------------- 
 
IF (auto == 1) THEN 
 
 name1 = 'K10_E5_007540.s' 
 OPEN(UNIT=7, FILE=name1, STATUS='OLD', ACTION='READ', IOSTAT=ierror) 
 
ENDIF 
 
!------------------------- 
! For Read Input 
!------------------------- 
 
IF (auto == 0) THEN 
 
WRITE(6,10) 
10 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
READ(5, '(A)') name1 
 
OPEN(UNIT=7, FILE=name1, STATUS='OLD', ACTION='READ', IOSTAT=ierror) 
 
ENDIF 
 
!----------------- 
! Read input data 
!----------------- 
 
READ(7,*) nlines                 
 
DO iline = 1,nlines              
   READ(7,1) text                
   1 FORMAT(20A4)                
END DO                           
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) tnode, nelem, nboun, stype 
      
npoi   = tnode 
neq    = 2*npoi 
 
ALLOCATE(intmat(nelem,3),   coord(npoi,2)) 
ALLOCATE( ibcx(npoi), ibcy(npoi), displx(npoi), disply(npoi), temp(tnode)) 
ALLOCATE(  sxx(npoi),  syy(npoi),    sxy(npoi),    one(npoi), vms(npoi)) 
ALLOCATE(     p(neq),  pnew(neq),    sysf(neq),   sysfb(neq),  dig(neq)) 
ALLOCATE(    number(tnode,tnode),      acheck(tnode,tnode,2))  
allocate( sysk(neq,neq)) 
 
READ(7,1) text 
READ(7,*) elas,  pr, tref, alpha, thick 
READ(7,1) text 
DO ip = 1,tnode 
 
   READ(7,*) i, ibcx(i), ibcy(i), (coord(i,k), k=1,2), displx(i), disply(i), sxx(i), 
syy(i), temp(i) 
   IF(i /= ip) WRITE(6,40) ip 
   40 FORMAT(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ip) STOP 
END DO 
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READ(7,1) TEXT 
DO ie = 1,nelem 
   READ(7,*) i, (intmat(i,j), j=1,3) 
   IF(i /= ie) WRITE(6,50) ie 
   50 FORMAT(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   IF(i /= ie) STOP 
END DO 
 
CLOSE(UNIT=7, STATUS='keep') 
 
!------------------------------------------------------------------------------------ 
 
WRITE(6,60) tnode, nelem 
60 FORMAT(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,   & 
            '      NUMBER OF TIP NODES          =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =', I6, /) 
 
END SUBROUTINE READ_INPUT 
 
!=============================================================== 
 
SUBROUTINE CST() 
 
IMPLICIT NONE 
real(8), dimension(6)     ::   tele, ibce 
integer(4)                 ::   ieq, ir 
 
 sysf = 0. 
 sysk = 0. 
 
! 
!  Loop over the number of elements: 
! 
 
const: DO ie = 1,nelem 
 
! 
!  Find element local coordinates: 
! 
 
ii = intmat(ie,1) 
jj = intmat(ie,2) 
kk = intmat(ie,3) 
!ll = intmat(ie,4) 
!mm = intmat(ie,5) 
!nn = intmat(ie,6) 
 
xg1 = coord(ii,1) 
xg2 = coord(jj,1) 
xg3 = coord(kk,1) 
       
yg1 = coord(ii,2) 
yg2 = coord(jj,2) 
yg3 = coord(kk,2) 
 
area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
b1 = (yg2 - yg3) 
b2 = (yg3 - yg1) 
b3 = (yg1 - yg2) 
 
c1 = (xg3 - xg2) 
c2 = (xg1 - xg3) 
c3 = (xg2 - xg1) 
 
! 
!  Setup & clear matrices: 
! 
 
 kele = 0.  
 ibce = 0. 
 rsur = 0. 
rtemp = 0. 
    r = 0. 



176 
 

if (ibcx(ii) == 1) ibce(1)  = 1 
if (ibcx(jj) == 1) ibce(2)  = 1 
if (ibcx(kk) == 1) ibce(3)  = 1 
 
 
if (ibcy(ii) == 1) ibce(4)  = 1 
if (ibcy(jj) == 1) ibce(5)  = 1 
if (ibcy(kk) == 1) ibce(6)  = 1 
 
!-------------------------------------- 
!  Set the value for  
!  the coefficient of diffusion term 
!-------------------------------------- 
 
call CnK_ELE()  
 
!--------------------- 
!  Compute all loads 
!--------------------- 
 
call ALL_LOAD() 
 
!--------------------- 
!  Assemble element 
!--------------------- 
 
call asmp() 
 
!-------------- 
 
END DO const 
 
!------------- 
 
call applbc() 
 
!--------------------------------------------------------------------- 
 
END SUBROUTINE CST 
 
!========================================================== 
 
subroutine applbc() 
 
!use solid 
implicit none 
integer(4)                 ::   ieq, ir    !, ic 
 
outer1: do ieq = 1,npoi 
 
 
          if(ibcx(ieq) == 0) cycle outer1 
                   
          inner1: do ir = 1,neq 
!                     if(ir == ieq) cycle inner1                         
                     sysk(ir,2*ieq-1) = 0.0D0 
                     
                  enddo inner1   
 
                  do ic = 1,neq 
                     sysk(2*ieq-1,ic) = 0.0D0   
                      
                  enddo 
                                   
                  sysk(2*ieq-1,2*ieq-1) = 1.0D0 
                  sysf(2*ieq-1)         = 0.0D0  
                   
        enddo outer1 
         
outer: do ieq = 1,npoi 
     
          if(ibcy(ieq) == 0) cycle outer 
                    
          inner: do ir = 1,neq 
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 !                   if(ir == ieq) cycle inner 
                    sysk(ir,2*ieq) = 0.0D0 
                 enddo inner 
 
                 do ic = 1,neq 
                    sysk(2*ieq,ic) = 0.0D0   
                 enddo 
 
                 sysk(2*ieq,2*ieq) = 1.0D0 
           sysf(2*ieq)       = 0.0D0  
 
       enddo outer 
        
end subroutine applbc 
 
!========================================================== 
 
SUBROUTINE CnK_ELE() 
 
!use solid 
IMPLICIT NONE 
 
real(8), dimension(3,6)     :: cb 
 
cmat = 0.0D0 
bmat = 0.0D0 
lmat = 0.0D0 
kele = 0.0D0 
 
!---------------------------------------------------- 
! Setup Metrix C    : stype = 0 (plane stress)  
!                   : stype = 1 (plane strain) 
!---------------------------------------------------- 
 
if (stype == 0) then 
   cmat(1,1) =            elas / (1 - pr*pr) 
   cmat(1,2) =       pr * elas / (1 - pr*pr) 
   cmat(3,3) = (1 - pr) * elas / (1 - pr*pr)/2.0D0 
   lmat(1)   = alpha 
endif 
 
if (stype == 1) then 
   cmat(1,1) =       (1 - pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.0D0*pr) 
   cmat(1,2) =            pr  * elas / (1 + pr) / (1 - 2.0D0*pr) 
   cmat(3,3) = (1 - 2.0D0*pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.0D0*pr)/2.0D0 
   lmat(1)   = alpha*(1+pr) 
endif 
 
cmat(2,2) = cmat(1,1) 
cmat(2,1) = cmat(1,2) 
lmat(2)   = lmat(1) 
 
!----------------- 
! Setup Metrix B     
!----------------- 
 
bmat(1,1) = b1 
bmat(1,3) = b2 
bmat(1,5) = b3 
 
bmat(2,2) = c1 
bmat(2,4) = c2 
bmat(2,6) = c3 
 
bmat(3,1) = c1 
bmat(3,2) = b1 
bmat(3,3) = c2 
bmat(3,4) = b2 
bmat(3,5) = c3 
bmat(3,6) = b3 
 
bmat = bmat/area/2.0D0 
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!------------------- 
! Setup Metrix Kele     
!------------------- 
 
kele = thick*area*(matmul(transpose(bmat),matmul(cmat,bmat))) 
 
!cb = matmul(cmat,bmat) 
 
!kele = thick*area*(matmul(transpose(bmat),cb)) 
 
!----------------- 
!kele = 1.0D0 
!-------------------- 
 
END SUBROUTINE CnK_ELE 
 
!========================================================= 
 
SUBROUTINE ASMP() 
 
!use solid 
IMPLICIT NONE 
 
! 
!  Assembling system load vector 
! 
!  Contribution of coefficients associated with psi  
! 
 
DO i = 1,3 
 
   do j = 1,3 
 
      ii = 2*intmat(ie,i)-1 
      jj = 2*intmat(ie,j)-1 
      ll = 2*i-1 
      mm = 2*j-1 
                           
      sysk(ii   , jj  ) = sysk(ii   , jj  ) + kele(ll   , mm  ) 
      sysk(ii+1 , jj  ) = sysk(ii+1 , jj  ) + kele(ll+1 , mm  ) 
      sysk(ii   , jj+1) = sysk(ii   , jj+1) + kele(ll   , mm+1) 
      sysk(ii+1 , jj+1) = sysk(ii+1 , jj+1) + kele(ll+1 , mm+1)                                       
  
   enddo 
     
   sysf(ii  ) = sysf(ii  ) + r(ll  ) 
   sysf(ii+1) = sysf(ii+1) + r(ll+1) 
    
END DO 
 
END SUBROUTINE ASMP 
 
!========================================================= 
 
SUBROUTINE WRITE_OUTPUT() 
 
!use solid 
IMPLICIT NONE 
 
INTEGER(4)           :: leng  
 
leng = len_trim(name1) - 2 
 
OPEN(UNIT=16, FILE=name1(1:leng)//'.plt',STATUS='unknown',IOSTAT=ierror) 
 
   WRITE(16,220) 
   220 FORMAT ( 'VARIABLES = "X-CO","Y-CO", 
"i","p(i)","p(i+1)","sxx(i)","syy(i)","vms(i)","temp(i)"' ) 
    
   WRITE(16,240) npoi, nelem 
   240 FORMAT('ZONE N=', I6,',E=',I6, ',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE') 
  
DO i = 1,npoi 
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vms(i) = sqrt((sxx(i)-syy(i))*(sxx(i)-syy(i)) + sxx(i)*sxx(i) + syy(i)*syy(i) + 
6*sxy(i)*sxy(i)) / sqrt(2.) 
 
   WRITE(16,260) (coord(i,k),k=1,2), i, p(2*i-1), p(2*i), sxx(i), syy(i), vms(i), 
temp(i)  
      260 FORMAT(2F12.6,2X, I6,2X, 6E16.6) 
   END DO    
 
DO i = 1,nelem 
      WRITE(16,280) (intmat(i,j),j=1,3)  
      280 FORMAT(3I6) 
   END DO 
 
CLOSE(UNIT=16, STATUS='keep') 
 
!----------------------------------------------------------------------------------- 
 
END SUBROUTINE WRITE_OUTPUT 
 
!================================================================================= 
 
SUBROUTINE ALL_LOAD() 
 
!use solid 
IMPLICIT NONE 
 
real(8)              ::   dx, dy, dl, SL, tavg, Q 
 
rsur = 0.0D0 
r    = 0.0D0 
 
!---------------- 
!  surface load 
!---------------- 
   if ((sxx(ii) /= 0.) .and. (sxx(jj) /= 0.)) then 
      dx = xg2 - xg1 
      dy = yg2 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
       
   SL = (sxx(ii) + sxx(jj))/2.0D0 
 
   rsur(1) = SL*thick*dl/2.0D0 
   rsur(3) = SL*thick*dl/2.0D0 
   endif 
 
   if ((sxx(jj) /= 0.) .and. (sxx(kk) /= 0.)) then 
      dx = xg3 - xg2 
      dy = yg3 - yg2 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy)       
    
   SL = (sxx(jj) + sxx(kk))/2.0D0 
    
   rsur(3) = SL*thick*dl/2.0D0 
   rsur(5) = SL*thick*dl/2.0D0 
   endif 
 
   if ((sxx(kk) /= 0.) .and. (sxx(ii) /= 0.)) then 
      dx = xg3 - xg1 
      dy = yg3 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
       
      SL = (sxx(kk) + sxx(ii))/2.0D0  
    
   rsur(1) = SL*thick*dl/2.0D0 
   rsur(5) = SL*thick*dl/2.0D0 
   endif 
 
   if ((syy(ii) /= 0.) .and. (syy(jj) /= 0.)) then 
      dx = xg2 - xg1 
      dy = yg2 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
       
      SL = (syy(ii) + syy(jj))/2.0D0 
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   rsur(2)  = SL*thick*dl/2.0D0 
   rsur(4)  = SL*thick*dl/2.0D0 
   endif 
 
   if ((syy(jj) /= 0.) .and. (syy(kk) /= 0.)) then 
      dx = xg3 - xg2 
      dy = yg3 - yg2 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
          
      SL = (syy(jj) + syy(kk))/2.0D0 
    
   rsur(4)  = SL*thick*dl/2.0D0 
   rsur(6)  = SL*thick*dl/2.0D0       
   endif 
 
   if ((syy(kk) /= 0.) .and. (syy(ii) /= 0.)) then 
      dx = xg3 - xg1 
      dy = yg3 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
       
      SL = (syy(kk) + syy(ii))/2.0D0 
    
   rsur(2)  = SL*thick*dl/2.0D0 
   rsur(6)  = SL*thick*dl/2.0D0 
   endif 
 
!------------------------------- 
!  average element temperature 
!------------------------------- 
 
tavg = (temp(ii) + temp(jj) + temp(kk))/3.0D0 
 
Q = tavg - tref 
 
!------------- 
!  temp load 
!------------- 
 
!rtemp = matmul(transpose(bmat),matmul(cmat,lmat))*Q*thick*area 
 
rtemp = area*thick*Q*(matmul(matmul(transpose(bmat),cmat),lmat)) 
 
!----------------------------------------- 
!  total load = surface load + temp load 
!----------------------------------------- 
 
r = rsur + rtemp 
 
!--------------------- 
!r = 1 
!--------------------- 
 
END SUBROUTINE ALL_LOAD 
 
!========================================================= 
 
SUBROUTINE STRESS() 
 
IMPLICIT NONE 
 
real(8)                             :: tavg 
real(8), dimension(3)               :: st 
real(8), dimension(6)               :: tele 
real(8), dimension(3,6)             :: b    
 
cmat = 0.0D0 
bmat = 0.0D0 
lmat = 0.0D0 
kele = 0.0D0 
sxx  = 0.0D0 
syy  = 0.0D0 
sxy  = 0.0D0 
one  = 0.0D0 
 



181 
 

do ie=1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
!----------------------------------------------------------- 
! Setup Elasticity Metrix C    : stype = 0 (plane stress)  
!                              : stype = 1 (plane strain) 
!----------------------------------------------------------- 
 
if (stype == 0) then 
   cmat(1,1) =            elas / (1 - pr*pr) 
   cmat(1,2) =       pr * elas / (1 - pr*pr) 
   cmat(3,3) = (1 - pr) * elas / (1 - pr*pr)/2.0D0 
   lmat(1)   = alpha 
endif 
 
if (stype == 1) then 
   cmat(1,1) =    (1 - pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.0D0*pr) 
   cmat(1,2) =         pr  * elas / (1 + pr) / (1 - 2.0D0*pr) 
   cmat(3,3) = (1 - 2.0D0*pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.0D0*pr)/2.0D0 
   lmat(1)   = alpha*(1+pr) 
endif 
 
cmat(2,2) = cmat(1,1) 
cmat(2,1) = cmat(1,2) 
lmat(2)   = lmat(1) 
 
!----------------- 
! Setup Metrix B     
!----------------- 
 
bmat(1,1) = b1 
bmat(1,3) = b2 
bmat(1,5) = b3 
 
bmat(2,2) = c1 
bmat(2,4) = c2 
bmat(2,6) = c3 
 
bmat(3,1) = c1 
bmat(3,2) = b1 
bmat(3,3) = c2 
bmat(3,4) = b2 
bmat(3,5) = c3 
bmat(3,6) = b3 
 
bmat = bmat/area/2.0D0 
 
 
tele(1)  = p(2*ii-1) 
tele(2)  = p(2*ii) 
tele(3)  = p(2*jj-1) 
tele(4)  = p(2*jj) 
tele(5)  = p(2*kk-1) 
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tele(6)  = p(2*kk) 
 
tavg = (temp(ii) + temp(jj) + temp(kk))/3.0D0 
 
st = 0.0D0 
 
st = matmul(cmat,(matmul(bmat,tele) - lmat*(tavg - tref))) 
 
   sxx(ii) = sxx(ii) + st(1) 
   sxx(jj) = sxx(jj) + st(1) 
   sxx(kk) = sxx(kk) + st(1) 
 
   syy(ii) = syy(ii) + st(2) 
   syy(jj) = syy(jj) + st(2) 
   syy(kk) = syy(kk) + st(2) 
 
   sxy(ii) = sxy(ii) + st(3) 
   sxy(jj) = sxy(jj) + st(3) 
   sxy(kk) = sxy(kk) + st(3) 
 
   one(ii) = one(ii) + 1. 
   one(jj) = one(jj) + 1. 
   one(kk) = one(kk) + 1. 
 
enddo 
 
do ip=1,tnode 
   if (one(ip) == 0.) write(6,11) ip 
   11 format(' *** warning *** No stress contribution at node', i5) 
   if (one(ip) == 0.) one(ip) = 1.0D0 
   sxx(ip) = sxx(ip) / one(ip) 
   syy(ip) = syy(ip) / one(ip) 
   sxy(ip) = sxy(ip) / one(ip) 
enddo 
  
END SUBROUTINE STRESS 
 
!========================================================= 
 
END MODULE SOLID 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
PROGRAM SOLID_STRESS 
 
use SOLID 
 
IMPLICIT NONE 
 
CALL MAIN() 
 
stop 
 
END PROGRAM SOLID_STRESS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



183 
 

Module solve 
 
implicit none 
 
contains 
 
! 
! Subroutine preconditioned conjugate gradient method 
! 
 
subroutine unsympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax, atb 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija, ijat, ijata 
real(8),    allocatable, dimension(:)  ::  sa,  sat,  sata 
 
  iter = 1 
   tol = 1.d-6 
 maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 1000000 
 
write(6,*) count 
 
allocate(  sa(count),   ija(count)) 
allocate( sat(count),  ijat(count)) 
allocate(sata(count), ijata(count)) 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin( a,n,n,thresh,count, sa, ija) 
call sprsint(a,n,n,thresh,count,sat,ijat) 
 
!-------------- 
! Compute At*A  
!-------------- 
call sprstm(sat,ijat,sat,ijat,sata,ijata,thresh,count) 
 
!-------------- 
! Compute At*b  
!-------------- 
call sprsax(sat,ijat,b,atb,n,count) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(sata(i)) 
end do 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
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!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sata,ijata,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
     call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
     do i = 1,n 
        r(i) = atb(i) - ax(i) 
     end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
   do i = 1,n 
      s(i) = pre(i)*r(i) 
   end do 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
   dold = dnew 
   dnew = 0. 
   do i = 1,n 
      dnew = dnew + r(i)*s(i) 
   end do 
 
   beta = dnew/dold 
   do i = 1,n 
      d(i) = s(i) + beta*d(i) 
   end do 
 
   iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine unsympcg 
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!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija 
real(8),    allocatable, dimension(:)  :: sa 
 
 iter = 1 
  tol = 1.d-6 
maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 10000000 
 
allocate(sa(count), ija(count)) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(a(i,i)) 
end do 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin(a,n,n,thresh,count,sa,ija) 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = b(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sa,ija,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
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   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
      call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
      do i = 1,n 
         r(i) = b(i) - ax(i) 
      end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
 
iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine sympcg 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsin(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do i = 1,n 
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   do j = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) then 
               write(6,*) k, nmax !, 'nmax too small in sprsin'    
               pause 'nmax too small in sprsin' 
            endif 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = j 
         endif 
      endif 
   enddo 
   ija(i+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsin 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsax(sa,ija,x,b,n,nmax) 
 
! Multiply a matrix in sparse storage by a vector x(1:n) 
! and the result is a vector b(1:n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, i, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8), dimension(n)        :: b, x 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
if (ija(1) /= n+2) pause 'mismatched vector and matrix in sprsax' 
do i = 1,n 
   b(i) = sa(i) * x(i) 
   do k = ija(i),ija(i+1)-1 
      b(i) = b(i) + sa(k) * x(ija(k)) 
   enddo 
enddo 
 
END subroutine sprsax 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprstm(sa,ija,sb,ijb,sc,ijc,thresh,nmax) 
 
! 
! Multiply At*A 
! 
! Input for sa must be At 
! Input for sb must be At 
! output of sc will be At*A 
! 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax 
integer(4)                   :: i,ijma,ijmb,j,k,ma,mb,mbb 
 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija, ijb, ijc 
real(8)   , dimension(nmax)  ::  sa,  sb,  sc 
 
real(8)                      :: sum, thresh 
 
if(ija(1) /= ijb(1)) pause 'sprstm sizes do not match' 
k = ija(1) 
ijc(1) = k 
do i = 1,ija(1)-2 
   do j = 1,ijb(1)-2 
      if(i==j) then 
         sum = sa(i)*sb(j)                      
      else                            
         sum = 0.d0                   
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      endif                      
      mb = ijb(j)                      
      do ma = ija(i),ija(i+1)-1                      
         ijma = ija(ma)                   
         if(ijma == j) then                   
            sum = sum + sa(ma)*sb(j)                
         else                   
2           if(mb < ijb(j+1)) then                            
               ijmb = ijb(mb)             
               if(ijmb == i) then             
                  sum = sum + sa(i)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2                 
               else if(ijmb < ijma) then             
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               else if(ijmb == ijma) then             
                  sum = sum + sa(ma)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               endif                    
            endif                
         endif                   
      enddo                      
       
      do mbb = mb,ijb(j+1)-1                      
         if(ijb(mbb) == i) then                   
            sum = sum + sa(i)*sb(mbb)                       
         endif                   
      enddo                                                 
                            
      if(i == j) then                      
         sc(i) = sum                   
      else if(abs(sum) > thresh) then                      
          if(k > nmax) pause 'sprstm: nmax to small'                         
          sc(k) = sum                  
          ijc(k) = j                         
          k = k + 1                  
      endif                                                 
   enddo 
   ijc(i+1) = k                         
enddo                            
                            
end subroutine sprstm 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsint(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do j = 1,n 
   do i = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) pause 'nmax too small in sprsin' 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = i 
         endif 
      endif 
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   enddo 
   ija(j+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsint 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
end module solve 
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