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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

 
1.1  ความสําคัญและที่มา 

ปจจุบันน้ี ไดเริ่มมีแนวคิดในการพัฒนาเครื่องมือที่จะมาชวยมนุษยทํางานไดสะดวกมาก
ขึ้น เชนการพัฒนาหุนยนตมาทํางานแทนคน ทํางานในที่ที่สภาพแวดลอมไมเหมาะสมกับ
คน และทํางานที่เหมือนกันหรือซ้ํากัน เปนตน แตปจจุบันน้ีเร่ิมมีแนวคิดที่วาคนมีความยืดหยุน
มากที่สุดสวนหุนยนตทํางานไดแมนยํากวาคน จึงเริ่มมีการพัฒนาระบบที่นําหุนยนตมาทํางาน
รวมกับคน เพ่ือชวยใหคนทํางานไดสะดวกขึ้นหรือทํางานซึ่งเม่ือกอนใชคนทํางานอยางเดียว
ไมได และใชหุนยนตอยางเดียวกับไมเหมาะสมเพราะไมใชงานซ้ําๆกัน ตองการผสมผสาน
ความสามารถในการตัดสินใจของคนรวมกับความสามารถในการทํางานที่แมนยําของหุนยนต 
ในที่นี้ จ ะ เ รียกว า  Human-Robot cooperative task[1-2] จากแนวคิดข างตน จึง มีการนํ า
ความสามารถของเครื่องจักรหรือหุนยนตมาชวยในการทํางาน เพ่ือเพิ่มประสิทธิภาพ ผลผลิต
และคุณภาพของงาน ดังนั้นในปจจุบันไดมีการนําเครื่องจักรหรือหุนยนต และระบบอัตโนมัติเขา
มาประยุกตใชในชีวิตของมนุษยอยางมากมาย ยกตัวอยางเชน เครื่องใชภายในบาน เครื่องมือ
การเกษตร และเครื่องมือทางการแพทย ฯลฯ ซึ่งถาหากทําการรวมเอาความสามารถของ
เครื่องจักรที่เหนือกวามนุษยดานกําลัง ความอดทน ความแมนยําในการทํางานเขากับความ
ฉลาดเชนที่มีในมนุษย ควรจะทําใหหุนยนตสามารถทํางานรวมกับมนุษยไดดีขึ้น แตเดิม
หุนยนตจะเพียงทํางานที่ซ้ําซากที่ไดรับการสอนมา เชน งานยกและวางของ ภายหลัง
ความสามารถในการโปรแกรมไดทําใหหุนยนตมีความยืดหยุนในการทํางานไดดีมากยิ่งขึ้น 

 
ในปจจุบันไดมีการนําหุนยนตหลากหลายประเภทเขามาใชในชีวิตและมีความใกลชิดกับ

มนุษย และมีการทํางานรวมกันกับมนุษย ดังน้ันเราจึงตองการระบบควบคุม เพ่ือใหหุนยนตนั้น
มีโครงสรางในการทํางานเชนเดียวกับลักษณะทาทางของมนุษยและไมทําอันตรายกับ
มนุษย เชน เม่ือนําหุนยนตและมนุษยมาทํางานรวมกันโดยการใหยกของ[3] หุนยนตจะตองมี
การเคลื่อนที่ตามการเคลื่อนที่ของมนุษย 

 
ในการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตนั้น สวนใหญจะเปนการควบคุมแรงซึ่ง

อยูในรูปของความตานทานการเคลื่อนที่ (impedance)[4-5] ของแขนหุนยนต เพ่ือใหมีความ
ตอเนื่องและราบเรียบในการทํางาน เชน ถาเราตองการจะยกวัตถุใหอยูในตําแหนงที่ตองการ
แขนของหุนยนตจะตองมีความตานทานการเคลื่อนที่ที่สูงเพ่ือใหตําแหนงของแขนหุนยนตมี
ความแมนยํา แตในการที่จะนําหุนยนตและมนุษยมาทํางานรวมกัน จะมีปญหาในเร่ืองของ
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เสถียรภาพเชิงสัมผัสของการควบคุมความหนวงของการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตที่นํามาใชใน
การทํางาน และการควบคุมความหนวงของการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตจะมีอยูสองชนิด คือ 
พ้ืนฐานทางดานการควบคุมตําแหนง และพ้ืนฐานทางดานการควบคุมแรงบิดของหุนยนต[6] 

 
ในการควบคุมแบบอิมพิแดนซของหุนยนตสําหรับทํางานรวมกับมนุษยสามารถแสดงได

ดังรูปที่ 1.1 ดังนี้ 
 

 
รูปที่ 1.1 การทํางานรวมกนัระหวางมนษุยและหุนยนต 

(Human-Robot cooperative task) 
 
จากรูปที่ 1.1 เปนการแสดงลักษณะการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตในการ

รวมกันยกสิ่งของ โดยที่จะใชลักษณะการเคลื่อนที่ของมนุษยในการสรางเสนทางเดิน 
(trajectory) ใหกับตัวควบคุมการเคลื่อนที่ของหุนยนต โดยลักษณะการเคลื่อนที่ของมนุษยจะถูก
สรางขึ้นโดยการไดรับสัญญาณของแรงและทิศทางของการเคลื่อนที่จากตัวตรวจรูแรง (force 
sensor) ที่ถูกติดตั้งอยูที่ปลายของแขนกล (manipulator’s end-effector) และนําสัญญาณที่ได
ไปทําการคํานวณหาคาตัวแปรตางๆ ที่ใชในการควบคุมการเคลื่อนที่ของหุนยนตตอไป 

 
แนวความคิดของการควบคุมการทํางานของหุนยนตแบบอิมพิแดนซสามารถแสดงดัง

รูปที่ 1.2 จะเห็นไดวาในสวนของปลายแขนของหุนยนตมีลักษณะของระบบมวล สปริง และตัว
หนวง (mass-spring-damper system) ติดอยูที่สวนปลายของแขนกล  เพ่ือใชสําหรับการ

Human 

Carrying 

Robot 

Force sensor 
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ควบคุมแรงซึ่งอยูในรูปของความตานทานการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต และชวยรองรับแรง
ตางๆ ที่จะถูกสงผานจากแขนหุนยนตไปสูมนุษย 

 

 
 

รูปที่ 1.2 แผนภาพแนวความคิดของการควบคุมหุนยนตแบบอิมพิแดนซ 
(Conceptual diagram of Impedance Control) 

 
จากรูปที่ 1.2 แสดงแผนภาพแนวความคิดของการควบคุมหุนยนตแบบอิมพิแดนซ โดย

ที่ 1 2, ,i i iθ θ θ+ +  แทนมุมหมุนของจุดตอตางๆ และสวนปลายจะเปนสวนของอิมพิแดนซซึ่งจะมี
ลักษณะของระบบมวล-สปริง-ตัวหนวง โดยที่ 1 2 3, ,b b b  แทนคาสัมประสิทธิ์ความหนวง
ใน 3 มิติ 1 2 3, ,k k k  แทนคาสัมประสิทธิ์ของสปริงใน 3 มิติ และ m  แทนมวลของปลายแขน
กล และสามารถแสดงอยูในรูปสมการแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบมวล-สปริง-ตัวหนวง
ดังสมการที่ (2.1) โดยที่ คา b  และ k  แทนคาสัมประสิทธิ์ความหนวงสมมูลย และคา
สัมประสิทธิ์ของสปริงสมมูลย ตามลําดับ  และแบบจําลองทางพลวัตของการควบคุมแบบอิมพิ-
แดนซของหุนยนต   สําหรับใช ในการควบคุมการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและ
หุนยนต (Impedance Control of Human-Robot Cooperative task)[1] สามารถแสดงไดดังรูป
ที่ 1.3  ซึ่งจะเห็นวาในการควบคุมแบบอิมพิแดนซของหุนยนตสําหรับการทํางานรวมกันระหวาง
มนุษยและหุนยนตจะประกอบดวยสามสวนหลักๆ ดังนี้ คือ สวนแรกจะเปนสวนของแบบจําลอง
อิมพิแดนซ (impedance model) ซึ่งจะเปนสวนของการควบคุมแรงซึ่งอยูในรูปของความ
ตานทานการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต โดยจะมีลักษณะคลายคลึงกับระบบมวล สปริง และตัว
หนวง และจะมีประโยชนในการชวยรองรับแรงตางๆ ที่จะถูกสงผานไปสูมนุษยที่เปนผูทํางาน
รวมกับแขนหุนยนตในการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต สวนที่สองจะเปนสวนของแบบจําลองความ
ยืดหยุนของหุนยนต (compliance model of robot)[7] เน่ืองจากน้ําหนักของตัวหุนยนตเองกับ
น้ําหนักที่เกิดขึ้นในการยกสิ่งของและจากความเสียดทานที่เกิดขึ้นในจุดหมุนตางๆ ของตัว
หุนยนต และสวนที่สามจะเปนสวนของแบบจําลองของมนุษยและสิ่งแวดลอม (human and 
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environment model) ซึ่งจะเปรียบเทียบไดกับคาความกระดาง (stiffness) ที่ปลายของแขน
หุนยนตตองไปสัมผัส 

 

 
 

รูปที่ 1.3 แบบจําลองทางพลวตัของการควบคุมแบบอิมพิแดนซของหุนยนต 
สําหรับการทาํงานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนต  

(Impedance Control of Human-Robot cooperative task) 
 

วิทยานิพนธฉบับนี้จะทําการศึกษาถึงการหาคาความตานทานการเคลื่อนที่หรือตัว
ควบคุมแรงแบบอิมพิแดนซ (impedance control) และวิธีการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขน
หุนยนต โดยจะใชแขนหุนยนตอุตสาหกรรม ในการที่จะนําแขนหุนยนตมาตรฐานอุตสาหกรรม 
เขามาทํางานรวมกันกับมนุษยโดยการยกสิ่งของตางๆ 
 
1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 

ศึกษาการออกแบบตัวควบคุมแรงซึ่งเปนคาความตานทานการเคลื่อนที่ และวิธีการ
ควบคุมการเคลื่อนที่แบบอิมพิแดนซ  (impedance control) ของแขนหุนยนตมาตรฐาน
อุตสาหกรรม เพ่ือศึกษาแนวทางในการนําแขนหุนยนตอุตสาหกรรมเขามาทํางานรวมกันกับ
มนุษย 

 
1.3 วิธีดําเนินงาน 
การดําเนินงานวิจัยแบงออกเปน 7 ขั้นตอนหลักคือ 

1. ศึกษาการทํางานและลักษณะเฉพาะตางๆ ของแขนหุนยนตอุตสาหกรรมโดยจะใช
แขนหุนยนต Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C[8] 

2. ศึกษาทฤษฎีเกี่ยวกับการควบคุมแรงและการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต 
3. หาสมการการเคลื่อนที่และสมการ kinematics ที่จําเปนในการควบคุมแรงและการ

เคลื่อนที่ของแขนหุนยนต โดยเฉพาะสําหรับ Human-Robot cooperative task 
4. จําลองระบบที่จะใชในการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต Mitsubishi Heavy 

Industries Ltd. รุน PA10-7C โดยใชโปรแกรม Matlab/Simulink 
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5. ออกแบบและสรางชุดทดสอบ เพ่ือใชในการทดสอบการทํางานรวมกันระหวางแขน
กล Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C กับมนุษยในการยกของจากจุดหนึ่งไปยัง
อีกจุดหนึ่ง 

6. ทดสอบการทํางานรวมกันระหวางแขนกล Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน 
PA10-7C กับมนุษยในการยกของจากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่ง 

7. สรุปผลการวิจัยและพิมพวิทยานิพนธฉบับสมบูรณ 
 

1.4  ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 1. หาสมการทางคณิตศาสตรตางๆ ท่ีจําเปนสําหรับการควบคุมแรงและการควบคุมการ
เคลื่อนที่ของแขนหุนยนต เพ่ือใชในการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตมาตรฐาน
อุตสาหกรรม ในการนําหุนยนตเขามาทํางานรวมกับมนุษย 
 2. จําลองระบบที่จะใชในการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตมาตรฐาน
อุตสาหกรรม โดยใชโปรแกรม Matlab/Simulink 
 3. ออกแบบและสรางชุดทดสอบ เพ่ือใชในการทดสอบการทํางานรวมกันระหวางแขน
หุนยนตมาตรฐานอุตสาหกรรมกับมนษุย 
 4. ทดสอบการทํางานรวมกันระหวางแขนหุนยนตมาตรฐานอุตสาหกรรมกับมนุษย 
 5. สรุปผลการวิจัย 
 
1.5  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1. สรางองคความรูในการพัฒนาระบบควบคุมสําหรับงาน Human-Robot cooperative 
task 

2. ไดแนวคิดในการออกแบบระบบควบคุมแรงและการเคลื่อนที่เหมาะสมในการนําแขน
หุนยนตมาตรฐานอุตสาหกรรมเขามาทํางานรวมกับมนุษย 

3. ผูวิจัยในอนาคตสามารถนําหลักการที่ใชในงานวิจัยนี้ไปประยุกตหรือพัฒนาตอได 
4. สามารถนําไปประยุกตใชในงานจริงไดหลายอยาง เชน ใชในการยกของที่มีน้ําหนัก

มากๆ 
 



 

บทที่ 2 
 

ความรูพื้นฐานดานแขนหุนยนตและทฤษฎีการควบคุม 
 
 
 ในบทนี้เปนการอธิบายถึง ความรูที่จําเปนในดานแขนหุนยนตอุตสาหกรรม สําหรับใช
ในการศึกษาพฤติกรรมตางๆ ที่จําเปนในการออกแบบระบบควบคุมการทํางานของแขนหุนยนต 
ซึ่งเกี่ยวของกับการแปลงพิกัดตางๆ จลนศาสตรของการเคลื่อนที่ และการหาสมการพลวัต 
(Dynamic equation) ที่ใชในการควบคุมการทํางานของแขนหุนยนตอุตสาหกรรม 
 

พฤติกรรมทางพลวัต (dynamic behavior) ของระบบทางวิศวกรรมที่มีความสัมพันธกับ
การสรางรูปแบบทางคณิตศาสตรซึ่งใชแทนระบบทางวิศวกรรมเหลานั้น ซึ่งในขั้นตอนนี้จะ
เรียกวาการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตร (mathematical modeling) ซึ่งเปนสวนที่สําคัญ
มากในการออกแบบและการวิเคราะหแบบทางวิศวกรรม ขั้นตอนการตัดสินใจในขบวนการ
ออกแบบระบบควบคุมจะทําไดก็ตอเม่ือเราเขาใจพฤติกรรมของระบบที่จะทําการควบคุม ดังน้ัน 
การออกแบบจะทําตอเน่ืองจากการแกปญหาของแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบน้ันๆ 
หรือจะกลาวอีกแบบหนึ่งก็คือ จําเปนตองหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบที่กําลังจะ
ควบคุม ซึ่งสวนมากแบบจําลองดังกลาวจะอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ (differential 
equation) จากน้ันก็จะทําการแกสมการเชิงอนุพันธ ซึ่งอาจจะเปนการแกปญหาดวยการแก
สมการเพื่อใหไดคําตอบหรือผลลัพธในรูปแบบที่ปด (close form solution) หรืออาจจะเปนการ
แกปญหาโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical method) จากผลลัพธนี้จะชวยใหสามารถ
ตัดสินใจถึงระบบควบคุมที่ตองการจะใชในการควบคุมระบบดังกลาว[9]. 

 
ระบบมวล -สปริง -และตัวหนวง  (mass-spring-damper) ในรูป  2.1 เปนตัวอยาง

แผนภาพของระบบ (system diagram) โดยที่ในรูปที่ 2.1 ไดแสดงใหเห็นวาสามารถแสดง
ลักษณะการเคลื่อนที่ของระบบมวล-สปริง-และตัวหนวง ไดดวยสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สอง 
สมการเชิงอนุพันธนี้เปนแบบจําลองทางคณิตศาสตร ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวางแรง (force, 
F ) ที่กระทํากับมวล (mass, m ) และลักษณะการเคลื่อนที่ของมวลโดยที่ลักษณะการเคลื่อนที่
ของมวลจะรวมไปถึงตําแหนง ความเร็ว และความเรงของมวลที่กําลังสนใจ จากสมการเชิง
อนุพันธสามารถนํามาประกอบเปนแผนภาพบล็อก (block diagram) ของระบบมวล-สปริง-และ
ตัวหนวงในรูปที่ 2.2 
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รูปที่ 2.1 ระบบมวล-สปริง-และตัวหนวง 
 

สมการแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบมวล-สปริง-และตัวหนวงสามารถเขียนได
ดังนี้ 

 
                                               ( )mx bx kx F t+ + =�� �                                      (2.1) 
 
 

 
 

รูปที่ 2.2 แผนภาพบล็อกของระบบมวล-สปริง-และตวัหนวง 
 
 ในการควบคุมแขนหุนยนตสามารถนําแบบจําลองทางคณิตศาสตรมาใชอธิบายรูปแบบ
โครงสรางและการเคลื่อนไหวลักษณะตางๆ เพ่ือนําสูการหาตําแหนงของปลายแขนกลใน
รูปแบบของฟอรเวิรสคิเนแมติกส (Forward Kinematics) การหาตําแหนงมุมของจุดตอ (Joint) 
จากอินเวิรสคิเนแมติกส (Inverse Kinematics) หรือหาความเร็วและแรงกระทําที่จุดตอหรือ 
ปลายแขนกลไดจากจาโคเบียน (Jacobian), จาโคเบียนแรง (Force Jacobian) เพ่ือใชเปนปจจัย
ประกอบการควบคุมแขนหุนยนต 
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2.1    ความรูพื้นฐานดานแขนหุนยนต [10-11,13] 
แขนหุนยนตที่ใชในวิทยานิพนธนี้เปนแบบทอนแขนเรียงลําดับกลาวคือ มีลักษณะของ

แขน (link) เปนทอนๆ เชื่อมตอระหวางแตละทอนดวยจุดตอ ซึ่งจุดตอมีอยู 2 ชนิดคือ เปนแบบ
จุดตอหมุน (revolute joint) และแบบจุดตอเลื่อน (prismatic joint)  ในสวนของคิเนแมติกสเปน
การหาความสัมพันธระหวางตัวแปรใน Join space, q  ซึ่งเปนมุม θ  หรือ ระยะทาง d  สําหรับ
จุดตอหมุน หรือจุดตอเลื่อนตามลําดับ กับ Cartesian space เชน ตําแหนงในพิกัดแกน XYZ ใน
สวนของสมการพลวัต (Dynamics equation) เปนการหาความสัมพันธระหวาง , ,q q q� ��  กับ
แรงบิด (torque) ของแตละจุดตอ  กอนจะกลาวถึงรายละเอียดในหัวขอทั้งสองจะนําเสนอถึงการ
เปลี่ยนพิกัดของเวกเตอรระหวางแกนอางอิง 2 ชุด ซึ่งเปนพื้นฐานสําหรับการหาความสัมพันธ
ในสวนของคิเนแมติกส 
 
2.1.1 การเปลี่ยนพกัิดของเวกเตอร 

• เมทริกซการหมุน (Rotation Matrix) เม่ือพิจารณาแกนอางอิง 2 ชุดที่มีจุดกําเนิดรวมกัน 
ดังรูปที่ 2.3 โดยใหจุด p  เปนจุดใดๆ ในปริภูมิ และใหเวกเตอร 0 1,p p  เปนพิกัดของ
จุด p  ในปริภูมิ 0 และ 1 โดย 

                                

                                   

0 1

0 0 1 1

0 1

,
x x

y y

z z

p p
p p
p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

p p                                    (2.2) 

จะไดวา 
                                    0 1 0 1 0 1 0

1 1 1x y zp x p y p z= + +p        
                                        0 0 0 1

1 1 1x y z⎡ ⎤= ⎣ ⎦p       

                                     0 1
1= R p                                                   (2.3) 

 

 
 

รูปที่ 2.3 เวกเตอร p  ในแกนอางอิง 2 ชุดที่มีจุดกําเนิดรวมกัน 
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เม่ือเมทริกซ 0
1R  เปนเมทริกซการหมุน จากแกนพิกัดชุดที่ 1 ไปยัง 0 

• เมทริกซการแปลง (Transformation Matrix) ในกรณีที่จุดกําเนิดของแกนทั้งสองอยูคน
ละจุด ดังรูปที่ 2.4 โดยมีเวกเตอร 0

1o  แทนเวกเตอรของจุดกําเนิดของแกนพิกัด 1 บน
พิกัดของแกนพิกัด 0 ความสัมพันธของเวกเตอร p  ในแกนพิกัดทั้งสองเปน 

0 1

1 0 1 1T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 0
1 1p R o p  

 

                                                  0 1= 0
1p A p� �                                            (2.4) 

 

 
 

รูปที่ 2.4 เวกเตอร p  ในแนวแกนอางอิง 2 ชุดที่มีจุดกําเนิดแยกกัน 
 

โดยเรียกเมทริกซ 0
1A  วาเมทริกซการแปลงจากแกนพิกัด 1 ไปยัง 0 ในกรณีที่มีแกน

อางอิงหลายชุดตอเนื่องกัน จากชุด 0, 1, ..., n  จะไดเมทริกซการแปลงจากแกนชุดที่ 
n  ไปยัง 0  เปน 
 

0 0 1 1
1 2...

n n
n
−=p A A A p� �  

                                             0 n
n= A p�                                             (2.5) 

 

2.1.2   คิเนแมติกส (Kinematics) 
2.1.2.1 ฟอรเวิรสคิเนแมตกิส (Forward Kinematics)   

เปนการโอนยายความสัมพันธของตําแหนงของแขนกล จากการอางอิงเชิงมุม
ของแตละจุดตอใน Joint Space มาเปนการอางอิงเชิงเสนใน 3 มิติ คือแกน X, Y, และ 
Z ใน Cartesian Space หรือใน Operation Space เพ่ือบอกตําแหนงปลายของแขนกล
เทียบกับเฟรมอางอิงเริ่มตน (Base Frame) โดยวิธี D-H parameter หรือที่เรียกวา 
Denavit-Hartenberg Convention จะชวยในการหาฟอรเวิรสคิเนแมติกส โดยจะตั้ง
เฟรมอางอิงที่แตละจุดตอดังแสดงในรูปที่ 2.5 แลวหาคาความสัมพันธระหวางแขน และ
จุดตอ ดังนี้ 
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รูปที่ 2.5 การตั้งเฟรมอางอิงโดยวิธีของ Denavit-Hartenberg 
 

• Link Twist ( iα ) คือ มุมระหวางแกน i-1z  และ iz  รอบแกน ix  และจะเปนบวก
เม่ือหมุนทวนเข็มนาฬิกา 

• Link Length ( ia ) คือ ระยะระหวาง iO  และ 'iO  
• Link offset ( id )  คือ ระยะระหวาง 1iO −  และ 'iO  โดยวัดตามแนวแกน i-1z  
• Joint Angle ( iθ ) คือ มุมระหวางแกน i-1x  และ ix  รอบแกน i-1z  และจะเปน

บวกเม่ือหมุนทวนเข็มนาฬิกา 
โดยที่ iα  และ ia  เปนคาคงที่ 

id  และ iθ  เปนตัวแปรตามขึ้นอยูกับการเคลื่อนที่วาเปนแบบจุดตอเลื่อน หรือ 
จุดตอหมุน  

รูปแบบโดยทั่วไปของ Homogeneous Transformation Matrix โดยวิธีของ 
Denavit-Hartenberg Convention สามารถแสดงไดดังนี้ 

 

                  ( )1

cos sin cos sin sin cos
sin cos cos cos sin sin

0 sin cos
0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i i ii
i i

i i i

a
a

q
d

θ θ α θ α θ
θ θ α θ α θ

α α
−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A            (2.6) 

 
และจะไดฟอรเวิรสคเินแมตกิส จากสมการ 
 

( ) ( ) ( )0 0 1
1 1 ... n

n nq q q−=T A A  
 

                                           
0 0 0 0

0 0 0 1
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

n s a p                            (2.7) 

iθ  
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โดยที่ 0 0 0, ,n s a  แทนทิศทางของปลายแขน (ทิศทางของแกนพิกัดที่ n  เม่ือ
เทียบกับแกนอางอิง และ 0p  แทนตําแหนงของปลายแขน ตําแหนงจุดกําเนิดของแกน
พิกัดที่ n ) 

 
2.1.2.2 อินเวริสคิเนแมติกส (Inverse Kinematics) 

เปนการโอนยายความสัมพันธยอนกลับของตําแหนงแขนกล จากการอางอิง
เชิงมุมของแตละจุดตอใน Joint Space มาเปนการอางอิงเชิงเสน 3 มิติในแกน X, Y, 
และ Z ใน Cartesian Space เพ่ือบอกตําแหนงปลายแขนกลเทียบกับเฟรมอางอิง
เร่ิมตน โดยการหาคามุมของแตละจุดตอ (Joint variable) ใหสอดคลองกับตําแหนงและ
ทิศทางของปลายแขนกลซึ่งถูกกําหนดไวใน Cartesian Space หรือใน Operational 
Space นั่นเอง  ซึ่งจะพบวาสามารถหาผลเฉลยไดหลายคําตอบขึ้นอยูกับเง่ือนไขในการ
ทํางานของแขนกล เชน สิ่งกีดขวาง[11] แสดงไดดังรูปที่ 2.6 

 
 

 
 
 

 
 

 
รูปที่ 2.6 ลักษณะของการทํางานที่ตองมีความยืดหยุน 

 
2.1.2.3 ความสัมพันธเชิงความเร็ว 

เปนการหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรใน Joint space เชน อัตราการ
หมุนของจุดตอ ไปยังอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรใน Cartesian space เชน 
ความเร็วเชิงเสน/มุม ของปลายแขนในพิกัด XYZ ซึ่งความสัมพันธเชิงความเร็วหาได
จากอนุพันธของเวกเตอรตําแหนงที่หามาไดจากฟอรเวิรสคิเนแมติกส โดยมีสมการเปน 

 

                                         ( )q⎡ ⎤
= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

p
v J q

ω
�

�                                    (2.8) 

 
โดยที่ เมทริกซ ( )qJ  เรียกวา เมทริกซจาโคเบียน (Jacobian matrix) , p�  เปน

ความเร็วเชิงเสน และ ω  เปนความเร็วเชิงมุม ซึ่งเมทริกซ ( )qJ  คํานวณจากสมการ 
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                          [ ]1 ... n=J J J                                              (2.9) 
 

 โดยที่                                                      

               
( )

1

1 1

1

0
i

i

i

P
i

O i i

i

−

− −

−

⎧ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎣ ⎦⎪= =⎢ ⎥ ⎨
⎡ × − ⎤⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

z
J

J
J z p p

z

                                         (2.10) 

 
โดยที่ 1i−z  เปนคอลัมนที่ 3 ของเมทริกซการหมุน 0

1i−R  ซึ่งสามารถหาไดจาก 
 

0 2
1 1 1 1 1 0( ) ( )i

i i iq q−
− − −=z R R z…  และ [ ]0 0 0 1 T=z  

 
        p  เปนสมาชิก 3 ตัวแรกของ คอลัมนที่ 4 ของเมทริกซการแปลง 0

nA  ซึ่ง
สามารถหาไดจาก 

0 1
1 1 0( ) ( )n

n nq q−=p A A p…  และ [ ]0 0 0 0 1 T=p  
 
        1i−p  เปนสมาชิก 3 ตัวแรกของ คอลัมนที่ 4 ของเมทริกซการแปลง 0

1n−A ซึ่ง
สามารถหาไดจาก 

0 2
1 1 1 1 1 0( ) ( )n

i n iq q−
− − −=p A A p…  

การคํานวณเมทริกซจาโคเบียนดวย Geometric technique จะเปนการเทียบความเร็ว
ของปลายแขนกับแกนอางอิง {0} ในรูปแบบฟงกชันของเวกเตอรซึ่งเม่ือจะนําไปใชจริงน้ัน คาที่
จะกําหนดใหในการเคลื่อนที่โดยปกติจะใชลักษณะการกําหนดทิศทางของมุมหมุนของปลาย
แขนดวย Euler angle โดยในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชการหมุนแบบ ZYZ Euler angles ดงัรูปที่ 
2.7 ซึ่งจะไดความสัมพันธของการหมุนตามลําดับการหมุน ดังนี้ 

 

รูปที่ 2.7 รูปแบบการหมุนแกนแบบ ZYZ Euler angles 

สําหรับจุดตอหมุน 

สําหรับจุดตอเลี่อน 
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 โดยลักษณะการหมุนของแกนแบบ ZYZ Euler angles สามารถแสดงไดดังรูปที่ 2.8 คือ 

 

รูปที่ 2.8 ลําดับของการหมุนแบบ ZYZ Euler angles 

จากรูปที่ 2.8 เริ่มจากการหมุนรอบแกน z  ดวยความเร็ว ϕ�  จะไดความสัมพันธ ดังนี้  

[ ]0 0 1
T T

x y zω ω ω ϕ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ �  

จากนั้นหมุนรอบแกน y′  ดวยความเรว็ ϑ�  จะไดความสัมพันธ ดังนี้  

0
T T

x y z s cϕ ϕω ω ω ϑ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦⎣ ⎦
�  

และสุดทายหมุนรอบแกน z′′  ดวยความเร็ว ψ�  จะไดความสัมพันธ ดังนี้  

T T

x y z c s s s cϕ ϑ ϕ ϑ ϑω ω ω ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎣ ⎦ �  

ดังนั้น จะไดความสัมพันธในรูปของ Euler angle คือ 

                                      
0
0 ( )
1 0

s c s
c s s

c

ϕ ϕ ϑ

ϕ ϕ ϑ

ϑ

φ φ φ
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ω T� �                              (2.11) 

โดยที่ความสัมพันธระหวาง จาโคเบียนทางดานรูปราง (Geometric Jacobian) และจา-
โคเบียนวิเคราะห (Analytical Jacobian) สามารถแสดงไดดังนี้ 

                                                 ( )A Aφ=J T J                                         (2.12) 

ซึ่งเมทริกซการแปลง ( )AT φ สามารถหาไดจากสมการที่ (2.13) คือ 

                                        ( ) ( )A

I O
O

φ
φ

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

v x T x
T

� �                               (2.13)                  
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2.1.3   สมการพลวตัของแขนหุนยนต (Dynamic equation) 
 พลศาสตรของแขนกล เปนความสัมพันธของแรงบิด (Torque) ที่กระทําที่จุดตอ กับการ
เคลื่อนที่ของแขนกลใน Cartesian Space ซึ่งจะแสดงในรูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ของ
ระบบ (Equation of Motion) เพ่ือความสะดวกจะแสดงความสัมพันธของการเคลื่อนที่ของแขน
กลตางๆ ใหอยูในสมการเดียว และสามารถเขียนสมการของการเคลื่อนที่ของแขนกลไดใน
รูปแบบของสมการปริภูมิสเตต (State space equation) ไดดังนี้ 
 
                                      ( ) ( ) ( )τ = B q q + C q,q q + G q�� � �                              (2.14) 

 
เม่ือ ( )B q   คือเมทริกซของมวลของแขนกลนัน้ซ่ึงมีขนาด n n×  
    ( )C q,q�  คือเวกเตอรของแรงที่หันเหเขาสูศูนยกลาง (centripetal) และอิทธิพลของแรงโคริ-
                 ออริส (Coriolis force) ซึ่งมีขนาด 1n×  
      ( )G q   คือเวกเตอรของแรงโนมถวงของโลก (gravitational) ซึ่งมีขนาด 1n×  
 
 ซึ่งสวนของเมทริกซ ( )B q  และ ( )G q  เปนฟงกชันที่ขึ้นอยูกับตําแหนง (position, q ) 
ของแตละจุดตอของแขนกล และในสวนของเมทริกซ ( )C q,q�  จะเปนฟงกชันที่ซับซอน 
(complex function) โดยขึ้นอยูกับตําแหนง q  และความเร็ว (velocity, q� ) ของแตละจุดตอของ
แขนกล 
 

ในการหาสมการพลวัตสามารถทําได 2 รูปแบบ คือ รูปของรากรองจ (Lagrange) กับ
นิวตันออยเลอร (Newton-Euler)  โดยวิธีลากรองจจะมีขอดีตรงที่ใหภาพรวมของแรงตางๆ ที่มา
กระทํา สามารถหาพจนตางๆของเมทริกซออกมาได แตใชเวลาในการคํานวณมากไมเหมาะสม
สําหรับการทําการจําลองระบบ  สวนวิธีของนิวตันออยเลอร จะพิจารณาแขนเปนทอนๆ ที่มีแรง
และโมเมนตกระทําระหวางกัน แลวใชหลักการสมดุลของแรงที่มากระทํา ดังรูปที่ 2.9 โดยที่ตัว
แขนทอนที่ i  และมอเตอรตัวที่ 1i +  จะกําหนดใหอยูบนแขนนั้นจะมองรวมกันเปน ทอนแขน
แตงเติม (augmented link) ทอนที่  i  โดยมีจุดศูนยกลางของมวลอยูที่  iC  ซึ่ งพจนของ 

i T
i i i i=I R I R  โดยเมทริกซ i

iI  เปนเทนเซอรความเฉื่อย เม่ือหาเทียบกับแกนพิกัดที่ i  ซึ่งจะ
เปนคาคงที่ สวน iR  เปนเมทริกซการหมุนจากแกนพิกัดที่ i  ไปยังแกนอางอิง ขั้นตอนในการ
หาสมการประกอบดวย 2 สวน คือ การเวียนเกิดไปขางหนา (forward recursion) และการเวียน
เกิดไปขางหลัง (backward recursion) แสดงดังรูปที่ 2.10 แสดงขั้นตอนการหาสมการ 

1. การหาสมการพลวตัโดยวธีินิวตันออยเลอร (Newton-Euler Formulation) 
• การเวียนเกิดไปขางหนา โดยใชคาของ 0 0

0 0,ω ω�  และ 0 0
0 0−p g��  เปนคาเริ่มตน แลวใชคา 

, ,i i iq q q� ��  มาใชคํานวณหาคาตางๆ ใน สมการที่ (2.15), (2.16), (2.17), (2.18), และ 
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(2.19) สําหรับการหาคาตางๆ ตามสมการของแขนที่ 1,...,i n=  ในการคํานวณหาคา
ของ 1, , , ,

i

i i i i
i i m ipω ω ω −� � ��  และ 

i

i
Cp��  ตามรูปที่ 2.10 

 
 
รูปที่ 2.9 ลักษณะของแขนทอนที่ i  สําหรับการหาแบบจําลองพลวตัโดยวิธีนวิตันออยเลอร 

 
โดยที่  

im     เปนมวลของทอนแขนแตงเติมที่ i  
 iI     เปนเมทรกิซเทนเซอรความเฉื่อย (Inertia Tensor) ของทอนแขนแตงเติมที่ i  
 

imI    เปนโมเมนตความเฉื่อยของสวนโรเตอรของมอเตอรที่ i  

1, ii C−r  เปนเวกเตอรที่ชี้จากจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ 1i −  ไปยังจุดศูนยกลางมวล iC  
 1,i i−r   เปนเวกเตอรที่ชี้จากจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ 1i −  ไปยังจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ i  
  

iCp�   เปนความเร็วเชิงเสนของจุดศูนยกลางมวลของแขนที่ i  
   ip�   เปนความเร็วเชิงเสนของจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ i  
   iω    เปนความเร็วเชิงมุมของทอนแขนที่ i  
   

imω  เปนความเร็วเชิงมุมของโรเตอรที่ i  
   

iCp��  เปนความเรงเชิงเสนของจุดศูนยกลางมวลของทอนแขนที่  
   ip��   เปนความเรงเชิงเสนของจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ i  
   iω�   เปนความเรงเชิงมุมของทอนแขนที่ i  
   

imω� เปนความเรงเชิงมุมของโรเตอรที่ i  
    0g  เปนความเรงเนื่องจากแรงโนมถวง 
   if   เปนแรงซึง่กระทําจากทอนแขนที่ 1i −  บนทอนแขนที่ i  

1if +−  เปนแรงซึ่งกระทําจากทอนแขนที่ 1i +  บนทอนแขนที่ i  
  iμ    เปนโมเมนตซึ่งกระทําจากแขนที่ 1i −  บนแขนที่ i  เทียบกับจุดกําเนดิของแกนที่ i  

1iμ +−  เปนโมเมนตซึ่งกระทําจากแขนที่ 1i +  บนแขนที่ i  เทียบกบัจุดกําเนิดของแกนที่ i  
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รูปที่ 2.10 ขั้นตอนการหาแบบจําลองพลวัตโดยวิธีนวิตันออยเลอร 
 

โดยที่สมการที่ (2.15), (2.16), (2.17), (2.18), และ (2.19) สามารถหาไดดังนี้ 
 

                   ( )
1 1

1

1 1
1 0

i T i
i ii

i i T i
i i i

ω
ω

ω θ

− −
−

− −
−

⎧⎪= ⎨
+⎪⎩

R

R z�
                                               (2.15)   

 

           ( )
1 1

1

1 1 1
1 0 1 0

i T i
i ii

i i T i i
i i i i i

ω
ω

ω θ θ ω

− −
−

− − −
− −

⎧⎪= ⎨
+ + ×⎪⎩

R

R z z

�
� �� ��

                                      (2.16)   

 

      

( )
( )

( )

1 1 1
1 0 0

1, 1,

1 1 1
1 1 1,

1,

2i T i i i T
i i i i i i

i i i i i
i i i i i i ii

i i T i i i
i i i i i

i i i
i i i i

d d Rω

ω ω ω

ω

ω ω

− − −
−

− −

− − −
− − −

−

⎧ + + ×
⎪
⎪ + × + × ×⎪= ⎨

+ ×⎪
⎪
+ × ×⎪⎩

R p z z

r r
p

R p r

r

�� ���

�
��

�� �
                                      (2.17) 

 

สําหรับจุดตอเลี่อน 
สําหรับจุดตอหมุน 

สําหรับจุดตอเลี่อน 

สําหรับจุดตอหมุน 

สําหรับจุดตอเลี่อน 
สําหรับจุดตอหมุน 
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                     ( ), ,i i i

i i i i i i i
C i i i C i i i Cω ω ω= + × + × ×p p r r�� �� �                               (2.18) 

 
                      1 1 1 1 1

1 1i i i

i i i i i
m i ri i m ri i i mk q k qω ω ω− − − − −

− −= + + ×z z� � �� �                             (2.19) 
 
โดยที่ [ ]0 0 0 1 ,T=z  และ  1

i

i
m
−z  เปนคาคงที ่

• การเวียนเกิดไปขางหลัง จะใชคาของ 1
1

n
nf
+
+  และ 1

1
n
nμ
+
+  ซึ่งเปนแรงและโมเมนตภายนอก

ที่กระทําตอปลายแขนเปนคาเริ่มตน  และใชผลจากการทําการเวียนเกิดไปขางหนาใน
สมการที่ (2.20) และ (2.21) สําหรับหาคาของ i

if  และ i
iμ  โดยคํานวณจาก ,...,1i n=

แล ว ใชสมการที่  (2.22) ในการคํ านวณหาค า  iτ   โดยคํ านวณจาก  ,...,1i n=

เชนเดียวกัน 

                                    1
1 1 i

i i i i
i i i i Cf f m+

+ += +R p��                                   (2.20) 
 

           
( )
( )

1 1 1 1

1 1
1, , 1 1 1 1 ,

, 1 1 , 1 1

i i

i i i i

i i i i i i i i i i i
i i i i i C i i i i i C i i

i i i i i i
i i i r i i m m r i i m i m

f f

k q k q

μ μ ω

ω ω ω
+ + + +

+ +
− + + + +

+ + + +

= − × + + + × +

+ × + + ×

r r R R r I

I I z I z

�

�� �
          (2.21) 

 

                
( )

( )

1 1 1
0

1 1 1
0

sgn

sgn

i i i

i i i

iT i T i T i
i i ri m m m

vi i si i

i iT i T i T i
i i ri m m m

vi i si i

f k

d d

k

ω

μ ω

θ θ

− − −

− − −

⎧ +
⎪
⎪ + +⎪= ⎨

+⎪
⎪
+ +⎪⎩

R z I z

F F
τ

R z I z

F F

�

� �

�

� �

                                       (2.22) 

 
 

2. การหาสมการพลวตัโดยรากรองจ (Lagrange Formulation) [10-11, 13] 
เปนวิธีที่แสดงถึงพลศาสตรของระบบที่อยูในรูปของงาน (work) และพลังงาน (energy) 

และใช Generalized Coordinates ซึ่งสมการพลวัตที่ไดนั้นจะอยูในรูป Close-Form ที่แสดง
ความสัมพันธของ Joint Torque และ Joint Displacement และสามารถแสดงอยูในรูปของ
สมการรากรองจ ดังนี้ 

                            , 1,...,6i
i i

d L L i
dt q q

τ∂ ∂
− = =

∂ ∂�
                               (2.23) 

 
เม่ือ L T V= −  และ T  และ V  คือพลังงานจลน (kinetic energy) และพลังงานศักย 

(potential energy) ตามลําดับ โดยที่พลังงานจลนและพลังงานศักยสามารถหาไดจากสมการที่ 
(2.24) และ (2.25) ซึ่งจะแสดงใหอยูในรูป Quadratic form ดังนี้คือ 

สําหรับจุดตอเลี่อน 

สําหรับจุดตอหมุน 
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                                   ( ) ( )
1 1

1 1
2 2

n n
T

ij i j
i j

T b q q
= =

= =∑∑ q q B q q� �� �                          (2.24) 

 

โดยที่ ( ) ( )
1

i i i i

n
T T i T

i P P O i i i O
i

m
=

= +∑B q J J J R I R J  คือเมทริกซของมวลของแขนกลซึ่งมี

ขนาด n n×  และเปน Symmetric positive definite matrix 
 

                              ( )( )0
1

i

n
T

i l
i

V m q
=

= ∑ g p                                       (2.25) 

 
แทนคาจากสมการที่ (2.24) และ (2.25) แทนลงในสมการที่ (2.23) จะได 

 

                    ( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n

ij j ijk k j i i
j j k

b q h q q g τ
= = =

+ + =∑ ∑∑q q q�� � �                     (2.26) 

โดยที่  
1
2

ij jk
ijk

k i

b b
h

q q
∂ ∂

= −
∂ ∂

 

และ 

( ) ( )( )0
1

i

n
T

i i P
ji

Vg m q
q =

∂
= = −
∂ ∑q g J  

 
จากสมการที่ (2.26) สามารถเขียนใหมเปน 
 

( ) ( ) ( )τ = B q q + C q,q q + G q�� � �  
 

ซึ่งเปนสมการเดียวกันกับสมการที่ (2.14) โดยที่เทอมของเมทริกซ ( ),C q q�  คือ 
 

1 1 1

n n n

ij j ijk k j
j j k

c q h q q
= = =

=∑ ∑∑� � �                

               
ขั้นตอนการหาสมการพลวัตขางตนเปนการหาคา τ  จากตัวแปร q, q, q� ��  ซึ่งมี

ประโยชนในการหาสัญญาณควบคุม แตสําหรับการทําการจําลองระบบจะตองหาคาของตัวแปร 
q, q, q� ��  จากคา τ  ที่ใสเขาไป โดยที่ q��  หาไดจากสมการที่ (2.27) 

 
                     ( ) ( ) ( )( )-1q = B q τ -C q,q q -G q�� � �  
                          ( )( )′-1= B q τ - τ                                        (2.27) 
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เม่ือพิจารณาสมการที่ (2.27) คาของ ′τ  สามารถหาไดจากการกําหนดใหเฉพาะเทอม 
q��  มีคาเปนศูนยสําหรับทุกจุดตอสวนพจนอ่ืนคงเดิมแลวทําการหา τ  ตามสมการที่ (2.15) – 
(2.22) ซึ่งคาที่ไดจะเปนคาของ ′τ  

 
สําหรับเมทริกซ ( )B q  หาไดโดยการกําหนดให 0=q��  และความเรงจากแรงโนมถวง

เปนศูนย แลวทําการหาทีละคอลัมน ซึ่งคอลัมนที่ i  ไดจากการหาคา τ  ตามสมการที่ (2.15) – 
(2.22) โดยกําหนดให 1iq =��  และ 0jq =��  เม่ือ i j≠  ซึ่งเมทริกซ ( )B q  ที่ไดมีคุณสมบัติที่
สามารถหาคาผกผัน (inverse) ไดเสมอไมวา q  จะอยูที่คาใดก็ตาม หลังจากไดคา q��  แลวนํามา
ทําการอินทิเกรตเพื่อหา q�  และ q  ตอไป 
 
2.2   ทฤษฎีการควบคุมการเคลื่อนที[่10, 12]  
2.2.1 Inverse Dynamics Control in Joint Space 

การควบคุมวิธีนี้ จะเปนการควบคุมเสนทางเดินของขอตอโดยการ Tracking joint 
space trajectory โดยอาศัยหลักการปอนกลับสวนไมเปนเชิงเสน (nonlinear) เพ่ือหักลางทําให
ระบบรวมที่ไดนั้นกลายเปนระบบใหมที่เปนระบบเชิงเสน (linear) และสามารใชทฤษฎเีชงิเสนใน
การออกแบบระบบใหมนี้ได จากสมการที่ (2.14) สามารถเขียนอยูในรูป 

 
                               ( ) ( )B q q + n q,q = u�� �                                        (2.28)   

โดยที่ 
                                       ( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + G q� � �                                 (2.29) 
เม่ือสัญญาณควบคุมเปน 
                                           ( ) ( )u = B q α + n q,q�                                      (2.30) 

 
จากสมการที่ (2.28) และสมการที่ (2.30) ดังนั้นจะได 
 
                                                   q = α��                                                  (2.31)      
โดยที่  
                                          d D Pα = q + K q + K q��� � �                                       (2.32) 

 
โดยที่สัญญาณควบคุม u  เปนแรงบิดที่ใหกับแขนหุนยนต และ dq = q -q�  ซึ่งทําใหได

สมการพลวัตของระบบใหมที่เปนเชิงเสน คือ 
 

                                            d D Pq + K q + K q = 0�� �� � �                                      (2.33) 
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จากสมการที่ (2.33) จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบจะลูเขาสูคาศูนย โดยที่คาเกน 

DK  และ PK  จะมีผลทําใหระบบมีความเร็วและเสถียรภาพในการเขาใกลศูนยไดเร็วขึ้น และ
เราสามารถปรับคา DK  และ PK  เพ่ือใหไดผลของคาผิดพลาดใหนอยที่สุดหรือตามความ
เหมาะสม และรูปแสดงแผนผัง Inverse Dynamics Control in Joint Space สามารถแสดงไดดัง
รูปที่ 2.11  

 

 
 

รูปที่ 2.11 แผนผัง Inverse Dynamics Control in Joint Space 
 
2.2.2 Inverse Dynamics Control in Cartesian Space 

การควบคุมวิธีนี้ จะเปนการควบคุมการเคลื่อนที่ของตําแหนงที่ปลายของแขนกล (end-
effector) ใหมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดิน (trajectory) ที่ถูกกําหนดไวแลวใน Cartesian 
space โดยการ  Tracking Cartesian space trajectory และสามารถใชสมการเดียวกันกับ
สมการที่ (2.28) คือ 

( ) ( )B q q + n q,q = u�� �  
โดยที่ 

( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + G q� � �  
เม่ือสัญญาณควบคุมเปน 
                                           ( ) ( )u = B q α + n q,q�                                       
โดยที่ 

q = α��  
 

เม่ืออินพุตของการควบคุม α  ใหมนี้เปนการออกแบบใหปลายของแขนกลสามารถเดิน
ตามเสนทางที่ไดกําหนดไวกอนหนานี้คือ ( )tdp  ซึ่งจะเปนฟงกชันของเวลาในการเคลื่อนที่ โดย

ที่  [ ]Td d d d d dx y z roll pitch yaw=dp  ซึ่ ง ค า ข อ ง  , ,x y  แ ล ะ  z  คื อ ค า ข อ ง
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ตําแหนงของปลายแขนกล และคาของ , ,roll pitch  และ yaw  คือคาของการหมุนรอบแกน 
, ,x y  และ z  ตามลําดับ  และจากสมการที่ (2.8) สามารถเขียนใหมไดดังน้ี ( )A q=p J q� �  และ

ทําการ differentiate จะได 
                              ( ) ( ),A Aq q q= +p J q J q��� �� ��                                 (2.34) 
 

ดังนั้นอินพุตของการควบคมุ α  สามารถเขยีนไดดังสมการที่ (2.35) คือ 
 
                            ( ) ( )( )1 ,A Aq q q−= −d D Pα J p + K p + K p J q� ��� � � ��                  (2.35) 

 
โดยที่คาเกน PK  และ DK  เปนเมทริกซทะแยงมุมและจะมีคาเปนบวกเสมอ (positive 

definite diagonal matrices) และ dp = p -p�  ซึ่งทําใหไดสมการพลวัตของระบบใหมที่เปนเชิง
เสน คือ 
                                          D Pp + K p + K p = 0�� �� � �                                    (2.36) 
 

จากสมการที่ (2.36) จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบจะลูเขาสูคาศูนย โดยที่คาเกน 

DK  และ PK  จะมีผลทําใหระบบมีความเร็วและเสถียรภาพในการเขาใกลศูนยไดเร็วขึ้น และ
เราสามารปรับคา DK  และ PK  เพ่ือใหไดผลของคาผิดพลาดใหนอยที่สุดหรือตามความ
เหมาะสม  และรูปแสดงแผนผัง Inverse Dynamics Control in Cartesian Space สามารถ
แสดงไดดังรูปที่ 2.12  
 

 
 

รูปที่ 2.12 แผนผัง Inverse Dynamics Control in Cartesian Space 
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2.2.3 การควบคุมแบบอิมพิแดนซ (Impedance Control) 
 ในการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตนั้นสวนใหญจะเปนการควบคุมแรงซึ่ง
อยูในรูปของความตานทานการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตเพ่ือใหมีความตอเน่ืองและราบเรียบใน
การทํางาน  ซึ่งแนวความคิดของการควบคุมการทํางานของหุนยนตแบบอิมพิแดนซสามารถ
แสดงดังรูปที่ 1.2 ซึ่งจะเปนลักษณะของการควบคุมความหนวงที่สวนปลายของแขนกลโดยใช
ลักษณะของระบบมวล-สปริง-และตัวหนวงมาจําลองการควบคุม และสามารถเขียนแบบจําลอง
ของการควบคุมแบบอิมพิแดนซในรูปของสมการพลวัตเชนเดียวกับสมการที่ (2.1)  ในการ
วิเคราะหการมีปฏิกิริยาซึ่งเกิดแกกันและกันของแขนกล (manipulator) กับสิ่งแวดลอม 
(Environment) ภายใตปฏิกิริยาของ Inverse Dynamics Control in Cartesian Space ซึ่งจะ
อางอิงถึงรูปแบบทางพลวัตของแขนกลดังนี้คือ 
 
                                  ( ) ( ) ( ) ( )T q−B q q + C q,q q + g q = u J h�� � �                     (2.37)   
 
เม่ือ ( )qJ  คือ เมทริกซจาโคเบียน 
      h       คือ เวกเตอรของการออกแรงสัมผัสที่กระทําโดยปลายของแขนกลบนสิ่งแวดลอม 
      u        คือ  กฏการควบคุม (control law) ซึ่งสามารถแสดงไดดังนี้คือ 
 
                                            ( ) ( )u = B q α + n q,q�                                     (2.38) 
 

สมการที่ (2.38) คือ การจัดรูปแบบของตัวควบคุม u  ใหอยูในรูปแบบสเตตของแขนกล 
โดยที่ 
                                          ( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + g q� � �                               (2.39) 
และ 
                                                        q = α��                                             (2.40) 
   
เม่ือ α  คือ อินพุตเวกเตอรที่ถูกตั้งขึ้นมาใหม 

การควบคุมแขนกลในขณะที่มีแรงกระทําที่ปลายของแขนกลนั้น สามารถแสดงไดโดย 
 
                                              ( ) ( )T q-1q = α - B q J h��                                (2.41) 
 

จากสมการที่ (2.41) นั้น จะเปนเทอมที่ไมเปนเชิงเสนเน่ืองจากเทอมของแรงสัมผัส 
สําหรับแขนกลแบบ nonredundant และสามารถเลือกอินพุตของการควบคุมไดดังนี้ คือ 

 

                     ( ) ( )( )1 1 ,A Aq q q− − ′ ′ −d d d D P dα = J M M p + K p + K p M J q� ��� � � ��            (2.42) 
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เม่ือ ( )A qJ  คือ  จาโคเบียนวิเคราะห 
      dM      คือ เมทริกซของมวล (mass matrix) 

      ′
DK      คือ เมทริกซของตัวหนวง (damping matrix) 

      ′
PK       คือ เมทริกซของความแข็งแกรง (stiffness matrix) 

 
 โดยที่ dM  เปนเมทริกซทะแยงมุมที่มีคาเปนบวก แทนคาสมการ (2.42) ลงในสมการ
ที่ (2.41) จะได 
 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 , T
A Aq q q q− − ′ ′+ + − − -1

d d d D P dq = J M M p K p K p M J q B q J h� ��� �� � � ��    (2.43) 

     
และจากสมการที่  (2.8)  สามารถเขียนใหม ไดดั ง น้ี  ( )A q=p J q� �  และทํ าการ 

differentiate จะได 
                                         ( ) ( ),A Aq q q= +p J q J q��� �� ��                                (2.44) 

 
ในสมการที่ (2.41) จาโคเบียนที่ปรากฎอยูนั้นจะเปนจาโคเบียนรูปราง ( )qJ  แตจาโค-

เบียนในสมการที่ (2.42) นั้นจะเปนจาโคเบียนวิเคราะห ( )A qJ  ดังนั้นเราจะสรางความสัมพันธ
ใหมขึ้นมา คือ 
                                               ( )T

A x = AT h h                                           (2.45) 
   

เม่ือ AT  คือ เมทริกซการแปลงระหวางสองจาโคเบียนแทนคาสมการที่ (2.42) ลงใน
สมการที่ (2.41) จะได 

                                ( )1−′ ′+ + =d D P d A AM p K p K p M B q h�� �� � �                           (2.46) 
เม่ือ 
                                   ( ) ( ) ( ) ( )1T

A Aq q− −=AB q J B q J                              (2.47)      
 

เม่ือ ( )AB q  คือ เมทริกซความเฉื่อยของแขนกลใน Cartesian space ซึ่งเมทริกซนี้จะ

ถูกนิยามใหมีคาเปนบวก และคาจาโคเบียนวิเคราะหจะตองเปนแรงคเต็ม (full rank) 
 
สมการที่ (2.42) จะเปนความสัมพันธที่ถูกกําหนดขึ้นโดยทั่วไปในรูปแบบของอิมพิ

แดนซทางกล (mechanical impedance) ระหวางเวกเตอรของแรงลัพธ ( )1−
d A AM B q h  และ

เวกเตอรของระยะขจัด (displacement, p� ) ใน Cartesian space ซึ่งอิมพิแดนซนี้สามารถแสดง
อยูในรูปของคุณสมบัติในระบบทางกล ของระบบมวล-สปริง-ตัวหนวง ซึ่งสามารถระบุพฤติกรรม
ทางพลวัตไดโดยตรง 
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การปรากฎของคา ( )1−
AB q  นั้นทําใหระบบน้ันถูกผูกเขาดวยกัน (couple) และถา

ตองการทําใหเปนเชิงเสน (linearity) และแยกออกจากกัน (decoupling) ระหวางการปฏิสัมพันธ
กับสิ่งแวดลอมน้ันจําเปนที่จะตองทําการวัดคาแรงสัมผัส (contact force)  โดยใชตัวตรวจรูแรง
(force sensor) ที่เหมาะสมซึ่งจะถูกติดตั้งบนขอมือของแขนกล (manipulator wrist) ดังนั้นจะได 

 
                         ( ) ( ) ( )T qu = B q α + n q,q + J h�                                       (2.48)  

และ 

              ( ) ( )( )1 1 ,A Aq q q− − ′ ′+ + − −d d d D P d Aα = J M M p K p K p M J q h� ��� � � ��              (2.49)  

 
จากสมมุติฐานของความคลาดเคลื่อนแบบอิสระในการวัดแรง ดังน้ันสมการของการ

ควบคุมแขนกลแบบอิมพิแดนซที่ตองการสามารถจะเขียนไดใหมดังนี้ 
 
                             d D P AM p + K p + K p = h�� �� � �                                            (2.50) 

 
โดยที่ dM  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของมวลที่ตองการ 
        DK  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของตัวหนวงที่ตองการ 
        PK  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของความแข็งแกรงที่ตองการ 
        Ah   คือ แรงสัมผัสที่กระทําที่สวนปลายของแขนกลจากสิ่งแวดลอมภายนอก 
 

ในสมการที่ (2.48) เทอมของ ( )T qJ h  จะเปนการชดเชยอยางแมนยําของแรงสัมผัส 
(contact force) และทําใหแขนกลมีความแข็งแกรงขึ้นเปนอนันตเม่ือเทียบ กับความเคน
ภายนอกที่มากระทํากับแขนกล ผลลัพธของแผนภาพบล็อกของแขนกลในการสัมผัสกับ
สิ่งแวดลอมที่ มีความยืดหยุน (elastic environment) ภายใตการควบคุมแบบอิมพิแดนซ 
(impedance control) และสามารถที่จะแสดงแผนผังไดดังรูปที่ 2.13 

 
รูปที่ 2.13 แผนภาพบล็อกของแขนกลในการสัมผัสกับสิ่งแวดลอม 

ที่มีความยืดหยุนภายใตการควบคุมแบบอิมพิแดนซ 



 

บทที่ 3 
 

ขอมูลของแขนกล 
 
 
3.1 รูปรางและการตั้งแกน 

ในหุนยนตอุตสาหกรรม Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C มีลักษณะ
โครงสรางแบบปลายเปด (Open Kinematic Chain) ที่มี 7 จุดตอซ่ึงเปนจุดตอหมุน (Revolute 
joint) ทั้งหมด แตในวิทยานิพนธฉบับนี้จะนําหุนยนตอุตสาหกรรม Mitsubishi Heavy Industries 
Ltd. รุน PA10-7C มาใชโดยการตัดคาของจุดตอที่ 3 ซึ่งจะทําใหเหลอื 6 องศาอิสระ เพ่ือที่จะให
การออกแบบระบบควบคุมการทํางานนั้นงายขึ้น เน่ืองจากในสมการควบคุมจะมีเทอมของการ
นําสมการมาทําการผกผัน (Inverse matrix) ซึ่งถาไมไดเปนเมทริกซจตุรัสนั้นจะทําการผกผัน
ยาก  ลักษณะโครงสรางของแขนกลแสดงไดดังรูปที่ 3.1 [8]. 
 

 
 

รูปที่ 3.1 ลักษณะรูปรางและการตั้งแกนของหุนยนตอุตสาหกรรม  

Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C 
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3.2 คิเนแมติกส (Kinematics)  
 ในการควบคุมแขนกลใหเคลื่อนที่จําเปนตองทราบตําแหนงและทิศทางที่ปลายแขนของ
แขนกล  โดยที่คิเนแมติกส ประกอบไปดวย 

• ฟอรเวิรสคิเนแมติกส เปนสมการที่ใชหาตําแหนงและทิศทางของปลายแขนเมื่อ
กําหนดตําแหนงของจุดตอภายในแขนกล 

• อินเวิรสคิเนแมติกส เปนสมการที่ใชหาตําแหนงจุดตอของแขนกลเมื่อกําหนด
ตําแหนงและทิศทางที่ปลายแขน 

• ความสัมพันธเชิงความเร็ว หรือสมการการหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรใน
Joint space เชน อัตราการหมุนของจุดตอ ไปยังอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร
ใน Cartesian space เชน ความเร็วเชิงเสน/มุม ของปลายแขนในพิกัด XYZ ซึ่ง
ความสัมพันธเชิงความเร็วหาไดจากอนุพันธของตําแหนงที่ไดจากสมการฟอร
เวิรสคิเนแมติกส 

 
3.2.1   ฟอรเวิรสคิเนแมตกิส 

การตั้งแกนของแขนกลที่ใชในวิทยานิพนธฉบับน้ี แสดงไดดังรูปที่ 3.2[10]. โดยที่
ตําแหนงและทิศทางของปลายแขนกลที่สัมพันธกับคามุมตางๆ ที่จุดตอ และสามารถเขียนอยูใน
รูปเมทริกซการแปลงของปลายแขนที่ {6} เทียบกับเฟรม {0} ไดดังสมการที่ (3.1) และคา
ของ D-H parameter หรือที่ เรียกวา Denavit-Hartenberg Convention สามารถแสดงไดดัง
ตารางที่ 3.1 

 

 

 
รูปที่ 3.2 ลักษณะการตั้งแกนของแขนกลที่มี 6 องศาอิสระ  
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ตารางที ่3.1 คาของ Denavit-Hartenberg Convention 
 

Link ia  iα  id  iθ  
1 0 / 2π  0 1θ  
2 2a  0 0 2θ  
3 0 / 2π  0 3θ  
4 0 / 2π−  4d  4θ  
5 0 / 2π  0 5θ  
6 0 0 6d  6θ  

 
 

                                         

0 0 1 2 3 4 5
6 1 2 3 4 5 6A = A A A A A A                                       (3.1) 

เม่ือ 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0 1

r r r Px
r r r Py
r r r Pz

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
6A

       

โดยที่ 

 

( ) ( )11 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r c c c c c s s s s c s s c c c s= − − + +⎡ ⎤⎣ ⎦  

 ( ) ( )21 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r s c c c c s s s s c c s c c c s= − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( )31 23 4 5 6 4 6 23 5 6r s c c c s s c s c= − +  

( ) ( )12 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r c c c c s s c s s s s s c s c c= − + + + − +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( )22 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r s c c c s s c s s s c s c s c c= − + + − − +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( )32 23 4 5 6 4 6 23 5 6r s c c s s c c s s= − + −  
( )13 1 23 4 5 23 5 1 4 5r c c c s s c s s s= + +  
( )23 1 23 4 5 23 5 1 4 5r s c c s s c c s s= + −  

33 23 4 5 23 5r s c s c c= −  
 

( )( )2 1 2 4 1 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5Px a c c d c s d c c c s s c s s s= + + + +  
( )( )2 1 2 4 1 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5Py a s c d s s d s c c s s c c s s= + + + −  

( )2 2 4 23 6 23 4 5 23 5Pz a s d c d s c s c c= − + −  
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เ ม่ือ ,Px  ,Py  และ Pz  แทนตําแหนงของปลายแขนที่อยูหางจากเฟรม {0} ใน
แนวแกน ,x  ,y  และ z  ตามลําดับ 

และ 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r
r r r
r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 เปนเมทริกซการหมุน (Rotation matrix) ของเฟรมที่ปลายแขน {6} เทียบ

กับเฟรม {0} 
 

หมายเหต ุ สัญลักษณ  is  แทน  ( )sin iθ  
                 ic  แทน  ( )cos iθ  
          และ  ijs  แทน  ( )sin i jθ θ+  

        ijc  แทน  ( )cos i jθ θ+  
 

โดยที่ขั้นตอนการหาสมการฟอรเวิรสคิเนแมติกสอยางละเอียดสามารถดูไดจากภาคผนวก ก. 
 
3.2.2   อินเวิรสคิเนแมติกซ 

เม่ือตองการใหปลายแขนกลเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงและทิศทางที่กําหนด จําเปนจะตอง
ทราบมุมของแตละจุดตอ เม่ือกลาวในเชิงตัวแปร ก็คือการทราบคา ,Px  ,Py  และ Pz

(ตําแหนง) และ 11 12 33, ,...,r r r  (ทิศทาง)  อยูกอนแลวคํานวณหาคามุม θ  ตางๆ ที่สัมพันธกับ
ตําแหนงและทิศทางนั้นๆ คามุม θ  ตางๆ ที่สัมพันธกับตําแหนงและทิศทางของแขนกล PA10
เปนไปตามสมการที่ (3.2) ถึง (3.7) 

 
                                      ( )1 Atan 2 ,y xPw Pwθ =                                         (3.2) 

 
เม่ือ 2 1 2xPw a c c=  

2 1 2yPw a s c=  
 
                                ( )3 3 3Atan 2 ,s cθ =                                            (3.3) 

เม่ือ 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

2 2
2 4

3
2 42

x y zPw Pw Pw a d
s

a d

′ ′ ′+ + − −
=  

 

 2
3 31c s= ± −  

 
                               ( )2 2 2Atan 2 ,s cθ =                                            (3.4) 
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เม่ือ 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 4 3 4 3

2 2 2 2

z x y

x y z

a d s Pw d c Pw Pw
s

Pw Pw Pw

′ ′ ′+ − +
=

′ ′ ′+ +
 

 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 4 3 4 3

2 2 2 2

x y z

x y z

a d s Pw Pw d c Pw
c

Pw Pw Pw

′ ′ ′+ + +
=

′ ′ ′+ +
 

และ 

 2 1 2 4 1 23xPw a c c d c s′ = +  

 2 1 2 4 1 23yPw a s c d s s′ = +  

 2 2 4 23zPw a s d c′ = −  
 
                                        ( )3 3

4 23 13Atan 2 ,r rθ =                                          (3.5) 

เม่ือ  
3

13 4 5r c s=  
 3

23 4 5r s s=  

                                ( ) ( )2 23 3 3
5 13 23 33Atan 2 ,r r rθ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
                              (3.6) 

เม่ือ  
3

33 5r c=  
                                      ( )( )3 3

6 32 31Atan 2 ,r rθ = −                                       (3.7) 

เม่ือ  
3

31 5 6r s c= −  
 3

32 5 6r s s=  
 
โดยที่ขั้นตอนการหาสมการอินเวิรสคิเนแมติกสอยางละเอียดสามารถดูไดจากภาคผนวก ก. 
 
3.2.3   ความสัมพันธเชงิความเรว็ 
 คือความสัมพันธระหวางความเร็วของจุดตอ (joint velocity) กับความเร็วของปลายแขน
ทั้งในความเร็วเชิงเสน และความเร็วเชิงมุม  โดยความสัมพันธดังกลาวสามารถแสดงอยูในรูป
เมทริกซขนาด 6 6×   และเรียกวาเมทริกซจาโคเบียน โดยที่เมทริกซจาโคเบียนของแขนกล
สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.8) โดยที่ขั้นตอนวิธีการหาเมทริกซจาโคเบียนอยางละเอียด
สามารถดูไดจากภาคผนวก ก. 
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11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

p

o

J
J

J
                         (3.8) 

โดยที่   
( ) ( )( )11 1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5J S a C d S d S C C S S C C S S= − + − + −  
( ) ( )( )21 1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5J C a C d S d C C C S S C S S S= + + + +  

31 41 51 0J J J= = =  

61 1J =  
( )( )12 1 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J C a S d C d S C S C C= − − + −  
( )( )22 1 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J S a S d C d S C S C C= − − + −  

( )32 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J a C d S d C C S S C= + + +  

42 1J S=  

52 1J C= −  

62 0J =  
( )( )13 1 4 23 6 23 4 5 23 5J C d C d S C S C C= − − + −  
( )( )23 1 4 23 6 23 4 5 23 5J S d C d S C S C C= − − + −  

( )33 4 23 6 23 4 5 23 5J d S d C C S S C= + +  

43 1J S=  

53 1J C= −  

63 0J =  
( )14 6 5 1 23 4 1 4J d S C C S S C= − +  
( )24 6 5 1 23 4 1 4J d S S C S C C= − +  

34 6 23 4 5J d S S S= −  

44 1 23J C S=  

54 1 23J S S=  

64 23J C= −  
( ) ( )( )

( )( )
15 1 23 4 1 4 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J S C S C C a S d C d S C S C C a C d S

S S d S C C S S C C S S

= − − − + − − +

+ + −
 

( ) ( )( )
( )( )

25 1 23 4 1 4 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J C C S S C a S d C d S C S C C a C d S

S S d C C C S S C S S S

= − − + − + − − +

− + +
 

( )35 6 23 4 5 23 5J d S C C C S= +  

45 1 23 4 1 4J C C S S C= − +  
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55 1 23 4 1 4J S C S C C= − −  

65 23 4J S S= −  
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
16 1 23 4 5 23 5 1 4 5 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 5 23 5 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J S C C S S C C S S a S d C d S C S C C a C d S

S C S C C d S C C S S C C S S

= + − − + − − +

− − + −

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

26 1 23 4 5 23 5 1 4 5 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 5 23 5 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J C C C S S C S S S a S d C d S C S C C a C d S

S C S C C d C C C S S C S S S

= − + + − + − − +

+ − + +

36 0J =  
( )46 1 23 4 1 4 5 1 23 5J C C C S S S C S C= + +  
( )56 1 23 4 1 4 5 1 23 5J S C C C S S S S C= + +  

66 23 4 5 23 5J S C S C C= −  
 

รูปแบบสมการที่ใชหาความสัมพันธระหวางความเร็วที่ปลายแขนกลกับความเร็วเชิงมุม
ของแขนตางๆ สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.9) 

 

                                             ( )

1

2

3

4

5

6

x

y

z

x

y

z

θν
θν
θν

θ
θω
θω
θω

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

= ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

J                                          (3.9) 

 
เม่ือ iθ    คือ ความเร็วเชิงมุมของแขนตางๆ 

    ,i iν ω  คือ ความเร็วเชิงเสนและความเร็วเชิงมุมของแขนกลที่ตําแหนงปลายแขนกล 

รูปแบบสมการที่ใชหาความสัมพันธระหวางความแรงที่มากระทําที่ปลายแขนกลกับ
แรงบิดที่จุดตอแตละจุดตอ สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.10) 

 

                                             ( )

1

2

3

4

5

6

x

y

T z

x

y

z

f
f
f

τ
τ
τ

θ
τ μ
τ μ
τ μ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

J                                       (3.10) 

 
เม่ือ  iτ   คือ แรงบิดที่จุดตอของแขนตางๆ 
   ,i if μ  คือ แรงและโมเมนตภายนอกที่มากระทําที่ปลายแขนของแขนกลที่ตําแหนงปลายแขน 



 

 

32

3.3   สมการพลวตัของแขนหุนยนต (Dynamics equation) 
 พลศาสตรของแขนกล เปนความสัมพันธของแรงบิดที่กระทําที่จุดตอ กับการเคลื่อนที่
ของแขนกลใน Cartesian Space ซึ่งจะแสดงในรูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ของระบบ เพ่ือ
ความสะดวกจะแสดงความสัมพันธของการเคลื่อนที่ของแขนกลตางๆ ใหอยูในสมการเดียว และ
สามารถเขียนสมการของการเคลื่อนที่ของแขนกลไดในรูปแบบของสมการปริภูมิสเตตไดดังนี้ 
 
                                    ( ) ( ) ( )τ = B q q + C q,q q + G q                                (3.11) 

 
เม่ือ ( )B q    คือเมตริกซของมวลของแขนกลนั้นซ่ึงมีขนาด 6 6×  
    ( )C q,q   คือเวกเตอรของแรงที่หันเหเขาสูศูนยกลางและอิทธิพลของแรงโคริออริสซึ่ง 

            มีขนาด 6 1×  
      ( )G q    คือเวกเตอรของแรงโนมถวงของโลกซึ่งมีขนาด 6 1×  
 

ซึ่งวิธีการสมการพลวัตของแขนหุนยนต และคาตางๆ ของเมทริกซ ( )B q ,  ( )C q,q ,

และ ( )G q  สามารถดูไดจากภาคผนวก ก. และสามารถตรวจสอบความถูกตองของสมการ
พลวัตไดโดยการวิเคราะหความเปน Skew-Symmetry ซึ่งสามารถวิเคราะหไดจากเมทริกซ 

( , )N q q  ซึ่งจะมีความสัมพันธดังนี้ 

                                            N(q,q) = B(q) - 2C(q,q)                               (3.12) 

ซึ่งเม่ือเทียบพจนกับสมการที่ (2.23) จะสามารถหาเมทริกซ N(q,q)  ไดจาก 

1

2
n

jk ik
ij ij ij k

k i j

b bn b c q
q q−

⎛ ⎞∂ ∂
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑                          (3.12) 

โดยสมการที่ (3.12) สามารถหาคาของเมทริกซ N(q,q)  ไดจากนั้นทดสอบความเปน
Skew-Symmetry จาก 

                                  ij jin n= −                                           (3.13) 

จากการวิเคราะหตามสมการดังกลาวขางตนไดผลคือ สมการการเคลื่อนที่ที่ไดจาก
สมการที่ (2.23) เปนเมทริกซที่มีคุณสมบัติความเปน Skew-Symmetry ทําใหทราบวาสมการ
การเคลื่อนที่มีโครงสรางที่ถูกตอง 

การทดสอบความถูกตองของสมการพลวัตของแขนกลสามารถพิจารณาไดหลายสวน
เชน ความผิดผลาดจากคาพารามิเตอรของตัวแขน เชน ความยาวแขน จุดตอตางๆ หรือคา
ความแมนยําของเทอมตางๆ ที่ประกอบอยูในสมการพลวัตของแขนกลที่หามาได  คาความผิด-
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ผลาดหรือไมแนนอนนี้เรียกวา parametric uncertainties นอกจากคาความผิดพลาดนี้แลวก็
อาจจะมีคาความผิดพลาดอันเน่ืองมาจากตัวระบบ  ซึ่งหมายถึงระดับหรือ order ของระบบหรือ
เรียกวา unstructured uncertainties หรือ unmodeled dynamics ซึ่งคาความผิดนี้สามารถลด
ไดโดยใชตัวควบคุมแบบ robust control หรือแบบ adaptive control แตการควบคุมทั้งสองแบบ
นี้จําเปนจะตองมีคุณสมบัติหนึ่งที่ใชสําหรับการประกันความเสถียรภาพของตัวควบคุมน่ันคือ 
Skew Symmetric matrix ของความสัมพันธของเมทริกซ N(q,q)  ซึ่งจะมีความสัมพันธดังนี้ 

                                           N(q,q) = B(q) - 2C(q,q)                                 (3.14) 

ความสัมพันธนี้จะมีประโยชนมากในการออกแบบตัวควบคุมแบบ Robust และตัว
ควบคุมแบบ Adaptive และเนื่องจากวาไมสามารถหาสมการพลวัตของระบบไดแมนยําถูกตอง
รอยเปอรเซนต ดังน้ัน จึงจําเปนตองหาแบบจําลองที่มีโครงสรางถูกตองและสามารถใชในระบบ
ควบคุมขั้นสูงตอไป จึงตองแนใจวาโครงสรางของสมการพลวัตที่หามาไดนั้นมีเมทริกซ N(q,q)

ที่มีลักษณะเปน skew symmetric 

 
 
 



 

บทที่ 4 
 

การควบคุมการทํางาน 
 
 

ในบทนี้จะกลาวถึงการออกแบบระบบควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนกลใหสามารถ
เคลื่อนที่ไปตามเสนทางเดิน (Trajectory) ของแขนกลที่กําหนดไว ในการออกแบบระบบที่ใชใน
การควบคุมการเคลื่อนที่นั้นโดยทั่วไปแลวสามารถแบงออกไดเปน 2 กลุมใหญๆ คือแบบ
Decentralize โดยพิจารณาทีละจุดตอ และแบบ Centralize โดยพิจารณาทุกจุดตอพรอมๆกัน
ซึ่งการควบคุมแบบ Centralize จะใหผลของการตอบสนองที่ดีกวา เพราะรวดเร็วและแมนยํา ซึ่ง
ในวิทยานิพนธฉบับน้ีจะกลาวถึงการควบคุมแบบ Centralize เทานั้น 
 
4.1   Inverse Dynamics Control in Joint Space  
 ในการศึกษาการควบคุมการเคลื่อนที่โดยอาศัยวิธีการ Tracking joint space trajectory
จะกระทําในระบบที่ไมเปนเชิงเสนของหลายตัวแปร และสามารถแสดงแผนภาพบล็อกของ
Inverse Dynamics Control in Joint Space ดังรูปที่ 4.1 
 

 
 

รูปที่ 4.1 แผนภาพบล็อกของ Inverse Dynamics Control in Joint space 
 

จากสมการพลวัตของแขนกลในสมการที่ (2.14) สามารถนํามาเขียนเปนสมการใหมได
ดังนี้ 

                                     ( ) ( )B θ θ+ n θ,θ = u                                    (4.1) 

โดยที่ 
                                         ( ) ( ) ( )n θ,θ = C θ,θ θ+ G θ                                 (4.2) 
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ซึ่งในวิธีการ  Inverse Dynamics Control in Joint Space จะตั้ งอยูบนพ้ืนฐานที่วา
ตองการหาค าของ  Control vector, u  ซึ่ งสามารถนํ ามาพิจารณาความสัมพันธแบบ
Input/Output แบบเชิงเสนได ซึ่งการหาระบบควบคุมในรูปแบบที่เปนเชิงเสนจะกระทําไดจาก
รูปแบบเฉพาะของสมการพลวัตของระบบที่ในเมทริกซของมวล ( )B θ  ที่ไดจะตองมีคุณสมบัติที่
สามารถหาคาผกผัน (inverse) ไดเสมอไมวา θ  จะอยูที่คาใดก็ตาม  ในที่นี้จะเลือกใหกฏการ
ควบคุม คือ 

         u = B(θ)α + n(θ,θ)                                      (4.3)
       

ซึ่งจะเปนผลให θ = α  โดยที่ α  จะเปนคาอินพุตใหม  และเปนความสัมพันธแบบเชิง
เสน และถาเลือกคาอินพุตใหมนี้เปน 
 
                     P d D d dα = -K (θ -θ ) - K (θ -θ ) +θ                     (4.4)
  

เม่ือใหคาผิดพลาดของจุดตอคือ ,dθ = θ -θ  โดยที่ 
1 2 3 4 5 6

T

d d d d d dθ θ θ θ θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦dθ

และ [ ]1 2 3 4 5 6
Tθ θ θ θ θ θ=θ  ซึ่งจะไดความสัมพันธของสมการอนุพันธเชิงเสนที่

สามารถควบคุมผลการตอบสนองจาก Positive definite matrices ,D PK K  ได คือ 
 

                  D Pθ+ K θ+ K θ = 0                               (4.5) 
 

จากสมการที่ (4.5) จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบจะลูเขาสูคาศูนย โดยที่คา
เกน DK  และ PK  จะมีผลทําใหระบบมีความเร็วและเสถียรภาพในการเขาใกลศูนยไดเร็วขึ้น
และเราสามารถปรับคา DK  และ PK  เพ่ือใหไดผลของคาผิดพลาดใหนอยที่สุดหรือตามความ
เหมาะสม 
 
4.1.1   การ Simulation ของ Inverse Dynamics Control in Joint Space  

โดยในการ Simulation ของ Inverse Dynamics Control in Joint Space จะกําหนดคา
ของตําแหนงของจุดตอ  โดยกําหนดใหกราฟของตําแหนงของแตละจุดตอเปนรูปโคงตัวเอส (S-
curve) ที่เทากันทุกๆ จุดตอ ความเร็วของจุดตอ และความเรงของจุดตอสามารถหาไดจากการ
หาอนุพันธอันดับที่ 1 และที่ 2 ของสมการตําแหนงของจุดตอตามลําดับ และคาของความเร็ว
และความเรง ของทั้ง 6 จุดตอจะกําหนดใหมีคาเทากันทุกๆ จุดตอเชนเดียวกัน โดยใชเวลาใน
การ Simulation คือเริ่มตนจาก 0 ถึง 5 วินาที และใชคาเวลาสุม (sampling time) ในการ
Simulation เทากับ 0.001 วินาที  ซึ่งสามารถแสดงรูปกราฟตําแหนง ความเร็ว และความเรง ที่
ใช ในการอ า งอิ งการ เคลื่ อนที่ ได ดั ง รูปที่  4 .2  - 4 .4   ซึ่ งผลจากการตอบสนองของ



 

 

36

วิธี Inverse Dynamics control in Joint Space ไดผลดังแสดงในรูปที่ 4.5 - 4.12 โดยในการ
Simulation จะใชคาเกน PK  และ DK  ที่คาตางกันเพื่อวิเคราหการตอบสนองของระบบ 

 

 
รูปที่ 4.2 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ  

 

 
รูปที่ 4.3 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ  

 

 
รูปที่ 4.4 ความเรงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ  
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รูปที่ 4.5 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK   

 
 จากกราฟรูปที่ 4.5 จะเห็นไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะ
ใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่ใชในการเคลื่อนที่ของแขน
กลซึ่งจะเห็นไดวากราฟที่ไดมีคาใกลเคียงกันมาก  คือตําแหนงของจุดตอที่ไดจากการ 
Simulation สามารถ Track ตามเสนทางเดินที่ใชในการอางอิง ซึ่งผลของคาผิดพลาดสามารถ
ปรับแกไดโดยการปรับคาเกน PK  และ DK  ใหมีคามากขึ้น 
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รูปที่ 4.6 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK    

 
 จากกราฟรูปที่ 4.6 จะเห็นไดวาเสนกราฟของความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะ
ใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่ใชในการเคลื่อนที่ของแขน
กลซึ่งจะเห็นไดวากราฟที่ไดนั้นมีคาใกลเคียงกันมาก แตยังมีจุดที่เปนคาผิดพลาดเล็กนอยที่
เกิดขึ้น และสามารถเห็นไดในกราฟของความเร็วของขอตอที่ 3 และ 5 โดยที่ในกราฟของ
ความเร็วของขอตอที่ 3 ( 3θ ) ระหวางชวงเวลาที่ประมาณวินาทีที่ 1.25 ถึงวินาทีที่ 1.8 และใน
กราฟความเร็วของขอตอที่ 5 ( 5θ ) ระหวางชวงเวลาประมาณวินาทีที่ 1 ถึงวินาทีที่ 2 และใน
วินาทีที่ 2.5 ถึงวินาทีที่ 3.25 ซึ่งผลของคาผิดพลาดสามารถปรับแกไดโดยการปรับคา
เกน PK  และ DK  ใหมีคามากขึ้น 
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รูปที่ 4.7 คาผดิพลาดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.7 จะเห็นไดวาเสนกราฟของคาคาผิดพลาดของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ มีคา
อยูในชวง 45 10−− × เรเดียน ถึง 410 10−× เรเดียน โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK  
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รูปที่ 4.8 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK    

 
จากรูปที่ 4.8 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอ ที่กําหนดใหดังรูปที่ 4.2-4.4 โดยใช
คาเกน 20=PK  และ 5=DK  
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รูปที่ 4.9 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.9 จะเห็นไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะ
ใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่ใชในการเคลื่อนที่ของจุด
ตอแตละอัน ซึ่งจะเห็นไดวากราฟที่ไดมีคาใกลเคียงกันมาก  คือตําแหนงของจุดตอที่ไดจากการ 
Simulation สามารถ Track ตามเสนทางเดินที่ใชในการอางอิง ซึ่งผลของคาผิดพลาดสามารถ
ปรับแกไดโดยการปรับคาเกน PK  และ DK  ใหมีคามากขึ้น 
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รูปที่ 4.10 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.10 จะเห็นไดวาเสนกราฟของความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  
จะใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่ใชในการเคลื่อนที่ของ
แขนกลซึ่งจะเห็นไดวากราฟที่ไดมีคาใกลเคียงกันมาก แตยังมีจุดที่เปนคาผิดพลาดเล็กนอยที่
เกิดขึ้น และสามารถเห็นไดในกราฟของความเร็วของขอตอที่ 5 โดยที่ในกราฟความเร็วของจุด
ตอที่ 5 ( 5θ ) ระหวางชวงเวลาประมาณวินาทีที่ 1.75 ถึงวินาทีที่ 2 และในวินาทีที่ 2.6 ถึงวินาที
ที่ 2.8 ซึ่งผลของคาผิดพลาดสามารถปรับแกไดโดยการปรับคาเกน PK  และ DK  ใหมีคามาก
ขึ้น 
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รูปที่ 4.11 คาผิดพลาดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทัง้ 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.11 จะเห็นไดวาเสนกราฟของคาผิดพลาดของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  
และ 6θ  มีคาอยูในชวง 41 10−− ×  เรเดียน ถึง 42 10−×  เรเดียน โดยใชคาเกน 100=PK  และ 

20=DK   จากผลของการ Simulation ของ Inverse Dynamics Control in Joint Space ที่ได
นี้จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบมีคาที่ลดลงเมื่อเลือกใชคาเกน PK  และ DK ที่มีคามากขึ้น 
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รูปที่ 4.12 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
จากรูปที่ 4.12 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอ ที่กําหนดใหดังรูปที่ 4.2 - 4.4 โดย
ใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
ซึ่งในการ Simulation ทั้งหมดนี้โดยการใชคาเกน PK  และ DK  ที่คาตางกัน จะเห็นได

วาเมื่อใชคาเกน PK  และ DK  ที่มีคามากขึ้นจะทําใหระบบมีคาผิดพลาดที่ลดลง   ทั้งนี้จําเปนที่
จะตองเลือกคาเกน PK  และ DK  ที่เหมาะสมในการควบคุมการทํางานของแขนกล 
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4.2   Inverse Dynamics Control in Cartesian Space  
ในการศึกษาการควบคุมการเคลื่อนที่โดยอาศัยวิธีการ Tracking Cartesian space 

trajectory จะกระทําในระบบที่ไมเปนเชิงเสนของหลายตัวแปร และสามารถแสดงแผนภาพ
บล็อกของ Inverse Dynamics Control in Cartesian Space ดังรูปที่ 4.13 

 

 
 

รูปที่ 4.13 แผนผังของ Inverse Dynamics Control in Cartesian Space 
 

การควบคุมวิธีนี้ จะเปนการควบคุมการเคลื่อนที่ของปลายของแขนกล (end-effector) 
ใหมีการเคลื่อนที่ตาม เสนทางเดิน (trajectory) ที่ถูกกําหนดไวแลวใน Cartesian space และ
สามารถใชสมการเดียวกันกับสมการที่ (2.28) คือ 

 
                                            ( ) ( )B q q + n q,q = u                                       (4.6) 
โดยที่ 
 
                                        ( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + G q                                  (4.7) 

 
เม่ือสัญญาณควบคุมเปน 
                                            ( ) ( )u = B q α + n q,q                                       (4.8)       
                    
โดยที่ 
                                                     q = α                                                 (4.9) 
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เม่ืออินพุตของการควบคุม α  ใหมนี้เปนการออกแบบใหปลายของแขนกลสามารถเดิน
ตามเสนทางที่ไดกําหนดไวกอนหนานี้คือ ( )tdp  ซึ่งจะเปนฟงกชันของเวลาในการเคลื่อนที่ โดย

ที่  [ ]Td d d d d dx y z roll pitch yaw=dp  ซึ่ ง ค า ข อ ง  , ,x y  แ ล ะ  z  คื อ ค า ข อ ง
ตําแหนงของปลายแขนกล และคาของ , ,roll pitch  และ yaw  คือคาของการหมุนรอบแกน 

, ,x y  และ z  ตามลําดับ และเม่ือทําการ Differentiate สมการที่ (2.8) จะได 

 
                             ( ) ( ),A Aq q q+p = J q J q                                    (4.10) 
 

ดังนั้นอินพุตของการควบคุม α  สามารถเขียนไดดังสมการที่ (4.11) คือ 
 
                              ( ) ( )( )1 ,A Aq q q−

d D Pα = J p + K p + K p - J q                      (4.11) 

 
โดยที่คาเกน PK  และ DK  เปนเมทริกซทะแยงมุมและจะมีคาเปนบวกเสมอ และ 

dp = p -p  ซึ่งทําใหไดสมการพลวัตของระบบใหมที่เปนเชิงเสน คือ 
 
                                             D Pp + K p + K p = 0                                      (4.12) 
 

จากสมการที่ (4.12) จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบจะลูเขาสูคาศูนย โดยที่คาเกน 

DK  และ PK  จะมีผลทําใหระบบมีความเร็วและเสถียรภาพในการเขาใกลศูนยไดเร็วขึ้น และ
สามารถปรับคา DK  และ PK  เพ่ือใหไดผลของคาผิดพลาดใหนอยที่สุดหรือตามความ
เหมาะสม 
 
4.2.1   การ Simulation ของ Inverse Dynamics Control in Cartesian Space 

ในการทดลองการควบคุมการทํางานของแขนกลแบบ Inverse Dynamics Control in 
Cartesian space จะกําหนดคาของ ตําแหนงของปลายแขนกล โดยในการทดลองนี้จะ
กําหนดใหมีการเคลื่อนที่เปนเสนตรงในระนาบ YZ ซึ่งจะกําหนดใหแกน X และแกน Y มีคาคงที่
ซึ่งมีคาเทากับ 0.7276 เมตร และ 0 เมตร ตามลําดับ และการเคลื่อนท่ีในแนวแกน Z จะเร่ิมจาก 
ตําแหนงที่ X มีคาเทากับ 0.7276 เมตร, Y มีคาเทากับ 0 เมตร, และ Z มีคาเทากับ -0.0212 
เมตร ไปจนถึงตําแหนงที่ X มีคาเทากับ 0.7276 เมตร, Y มีคาเทากับ 0 เมตร, และ Z มีคา
เทากับ 0.4788 เมตร ในเวลา 5 วินาที ดังแสดงในรูปที่ 4.14-4.15 โดยที่ความเร็ว และความเรง
ของปลายแขนกล สามารถหาไดจากการหาอนุพันธอันดับที่ 1 และที่ 2 ของสมการตําแหนงของ
ปลายแขนกลตามลําดับ โดยใชเวลาในการ Simulation คือเริ่มตนจาก 0 ถึง 5 วินาที และใชคา

เวลาสุมในการ Simulation เทากับ 0.001 วินาที ซึ่งสามารถแสดงรูปกราฟตําแหนง ความเร็ว 
และความเรง ที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ไดดังรูปที่ 4.16-4.18 ซึ่งผลจากการตอบสนองของ
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วิธีการควบคุมแบบ Inverse Dynamics Control in Cartesian space ไดผลดังแสดงในรูปที่ 

4.19-4.24 โดยใชคาเกน PK  และ DK  ในการ Simulation ที่คาตางกัน เพ่ือวิเคราะหผลการ
ตอบสนองของระบบ 

 

 
 

รูปที่ 4.14 เสนทางเดินของปลายแขนกลในระนาบ XZ  
 

 
 

รูปที่ 4.15 เสนทางเดินของปลายแขนกลในระนาบ YZ  
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รูปที่ 4.16 กราฟแสดงตําแหนง ความเรว็ ความเรงของปลายแขนกล 
ในแนวแกน X ที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ ณ เวลาตางๆ 
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รูปที่ 4.17 กราฟแสดงตําแหนง ความเรว็ ความเรงของปลายแขนกล 
ในแนวแกน Y ที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ ณ เวลาตางๆ 
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รูปที่ 4.18 กราฟแสดงตําแหนง ความเรว็ ความเรงของปลายแขนกล 
ในแนวแกน Z ที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ ณ เวลาตางๆ 
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รูปที่ 4.19 กราฟแสดงตําแหนงและคาผดิพลาดของตาํแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z 

เม่ือใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  
 

จากรูปที่ 4.19 เปนกราฟแสดงตําแหนง และคาผิดพลาดของตําแหนง ของปลายแขน
กลที่เกิดขึ้น โดยที่ผลการ Simulation จะเห็นไดวาเสนทางเดินที่ไดจากการ Simulation มีการ 
Track ตามเสนทางเดินที่ไดออกแบบไว แตจะมีคาผิดพลาดเกินขึ้นในชวงแรกที่มีคาผิดพลาด
คอนขางสูง และจะมีคาผิดพลาดลดลง โดยที่คาผิดพลาดสูงสุดในแนวแกน X, Y, และ Z เทากับ 

52.5 10x −= − ×  เมตร หรือ -25 ไมโครเมตร 162.5 10y −= − ×  เมตร 33.5 10z −= ×  เมตร หรือ 
3.5 มิลลิเมตร โดยในรูปกราฟของตําแหนงในแนวแกน Y จะเห็นไดวาในชวงวินาทีที่ 4 เปนตน
ไปจะมีคาผิดพลาดที่กระโดดเปนผลเนื่องจากการนําคาของตําแหนงในแตละจุดตอที่คํานวณได
จากสมการเชิงอนุพันธมาใชในการคํานวณหาคาของตําแหนงของปลายแขนกล 
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รูปที่ 4.20 กราฟแสดงความเร็วและคาผดิพลาดของความเร็วในแนวแกน X, Y, และ Z 
เม่ือใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากรูปที่ 4.20 เปนกราฟแสดงความเร็ว และคาผิดพลาดความเร็ว ของปลายแขนกลที่
เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  โดยคาความเร็ว
สามารถหาไดจากการหาอนุ พันธของตํ าแหน ง ในแนวแกน  X, Y, และ  Z เ ม่ือใชค า
เกน 100PK =  และ 20DK =  
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รูปที่ 4.21 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 

โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  
 

 จากกราฟรูปที่ 4.21 แสดงตําแหนงของจุดตอที่เกิดขึ้นในขณะปลายแขนเคลื่อนที่ตาม
เสนทางเดินที่กําหนดไว ซึ่งจะเห็นไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะ
ใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่คํานวณมาจากสมการอิน-
เวิรสคิเนแมติกส จากรูปกราฟของตําแหนงในจุดตอที่ 1, 4, และ 6 นั้นจะมีคาผิดพลาดที่
กระโดดในชวงวินาทีที่ 4 เปนตนไป เปนผลเนื่องจาก Stiff problem โดยที่ความหมายของคํา
วา Stiff problem นี้คือปรากฏการณหน่ึงในการหาคําตอบโดยวิธีระเบียบวิธีเชิงตัวเลข โดยจะมี
ลักษณะคือจะมีบางเทอมของสมการเชิงอนุพันธที่ทําใหคําตอบที่ไดนั้นมีคาเพิ่มขึ้นและลดลง
อยางรวดเร็ว ซึ่งในการหาคาตําแหนงของจุดตอตางๆ จะหามาจากสมการเชิงอนุพันธ และใน
การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามารถหาคําตอบไดจากหลายวิธีแตในการหาผลเฉลยที่
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แมนยํานั้นทําไดยากมาก และแนวทางที่ใชโดยทั่วไปจะใชวิธีการหาคําตอบโดยใชระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขในการหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธ  แตคาของการผิดพลาดนั้นมีคานอยมากซึ่ง
สามารถถือไดวาเปน noise ของระบบ โดยที่ตําแหนงของแตละจุดตอยังคงเปนไปตามแนวโนม

ของการควบคุมที่จะใหแขนกลเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงที่ตองการ 

 

 

 

 
 

รูปที่ 4.22 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.22 แสดงความเร็วที่เกินขึ้นของทุกๆจุดตอในขณะที่ปลายแขนกลมี
การเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กํ าหนดไว   ซึ่ งจากกราฟจะเห็นไดวา เสนกราฟของ
ความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปน
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กราฟอางอิงที่คํานวณมาจากสมการจาโคเบียนผกผัน  จากรูปกราฟของตําแหนงในจุดตอ
ที่  1 ,  4 ,  และ  6  นั้ นจะ มีค าผิดพลาดที่ กระโดดในชวงวินาทีที่  4  เปนตนไป  เปนผล
เน่ืองจาก Stiff problem ที่เกิดขึ้นจากการคํานวณ และมีคาที่นอยมาก 
 

 

 

 
 

รูปที่ 4.23 คาผิดพลาดของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
จากรูปที่ 4.23 แสดงคาผิดพลาดที่เกิดขึ้นของทั้ง 6 จุดตอในขณะที่ปลายแขนกลมีการ

เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  ซึ่งจากกราฟที่แสดงจะเห็นไดวาคาผิดพลาด
ของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  มีคาอยูในชวง 35.5 10−− ×  เรเดียน ถึง 35.7 10−×  เรเดียน 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  
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รูปที่ 4.24 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
จากรูปที่ 4.24 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอที่ไดจากการคํานวณ โดยใชคาเกน 
100=PK  และ 20=DK  โดยที่จากรูปในแรงบิดของขอตอที่ 4 และ 6 จะมีคาผิดพลาดที่ชวง

วินาทีที่ 4-4.5 ที่เปนคากระโดดเปนผลเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการเชิง
อนุพันธของตําแหนงจุดตอ ความเร็วจุดตอ  โดยที่แรงบิดของแตละจุดตอหาไดจากการนําคา
ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ มาคํานวณหาคาแรงบิดในแตละจุดตอ และในตําแหนง
ของจุดตอ และความเร็วของจุดตอที่หามาไดจะมีคาผิดพลาดมาอยูแลวจึงทําใหแรงบิดของจุดตอ
มีคาผิดพลาดเกิดขึ้นดวยเชนเดียวกัน 
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รูปที่ 4.25 กราฟแสดงตําแหนงและคาผดิพลาดของตาํแหนง 
ในแนวแกน X, Y, และ Z เม่ือใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  

 
จากรูปที่ 4.25 เปนกราฟแสดงตําแหนง และคาผิดพลาดของตําแหนง ของปลายแขน

กลที่เกิดขึ้น โดยที่ผลการ Simulation จะเห็นไดวาเสนทางเดินที่ไดจากการ Simulation มีการ 
Track ตามเสนทางเดินที่ไดออกแบบไว แตจะมีคาผิดพลาดเกินขึ้นในชวงแรกที่มีคาผิดพลาด
คอนขางสูง และจะมีคาผิดพลาดลดลง โดยที่คาผิดพลาดสูงสุดในแนวแกน X, Y, และ Z เทากับ 

612 10x −= − ×  เมตร หรือ -12 ไมโครเมตร 1710 10y −= − ×  เมตร 416 10z −= ×  เมตร หรือ 
1.6 มิลลิเมตร  
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รูปที ่4.26 กราฟแสดงความเร็วและคาผดิพลาดของความเร็วในแนวแกน X, Y, และ Z 
เม่ือใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  

 
จากรูปที่ 4.26 เปนกราฟแสดง ความเร็ว และคาผิดพลาดของความเร็วของปลายแขน

กลที่เกิดขึ้น โดยการหาอนุพันธของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z เม่ือใชคาเกน 200PK =  
และ 50DK =  
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รูปที่ 4.27 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 

โดยใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  
 

 จากกราฟรูปที่ 4.27 แสดงตําแหนงของจุดที่ทั้ง 6 จุดตอที่เกิดขึ้นในขณะที่ปลายแขนกล
มีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  ซึ่งจากกราฟจะเห็นไดวาเสนกราฟที่ไดของ
มุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟ
อางอิงที่คํานวณมาจากสมการอิน-เวิรสคิเนแมติกส จากรูปกราฟของตําแหนงในจุดตอ
ที่  1 ,  4 ,  และ  6  นั้ นจะ มีค าผิดพลาดที่ กระโดดในชวงวินาทีที่  4  เปนตนไป  เปนผล
เนื่องจาก  Stiff problem แตคาของการผิดพลาดนั้นมีคานอยมากซึ่ งสามารถถือไดว า
เปน noise ของระบบและในตําแหนงของแตละจุดตอยังคงเปนไปตามแนวโนมของการควบคุม

การเคลื่อนที่ของปลายแขนกล 
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รูปที่ 4.28 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.28 แสดงความเร็วที่เกินขึ้นของทั้ง 6 จุดตอในขณะที่ปลายแขนกลมี
การเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กํ าหนดไว   ซึ่ งจากกราฟจะเห็นไดวา เสนกราฟของ
ความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปน
กราฟอางอิงที่คํานวณมาจากสมการจาโคเบียนผกผัน  จากรูปกราฟของตําแหนงในจุดตอ
ที่  1 ,  4 ,  และ  6  นั้ นจะ มีค าผิดพลาดที่ กระโดดในชวงวินาทีที่  4  เปนตนไป  เปนผล
เน่ืองจาก Stiff problem ที่เกิดขึ้นจากการคํานวณ และมีคาที่นอยมาก 
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รูปที่ 4.29 คาผิดพลาดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทัง้ 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.29 แสดงคาผิดพลาดของตําแหนงในทุกๆจุดตอในขณะที่ปลายแขน
กลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  จะเห็นไดวาเสนกราฟของคาผิดพลาด
ของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  มีคาอยูในชวง 32.5 10−− ×  เรเดียน ถึง 32.5 10−×  เรเดียน 
โดยใชคาเกน 200PK =  และ 50DK =  
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รูปที่ 4.30 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 

โดยใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  
 

จากรูปที่ 4.30 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 
ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอที่ไดจากการคํานวณ โดยใชคาเกน 

200=PK  และ 50=DK   โดยที่จากรูปในแรงบิดของขอตอที่ 4 และ 6 จะมีคาผิดพลาดที่ชวง
วินาทีที่ 4-4.5 ที่เปนคากระโดดเปนผลเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการเชิง
อนุพันธของตําแหนงจุดตอ ความเร็วจุดตอ  โดยที่แรงบิดของแตละจุดตอหาไดจากการนําคา
ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ มาคํานวณหาคาแรงบิดในแตละจุดตอ และในตําแหนง
ของจุดตอ และความเร็วของจุดตอที่หามาไดจะมีคาผิดพลาดมาอยูแลวจึงทําใหแรงบิดของจุดตอ
มีคาผิดพลาดเกิดขึ้นดวยเชนเดียวกัน 
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ซึ่งในการ Simulation โดยการใชคาเกน PK  และ DK  ที่คาตางกันจะเห็นไดวาเม่ือใช
คาเกน PK  และ DK  ที่มีคามากขึ้นจะทําใหระบบมีคาผิดพลาดที่ลดลงและสามารถเขาสูสถานะ
คงตัวไดเร็วขึ้น ทั้งนี้จําเปนที่จะตองเลือกคาเกน PK  และ DK  ที่เหมาะสมในการควบคุมการ
ทํางานของแขนกล 
 
4.3  การควบคุมแบบอิมพิแดนซ (Impedance Control) 
 ในการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตนั้นสวนใหญจะเปนการควบคุมแรงซึ่ง
อยูในรูปของความตานทานการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตเพ่ือใหมีความตอเน่ืองและราบเรียบใน
การทํางาน ซึ่งแนวความคิดของการควบคุมการทํางานของหุนยนตแบบอิมพิแดนซสามารถ
แสดงดังรูปที่ 1.2 จะเห็นไดวาในสวนของปลายแขนของหุนยนตมีลักษณะของระบบมวล-สปริง-
และตัวหนวง และสามารถจําลองการควบคุมแบบอิมพิแดนซในรูปของสมการพลวัตเชนเดียวกับ
สมการที่ (2.1) ในการวิเคราะหการมีปฏิกิริยาซึ่งเกิดแกกันและกันของแขนกล (manipulator) 
กับสิ่งแวดลอม (environment) ภายใตปฏิกิริยาของ inverse dynamics control in Cartesian 
space ซึ่งจะอางอิงถึงรูปแบบทางพลวัตของแขนกลดังนี้คือ 
 
                                  ( ) ( ) ( ) ( )T q−B q q + C q,q q + g q = u J h                     (4.13)   
 
เม่ือ ( )qJ  คือ เมทริกซจาโคเบียน 
      h       คือ เวกเตอรของการออกแรงสัมผัสทีก่ระทําโดยปลายของแขนกลบนสิ่งแวดลอม 
      u        คือ กฏการควบคมุ ซึ่งสามารถแสดงไดดังนี้คือ 
 
                                            ( ) ( )u = B q α + n q,q                                    (4.14) 
 

สมการที่ (4.14) คือ การจัดรูปแบบของตัวควบคุม u  ใหอยูในรูปแบบสเตตของแขนกล 
โดยที่ 
                                          ( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + g q                               (4.15)     
และ 
                                                        q = α                                               
   
เม่ือ α  คือ อินพุตเวกเตอรที่ถูกตั้งขึ้นมาใหม 

การควบคุมแขนกลในขณะที่มีแรงกระทําที่ปลายของแขนกลนั้น สามารถแสดงไดโดย 
 
                                              ( ) ( )T q-1q = α - B q J h                                (4.16)      
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จากสมการที่ (4.16) นั้นจะเปนเทอมที่ไมเปนเชิงเสน เน่ืองจากเทอมของแรงสัมผัส 
สําหรับแขนกลแบบ nonredundant และสามารถอินพุตดังนี้ คือ 

 

                     ( ) ( )( )1 1 ,A Aq q q− − ′ ′ −d d d D P dα = J M M p + K p + K p M J q            (4.17)    

   
เม่ือ ( )A qJ  คือ จาโคเบียนวิเคราะห 
        dM    คือ เมทริกซของมวล 

        ′
DK    คือ เมทริกซของตวัหนวง 

        ′
PK     คือ เมทริกซของความแข็งแกรง 

 
 โดยที่ dM  เปนเมทริกซทะแยงมุมที่มีคาเปนบวก  แทนคาสมการ (4.17) ลงในสมการ
ที่ (4.16) จะได 
 

     ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 , T
A Aq q q q− − ′ ′+ + − − -1

d d d D P dq = J M M p K p K p M J q B q J h     (4.18) 

     
และจากสมการอนุพันธอันดับที่สองของคิเนแมติกสที่อยูในรูปแบบ 
 
                                        ( ) ( ),A Aq q q= +p J q J q                                   (4.19) 

 
ในสมการที่ (4.16) นั้นจาโคเบียนที่ปรากฎอยูนั้นจะเปน จาโคเบียนรูปราง แตจาโค-

เบียนในสมการที่ (4.17) จะเปนจาโคเบียนวิเคราะห ดังน้ันเราจะสรางความสัมพันธใหมขึ้นมา 
คือ 

( )T
A x = AT h h  

   
เม่ือ AT  คือ เมทริกซการแปลงระหวางสองจาโคเบียน แทนคาสมการที่ (4.17) ลงใน

สมการที่ (4.16) จะได 

                               ( )1−′ ′+ + =d D P d A AM p K p K p M B q h                            (4.20) 
เม่ือ 
                                   ( ) ( ) ( ) ( )1T

A Aq q− −=AB q J B q J                              (4.21) 
 

เม่ือ ( )AB q  คือ เมทริกซความเฉื่อยของแขนกลใน Cartesian space ซึ่งเมทริกซนี้จะ
ถูกนิยามใหมีคาเปนบวก และคาจาโคเบียนวิเคราะหจะตองเปนแรงคเต็ม (full rank) 
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สมการที่ (4.17) จะเปนความสัมพันธที่ถูกกําหนดขึ้นโดยทั่วไปในรูปแบบของอิมพิ-
แดนซทางกล (mechanical impedance) ระหวางเวกเตอรของแรงลัพธ ( )1−

d A AM B q h  และ
เวกเตอรของระยะขจัด ( p ) ใน Cartesian space ซึ่งอิมพิแดนซนี้สามารถแสดงอยูในรูปของ
คุณสมบัติในระบบทางกล ของระบบมวล-สปริง-ตัวหนวง ซึ่งสามารถระบุพฤติกรรมทางพลวัต
ไดโดยตรง 

การปรากฎของคา ( )1−
AB q  นั้นทําใหระบบนั้นถูกผูกเขาดวยกัน และถาตองการทําให

เปนเชิงเสน และแยกออกจากกันระหวางการปฏิสัมพันธกับสิ่งแวดลอมน้ันจําเปนที่จะตองทํา
การวัดคาแรงสัมผัส โดยใชตัวตรวจรูแรงที่เหมาะสมซึ่งจะถูกติดตั้งบนขอมือของแขนกล ดังน้ัน
จะได 

                         ( ) ( ) ( )T qu = B q α + n q,q + J h                                       (4.22)  
และ 

               ( ) ( )( )1 1 ,A Aq q q− − ′ ′+ + − −d d d D P d Aα = J M M p K p K p M J q h              (4.23)  

 
จากสมมุติฐานของความคลาดเคลื่อนแบบอิสระในการวัดแรง ดังน้ันสมการของการ

ควบคุมแขนกลแบบอิมพิแดนซที่ตองการสามารถจะเขียนไดใหมดังนี้ 
 
                               d D P AM p + K p + K p = h                                           (4.24) 

 
โดยที่ dM  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของมวลที่ตองการ 
        DK  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของตัวหนวงที่ตองการ 
        PK  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของความแข็งแกรงที่ตองการ 
        Ah   คือ แรงสัมผัสที่กระทําที่สวนปลายของแขนกลจากสิ่งแวดลอมภายนอก 
 

ในสมการที่ (4.22) เทอมของ ( )T qJ h  จะเปนการชดเชยอยางแมนยําของแรงสัมผัส 
และทําใหแขนกลมีความแข็งแกรงขึ้นเปนอนันตเม่ือเทียบ กับความเคนภายนอกที่มากระทํากับ
แขนกล และแผนภาพบล็อกของแขนกลในการสัมผัสกับสิ่งแวดลอม สําหรับการควบคุม
แบบอิมพิแดนซสามารถแสดงไดดังรูปที่ 4.31 

 
รูปที่ 4.31 แผนภาพบล็อกสาํหรับการควบคุมแบบอิมพิแดนซ 



 

 

66

4.3.1   การ Simulation ของการควบคมุแบบอิมพิแดนซ  
ในการ Simulation ของการควบคุมการทํางานของแขนกลแบบอิมพิแดนซจะกําหนดคา

ของ  ตําแหนงของปลายแขนกลในขณะที่ ไม มีแรงสัมผัสภายนอกมากระทํา  โดยใน
การ Simulation จะกําหนดใหมีการเคลื่อนที่เปนเสนตรงในระนาบ YZ ซึ่งจะกําหนดใหแกน X 
และแกน Y มีคาคงที่ซึ่งมีคาเทากับ 0.7276 เมตร และ 0 เมตร ตามลําดับ และการเคลื่อนที่ใน
แนวแกน Z จะเร่ิมจากตําแหนงที่ X มีคาเทากับ 0.7276 เมตร, Y มีคาเทากับ 0 เมตร, และ Z มี

คาเทากับ -0.0212 เมตร ไปจนถึงตําแหนงที่ X มีคาเทากับ 0.7276 เมตร, Y มีคาเทากับ 0 
เมตร, และ Z มีคาเทากับ 0.4788 เมตร ในเวลา 5 วินาที ดังแสดงในรูปที่ 4.14-4.15 โดยที่
ความเร็ว และความเรง ของปลายแขนกล สามารถหาไดจากการหาอนุพันธอันดับที่ 1 และที่ 2 
ของสมการตําแหนงของปลายแขนกลตามลําดับ โดยใชเวลาในการ Simulation คือเริ่มตนจาก 0 
ถึง 5 วินาที และใชคาเวลาสุมในการ Simulation เทากับ 0.001 วินาที ซึ่งสามารถแสดง
รูปกราฟตําแหนง ความเร็ว และความเรงที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ไดดังรูปที่ 4.16-4.18
และในการทดลองนี้จะใสคาของแรงสัมผัสที่กระทําที่ปลายของแขนกลในแนวแกน X ในคาตางๆ 
ซึ่งจะมีคาสัมผัสเริ่มตนจากศูนยที่ตําแหนงเริ่มตนของการเคลื่อนที่ไปจนถึง 1 วินาที จากนั้นจะ
เร่ิมใหแรงสัมผัสนี้มีคาเพิ่มขึ้นอยางตอเน่ืองจนถึงคาที่กําหนดซึ่งจะเริ่มตนจากศูนยในวินาทีที่ 1 
จนสิ้นสุดลงตามคาที่กําหนดในวินาทีที่ 5 โดยรูปกราฟของแรงสัมผัสนี้สามารถแสดงไดดังรูปที่ 
4.32 ซึ่งผลจากการตอบสนองของวิธีการควบคุมแบบอิมพิแดนซ สามารถแสดงผลดังรูปที่ 
4.33-4.44 โดยใชคาเกน PK  และ DK  ในการ Simulation ที่คาเดียวกัน 
 

 
 

รูปที่ 4.32 กราฟแสดงแรงสัมผัสขนาด 2 และ 5 นิวตันที่กระทํากบัปลายแขนกล 
สําหรับการควบคุมแบบอิมพิแดนซ 

 
 โดยที่แรงสัมผัสในแนวแกน Y และ Z จะกําหนดใหเทากับศูนย และแรงบิดในแนวแกน
X, Y, และ Z จะถูกกําหนดใหมีคาเทากับศูนยเชนเดียวกัน 
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รูปที่ 4.33 กราฟแสดงตําแหนงและคาเบีย่งเบนของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
จากรูปที่ 4.33 เปนกราฟแสดงตําแหนง และเบี่ยนเบนของตําแหนง ของปลายแขนกลที่

เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  โดยที่ผลการทดลอง
จะเห็นไดวาเสนทางเดินที่ไดจากการ Simulation มีเสนทางเดินตามแรงสัมผัสที่กระทําที่สวน
ปลายของแขนกลตามที่ไดออกแบบไว แตจะมีคาผิดพลาดเกินขึ้นในชวงแรกที่มีคาผิดพลาด
เล็กนอย และจะมีคาผิดพลาดลดลง จนถึงชวงทายจะมีคาผิดพลาดสูงเน่ืองจาก Stiff problem
ของการคํานวณสมการเชิงอนุพันธ 
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รูปที่ 4.34 กราฟแสดงความเร็วและคาเบี่ยงเบนของความเรว็ในแนวแกน X, Y, และ Z 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
จากรูปที่ 4.34 เปนกราฟแสดงความเร็ว และคาผิดพลาดของความเร็วของปลายแขนกล

ที่เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  โดยการหาอนุพันธ
ของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z เม่ือใชคาเกน 100PK =  และ 20DK =  และมีแรงสัมผัส
ในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน 
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รูปที่ 4.35 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 

ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  
 

 จากกราฟรูปที่ 4.35 แสดงตําแหนงของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมีการ
เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะเห็น
ไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะมีการเบี่ยงเบนกับคาของมุมที่
กําหนดให 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิง ที่คํานวณมาจากสมการอิน
เวิรสคิเนแมติกส  เน่ืองจากมีแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทําที่ปลายของแขนกล จึงทําใหการ
เคลื่อนที่ของตําแหนงของปลายแขนกลมีการเปลี่ยนแปลงไปจึงเปนผลใหคาของมุมตางๆ ของ
แตละจุดตอมีการเปลี่ยนแปลงไปดวยเชนกัน ซึ่งก็เปนไปตามแรงสัมผัสที่ไดออกแบบไว จาก
รูปกราฟของตําแหนงในจุดตอที่ 1, 4, และ 6 นั้นจะมีคาผิดพลาดที่กระโดดในชวงวินาที
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ที่ 4 เปนตนไป เปนผลเนื่องจาก Stiff problem แตคาของการผิดพลาดนั้นมีคานอยมากซึ่ง
สามารถถือไดวาเปน noise ของระบบ 

 

 

 

 
 

รูปที่ 4.36 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.36 แสดงความเร็วของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมีการ
เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะเห็น
ไดวาเสนกราฟของความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะมีการเบี่ยงเบนกับความเร็วของขอ
ตอ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิง ที่คํานวณมาจากสมการจาโคเบียน
ผกผัน  เน่ืองจากมีแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทําที่ปลายของแขนกล จึงทําใหการเคลื่อนที่ของ
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ตําแหนงของปลายแขนกลมีการเปลี่ยนแปลงไปจึงเปนผลใหคาของมุมตางๆ ของแตละจุดตอมี
การเปลี่ยนแปลงไปดวยเชนกัน ซึ่งก็เปนไปตามแรงสัมผัสที่ไดออกแบบไว 
 

 

 

 
 

รูปที่ 4.37 คาเบี่ยงเบนของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทัง้ 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.37 แสดงคาเบี่ยงเบนของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมี
การเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะ
เห็นไดวาเสนกราฟของคาเบี่ยงเบนของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  ในขณะที่มีแรงสัมผัส
ภายนอกมากระทํากับสวนปลายของแขนกล โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  และมี
แรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน 
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รูปที่ 4.38 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
จากรูปที่ 4.38 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอเพ่ือที่จะใหปลายของแขนกลนั้นไป
ตามตําแหนงที่ตองการ โดยที่จากรูปในแรงบิดของขอตอที่ 4 และ 6 จะมีคาผิดพลาดที่ชวง
วินาทีที่ 4 เปนตนไป จะเปนคากระโดดเปนผลเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการ
เชิงอนุพันธของตําแหนงจุดตอ ความเร็วจุดตอ  โดยที่แรงบิดของแตละจุดตอหาไดจากการนํา
คาตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ มาคํานวณหาคาแรงบิดในแตละจุดตอ และใน
ตําแหนงของจุดตอ และความเร็วของจุดตอที่หามาไดจะมีคาผิดพลาดมาอยูแลวจึงทําใหแรงบิด
ของจุดตอมีคาผิดพลาดเกิดขึ้นดวยเชนเดียวกัน 
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รูปที่ 4.39 กราฟแสดงตําแหนงและคาเบีย่งเบนของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน 

 
จากรูปที่ 4.39 เปนกราฟแสดงตําแหนง และการเบี่ยนเบนของตําแหนง ของปลายแขน

กลที่เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอก
กระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  โดยที่ผลการ Simulation จะเห็นไดวาเสนทางเดินที่ไดจาก
การ Simulation มีเสนทางเดินตามแรงสัมผัสที่กระทําที่สวนปลายของแขนกลตามที่ไดออกแบบ
ไว แตจะมีคาผิดพลาดเกินขึ้นในชวงแรกที่ มีคาผิดพลาดเล็กนอย และจะมีคาผิดพลาด
ลดลง จนถึงชวงทายจะมีคาผิดพลาดสูงเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการเชิง
อนุพันธที่นํามาใชในการคํานวณหาคาตําแหนง 
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รูปที่ 4.40 กราฟแสดงความเร็วและคาเบี่ยงเบนของความเรว็ในแนวแกน X, Y, และ Z 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน 

 
จากรูปที่ 4.34 เปนกราฟแสดง ความเร็ว และคาเบี่ยงเบนของความเร็วของปลายแขน

กลที่เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอก
กระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  โดยความเร็วของปลายแขนสามารถหาไดจากการหา
อนุพันธของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z เม่ือใชคาเกน 100PK =  และ 20DK =  และมี
แรงสัมผัสในแนวแกนX เทากับ 5 นิวตัน 
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รูปที่ 4.41 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 

ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน  
 

 จากกราฟรูปที่ 4.41 แสดงตําแหนงของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมีการ
เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะเห็น
ไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะมีการเบี่ยงเบนกับคาของมุมที่
กําหนดให 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิง ที่คํานวณมาจากสมการอิน
เวิรสคิเนแมติกส เน่ืองจากมีแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทําที่ปลายของแขนกล จึงทําใหการ
เคลื่อนที่ของตําแหนงของปลายแขนกลมีการเปลี่ยนแปลงไปจึงเปนผลใหคาของมุมตางๆ ของ
แตละ จุดตอ มีการเปลี่ ยนแปลงไปดวยเชนกัน  จากรูปกราฟของตํ าแหนง ในจุดตอ
ที่  1 ,  4 ,  และ  6  นั้ นจะ มีค าผิดพลาดที่ กระโดดในชวงวินาทีที่  2  เปนตนไป  เปนผล
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เนื่องจาก  Stiff problem แตคาของการผิดพลาดนั้นมีคานอยมากซึ่ งสามารถถือไดว า
เปน noise ของระบบ 

 

 

 

 
 

รูปที่ 4.42 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.42 แสดงความเร็วของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมีการ
เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะเห็น
ไดวาเสนกราฟของความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะมีการเบี่ยงเบนกับความเร็วของขอ
ตอ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิง ที่คํานวณมาจากสมการจาโคเบียน
ผกผัน เนื่องจากมีแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทําที่ปลายของแขนกล จึงทําใหการเคลื่อนที่ของ
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ตําแหนงของปลายแขนกลมีการเปลี่ยนแปลงไปจึงเปนผลใหคาของมุมตางๆ ของแตละจุดตอมี
การเปลี่ยนแปลงไปดวยเชนกัน 
 

 

 

 
 

รูปที่ 4.43 คาเบี่ยงเบนของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทัง้ 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.43 แสดงคาเบี่ยงเบนของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมี
การเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะ
เห็นไดวาเสนกราฟของคาเบี่ยงเบนของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  ในขณะที่มีแรงสัมผัส
ภายนอกมากระทํากับสวนปลายของแขนกล โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  และมี
แรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน 
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รูปที่ 4.44 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน  

 
จากรูปที่ 4.44 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอเพ่ือที่จะใหปลายของแขนกลนั้นไป
ตามตําแหนงที่ตองการ โดยที่จากรูปในแรงบิดของขอตอที่ 1, 4 และ 6 จะมีคาผิดพลาดที่ชวง
วินาทีที่ 4-4.5 ที่เปนคากระโดดเปนผลเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการเชิง
อนุพันธของตําแหนงจุดตอ ความเร็วจุดตอ  และมีคานอยมากจนถือไดวาเปน Noise ของระบบ 

โดยจะเห็นไดวาผลการ Simulation โดยการใสแรงสัมผัสภายนอกที่คา 2 และ 5 นิว
ตัน ที่สวนปลายของแขนกล ทําใหตําแหนงที่สวนปลายของแขนกลจะมีลักษณะการเคลื่อนที่ที่
เหมือนกัน แตจะแตกตางที่ขนาดของคาเบี่ยงเบนในแนวแกน X ที่มีคามากขึ้นเม่ือมีแรงมากขึ้น 



 

บทที่ 5 
 

บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 

5.1  บทสรุป 

วิทยานิพนธฉบับนี้เปนงานวิจัยในการออกแบบระบบควบคุมการทํางานของหุนยนต
สําหรับการนําหุนยนตอุตสาหกรรมมาใชในการทํางานรวมกับมนุษย  โดยใชการควบคุม
แบบอิมพิแดนซ  ในการทดลองการควบคุมการทํางานของหุนยนตจะเปนการ Simulation การ
ควบคุมการทํางานของหุนยนตแบบตางๆคือ Inverse Dynamics Control in Joint Space, 
Inverse Dynamics Control in Cartesian Space และการควบคุมแบบอิมพิแดนซ  ซึ่งในการ
ควบคุมการทํางานจะทําโดยการสรางเสนทางการเคลื่อนที่ใน Joint Space และเสนทางการ
เคลื่อนที่ใน Cartesian Space และสรางแรงสัมผัสที่กระทํากับสวนปลายของแขนกล โดยผลของ
การ Simulation ที่ไดมีคาที่ดีมากสามารถ Tracking trajectory ไดดี  และพบวาคาของความ
ผิ ดพลาดตํ าแหน ง ใน  Joint Space และค าความผิ ดพลาดของตํ าแหน งปลายแขน
ใน Cartesian Space สามารถทําใหมีคานอยลงไดเม่ือมีการปรับคาเกน DK  และ PK  ใหมีคา
มากขึ้น  แตจะมีผลตอการตอบสนองของแรงบิดของจุดตอและขอจํากัดมอเตอรในการสราง
แรงบิดใหมีการตอบสนองตามความตองการของการเคลื่อนที่ของแขนกล  สําหรับการควบคุม
แบบอิมพิแดนซจะขึ้นอยูกับแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทํากับสวนปลายของแขนกล  ซึ่งในผล
ของการ Simulation การควบคุมการทํางานแบบอิมพิแดนซของแขนกลจะเห็นไดวาเปนไปตาม
แนวโนมของสมการและแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทํากับสวนปลายของแขนกล  แตจะมีคา
ผิดพลาดซึ่งไมเปนไปตามความตองการในการเคลื่อนที่ในชวงปลายของการควบคุม ซึ่งเปนผล
มาจาก Stiff problem ของสมการการเคลื่อนที่  เน่ืองจากในการคํานวณสมการตางๆ จะวิธีการ
ของ Runge-Kutta อันดับ 4 และ 5 มาใชในการคํานวณ โดยที่คาเกน DK  จะเพิ่มความหนวง
ทําใหมีผลตอเสถียรภาพของระบบที่ดีขึ้น และคาเกน PK  จะเพ่ิมความเร็วในการลูเขาสูคา
สถ าน ะค งตั ว ข อ ง ร ะบบ   ดั ง น้ั น จึ ง จํ า เ ป นที่ จ ะ ต อ งทํ า ก า รป รั บค า เ กนทั้ ง ส อ งนี้
คือ DK  และ PK  ใหเหมาะสมกับการทํางาน 

 

5.2 ขอเสนอแนะ 

ขอจํากัดของงานวิจัยนี้มีหลายประการ เชน ในการวิเคราะหการเคลื่อนที่ผานสมการ
ตางๆ ที่หามาไดของหุนยนต มีความยาวและซับซอนมาก โดยเฉพาะสวนของสมการพลวัตที่
จําเปนจะตองนําไปใชในการควบคุมการทํางานของหุนยนต เม่ือพิจารณาจากสมการที่คํานวณ
ไดน้ันจะเปนเมทริกซที่มีขนาดใหญ ดังนั้นสําหรับการนําไปใชในการควบคุมในลักษณะ real-
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time จะเปนปญหา  ดังนั้นจึงมีความจําเปนตองใชคอมพิวเตอรที่มีหนวยประมวลผลกลางที่มี
ความเร็วสูงเพ่ือคํานวณการเคลื่อนที่ใหทันแตละเวลาสุม (Sampling time) และคาผิดพลาดจาก
การคํานวณของสมการตางๆ ซึ่งคาที่ไดควรนําไปผานการกรองสัญญาณกอนการนําไปใชใน
ขั้นตอนการคํานวณในสมการอื่นๆ ตอไป  หรือใชวิธีการในการคํานวณที่ดีขึ้น เชน ระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขแบบ Adaptive step หรือแบบ Multi-step ซึ่งเหมาะสมสําหรับการแกปญหาประเภท
ที่มีคา stiffness สูง 
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ภาคผนวก ก. 
 

แบบจําลองทางคณิตศาสตรของหุนยนต  
 
ก.1 นําเร่ือง 
 ในการควบคุมการทํางานของหุนยนตอุตสาหกรรม สามารถนําแบบจําลองทาง
คณิตศาสตร มาใชอธิบายรูปแบบโครงสรางและการเคลื่อนไหว และลักษณะตางๆ เพ่ือนําสูการ
หาตําแหนงของปลายแขนกลในรูปแบบของฟอรเวิรสคิเนแมติกส การหาตําแหนงของจุดตอ
จากอินเวิรสคิเนแมติกส หรือการหาความเร็วและแรงกระทําที่จุดตอ หรือปลายแขนกลไดจาก 
จาโคเบียนความเร็ว จาโคเบียนแรง และหาสมการ Forward Dynamics และสมการ Inverse 
Dynamics เพ่ือใชเปนขอมูลประกอบการควบคุมการทํางานของหุนยนตอุตสาหกรรม 
 
ก.2 ฟอรเวิรสคเินแมติกส 

การตั้งแกนของแขนกลที่ใชในวิทยานิพนธฉบับน้ี แสดงไดดังรูปที่ ก.1 โดยที่ตําแหนง
และทิศทางของปลายแขนกลที่สัมพันธกับคามุมตางๆ ที่จุดตอสามารถเขียนอยูในรูปเมทริกซ
การแปลงของปลายแขนที่ {6} เทียบกับเฟรม {0} ไดดังสมการที่ (ก.1) และคาของ D-H 
parameter หรือที่เรียกวา Denavit-Hartenberg Convention สามารถแสดงไดดังตารางที่ ก.1 

 

 

 
รูปที่ ก.1 ลักษณะการตั้งแกนของแขนกลที่มี 6 องศาอิสระ  
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ตารางที่ ก.1 คาของ Denavit-Hartenberg Convention 
 

Link ia  iα  id  iθ  
1. 0 / 2π  0 1θ  
2. 2a  0 0 2θ  
3. 0 / 2π  0 3θ  
4. 0 / 2π−  4d  4θ  
5. 0 / 2π  0 5θ  
6. 0 0 6d  6θ  

 

           ( )1

cos sin cos sin sin cos
sin cos cos cos sin sin

0 sin cos
0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i i ii
i i

i i i

a
a

q
d

θ θ α θ α θ
θ θ α θ α θ

α α
−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A                   (ก.1) 

 

การหาฟอรเวิรสคิเนแมติกส ของแขนกล PA10 เร่ิมจากการเขียนเมทริกซการแปลง 
ของเฟรม (Frame) ที่อยูติดกันดังนี้ 

 

                                

1 1

1 1

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s
s c
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
1A                                      (ก.2) 

 

                              

2 2 2 2

2 2 2 2

0
0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s a c
s c a s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1
2A                                   (ก.3) 

 

                                 

3 3

3 3

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s
s c
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2
3A                                    (ก.4) 

 

                               

4 4

4 4

4

0 0
0 0

0 1 0
0 0 0 1

c s
s c

d

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3
4A                                  (ก.5) 
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5 5

5 5

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s
s c
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

4
5A                                       (ก.6) 

 

                              

6 6

6 6

6

0 0
0 0

0 0 1
0 0 0 1

c s
s c

d

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

5
6A                                      (ก.7) 

 
จากนั้นนําเมทริกซการแปลง ทั้งหมดมาคูณกันไดเปนเมทริกซการแปลงของปลายแขน 

{6} เทียบกับเฟรมนิ่ง {0} ดังสมการ 
 

                                           

0 0 1 2 3 4 5
6 1 2 3 4 5 6A = A A A A A A                                     (ก.8) 

เม่ือ 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0 1

r r r Px
r r r Py
r r r Pz

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
6A

       

โดยที่     

 

( )( ) ( )11 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r c c c c c s s s s c s s c c c s= − − + +  
 ( )( ) ( )21 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r s c c c c s s s s c c s c c c s= − − − +  

( )31 23 4 5 6 4 6 23 5 6r s c c c s s c s c= − +  
( )( ) ( )12 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r c c c c s s c s s s s s c s c c= − + + + − +  
( )( ) ( )22 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r s c c c s s c s s s c s c s c c= − + + − − +  

( )32 23 4 5 6 4 6 23 5 6r s c c s s c c s s= − + −  
( )13 1 23 4 5 23 5 1 4 5r c c c s s c s s s= + +  
( )23 1 23 4 5 23 5 1 4 5r s c c s s c c s s= + −  

33 23 4 5 23 5r s c s c c= −  
 

( )( )2 1 2 4 1 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5Px a c c d c s d c c c s s c s s s= + + + +  
( )( )2 1 2 4 1 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5Py a s c d s s d s c c s s c c s s= + + + −  

( )2 2 4 23 6 23 4 5 23 5Pz a s d c d s c s c c= − + −  
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เ ม่ือ ,Px  ,Py  และ Pz  แทนตําแหนงของปลายแขนที่อยูหางจากเฟรม {0} ใน
แนวแกน ,x  ,y  และ z  ตามลําดับ 

และ 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r
r r r
r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 เปนเมทริกซการหมุนของเฟรมที่ปลายแขน {6} เทียบกับเฟรม {0} 

 
หมายเหตุ  สัญลักษณ  is  แทน  ( )sin iθ  
           ic  แทน  ( )cos iθ  
    และ  ijs  แทน  ( )sin i jθ θ+  

                    ijc  แทน  ( )cos i jθ θ+  
 
ก.3 การหาอินเวิรสคิเนแมตกิส 
 เม่ือตองการใหปลายแขนกลเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงและทิศทางที่กําหนด จําเปนจะตอง
ทราบมุมของแตละจุดตอ เม่ือกลาวในเชิงตัวแปร ก็คือการทราบคา ,Px  ,Py  และ Pz  
(ตําแหนง) และ 11 12 33, ,...,r r r  (ทิศทาง) อยูกอนแลวคํานวณหาคามุม θ  ตางๆ ที่สัมพันธกับ
ตําแหนงและทิศทางนั้นๆ คามุม θ  ตางๆ ที่สัมพันธกับตําแหนงและทิศทางของแขนกล 
สามารถหาไดดังนี้ 
 
                                                   0 0 1 2

3 1 2 3A = A A A                                         (ก.9) 
 

0 0 0
11 12 13

0 0 0
21 22 23

0 0 0
31 32 33

0 0 0 1

x

y

z

r r r Pw
r r r Pw
r r r Pw

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
3A  

 
เม่ือ 
 2 1 2xPw a c c=  

2 1 2yPw a s c=  
 

ดังนั้น 
                                             ( )1 Atan 2 ,y xPw Pwθ =                                 (ก.10) 

 
จากนั้นหาคาของ 2θ  และ 3θ จากเมทริกซการแปลงของเฟรม {4} เทียบกับเฟรมน่ิง {0} 

ดังนี้ 
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                                               0 0 1 2 3
3 1 2 3 4A = A A A A                                       (ก.11) 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0 1

x

y

z

r r r Pw

r r r Pw

r r r Pw

⎡ ⎤′ ′ ′ ′
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′

= ⎢ ⎥
′ ′ ′ ′⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
4A  

 
โดยที่ 

 2 1 2 4 1 23xPw a c c d c s′ = +  

 2 1 2 4 1 23yPw a s c d s s′ = +  

 2 2 4 23zPw a s d c′ = −  
 

เม่ือนํา ( ) ( ) ( )2 2 2

x y zPw Pw Pw′ ′ ′+ +  จะได 

 

                          ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2

2 4 2 4 32x y zPw Pw Pw a d a d s′ ′ ′+ + = + +                  (ก.12) 

จะได 

( ) ( ) ( )2 2 2
2 2

2 4

3
2 42

x y zPw Pw Pw a d
s

a d

′ ′ ′+ + − −
=  

 
2

3 31c s= ± −  
 
ดังนั้น 
                                              ( )3 3 3Atan 2 ,s cθ =                                      (ก.13) 
 
และ 

                                    ( )2 2 2Atan 2 ,s cθ =                                      (ก.14) 
เม่ือ 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 4 3 4 3

2 2 2 2

z x y

x y z

a d s Pw d c Pw Pw
s

Pw Pw Pw

′ ′ ′+ − +
=

′ ′ ′+ +
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 4 3 4 3

2 2 2 2

x y z

x y z

a d s Pw Pw d c Pw
c

Pw Pw Pw

′ ′ ′+ + +
=

′ ′ ′+ +
 

 
ตอมาหาคาของ 4 ,θ  5 ,θ  และ 6θ จากเมทริกซการแปลงของเฟรม {3} เทียบกับเฟรมที่

ปลายแขนกล {6} ดังนี้ 
 
                                   3 3 4 5

6 4 5 6A = A A A                                            (ก.15) 
 

                        

3 3 3
11 12 13

3 3 3
21 22 23

3 3 3
31 32 33

0 0 0 1

x

y

z

r r r a
r r r a
r r r a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3
6A  

ดังนั้น 
                                           ( )3 3

4 23 13Atan 2 ,r rθ =                                     (ก.16) 

เม่ือ 
 3

13 4 5r c s=  
 3

23 4 5r s s=  
 

                                  ( ) ( )2 23 3 3
5 13 23 33Atan 2 ,r r rθ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
                          (ก.17) 

 
เม่ือ 
 3

33 5r c=  
                                         ( )( )3 3

6 32 31Atan 2 ,r rθ = −                                  (ก.18) 

เม่ือ 
 3

31 5 6r s c= −  
 3

32 5 6r s s=  
 
ก.4   สมการความสัมพันธเชิงความเรว็  
 คือความสัมพันธระหวางความเร็วของจุดตอ กับความเร็วของปลายแขนทั้งในความเร็ว
เชิงเสน และความเร็วเชิงมุม โดยความสัมพันธดังกลาวสามารถแสดงอยูในรูปเมทริกซขนาด 
6 6×  และเรียกวาเมทริกซจาโคเบียน โดยที่เมทริกซจาโคเบียนของแขนกลสามารถหาไดดังนี้ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

0 1 2 3 4 5

z × p -p z × p -p z × p -p z × p -p z × p -p z × p -p
J

z z z z z z
 

 
โดยที่ เวกเตอรของตําแหนงของแตละแขนสามารถแสดงไดดังนี้ 
 

( )
( )

2 1 2 1 2 2 4 23

2 1 2 1 2 2 4 23

2 2 2 2 4 23

0
0 , ,
0

a C C C a C d S
a S C S a C d S
a S a C d S

+⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 1 2 3 4 5p = p p = p p = p  

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )

1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

2 2 4 23 6 23 4 5 23 5

C a C d S d C C C S S C S S S

S a C d S d S C C S S C C S S

a S d C d S C S C C

⎡ ⎤+ + + +
⎢ ⎥

= + + + −⎢ ⎥
⎢ ⎥− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

p  

 
และยูนติเวกเตอร (unit vectors) ของแตละจุดตอคือ 
 

1 1 23 1 23 4 1 4

1 1 23 1 23 4 1 4

23 23 4

0
0 , , ,
1 0

S C S C C S S C
C S S S C S C C

C S S

− +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − = = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 1 2 3 4z z = z z z  

 
( )
( )

1 23 4 1 4 5 1 23 5

1 23 4 1 4 5 1 23 5

23 4 5 23 5

C C C S S S C S C
S C C C S S S S C

S C S C C

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥= + +⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

5z  

ดังนั้นเมทริกซจาโคเบียน คือ 
 

                        

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

p

o

J
J

J
                        (ก.19) 

เม่ือ 
( ) ( )( )11 1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5J S a C d S d S C C S S C C S S= − + − + −  
( ) ( )( )21 1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5J C a C d S d C C C S S C S S S= + + + +  

31 41 51 0J J J= = =  

61 1J =  
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( )( )12 1 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J C a S d C d S C S C C= − − + −  
( )( )22 1 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J S a S d C d S C S C C= − − + −  

( )32 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J a C d S d C C S S C= + + +  

42 1J S=  

52 1J C= −  

62 0J =  
( )( )13 1 4 23 6 23 4 5 23 5J C d C d S C S C C= − − + −  
( )( )23 1 4 23 6 23 4 5 23 5J S d C d S C S C C= − − + −  

( )33 4 23 6 23 4 5 23 5J d S d C C S S C= + +  

43 1J S=  

53 1J C= −  

63 0J =  
( )14 6 5 1 23 4 1 4J d S C C S S C= − +  
( )24 6 5 1 23 4 1 4J d S S C S C C= − +  

34 6 23 4 5J d S S S= −  

44 1 23J C S=  

54 1 23J S S=  

64 23J C= −  
( ) ( )( )

( )( )
15 1 23 4 1 4 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J S C S C C a S d C d S C S C C a C d S

S S d S C C S S C C S S

= − − − + − − +

+ + −
 

( ) ( )( )
( )( )

25 1 23 4 1 4 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J C C S S C a S d C d S C S C C a C d S

S S d C C C S S C S S S

= − − + − + − − +

− + +
 

( )35 6 23 4 5 23 5J d S C C C S= +  

45 1 23 4 1 4J C C S S C= − +  

55 1 23 4 1 4J S C S C C= − −  

65 23 4J S S= −  
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
16 1 23 4 5 23 5 1 4 5 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 5 23 5 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J S C C S S C C S S a S d C d S C S C C a C d S

S C S C C d S C C S S C C S S

= + − − + − − +

− − + −

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

26 1 23 4 5 23 5 1 4 5 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 5 23 5 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J C C C S S C S S S a S d C d S C S C C a C d S

S C S C C d C C C S S C S S S

= − + + − + − − +

+ − + +

36 0J =  
( )46 1 23 4 1 4 5 1 23 5J C C C S S S C S C= + +  
( )56 1 23 4 1 4 5 1 23 5J S C C C S S S S C= + +  

66 23 4 5 23 5J S C S C C= −  
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ก.5 สมการพลวตัของแขนกล (Dynamics equation) 
 พลศาสตรของแขนกล เปนความสัมพันธของแรงบิดที่กระทําที่จุดตอ กับการเคลื่อนที่
ของแขนกลใน Cartesian Space ซึ่งจะแสดงในรูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ของระบบ เพ่ือ
ความสะดวกจะแสดงความสัมพันธของการเคลื่อนที่ของแขนกลตางๆ ใหอยูในสมการเดียว และ
สามารถเขียนสมการของการเคลื่อนที่ของแขนกลไดในรูปแบบของสมการปริภูมิสเตตไดดังนี้ 
 
                                          ( ) ( ) ( )τ = B q q + C q,q q + G q                          (ก.20) 
 
เม่ือ ( )B q   คือเมทริกซของมวลของแขนกลนั้นซ่ึงมีขนาด 6 6×  
  ( )C q,q  คือเวกเตอรของแรงที่หันเหเขาสูศูนยกลาง และอิทธิพลของแรงโคริออริสซึ่งมี

ขนาด 6 1×                                    
      ( )G q   คือเวกเตอรของแรงโนมถวงของโลก ซึ่งมีขนาด 6 1×  
 

ซึ่งวิธีการสมการพลวัตของแขนหุนยนต และคาตางๆ ของเมตริกซ ( )B q ,  ( )C q,q ,  
และ ( )G q  สามารถหาไดดังนี้  

วิธีการหาเมทริกซของมวล ( )B q  จาก 
 

                     ( ) ( )
1

i i i i

n
T T i T

i P P O i i i O
i

m
=

= +∑B q J J J R I R J                         (ก.21) 

 
เม่ือแทนคาตางๆ ลงในสมการที่ (ก.21) จะไดเมทริกซของมวลดังนี้ 
 

( )

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

b b b b b b
b b b b b b
b b b b b b
b b b b b b
b b b b b b
b b b b b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B q  

 
วิธีการหาเมทริกซของแรงโคริออริสและแรงเหวี่ยงเขาสูศูนยกลาง ( )C q,q  จาก 
 

                              
1 1 1

n n n

ij j ijk k j
j j k

c q h q q
= = =

=∑ ∑∑                                      (ก.22) 
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 เม่ือแทนคาตางๆ ลงในสมการที่ (ก.22) จะไดเมทริกซของแรงโคริออริสและแรงเหวี่ยง
เขาสูศูนยกลางดังนี้ 
 

( )

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C q, q  

 
วิธีการหาเมทริกซของแรงดึงดูดของโลก ( )G q  จาก 
 

                         ( ) ( )( )0
1

i

n
T

i i P
ji

Vg m q
q =

∂
= = −
∂ ∑q g J                            (ก.23) 

 
เม่ือแทนคาตางๆ ลงในสมการที่ (ก.23) จะไดเมทริกซของแรงดึงดูดของโลกดังนี้ 
 
                                  ( ) [ ]1 2 3 4 5 6

Tg g g g g g=G q  
 



 

ภาคผนวก ข. 
 

อุปกรณที่ใชในวิทยานิพนธ 
 

ข.1 อุปกรณที่ใชประกอบดวยอุปกรณหลักๆ ดังตอไปน้ี 

1. แขนกลของบริษัท Mitsubishi heavy industrial Ltd. รุน PA10-7C ซึ่งเปนแขน
กล 7 แกน 

 

รูปที่ ข.1 แขนกลของบรษิทั Mitsubishi heavy industrial Ltd. รุน PA10-7C 
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2. ชุดควบคุม (robot control unit) ของแขนกล PA10-7C รุน PA10-7C-CNT 
ของบริษัท Mitsubishi heavy industrial Ltd. พรอมสายสันญาณ 1 ชุด 

 

 
รูปที่ ข.2 ชุดควบคุม (robot control unit) ของแขนกล PA10-7C รุน PA10-7C-CNT 

 
3. ARCNET Interface cards communication board รุน PCI20U-4000  
 

 

 
รูปที่ ข.3 ARCNET Interface cards communication board รุน PCI20U-4000 
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4. Force Sensor JR3 รุน IFS-90M31A50-I50 

 

รูปที่ ข.4 Force Sensor JR3 รุน IFS-90M31A50-I50 

5. Interface cards for Force Sensor JR3 

 

รูปที่ ข.5 Interface cards for Force Sensor JR3 
 



 

ภาคผนวก ค. 
 

พารามิเตอรตางๆ ที่สําคญัของแขนกล PA10-7C 

 

 
รูปที่ ค.1 ลักษณะรูปรางและการตั้งแกนของหุนยนตอุตสาหกรรม  

Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C 
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1. จุดศูนยถวงของแขนกลแตละแกน (Center of Gravity) และมวลของแขนกลแต
ละแกนสามารถแสดงไดดังตารางที่ ค.1 ดังนี้ 

 

ระยะตามแกน X (m.) Y (m.) Z (m.) Mass (kg.) 

จุดตอที่ 1 0 0 -0.010 9.22 

จุดตอที่ 2 0 -0.200 0 4.51 

จุดตอที่ 3 0 0 -0.035 5.64 

จุดตอที่ 4 0 -0.115 0 2.04 

จุดตอที่ 5 0 0 -0.084 2.61 

จุดตอที่ 6 0 -0.042 0 2.07 

จุดตอที่ 7 0 0 0.022 1.05 

ตารางที่ ค.1 จุดศูนยถวงของแขนกลแตละแกน (Center of Gravity) 

2. โมเมนตความเฉื่อยของแขนกลแตละแกน (Moment of Inertia) 

0.122706 0 0
0 0.122706 0
0 0 0.550564

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1I  

0.055035 0 0
0 0.055035 0
0 0 0.018144

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2I  

0.008124 0 0
0 0.008124 0
0 0 0.00572413

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3I  

0.008124 0 0
0 0.008124 0
0 0 0.00572413

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

4I  

0.002546007 0 0
0 0.002546007 0
0 0 0.002747347

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

5I  
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0.002977 0 0
0 0.002977 0
0 0 0.001141

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

6I  

0.0005294 0 0
0 0.0005294 0
0 0 0.0004

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

7I  

โดยคาโมเมนตความเฉื่อยมีหนวยเปน กิโลกรัม.เมตร2 ( 2kg m⋅ ) 

3. เมทริกซความยืดหยุนของจุดตอ (Joint Compliance Matrix) โดยคาเมทริกซ
ความยืดหยุนของจุดตอ มีหนวยเปน เรเดียน/นิวตัน-เมตร (rad/(N-m)) โดยคาของเมทริกซ
ความยืดหยุนของจุดตอไดมาจาก T. Tsumugiwa el al. [2003]. 

0.000037 0 0 0 0 0 0
0 0.000037 0 0 0 0 0
0 0 0.000058 0 0 0 0
0 0 0 0.0000909 0 0 0
0 0 0 0 0.000227 0 0
0 0 0 0 0 0.0005 0
0 0 0 0 0 0 0.000556

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
 

4. ขีดจํากัดของมุมในการหมุนของแตละจุดตอ (Joint Limits) โดยแสดงอยูในหนวย
ของ องศา (degrees) สามารถแสดงไดดังตารางที่ ค.2 

 
ทิศทางตามเขม็

นาฬิกา 
ทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกา 
จุดตอที่ (Joint) 

-180 180 1. 
-97 97 2. 
-180 180 3. 
-143 143 4. 
-270 270 5. 
-180 180 6. 
-270 270 7. 

 
ตารางที่ ค.2 คาขีดจํากัดของมุมในการหมุนของแตละจุดตอ (Joint Limits) 
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5. ขีดจํากัดของแรงบิดของแตละจุดตอ (Joint Torque Limits) โดยแสดงอยูในหนวย
ของ นิวตัน-เมตร (N-m) สามารถแสดงไดดังตารางที่ ค.3 

 
แรงบิด ขอตอที่ (Joint) 
158 1. 
158 2. 
68 3. 
68 4. 
17 5. 
17 6. 
17 7. 

 
ตารางที่ ค.3 คาขีดจํากัดของแรงบิดของแตละจุดตอ (Joint Torque Limits) 

 
6. ขีดจํากัดของความเร็วของแตละจุดตอ (Joint Speed Limits) โดยแสดงอยูใน

หนวยของ องศา/วินาที (degrees/second) สามารถแสดงไดดังตารางที่ ค.4 
 

ความเรว็ ขอตอที่ (Joint) 

57 1. 

57 2. 

114 3. 

114 4. 

360 5. 

360 6. 

360 7. 

 
ตารางที่ ค.4 คาขีดจํากัดของความเร็วของแตละจุดตอ (Joint Speed Limits) 
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7. ระยะของแขนกล 

 

รูปที่ ค.2 ระยะขนาดของหุนยนตแขนกล PA10-7C 
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ประวัติผูเขียนวิทยานพินธ 

นายประสิทธิพร พงศวศิน เกิดเมื่อวันที่ 23 เมษายน พ.ศ.2524 ที่จ. ชลบุรี  ศึกษา

ระดับอนุบาลและประถมศึกษาที่โรงเรียนอัสสัมชัญระยอง เมื่อจบการศึกษาชั้นประถมศึกษาปที่ 6 

และไดเขาศึกษาตอในระดับมัธยมศึกษาตอนตนที่โรงเรียนระยองวิทยาคม เมื่อจบการศึกษาชั้น

มัธยมศึกษาปที่ 3 ไดเขาศึกษาตอในระดับประกาศนียบัตรวิชาชีพ (ปวช.) สาขาวิชาชางยนต ที่

วิทยาลัยเทคนิคระยอง จากนั้นไดเขาศึกษาตอในระดับประกาศนียบัตรวิชาชีพช้ันสูง (ปวส.) สาขาวิชา

ชางยนต  ที่ โรงเรียนเทคโนโลยีสยาม  กรุงเทพมหานคร  และเมื่อสําเร็จการศึกษาในระดับ

ประกาศนียบัตรวิชาชีพชั้นสูง (ปวส.) ไดสอบเขาศึกษาตอในระดับปริญญาบัณฑิต โดยสําเร็จ

การศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต  สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร 

มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลาธนบุรี ในปการศึกษา 2546 และไดสอบเขาศึกษาตอในระดับ

ปริญญามหาบัณฑิต สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ในปการศึกษา 2547 
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