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คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ 
 
สัญกรณทางคณิตศาสตร 
 
X รูปแบบแทนจาํนวน (number representation) 
ρ  คาฐาน (base) 
min() การเลือกคาทีน่อยที่สุด (minimum) 
max() การเลือกคาทีม่ากที่สุด (maximum) 
lower คาต่ําสุดของชวงที่ไดจากการคํานวณ 
upper คาสูงสุดของชวงที่ไดจากการคํานวณ 

ix  ตัวเลขตั้งตนในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

iy  ตัวเลขที่นํามาคํานวณกับตัวเลขตั้งตนในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

iz  ตัวเลขที่เปนผลลัพธในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
λ  ฟงกชันการแปลงระหวางชดุตัวเลข (conversion mapping function) 

dσ  ฟงกชันการสงผานตัวทด (carry-transfer function) 

dε  ฟงกชันจับคูตวัเลข (digit mapping function) 



บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ปญหาที่สําคัญอยางหนึ่งในวงการวิจัยทางเลขคณิตสําหรับคอมพิวเตอรคือการออกแบบ
การคํานวณใหมีความถูกตองสูง แตในระบบคอมพิวเตอรเราไมสามารถแทนจํานวนของจํานวน
จริงดวยรูปแบบที่จํากัด (finite representation) ได โดยผลลัพธของการคํานวณอาจมีความ
คลาดเคลื่อนเพราะอาจตองทําการปดเศษเลขทศนิยมในตําแหนงที่หนวยประมวลผลไมสามารถ
แสดงได (round-off error) ทําใหผลลัพธที่ไดเกิดความคลาดเคลื่อน ซึ่งเม่ือนําผลลัพธไปทําการ
คํานวณตอ คาความคลาดเคลื่อนนี้จะปรากฎชัดมากขึ้นและทําใหเกิดคาความคลาดเคลื่อนสะสม 
[1] นอกจากนี้ ความคลาดเคลื่อนอาจเกิดไดจากปจจัยภายนอกเชน ความผิดพลาดของ
เคร่ืองมือวัด ทําใหขอมูลนําเขามีความคลาดเคลื่อนไปดวย ซึ่งในกรณีนี้เราไมสามารถที่จะหา
คําตอบที่ไมมีความคลาดเคลื่อนได แนวทางในการแกปญหาคือการจํากัดขอบเขตของการ
คํานวณวา คําตอบที่ถูกตองอยูในชวงใด ระบบแทนจํานวนแบบชวง (interval number 
representation system) จึงไดถูกนําเสนอขึ้น โดยใชวิธีการแสดงจํานวนตางๆ ใหอยูในรูปของ
ชวงที่ครอบคลุมคาที่ถูกตองนั้นแทนรูปแบบแทนจํานวนที่มีขอจํากัด อยางไรก็ตาม ระบบแทน
จํานวนแบบชวงนั้นประสบปญหาทั้งทางดานความส้ินเปลืองเน้ือที่และความลาชาในการคํานวณ 
จึงไดมีความพยายามคิดคนวิธีที่จะแกปญหาดังกลาวโดยนําระบบจํานวนซ้ําซอน (redundant 
number system) เขามาใช ซึ่งสามารถเพ่ิมความเร็วในการคํานวณใหสูงขึ้น แตเน่ืองจากระบบ
จํานวนซ้ําซอนมีการขยายชุดตัวเลข (digit set) เพ่ิมขึ้นเกือบสองเทา ทําใหเกิดผลเสียในเรื่อง
ขนาดของเนื้อที่ (spaces) ที่ตองใชในการแทนคาตัวเลข (digit) ที่ตองเพ่ิมขึ้นเปนสองเทาตาม
ไปดวย สําหรับวิธีแกไขปญหาดังกลาว ในงานวิจัย [2] ไดเสนอระบบแทนชวงในรูปแบบใหมที่
เรียกวา ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (flexible interval representation system) ซึ่งสามารถลด
เวลาในการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตบนชวง และใชเนื้อที่นอยลง แตขอจํากัดของระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุนที่ไมสามารถทําการคํานวณแบบขนานได ทําใหเกิดความลาชาในการ
คํานวณเม่ือขนาดของขอมูลมีขนาดใหญขึ้น 

 
 งานวิจัยน้ี มุงเนนที่การทําใหระบบแทนชวงแบบยืดหยุนสามารถทําการคํานวณได
รวดเร็วขึ้นโดยไมเพ่ิมขนาดในการจัดเก็บขอมูล ดังน้ันในงานนี้จึงไดมีการปรับปรุงและนําเสนอ
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (flexible interval representation system) ใหมใหสามารถทําการ
คํานวณแบบขนานไดพรอมทั้งเสนออัลกอริทึมในการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต 
(fundamental arithmetic operations) โดยเฉพาะการบวกและการลบแบบขนาน สําหรับระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุน 
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1.2 วัตถุประสงคของงานวิจัย 

เพ่ือสรางระบบแทนจํานวนแบบใหมที่สามารถลดขนาดของรูปแบบแทนชวงลงและยัง
สามารถทําการคํานวณแบบขนานได พรอมทั้งเสนออัลกอริทึมสําหรับการดําเนินการพ้ืนฐาน
ทางเลขคณิต (fundamental arithmetic operations) สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
1.3 ขอบเขตของงานวิจัย 

1) ปรับปรุงระบบแทนชวงแบบยืดหยุน และเสนออัลกอริทึมแบบขนานสําหรับการ
ดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตไดแกการบวกและการลบในระบบนี้ 

2) เสนอรูปแบบทั่วไปสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน คือ ระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุนฐานใดๆ ที่มีคามากกวาหรือเทากับ 2 

 
1.4 ข้ันตอนและวิธีดําเนินงานวิจัย 

1)  ศึกษางานวิจัยทางดานการคํานวณแบบชวง 
2)  วิเคราะหปญหาของงานวิจัยที่มีความสอดคลองกับงานวิจัยที่สนใจ 
3)  ปรับปรุงระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
4)  ออกแบบอัลกอริทึมสําหรับการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิต 
5)  พิสูจนอัลกอริทึมที่ไดออกแบบไว 
6)  จัดทําวิทยานิพนธ 
 

 
1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรบัจากงานวิจยั 

1)  ไดระบบแทนชวงแบบใหมที่สามารถลดขนาดของรูปแบบแทนชวงลงเทียบกับระบบ
แทนชวงดวยตัวเลขแบบมีเคร่ืองหมายและทําการคํานวนแบบขนานได 
2)  ไดรูปแบบทั่วไปสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน กลาวคือ ระบบแทนชวงแบบ
ยดืหยุนฐานใดๆ ที่มีคามากกวาหรือเทากับ 2 

 
1.6 ผลงานทีต่ีพมิพจากวิทยานิพนธ 

 สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนีไ้ดรับการตีพิมพเปนผลงานวิชาการในหัวขอเร่ืองดังตอไปน้ี 
1) “Modified Arithmetic Algorithm for Flexible Interval Binary Representation 

System” โดย จักรพันธุ สุคนธราช พิภพ เทียนประภาสิทธิ์ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ 
ในงานประชุมวิชาการ 12th Annual National Symposium on Computational 
Science and Engineering (ANSCSE12) 
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2) “การบวกและลบแบบขนานสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน” โดย จักรพันธุ สุคน
ธราช และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 12th National Computer 
Science and Engineering Conference (NCSEC2008) 

3) “Parallel Addition and Subtraction for the Flexible Interval Representation 
System” โดย จักรพันธุ สุคนธราช และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 
International Conference on Theoretical and Mathematical Foundations of 
Computer Science (TMFCS-09) 

 



บทที่  2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 
2.1 ระบบจํานวน (number system) 

ระบบจํานวน ( , )Dρ ประกอบดวยฐาน (base) ρ  ซึ่ง ρ  สามารถเปนจํานวนจริง
หรือจํานวนเชิงซอน โดยที่ 1ρ >  และชุดตัวเลขจํากัด (finite digit set) D  โดยที่สมาชิกใน
ชุดตัวเลขที่เรียกวา ตัวเลข (digit) สามารถเปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน 

รูปแบบแทนจาํนวน X  บนชุดตัวเลข D  ภายใตฐาน ρ  สามารถเขียนไดดังนี ้

1 0 1 2( ... . ...)n n n nX x x x x x ρ− − −=  

โดยที่ Dxi ∈  ซึ่ง Znni ∈≤ ,  

คาเชิงตวัเลข (numerical value) ของ X  ในฐาน ρ  สามารถเขียนไดดังน้ี 

n
n

i
i

X x ρ
=−∞

= ∑  

 
ตัวอยาง 2.1 กําหนดใหระบบแทนจํานวนประกอบดวยเลขฐาน 5ρ =  และมีชุดตัวเลข 

}4,3,2,1,0{=D  จงเขียนคาของ X =1000 ใหอยูในระบบจํานวนนี้ 
 
วิธีทํา คาของ X =1000 สามารถเขียนใหอยูในระบบนี้ไดเปน 

 ( )5
1000 13000=  � 

 
2.2 ระบบจํานวนแบบมีเครือ่งหมาย (signed digit number system) 

ระบบจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายนี้ไดถูกเสนอขึ้นคร้ังแรกโดย อวีเซียนีส (Avizienis) 
[4] ป ค.ศ. 1961 จุดประสงคของการเสนอระบบจํานวนใหมนี้เพ่ือจํากัดการแพรของตัวทดใน
ระหวางการคํานวณ โดยตัวเลขใหมที่ถูกสรางขึ้นสามารถมีเคร่ืองหมายกํากับได นอกจากน้ี
จํานวนตัวเลขในชุดตัวเลขจะมีมากกวาจํานวนตัวเลขในระบบดั้งเดิม 

ระบบจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายของอวีเซียนีสน้ัน กําหนดใหมีคาฐาน 3ρ ≥  โดย
ชุดตัวเลขกําหนดใหเปน 

},1,...,1,0,1...,,1,{ aaaaD −−+−−=  
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โดยท่ี a เปนจํานวนเต็มใดๆที่อยูในชวงของ 1
2 a ρ< <  ในกรณีที่ฐาน 2ρ =  จะมีชุดตัวเลข

เปน }1,0,1{=D  
 
หมายเหตุ ในการเขียนตัวเลขในชุดตัวเลขแบบมีเคร่ืองหมาย นิยมใชสัญลักษณ d แทน

ตัวเลข d−  
 

ระบบจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายน้ีมีคุณสมบัติที่สําคัญประการหนึ่งคือ สมบัติซ้ําซอน 
(redundant property) ซึ่งหมายความวา จํานวนบางจํานวนสามารถมีรูปแบบแทนจํานวน 
(number representation) แบบมีเคร่ืองหมายไดมากกวาหน่ึงรูปแบบ 
 
ตัวอยาง 2.2 กําหนดใหระบบแทนจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายประกอบดวยเลขฐาน 5ρ =  และมี
ชุดตัวเลข }3,2,1,0,1,2,3{=D  จงเขียนคาของ X =1000 ใหอยูในระบบจํานวนนี้ 
 
วิธีทํา คาของ X = 1000 สามารถเขียนใหอยูในระบบนี้ไดมากกวาหน่ึงแบบคือ 

 ( ) ( )5 5
1000 13000 22000= =  � 

 
ตอมาในป ค.ศ.1990 พารฮามี (Parhami) [5] ไดเสนอรูปแบบทั่วไปของระบบแทน

จํานวนแบบมีเคร่ืองหมาย (generalized signed-digit: GSD) ซึ่งคุณสมบัติที่แตกตางจากระบบ
เดิมคือ ชุดตัวเลขไมจําเปนตองเปนเซตที่สมมาตร โดยกําหนดเลขฐาน ρ  เปนจํานวนเต็มบวก
ที่ 2ρ ≥  ชุดตัวเลขสามารถกําหนดใหเปน 

},1,...,1,0,1,...,2,1,{ mmlllD −+−+−−=  

 โดยที่ 0≤l และ 0≥m โดยที่ 1m l ρ− + >   
 
ตัวอยาง 2.3 กําหนดใหระบบแทนจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายประกอบดวยเลขฐาน 5ρ =  และมี
ชุดตัวเลข }2,1,0,1,2,3{=D  จงเขียนคาของ X =1000 ใหอยูในระบบจํานวนนี้ 
 
วิธีทํา คาของ X = 1000 สามารถเขียนใหอยูในระบบนี้ไดเปน 

 ( )
5

1000 22000=  � 

 
ขอดีของระบบแทนจํานวนซ้ําซอนคือมีความสามารถในการจํากัดการแพรของตัว

ทดในการคํานวณทางคณิตศาสตรไมใหแพรไปอยางไมจํากัดได ซึ่งตางไปจากระบบแทน
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จํานวนไมซ้ําซอน เพราะฉะน้ันระบบแทนจํานวนแบบมีเคร่ืองหมายจึงสามารถทําการคํานวณ
แบบขนานได สําหรับบางตัวดําเนินการ (operator) ทําใหเวลาที่ใชในการคํานวณคงที่และไม
ขึ้นกับขนาดความยาวของตัวถูกดําเนินการ (operand) 
 
2.3 ระบบแทนชวง (interval representation system) 

ในระบบการคํานวณสําหรับจํานวนจริงน้ัน ความผิดพลาดอาจเกิดขึ้นไดในระหวาง
การคํานวณ ทั้งน้ีเพราะรูปแบบที่จํากัดของการแทนจํานวน (finite representation of number) 
แนวคิดในการแทนจํานวนโดยใชชวงและการคํานวณในรูปแบบของชวงนั้นเปรียบเสมือนเปน
การคํานวณเพ่ือหาขอบเขต (bound) ที่เปนไปไดของคําตอบในกรณีที่จํานวนที่ตองการนํามา
คํานวณน้ันมีความคลาดเคลื่อนไปไดในชวงที่กําหนด โดยมีการกําหนดคาต่ําสุด ( lx ) และ
คาสูงสุด ( ux ) ของชวง ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณสามารถรับประกันไดวาผลลัพธที่ถูกตอง 
ตองปรากฎอยูในชวงที่ไดจากการคํานวณอยางแนนอน 

กําหนดให X  เปนคาเชิงตัวเลขใดๆ ในระบบแทนชวง รูปแบบการแทนชวงของ X  
ในระบบแทนชวงเปนดังนี้ 

],[ ul xxX =  
 

2.4 การดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตของระบบแทนชวง (fundamental arithmetic 
operations for interval representation system) 

กําหนดให ],[ ul xxX =  และ ],[ ul yyY =  เปนชวงในระบบแทนชวง โดยที่การ
ดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตของระบบแทนชวงเปนการคํานวณที่เกิดจากการบวก ลบ คูณ 
และหารกันของคาต่ําสุดและคาสูงสุดของชวง โดยสามารถศึกษาไดจาก [6-8] ซึ่งสรุปไดดังนี้ 

],[ uull yxyxYX ++=+  

],[ luul yxyxYX −−=−  

)],,,max(
),,,,[min(

uuluulll

uuluulll

yxyxyxyx
yxyxyxyxYX

××××
××××=×

 

)],,,max(
),,,,[min(

uuluulll

uuluulll

yxyxyxyx
yxyxyxyxYX

÷÷÷÷
÷÷÷÷=÷

 

สําหรับการหารนั้น ชวงที่เปนตัวหารจะตองไมครอบคลุมศูนย 
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ตัวอยางที่ 2.4 กําหนดให X = [5.25, 7.1], Y = [4.65, 8.2] จงแสดงการบวก ลบ คูณ และ
หาร ของชวง X และ Y 
 
วิธีทํา การคํานวณพื้นฐานของตัวดําเนินการบวก ลบ คูณ และหารของชวง X และ Y สามารถ
แสดงไดดังนี้ 

  X + Y = [9.9, 15.3] 

X – Y = [–2.95, 2.45] 

X × Y = [min(24.41, 43.05, 33.02, 58.22), 
         max(24.41, 43.05, 33.02, 58.22)] 
             = [24.41, 58.22] 

X ÷ Y = [min(1.129, 0.64, 1.527, 0.866), 
          max(1.129, 0.64, 1.527, 0.866)] 
                    = [0.64, 1.527]   
 � 

 
2.5 การแปลงชุดตัวเลข (digit set conversion) 

หลักการของการแปลงชุดตัวเลขคือการแปลงจากชุดตัวเลขหนึ่งไปยังอีกชุดตัวเลข
หน่ึง ซึ่งมีเลขฐาน ρ  เดียวกัน สําหรับงานวิจัยในเรื่องนี้สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจาก [9, 10] 
โดยกําหนดให D  และ E  เปนชุดตัวเลขจํากัดที่ตางกัน และ ρ  เปนเลขฐานที่สามารถเปนได
ทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน การแปลงชุดตัวเลขในระบบเลขฐาน ρ  จากชุดตัวเลข D  
ไปยังชุดตัวเลข E  สามารถเขียนไดดังนี้ 

ED→:λ   

โดยที่ DX∈  และ XX =)(λ  

สําหรับปญหาของการแปลงชุดตัวเลขนั้นไดถูกนําไปใชในการอธิบายการ
ดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิต เชน การบวกสามารถเทียบไดกับการแปลงชุดตัวเลขหนึ่งไปยัง
อี กชุ ดตั ว เ ลขห น่ึ งที่ มี ขน าดแตกต า งกั น  แต มี เ ล ข ฐ าน เ ดี ย วกั น  ใน รู ปแบบของ 

}22|{ bdadD ≤≤Ζ∈=  และ }|{ beaeE ≤≤Ζ∈=  เปนตน 
 
ตัวอยางที่ 2.5 การบวกกันของเลขสองจํานวนในระบบเลขฐานสอง X = 0110110 และ Y = 
0100101 โดยวิธีการแปลงชุดตัวเลข 
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วิธีทํา การบวกกันของเลขสองจํานวนบนระบบเลขฐานสอง X = 0110110 และ Y = 0100101 
สามารถพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขบนระบบเลขฐานสองจากชุดตัวเลข D = {0, 1, 2} ไป
ยังชุดตัวเลข E = {0, 1} ได โดยการแปลงจาก 0210211 ไปเปน 1011011 ไดดังนี้ 

1101101
1120120

1010010
0110110

YX

Y
X

+

+
 

 � 
 
2.5.1 การแปลงแบบขนาน (parallel conversion) 

การแปลงชุดตัวเลขแบบขนานนั้นมีขอดีอยางหนึ่งคือ ความเร็วในการคํานวณที่สูง 
เน่ืองจากสามารถทําการคํานวณไปพรอมกันในทุกๆหลักของตัวเลขที่เปนขอมูลนําเขา 
โดยเฉพาะในกรณีขอมูลนําเขาที่นํามาคํานวณกันอยูในรูปแบบที่ไมมีตัวทด (carry-free) สงผล
ใหเราสามารถหาผลลัพธไดพรอมกันในทุกๆหลัก โดยใชเวลาในการคํานวณคือ O(1) แตใน
กรณีที่ขอมูลนําเขาที่นํามาคํานวณกันกอใหเกิดตัวทดขึ้น ผลลัพธในแตละหลักจะไมสามารถ
ผลิตออกมาไดพรอมกัน  เ น่ืองจากเกิดผลกระทบจากสายการแพรของตัวทด  (carry 
propagation chain) สงใหผลใหตัวเลขทางซายอาจเกิดความเปลี่ยนแปลงขึ้นได ดังน้ันการ
คํานวณแบบขนานอาจจําเปนตองทําการคํานวณมากกวาหนึ่งครั้ง ทั้งน้ีขึ้นอยูกับขนาดและ
รูปแบบของขอมูลนําเขา 
 
2.6 สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน (on-the-fly architecture) 

สถาปตยกรรมการแปลงแบบทําควบคูกันเปนกระบวนการผลิตตัวเลขที่เปนขอมูล
นําออกแบบขนาน โดยอาศัยแนวคิดของฟงกชันประกอบ (composite function) เขามา
ประยุกตใช งานวิจัยของเออเสกโกแวค (Ercegovac) และแลง (Lang) [11] ถือเปนงานวิจัยแรก
ที่ไดนําวิธีการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันมาใช โดยแปลงจํานวนจาก
จํานวนซ้ําซอนแบบมีเคร่ืองหมายไปเปนรูปแบบสัญนิยม (conventional representation) ตอมา
คอรเนอรับ (Kornerup) [9] ไดเสนอสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันเพ่ือแปลงชุดตัวเลขซํ้าซอน
ใหเปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอนบนเลขฐานเดียวกัน โดยชุดตัวเลขซ้ําซอนจะตองเปนระบบจํานวน
ซ้ําซอนแบบมีเคร่ืองหมายเพ่ือลดการเกิดสายการแพรของตัวทด ขอดีของสถาปตยกรรมแบบ
ทําควบคูกันคือการคํานวณแบบขนาน ทําใหการคํานวณมีความเร็วสูง เพราะทุกๆตัวเลขของ
ขอมูลนําเขาสามารถคํานวณไปพรอมๆกันได ทั้งน้ีตัวเลขที่มีนัยสําคัญสูงสุดของผลลัพธขึ้นอยู
กับตัวเลขที่มีนัยสําคัญต่ําสุดของขอมูลนําเขา ดังนั้นเวลาที่ใชในการสงผานคาของตัวทดจาก
ตัวเลขทางขวาสุดไปยังตัวเลขทางซายสุดคือ O(log n) เม่ือ n หมายถึงจํานวนตัวเลขของขอมูล
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นําเขา สวนขอเสียของสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันคือ การสิ้นเปลืองทรัพยากรที่ใชใน
ขั้นตอนการแปลงเปนจํานวนมาก เชน เรจิสเตอร เปนตน ทั้งน้ีขึ้นอยูกับขนาดของขอมูลนําเขา 
ขอเสียอีกประการหน่ึงคือ เราจะตองทราบขนาดของขอมูลนําเขากอน จึงจะทําการแปลงได 

ในการแปลงชุดตัวเลข ED →  โดยท่ี ( , )X P Dρ∈ และ ( , )Y P Eρ∈ โดย 
YX =  และ ED ≠ จะมีนัยสําคัญดังนี้ 

กําหนดใหชุดตัวเลข E  เปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอน และชุดตัวเลข C  เปนชุดตัวเลข
ของตัวทด c  เราสามารถเขียนตัวเลข d  ใดๆ ที่อยูในชุดตัวเลข D  ซึ่งเปนชุดตัวเลขซ้ําซอนให
อยูในรูปของสมการของการแปลงจาก ( , )P Dρ ไปยัง ( , )P Eρ คือ d c eρ= + โดยที่ Ee∈  
และ Cc∈ แตในการคํานวณตามความเปนจริงเราจะตองรวมตัวทดที่เขามา (incoming carry) 
เขากับ d  กอน หลังจากน้ันจึงผลิตตัวทดที่สงออก (outgoing carry) และ e  ออกไป 
เพราะฉะน้ันจะไดความสัมพันธของการแปลงระหวางชุดตัวเลข λ  (conversion mapping λ ) 
เปนฟงกชันการแปลงดังตอไปน้ี 

ECDC ×→×:λ  

เม่ือ C  เปนชุดตัวเลขของตัวทด สําหรับบาง ),( dc ใน DC ×  มี c′อยูใน C  และ e  อยูใน E  
ซึ่ง 

),(),(: ecdc →′λ  

โดยเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

c d c eρ′ + = +  

เม่ือ ρ  เปนเลขฐาน โดยเราสามารถเรียก c′และ c  คือ ตัวทดนําเขาและตัวทดนําออก
ตามลําดับในแตละตัวเลข d  ที่เปนขอมูลนําเขา เชน ในฐาน 2ρ =  และ }1,0{=D กําหนดให
ตัวทดนําเขา 1=′c  และตัวเลข 1=d  เราสามารถคํานวณไดวาตัวเลข e  และตัวทดนําออก c

จะมีคา 0=e  และ 1=c   เปนตน กําหนดให D  = {0, 1, 2}, E  = {0, 1} และ ρ  = 2 ฟงกชัน
การแปลงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 2.1 

 
ตารางที่ 2.1 แสดงฟงกชันการแปลงจาก D  ไป E  บนเลขฐานสอง 

D  
λ  0 1 2 

0 00 01 10 C  
1 01 10 11 
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ผลลัพธในแตละคูในตารางที่ 2.1 แทนคา ceซึ่ง ),( ec  อยูใน EC ×  โดยการคํานวณในตาราง
จะเร่ิมจากคา c = 0 จะเห็นวา ce  ที่เปนไปไดคือ 00, 01 และ 10 เม่ือ d  คือ 0, 1 และ 2 
ตามลําดับ ดังน้ันตัวทดนําออกที่เปนไปไดคือ 0 และ 1 เราจึงตองเพ่ิมแถวที่คา c = 1 และ
ผลลัพธที่ไดคือ 01, 10 และ 11 จากคา ce  ทั้งหมดจะเห็นวาตัวทดที่เกิดขึ้นคือ 0 และ 1 
เทาน้ัน ดังนั้นตารางนี้จึงสมบูรณแลว 

จากแนวคิดฟงกชันการแปลงชุดตัวเลข เราสามารถเขียนฟงกชันของชุดตัวเลขของ
ตัวทดไดเปน CCdd →:},{ σσ  โดยที่ Dd ∈  เรียกวา ฟงกชันการสงผานตัวทด (carry-
transfer function) ซึ่งสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

ccCc d =′∈∀ )(:σ  โดย ),(),( ecdc =′λ  

โดยที่ dσ  เปนฟงกชันที่อธิบายเกี่ยวกับการจับคู (mapping) คาของตัวทดที่เขามา c′  ไปยังคา
ของตัวทดที่สงออกไป c  โดยผานตัวเลข d  หน่ึงๆ เทาน้ัน ซึ่งเราสามารถเขียนฟงกชันการ
จับคูนี้ผาน d  ทุกตัวที่อยูใน D  ไดดังนี้ 

)...))((...()(
11... cc

jiijii dddddd σσσσ
−−

=  

เราเรียกฟงกชันนี้วาเปนฟงกชันประกอบ และจากฟงกชันนี้เองทําใหเราสามารถหาคา c  ใดๆ 
ได โดยกําหนดให 0c  เริ่มตนมีคาเทากับ 0 

)0(...1 jii dddic
−

= σ  

เม่ือเราสามารถหาฟงกชันที่ทําการสรางตัวทดใดๆ ไดแลว ตอไปเราก็สามารถหาฟงกชันในการ
หา e  ในลําดับใดๆไดดวย ฟงกชันจับคูตัวเลข (digit mapping function) ECdd →:},{ εε  
โดยที่ Dd ∈  ซึ่งเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

))0(( ...1 jiii ddddie
−

= σε  

 

ตัวอยางที่ 2.6 กําหนดให 11211223X =  เปนผลลัพธที่ไดจากการนําจํานวน 3 จํานวนใน
ฐาน ρ  = 3 ซึ่งมีชุดตัวเลขคือ 1}0,,1{  มาทําการบวกกันแบบขนาน จงทําการแปลงชุดตัวเลข
ดวยสถาปตยกรรมแบบควบคูกันโดยที่ 3}2,1,0,,1,2,3{D =   และ 1}0,,1{E =   

 
วิธีทํา กําหนดให 168 ...xxxX =  เปนขอมูลนําเขา โดยท่ี Dxi ∈  เม่ือ i  เปนจํานวนเต็มบวก 
ฟงกชันการแปลงจะทําการผลิตคูผลลัพธไดแก ตัวทดนําออกและตัวเลขที่เปนผลลัพธดังสมการ
ตอไปน้ี 

c d c eρ′+ = +  

สามารถเขียนสมการใหมไดเปน 

1i i i ic x c yρ− + = +  
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โดยท่ีมีตัวทดนําเขาเริ่มตน 0c = 0 และ Eyi ∈  ผลลัพธที่ไดคือ 111111111=Y  เม่ือ 
YX =  ทั้งน้ีการแปลงนั้นจะแปลงจาก 3}2,1,0,,1,2,3{=D  ไปเปน 1}0,,1{=E  โดยมี 

ρ = 3 และ }1,0,1{=C   เราสามารถหาคา c  และ e  ในแตละหลักไดดังนี้ 
คา c  จากฟงกชันประกอบสามารถแสดงไดคือ 

00 =c  
0)0()( 1011 === σσ cc  

0)0()0( 2122 === σσσc  
1)0()0( 31233 === σσσσc  

0)1()0( 412344 === σσσσσc  
0)0()0( 5123455 === σσσσσσc  

0)0()0( 61234566 === σσσσσσσc  
1)0()0( 712345677 === σσσσσσσσc  

1)1()0( 8123456788 === σσσσσσσσσc  

คา e  จากฟงกชันจับคูตัวเลข 

11011 1)0()( yce ==== εε  

22122 1)0()( yce ==== εε  

33233 1)0()( yce ==== εε  

44344 1)1()( yce ==== εε  

55455 1)0()( yce ==== εε  

66566 1)0()( yce ==== εε  

77677 1)0()( yce ==== εε  

88788 1)1()( yce ==== εε  

99899 1)1()( yce ==== εε  

เพราะฉะนั้น 11211223=X  โดยที่ Dxi ∈  จะถูกแปลงไดเปน 111111111=Y  โดยท่ี 
Eyi ∈  สําหรับฟงกชันการแปลงชุดตัวเลขจาก 3}2,1,0,,1,2,3{=D  ไปยัง 1}0,,1{=E  ใน

ฐาน 3ρ =  สามารถแสดงไดดังตารางท่ี 2.2 
 

ตารางที่ 2.2 แสดงฟงกชันการแปลงจาก 3}2,1,0,,1,2,3{=D  ไปยัง 1}0,,1{=E   
ในฐาน 3ρ =   

D  
λ  

3  2  1 0  1 2  3  

1 11  01  11  10  00  10  11  

0  01  11  10  00  10  11  01  C  

1 11  10  00  10  11  01  11  
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กระบวนการของการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันนั้น จะ
เริ่มตนโดยการคํานวณในรอบที่หนึ่งนั้น จะนํากรณีที่เปนไปไดของตัวทดนําเขา ไดแก 1, 0 และ 
1 มาทําการคํานวณกับคาของ ix  ทั้ง 8 ตัว ซึ่งจะไดผลลัพธคือตัวทดนําออกของแตละ ix  
หลังจากนั้นทําการจับคูทั้ง 8 หลักมาคํานวณหาผลลัพธในรอบที่สอง โดยอาศัยแนวคิดของ
ฟงกชันประกอบ ทําการจับคูผลลัพธในรอบที่สอง เพ่ือคํานวณหาผลลัพธในรอบที่สาม ทําซํ้า
กระบวนการเดิมจนถึงรอบที่สี่ สําหรับกระบวนการของการแปลงชุดตัวเลขโดยใชสถาปตยกรรม
แบบทําควบคูกันนั้น สามารถแสดงไดดังรูปที่ 2.1 

 
  1 1 1 1 0  1 1 1 
  1 0  0  1 1 1 0  1 
  1 1 0  1 1 0  0  1 
ix  0  3  2  1 1 2  2  1 1 
          
  1 1 0  0  0  1 0  0  
  1 1 0  0  1 1 0  0  
  1 0  1 1 1 0  1 1 
          
  1  0   0   0   
  1  0   0   0   
  1  1  1  1  
          
  1 1   0  1   
  1 1   0  1   
  1 0    1 0    
          
  1 1 0  0      
  1 1 0  0      
  1 0  1 1     
          

ic   1 1 0  0  0  1 0  0  
1−ic  1 1 0  0  0  1 0  0  0  

iy  1 1 1 1 1 1 1 1 1 
 

รูปที่ 2.1 แสดงตัวอยางการแปลงชุดตวัเลขโดยใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน 
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จากรูปที่ 2.1 จะเห็นไดวาผลลัพธของ iy  ในหลักใดๆ จะไดจากการพิจารณาตัวทด
นําเขา 1−ic  และ ix  โดยเร่ิมจากหลักที่ 11 =x   จะกําหนดใหตัวทดนําเขา 00 =c  ซึ่งจะได
ผลลัพธ 11 =y  และ 01 =c  หลังจากนั้นในหลักที่ 12 =x  และตัวทดนําเขา 01 =c  จะได
ผลลัพธ 12 =y  และ 02 =c  วนซ้ํากระบวนการนี้ไปจนถึง 9y  � 
 



บทที่  3 
 

ระบบแทนชวงแบบยดืหยุน 
 

จุดประสงคหลักของงานวิจัยน้ี คือ การปรับปรุงและการนําเสนออัลกอริทึมการ
ดําเนินการบวกแบบขนานสําหรับระบบแทนจํานวนแบบชวงแบบใหม ที่มีชื่อเรียกวา ระบบแทน
ชวงแบบยืดหยุน (Flexible interval representation system, FIRS) โดยที่ระบบการแทนชวง
แบบยืดหยุนน้ีสามารถลดเน้ือที่ที่ใชในการแสดงชวงใหนอยลงได เน่ืองจากระบบน้ีใชจํานวน
เพียงจํานวนเดียวในการแสดงชวง 

สําหรับเน้ือหาในบทนี้จะกลาวถึงแรงจูงใจในการเสนอนําเสนออัลกอริทึมการ
ดําเนินการบวกแบบขนานสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน การปรับปรุงระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน ความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน การดําเนินการบวกแบบขนานสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
3.1 บทกลาวนํา 

ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเปนระบบจํานวนที่ถูกพัฒนามาจากระบบแทนชวง ซึ่ง
ระบบแทนชวงเปนระบบที่ถูกเสนอขึ้นมาเพื่อแกปญหาที่เกิดขึ้นในระหวางการคํานวณทาง
คณิตศาสตร ซึ่งในบางครั้งอาจมีความจําเปนตองปดเศษท้ิงไปในบางตําแหนงเพ่ือลดเวลาที่ใช
ในการคํานวณ หรือในกรณีที่ระบบมีรูปแบบจํากัดของการแทนจํานวนทําใหระบบไมสามารถ
รองรับการคํานวณใหครบทุกตัวเลขได ทําใหมีความจําเปนตองปดเศษทิ้งในบางตําแหนงเพื่อให
ระบบสามารถทํางานตอไป อีกทั้งความผิดพลาดของขอมูลอาจเกิดขึ้นไดจากความคลาดเคลื่อน
ของอุปกรณการวัด หรือจากขอมูลนําเขา ซึ่งปญหาตางๆเหลาน้ี สงผลใหคําตอบที่ไดจากการ
คํานวณมีความผิดพลาดคลาดเคลื่อน  ดังนั้นวิธีการแกปญหาในเรื่องนี้คือการแทนขอมูลที่ไดมา
ดวยชวง ซึ่งประกอบดวยคาขอบเขตสองคา ทําใหสามารถรับประกันไดวาคําตอบที่ถูกตอง
จะตองปรากฎอยูในชวงที่ไดจากการคํานวณอยางแนนอน แตระบบแทนชวงประสบปญหา
ทางดานความสิ้นเปลืองเน้ือที่และความลาชาในการคํานวณ 

จากที่ไดกลาวมาขางตน ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนจึงไดถูกนําเสนอขึ้นโดยใช
แนวคิดของระบบแทนชวงมาประยุกตใชกับระบบจํานวนแบบมีเคร่ืองหมาย ทําใหระบบแทน
ชวงแบบยืดหยุนสามารถลดความสิ้นเปลืองของเนื้อที่ใหนอยลง 25 เปอรเซ็นตเม่ือเปรียบเทียบ
กับระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายด้ังเดิม (classical signed digit interval representation 
system) ระบบนี้สามารถแสดงชวงไดโดยใชจํานวนเพียงจํานวนเดียว การดําเนินการพื้นฐาน
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ทางเลขคณิต ไดแก บวก ลบ คูณ และหาร แบบลําดับสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนนี้ได
ถูกพิสูจนแลววาสามารถทําได 

เพ่ือที่จะลดเวลาที่ใชในการคํานวณใหนอยลง แนวคิดของการคํานวณแบบขนานได
ถูกนํามาประยุกตใชกับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน โดยระบบแทนชวงแบบยืดหยุนไดถูก
ปรับปรุงและนําเสนอใหมใหมีความซ้ําซอนสูงขึ้นเพื่อที่สามารถรองรับการคํานวณแบบขนานได 
 
3.2 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (Flexible interval representation system) 

ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใชแนวคิดของการแสดงคาต่ําสุดหรือคาสูงสุดไวใน
ตัวเลขเพียงตัวเลขเดียว เรียกวา “ตัวเลขยืดหยุน" กลาวคือ จะมองตัวเลขแตละตัวในรูปของชวง
ทําใหระบบนี้สามารถใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวในการแทนคาชวงได โดยระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุนไดถูกนําเสนอใหมโดยมีการเพิ่มตัวเลขยืดหยุนเขาไปในระบบอีก 2 ตัว นั่นคือ α  และ 
γ  ทําใหระบบมีความซ้ําซอนมากขึ้น โดยระบบแทนชวงแบบยืดหยุนมีดังนิยามตอไปน้ี 

นิยามที่ 3.1 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนประกอบดวยฐาน ρ  และชุดตัวเลข D  โดยท่ี 2ρ =  
และ {1, ,0, ,1, , }D γ α α γ= ซึ่ง α ,γ ,α ,γ  เรียกวา ตัวเลขยืดหยุน (flexible digit) โดยที่ α  
เปนตัวผกผันการบวกของ α  และ γ เปนตัวผกผันการบวกของ γ  โดยคาขอบเขตบนและ
ขอบเขตลางของตัวเลขยืดหยุนสามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.1 
 

ตารางที่ 3.1 แสดงขอบเขตบนและขอบเขตลางของตวัเลขยืดหยุน 
ตัวเลขยืดหยุน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน 

α  0 1 
γ  1 0 
α  0 1 
γ  1 0 

 
นิยามที่ 3.2 รูปแบบแทนชวง 1 2 0...n n nX x x x x− −=  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน สามารถ
แสดงชวง [A, B] ไดโดย 

A ∑
=

×=
n

i

i
ix

0

2)min(  และ B ∑
=

×=
n

i

i
ix

0

2)max(  

 
สมบัติที่สําคัญของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนคือ ระบบนี้สามารถแสดงชวงไดโดย

ใชจํานวนเพียงจํานวนเดียว (ชุดตัวเลขหนึ่งชุด) เน่ืองจากระบบแทนชวงแบบยืดหยุนมีความ
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ซ้ําซอน จํานวนชวงในระบบนี้จึงอาจมีรูปแบบแทนคาไดมากกวาหน่ึงรูปแบบ ดังตัวอยางใน
ตารางที่ 3.1  

 
ตารางที่ 3.2 แสดงตัวอยางของระบบจํานวนแบบยืดหยุน 

ชวง รูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
[3, 11] 011α , 011αα  
[-2, 2] 10γγ , 01α  

[0.25, 1.25] 010.α  
[26, 26] 11010  

 
 

3.3 ความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (Completeness of Flexible Interval 
Representation System) 

เน่ืองจากการนําเสนอระบบจํานวนแบบใหมนั้นตองคํานึงถึงความสมบูรณ 
(completeness) ของระบบ โดยจะแสดงใหเห็นวาชวงใดๆ สามารถหารูปแบบแทนจํานวนใน
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนไดอยางนอยหน่ึงรูปแบบ ดังทฤษฎีบทที่ 3.1 

 
ทฤษฎีบทที่ 3.1 สําหรับจํานวนจริง x และ y ใดๆ ชวง [x, y] สามารถมีรูปแบบแทนชวง (interval 
representation) ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมสําหรับแปลง (conversion) ชวงใดๆ ที่อยูในรูปของ
รูปแบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายด้ังเดิมใหอยูในรูปของรูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
Algorithm : Conversion 
input  interval [A, B] 
 A = 1 0...n na a a−  where }1,0,1{∈ia  
 B = 1 0...n nb b b−  where }1,0,1{∈ib  
output S = 1 0...n ns s s−  where }1,,0,,1{ αγ∈is  
begin 

C = B – A where C is binary number 

 0←i  
 while (not-end-of-data) do 
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  if 1=ic  then α←ic  

1+← ii  
  endif 
 enddo 
 S ←C + A 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากขนาดของชวงซึ่งคํานวณไดจากการนําคาสูงสุดมาลบดวยคาต่ําสุดน้ันสามารถแสดงได
โดย C ที่เปนจํานวนไมเปนลบ ดังน้ันชวง [0, C] ใดๆ สามารถแสดงไดโดยใชลําดับของตัวเลข 
0 และ α  เพียงลําดับเดียวได เพราะฉะนั้นรูปแบบแทนชวง [A, B] ใดๆ สามารถแสดงไดโดย
การนําคาต่ําสุดของชวง (A) มาทําการบวกเขากับขนาดของชวง (C) ■ 

 
ตัวอยางที่ 3.1 หารูปแบบแทนชวง [1, 5] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
วิธีทํา ขั้นตอนการหารูปแบบแทนชวงจะแสดงในตารางที่ 3.2 
 

ตารางที่ 3.3 แสดงขั้นตอนการแปลงชวง [1, 5] ใหมาอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
ขั้นตอนการแปลง ผลลัพธ 

1. ชวง [1, 5] ]0101,0001[  
2. รูปแบบแทนจํานวนของคาต่ําสุดของชวง 0001  
3. รูปแบบแทนชวงของขนาดของชวง 000α  
4. รูปแบบแทนชวงของ [1, 5] แสดงไดโดยการ
นําผลลัพธของขั้นตอนที่ 2 และ 3 มาบวกกัน 

010α  

 � 
 
3.4 ความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน (Redundancy on Flexible Interval 
Representation System) 

ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนที่ไดรับปรับปรุง
ใหม  โดยจะแสดงใหเห็นวาชวงใดๆ ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนที่ไมใชชวงศูนย มีรูปแบบ
การแทนจํานวนไดมากกวาหน่ึงรูปแบบ ดังทฤษฎีบทที่ 3.2 
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ทฤษฎีบทที่ 3.2 จํานวนชวงใดๆ ในระแบบแทนชวงแบบยืดหยุน ที่ไมใชชวงศูนยสามารถมี
รูปแบบการแทนจํานวนไดมากกวาหน่ึงรูปแบบ 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมสําหรับสราง (generate)  รูปแบบแทนจํานวนที่
แตกตางแตมีคาในเชิงตัวเลขเทากับขอมูลนําเขา 
 
Algorithm: GenFIRS 
Input FIRS X   

X = XnXn-1…X0 

where Xi  ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 

Output FIRS Z  

Z = ZmZm-1…Z0 

where Zi  ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 

begin 

 i = n 

while i >= 0 do 

 if Xi is not zero then 

  if Xi = 1  

   then Ti+1 Ti = 11  endif 

  else if Xi = 1 

   then Ti+1 Ti = 11  endif 

  else if Xi = α  

   then Ti+1 Ti = α α   endif 

  else if Xi = γ  

   then Ti+1 Ti = γ γ   endif 

  else if Xi = α  

   then Ti+1 Ti = α α   endif 
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  else if Xi = γ  

   then Ti+1 Ti = γ γ  endif 

  Xi = 0 

 Z  = XnXn-1…X1 + Ti+1 Ti 

i = -1 

 else  

  i = i-1 

 endif 

endwhile 

end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
อัลกอริทึมทําการหาตัวเลขที่ไมใชศูนยโดยเริ่มจากทางซายสุดของขอมูลนําเขา แลวแทนคา
ตัวเลขนั้นดวยตัวเลขสองตัวที่มีคาเชิงตัวเลขเทากัน เชนแทนคา 1 ดวย 11, 1 ดวย 11 และอ่ืนๆ   
ดังนั้นอัลกอริทึมจะใหผลลัพธที่มีรูปแบบแทนจํานวนที่แตกตางกับขอมูลนําเขาแตมีคาเชิง
ตัวเลขเทากัน ซี่งหมายความวาชวงใดๆ ที่ไมใชชวงศนูยมีรูปแบบการแทนจํานวนเปนอนันต   ■ 

 

3.5 การบวกและการลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

การดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตของงานวิจัยน้ี จะมุงเนนไปที่การบวกและการ
ลบแบบขนาน เน่ืองจากแกนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเปนการหารูปแบบแทนจํานวนแบบ
ใหมของระบบแทนชวง จึงตองนําความรูเร่ืองเลขคณิตของระบบแทนชวงมาประยุกตใชกับ
ระบบแทนชวงแบบใหมนี้ดวย [12-15] 

 
3.5.1 การบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

สําหรับแนวคิดของการบวกแบบขนานของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนคือ การทํา
การคํานวณแบบขนานของตัวเลขในแตละหลักโดยแยกการคํานวณของขอบเขตบนและขอบเขต
ลางออกจากกัน ซึ่งคาของตัวเลขในขอบเขตบนและขอบเขตลางจะเปน 1, 0 หรือ 1 ซึ่งเม่ือ
นํามารวมกันก็จะไดตัวเลขยืดหยุน 
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เน่ืองจากคาของตัวเลขที่เปนไปไดของขอบเขตบนและขอบเขตลางมี 3 คา เม่ือ
นํามารวมกันจึงมีรูปแบบของตัวเลขยืดหยุนที่เปนไปได 9 รูปแบบ แตชุดตัวเลขในระบบแทน
ชวงแบบยืดหยุนมีตัวเลขเพียง 7 ตัว และตัวเลขอีก 2 ตัวอาจเกิดขึ้นไดในระหวางการคํานวณ 
เราจึงกําหนดใหตัวเลขสองตัวนั้นเปนตัวเลขชั่วคราว กลาวคือ 

 β  = [1, 1] = 2α +1, 
 β   = [1,1]  = 2γ +1. 

ซึ่งตัวเลขชั่วคราวเหลาน้ีจะตองถูกกําจัดทิ้งในภายหลังเพ่ือใหไดผลลัพธสุดทายของ
การบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.3 การบวกแบบขนานของชวงสองชวงใดๆ สามารถทําไดในระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทน้ี จะเสนออัลกอริทึมสําหรับการบวกแบบขนาน (parallel addition) 
พรอมทั้งบทพิสูจน โดยอัลกอริทึมจะถูกแบงออกเปนสองสวน สวนแรกจะทําการคํานวณแบบ
ขนานแตผลลัพธอาจมีตัวเลขชั่วคราวนั่นคือ β  และ β  ซึ่งจะถูกกําจัดในอัลกอริทึมสวนที่สอง 

สวนที่ 1 : เราไดเสนออัลกอริทึมการแปลง (transformation algorithm) พรอมทั้งบทพิสูจน 
 
Algorithm I : 

Input FIRS X,Y 

  X = XnXn-1…X0 

  Y = YnYn-1…Y0  

 where Xi Yi ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 

Output FIRS Z 

   Z = ZnZn-1…Z0 where Zi ∈ D ∪ { β , β } 

begin 

foreach i 

  Xi = [ai, bi] 

  Yi = [ci, di] 

  Xi +Yi  = [ai + ci, bi + di] = 2Ci+1 + Si 
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   = 2[ri+1, si+1] + [ti, ui]  

where 
 
Case ai+ci = -2 ri+1 =1, ti = 0 
Case ai+ci = -1 ri+1 =1, ti = 1 if ai-1+ci-1+ai-2+ci-2  <  -2 
 ri+1 = 0, ti = 1 if ai-1+ci-1+ai-2+ci-2  ≥   -2 
Case ai+ci = 0 ri+1 = 0, ti = 0 
Case ai+ci = 1 ri+1 = 0, ti = 1 if ai-1+ci-1+ai-2+ci-2  ≤   2 
 ri+1 = 1, ti = 1 if ai-1+ci-1+ai-2+ci-2  >  2 
Case ai+ci = 2 ri+1 = 1, ti = 0 
Case bi+di = -2 si+1 =1, ui = 0 
Case bi+di = -1 si+1 =1, ui = 1 if bi-1+di-1+bi-2+di-2  <  -2 
 si+1 =0, ui = 1 if bi-1+di-1+bi-2+di-2  ≥   -2 
Case bi+di = 0 si+1 = 0, ui = 0 
Case bi+di = 1 si+1 = 0, ui = 1 if bi-1+di-1+bi-2+di-2  ≤   2 
 si+1 = 1, ui = 1 if bi-1+di-1+bi-2+di-2  >  2 
Case bi+di = 2 si+1 = 1, ui = 0 

Zi = Ci + Si 

end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
สําหรับการพิสูจนอัลกอริทึมน้ีจะแบงออกเปนสองสวน 
สวนที่ 1.1) พิสูจนความถูกตอง (proof of correctness) 
เราจะแสดงวา X+Y = Z 

  เน่ืองจาก X+Y = ∑ ∑+
iall iall

i
i

i
i YX 22  

  = ∑ +
iall

ii
i YX )(2  

 = ∑ +
iall

ii
i SC )(2     

 = ∑
iall

i
i Z2  

  =  Z 
 

สวนที่ 1.2) พิสูจนการใหเหตุผล (Proof of validation) 
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เราจะแสดงวา Zi ∈ {1,α , 0, γ , 1, α , γ }∪ { β , β } 

จากอัลกอริทึม, Zi  = Ci + Si 

  = [ri, si] + [ti, ui] 

 เราจะแสดงวา ti + ri ∈ {1, 0, 1}.  
กรณีที่ 1 : ti = 0 

จากอัลกอริทึม, ri ∈ {1,0,1} 

ดังนั้น  ti + ri ∈ {1,0,1} 
กรณีที่ 2 : ti = 1 

 จากอัลกอริทึม, ai-1+ci-1+ai-2+ci-2 < -2 หรือ 

   ai-1+ci-1+ai-2+ci-2 ≤  2 

 ดังนั้น  ri ∈ {1,0} 

    ti + ri ∈ {0,1} 
กรณีที่ 3 : ti = 1 

 จากอัลกอริทึม, ai-1+ci-1+ai-2+ci-2 ≥  -2 หรือ 

  ai-1+ci-1+ai-2+ci-2 > 2 

  ดังนั้น ri ∈ {0,1} 

  ti + ri ∈ {1,0} 

จากทั้งสามกรณี เราสามารถสรุปไดวา 

ti + ri ∈ {1, 0, 1}                  (1) 

 ตอไปเราจะแสดงวา ui + si ∈ {1, 0, 1} โดยใชแนวคิดในการพิสูจนเดียวกัน 

กรณีที่ 1 : ui = 0 

จากอัลกอริทึม, si ∈ {1,0,1} 

 ดังนั้น ui + si ∈ {1,0,1} 

กรณีที่ 2 : ui = 1 

 จากอัลกอริทึม, bi-1+di-1+bi-2+di-2  < -2 หรือ  

   bi-1+di-1+bi-2+di-2  ≤  2 
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 ดังนั้น si ∈ {1,0} 

   ui + si ∈ {0,1} 

กรณีที่ 3 : ui = 1 

 จากอัลกอริทึม, bi-1+di-1+bi-2+di-2 ≥  -2 หรือ 

   bi-1+di-1+bi-2+di-2 > 2 

  ดังนั้น  si ∈ {0,1} 

   ui + si ∈ {1,0} 

 จากทั้งสามกรณี เราสามารถสรุปไดวา 

ui + si ∈ {1, 0, 1}                 (2) 

จาก (1) และ (2), เราสรุปไดวาขอบเขตบนและขอบเขตลางของ Zi ∈ {1, 0, 1} นั่นคือ Zi ∈ 
{1,α , 0, γ , 1,α ,γ }∪ { β , β } 

สวนที่ 2 : การกําจัด β  และ β  (elimination of β  and β ) 

 ในการกําจัดตัวเลขชั่วคราว β  และ β  ออกจากผลลัพธชั่วคราวจากอัลกอริทึม 1 
มีแนวคิดคือการเปลี่ยนรูปแบบแทนจํานวนของ β  และ β  ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนอ่ืนใน
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน เนื่องจากรูปแบบแทนจํานวนในระบบนี้มีหลายรูปแบบ ดังน้ันเพ่ือ
กําจัดความกํากวมในการเปลี่ยนรูปแบบเราจึงเลือกมาเพียงรูปแบบเดียวสําหรับ β  และหน่ึง
รูปแบบสําหรับ β  กลาวคือ 

 β  = 2[0, 1] + [1,1] = 2α +1, 

 β  = 2[1, 0] + [1,1] = 2γ +1. 

 

Algorithm II: 

Input FIRS Z 

   Z = ZnZn-1…Z0 where Zi ∈ D ∪ { β , β } 

Output FIRS F 

   F = FnFn-1…F0 where Fi ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 

begin 

foreach i  
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 Zi = [ai, bi] 

 = 2Ci+1 + Ti 

 = 2[pi+1, qi+1] + [mi, ni] 

where 

pi+1 = ai, mi = -ai  if ai = ai-1  

pi+1 = 0, mi = ai if ai ≠  ai-1 

qi+1 = bi, ni = -bi  if bi = bi-1  

qi+1 = 0, ni = bi if bi ≠ bi-1 

Yi = [pi, qi] + [mi, ni] 

if (i mod 2 = 0) then 

if Yi = β  and Yi-1 = β  

then Yi =α , Yi-1 = 1 endif 

if Yi = β  and Yi-1 = β   

then Yi =γ , Yi-1 = 1 endif 

endif 

if (i mod 2 = 1) then 

if Yi = β  and Yi-1 = β   

then Yi =α , Yi-1 = 1 endif 

if Yi = β  and Yi-1 = β   

then Yi =γ , Yi-1 = 1 endif 

endif 

if Yi = β  and Yi-1 = α   

then Yi =γ , Yi-1 =α  endif 

if Yi = β  and Yi-1 = γ    

then Yi =α , Yi-1 = γ endif 

Yi = 2Ri+1 + Si (ใชตารางที ่3) 
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Fi = Ri + Si 

end 
ตารางที่  3.4 แสดงกฎการแปลงเพ่ือกําจัด  β  และ β  

Yi Yi-1 Ri+1 Si 
0, 1,α ,γ , β   0 α  

α  
γ  α  α  

0, 1, α  ,γ , β   0 γ  
γ  

α  γ  γ  
0, 1, α ,γ , β  0 α  

α  
γ  α  α  

0, 1,α ,γ , β  0 γ  
γ  

α  γ  γ  
0, 1,γ ,α  0 1 

1 
γ  1 1 

0, 1,α ,γ  0 1 
1 

α  1 1 
0 Any digit 0 0 
β  Any digit α  1 
β  Any digit γ  1 

 
พิสูจนอัลกอริทึม 
สําหรับการพิสูจนอัลกอริทึมน้ีจะแบงออกเปนสองสวน 
สวนที่ 1.1) พิสูจนความถูกตอง (proof of correctness) 
เราจะแสดงวา Z = F 

  Z  = ∑
iall

i
i Z2  

  = ∑ +
iall

ii
i TC )(2  

  =∑
iall

i
iY2  

 = ∑ +
iall

ii
i SR )(2     

 = ∑
iall

i
i F2  

 =  F 
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สวนที่ 1.2) พิสูจนการใหเหตุผล (Proof of validation) 

เราจะแสดงวา  Fi ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ }  

จากอัลกอริทึม, Yi = 2Ri+1 + Si, และ 

  Fi = Ri + Si. 

การพิสูจนแบงไดเปน 2 กรณี 

กรณีที่ 1: Yi-1 ∈ { β , β } 

 นั่นคือ  Ri  = α  or γ  

 ดังนั้น จากตารางที่ 3 Ri + Si ∈ D 

กรณีที่ 2: Yi-1 ∈ D 

 นั่นคือ Ri  = 0 or Yi-1 

2.1 Ri = 0, Si = Yi-1 

 ดังนั้น  Ri + Si = Yi-1 ∈ D 

2.2 Ri = Yi-1, Si = -Yi-1 

 ดังนั้น  Ri + Si = 0 ∈ D 

จากทั้งสามกรณี เราสามารถสรุปไดวา Fi ∈ {1,α , 0, γ , 1,α ,γ }.     

 ดังนั้นเราสามารถสรุปไดวาการบวกแบบขนานสามารถทําไดในระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุน         ■ 

 
ตัวอยางที่ 3.2 การบวกแบบขนานของชวง [4, 11] และ [-7, 4]  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
วิธีทํา สําหรับขั้นตอนการบวกนั้น เริ่มจากการแปลงชวงใหอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
นั่นคือ  
 [4, 11]  = γαα1  
 [-7, 4]  = γγα 1  
 จากน้ันทําการคํานวณแบบขนานโดยอัลกอริทึม 1 และใชอัลกอริทึม 2 ในการกําจัด
ตัวเลขชั่วคราวตามลําดับ 
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รูปที่ 3.1 แสดงการบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

 
 การบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใหผลลัพธที่ถูกตอง นั่นคือ 

10 γγα = [-3, 15]    □ 
 
3.5.2 การลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

สําหรับแนวคิดการลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนนั้นสามารถคํานวณ
ไดโดยการนําชวงที่เปนตัวตั้งมาทําการบวกกับรูปแบบแทนลบ (negative representation) ของ
ตัวที่นํามาลบ ซึ่งรูปแบบแทนลบสามารถหาไดจากการเปลี่ยนตัวเลข 1 เปน 1, γ  เปน α , α  
เปน γ , α เปน γ , γ  เปน α และ 1 เปน 1  

กระบวนการลบในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน สามารถทําไดดวยการใชอัลกอริทึม
การลบและอัลกอริทึมการบวกแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ดังทฤษฎีบทที่ 3.3 
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ทฤษฎีบทที่ 3.4 การลบแบบขนานสําหรับชวงสองชวงใดๆในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน
สามารถคํานวณได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ จะเสนออัลกอริทึมการลบสําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 
Algorithm : Subtraction 
input    FIR X, Y 
            X = 1 0...n nx x x−  where ∈ix  {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 
            Y = 1 0...n ny y y−  where ∈iy  {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 
output  FIR Z 

Z = 11...zzz nn −  where ∈iz  {1,α , 0, γ , 1,α ,γ } 
begin 
  foreach i  

 if 1=iy  then 1←iy   
else if 1=iy  then 1←iy    
else if α←iy  then γ←iy   
else if γ←iy  then α←iy   
else if α←iy  then γ←iy   
else if γ←iy  then α←iy  
endif 

 Parallel Addition (X, Y) 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากเราทราบวา ],[ luul yxyxYX −−=−  หรือ X – Y = X + (-1)*Y ซึ่ง (-1)*1 เปน 
1, (-1)*γ  เปน α , (-1)*α  เปน γ , (-1)*α  เปน γ , (-1)*γ  เปน α และ (-1)*1 เปน 1  
ดังนั้นเม่ือทําการหารูปแบบแทนลบแลว จึงนํามาทําการบวกแบบขนานกับตัวตั้งไดซึ่งวิธีการ
พิสูจนอัลกอริทึมการลบนั้น สามารถทําการพิสูจนเชนเดียวกับอัลกอริทึมการบวก ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.3 การลบของชวง [2, 12] โดย [3, 7] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
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วิธีทํา สําหรับขั้นตอนการลบนั้นเริ่มจากการหารูปแบบแทนชวงของ [2, 12] และ [3, 7] ในระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุนคือ 01γα  และ 110α  ตามลําดับ รูปแบบแทนลบของตัวที่จะนํามาลบได
จากการแปลง 110α  เปน 110γ  จากน้ันสามารถทําการบวกแบบขนานระหวาง γα01  และ 

110γ  ซึ่งผลลัพธของการบวกแบบขนานจะเปนคําตอบของการลบ 01γα  ดวย 110α  
 

 
 

 รูปที่ 3.2 แสดงการลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
  
 การลบแบบขนานในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใหผลลัพธที่ถูกตอง นั่นคือ 

1γααα = [-5, 9]    □ 
 
3.6 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 

สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปที่สนใจในหัวขอน้ี จะพิจารณาเฉพาะ
ฐานที่อยูในรูป 2n เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวก ซึ่งลักษณะของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูป
ทั่วไปนั้น จะมีการเพิ่มตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มและตัวเลขยืดหยุนในชุดตัวเลข D  ใหมีจํานวน
มากขึ้นเพื่อรองรับการแสดงชวงตางๆ ดังนิยามที่ 3.3 และ 3.4 

นิยามที่ 3.3 ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปประกอบดวยฐาน ρ  และชุดตัวเลข D  โดย

ที่ ρ  เปนจํานวนเต็มใดๆที่ ρ  = 2n เม่ือ n ∈ จํานวนเต็มบวก และชุดตัวเลข D  ประกอบดวย

+ 
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ตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มและตัวเลขยืดหยุน ในสวนของตัวเลขที่อยูในรูปแบบของจํานวนเต็ม e  
จะมีจํานวน ρ +1 ตัว โดย e  จะเปนจํานวนเต็มทั้งหมดที่อยูระหวาง - ρ /2  ถึง ρ /2 
({ | / 2 /2 }e eρ ρ∈Ζ − ≤ ≤ ) ในสวนของตัวเลขยืดหยุน จะมีจํานวน ρ 2+ ρ -2 ตัว ขนาดของ
ตัวเลขยืดหยุนจะมีคาตั้งแต 1 ถึง 1ρ −  กําหนดให i เปนขนาดของตัวเลขยืดหยุนซึ่งสามารถ
คํานวณไดจากการนําคาสูงสุดของตัวเลขยืดหยุนมาลบดวยคาต่ําสุดของตัวเลขยืดหยุน โดยใน
แตละขนาดของตัวเลขยืดหยุน จะมีจํานวนตัวเลขยืดหยุน 2*( ρ +1-i) ตัว 

 
นิยามที่ 3.4 รูปแบบแทนชวง 1 2 0...n n nX x x x x− −=  ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป
สามารถแสดงชวง  [ a , b ] ไดโดย 

0
min( )

n
i

i
i

a x ρ
=

= ×∑  และ 
0

max( )
n

i
i

i
b x ρ

=

= ×∑  

 
ตัวอยางที่ 3.4 จงหาระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป สําหรับ ρ  = 4 

วิธีทํา วิธีการสรางระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป สําหรับ ρ  = 4 นั้น จะแบงการสราง
ชุดตัวเลข D  ออกเปน 2 กรณี คือ ตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มและตัวเลขยืดหยุน 

กรณีที่ 1 
ตัวเลขที่เปนจํานวนเต็มใน D  ( | 2 2e e∈Ζ − ≤ ≤ ) คือ 2,1,0,1,2  
 
กรณีที่ 2 
ตัวเลขยืดหยุนใน D  จะมีขนาดของตัวเลขยืดหยุนไมเกิน 3 นั่นคือ มีตัวเลขยืดหยุนที่มีขนาด
เทากับ 1, 2 และ 3 ซึ่งจํานวนตัวเลขยืดหยุนในแตละขนาดจะมีจํานวนเปน 4,3,2 ตัวตามลําดับ
รวมกับตัวผกผันการบวกอีกเทาตัว(เกิดจากการสลับคาสูงสุดและต่ําสุดในแตละตัวเลขยืดหยุน) 

 ถากําหนดใหสัญลักษณ ,x yμ  แทนตัวเลขยืดหยุนของชวง [x, y]  
 เราไดวา ในชวงขนาด 1 จะมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 4 ตัว คือ 2,1μ , 1,0μ , 0,1μ  และ 

1,2μ  และในชวงขนาด 2 จะมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 3 ตัวคือ 2,0μ , 1,1μ  และ 0,2μ  และในชวง

ขนาด 3 จะมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 2 ตัวคือ 2,1μ  และ 1,2μ   รวมทั้งตัวผกผันการบวกขนาด 1 

ซึ่งมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 4 ตัวคือ 1,2μ , 0,1μ , 1,0μ และ 2,1μ  และตัวผกผันการบวกขนาด 2 

ซึ่งมีตัวเลขยืดหยุนจํานวน 3 ตัวคือ 0,2μ , 1,1μ  และ 2,0μ  และตัวผกผันการบวกขนาด 3 ซึ่งมี

ตัวเลขยืดหยุนจํานวน 2 ตัวคือ 1,2μ และ 2,1μ  

 
ดังนั้นในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรปูทั่วไปที่มี ρ  = 4 นั้น จะมีตัวเลขทั้งหมด 

23 ตัว และชดุตัวเลขในระบบนี้คือ 0,1 1,2 0,21,02,1 2,0 1,1 2,1{2,1,0,1,2, , , , , , , , ,D μ μ μ μ μ μ μ μ=   
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1,0 2,1 2,0 1,21,2 1,2 0,1 0,2 1,1 2,1, , , , , , , , , }μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ  � 

อีกส่ิงหนึ่งที่เราตองคํานึงถึงคือเร่ืองของความสมบูรณ (completeness) ของระบบ 
ซึ่งความสมบูรณของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปสามารถแสดงไดดังทฤษฎีบทที่ 4.1 

 
ทฤษฎีบทที่ 3.5 ทุกชวง [x, y] ใดๆ สามารถมีรูปแบบแทนชวง ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใน
รูปทั่วไปได 
 
พิสูจน 
วิธีการพิสูจนทฤษฎีบทน้ี จะเสนออัลกอริทึมสําหรับแปลง (conversion) ชวงใดๆ ใหอยูในรูป
ของรูปแบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 
 
Algorithm : Conversion 
input  interval [A, B] 
 A = anan-1…a0 where ai ∈ {- ρ /2,…, ρ /2} 
 B = bnbn-1…b0 where bi ∈ {- ρ /2,…, ρ /2} 
output S = snsn-1…s0 where si },...,,,...,{ 00 nn ffee∈  with { | / 2 /2 }e eρ ρ∈Ζ − ≤ ≤  
and if  are flexible digits 
begin 
 C = B – A where ci ∈C with ci ∈ {- ρ /2,…, ρ /2} 
 C = cncn-1…c0 
 where ci ← flexible digit that represents [0, k ]   
 S ← C + A 
end 
 
พิสูจนอัลกอริทึม 
เน่ืองจากขนาดของชวงซึ่งคํานวณไดจากการนําคาสูงสุดมาลบดวยคาต่ําสุดน้ันสามารถแสดงได
โดย C ซึ่งเปนจํานวนไมเปนลบ ดังน้ันชวง [0, C] ใดๆ สามารถแสดงไดโดยใชลําดับของตัวเลข 
0 และตัวเลขยืดหยุนในแตละขนาดเพียงลําดับเดียวได เพราะฉะนั้นรูปแบบแทนชวง [A, B] 
ใดๆ สามารถแสดงไดโดยการนําคาต่ําสุดของชวง (A) มาทําการบวกเขากับขนาดของชวง (C) ■ 

 สําหรับการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิต ไดแก การบวก ลบ ของระบบแทนชวง
แบบยืดหยุนในรูปทั่วไปนั้นสามารถใชหลักการเดียวกับ การคํานวณในระบบแทนชวงแบบ
ยืดหยุนในฐาน 2 แตอัลกอริทึมที่ถูกใชในการคํานวณตองถูกพัฒนาใหเปนในรูปแบบทั่วไป
เพ่ือที่จะสามารถรองรับตัวเลขยืดหยุนที่เพ่ิมขึ้นตามฐานไปดวย 



 

 

32 

 
ตัวอยางที่ 3.5 หารูปแบบแทนชวง [1, 9] ในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไปที่ ρ  = 4 
 
วิธีทํา ขั้นตอนการหารูปแบบแทนชวงจะแสดงในตารางที่ 4.1 โดยใชสัญลักษณ ,x yμ  แทน
ตัวเลขยืดหยุนของชวง [x, y] 
 
ตารางที่ 3.5 แสดงขั้นตอนการแปลงชวง [1, 9] ใหอยูในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป 

ขั้นตอนการแปลง ผลลัพธ 
1. ชวง [1, 9] [0001,0021]  
2. รูปแบบแทนจํานวนของคาต่ําสุดของชวง 0001  
3. รูปแบบแทนชวงของขนาดของชวง 0,200 0μ  

4. รูปแบบแทนชวงของ [1, 9] สามารถแสดง
ไดโดยการนําผลลัพธของขัน้ตอนที่ 2 และ 3 
มาบวกกัน 

0,200 1μ  

 � 

 

3.7 สรุป 

ในบทนี้เราไดปรับปรุงพรอมทั้งนําเสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใหมใหสามารถ
ทําการคํานวณแบบขนานได ซึ่งระบบแทนชวงแบบยืดหยุนนี้สามารถลดเนื้อที่ที่ใชในการแสดง
ชวงใหนอยลงได เน่ืองจากระบบน้ีสามารถใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวในการแสดงชวง เราได
เพ่ิมตัวเลขเขาไปในระบบอีกสองตัวเพ่ือเพิ่มความซ้ําซอนของระบบใหมากขึ้น ซึ่งการเพิ่ม
ตัวเลขเขาไปในระบบนี้ไมสงผลกระทบตอการเพ่ิมเน้ือที่ในการแสดงตัวเลขในชวง อีกทั้งในบทน้ี
ยังไดเสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป ความสมบูรณและความซ้ําซอนของระบบ
แทนชวงแบบยืดหยุน พรอมทั้งอัลกอริทึมสําหรับการบวกแบบขนานและการลบแบบขนาน 
สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนอีกดวย 

 



บทที่  4 
 

บทวิเคราะหระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
 

เน้ือหาในบทน้ีกลาวถึงบทวิเคราะหเก่ียวกับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนเทียบกับ
ระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายแบบด้ังเดิม โดยมีหัวขอดังตอไปน้ี 
 
4.1 การเปรียบเทียบเน้ือที่ที่ใชในการแสดงชวง 

เนื้อที่ที่ถูกใช ในรูปแบบการแทนชวงในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน น้ันมี
ประสิทธิภาพมากกวาระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย ซึ่งภาพดานลางแสดงใหเห็นถึงการ
เปรียบเทียบชวงที่สามารถแสดงไดในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนและระบบแทนชวงแบบมี
เคร่ืองหมายในพื้นที่ 24 บิต 

 

ขอบเขตบน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน   
ระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย 

 
รูปที่ 4.1 แสดงการเปรียบเทียบชวงที่สามารถแสดงไดในระบบแทนชวงแบบยืดหยุนและระบบ

แทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายในพื้นที่ 24 บติ 

63 

255 

-255 

ขอบเขตลาง 
255 

63 

-63 

-63 -255 
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4.2 การเปรียบเทียบความซ้ําซอนของระบบ 

การเปรียบเทียบในหวัขอนี้จะใชระดับความซํ้าซอน (redundancy degree) เปนตัว

วัด ซ่ึงระบบใดมีความซํ้าซอนสูงก็จะมีคาระดับความซํ้าซอนสูงตามไปดวย โดย ถาให n เปนความ

ยาวของบิตของขอมูลท่ีสนใจ ระดับความซ้ําซอนหาไดจาก 

ระดับความซํ้าซอน = 2n / จํานวนท่ีเปนไปไดในระบบนั้น ๆ ท่ี n บิต 
 
4.2.1 ระดับความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย 

สําหรับระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมายทุกหนึ่งหลักของชวง ประกอบไปดวยส่ีบิต 
ทุกสองบิตแทนคาตัวเลขหนึง่ตัว ดังนั้นขอมูลความยาว n บิตจะมีตวัเลขท้ังหมด n/2 หลัก ซ่ึง

แนวคิดในการนับรูปแบบคือ เราจะไมนับรูปแบบท่ีมีตัวเลขท่ีเปนตัวผกผันของการบวกอยูดวยกนั 
(เชน 1 อยูกับ 1) เพราะจะเปนรูปแบบท่ีซํ้าซอนกับบางจํานวน (เชน 11 มีคาเทากับ 01)  ดังนั้นเรา

จะแยกการนับออกเปน 2 กรณีคือ นับรูปแบบท่ีมี 0 และ 1 เทานั้นซ่ีงมี 2n/2 รูปแบบ และรูปแบบท่ีมี 

1 และ 0 เทานัน้ซ่ีงมี 2n/2 รูปแบบ และลบจํานวนท่ีซํ้ากนัคือ 00…0 ออก 1 ตัว ดังนั้น 

ระดับความซํ้าซอนของระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย = 2n / (2n/2+1-1) 

 
4.2.2 ระดับความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 

 สําหรับระบบแทนชวงแบบยืดหยุนทุกหนึง่หลักของชวง ประกอบไปดวยสามบิต ทุก
สามบิตแทนคาตัวเลขหนี่งตัว ดังนั้นขอมูลความยาว n บิต จะมีตัวเลขท้ังหมด n/3 หลัก สําหรับ

แนวคิดในการนับรูปแบบของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนคือ นับชวงท่ีเปนไปไดท้ังหมดท่ีอยูใน   
[-(2n/3 -1), 2n/3 -1] ซ่ึงขนาดของชวงท่ีเปนไปไดจะตองไมเกิน 2n/3 -1 อีกดวย ดังนั้น 

ระดับความซํ้าซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน = 2n / [3*(2n/3-1)2 + 4*(2n/3-1)] 

 ซ่ึงเม่ือพิจารณาระดับความซํ้าซอนท่ีจํานวนบิตเทากัน รูปท่ี 4.2 แสดงใหเห็นถึงระดับ

ความซํ้าซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน เปรียบเทียบกับระดับความซํ้าซอนของระบบแทน
ชวงแบบมีเคร่ืองหมาย 
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ระบบแทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุน  

รูปที่ 4.2 แสดงการเปรียบเทียบระดับความซ้ําซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุนและระบบ
แทนชวงแบบมีเคร่ืองหมาย 

 จากรูปจะเหน็ไดวาเม่ือพิจารณาที่จํานวนบิตเทากัน ระดบัความซํ้าซอนของระบบแทน
ชวงแบบมีเคร่ืองหมายมีคาสูงกวาระดับความซํ้าซอนของระบบแทนชวงแบบยืดหยุน และความ
แตกตางจะเหน็ไดชัดเจนข้ึนเม่ือจํานวนบิตมีคามากข้ึนไปเร่ือยๆ นั่นหมายความวาระบบแทนชวง
แบบยืดหยุน มีระดับความซ้ําซอนนอยกวาท้ังท่ียังสามารถทําการคํานวณแบบขนานไดเชนเดยีวกัน 
ทําใหสามารถสรุปไดวาระบบแทนชวงแบบยืดหยุน ใชเนือ้ท่ีนอยกวาระบบแทนชวงแบบมี
เคร่ืองหมาย 



บทที่  5 
 

สรุปผลงานวิจัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลงานวจิัย 

งานวิจัยน้ีไดปรับปรุงและนําเสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุนใหสามารถทําการ
คํานวณแบบขนานได ซึ่งระบบแทนชวงแบบยืดหยุนน้ีสามารถใชจํานวนเพียงจํานวนเดียวใน
การแสดงชวง เราไดเพ่ิมตัวเลขเขาไปในระบบอีกสองตัวเพื่อเพ่ิมความซ้ําซอนของระบบใหมาก
ขึ้น การเพ่ิมตัวเลขเขาไปในระบบไมสงผลกระทบตอการเพ่ิมเน้ือที่ในการแสดงตัวเลขในชวง 
นั่นคือยังคงใช 3 บิตเชนเดิมในการแสดงชวง และความซ้ําซอนที่เพ่ิมขึ้นน้ีสงผลใหระบบ
สามารถทําการคํานวณแบบขนานได 

นอกจากนี้ เรายังไดนําเสนอระบบแทนชวงแบบยืดหยุนในรูปทั่วไป และอัลกอริทึม
สําหรับการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตแบบขนาน ไดแก การบวกและการลบแบบขนานใน
ระบบแทนชวงแบบยืดหยุนอีกดวย 
 
5.2 ขอเสนอแนะ 

สําหรับในงานวิจัยนี้สิ่งที่ตองการจะเสนอแนะคือ การออกแบบการดําเนินการ
พ้ืนฐานทางเลขคณิตอ่ืนๆไดแก การคูณแบบขนานและการหารในระบบแทนชวงแบบยืดหยุน 
ซึ่งเม่ือการออกแบบการดําเนินการพ้ืนฐานทางเลขคณิตอ่ืน ๆ สมบูรณ จะสงผลใหความเร็วใน
การคํานวณโดยรวมของระบบลดลงเมื่อนําไปใชงานจริง 
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