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ความถี่กําลังในศีรษะมนุษยดวยวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา. (STUDY OF THE 
ACCURACY IN THE POWER FREQUENCY INDUCED-CURRENT 
CALCULATION IN THE HUMAN HEAD BY THE FINITE DIFFERENCE  
TIME DOMAIN METHOD) อ. ที่ปรึกษา : ผูชวยศาสตราจารย ดร. บุญชัย  
เตชะอํานาจ, 85 หนา. ISBN 974-53-1116-2.

วทิยานพินธนีน้าํเสนอการคาํนวณกระแสไฟฟาเหนีย่วนาํความถีก่าํลงัในศรีษะมนษุยดวย
วธิผีลตางสบืเนือ่งโดเมนเวลา เพือ่ศึกษาลักษณะของกระแสไฟฟาและความแมนยาํในการคาํนวณ.  
การคาํนวณทาํบนแบบจาํลองอยางงายและแบบจาํลองศรีษะมนษุย.  แบบจาํลองอยางงายทีใ่ชได
แกทรงกระบอกและทรงกลมทั้งแบบชั้นเดียวและสองชั้นที่มีจุดศูนยกลางรวมหรือตางกัน.  
วิทยานิพนธนี้ไดสรางแบบจําลองศีรษะมนุษยจากฐานขอมูลทางกายวิภาคศาสตร โดยมีความ
ละเอยีด 4 มลิลิเมตร.
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สูงที่บริเวณขอบของแบบจําลอง และการใชวิธีประมาณคานอกชวงแบบเชิงเสนในบริเวณนี้
สามารถลดความคลาดเคลื่อนไดดีกับแบบจําลองเนื้อเดียวเทานั้น.  สําหรับกรณีที่แยที่สุดใน
แบบจําลองอยางงาย ความคลาดเคลื่อนมีคาเฉลี่ยและคาสูงสุดเทากับ 9% และ 90% ตาม
ลําดับ.  ในศีรษะมนุษยที่ไดรับสนามแมเหล็ก 1/377 A/m ความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ในสมองมีขนาดสูงสุดประมาณ 6.58 nA/m2 ณ บริเวณขอบ.  บริเวณที่มีความหนาแนนกระแส
ไฟฟาเหนี่ยวนําสูงคือ กลามเนื้อตรงสวนขอบของศีรษะมนุษยและลําคอ โดยมีขนาดประมาณ 6
ถึง 26 nA/m2.
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This thesis presents the calculation of the power-frequency induced current in 
the human head by the finite difference time domain method to study the induced 
current characteristics and the calculation accuracy.  The calculation has been carried 
out for simple models and a human head model.  The simple models used here are 
single- and two-layer, concentric or eccentric, cylinders and spheres.  A 4-mm 
resolution head model has been constructed from anatomy database.

To reduce the calculation time, the calculation has been done at a high 
frequency, and the results were then scaled to the power frequency.  When the 
frequency is higher than 2 MHz, it affects the calculation accuracy.  A conductivity 
smaller than 0.5 S/m is not suitable for applying the frequency scaling.  The calculation 
error is high at the edge of the models and using linear extrapolation at the edge 
reduces the error well only for the homogeneous models.  For the worst case of the 
simple models, the average and maximum errors are 9% and 90%, respectively.  In the 
human head model under a magnetic field of 1/377 A/m, the maximum current density, 
approximately 6.58 nA/m2, is located at the edge of the brain.  Organs having large 
induced current density, about 6 to 26 nA/m2, are the muscles at the edges of the head 
and neck.
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บทที่ 1

บทนํา

ปจจุบันไดมีความวิตกเกี่ยวกับผลของสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่กําลัง (50 หรือ 60 เฮิรตซ) 
ตอสุขภาพของมนุษยมากขึ้น.  จากความวิตกนี้ โครงการ, ขอแนะนํา (Guide Lines) และ      
มาตรฐานตางๆ ที่เกี่ยวของ[1-4] ไดถูกกอต้ังหรือกําหนดขึ้น เพื่อศึกษาผลของสนาม หรือกําหนด
ขีดจํากัดของสนาม.
        คาขีดจํากัดของสนามถูกกําหนดโดยคาความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจากสนาม
นั้นๆ.  การหาความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําภายในรางกายมนุษยโดยทั่วไป สามารถทําได
2 วิธีคือ การวิเคราะหจากหุนมนุษย (Mannequin) และการคํานวณดวยวิธีเชิงตัวเลข (Numerical 
Method).  การวิเคราะหจากหุนมนุษยใชเครื่องมือวัดกระแสไฟฟาจากหุนมนุษยโดยตรง โดยมี  
ขอจํากัดที่การหาเครื่องมือวัดที่เหมาะสมและความคลายคลึงของหุนมนุษยกับรางกายมนุษยยัง
ไมดีพอ. วิธีเชิงตัวเลขแบงเปน 2 วิธีคือ วิธีแบงขอบเขตและวิธีแบงบริเวณ.  วิธีแบงขอบเขตเชน วิธี
ชิ้นประกอบขอบเขต (Boundary Element Method) และวิธีประจุพื้นผิว (Surface Charge 
Method) มีความแมนยําในการคํานวณและสามารถใชกับบริเวณผิวโคงไดไมยาก แตมีขอจํากัดที่
จํานวนเอลิเมนตหรือความละเอียดในการคํานวณ.  วิธีแบงบริเวณเชน วิธีผลตางสืบเนื่องโดเมน
เวลา (Finite Difference Time Domain Method: FDTD Method), วิธีผลตางสืบเนื่อง            
ศักยสเกลาร (Finite Difference Scalar Potential Method) และวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite 
Element Method) มีขอจํากัดสําหรับปญหาที่ตองใชเอลิเมนตหรือกริดจํานวนมากเชนกัน แตมี
ความเหมาะสมตอการคํานวณบริเวณที่มีตัวกลางหลายชนิด โดยในทั่วไปจะแบงบริเวณออกเปน
กริดทําใหมีรูปทรงขอบเขตเปนขั้นบันได.

ในอดีตที่ผานมา ไดมีการศึกษาเปนจํานวนมากถึงสนามไฟฟาและกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
เนื่องจากสนามแมเหล็กไฟฟาในรางกายมนุษย.

Kaune et al.[5] วัดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในหุนมนุษยเนื้อเดียว (ภายในบรรจุน้ําเกลือ) 
เนื่องจากสนามไฟฟาความถี่ 60 เฮิรทซ และทําการวัดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองครึ่ง
ทรงกลมภายในบรรจุน้ําเกลือซ่ึงไดผลการวัดใกลเคียงกับสมการคําตอบเชิงวิเคราะหในป ค.ศ. 
1985.

Miller[6] สรางหัววัดเล็กๆ (Miniaturized Probe) วัดสนามไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง
หนูที่มีขนาดเทากับหนูจริงและหุนมนุษยที่มีขนาด 1/4 เทาของมนุษยจริง เมื่อไดรับสนามแมเหล็ก
ความถี่ 60  เฮิรทซ ในป ค.ศ. 1991.
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Hart[7] ใชวิธีอิมพิแดนซ (Impedance Method) หาสนามไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง

มนุษยเนื้อเดียวและแบบจําลองหนู เมื่อไดรับสนามแมเหล็กความถี่ 60 เฮิรทซ โดยเปรียบเทียบ
คาที่คํานวณไดกับคาที่วัดไดจากหุนมนุษยในป ค.ศ. 1992.

Stuchly et al.[8] ใชวิธีอิมพิแดนซหาสนามไฟฟาเหนี่ยวนําและกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใน
แบบจําลองเซลลลูกบาศกที่มีคุณสมบัติทางไฟฟาเหมือนกับเนื้อเยื่อของมนุษย เมื่อไดรับสนาม  
แมเหล็กความถี่ต่ําในป ค.ศ. 1994.
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ความถี่  60  เฮิรทซ และเทียบผลการคํานวณกับสมการคําตอบเชิงวิเคราะหในป ค.ศ. 1996.

Dawson et al.[12] หาสนามไฟฟาเหนี่ยวนําและกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง
มนุษย เมื่อไดรับสนามแมเหล็กความถี่ต่ํา  โดยใชวิธีผลตางสืบเนื่องศักยสเกลารแทนวิธี             
ผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาและวิธีอิมพิแดนซ เมื่อแบบจําลองมนุษยมีความละเอียดสูงขึ้นในป 
ค.ศ. 1997.

Dimbylow[13] ใชวิธีผลตางสืบเน่ืองศักยสเกลารและวิธีอิมพิแดนซ หาสนามไฟฟา    
เหนี่ยวนําในแบบจําลองมนุษยที่มีความละเอียดถึง 2 มิลลิเมตร เมื่อไดรับสนามแมเหล็กความถี่ 
50  เฮิรทซ ถึง 10 เมกกะเฮิรตซ ในป ค.ศ. 1998.

Furse et al.[14] ใชวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาพรอมทั้งวิธีการปรับมาตราความถี่ หา
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองมนุษยที่มีความละเอียด 6 มิลลิเมตร เมื่อไดรับสนามแมเหล็ก
ความถี่ 60  เฮริตซในป ค.ศ. 1998.

สําหรับงานวิจัยที่ไดกลาวมาในเบื้องตน การหากระแสเหนี่ยวนําโดยการวัดจากหุนมนุษย
หรือแบบจําลองจริงนั้น มีขอจํากัดอยูที่ความแมนยําของการวัดและความไมสมบูรณของหุนมนุษย
ในการจําลองความซับซอนของรางกายมนุษย.  การคํานวณหากระแสเหนี่ยวนําโดยวิธีเชิงตัวเลข
นั้น วิธีอิมพิแดนซมีหลักการและขั้นตอนการคํานวณที่ไมซับซอนแตมีความแมนยําต่ํา วิธีผลตาง
สืบเนื่องโดเมนเวลาและวิธีผลตางสืบเนื่องศักยสเกลารเปนวิธีที่นิยมใชในปจจุบันและไดมีการ
เปรียบเทียบความแมนยํากับสมการคําตอบเชิงวิเคราะห.  อยางไรก็ดีผลการคํานวณความ      
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หนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจาก 2 วิธีนี้ มีความแตกตางจากผลที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีชิ้น
ประกอบขอบเขตที่ใชแบบจําลองผิวโคง[15, 16] อยูมาก.  ทั้งนี้อาจเปนผลเนื่องจากผิวของรูปทรง
ในวิธีทั้ง 2 นั้นเปนลักษณะขั้นบันได และในกรณีของวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลายังมีผลของการ
ใชวิธีการปรับมาตราความถี่และวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณอีกดวย.

1.1 วัตถุประสงค
วิทยานิพนธนี้ศึกษาเบื้องตนถึงการใชวิธี FDTD ในการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟา

เหนี่ยวนําในแบบจําลองศีรษะมนุษย. วิธีนี้สามารถคํานวณที่ความละเอียดและความซับซอนของ
แบบจําลองสูงๆ ได ทําใหเหมาะสําหรับการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบ
จําลองที่มีความละเอียดสูงขึ้นตอไป.  ข้ันตนของวิทยานิพนธนี้ ไดศึกษาถึงความแมนยําของผล
การคํานวณในแบบจําลองพื้นฐาน โดยเทียบกับสมการคําตอบเชิงวิเคราะหหรือผลการคํานวณ
ดวยวิธีแบงขอบเขต (ซึ่งในวิทยานิพนธนี้ใชวิธีชิ้นประกอบขอบเขต).  จากนั้นไดทดลองคํานวณกับ
แบบจําลองศีรษะมนุษยที่ความละเอียดสูงขึ้น.

แบบจําลองศีรษะมนุษยความละเอียดสูงที่ใช ไดสรางจากขอมูลของ Visible Human 
Project (VHP)[17] ซึ่งแสดงรายละเอียดของอวัยวะภายในรางกายมนุษยโดยมีความละเอียดสูง
สุด 1/3 มิลลิเมตร.

ผลการศึกษาเบื้องตนนี้จะเปนองคความรูพื้นฐานตอไปสําหรับการใชวิธีผลตางสืบเนื่อง    
โดเมนเวลาในการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองที่ใกลเคียงกับราง
กายมนุษยยิ่งขึ้น หรือในกรณีของสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่สูง.

1.2 ขอบเขตของวิทยานิพนธ
1) ศึกษาวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาในการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา

ที่เกิดจากสนามแมเหล็กความถี่กําลัง 50 เฮิรตซ.
2) เปรียบเทียบความแมนยําในการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําดวยวิธี

ผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาเทียบกับสมการคําตอบเชิงวิเคราะหหรือผลการคํานวณดวย
วิธีชิ้นประกอบขอบเขต โดยใชแบบจําลองพื้นฐานคือ ทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น, 
ทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม และทรงกระบอกและ      
ทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน.

3) ทดลองคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองศีรษะมนุษยอยาง
ละเอียดโดยมีระยะระหวางกริดประมาณ 3-4 มิลลิเมตร.
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1.3 เนื้อหาของวิทยานิพนธ
เนื้อหาของวิทยานิพนธในแตละบทมีดังนี้.
บทที่ 2 กลาวถึง วิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา และความคลาดเคลื่อนเชิงตัวเลขที่อาจเกิด

ขึ้นได.
บทที่ 3 กลาวถึง เทคนิคและวิธีตางๆ ที่นํามาประยุกตใชไดแก วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอน

สมบูรณ, วิธีการแบงขอบเขตสนามรวมและสนามกระเจิง และวิธีปรับมาตราความถี่.
บทที่ 4 กลาวถึง การสรางแบบจําลองศีรษะมนุษยจาก VHP.
บทที่ 5 กลาวถึง ผลการศึกษาความแมนยําในแบบจําลองพื้นฐานทั้งทรงกระบอกและ    

ทรงกลม.
บทที่ 6 กลาวถึง ผลการคํานวณในแบบจําลองศีรษะมนุษยแบบละเอียด.
บทที่ 7 กลาวถึง ขอสรุปและขอเสนอแนะของวิทยานิพนธนี้.



บทที่ 2

วิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา

วิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาเปนวิธีเชิงตัวเลขที่ใชหาคําตอบของสมการแมกซเวลลในรูป
อนุพันธบนกริดหรือจุดที่วางเรียงตัวอยางเปนระเบียบในบริเวณที่พิจารณา. ยี (Yee) ไดเสนอขั้น
ตอนวิธีสําหรับสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาอยางมีประสิทธิ์ภาพในป ค.ศ. 1966[18].  หลัก
การของวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาสามารถอธิบายไดดังตอไปนี้.

2.1 สมการแมกซเวลล
สมการแมกซเวลลของสนามแมเหล็กไฟฟาในรูปอนุพันธสามารถเขียนไดดังนี้.

                                                          DH J
t

∂
∂

∇ × = + (2.1)

                                                           BE
t

∂
∂

∇ × = − (2.2)
                                                             D = ρ∇ ⋅ (2.3)
                                                             0B =∇ ⋅ (2.4)

โดย E  คือความเขมสนามไฟฟา(V/m),
H  คือความเขมสนามแมเหล็ก(A/m),
D  คือความหนาแนนของฟลักซไฟฟา(C/m2),
B  คือความหนาแนนของฟลักซแมเหล็ก(T),
J  คือความหนาแนนกระแสไฟฟา(A/m2) และ
ρ  คือความหนาแนนประจุไฟฟาเชิงปริมาตร(C/m3).

เมื่อตัวกลางเปนแบบเชิงเสน, ไอโซทรอปก และ ไมกระจายตามความถี่  เราสามารถเขียนความ
สัมพันธระหวาง E กับD , H กับ B  และ J กับ E  ไดดังนี้

                                                        D = Eε (2.5)
                                                        B = Hµ (2.6)
                                                        J = Eσ (2.7)
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โดย ε  คือสภาพยอม(F/m), µ  คือความซาบซึมได(H/m) และ σ  คือสภาพนํา(S/m).

นําสมการที่ (2.5), (2.6) และ (2.7) แทนในสมการที่ (2.1) และ (2.2) พรอมทั้งเขียนเคิรล
ของ E และH ในรูปสวนประกอบของเวกเตอรไดดังนี้

                                               1 HΕ H yx z= Ext y z

∂∂ ∂
σ

∂ ε ∂ ∂
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(2.8)

                                               1Ε H Hy x z= Eyt z x

∂ ∂ ∂
σ

∂ ε ∂ ∂
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2.9)

                                               1 H HΕ y xz = Ezt x y

∂ ∂∂
σ

∂ ε ∂ ∂
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(2.10)

                                                   1 EΗ Eyx z=
t z y

∂∂ ∂

∂ µ ∂ ∂
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(2.11)

                                                   1Η EEy xz=
t x z

∂ ∂∂

∂ µ ∂ ∂
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2.12)

                                                   1 EEΗ yxz =
t y x

∂∂∂

∂ µ ∂ ∂
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(2.13)

โดยมีดรรชนีลางระบุองคประกอบของพิกัด ( )x, y,z .

2.2 ขั้นตอนวิธีของยี
ยีไดสรางสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาจากสมการที่ (2.8) ถึง (2.13) โดยขั้นตอนวิธี

ของยีมีลักษณะดังนี้[19].
1) การคํานวณหาทั้งสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาตามตําแหนงและเวลาโดยใช

สมการเชิงอนุพันธของแมกซเวลลแทนการใชสมการคลื่นหาสนามแมเหล็กหรือ
สนามไฟฟาเพียงอยางเดียว.

2) ตําแหนงของเวกเตอรสนามไฟฟาและเวกเตอรสนามแมเหล็กในบริเวณสามมิติที่
พิจารณา มีตําแหนงสลับกันดังรูปที่ 2.1 โดย (i, j, k) คือ พิกัดตําแหนงอางอิงตาม
แนวแกน x, y และ z ตามลําดับ.

3) การคํานวณแบงเปน 2 กลุม คือ กลุมของเวกเตอรสนามไฟฟาและกลุมของ    
เวกเตอรสนามแมเหล็ก โดยคํานวณสลับกันตามลําดับข้ันเวลา  เชน ที่เวลา 

0t = คํานวณหา E , Ex y และ Ez   ที่เวลา 0.5t = t∆  คํานวณหา H , Hx y และ
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H z  ที่เวลา 1.0t = t∆ คํานวณหา E , Ex y และ Ez   ที่เวลา 1.5t = t∆  คํานวณหา 
H , Hx y และ H z  เปนตน(เมื่อ t∆ คือเวลาระหวางชวงเวลาที่อยูติดกัน).

รูปที่ 2.1 ตําแหนงเวกเตอรสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กบนหนึ่งหนวยเซลลของยี.

2.3 สมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา
กําหนดสัญลักษณแทนคา U  ที่ตําแหนงและเวลาตางๆ ดวย

                                           ( )
n

U i x, j y,k z,n t = U i, j,k∆ ∆ ∆ ∆ (2.14)

โดย U  คือสนามไฟฟาหรือสนามแมเหล็ก,
( )i, j, k  คือพิกัดตามแนวแกน x, y และ z ตามลําดับ,

x, y, z∆ ∆ ∆  คือระยะระหวางกริดตามแนวแกน x, y และ z ตามลําดับ และ
n  คือลําดับข้ันเวลา.

อนุพันธของ U  เชิงตําแหนงตามแนวแกน x คํานวณจากนิพจนผลตางตัวกลาง(Central-
Difference Expressions)

                                    1/2 1/2( )

n n
U Ui+ , j,k i , j,kU i x, j y,k z,n t =x x

∂
∂

− −
∆ ∆ ∆ ∆

∆
. (2.15)

อนุพันธของ U  เชิงตําแหนงตามแนวแกน y และ z คํานวณจากนิพจนผลตางตัวกลางในลักษณะ
เดียวกัน.

Hx

z

y
x

Ez

( )i, j,k

H y

H y

H y

Hz

Hz
Hz

Hx

Hx

Ey

Ex
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นอกจากนี้ อนุพันธของU เชิงเวลาก็เขียนไดเปน

                                     
1/2 1/2

( )

n+ n
U Ui, j,k i, j,kU i x, j y,k z,n t =t t

∂
∂

−
−

∆ ∆ ∆ ∆
∆

. (2.16)

สมการที่ (2.8) ถึง (2.13) นํามาสรางเปนสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาได โดยใช      
สมการที่ (2.14) ถึง (2.16) ดังนี้.  จากสมการที่ (2.8) เมื่ออางอิงรูปที่ 2.1 และพิจารณา 

1/2 1/2E (i, j + ,k + ,n)x  สามารถเขียนแทนดวยนิพจนผลตางตัวกลางเชิงตําแหนงและเวลาไดเปน

           

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

1 1/2 1/2 1/2 1 1/2

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

n+ nE Ex xi, j+ ,k+ i, j+ ,k+ =
t

n nn n H HH H y yz zi, j+ ,k+ i, j,k+ i, j+ ,k+ i, j+ ,k1 -
y z

i, j+ ,k+ n Exi, j+ ,k+ i, j+ ,k+

ε
σ

−−

∆
⎡ ⎤−−⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ∆ ∆⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

. (2.17)

เนื่องจากเราไมสามารถหาคาของ 1/2 1/2
n

Ex i, j+ ,k+  (ที่เวลา n  วิธีของยีจะเก็บคา H )จึงประมาณ
คาสนามไฟฟาให

                    
1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2 2

n+ n
E + Ex xn i, j+ ,k+ i, j+ ,k+E =x i, j+ ,k+

−

. (2.18)

เมื่อนําสมการที่  (2.18)  แทนในสมการที่  (2.17)  พรอมทั้งจัดรูปสมการใหม     เราสามารถเขียน
1/2 1/2

n
Ex i, j+ ,k+  ไดดังนี้

          

( )

( )

( )

1/2 1/21
21/2 1/21/2 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/21

2 1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/21
2 1/2

t i, j+ ,k+

n+ ni, j+ ,k+E = Ex xi, j+ ,k+ i, j+ ,k+t i, j+ ,k++
i, j+ ,k+

t

i, j+ ,k+                                 +
t i, j+ ,k++

i, j+ ,k

σ

ε

σ

ε

ε

σ

ε

∆
−

−
∆

∆

∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1/2 1/2

1/2 1 1/2
1/2

n nH Hz zi, j+ ,k+ i, j,k+
y

n nH Hy yi, j+ ,k+ i, j+ ,k  
z+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

∆
⋅

−
−

∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

(2.19)
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ดวยวิธีการเดียวกัน สมการที่ (2.9) ถึง (2.13) เขียนในรูปสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาไดดังนี้

( )

( )

( )

1/2 1 1/21
21/2 1/21/2 1 1/2

1/2 1 1/2 1/2 1 1/21/2 1 1/21
2 1/2 1 1/2

1/2 1 1/2

1/21

t i , j+ ,k+

n+ ni , j+ ,k+E = Ey yi , j+ ,k+ i , j+ ,k+t i , j+ ,k++
i , j+ ,k+

t

i , j+ ,k+                                    +
t i , j+

σ

ε

σ

ε

ε

σ

∆ −
−

−−
− −∆ −

−

∆

−
∆ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1/2 1 1 1/2 1

1 1/2 1 1/2 1 1 1/2
2 1/2 1 1/2

n n
H Hx xi , j+ ,k+ i , j+ ,k

z
n n

+ ,k+ H Hz zi, j+ ,k+ i , j+ ,k+  
i , j+ ,k+ x

−

ε

− −

∆⋅
− −

−
− ∆

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

(2.20)

( )

( )

( )

1/2 1/2 11
21/2 1/21/2 1/2 1

1/2 1/2 1 1/2 1/2 1
1/2 1/2 11

2 1/2 1/2 1

1/2 1/2 1

1/21

t i , j+ ,k+

n+ ni , j+ ,k+E = Ez zi , j+ ,k+ i , j+ ,k+t i , j+ ,k++
i , j+ ,k+

t

i , j+ ,k+                                    +
t i , j+

σ

ε

σ

ε

ε

σ

∆ −
−

−−
− −∆ −

−

∆

−
∆ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1/2 1 1 1/2 1

1/2 1 1/2 1 1 1/2 1
2 1/2 1/2 1

n n
H Hy yi, j+ ,k+ i , j+ ,k+

x
n n+ ,k+ H Hx xi , j+ ,k+ i , j,k+  

i , j+ ,k+ yε

−
−

∆⋅
−− −

−
− ∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(2.21)

     

1
1/2 1 1 1/2 1 1

1/2 1/2
1/2 1 3/2 1/2 1 1/2

1/2 1/21/2 1 1 1/2 3/2 1 1/2 1/2 1

                                  

n+ n
H = Hx xi , j+ ,k+ i , j+ ,k+

n+ n+
E Ey yi , j+ ,k+ i , j+ ,k+

t z    +
n+ n+i , j+ ,k+ E Ez zi , j+ ,k+ i , j+ ,k+  

y

µ

− −

−
− −

∆ ∆⋅
− −− −

−
∆

⎛
⎜

⎛ ⎞ ⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎝

⎞
⎟
⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎠

(2.22)



10

        

1
1/2 1 1/2 1

1/2 1/2
1/2 1/2 1 1/2 1/2 1

1/2 1/2
1/2 1 1/2 3/2 1/2 1/2

n+ n
H = Hy yi, j+ ,k+ i, j+ ,k+

n+ n+
E Ez zi+ , j+ ,k+ i , j+ ,k+

t x                               +
n+ n+

i, j+ ,k+ E Ex xi, j+ ,k+ i, j+ ,k+  
z

µ

− −
∆ ∆⋅

−
−

∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2.23)

      

1
1 1/2 1 1/2

1/2 1/2
3/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2
1 1/2

1/2 1 1/2 1/2 1 1/2

n+ n
H = Hz zi, j+ ,k+ i, j+ ,k+

n+ n+
E Ex xi, j+ ,k+ i, j+ ,k+

yt
                               + n+ n+

i, j+ ,k+ E Ey yi+ , j+ ,k+ i , j+ ,k+  
x

µ

−

∆∆
⋅

−
−

−
∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

(2.24)
สมการที่ (2.19) ถึง (2.24) คือสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาของสมการแมกซเวลลตาม      
ขั้นตอนวิธีของยี (โดยแสดงเปนตัวอยางเฉพาะบางตําแหนง)   เมื่อตัวกลางเปนแบบเชิงเสน,        
ไอโซทรอปก และ ไมกระจายตามความถี่.

2.4 การกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข(Numerical Dispersive)
การคํานวณเชิงตัวเลขสามารถทําใหเกิดการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข.  การกระจาย

ทางความถี่เชิงตัวเลขเปนปรากฏการณที่คลื่นแมเหล็กไฟฟาซึ่งคาํนวณจากวิธีเชิงตัวเลขมีความเร็ว
เฟสเชิงตัวเลขตางจากความเปนจริงทางกายภาพและอาจมีการลดทอนของคลื่นเชิงตัวเลขเกิดขึ้น.  
การกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขเกี่ยวของกับความยาวคลื่น, ทิศทางการเคลื่อนที่ของคลื่น และ 
ระยะระหวางกริด ดังจะอธิบายในหัวขอตอไปนี้.

2.4.1 กรณีคลื่นสเกลาร 1 มิติ
พิจารณาสมการคลื่นสเกลาร 1 มิติ

                                                           
2 2

2
2 2
U U

= c
t x

∂ ∂

∂ ∂
(2.25)

ซึ่งมี c  เปนความเร็วเฟสของคลื่น(m/s).
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สมการผลตางสืบเนื่องของสมการที่ (2.25) ที่ตําแหนงพิกัด i  และลําดับข้ันเวลา n  เขียนไดเปน

                             21 2 11 1( ) 22( )

n n nU U +Un+ n nii+ iU = c∆t + U Ui i ix

− −− −
∆

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. (2.26)

กําหนดใหคลื่นที่พิจารณาเปนคลื่นรูปไซนดังสมการ

                            { }exp ( ) exp [ ( ) ]

exp exp ( )

nU = n t ki x  = n t k + k i xre imi
       = k i x n t k i xim re

ω ω

ω

⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∆ − ∆ ∆ − ∆

∆ ⋅ ∆ − ∆

j j j

j
(2.27)

โดย j  คือ -1 , ω  คือความเร็วเชิงมุม(rad/s) และ
k  คือคาของจํานวนคลื่น (Wave Number) ที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีเชิงตัวเลขซึ่งเรียก
วาจํานวนคลื่นเชิงตัวเลข (Numerical Wave Number) โดยเปนเลขเชิงซอน, k = k kre im+ j

เมื่อ kre  คือสวนจริง และ kim  คือสวนจินตภาพ.

สําหรับการคํานวณเชิงตัวเลข จํานวนคลื่นเชิงตัวเลขตางจากจํานวนคลื่นทางกายภาพ.  จํานวน
คลื่นเชิงตัวเลขสามารถเรียกอีกชื่อวาเวกเตอรคลื่นเชิงตัวเลข (Numerical Wavevector) ซึ่งมีทิศ
ตามการเคลื่อนที่ของคลื่น.

เมื่อแทนสมการที่ (2.27) ในสมการที่ (2.26) และจัดรูปสมการไดความสัมพันธระหวาง k

กับ ω  ดังนี้

                                       [ ]
2

1
arccos 1 cos 1

x
k = + ( t)

x c t
ω

∆
∆ −

∆ ∆

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
(2.28)

สมการที่ (2.28) คือความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข (Numerical Dispersion 
Relation).  ถานิยามตัวประกอบเสถียรภาพเชิงตัวเลข (Numerical Stability Factor) เปน
                                                                    c t

S =
x

∆

∆
(2.29)

และนิยามความละเอียดของการชักตัวอยางกริด (Grid Sampling Resolution) เปน

                                                                    N =
x

λ
λ ∆

(2.30)
โดย λ  คือความยาวคลื่น(m)
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แลวแทนในสมการที่ (2.28) จะไดความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขในพจนของ S

และ Nλ  ดังนี้

                                            
2

1 1 2
arccos 1 cos 1

πS
k = +

x S Nλ
−

∆

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

. (2.31)

2.4.2 กรณี 2 มิติและ 3 มิติ
การกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขในกรณี 2 มิติและ 3 มิติมีลักษณะเหมือนกับในกรณี 1 

มิติ แตมีทิศทางการเคลื่อนที่ของคลื่นเขามาเกี่ยวของดวย.  ความสัมพันธการกระจายทางความถี่
เชิงตัวเลข 2 มิติ   พิจารณาจากกรณีแบบแผนคลื่นทีเอ็ม (TM mode) ดังตอไปนี้.  กําหนดใหคลื่น
ที่พิจารณาเปนคลื่นรูปไซนซึ่งมีคาที่พิกัด ( )i x, j y∆ ∆  ณ เวลา n t∆  เปน

                
exp ( )

exp ( ) exp ( )

n
E = E n t k i x k j yx yz zoi, j

            = E k i x+k j y n t k i x k j yx,im y,im x,re y,rezo

ω

ω

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∆ − ∆ − ∆

∆ ∆ ⋅ ∆ − ∆ − ∆

j

j
(2.32)

               
exp ( )

exp ( ) exp ( )

n
H = H n t k i x k j yx yx xoi, j

             = H k i x+k j y n t k i x k j yx,im y,im x,re y,rexo

ω

ω

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∆ − ∆ − ∆

∆ ∆ ⋅ ∆ − ∆ − ∆

j

j
(2.33)

              
exp ( ∆ ∆ ∆ )

exp ( ∆ ∆ ) exp ( ∆ ∆ ∆ )

n
H = H n t k i x k j yx yy yoi, j

             = H k i x+k j y n t k i x k j yx,im y,im x,re y,reyo

ω

ω

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− −

⋅ − −

j

j
(2.34)

โดย kx  และ ky  คือสวนประกอบของเวกเตอรคลื่นเชิงตัวเลขตามแนวแกน x และ y ตามลําดับ.

จากสมการที่ (2.21) ถึง (2.23) กําหนดสภาพนํา = 0σ  เมื่อพิจารณาเฉพาะ E ,  Hz x  และ 
H y  ตามแนวแกน x และ y เราสามารถเขียนสมการเหลานี้ใหมไดเปน
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1/2 1 1/2

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1 1/2

n n
H Hy yi, j+ i , j+

n+ n t xE = E +z zi , j+ i , j+ n ni , j+ H Hx xi , j+ i , j  
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
−

− ∆ ∆⋅− − − −− −
−

∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2.35)

       
1/2 1/2

∆1 1/2 3/2 1/2 1/2
1/2 1 1/2 1

1/2 1

n+ n+E Ez ztn+ n i , j+ i , j+H = Hx xi , j+ i , j+ y
i , j+µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−− −− ⋅− − ∆
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2.36)

         
1/2 1/21 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2
1/2

n+ n+E En+ n z zt i+ , j+ i , j+H = H +y yi, j+ i, j+ x
i, j+µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−∆ −⋅
∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2.37)

สมการที่ (2.35) ถึง (2.37) คือสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา 2 มิติแบบแผนทีเอ็ม.
แทนสมการที่ (2.32) ถึง (2.34) ลงในสมการที่ (2.35) ถึง (2.37) และจัดสมการใหมได

                                                sin 2

sin 2

(k y/ )tE yzoH =xo y ( t/ )µ ω

∆∆
⋅

∆ ∆
(2.38)

                                                sin 2

sin 2

tE (k x/ )zo xH =yo x ( t/ )µ ω

∆ ∆
− ⋅

∆ ∆
(2.39)

                         sin sin sin
2 2 2

k y HH k xt t y yoxo xE =zo y x

ω

ε

∆ ∆∆ ∆
−

∆ ∆

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

(2.40)

แทนสมการที่ (2.38) และ (2.39) ในสมการที่ (2.40) และจัดรูปสมการได

                      
222

sin sin sin
2 2 2

k yk x1 t 1 1 yx= +
c t x y

ω ∆∆∆

∆ ∆ ∆

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. (2.41)

สมการที่ (2.41) คือความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขในกรณี 2 มิติ.  สําหรับกรณี 3 
มิติมีความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขคลายกับสมการที่ (2.41) ดังนี้
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22 22

sin sin sin sin
2 2 2 2

k yk x1 t 1 1 1 k zyx z= + +
c t x y z

ω ∆∆∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. (2.42)

ถากําหนดให x y z∆ = ∆ = ∆ = ∆  สมการที่ (2.41) และ (2.42) สามารถเขียนใหอยูในพจน
ของ S  และ Nλ  ได

                             cos sin2 2 2sin sin sin2 2 2

1 S k k
= +

NS

π φ φ

λ

∆ ⋅ ∆ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

(2.43)

และ

          sin cos sin sin cos2 2 2 2sin sin sin sin2 2 2 2

1 S k k k
= + +

NS

π θ φ θ φ θ

λ

∆ ⋅ ∆ ⋅ ∆ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

(2.44)

ตามลําดับ โดย θ  และ φ  คือทิศการคลื่นที่ของคลื่นตามระบบพิกัดทรงกลม r( , θ, φ) .

จากที่กลาวมาขางตน เราพบวาความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขเกี่ยวของกับ 
k .  หัวขอตอไปจะกลาวถึงผลของคา k  ตอปรากฏการณการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข.

2.4.3 จํานวนคลื่นเชิงตัวเลขกับปรากฏการณการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข
กรณี 1 มิติ
พิจารณาสมการที่ (2.31) ที่คา S  คงที่คาหนึ่ง Nλ  มีโอกาสทําให k  เปนจํานวนจริงหรือ

จํานวนเชิงซอนได.  สมการที่ (2.27) แสดงวาถา kim  ไมเทากับศูนย แอมพลิจูดของคลื่นจากผล
การคํานวณจะผิดเพี้ยนไปจากคลื่นจริงแบบฟงกชันเลขชี้กําลัง.

จากนิยามความเร็วเฟสเชิงตัวเลข

                                                                v =p kre

ω (2.45)

โดย v p  คือความเร็วเฟสเชิงตัวเลข(m/s)
ไดแสดง kre  มีความสัมพันธกับ v p   ดังนั้นการกําหนด Nλ  จึงสงผลตอ v p ดวย.
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กรณี 2 มิติ
เพื่อใหงายตอความเขาใจ การอธิบายในที่นี้เปนกรณี 2 มิติและทิศการเคลื่อนที่ของคลื่นคือ 

φ  เทากับ 0  และ 45 .  สําหรับกรณีมุมอ่ืนๆ และ กรณี 3 มิติสามารถพิจารณาไดในลักษณะ
คลายกัน.

กรณี φ  เทากับ 0  เราสามารถจัดสมการที่ (2.43) ใหแสดงคา k  ไดเปน
                                                      ( )2

arcsink = ζ
∆

(2.46)

โดย sin
1 S

=
S N

π
ζ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

ดังนั้น k  เปนจํานวนจริงเมื่อ 1ζ ≤  หรือ 
arcsin( )

S
N

S

π
λ ≥ .

เมื่อ 
arcsin( )

S
N

S

π
λ ≥  เราสามารถเขียนสมการของ kre , kim  และ v p  ได

                                                         ( ) ;
2

arcsin

0

k =re

k =im

ζ
∆ (2.47)

                                                 
( )arcsin

v = = cp k Nre

ω π

ζλ
. (2.48)

เนื่องจาก kim  ในสมการที่ (2.47) เทากับศูนย ดังนั้นจึงไมมีความผิดเพี้ยนของแอมพลิจูดจากผล
การคํานวณ.
เมื่อ 

arcsin( )

S
N

S

π
λ <  คา 1ζ >  และ ( )arcsin ζ เปนเลขเชิงซอน.  ฟงกชันอารกไซนที่เปนคา

เชิงซอนสามารถเขียนไดเปน

                                              ( ) { }2arcsin ln 1= + -ζ ζ ζ−j j (2.49)

และแทนสมการที่ (2.49) ในสมการที่ (2.46) พรอมทั้งจัดรูปแบบสมการใหมได

                                              2 2ln 1k = +π ζ ζ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
∆ ∆

j . (2.50)
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คา kre , kim  และ v p  จึงแสดงไดดังสมการเหลานี้

                                k =re
π
∆

;                   2 2ln 1k = +im ζ ζ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
∆

. (2.51)

                                                 2
v = = = cp k ( ) Nr

ω ω

π/ λ∆
. (2.52)

เนื่องจาก kim  จากสมการที่ (2.51) ไมเทากับศูนย ดังนั้นแอมพลิจูดของคลื่นที่คํานวณไดจะเกิด
การผิดเพี้ยนไปจากคลื่นจริงแบบฟงกชันเลขชี้กําลังตามพจน exp k i x+k j yx,im y,im⎡ ⎤

⎣ ⎦∆ ∆  ในสมการ
ที่ (2.32) ถึง (2.34) ดังนี้

               
( ) ( )

( )

( )

exp exp cos sin

2exp exp 2ln 1

exp                                               

k i x+k j y = k i +k jx,im y,im im im

                                         = k i = +  iim

= - i

φ φ

ζ ζ

α

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∆ ∆ ∆ ∆

∆ − −

∆

(2.53)

โดย ∆α  คือคาคงตัวลดทอนเลขชี้กําลังตอกริด.

กรณี φ  เทากับ 45 เราสามารถจัดสมการที่ (2.43) ใหแสดงคา k  ไดเปน

                                                          ( )2 2
arcsink = ζ

∆
(2.54)

โดย sin
2

1 S
=

S N

π
ζ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

ดังนั้น k  เปนจํานวนจริงเมื่อ 1ζ ≤  หรือ 
2arcsin( )

S
N

S

π
≥λ .

เมื่อ 
2arcsin( )

S
N

S

π
≥λ  เราสามารถเขียนสมการของ kre , kim  และ v p  ได

                                          ( )2 2
arcsink =re ζ

∆
;              0k =im (2.55)

                                              
( )2 arcsin

v = = cp k N  re

ω π

ζλ
(2.56)
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เนื่องจาก kim  ในสมการที่ (2.55) เทากับศูนย ดังนั้นจึงไมมีความผิดเพี้ยนของแอมพลิจูดจากผล
การคํานวณ.

เมื่อ 
2

<
arcsin( )

S
N

S

π
λ  คา > 1ζ  และ ( )arcsin ζ เปนเลขเชิงซอน. จากสมการที่ (2.49) และ 

(2.54) เราสามารถเขียนสมการของ k  ดังนี้

                                                     { }2 2 2ln 1k =  +  ζ ζ− −
∆

j j . (2.57)

คา kre , kim  และ v p  จึงแสดงไดดังสมการตอไปนี้

                                2k =re
π

∆
;                2 2 2ln 1k = +im ζ ζ− −

∆
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (2.58)

                                                   2

2
v = = = cp k ( / ) Nre

ω ω

π λ∆
. (2.59)

เนื่องจาก kim  จากสมการที่ (2.58) ไมเทากับศูนย ดังนั้นแอมพลิจูดของคลื่นที่คํานวณไดจะเกิด
การผิดเพี้ยนไปจากคลื่นจริงแบบฟงกชันเลขชี้กําลังตามพจน exp k i x+k j yx,im y,im⎡ ⎤

⎣ ⎦∆ ∆  ในสมการ
ที่ (2.32) ถึง (2.34) ดังนี้

  
( ) ( )

( )

exp exp cos sin

2 2exp ( )2ln 1 exp 2 2ln 1

exp

k i x+k j y = k i +k jx,im y,im im im

                                          = i+ j + = + i

                                          = i

φ φ

ζ ζ ζ ζ

α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∆ ∆ ∆ ∆

− − − −

− ∆

. (2.60)

จากที่กลาวมาในหัวขอนี้ การมีสวนจินตภาพของจํานวนคลื่นเชิงตัวเลขมีผลตอความผิด
เพี้ยนของแอมพลิจูดของคลื่นที่คํานวณได และสวนจริงมีผลตอความคลาดเคลื่อนของความเร็ว
เฟสเชิงตัวเลข. จํานวนคลื่นเชิงตัวเลขจะมีสวนจินตภาพหรือไมและสวนจริงจะมีผลตอความคลาด
เคลื่อนของความเร็วเฟสเชิงตัวเลขเทาใด ข้ึนอยูกับการกําหนด Nλ , S  และ ทิศทางการเคลื่อนที่
ของคลื่น.   ในการคํานวณเชิงตัวเลข  เมื่อมีการกําหนด Nλ  ที่มากพอ  ความผิดเพี้ยนของ      
แอมพลิจูดจะไมเกิด และความคลาดเคลื่อนของความเร็วเฟสเชิงตัวเลขก็นอยลง.  สวนทายนี้จะ
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ยกกรณีศึกษาที่แสดงความสัมพันธของความเร็วเฟสเชิงตัวเลขและการลดทอนของแอมพลิจูดกับ 
Nλ  เพื่อความเขาใจปรากฏการณการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขไดดีขึ้น.

กรณีศึกษา
กรณีศึกษาเปนปญหา 2 มิติของคลื่นที่เคลื่อนที่ดวยมุม φ  เทากับ 0  และ 45 .  การ

พิจารณาปญหาจะแบงเปนพิจารณาความเร็วเฟสเชิงตัวเลขและพิจารณาความผิดเพี้ยนของ   
แอมพลิจูด เมื่อแปรผันคา Nλ .  ผลการพิจารณามีดังตอไปนี้.

ความเร็วเฟสเชิงตัวเลขซึ่งเทียบบรรทัดฐานกับ c  เมื่อแปรผันคา Nλ  แสดงในรูปที่ 2.2.  
การแปรผันคา Nλ  จะเริ่มต้ังแตคาต่ําสุด N ,minλ  ซึ่งพิจารณาจากทฤษฎี Nyquist จนถึงคา Nλ

ที่ตองการคือ 10.0.  สําหรับปญหานี้กําหนดพารามิเตอร S  เทากับ 0.5 และ 1/ 2  ดังนั้นคา 
N ,minλ จึงเทากับ 1 และ 1.414 ตามลําดับ.  จากรูปที่ 2.2 คา Nλ  ณ จุดต่ําสุดของกราฟแตละ
เสนคือคาต่ําสุดที่ยังทําให k  เปนจํานวนจริงอยู (หรือเรียกวา N transitionλ, ).  รูปที่ 2.2 แสดงวา 
N transitionλ,  ที่ S  เทากับ 0.5 มีคามากกวา N transitionλ,  ที่ S  เทากับ  1/ 2  เมื่อ φ  มีคาเทา
กัน และ N transitionλ,  ที่ φ  เทากับ 45  มีคานอยกวา N transitionλ,  ที่ φ  เทากับ  0  เมื่อ S  มี
คาเทากัน. นอกจากนี้ รูปที่ 2.2 ยังแสดงความเร็วเฟสเชิงตัวเลขของกราฟแตละเสนในชวง 
[ N ,minλ , N transitionλ, ) มีคาเพิ่มข้ึนเมื่อ Nλ  ลดลงและมีคาสูงกวา c  ที่ N ,minλ  ยกเวนกรณี S

เทากับ 1/ 2  และ φ  เทากับ 45  ซึ่งกราฟมีลักษณะเปนเสนตรงตลอด. สําหรับชวง
[ N transitionλ, ,10.0] ความเร็วเฟสเชิงตัวเลขมีคาเขาใกล c  มากขึ้นเมื่อ Nλ  เพิ่มข้ึน.  จากรูปที่ 
2.2 สรุปไดวาการกําหนด S  และมุม φ  มีผลตอ N transitionλ, .  เมื่อคา Nλ  สูงขึ้น ความเร็วเฟส
ก็จะเขาใกล c  ยิ่งขึ้น หรือพิจารณาไดจากรูปที่ 2.3 ซึ่งแสดงความคลาดเคลื่อนของความเร็วเฟส
เชิงตัวเลขลดลงเมื่อ Nλ  เพิ่มข้ึน โดยพิจารณาในชวง [ N transitionλ, ,100.0].  สําหรับกรณี S

เทากับ 1/ 2  และ φ  เทากับ 45  ไมแสดงในรูปที่ 2.3  เนื่องจากความคลาดเคลื่อนมีคาต่ํามาก
(นอยกวา 10-14).

ผลการพิจารณาความผิดเพี้ยนของแอมพลิจูดแสดงจากคาคงตัวลดทอนเลขชี้กําลังตอ
กริด. รูปที่ 2.4 แสดงความสัมพันธระหวางคาคงตัวลดทอนเลขชี้กําลังตอกริด เมื่อแปรผันคา Nλ

ในชวง [ N ,minλ ,4.0).  การลดทอนตอกริดมีมากขึ้นเมื่อ Nλ  ลดลง แตเมื่อ Nλ  ไมนอยกวา 
N transitionλ,  การลดทอนจะไมเกิดขึ้น. นอกจากนี้ การกําหนด S  และมุม φ  ก็มีผลตอการลด
ทอนดวย. สําหรับกรณี S  เทากับ 1/ 2  และ φ  เทากับ 45  ไมไดแสดงในรูปเพราะไมเกิด
ปรากฏการณการลดทอน.
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รูปที่ 2.2 ความสัมพันธระหวางความเร็วเฟสเชิงตัวเลขเทียบบรรทัดฐานกับ c  กับ Nλ

รูปที่ 2.3 ความสัมพันธระหวางเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนของความเร็วเฟสเชิงตัวเลข กับ Nλ
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รูปที่ 2.4 ความสัมพันธระหวางคาคงตัวลดทอนเลขชี้กําลังตอกริด กับ Nλ

จากขางตนสรุปไดวา การเกิดปรากฏการณการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขเกี่ยวของกับ 
k  ซึ่งมีความสัมพันธกับ S , φ  และ Nλ  ตามสมการความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัว
เลขในสมการที่ (2.31), (2.43) และ (2.44) สําหรับกรณี 1, 2 และ 3 มิติตามลําดับ.  การกําหนด
คา S  มีผลตอความคลาดเคลื่อนของความเร็วเฟสเชิงตัวเลขและการลดทอนของแอมพลิจูดจาก
คลื่นที่คํานวณได แตถาเพิ่ม Nλ  มากขึ้นความคลาดเคลื่อนและการลดทอนนี้ก็จะลดลง. กรณี
ศึกษาแสดงการกําหนด S  เทากับ 1/ 2  และ φ  เทากับ 45° ไมไดเกิดความคลาดเคลื่อนของ
ความเร็วเฟสเชิงตัวเลขและการลดทอนของแอมพลิจูด หรือไมเกิดการกระจายทางความถี่เชิงตัว
เลข.  กรณีที่ S  เทากับ 1/ 2   นี้เปนการกําหนด S  ที่คาขีดจํากัดเสถียรภาพคูรันตสําหรับ 2 มิติ 
ซึ่งจะไดอธิบายในขอหัวเสถียรภาพ (ซึ่งเกี่ยวของกับ S ) ตอไป.

2.5 เสถียรภาพเชิงตัวเลข(Numerical Stability)
หัวขอนี้จะพิจารณาเสถียรภาพเชิงตัวเลข.  การขาดเสถียรภาพเชิงตัวเลขในที่นี้คือ การที่

แอมพลิจูดของคลื่นเชิงตัวเลขเพิ่มข้ึนตามเวลาอยางไมมีที่สิ้นสุด.  เสถียรภาพเชิงตัวเลขสัมพันธ
กับ t∆  โดยการคํานวณจะมีเสถียรภาพก็ตอเมื่อ t∆  มีคาอยูภายในขอบเขตที่กําหนด.  การหา
ขอบเขตของ t∆  ทําโดยการวิเคราะหความถี่เชิงซอน.  ข้ันตอนการวิเคราะหความถี่เชิงซอนมีดังนี้.  
ใหคลื่นที่พิจารณาเปนคลื่นไซน และกําหนดความถี่เชิงมุมเปนเลขเชิงซอน, = +  re imω ω ωj  เมื่อ 
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reω  คือสวนจริง และ imω  คือสวนจินตภาพ  เราสามารถเขียนสมการคลื่น 3 มิติที่พิกัดตําแหนง 

i, j  และ k  ลําดับข้ันเวลา n  ไดดังนี้

                         { }
( )

exp ( )

exp exp ( )

n
U = U +  n t k i x k j y k k zre im x y zoi, j,k

           = U n t n t k i x k j y k k zim re x y zo

ω ω

ω ω

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎣ ⎦

∆ − ∆ − ∆ − ∆

− ∆ ⋅ ∆ − ∆ − ∆ − ∆

j j

j
(2.61)

โดย U  คือเวกเตอรสนามไฟฟาหรือเวกเตอรสนามแมเหล็ก.

จากความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข 3 มิติในสมการที่ (2.42) เมื่อพิจารณาความถี่
เชิงมุมเปนคาเชิงซอน เราสามารถเขียนสมการใหมไดเปน

       
22 22

1 1 1 1
sin sin sin sin

2 2 2 2

k yk xt k zyx z= + +
c t x y z

ω ∆∆∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. (2.62)

หรือ

                                                            ( )2
arcsin=

t
ω ξ

∆
(2.63)

โดย
( ) ( ) ( )

1 1 12 2 2sin sin sin2 2 22 2 2

k yk x k zyx z= c t + +
x y z

ξ
∆∆ ∆

∆
∆ ∆ ∆

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.

จากสมการที่ (2.63) เมื่อ k  เปนจํานวนจริงพบวา

                                    
( ) ( ) ( )

1 1 1
0 2 2 2c t + + upper bound

x y z
ξ ξ≤ ≤ ∆ ≡

∆ ∆ ∆
(2.64)

โดย ดรรชนีลาง upper bound  ระบุขอบเขตบน.

จากที่กลาวมาขางตน สมการที่ (2.61) แสดงวา แอมพลิจูดของคลื่นเชิงตัวเลขจะเพิ่มข้ึนถา 
0imω <  หรือลดลงถา 0imω > .  แอมพลิจูดจะคงที่ตลอดเวลาเมื่อ 0imω = .  สมการที่ (2.63) 

แสดงวา 0imω ≠  ก็ตอเมื่อ  1ξ > .  ดังนั้นการคํานวณเชิงตัวเลขมีโอกาสที่ 0imω ≠  ไดหรือไม ขึ้น
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อยูกับ upper boundξ  ในสมการที่ (2.64) วามีคามากกวา 1 ไดหรือไม.  จากสมการที่ (2.64) เรา
สามารถแบงการพิจารณาออกเปน 2 ชวงคือ ชวงเสถียรภาพและชวงไมเสถียรภาพดังนี้.

ชวงเสถียรภาพ
ชวงนี้เปนชวงที่ 1ξ0 ≤ ≤ .  โดยในชวงนี้ เมื่อพิจารณาจากสมการที่ (2.63) คา 0imω =  ดัง

นั้นแอมพลิจูดจึงคงที่ตลอดเวลา.
ชวงไมเสถียรภาพ
ชวงนี้เปนชวงที่ upper boundξ ξ1 < ≤ โดยในชวงนี้ เมื่อพิจารณาจากสมการที่ (2.63) คา 
0imω ≠  ดังนั้นแอมพลิจูดจึงขาดเสถียรภาพ.  กรณีจะเกิดขึ้นเมื่อ

                                   
( ) ( ) ( )

1 1 1
12 2 2= c t + + >upper bound

x y z
ξ ∆

∆ ∆ ∆
. (2.65)

จากสมการที่ (2.65) เงื่อนไขของ t∆  ที่ทําให 1upper boundξ >  คือ

                                          

( ) ( ) ( )

1
31 1 1

2 2 2

t > tmax- D
c + +

x y z

∆ ≡ ∆

∆ ∆ ∆

(2.66)

โดย 3tmax- D∆  คือคา t∆  สูงสุดที่จะไมทําใหเกิดภาวะไมเสถียรภาพเชิงตัวเลขอยางแนนอนใน
กรณี 3 มิติ.

สําหรับกรณีที่ x y z∆ = ∆ = ∆ = ∆  สมการที่ (2.66) สามารถเขียนไดเปน

                                        

( ) ( ) ( )

1
31 1 1 3

2 2 2

t > = tmax- Dc
c + +

∆
∆ ≡ ∆

∆ ∆ ∆

. (2.67)

สําหรับกรณี 2 มิติ และ 1 มิติคือ
                                                     22

t > tmax- Dc

∆
∆ ≡ ∆ (2.68)

                                                    1t > tmax- Dc

∆
∆ ≡ ∆ (2.69)
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จากสมการที่ (2.67) ถึง (2.69) เราสามารถเขียนสมการในรูปของขีดจํากัดเสถียรภาพคูรันต 
(Courant Stability Limit) ซึ่งการคํานวณจะมีเสถียรภาพเชิงตัวเลขก็ตอเมื่อจํานวนคูรันต ( S ) ไม
มากกวาขีดจํากัดเสถียรภาพคูรันต.
กรณี 3 มิติ
                                                           1

=3 3
Smax- D (2.70)

กรณี 2 มิติ
                                                          1

2 2
S =max- D (2.71)

กรณี 1 มิติ
                                                          1

= 11 1
Smax- D = (2.72)

จากที่กลาวมาในหัวขอนี้ การคํานวณอาจเกิดภาวะไมเสถียรภาพได ถากําหนด t∆  และ S

ไมเหมาะสม.  การคํานวณใหอยูภายใตภาวะเสถียรภาพไดนั้น t∆  และ S  ตองอยูภายในขอบเขต
คาขีดจํากัด.



บทที่ 3

เทคนิคที่ใชในการคํานวณ

วิทยานิพนธนี้ไดประยุกตใชเทคนิคตางๆ กับการคํานวณดวยวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา 
เพื่อลดหนวยความจําของคอมพิวเตอรและเวลาในการคํานวณ.  เทคนิคตางๆ นี้ไดแก วิธีชั้น      
ตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ, วิธีการแบงสนามรวมและสนามกระเจิง (Total-Field/Scattered-
Field: TF/SF) และวิธีการปรับมาตราความถี่.  รายละเอียดในแตละวิธีมีดังตอไปนี้.

3.1 วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ
วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณเปนวิธีหนึ่งที่สรางเงื่อนไขขอบเขตการดูดซึม 

(Absorbing Boundary Conditions: ABCs) เพื่อใหสามารถจําลองบริเวณเปดดวยบริเวณปดได
อยางมีประสิทธิภาพ.  ประโยชนของวิธีนี้สามารถลดหนวยความจําคอมพิวเตอรในการคํานวณ 
และสามารถกําจัดคลื่นสะทอนจากขอบเขต โดยเฉพาะเมื่อคํานวณเปนเวลานานๆ.  หลักการของ
วิธีนี้คือ การเพิ่มชั้นตัวกลางชนิดหนึ่งรอบขอบเขตของบริเวณปดที่จะแทนดวยบริเวณเปด.  คุณ
สมบัติของตัวกลางนี้ทําใหคลื่นที่สะทอนจากตัวกลางนี้มีนอยมากและคลื่นที่เคลื่อนที่เขาไปในตัว
กลางนี้ถูกลดทอนขนาดลงจนเกือบเปนศูนย ดังนั้นคลื่นในบริเวณปดของปญหาจะมีพฤติกรรม
เสมือนอยูในบริเวณเปดที่มีขนาดอนันต.

หัวขอนี้ไดอธิบายถึงการพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตการดูดซึมในกรณี 1 มิติดวยหลักการอยาง
งายและในกรณี 2 มิติและ 3 มิติดวยวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ.

3.1.1 เงื่อนไขขอบเขตการดูดซึมใน 1 มิติ
การคํานวณสนามใน 1 มิติคือการหาสนาม ณ ตําแหนงตางๆ จากการคํานวณโดยใชคา

สนามในตําแหนงขางเคียงทั้ง 2 ขาง.  ปญหาจากการหาสนามที่ตําแหนงขอบของบริเวณปดคือ 
เราไมสามารถรูคาสนามในตําแหนงขางเคียงขางใดขางหนึ่งได เนื่องจากหนวยความจํา
คอมพิวเตอรจะเกบ็คาสนามภายในขอบเขตของบริเวณปดเทานั้น.  หลักการจําลองบริเวณเปดใน 
1 มิติคือ การกําหนดใหคาสนามที่ขอบของบริเวณปด ณ เวลา n t∆  มีคาเทากับคาสนามที่อยู
ตําแหนงถัดจากขอบของบริเวณปดเขาไปขางในอีก 1 กริดเมื่อเวลา ( )n n t′− ∆  โดย n′  คือจํานวน
ลําดับข้ันเวลาที่คลื่นใชในการเคลื่อนที่เปนระยะทางได 1 กริด[20].
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ตัวอยางเชน การพิจารณาการเคลื่อนที่ตามแนวแกน x ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในอากาศ.  

เมื่อกําหนด S =0.5 เราสามารถหาระยะทางที่คลื่นเคลื่อนที่ภายในเวลา ∆t  ไดจากสมการนิยาม
ตัวประกอบเสถียรภาพในบทที่ 2 ดังนี้

                                           0 0
0

0.5 x
distance = c t = c = 0.5 x

c

∆
× ∆ ⋅ ∆ (3.1)

โดย distance  คือระยะทางที่คลื่นเคลื่อนที่,
0c  คือความเร็วของคลื่นในอากาศ(m/s).

สมการที่ (3.1) แสดงคลื่นสามารถเคลื่อนที่ได 0.5∆x  ภายในเวลา ∆t  หรือ 1 กริดภายในเวลา 2
ลําดับข้ันเวลา.  จากหลักการจําลองบริเวณเปดใน 1 มิติตามที่กลาวขางตน E  ที่ขอบของบริเวณ
ปดสามารถหาไดจากสมการ

                                                 
2 2

; 0 1 1
n n n n

E = E    E = Eedge edge
− −

− (3.2)

โดย 0
n

E  และ n
E edge  คือสนามที่ขอบดานซายและดานขวาของบริเวณปดตามลําดับ.

3.1.2 วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณใน 2 มิติ
หัวขอนี้อธิบายวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณในกรณี 2 มิติ.  เพื่อใหงายตอความเขา

ใจวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ  หัวขอนี้จึงอธิบายกรณี 2 มิติอยางละเอียดกอน ตอจาก
นั้นจึงขยายไปสูกรณี 3 มิติในหัวขอถัดไป.

พิจารณาสมการที่ (2.10) ถึง (2.12) เปนแบบแผนทีเอ็ม 2 มิติ. จากนั้นแปลงสมการใหอยู
ในรูปโดเมนความถี่ พรอมเพิ่มคาคงตัวแอนไอโซโทรปกไมจริง (Fictitious Anisotropic 
Constants) เพื่อแทนการเพิ่มชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ[21] ไดสมการ

                                      1
( ) ( )

H Hy xE x y = Ez F F zz z x y

∂ ∂∗ ∗ω ε ε σ
ε ∂ ∂

⋅ ⋅ − −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

j (3.3)

                                    1
( ) ( )

ΕzH x y =x F Fx x y

∂∗ ∗ω µ µ
µ ∂

⋅ ⋅ −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

j (3.4)

                                   1
( ) ( )

ΕzH x y =y F Fy y x

∂∗ ∗ω µ µ
µ ∂

⋅ ⋅
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

j (3.5)
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โดย F
∗ε  และ F

∗µ  คือคาคงตัวแอนไอโซโทรปกไมจริงและมีดรรชนีลาง x , y  และ z  ระบุสวน
ประกอบในระบบพิกัดคารทีเซียน,
ε , µ  และ σ  คือสภาพยอม(F/m), ความซาบซึมได(H/m) และ สภาพนํา(S/m) ของแบบ
จําลองและบริเวณปดรอบแบบจําลองตามลําดับ.

คา F
∗ε  และ F

∗µ  คือสภาพยอมสัมพัทธและความซาบซึมไดสัมพัทธตามลําดับ ของชั้นตัวกลางไร
คลื่นสะทอนสมบูรณซึ่งในที่นี้กําหนดเปนตัวกลางที่นําไฟฟา.

การกําหนดใหคลื่นที่มาตกกระทบชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณไมใหเกิดการสะทอน
กลับนั้น สามารถพิจารณาไดจากคาสัมประสิทธิ์การสะทอน ( Γ ) และอิมพิแดนซอินทรินซิก 
(Intrinsic Impedence).  สําหรับคลื่นที่เคลื่อนที่เขาไปในชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณจะลด
ทอนไดก็ตอเมื่อ F

∗ε  มีสวนจินตภาพ.  คา F
∗ε  ที่พิจารณาจึงเปนคาเชิงซอนหรือสภาพยอมสัมพัทธ

เชิงซอน.  รูปแบบของ F
∗ε  และ F

∗µ  ในชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณกําหนดเปนคาเชิงซอน
ดังสมการ[20, 22]

                                          ( )
( ) ( )       

0

mEzm = m  F Fz z,re
σ∗ε ε

ωε
− j (3.6)

เมื่อ m = x  หรือ y

                                         
( )

( ) ( )   
0

mHnm = m       F Fn n,re

σ∗µ µ
ωµ

− j (3.7)

เมื่อ m = x  หรือ y ; n = x  หรือ y  โดย m n≠

โดย Fre
ε  และ Fre

µ  เปนสวนจริง,

Eσ  และ Hσ  เปนสวนจินตภาพ และมีดรรชนีลาง x , y  และ z  ระบุสวนประกอบใน
ระบบพิกัดคารทีเซียน,

0ε  และ 0µ  คือสภาพยอมของอากาศ(F/m), ความซาบซึมไดของอากาศ(H/m) ตามลําดับ.

ชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณจะเกิดขึ้นไดก็ตอเมื่อ F
∗ε  และ F

∗µ  เปนไปตามเงื่อนไขดังนี้[20, 
23].

1) คาอิมพิแดนซอินทรินซิกจากบริเวณปญหา ( 0η ) ถึงชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอน
สมบูรณ ( pmlη ) มีคาเทากัน (ภาวะนี้ Γ = 0  หรือคลื่นไมเกิดการสะทอน) ดังสมการ
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                                               0 0= = 0
0 0

F
pml

F

∗µ µµ
η η∗ε εε

=⋅ (3.8)

นั่นคือ

                                                               = 1F

F

∗µ
∗ε

. (3.9)

2) คา F
∗ε  และ F

∗µ  ในทิศที่ตั้งฉากกับขอบเขตตองเปนสวนกลับของคา F
∗ε  และ F

∗µ

ในทิศอื่นๆ ตามลําดับดังสมการ

                                            1
( ) ( )

( )
= x = xF Fy zxFx

∗ ∗ε ε∗ε
(3.10)

                                            1
( ) ( )

( )
= y = yF Fx zyFy

∗ ∗ε ε∗ε
(3.11)

                                            1
( ) ( )

( )
= x = xF Fy zxFx

∗ ∗µ µ∗µ
(3.12)

                                            1
( ) ( )

( )
= y = yF Fx zyFy

∗ ∗µ µ∗µ
. (3.13)

จากสมการที่ (3.6) และ (3.7) ไดมีการกําหนดคาของพจนบางพจนไวดังนี้[20, 22].

                                          ( ) ( ) 1m = m =F Fz,re n,re
ε µ (3.14)

                                             
( )( ) ( )

0 0 0
nz

mm mHE F= =
σσ σ

ε µ ε
. (3.15)

จากสมการที่ (3.14) และ (3.15) เมื่อแทนในสมการที่ (3.6) และ (3.7) จะทําใหเงื่อนไขขอที่ 1 เปน
จริงตามสมการที่ (3.9).

จากสมการที่ (3.3) ถึง (3.5) เมื่อแทนคา F
∗ε  และ F

∗µ  เขาไปโดยใชสมการที่ (3.6), (3.7), 
(3.14) และ(3.15) และเงื่อนไขขอที่ 2 จะไดสมการที่รวมการประยุกตวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอน
สมบูรณไดดังนี้

                          ( ) ( ) 11 1
0 0

Hx y Hy xF FE = Ez zx y
∂σ σ ∂

ω σ
ωε ωε ε ∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ − ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j (3.16)
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1

( ) ( ) 11 1
0 0

x y EF F zH =x y
σ σ ∂ω −
ωε ωε µ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⋅ − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
j j j (3.17)

                      
1

( ) ( ) 11 1
0 0

x y EF F zH =y x
σ σ ∂ω

ωε ωε µ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j . (3.18)

ในทางปฏิบัติ เราจะประมาณคา ( )xFσ  และ ( )yFσ  จากสมการ[20, 22]

                                                           Xn( ) 2 0( )
i

i =F t
ε

σ
⋅

∆
(3.19)

โดย i  คือพิกัดตําแหนง x  และ y ,
Xn  คือพารามิเตอรชวย ซึ่ง

                                                 
3

Xn( ) 0.333
pml

i
i =

l

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(3.20)

เมื่อ 1, 2, ..., pml i = l

โดย  pmll  คือจํานวนกริดในชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ.

สมการที่ (3.19) และ (3.20) แสดงวาคา 0=Fσ  ที่บริเวณนอกชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ 
ดังนั้น ( )xFσ  และ ( )yFσ  จึงไมมีผล ณ บริเวณนี้.  เมื่อคลื่นเคลื่อนที่เขาสูชั้นตัวกลางไรคลื่น
สะทอนสมบูรณ Fσ  หรือสวนจินตภาพของ F

∗ε  และ F
∗µ  จะมีขนาดเพิ่มข้ึนตามระยะความลึกที่

คลื่นเคลื่อนที่เขาไป จึงทําใหมีการลดทอนของคลื่นเพิ่มข้ึนในช้ันตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ.
เราสามารถสรางสมการที่ (3.16) ถึง (3.18) เปนสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาได เมื่อ

เปลี่ยนรูปสมการใหอยูในรูปโดเมนเวลาและพิจารณาเหมือนกับหัวขอ 2.3 ในบทที่ 2.

3.1.3 วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณใน 3 มิติ
กรณี 3 มิติมีความคลายคลึงกับกรณี 2 มิติ โดยมีขั้นตอนดังตอไปนี้.
พิจารณาสมการที่ (2.8) ถึง (2.13) โดยแปลงสมการเหลานี้ใหอยูในรูปโดเมนความถี่ พรอม

เพิ่มคาคงตัวแอนไอโซโทรปกไมจริงเพื่อแทนการเพิ่มชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ[21] ได  
สมการ

                           1
( ) ( ) ( )

HH yzE x y z = Ex xF F Fx x x y z

∂∂∗ ∗ ∗ω ε ε ε σ
ε ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ − −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

j (3.21)
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                          1
( ) ( ) ( )

H Hx zE x y z = Ey yF F Fy y y z x

∂ ∂∗ ∗ ∗ω ε ε ε σ
ε ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ − −
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

j (3.22)

                           1
( ) ( ) ( )

H Hy xE x y z = Ez zF F Fz z z x y

∂ ∂∗ ∗ ∗ω ε ε ε σ
ε ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ − −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

j (3.23)

                         1
( ) ( ) ( )

E Ey zH x y z =x F F Fx x x z y

∂ ∂∗ ∗ ∗ω µ µ µ
µ ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

j (3.24)

                        1
( ) ( ) ( )

EE xzH x y z =y F F Fy y y x z

∂∂∗ ∗ ∗ω µ µ µ
µ ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ −
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

j (3.25)

                         1
( ) ( ) ( )

EE yxH x y z =z F F Fz z z y x

∂∂∗ ∗ ∗ω µ µ µ
µ ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

j . (3.26)

สําหรับรูปแบบของ F
∗ε  และ F

∗µ  ในชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณกําหนดเปนคาเชิงซอนดัง
สมการ[20, 22]

                                             ( )
( ) ( )       

0

mEnm = m  F Fn n,re
σ∗ε ε

ωε
− j (3.27)

                                            
( )

( ) ( )   
0

mHnm = m       F Fn n,re

σ∗µ µ
ωµ

− j (3.28)

เมื่อ m = x, y  หรือ z ; n = x, y  หรือ z  โดย m n≠ .

ชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณจะเกิดขึ้นไดก็ตอเมื่อ F
∗ε  และ F

∗µ  เปนไปตามเงื่อนไข
เดียวกันกับกรณี 2 มิติคือ

1) คาอิมพิแดนซอินทรินซิกจากบริเวณปญหา ( 0η ) ถึงชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอน
สมบูรณ ( pmlη ) มีคาเทากันดังสมการที่ (3.8) และ (3.9),

2) คา F
∗ε  และ F

∗µ  ในทิศที่ตั้งฉากกับขอบเขตตองเปนสวนกลับของคา F
∗ε  และ F

∗µ

ในทิศอื่นๆ ตามลําดับดังสมการที่ (3.10) ถึง (3.13) และ

                                                  1
( ) ( )

( ) x
= z = zF FyzFz

∗ ∗ε ε∗ε
(3.29)

                                                  1
( ) ( )

( ) x
= z = zF FyzFz

∗ ∗µ µ∗µ
. (3.30)

สมการที่ (3.27) และ (3.28) ไดมีการกําหนดคาของพจนบางพจนไวเหมือนกับกรณี 2 มิติดัง     
สมการที่ (3.14) และ (3.15) เพื่อทําใหเงื่อนไขขอที่ 1 เปนจริงตามสมการที่ (3.9).  เมื่อแทนคา F

∗ε
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และ F

∗µ  เขาไปในสมการที่ (3.21) ถึง (3.26) โดยใชสมการที่ (3.27), (3.28), (3.14) และ(3.15) 
และเงื่อนไขขอที่ 2 จะไดสมการที่รวมการประยุกตวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณไดดังนี้

        
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

-
Hx y z H yF F F zE = Ex xy z

∂σ σ σ ∂ω σ
ωε ωε ωε ε ∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤
⋅ − ⋅ − ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j j (3.31)

        
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

x y z H HxF F F zE = Ey yz x
σ σ σ ∂ ∂ω σ
ωε ωε ωε ε ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤⋅ − ⋅ − ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j j (3.32)

        
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

Hx y z Hy xF F FE = Ez zx y
∂σ σ σ ∂

ω σ
ωε ωε ωε ε ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤

⋅ − ⋅ − ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
j j j j (3.33)

       
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

Ex y z EyF F F zH =x z y
∂σ σ σ ∂ω

ωε ωε ωε µ ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤

⋅ − ⋅ − ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
j j j j (3.34)

       
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

x y z EE xF F F zH =y x z
σ σ σ ∂∂ω

ωε ωε ωε µ ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤⋅ − ⋅ − ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j j (3.35)

       
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

Ex y z E yxF F FH =z y x
∂σ σ σ ∂

ω
ωε ωε ωε µ ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤

⋅ − ⋅ − ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
j j j j . (3.36)

ในทางปฏิบัติ เราสามารถประมาณคา ( )xFσ , ( )yFσ  และ ( )zFσ  จากสมการสมการที่ (3.19) 
และ (3.20) เมื่อ i  ในสมการคือพิกัดตําแหนง x , y  และ z .

3.2 วิธีการแบงสนามรวมและสนามกระเจิง
วิทยานิพนธนี้พิจารณาปญหาจากแหลงกําเนิดคลื่นระนาบ โดยใชวิธีการแบงสนามรวม

(Total Field) และสนามกระเจิง (Scattered Field) เพื่อใหการทํางานของวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่น
สะทอนสมบูรณมีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น.  วิธีนี้แยกวิเคราะหสนามกระเจิงออกจากสนามรวมโดยให
สนามรวมเกิดจากสนามตกกระทบ (Incident Field) รวมกับสนามกระเจิง

                                                   E = E + Escatinctotal (3.37)
                                                  H = H + Hscatinctotal (3.38)

โดยมี ดรรชนีลาง total,  inc  และ scat  ระบุวาเปนสนามรวม, สนามตกกระทบ และสนามกระเจิง 
ตามลําดับ.
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จากสมการที่ (3.37) และ (3.38) เมื่อสนามตกกระทบเปนสนามที่ถูกกําหนดขึ้นและทราบคาใน
ทุกๆ กริดและทุกๆ ชวงเวลา สนามกระเจิงสามารถหาไดจากการนําสนามรวมลบดวยสนามตก
กระทบ.

รูปที่ 3.1 แสดงตัวอยางการแบงบริเวณปดของปญหาดวยวิธีการแบงสนามรวมและสนาม
กระเจิง

รูปที่ 3.1 ขอบเขตของสนามรวม (TF), สนามกระเจิง (SF), วัตถุ,
 ชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ (PML) และตําแหนงของแหลงกําเนิดสนามตกกระทบ

ในบริเวณปดของปญหา

จากรูปที่ 3.1 กําหนดใหพื้นที่สี่เหลี่ยมทั้งหมดคือบริเวณปดที่จํากัดของปญหา.  วัตถุที่สนใจ
อยูภายในบริเวณสนามรวม โดยถัดจากสนามรวมคือบริเวณสนามกระเจิง. ชั้นตัวกลางไรคลื่น
สะทอนสมบูรณอยูที่ขอบของบริเวณปดเพื่อจําลองเปนบริเวณเปด. เนื่องจากขอบเขตของสนาม
กระเจิงอยูติดกับชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ ดังนั้นปริมาณของสนามกอนเขาสูชั้นตัวกลาง
ไรคลื่นสะทอนสมบูรณจึงลดลง.  เมื่อปริมาณสนามที่เขาสูชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณลดลง 
การทํางานของชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณก็มีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น.

3.2.1 ความสัมพันธระหวางสนามรวมและสนามกระเจิงที่บริเวณรอยตอ
สนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาตามขั้นตอนวิธีของยี 

ตองเปนสนามที่สอดคลองกัน (สนามรวมเหมือนกันหรือสนามกระเจิงเหมือนกัน) ทั้งหมดเทานั้น.  
เนื่องจากในการคํานวณมีการแบงบริเวณปญหาออกเปนบริเวณสนามรวมและบริเวณสนาม

TF

PML

SF object

Incident wavesource
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กระเจิง  ดังนั้นที่บริเวณรอยตอระหวาง 2 บริเวณนี้ สนามที่นํามาใชในการคํานวณจะไมสอดคลอง
กันทั้งหมด.  การคํานวณจึงตองพิจารณาความสัมพันธระหวางสนามรวมและสนามกระเจิง ณ 
บริเวณรอยตอ.

กรณี 1 มิติ
การพิจารณาคลื่นในกรณี 1 มิติไมยุงยาก เนื่องจากบริเวณของปญหาเปนเสนตรง.  หลัก

การคือ เมื่อเรากําลังหาสนามไฟฟาที่ตําแหนง i  ใหใชสนามแมเหล็กที่สอดคลองกัน ณ ตําแหนง 
+1/2i  และ 1/2i -  ในการคํานวณ. ถาสนามแมเหล็ก ณ ตําแหนง +1/2i  หรือ 1/2i -  ไมเปนสนาม
ที่สอดคลองกันกับสนามไฟฟาที่ตําแหนง i  ก็ตองหาคาสนามแมเหล็ก ณ ตําแหนง +1/2i  หรือ 

1/2i -  ที่สอดคลองกันกับสนามไฟฟาที่ตําแหนง i  ดวยสมการที่ (3.38).  กรณีหาสนามแมเหล็กก็
ใชหลักการและการพิจารณาที่คลายกัน โดยใชสมการที่ (3.37) หาคาสนามไฟฟาในแบบที่
ตองการ.  สังเกตวาในสมการที่ (3.37) และ (3.38) สนามตกกระทบเปนคาที่เราทราบ เนื่องจาก
เปนสนามจากแหลงกําเนิดที่กําหนดขึ้นมา.

กรณี 2 มิติ
ใน 2 มิติ การพิจารณามีความยุงยากเพิ่มข้ึนจากกรณี 1 มิติ.  วิทยานิพนธนี้แสดงความ

สัมพันธระหวางสนามในกรณีแบบแผนทีเอ็ม 2 มิติอยางละเอียดเพื่อที่จะขยายไปสูกรณี 3 มิติตอ
ไป.

รูปที่ 3.2 แสดงตําแหนงเวกเตอรของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กตามแบบแผนทีเอ็ม 2
มิติ.  ที่ขอบเขตของบริเวณสนามรวม เราพิจารณาความสัมพันธระหวางสนามโดยแบงเปน 4 กรณี
ตามขอบดานลาง, ดานบน, ดานซาย และดานขวา. ในที่นี้จะแสดงตัวอยางการพิจารณาความ
สัมพันธระหวางสนามเฉพาะตามขอบดานลาง ดังตอไปนี้.

กรณีขอบดานลาง. สมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาแบบแผนทีเอ็ม 2 มิติในสมการที่ 
(2.35) ถึง (2.37) ในบทที่ 2 ถูกนํามาพิจารณาอีกครั้ง โดยกําหนดพิกัดตําแหนงเปน ( )i, j  ใดๆ 
ตามรูปที่ 3.2 ดังนี้

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
n n n nH H H Hy y x xn+ n i+ , j i , j i , j+ i , jtE = E + -z zi , j i , j i, j x yε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −− − −∆ ⋅
∆ ∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(3.39)
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รูปที่ 3.2 ตําแหนงเวกเตอรสนามแมเหล็กและเวกเตอรสนามไฟฟา
ตามแบบแผนทีเอ็ม 2 มิติ

                
1/2 1/2

1 1/2 1/2
n+ n+

E Ez ztn+ n i , j+ i , jH = Hx xi , j i , j µ yi , j

−∆ −
− ⋅

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(3.40)

                  
1/2 1/2

1 1/2 1/2
n+ n+

E En+ n z zt i+ , j i , jH = H +y yi , j i , j xi , jµ

−∆ −
⋅

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (3.41)

เมื่อพิจารณาสมการที่ (3.39) และรูปที่ 3.2  Hxที่พิกัดตําแหนงตามแนวแกนตั้งและแนว
แกนนอนเทากับ 1/20j -  และ ,...,0 1i i  ตามลําดับเปนสนามกระเจิง ขณะที่สนามที่เหลือในสมการ
เปนสนามรวมหมด.  เราสามารถแปลง Hx  จากสนามกระเจิงเปนสนามรวมโดยการใชสมการที่ 
(3.38) และคาสนามตกกระทบ ณ พิกัดตําแหนงนั้น.  สมการที่ (3.39) ที่ขอบดานลางนี้สามารถ
เขียนใหมไดเปน

H y

Hx

1j

Ez ขอบเขตของ TF

TF

SF

0i 1i0
1
2

i - 1
1
2

i +

0j

0
1-
2

j

1
1
2

j +



34

         
1/2 1/2

1/2 1/2

1/21/2 1/2

n n
H Hy yi+ , j i , j

n+ n xtE = E +z zi , j i , j n ni , j nH H +Hx x,incx i , ji , j+ i , j
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
−

− ∆∆ ⋅
− − −

−
∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.42)

เมื่อพิจารณาสมการที่ (3.40) และรูปที่ 3.2  Ez ที่พิกัดตําแหนงตามแนวแกนตั้งและแนว
แกนนอนเทากับ 0j  และ 0 1i ,...,i  ตามลําดับเปนสนามรวม ขณะที่สนามที่เหลือในสมการเปน
สนามกระเจิงหมด.  เราสามารถแปลง Ez  จากสนามรวมเปนสนามกระเจิงดวยการใชสมการที่ 
(3.37) และสนามตกกระทบ ณ พิกัดตําแหนงนั้น.  สมการที่ (3.40) ที่ขอบดานลางนี้สามารถเขียน
ใหมไดเปน

          
1/21/2 1/2

1/2 1/21/21

n+n+ n+
E E Ez zz,inci , j+ i , ji , j+tn+ n

H = Hx xi , j i , j yi , jµ

− − −∆
− ⋅

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.43)

สําหรับการหา H y  ที่บริเวณรอยตอขอบเขตของ TF ดานลางในรูปที่ 3.2 สามารถใชสมการ
ที่ (3.41) โดยไมตองปรับรูปสมการ.

กรณีขอบดานบน. เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.39) การหา Ez  ที่พิกัด
ตําแหนง 1 0 1j = j ;  i = i ,...,i  สามารถเขียนใหมไดเปน

        
1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/21/2

n n
H Hy yi+ , j i , j

n+ n xtE = E +z zi , j i , j nni , j nH +H Hx x,inc xi , j+ i , ji , j+
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
−

− ∆∆ ⋅
− −

−
∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.44)

เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.40)  การหา Hx  ที่พิกัดตําแหนง 
1/21 0 1j = j + ;  i = i ,...,i  สามารถเขียนใหมไดเปน

           
1/21/2 1/2

1/2 1/2 1/21

n+n+ n+
E E Ez z z,inci , j+ i , j i , jtn+ n

H = Hx xi , j i , j yi , jµ

− −− −∆
− ⋅

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.45)
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สําหรับการหา H y  ที่บริเวณรอยตอขอบเขตของ TF ดานบนในรูปที่ 3.2 สามารถใชสมการ

ที่ (3.41) โดยไมตองปรับรูปสมการ.
กรณีขอบดานซาย. เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.39) การหา Ez  ที่พิกัด

ตําแหนง 0 0 1i = i ;  j = j ,..., j   สามารถเขียนใหมไดเปน

        
1/2 1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

nn n
H H + Hy y y,inci+ , j i , j i , j

n+ n- t xE = E +z zi , j i , j n ni , j H Hx xi , j+ i , j
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
− −

∆ ∆⋅

− −
−

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.46)

สําหรับการหา Hx  ที่บริเวณรอยตอขอบเขตของ TF ดานซายในรูปที่ 3.2 สามารถใชสมการ
ที่ (3.40) โดยไมตองปรับรูปสมการ.

เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.41)  การหา H y  ที่พิกัดตําแหนง 
1/20 0 1i = i - ;  j = j ,..., j   สามารถเขียนใหมไดเปน

           
1/21/2 1/2

1/2 1/21 1/2
n+n+ n+

E E Ez zz,inci + , j i , jn+ n i + , jt
H = H +y yi , j i , j xi , jµ

− −  −∆
⋅

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.47)

กรณีขอบดานขวา. เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.39) การหา Ez  ที่พิกัด
ตําแหนง  1 0 1i = i ;  j = j ,..., j  สามารถเขียนใหมไดเปน

          
1/2 1/21/2

1/2 1/2

1/2 1/2

nn n
H + H Hy yy,inci+ , j i , ji + , j

n+ n t xE = E +z zi , j i , j n ni , j H Hx xi , j+ i , j
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
−

− ∆ ∆⋅

− −
−

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.48)

สําหรับการหา Hx  ที่บริเวณรอยตอขอบเขตของ TF ดานขวาในรูปที่ 3.2 สามารถใชสมการ
ที่ (3.40) โดยไมตองปรับรูปสมการ.

เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.41)  การหา H y  ที่พิกัดตําแหนง 
1/21 0 1i = i + ;  j = j ,..., j   สามารถเขียนใหมไดเปน
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1/21/2 1/2

1/2 1/21 1/2
n+n+ n+

E E Ez z z,inci + , j i , jn+ n i , jt
H = H +y yi , j i , j xi , jµ

− −− −∆
⋅

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.49)

สําหรับการพิจารณากรณีแบบแผนทีอี (TE Mode) 2 มิติสามารถพิจารณาไดในลักษณะคลายกัน.

กรณี 3 มิติ
กรณี 3 มิติคลายกับกรณี 2 มิติ เพียงแตมีความซับซอนขึ้นตามจํานวนขอบเขตรอยตอ

ระหวางบริเวณสนามรวมและบริเวณสนามกระเจิงที่มากขึ้น.  กําหนดตําแหนงขอบเขตของบริเวณ
สนามรวมและสวนประกอบของสนามไฟฟาดังรูปที่ 3.3. สวนประกอบของสนามไฟฟาและของ
สนามแมเหล็กในตําแหนงอื่นๆ เปนไปตามรูปที่ 2.1 ของบทที่ 2.  ความสัมพันธของสนามแบงเปน
กรณีของดานรอยตอขอบเขตดังตอไปนี้[19].

รูปที่ 3.3 ตําแหนงขอบเขตของบริเวณสนามรวมและสวนประกอบของสนามไฟฟา
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ในสมการที่ (3.50) ถึง (3.73) ทางดานขวามือ     สนาม , , , ,E E E H Hx y z x y  และ Hz  หาไดจาก
สมการที่ (2.19) ถึง (2.24) ตามลําดับ สวนสนามตกกระทบ E , E , E , H , Hx,inc y,inc z,inc x,inc y,inc

และ  Hz,inc  ในทุกๆ พิกัดตําแหนงและทุกๆ ลําดับข้ันเวลาเปนสนามที่รูคา (ในสมการ ลําดับข้ัน
ทางเวลาระหวางสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กไมไดแสดงอยางมีความเกี่ยวเนื่องกัน).

3.3 วิธีการปรับมาตราความถี่
การใชวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่ต่ําโดยตรง ใชเวลา

ในการคํานวณนาน โดยเฉพาะเมื่อแบบจําลองมีความละเอียดสูงๆ.  การคํานวณจึงไมสามารถ
กระทําไดโดยตรงกับสนามแมเหล็กไฟฟาที่มีความถี่ 50 เฮิรตซ เนื่องจากเวลาที่ใชมากเกินกวาที่จะ
ทําไดในทางปฏิบัติ.  สําหรับการคํานวณในทางปฏิบัติ วิทยานิพนธนี้ไดคํานวณหาสนามไฟฟา
เหนี่ยวนําที่ความถี่สูงกอน แลวจึงปรับคาสนามไฟฟาเหนี่ยวนํามายังความถี่ต่ําดวยวิธีการปรับ
มาตราความถี่.

วิธีการปรับมาตราความถี่อาศัยภาวะสนามคลายสถิต (Quasi-Static Field) โดยวิธีนี้
สามารถใชไดเมื่อขนาดของแบบจําลองที่ศึกษาเล็กกวาความยาวคลื่นอยางนอย 10 เทา และ
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สภาพนํา σ  สภาพยอม ε  ของแบบจําลองเปนไปตามเงื่อนไข + 0σ ωε ωεj [10, 14].  จาก
ภาวะดังกลาว สนามไฟฟาภายในอากาศจะตั้งฉากกับแบบจําลอง ดังนั้นสนามไฟฟาภายในแบบ
จําลองสามารถหาไดจากเงื่อนไขขอบเขตของสนามไฟฟาที่ผิวของแบบจําลองดังนี้.

                                            ( )0n E = + n Eair modelωε σ ωε⋅ ⋅j j (3.74)

โดย n  คือเวกเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับผิวของแบบจําลอง และ
ω  คือความเร็วเชิงมุม(rad/s) เมื่อ
 ดรรชนีลาง model  และ air  ระบุภายในแบบจําลองและภายในอากาศตามลําดับ.

จากสมการที่ (3.74) เราสามารถนํามาหาความสัมพันธระหวางสนามที่ความถี่ต่ําและสนาม
ที่ความถี่สูงไดเปน

                                 
l h h h l h( + ) fl h hE = E Emodel model modelh l l l h lf( + )

ω σ ω ε σ
σω σ ω ε

≈
j

j
(3.75)

โดย f  คือความถี่(Hz) เมื่อ
ดรรชนีบน l  และ h  ระบุความถี่ต่ําและสูง ตามลําดับ.

ในทางปฏิบัติไดกําหนดใหพิจารณาคา σ  ที่ความถี่สูงเทากับคา σ  ที่ความถี่ต่ํา และคา rε  ใน
แบบจําลองมีคาเทากับ 1 เนื่องจาก σ ωε  จึงไมสงผลกระทบตอการคํานวณ.  สมการที่ (3.75) 
สามารถเขียนใหมได

                                                       lfl hE = Emodel modelhf
. (3.76)

สมการที่ (3.76) แสดงความสัมพันธระหวางสนามความถี่ต่ําและสนามความถี่สูงเปนไป
ตามสัดสวนของความถี่สูงที่ใชคํานวณและความถี่ต่ําที่พิจารณา.



บทที่ 4

แบบจําลองศีรษะมนุษย

บทนี้กลาวถึงขอมูลและแบบจําลองของศีรษะมนุษยที่ใชในการคํานวณ.  เนื้อหาสวนแรก
กลาวถึงที่มาและรายละเอียดของขอมูล ตอจากนั้นจะเปนการสรางแบบจําลองในการคํานวณ.

4.1 ขอมูลของศีรษะมนุษย
ขอมูลของศีรษะมนุษยประกอบดวยขอมูลทางกายวิภาคศาสตรและขอมูลคุณสมบัติทาง

ไฟฟาของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย.

4.1.1 แหลงที่มาของขอมูล
วิทยานิพนธนี้ใชขอมูลทางกายวิภาคศาสตรจาก Visible Human Project (VHP) ของ 

National Library Medicine (NLM) ประเทศสหรัฐอเมริกา[17].  สําหรับขอมูลคุณสมบัติทาง     
ไฟฟาของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย วิทยานิพนธนี้ใชขอมูลจากสถาบันฟสิกสประยุกต 
(Institute for Applied Physics) ของสภาวิจัยแหงชาติอิตาลี (Italian National Research 
Council)[24].

4.1.2 รายละเอียดของขอมูล
ขอมูลทางกายวิภาคศาสตรที่ไดจาก VHP ของ NLM เปนของศีรษะมนุษยเพศหญิงที่มีราย

ละเอียดสมบูรณและความละเอียดทางกายวิภาคสูง.  ลักษณะของขอมูลเปนภาพสี และแสดง
ภาคตัดขวางตามแนวระดับที่ความละเอียดระหวางภาคตัดขวางเทากับ 1/3 มิลลิเมตร.  ตัวอยาง
ภาคตัดขวางบางภาพแสดงในรูปที่ 4.1.  สําหรับชื่ออวัยวะตางๆ ในภาพทั้งหมดไดรับขอมูลจาก
แพทยและเว็บไซตของคณะแพทยศาสตร มหาวิทยาลัยฟลอริดา[25].

ขอมูลของคุณสมบัติทางไฟฟาของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษยที่ไดจากเอกสารอางอิง[24]
ประกอบดวยสภาพนํา(S/m), สภาพยอมสัมพัทธ และแทนเจนตการสูญเสีย ตั่งแตความถี่ 10 Hz 
ถึง 100 GHz.  คุณสมบัตทิางไฟฟาของแบบจําลองที่ใชในการคํานวณ ไดแกสภาพนําและสภาพ
ยอมสัมพัทธ.  สําหรับการคํานวณในวิทยานิพนธนี้ เราไดกําหนดใหสภาพยอมสัมพัทธเทากับ 1
ทั้งหมด เนื่องจาก σ ωε  จึงไมสงผลกระทบตอการคํานวณ (ในหัวขอที่ 3.3 ของบทที่ 3). ดังนั้น
คุณสมบัติทางไฟฟาของแบบจําลองในการคํานวณใชเฉพาะสภาพนํา.
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วิทยานิพนธนี้ใชอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษยทั้งหมด 43 อวัยวะ โดยสภาพนําของอวัยวะ

เหลานี้ที่ความถี่ 50 เฮิรตซ แสดงในตารางที่ 4.1.

4.2 การสรางแบบจําลองในการคํานวณ
การสรางแบบจําลองเพื่อนําไปคํานวณจะแบงเปนการทําฐานขอมูลจากขอมูลในหัวขอ 4.1 

และการนําฐานขอมูลมาสรางแบบจําลองศีรษะในการคํานวณดวยวิธี FDTD.

4.2.1 การทําฐานขอมูลของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย
การทําฐานขอมูลคือการนําขอมูลของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษยของภาพแตละภาค     

ตัดขวาง (จากหัวขอ 4.1.2) มาทําเปนรหัสตัวเลข และเก็บในรูปแบบของไฟลคอมพิวเตอร.  ขั้น
ตอนการทําฐานขอมูลประกอบดวย

1) กําหนดจุดในภาพภาคตัดขวางแตละภาพ โดยจุดแตละจุดมีระยะหางตามแนว
กวางและแนวยาวของภาพเทากับ 2 มิลลิเมตร,

2) กําหนดตัวเลขในจุดแตละจุดเปนตัวแทนชื่อและคาคุณสมบัติทางไฟฟาของ
อวัยวะที่อยู ณ จุดนั้น และ

3) ใชความละเอียดของระยะหางระหวางภาคตัดขวางเทากับ 2 มิลลิเมตร โดยจะมี
จํานวนภาพของภาคตัดขวางที่ใชทั้งหมดเทากับ 126 ภาพ.

รูปที่ 4.1 ภาพภาคตัดขวางของศีรษะมนุษยจาก VHP (แสดงแบบสเกลสีเทา)
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ตารางที่ 4.1 สภาพนําของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย(ที่ความถี่ 50 เฮิรตซ)[24]

ชื่ออวัยวะ σ  (S/m)
กลุมอากาศ : ชองชั้นเนื้อเยื่อหุมสมอง, ชองขางสมอง, ชองรูพรุน,
โพรงขากรรไกร, ชองรูหู และ frontalsinus

0

กลุมหลอดเลือด : หลอดเลือดดํารูปคันธนู, หลอดเลือดดําในสมอง
และหลอดเลือดแดง

0.2611

กระดูกฟองน้ํา 0.0807

กลุมเปลือกกระดูก : เพดานปาก, กระดูกสันหลัง, กระดูกแกม และ
กระดูกขากรรไกร

0.02005

กลุมสมองสวนสีเทา : caudate nucleus, thalamus และputamen 0.07526

สมองสวนสีขาว 0.05327

กลุมกระดูกออน : กระดูกออนตอมไทรอยด และกระดูกออนครอม
กลองเสียง

0.1714

สมองนอย 0.09526

เยื่อหุมสมองดูรา 0.5027

เปลือกตาชั้นนอก 0.5027

ไขมัน 0.01955

กลุมตอม : ตอมใตสมองพิทุอิทารี 0.08273

แกวตา 0.3214

กลุมกลามเนื้อ : กลามเนื้อขมับ และกลามเนื้อรอบตา 0.2333

หลอดอาหาร 0.5214

กลุมผิวหนัง : เนื้อเยื่อ, เนื้อเยื่อเมมเบรนหุมกระดูก, เนื้อเยื่อใตผิวหนัง,
หู และผนังและอุงรูจมูก

0.0004272

ไขสันหลัง 0.0247

ลิ้น 0.2714

ฟน 0.02005

หลอดลม 0.3005

ของเหลวคลายวุน 1.5

เสนประสาท : เสนประสาทตา 0.0274
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เมื่อเรานําฐานขอมูลของแตละภาคตัดขวางมาซอนกันตามแนวดิ่ง จะไดฐานขอมูลศีรษะมนุษย 3
มิติซึ่งมีลักษณะเปนกริดเรียงกันตามระบบพิกัดคารทีเซียนที่ความละเอียด 2 2 2× × มิลลิเมตร.

รูปที่ 4.2 แสดงตัวอยางฐานขอมูลของภาคตัดขวางหนึ่ง โดยกําหนดสัญลักษณแทน
อวัยวะดังนี้ 0 คืออากาศ, 1 คือผิวหนัง(skin), 2 คือกระดูกชั้นนอก(cortex of skull), 3 คือเนื้อเยื่อ
เมมเบรนหุมกระดูก(periosteum), 4 คือเนื้อเยื่อใตผิวหนัง(subcutaneous tissue), 5 คือโพรง
(sinus), 6 คือสมองสวนสีเทา(gray matter), 7 คือสมองสวนสีขาว(white matter), 8 คือชวงชั้นใต
เยื่อหุมสมอง(subarachnoid space), 9 คือกระดูกชั้นกลาง(medulla of skull) และ i คือเยื่อหุม
สมองชั้นดูรา(dura matter).

รูปที่ 4.2 ตัวอยางฐานขอมูลของภาคตัดขวาง

เมื่อนําฐานขอมูลในรูปที่ 4.2 มาแสดงดวยภาพสเกลสีเทา พรอมทั้งเปรียบเทียบกับภาพจริงไดดัง
รูปที่ 4.3.
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(ก) ภาพสเกลสีเทาจากฐานขอมูลในภาคตัดขวางของรูปที่ 4.2

(ข) ภาพภาคตัดขวางจริงสําหรับรูปที่ 4.3 (ก)

รูปที่ 4.3 ภาพสเกลสีเทาจากฐานขอมูลและภาพจริงในภาคตัดขวางหนึ่ง
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สําหรับกรณีที่จํานวนและความซับซอนของอวัยวะมีมากขึ้นเชนภาพภาคตัดขวางในรูปที่ 4.1 ภาพ
สเกลสีเทาจากฐานขอมูลในรูปที่ 4.1 แสดงไดดังรูปที่ 4.4.

รูปที่ 4.4 ภาพสเกลสีเทาจากฐานขอมูลของภาคตัดขวางในรูปที่ 4.1

เนื่องจากฐานขอมูลที่สรางขึ้นมีความละเอียดนอยกวาขอมูลจริงทางกายภาพ ดังนั้นภาพสเกล    
สีเทาจากฐานขอมูลของแบบจําลองศีรษะมนุษยจึงมีความคลาดเคลื่อนอยูบางเมื่อเปรียบเทียบกับ
ภาพของศีรษะมนุษยจริง.

4.2.2 การสรางแบบจําลองศีรษะมนุษยในการคํานวณดวยวิธี FDTD
การนําฐานขอมูลมาสรางเปนแบบจําลองเพื่อใชคํานวณสามารถทําได 2 วิธีคือ วิธีการนํา

ฐานขอมูลเขาไปคํานวณโดยตรง และวิธีการเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูล
กอนนําไปคํานวณ.
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วิธีการนําฐานขอมูลเขาไปคํานวณโดยตรง

วิธีนี้เปนการกําหนดตําแหนงที่สนใจ (ตําแหนงที่ตองการหาสนาม) บนจุดซึ่งไดกําหนดรหัส
ตัวเลขของฐานขอมูลไว.  เนื่องจากในการคํานวณดวยวิธี FDTD ตามขั้นตอนวิธีของยี ตําแหนง
สนามอยูเยื้องกันตามรูปที่ 2.1 ในบทที่ 2 ดังนั้นระยะหางระหวางตําแหนงของสนามชนิดเดียวกัน
หรือ ∆  มีขนาดเปน 2 เทาของความละเอียดของฐานขอมูล.  วิทยานิพนธนี้ใชฐานขอมูลที่ความ
ละเอียด 2 มิลลิเมตร (ตามหัวขอ 4.2.1) ทําให ∆  ในการคํานวณมีขนาด 4 มิลลิเมตรตามรูปที่ 4.5
โดยจุดตัดของเสนตารางคือตําแหนงของรหัสตัวเลขในฐานขอมูล (เพื่อใหงายตอความเขาใจ จึง
แสดงเฉพาะสนามไฟฟาในรูป 2 มิติ).  สังเกตวา ความละเอียดของขอมูลที่นํามาใชจากฐานขอมูล
มีขนาด 4 มิลลิเมตร.

รูปที่ 4.5 ตําแหนงสนามไฟฟาในฐานขอมูลศีรษะมนุษย

วิธีการเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ ในฐานขอมูล
เนื่องจากการนําฐานขอมูลเขาไปคํานวณโดยตรง ขอมูลที่นํามาใชจากฐานขอมูลมีความ

ละเอียดที่หยาบขึ้นตามขนาด ∆  ซึ่งมีขนาดเปน 2 เทาของความละเอียดของฐานขอมูล (ดังที่
กลาวมาแลวดานบน).  วิทยานิพนธนี้ไดทดลองเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ ในฐานขอมูล 
เพื่อใหขอมูลที่จะนํามาใชจากฐานขอมูลมีความละเอียดมากขึ้น (เทากับความละเอียดของฐาน  
ขอมูลที่มีอยู). วิธีนี้กําหนดคาสภาพนําที่จุดบนกริด โดยเฉลี่ยคาสภาพนําของจุดยอย (จากฐาน
ขอมูล) บนกรดิโดยรอบจุดที่เราสนใจ.

วิทยานิพนธนี้ทดลองกําหนด ∆  เทากับ 4 มิลลิเมตร โดยใชคาเฉลี่ยจากจุดยอย 8 จุดโดย
รอบตามลําดับ เมื่อกริดของจุดยอยเหลานี้อยูตําแหนงในลักษณะดังรูปที่ 4.6 และ 4.7 สําหรับ

Ex Ex

Ex Ex

Ex Ex

Ey Ey Ey

Ey Ey Ey

2 mm ∆=4 mm

∆=4 mm

2 mm
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ภาพ 2 และ 3 มิติตามลําดับ.  จากรูปที่ 4.6 ขอมูลที่ใชจากฐานขอมูล (หรือขอมูลที่นํามาเฉลี่ย) มี
ความละเอียด 2 มิลลิเมตร ขณะที่การนําฐานขอมูลมาใชโดยตรงตามรูปที่ 4.5 ขอมูลที่ใชจากฐาน
ขอมูลมีความละเอียด 4 มิลลิเมตร.

หลักการเฉลี่ยคาสามารถพิจารณาไดจากรูปที่ 4.7 คือ การกําหนดใหจุดที่สนใจเปนตัวแทน
ของบริเวณลูกบาศกใหญ.  ลูกบาศกใหญประกอบดวยลูกบาศกยอยทั้งหมด 8 ลูก โดยกําหนดจดุ
ยอยแตละจุดที่อยู ณ จุดศูนยกลางของลูกบาศกยอยแตละลูก เปนตัวแทนของบริเวณลูกบาศก
ยอยเหลานั้น.  ขอมูล (สภาพนํา) ในจุดยอยแตละจุดไดจากฐานขอมูลซึ่งมีความละเอียดเทากับ 2
มิลลิเมตร.

รูปที่ 4.6 ตําแหนงจุดสนใจและจุดยอยที่ใชเฉลี่ยในกรณี ∆  เทากับ 4 มิลลิเมตร(2 มิติ)

รูปที่ 4.7 ตําแหนงจุดสนใจและจุดยอยที่ใชเฉลี่ยในกรณี ∆  เทากับ 4 มิลลิเมตร(3 มิติ)

จุดที่สนใจ
จุดยอยโดยรอบ

x

y

z

จุดยอยโดยรอบของจุดที่สนใจตรงกลาง
จุดยอยโดยรอบของจุดที่สนใจดานขวาจุดยอยโดยรอบของจุดที่สนใจดานซาย

2 mm
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จุดที่สนใจ
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บทที่ 5

ผลการคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม

บทนี้กลาวถึงผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz ดวยวิธีผลตางสืบเนื่อง
โดเมนเวลา ภายในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม.  แบบจําลองที่ใชเปนแบบจําลองอยาง
งายไดแกทรงกระบอก 1 ชั้น, ทรงกลม 1 ชั้น, ทรงกระบอกซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม,     
ทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม, ทรงกระบอกซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน และ
ทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน.  การพิจารณาความแมนยํา ทําโดยเทียบผลการ
คํานวณกับผลเฉลยแมนตรงและกับผลการคํานวณดวยวิธีชิ้นประกอบขอบเขต.

5.1 ลักษณะของสนามที่แบบจําลองไดรับและขั้นตอนการคํานวณ
แบบจําลองไดรับสนามแมเหล็ก Hz  ขนาด 1/377 A/m, ความถี่ 50 Hz.  ข้ันตอนการ

คํานวณคือ ปอนสนามแมเหล็กไฟฟา Ey และ Hz  ซึ่งเคลื่อนที่ตามทิศ +X  และ สนามแมเหล็ก   
ไฟฟา Ey− และ Hz  ซึ่งเคลื่อนที่ตามทิศ X−  เขาสูแบบจําลอง.  จากกรณีนี้ ภายในแบบจําลองจะ
เกิดสนามไฟฟาเหนี่ยวนํา INDE  จากสนามแมเหล็กภายนอกขนาด 2Hz  เทานั้น.  เนื่องจาก 

INDE  มีความถี่ต่ํา ดังนั้นการเหนี่ยวนําสนามแมเหล็กจาก INDE  จึงไมถูกพิจารณา.  ความ     
หนาแนนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา INDJ  คํานวณไดจาก
                                                           IND INDJ Eσ= . (5.1)

วิทยานิพนธนี้ไดคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่ความถี่ 6 MHz, 10 MHz และ 20 MHz
จากนั้นจึงปรับคาคําตอบมาที่ 50 Hz ดวยวิธีปรับมาตราความถี่.

5.2 แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น
5.2.1 ลักษณะของแบบจําลอง

แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซึ่งมีจุดศูนยกลางอยูที่ (0,0,0) วางอยูในอากาศภาย
ใตสนามแมเหล็ก Hz  ดังรูปที่ 5.1.

รายละเอียดของแบบจําลองประกอบดวย
- รัศมี R เทากับ 15 cm,
- สภาพยอมสัมพัทธเทากับ 1.0 และ
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- สภาพนํา sphσ  ของทรงกระบอกและทรงกลมมีคาเทากับ 0.01, 0.05, 0.25, 

0.75, 1.25 และ 1.5 S/m.
การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 3 cm.

รูปที่ 5.1 แบบจําลองทรงกระบอกหรือทรงกลม 1 ชั้นภายใตสนามแมเหล็ก Hz

5.2.2 คาคําตอบจากผลเฉลยแมนตรง
สนามไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่กําลังซึ่งเกิดจากสนามแมเหล็กที่เปลี่ยนแปลงตามเวลาเปนไป

ตามกฎของฟาราเดย.  สนามไฟฟาเหนี่ยวนํามีทิศทางขนานกับและเปนฟงกชันที่ขึ้นอยูกับระนาบ
ที่ตั้งฉากกับสนามแมเหล็กที่ไดรับ.  ผลเฉลยแมนตรงของขนาดสนามไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ
ของแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้นซึ่งตั้งฉากกับสนามแมเหล็กที่ไดรับคือ
                                                     INDE fBrπ= (5.2)

โดย f  คือความถี่ของสนามแมเหล็ก(Hz)
B  คือขนาดของสนามแมเหล็ก(T)
r  คือระยะหางตามแนวรัศมีของวงกลม(m).

สมการที่ (5.2) แสดงวาขนาดสนามไฟฟาเหนี่ยวนํา INDE  แปรผันตามอัตราการเปลี่ยน
แปลงตามเวลาหรือความถี่ของสนามแมเหล็ก, ขนาดของสนามแมเหล็ก และ ตําแหนงหรือระยะ
หางตามแนวรัศมี โดยสนามไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดเพิ่มข้ึนตามแนวรัศมีของวงกลม.  นอกจากนี้ 
ลักษณะของสนามไฟฟาเหนี่ยวนํายังแตกตางกันไปตามลักษณะของระนาบที่ตั้งฉากกับสนาม   
แมเหล็กที่ไดรับของแบบจําลอง.  เนื่องจากระนาบซึ่งตั้งฉากกับสนามแมเหล็กที่ไดรับของทั้ง     

sphσ

R

1.0rε =

1.0rε = , 0 σ = S/m
อากาศ

สนามแมเหล็ก Hz

x

y

z
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ทรงกระบอกและทรงกลมมีลักษณะเหมือนกัน ดังนั้นสนามไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง        
ทรงกระบอกและทรงกลมจึงมีลักษณะเหมือนกัน.

สําหรับแบบจําลองซึ่งมี 0σ ≠   สนามไฟฟาเหนี่ยวนํานี้ยังทําใหเกิดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา 
INDJ  ตามสมการที่ (5.1) เคลื่อนที่ในทิศทางเดียวกับสนามไฟฟาเหนี่ยวนํา.

5.2.3 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง
การคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น ไดทิศทางและขนาดของกระแส

ไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0 ของทรงกระบอกและของทรงกลมดังรูปที่ 5.2 เมื่อ
กําหนด sphσ =1.5 S/m และคํานวณที่ความถี่ 6 MHz.

รูปที่ 5.2 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0
ของทรงกระบอกหรือทรงกลม 1 ชั้นเมื่อ 1.5σ = S/m และคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

รูปที่ 5.2 แสดงวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดเพิ่มข้ึนตามแนวรัศมีตามผลเฉลยแมนตรง.  ทิศ
ทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําอยูในแนวเสนรอบวงของวงกลมโดยมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดศูนย
กลางของวงกลม.

รูปที่ 5.3 แสดงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ ในรูปที่ 5.2 เทียบกับผล
เฉลยแมนตรง เมื่อกําหนด 1.25σ = , 1.5 S/m และ คํานวณที่ความถี่ 6 MHz.  จากรูปที่ 5.3 ขนาด
ของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเปนฟงกชันเชิงเสนตามแนวรัศมีและขึ้นอยูกับ σ .

a a’
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ก. ทรงกระบอก 1 ชั้น ข. ทรงกลม 1 ชั้น

รูปที่ 5.3 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ ในรูปที่ 5.2 เทียบกับผลเฉลยแมนตรง
เมื่อกําหนด 1.25σ = , 1.5 S/m และ คํานวณที่ความถี่ 6 MHz

5.2.4 ความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณ
ผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําถูกนํามาหาความคลาดเคลื่อน โดยการเปรียบเทียบ

กับผลเฉลยแมนตรง.  นอกจากนี้ วิทยานิพนธนี้ไดทดลองประมาณคากระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่กริด
บริเวณรอยตอระหวางผิวของแบบจําลองกับอากาศซึ่งเปนบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนสูง โดยใช
วิธีประมาณคานอกชวงแบบเชิงเสน เนื่องจากการกระจายของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเปนฟงกชัน
เชิงเสน.  รูปที่ 5.4 และ 5.5 แสดงความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจาํลอง  
ทรงกระบอกและทรงกลมตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบระหวางกรณีไมใชวิธีประมาณคานอกชวงกับ
กรณีใชวิธีประมาณคานอกชวง.

จากรูปที่ 5.4 และ 5.5 เราเห็นไดวาความคลาดเคลื่อนสามารถลดลงอยางชัดเจน เมื่อใชวิธี
ประมาณคาในกรณีนี้.  ความคลาดเคลื่อนมีแนวโนมลดลงตามคาสภาพนําที่ลดลง แตเมื่อคา
สภาพนําลดลงจนถึงคาหนึ่ง ความคลาดเคลื่อนจะกลับเพิ่มข้ึนอยางรวดเร็ว โดยเฉพาะที่คาสภาพ
นําต่ําๆ ความคลาดเคลื่อนจะมีคาสูง เนื่องจากสภาพเงื่อนไข [ + 0σ ωε ωεj  (ในหัวขอ 4.3 ของ
บทที่ 4)] ในการคํานวณไมเปนจริง.

จากรูปที่ 5.5 เราเห็นไดวาในชวงของสภาพนําที่ยังไมสูญเสียสภาพเงื่อนไขการคํานวณ เมื่อ
ความถี่ที่ใชในการคํานวณมีขนาดสูงขึ้น ความคลาดเคลื่อนก็มีขนาดเพิ่มข้ึนดวย เนื่องจากผลของ
ปรากฏการณทางผิว [ที่ความถี่ 2 MHz และ 1.5σ = S/m  คาความลึกผิว ( 29.05δ = cm) มีคาใกล
เคียงกับความยาวของเสนผาศูนยกลางของแบบจําลอง (2R = 30 cm)].  นอกจากนี้ อัตราการ
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เปลี่ยนแปลงความคลาดเคลื่อนมีขนาดสูงขึ้น (ความชันของเสนกราฟมากขึ้น) และวิธีการ
ประมาณคาชวยลดความคลาดเคลื่อนไดนอยลง เมื่อความถี่ที่ใชคํานวณมีขนาดสูงขึ้น.

ก. คาเฉลี่ย ข. คาสูงสุด

รูปที่ 5.4 ความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทรงกระบอก 1 ชั้น
เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

ก. คาเฉลี่ย ข. คาสูงสุด

รูปที่ 5.5 ความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทรงกลม 1 ชั้น
เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz

เมื่อ
          ;            และ           คือคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz โดยไมใชวิธีประมาณคา และ
          ;            และ           คือคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz โดยใชวิธีประมาณคา.
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5.3 แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม
5.3.1 ลักษณะของแบบจําลอง

แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซึ่งจุดศูนยกลางอยูที่ (0,0,0) มีรัศมีดานในเทากับ R1

และรัศมีดานนอกเทากับ R2 วางอยูในอากาศภายใตสนามแมเหล็ก Hz  ดังรูปที่ 5.6.
รายละเอียดของแบบจําลองประกอบดวย

- R1= 8 cm และ R2= 16 cm,
- สภาพยอมสัมพัทธเทากับ 1.0,
- สภาพนําของวงกลมใน sph,inσ = 1.0 S/m และ
- สภาพนําของวงกลมนอก sph,outσ =1.5 S/m.

การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 2 cm.

รูปที่ 5.6 แบบจําลองทรงกระบอกหรือทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม
 ภายใตสนามแมเหล็ก Hz

5.3.2 คาคําตอบจากผลเฉลยแมนตรง
สําหรับกรณีแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม ทิศทาง

ของสนามไฟฟาเหนี่ยวนําที่บริเวณรอยตอระหวางวงกลมมีทิศขนานกับรอยตอ.  เมื่อพิจารณารวม
กับเงื่อนไขขอบเขต จะไดวาสนามไฟฟาเหนี่ยวนําที่บริเวณรอยตอมีความตอเนื่อง.  ดังนั้นผลเฉลย
แมนตรงของขนาดสนามไฟฟาเหนียวนําในกรณีนี้จึงเหมือนกับในกรณีแบบจําลอง 1 ชั้นตาม    
สมการที่ 5.2.  สําหรับกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณีนี้ มีขนาดตางจากในกรณีแบบจาํลอง 1 ชั้น
ตาม sph,inσ  และ sph,outσ .

1.0rε = , 0 σ = S/m
อากาศ

สนามแมเหล็ก Hz

sph,outσ

R1

sph,inσ

R2

x

y

z
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5.3.3 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง

การคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม ไดทิศ
ทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0 ของทรงกระบอกและของ
ทรงกลมดังรูปที่ 5.7 เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz.

รูปที่ 5.7 แสดงวาทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณีนี้เหมือนกับในกรณีทรงกระบอก
และทรงกลม 1 ชั้น แตมีการเปลี่ยนแปลงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําอยางฉับพลันที่รอยตอ 
เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงคาสภาพนําจาก sph,inσ  เปน sph,outσ .

รูปที่ 5.7 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0
ของทรงกระบอกหรือทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวมเมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

รูปที่ 5.8 แสดงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ ในรูปที่ 5.7 เทียบกับผล
เฉลยแมนตรง.  จากรูปที่ 5.8 แสดงใหเห็นการเปลี่ยนแปลงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําอยาง
ฉับพลันที่รอยตออยางชัดเจน.  สังเกตวา เมื่อเปรียบเทียบรูปที่ 5.3 (กรณีแบบจําลอง 1 ชั้น) กับรูป
ที่ 5.8 (กรณีแบบจําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม) พบวาที่ระยะหางตามแนวรศัมีเดียวกัน 
อัตราสวนของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําระหวางในรูปที่ 5.3 กับในรูปที่ 5.8 เทากับอัตราสวน
ของสภาพนําระหวางในรูปที่ 5.3 กับในรูปที่ 5.8.

a a’
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รูปที่ 5.8 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนย
กลางรวม ตามแนวเสน a-a’ ในรูปที่ 5.7 เทียบกับผลเฉลยแมนตรง เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

เนื่องจากขนาดสนามไฟฟาเหนี่ยวนําของทั้ง 2 กรณีนี้มีขนาดเทากันตามผลเฉลยแมนตรง ดังนั้น
ขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของทั้ง 2 กรณีนี้จึงตางกันตามสภาพนําของแตละกรณี.  ในกรณีแบบ
จําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําขึ้นอยูกับทั้งตําแหนงตาม
แนวรัศมีและสภาพนําเชนเดียวกับในกรณีแบบจําลอง 1 ชั้น.

5.3.4 ความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณ
ผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําถูกนํามาหาความคลาดเคลื่อน โดยการเปรียบเทียบ

กับผลเฉลยแมนตรง.  นอกจากนี้ วิทยานิพนธนี้ไดทดลองประมาณคานอกชวงกับกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําที่กริดบริเวณรอยตอระหวางวงกลมในและวงกลมนอก และบริเวณรอยตอระหวางผิว   
วงกลมนอกกับอากาศซึ่งเปนบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนสูง. วิธีการประมาณคานอกชวงเปน
แบบเชิงเสนเชนเดียวกับในหัวขอ 5.2.4.

กรณีแบบจําลองทรงกระบอก เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz ถาไมใชวิธีประมาณคานอกชวง 
ความคลาดเคลื่อนมีคาเฉลี่ยเทากับ 4.816 % และคาสูงสุดเทากับ 15.445 %.  สําหรับกรณีที่ใช
วิธีประมาณคานอกชวง ความคลาดเคลื่อนมีคาเฉลี่ยเทากับ 4.323 % และคาสูงสุดเทากับ 6.765 
%.

กรณีแบบจําลองทรงกลม ความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเมื่อเปรียบเทียบ
ระหวางกรณีไมใชวิธีประมาณคานอกชวงกับกรณีใชวิธีประมาณคานอกชวง แสดงเปนฟงกชันของ
ความถี่ในรูปที่ 5.9.
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จากรูปที่ 5.9 เราเห็นไดวาเมื่อความถี่สูงขึ้น ความคลาดเคลื่อนมีขนาดเพิ่มข้ึนซึ่งเปนไปใน

ลักษณะเดียวกันกับกรณีของทรงกลม 1 ชั้น.  คาความคลาดเคลื่อนในทรงกระบอกและในรูปที่ 5.9 
แสดงใหเห็นวา วิธีประมาณคานอกชวงไมสามารถชวยลดความคลาดเคลื่อนไดอยางชัดเจนใน
กรณีนี้. ดังนั้นวิธีประมาณคานอกชวงไมสามารถลดความคลาดเคลื่อนในกรณีของทรงกระบอก
และทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวมไดดีเทากบักรณีของทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น 
เนื่องจากความซับซอนของแบบจําลองที่เพิ่มข้ึน.

ก. คาเฉลี่ย ข. คาสูงสุด

รูปที่ 5.9 ความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ในทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz

5.4 แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน
5.4.1 ลักษณะของแบบจําลอง

แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมประกอบดวยวงกลมในรัศมี R1 และวงกลมนอกรัศมี 
R2 วางอยูในอากาศภายใตสนามแมเหล็ก Hz  เหมือนกับกรณีแบบจําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนย
กลางรวม โดยจุดศูนยกลางของวงกลมในอยูเยื้องจากจุดศูนยกลางของวงกลมนอกไปทางแกน x 
เทากับ 4 cm  ดังรูปที่ 5.10.

รายละเอียดของแบบจําลองประกอบดวย
- สภาพนําของวงกลมใน sph,inσ  มีคาเทากับ 0.5 หรือ 2.0 S/m และ
- สภาพนําของวงกลมนอก sph,outσ  มีคาเทากับ 1.0 S/m.

การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 2 cm.
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รูปที่ 5.10 แบบจําลองทรงกระบอกหรือทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน
ภายใตสนามแมเหล็ก Hz

5.4.2 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง
การคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน ได

ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0 ของทรงกระบอกและ
ของทรงกลม เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz ดังรูปที่ 5.11 เมื่อกําหนดให sph,inσ = 0.5 หรือ 2.0 
S/m และ sph,outσ = 1.0 S/m.

ก. กรณี 0.5sph,inσ = S/m, 1.0sph,outσ = S/m

1.0rε = , 0 σ = S/m
อากาศ

สนามแมเหล็ก Hz

sph,outσ

sph,inσ

4 cmx

y

z

a ′a

b

′b
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ข. กรณี 2.0sph,inσ = S/m และ 1.0sph,outσ = S/m

รูปที่ 5.11 ทิศทางและขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0
ของทรงกระบอกหรือทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

รูปที่ 5.11 แสดงใหเห็นถึงลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมมีความคลายคลึงกับ
กรณีแบบจําลอง 1 ชั้นและแบบจําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม โดยขนาดของกระแส    
ไฟฟาเหนี่ยวนําแปรตามสภาพนําและขึ้นอยูกับตําแหนงบนแบบจําลอง.  แตเนื่องจากวงกลม    
ลูกในกับลูกนอกวางตัวแบบไมเปนลักษณะสมมาตร ดังนั้นทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจึงมี
แนวโนมไหลเขาสูบริเวณที่มีคาสภาพนําสูงกวา.

รูปที่ 5.12 และ 5.13 แสดงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ ใน
รูปที่ 5.11 จากวิธี FDTD และจากวิธีชิ้นประกอบขอบเขต ในทรงกระบอกและทรงกลมตามลําดับ.
ภาพ (ก) ในรูปที่ 5.11 แสดงใหเห็นวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลเขาสูบริเวณขอบ       
วงกลมนอกทางดาน a’ โดยจากภาพ (ก) ในรูปที่ 5.12 และ 5.13 เราเห็นไดอยางชัดเจนวากระแส  
ไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูงสุดที่บริเวณใกลกับจุด a’.

a ′a

b

′b
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ก. บนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 5.11(ก) ข. บนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 5.11(ข)

รูปที่ 5.12 ขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของทรงกระบอกซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน
เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

ก. บนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 5.11(ก) ข. บนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 5.11(ข)

รูปที่ 5.13 ขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน
เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

โดย
            และ            คือบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ จากวิธี FDTD ตามลําดับ และ

และ            คือบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ จากวิธีชิ้นประกอบขอบเขต ตามลําดับ.
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ในทํานองเดียวกัน ภาพ (ข) ในรูปที่ 5.11 แสดงใหเห็นวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลเขา
สูบริเวณขอบวงกลมในทางดาน a’ โดยจากภาพ (ข) ในรูปที่ 5.12 และ 5.13 เราเห็นไดอยางชัด
เจนวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูงสุดที่บริเวณขอบของวงกลมในทางดานจุด a’.

นอกจากนี้ รูปที่ 5.12 และ 5.13 ยังแสดงใหเห็นวาผลการคํานวณดวยวิธี FDTD มี
ความคลาดเคลื่อนจากผลการคํานวณดวยวิธีชิ้นประกอบขอบเขตที่ขอบของแบบจําลองหรือ
บริเวณผิวโคงเปนสวนใหญ.

5.4.3 ความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณ
ผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําถูกนํามาหาความคลาดเคลื่อน โดยการเปรียบเทียบ

กับผลการคํานวณดวยวิธีชิ้นประกอบขอบเขต.  สําหรับกรณีนี้ การใชวิธีประมาณคานอกชวงแบบ
เชิงเสนไมเหมาะสม เนื่องจากการกระจายของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําไมเปนแบบเชิงเสนดังแสดง
ในรูปที่ 5.12 และ 5.13.    ความคลาดเคลื่อนของความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใน       
ทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน แสดงในตารางที่ 1 และ 2 ตามลําดับ.

ตารางที่ 5.1 ความคลาดเคลื่อนของความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทรงกระบอกซอน 2
ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

ความคลาดเคลื่อน (%)sph,inσ

(S/m)
sph,outσ

(S/m) คาเฉลี่ย คาสูงสุด
0.5 1.0 6.382 89.183
2.0 1.0 4.513 44.332

ตารางที่ 5.2 ความคลาดเคลื่อนของความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทรงกลมซอน 2 ชั้นที่
มีจุดศูนยกลางตางกัน เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz.

ความคลาดเคลื่อน (%) เมื่อคํานวณที่ความถี่ตางๆ
6 MHz 10 MHz 20 MHz

sph,inσ

(S/m)
sph,outσ

(S/m)
คาเฉลี่ย คาสูงสุด คาเฉลี่ย คาสูงสุด คาเฉลี่ย คาสูงสุด

0.5 1.0 1.689 33.959 1.979 18.140 6.460 66.567

2.0 1.0 1.849 53.201 2.917 53.193 8.541 64.064
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จากตารางที่ 2 เราเห็นไดวาเมื่อความถี่สูงขึ้น ความคลาดเคลื่อนมีขนาดเพิ่มข้ึนซึ่งเปนไปใน

ลักษณะเดียวกันกับกรณีของทรงกลม 1 ชั้นและของทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม.   
ตารางที่ 1 และ 2 แสดงวาความคลาดเคลื่อนในกรณีนี้ มีคาสูงสุดเมื่อเทียบกับความคลาดเคลื่อน
ในกรณีของแบบจําลองอื่น เนื่องจากแบบจําลองในกรณีนี้มีความซับซอนมากที่สุด.  ในกรณีของ
แบบจําลองซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน คาเฉลี่ยและคาสูงสุดของความคลาดเคลื่อนมีคาสูง
ถึงประมาณ 9 % และ 90 % ตามลําดับ.  นอกจากนี้ เนื่องจากการกระจายของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําในแบบจําลองซึ่งมีความซับซอนนี้ไมเปนฟงกชันงายๆ อยางเชนฟงกชันเชิงเสน  ดังนั้น
การลดความคลาดเคลื่อนดวยวิธีประมาณคานอกชวงแบบเชิงเสนจึงไมสามารถทําได.

จากการคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม  ลักษณะทิศทางของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําโดยรวมมีความคลายคลึงกัน.   ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองแตละ
รูปแบบมีความตางกันดังตอไปนี้.

เมื่อแบบจําลองเปนเนื้อเดียวหรือมีสภาพนําคาเดียว (กรณีของทรงกระบอกและ   
ทรงกลม 1 ชั้น) ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจะแปรตามระยะหางจากจุดศูนย
กลางตามแนวรัศมี.
เมื่อแบบจําลองเปนเนื้อผสมประกอบดวยตัวกลาง 2 ชนิดซึ่งมีสภาพนําตางกัน และมี
ลักษณะสมมาตรกับจุดพิกัด (0,0) (กรณีของทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้น
แบบจุดศูนยกลางรวมกัน) ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเหมือนกับในแบบ
จําลองเนื้อเดียว แตขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลันที่
บริเวณรอยตอของตัวกลางซึ่งมีสภาพนําตางกัน.
เมื่อแบบจําลองประกอบดวยตัวกลาง 2 ชนิดซึ่งมีสภาพนําตางกัน และมีลักษณะไม
สมมาตรกับจุดพิกัด (0,0) (กรณีของทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนย
กลางตางกัน) ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมมีความคลายคลึงกับในแบบ
จําลอง 1 ชั้นและในแบบจําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม.  กระแสไฟฟา
เหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลสูบริเวณที่มีคาสภาพนําสูงกวา.  ดังนั้นบริเวณที่มีคาสภาพ
นําสูงกวาจึงมีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงกวาบริเวณที่มีคาสภาพนําต่ํากวา.  
นอกจากนี้ ขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํายังขึ้นอยูกับตําแหนงบนแบบจําลอง โดย
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจะตางกันตามตําแหนงบนแบบจําลอง แมเปน
บริเวณที่มีสภาพนําเดียวกัน.

ความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณเกี่ยวของกับผลของปรากฏการณทางผิว, สภาพ
เงื่อนไขการคํานวณที่ไมเปนจริง และความซับซอนของแบบจําลอง.  ในการคํานวณ การเลือก
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ความถี่ของสนามแมเหล็ก และ สภาพนําของแบบจําลองมีผลตอปจจัยที่เกี่ยวของกับความคลาด
เคลื่อนนี้.



บทที่ 6

ผลการคํานวณในแบบจําลองศีรษะมนุษย

บทนี้กลาวถึงผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองศีรษะมนุษย.  แบบ
จําลองศีรษะมนุษยถูกสรางโดยวิธีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรงและวิธีการ
เฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย.  สําหรับรายละเอียดของแบบ
จําลองศีรษะมนุษยไดกลาวไวในบทที่ 4.

6.1 ลกัษณะของสนามที่แบบจําลองไดรับและขั้นตอนการคํานวณ
แบบจําลองศีรษะมนุษยอยูในอากาศภายใตสนามแมเหล็ก Hz  ขนาด 1/377 A/m และ 

ความถี่ 50 Hz ดังรูปที่ 6.1.  ข้ันตอนการคํานวณเหมือนกับกรณีของแบบจําลองทรงกระบอกและ
ทรงกลมในหัวขอ 5.1 ของบทที่ 5.

รูปที่ 6.1 แบบจําลองศีรษะมนุษยภายใตสนามแมเหล็ก Hz

การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 4 และ 8 mm.  วิทยานิพนธนี้
ไดคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่ความถี่ 20 MHz จากนั้นจึงปรับคาคําตอบมาที่ 50 Hz ดวยวิธี
ปรับมาตราความถี่ เนื่องจากที่ความถี่ 6 และ 10 MHz เวลาคํานวณนานกวาที่ความถี่ 20 MHz ถึง
ประมาณ 3 และ 2 เทาตามลําดับ (การคํานวณที่ความถี่ 20 MHz โดยกริดมีระยะหางกัน 4 mm 
ใชเวลาในการคํานวณประมาณ 2 วัน 10 ชั่วโมง).

Hz
x

y z
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นอกจากที่ 20 MHz แลว  วิทยานิพนธนี้ไดลองคํานวณที่ความถี่ 10 MHz   เมื่อกริดมีระยะ

หางกัน 8 mm.  ผลการคํานวณพบวาลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใกลเคียงกับผลการ
คํานวณที่ความถี่ 20 MHz.

6.2 ผลการคํานวณเมื่อนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยมาใชโดยตรง
6.2.1 การคํานวณเมื่อกริดมีระยะหางกัน 4 mm

ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ xy ตัดผานบริเวณคิ้วในแบบจําลอง

ศีรษะมนุษย แสดงในรูปที่ 6.2 โดยคาสภาพนําของอวัยวะบนระนาบนี้ แสดงดวยสเกลสีในรูปที่ 
6.3.

รูปที่ 6.2 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ xy
ผานบริเวณคิ้วของแบบจําลองศีรษะมนุษย เมื่อ ∆= 4 mm

จากรูปที่ 6.2 เราเห็นไดวาลักษณะทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมมีความคลายคลึงกับ
แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมทั้งแบบ 1 ชั้นและแบบซอน 2 ชั้น.  กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามี
ขนาดสูงในบริเวณที่มีคาสภาพนําสูง ดังนั้นกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลเขาสูบริเวณที่มี
คาสภาพนําสูง (สังเกตไดชัดเจนจากบริเวณดานขางของสวนหนาในรูปที่ 6.2).

a a’

b

b’ x

y

Hz
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รูปที่ 6.3 สเกลสีแสดงคาสภาพนําของอวัยวะบนระนาบตามแนวระดับ xy ในรูปที่ 6.2
[หมายเหตุ  สําหรับแถบสีที่ 0.65σ =  S/m ถูกปรับมาจาก 1.5σ =  S/m (ตําแหนงของตา)]

นอกจากนี้ ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํายังขึ้นอยูกับตําแหนงบนแบบจําลอง โดยใน
บริเวณที่มีคาสภาพนําเดียวกัน ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีคาสูงสุดที่แนวขอบของบริเวณ
นั้น.  รูปที่ 6.4 แสดงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.2.  จาก
รูปที่ 6.4 เราเห็นไดอยางชัดเจนวาบริเวณที่มีคาสภาพนําเดียวกันเชน สมอง (ชวงตําแหนงตาม
แนวแกน x หรือ y จาก 7 ถึง 18 cm) กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนว a-a’ และ b-b’ มีขนาดใกล
เคียงกันตามตําแหนง และมีคาสูงสุดที่ขอบของบริเวณสมอง.  สําหรับชวงขอบของแนวเสน a-a’ 
และ b-b’ กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของ 2 เสนนี้มีขนาดตางกันตามสภาพนําของอวัยวะที่ตางกัน.  
เมื่อพิจารณารูปที่ 6.3 กับแนวเสน a-a’ ลักษณะสภาพนําตามแนวเสน a-a’ เกือบจะสมมาตรกัน 
ดังนั้นขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ จึงเกือบจะสมมาตรกัน ในขณะที่ตาม
แนวเสน b-b’ ลักษณะของทั้งสภาพนําและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําไมสมมาตรอยาง    
ชัดเจน.

x(cm)

y(cm)

σ (S/m)
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รูปที่ 6.4 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.2

ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษย
เนื่องจากความสนใจสวนใหญของการศึกษากระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในรางกายมนุษยอยูที่

อวัยวะซึ่งมีความสําคัญเชนสมองและหัวใจ ดังนั้นในหัวขอนี้จึงไดแสดงลักษณะของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําภายในสมองของมนุษย.  จากผลการคํานวณ ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมอง
มนุษยมีคาสูงสุดเทากับ 6.5780 nA/m2 โดยมีคาเฉลี่ยเทากับ 1.643 nA/m2.    ขนาดของกระแส
ไฟฟาเหนี่ยวนํารูปคลื่นไซนที่กระตุนเนื้อเยื่อหัวใจและประสาทอยางรุนแรงและฉับพลันมีคา
ประมาณ 1450 mA/m2[26].  สําหรับขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่ไมเปนอันตรายตอรางกาย
มีคาไมเกิน 10 mA/m2 (ขนาดสูงสุดของกระแสไฟฟาที่ปรากฏในรางกายโดยธรรมชาติ).

ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองบนระนาบตามแนวระดับ xy ที่เกิด
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุด แสดงในรูปที่ 6.5.  จากรูปที่ 6.5 เราเห็นไดวาลักษณะของ
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมในสมองเหมือนกับในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม       
เนื้อเดียวหรือ 1 ชั้น ยกเวนบริเวณขอบสมองซึ่งมีลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเปลี่ยนแปลง
ไปตามรูปรางของขอบสมองหรือสภาพนําของอวัยวะที่อยูขางเคียง.  กระแสไฟฟาเหนี่ยวนาํใน
สมองมีขนาดเพิ่มข้ึนตามระยะหางจากจุดศูนยกลางของระนาบ โดยมีคาสูงสุดที่บริเวณขอบของ
สมอง.
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รูปที่ 6.5 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษย
บนระนาบ xy ที่เกิดขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุดเมื่อ ∆= 4 mm

ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.5 (หรือแนวเสนซึ่ง
ผานตําแหนงที่มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุด) แสดงในรูปที่ 6.6.

รูปที่ 6.6 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.5

x

y

Hz

a a’

b

b’
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รูปที่ 6.6 แสดงวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ สวนใหญมีคา
ประมาณ 1-3 nA/m2.  ที่บริเวณขอบสมองทางดาน a’ และ b’ กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูง
กวาบริเวณอื่นอยางเดนชัด เนื่องมาจากรูปรางของขอบสมองและสภาพนําของอวัยวะขางเคียงซึ่ง
มีผลตอทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา.  สําหรับขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบน
ระนาบตามแนวระดับและแนวดิ่งที่เกิดขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุดแสดงในรูปที่ 6.7 
(ตําแหนงชองวางบริเวณกลางสมองคือ เยื่อหุมสมองดูรา).

ก. บนระนาบตามแนวดิ่ง yz ข. บนระนาบตามแนวดิ่ง xz

ค. บนระนาบตามแนวระดับ xy

รูปที่ 6.7 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษย
บนระนาบที่เกิดขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุด เมื่อ ∆= 4 mm

x

y

z

y

z

x

J(nA/m2)
J(nA/m2)

J(nA/m2)

Hz

Hz Hz
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จากภาพบนระนาบตามแนวระดับในรูปที่ 6.7 เมื่อพิจารณาขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตาม
ระยะหางจากจุดศูนยกลาง (หรือพิจารณาสมองมีลักษณะคลายทรงกลม) พรอมกับภาพบน
ระนาบตามแนวดิ่งในรูปเดียวกัน เราเห็นไดวาบริเวณแกนสมองมีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ต่ําสุด โดยมีขนาดประมาณ 0-0.73 nA/m2.  ที่บริเวณขางเคียงกับแกนสมองขนาดของกระแส    
ไฟฟาเหนี่ยวนําจะมีขนาดสูงขึ้น โดยมีขนาดประมาณ 0.74-1.46 nA/m2 และประมาณ 1.47-2.92 
nA/m2 ในบริเวณที่ถัดออกมาอีก.  สําหรับบริเวณขอบของสมองมีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
สูงเมื่อเทียบกับบริเวณอื่น โดยสวนใหญมีขนาดประมาณ 2.93-4.39 nA/m2 ขณะที่บางตําแหนงมี
ขนาดสูงถึงประมาณ 5.12-6.58 nA/m2.

ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมในศีรษะมนุษย
หัวขอนี้กลาวถึงภาพรวมของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในศีรษะมนุษย.  ขนาดของกระแส

ไฟฟาเหนี่ยวนําในศีรษะมนุษยบนระนาบแสดงในรูปที่ 6.8.  จากรูปที่ 6.8 กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามี
ขนาดต่ําที่บริเวณแกนกลางของศีรษะมนุษย และมีขนาดเพิ่มข้ึนตามระยะหางจากแกนกลางของ
ศีรษะมนุษย.

นอกจากขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจะขึ้นอยูกับระยะหางจากแกนกลางของศีรษะ
มนุษย  สภาพนําก็มีผลตอขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําดวย.  รูปที่ 6.8 บนระนาบตามแนวดิ่ง 
xz และ yz แสดงใหเห็นวาที่บริเวณขอบสมอง (แถบสีเหลืองดานบน) และกลามเนื้อบริเวณลําคอ 
(แถบสีเขียวดานลาง) แมจะมีระยะหางจากแกนกลางของศีรษะมนุษยเทากัน แตขนาดของกระแส
ไฟฟาเหนี่ยวนําในกลามเนื้อบริเวณลําคอสูงกวาในบริเวณขอบสมอง เนื่องจากคาสภาพนําของ
กลามเนื้อ (0.2333 S/m) สูงกวาของสมอง (0.07526 S/m).  บริเวณที่มีขนาดของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําสูงคือ กลามเนื้อบริเวณขอบของกะโหลกและของลําคอ (บริเวณแถบสีเขียวเขมถึงแถบสี
ชมพูออน) เนื่องจากอวัยวะที่บริเวณเหลานี้มีคาสภาพนําสูงและอยูที่ขอบของศีรษะมนุษย (หรือมี
ระยะหางจากแกนกลางของศีรษะมนุษยมาก) นอกจากนี้ อวัยวะที่มีคาสภาพนําสูงมากเชนดวงตา 
ก็มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงเชนกัน แมตําแหนงจะไมอยูที่บริเวณขอบของศีรษะมนุษย.  
สําหรับบริเวณที่มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําต่ําคือ บริเวณแกนกลางของศีรษะมนุษย และ
อวัยวะที่มีคาสภาพนําต่ํามากแมตําแหนงจะไมอยูในบริเวณแกนกลางของศีรษะมนุษยก็ตาม เชน
บริเวณโพรงอากาศ.
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ก. บนระนาบตามแนวดิ่ง yz ข. บนระนาบตามแนวดิ่ง xz

ค. บนระนาบตามแนวระดับ xy

รูปที่ 6.8 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ในศีรษะมนุษยบนระนาบตามแนวระดับและแนวดิ่ง เมื่อ ∆= 4 mm

6.2.2 การคํานวณเมื่อกริดมีระยะหางกัน 8 mm
วิทยานิพนธนี้ไดทําการคํานวณเมื่อกริดมีระยะหางกัน 8 mm (∆= 8 mm) เพื่อเทียบกับ

กรณีที่กริดมีระยะหางกัน 4 mm (∆= 4 mm).  สําหรับผลการคํานวณที่ ∆= 8 mm ทิศทางและ
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบเดียวกันกับรูปที่ 6.2 ดังรูปที่ 6.9.
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เมื่อเปรียบเทียบระหวางรูปที่ 6.2 กับ 6.9 เราเห็นไดวา ความคลาดเคลื่อนจากขนาดซึ่งสูง

ผิดปกติของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณี ∆= 4 mm ต่ํากวาในกรณี ∆= 8 mm นอกจากนี้ แนว
ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณี ∆= 4 mm ก็ดีกวา.  แมผลการคํานวณในกรณี ∆= 4 
mm ดีกวาในกรณี ∆= 8 mm แตก็ใชจํานวนกริดและลําดับข้ันเวลาในการคํานวณมากขึ้น 23 และ  
2 เทาตามลําดับดวย.

รูปที่ 6.9 ทิศทางและขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ xy
ผานบริเวณคิ้วของแบบจําลองศีรษะมนุษย เมื่อ ∆= 8 mm

ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.9 (กรณี ∆= 8 mm )
เทียบกับในรูปที่ 6.2 (กรณี ∆= 4 mm) แสดงในรูปที่ 6.10.  จากรูปที่ 6.10 เราเห็นไดอยางชัดเจน
วา ชวงกึ่งกลางของแนวเสน a-a’ และ b-b’ หรือชวงสมองของศีรษะมนุษย กระแสไฟฟาเหนี่ยวใน
กรณี ∆= 4 mm มีขนาดใกลเคียงกับกรณี ∆= 8 mm  เนื่องจากบริเวณนี้มีสภาพนําเดียวกันหรือ
เปนเนื้อเดียวกันในบริเวณกวาง (พิจารณาไดจากรูปที่ 6.3) ดังนั้นการเปลี่ยนขนาดระยะหางของ 
กริดจึงไมสงผลอยางเดนชัด.  ในทางตรงกันขาม ที่บริเวณขอบของแนวเสน a-a’ และ b-b’ หรือ
บริเวณขอบของศีรษะมนุษย กระแสไฟฟาเหนี่ยวจากกรณีทั้ง 2 กรณีนี้มีขนาดตางกันอยางชัดเจน 
เนื่องจากอวัยวะในบริเวณนี้มีขอบเขตที่แคบ ดังนั้นการเปลี่ยนขนาดระยะหางของกริดจึงมีผลตอ
การคํานวณ.

x

y
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b

b’
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ก. บนแนวเสน a-a’ ข. บนแนวเสน b-b’

รูปที่ 6.10 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’
ในกรณี ∆= 4 mm เทียบกับกรณี ∆= 8 mm

6.3 ผลการคํานวณในแบบจําลองศีรษะมนุษยซ่ึงถูกสรางโดยวิธีการเฉลี่ยคาสภาพนํา
ของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย

วิทยานิพนธนี้ไดลองคํานวณกับแบบจําลองศีรษะมนุษยซึ่งถูกสรางโดยวิธีการเฉลี่ยคา
สภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย เพื่อเปรียบเทียบกับผลการคํานวณจากวิธี
การนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรง.  การคํานวณนี้ทําในระบบพิกัดคารทีเซียน
ซึ่งกริดมีระยะหางกัน 4 mm.  ผลการคํานวณไดทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบน
ระนาบเดียวกันกับรูปที่ 6.2 ดังรูปที่ 6.11.

จากรูปที่ 6.11 เมื่อเปรียบเทียบกับรูปที่ 6.2 เราเห็นไดวา ความคลาดเคลื่อนจากขนาดซึ่งสูง
ผิดปกติของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณีเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะ
มนุษย ต่ํากวา ในกรณีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรง  นอกจากนี้ แนวทิศ
ทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณีเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะ
มนุษยก็ดีกวา.  ในทางตรงกันขาม แนวทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบริเวณขอบของแบบ
จําลองในกรณีเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษยกลับใหผลที่แยกวา
ในกรณีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรง.
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รูปที่ 6.11 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ xy ผานบริเวณคิ้ว
ของแบบจําลองศีรษะมนุษย(สรางโดยวิธีการเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ

จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย) เมื่อ ∆= 4 mm

ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.11 เทียบกับในรูปที่ 
6.2 แสดงในรูปที่ 6.12.  จากรูปที่ 6.12 เราเห็นไดอยางชัดเจนวาชวงกึ่งกลางของแนวเสน a-a’ 
และ b-b’ (ชวงตําแหนงตามแนวแกน x หรือ y จาก 8 ถึง 19 cm โดยประมาณ)  กระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําจาก 2 กรณีนี้มีขนาดใกลเคียงกัน  ในขณะที่ตําแหนงในชวงขอบของแนวเสน a-a’ และ 
b-b’ กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจาก 2 กรณีนี้ มีขนาดแตกตางกันตามสภาพนําในแบบจําลองของแต
ละกรณีที่ไมเทากัน.  ดังนั้นความสนใจในการใชวิธีการสรางแบบจําลองทั้ง 2 วิธีนี้จึงอยูที่บริเวณ 
(ซึ่งเปนเนื้อเดียวกัน) หรืออวัยวะที่มีขอบเขตนอย (เมื่อเทียบกับระยะหางระหวางกริด) เนื่องจาก
คาสภาพนําในบริเวณหรืออวัยวะดังกลาวนี้มีคาไมเทากันจากการใชวิธีสรางแบบจําลองซึ่งตางกัน
ของ 2 วิธีนี้.

x

y

Hza a’

b

b’
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ก. บนแนวเสน a-a’ ข. บนแนวเสน b-b’

รูปที่ 6.12 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในกรณีวิธีการนํา
ฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรง (6.2) เทียบกับ ในกรณีวิธีเฉลี่ยคาสภาพนํา

ของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย (6.11)

สําหรับขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษยกรณีที่แบบจําลองมี ∆=8 mm และ
สรางจากวิธีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรงมีคาสูงสุดเทากับ 7.913 nA/m2

และคาเฉลี่ยเทากับ 1.654 nA/m2.  สําหรับกรณีที่แบบจําลองมี ∆=4 mm และสรางจากวิธีเฉลี่ย
คาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใน
สมองมนุษยมีคาสูงสุดเทากับ 5.035 nA/m2 และมีคาเฉลี่ยเทากับ 1.667 nA/m2.

เมื่อเปรียบเทียบขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษยกรณีที่แบบจําลองสราง
จากวิธีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรงทั้ง∆=4 และ 8 mm กับกรณีที่แบบ
จําลองสรางจากวิธีเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษยเมื่อ ∆=4 mm
เราพบวาคาเฉลี่ยของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทุกกรณีมีคาใกลเคียงโดยประมาณ 1.65 
nA/m2.  เนื่องจากสมองเปนบริเวณเนื้อเดียวกันที่มีขนาดกวาง (โดยสมองมีความยาวประมาณ 13 
cm เมื่อเทียบกับระยะหางระหวางกริดซึ่งมีขนาดแค 4 และ 8 mm) ดังนั้นขนาดของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําบริเวณภายในสมองและคาเฉลี่ยของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองจากทุกกรณี
จึงมีคาไมตางกันอยางชัดเจน.  สําหรับบริเวณผิวขอบโดยรอบของสมอง ขนาดของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําในแตละกรณีจะแตกตางกัน เนื่องจากคาสภาพนําที่บริเวณดังกลาวของแบบจําลองมี
ความแตกตางกันตามแตละกรณี.  เมื่อพิจารณาคาสูงสุดของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมอง 
(ซึ่งโดยปกติจะอยูที่ขอบของสมอง) คาสูงสุดนี้จึงมีขนาดตางกันตามแตละกรณี.



บทที่ 7

สรุป

วิทยานิพนธนี้ไดเสนอผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในศีรษะมนุษยดวยวิธี FDTD.  
การคํานวณแบงออกเปนในแบบจําลองอยางงายและในแบบจําลองศีรษะมนุษย.  แบบจําลอง
ศีรษะมนุษยสรางจากฐานขอมูลศีรษะมนุษย.  ฐานขอมูลศีรษะมนุษยคือ ขอมูลคุณสมบัติทาง   
ไฟฟาของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย โดยมีลักษณะเปนกริดเรียงกันตามระบบพิกัดคารทีเซียนที่
ความละเอยีด 2 มิลลิเมตรและเก็บในรูปแบบของไฟลคอมพิวเตอร.

7.1 ผลการคํานวณในแบบจําลองอยางงาย
การคํานวณในแบบจําลองอยางงายทําเพื่อ ตรวจสอบความแมนยําของผลการคํานวณดวย

วิธี FDTD และศึกษาลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําภายในแบบจําลองรูปแบบตางๆ.  วิทยา
นิพนธนี้ไดคํานวณกับแบบจําลองทั้งทรงกระบอกและทรงกลม ซึ่งเปนการคํานวณใน 2 มิติและ 3 
มิติตามลําดับ.  รูปแบบของแบบจําลองที่ใชเปนแบบจําลองของศีรษะมนุษยอยางงายไดแก     
ทรงกระบอก 1 ชั้น, ทรงกลม 1 ชั้น, ทรงกระบอกซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม, ทรงกลมซอน 2
ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม, ทรงกระบอกซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน และทรงกลมซอน 2 ชั้น
ที่มีจุดศูนยกลางตางกัน.

ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีความแตกตางกันตามรูปแบบของแบบจําลอง.  รูป

แบบของแบบจําลองเกี่ยวของกับรูปรางและสภาพนําของตัวกลางภายในแบบจําลอง.  ทิศทางของ
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมในแบบจําลองรูปแบบตางๆ มีความคลายคลึงกัน.

สําหรับทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําอยูในแนวเดียว
กันกับเสนรอบวง โดยมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดศูนยกลางของวงกลม.  ขนาดของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําแปรตามระยะหางจากจุดศูนยกลางตามแนวรัศมี.

เมื่อทรงกระบอกและทรงกลมซอนกัน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม (ซึ่งประกอบดวยตัวกลาง 
2 ชนิด) ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํายังเหมือนกับในกรณีแบบจําลอง 1 ชั้น แตขนาดของ
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบริเวณรอยตอระหวางตัวกลางเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลันเนื่องจากคา
สภาพนํา.
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ในกรณีที่ทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นมีจุดศูนยกลางตางกัน (ซึ่งประกอบดวยตัว

กลาง 2 ชนิด)  ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลเขาสูตัวกลางที่มีคาสภาพนําสูง
กวา ทําใหความหนาแนนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูงขึ้นในตัวกลางนี้.  ตําแหนงที่มี
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุดจึงอยูที่บริเวณขอบของตัวกลางที่มีคาสภาพนําสูงกวา.

ความแมนยําของผลการคํานวณ
การพิจารณาความแมนยํา ทําโดยเทียบผลการคํานวณกับผลเฉลยแมนตรง และในกรณีที่

ไมทราบผลเฉลยแมนตรงไดเทียบผลการคํานวณกับผลการคํานวณดวยวิธีชิ้นประกอบขอบเขต.  
ความคลาดเคลื่อนในการคํานวณแบงออกเปนความคลาดเคลื่อนจากคาพารามิเตอรในการ
คํานวณ และ ความคลาดเคลื่อนจากรูปแบบซึ่งซับซอนของแบบจําลอง.  ความคลาดเคลื่อนจาก
คาพารามิเตอรในการคํานวณเกี่ยวของกับความถี่ของสนามที่ใชในการคํานวณและคาสภาพนํา
ของแบบจําลอง.  ความถี่ของสนามและคาสภาพนํามีผลตอปรากฏการณทางผิวและสภาพ    
เงื่อนไข [ + 0σ ωε ωεj  (ในหัวขอ 4.3 ของบทที่ 4)].

ความคลาดเคลื่อนจากรูปแบบซึ่งซับซอนของแบบจําลองทําใหผลการคํานวณขาดความ
แมนยํามากขึ้นเชน ตัวกลางในแบบจําลองมีจํานวนมากและขนาดเล็ก หรือรูปรางของตัวกลางใน
แบบจําลองมีความซับซอน.  จากการคํานวณในวิทยานิพนธนี้ ความคลาดเคลื่อนของแบบจําลอง
ที่ซับซอนมากที่สุด (กรณีทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน) มีคาเฉลี่ย
และคาสูงสุดสูงถึงประมาณ 9% และ 90% ตามลําดับ.  การใชวิธปีระมาณคานอกชวงแบบ      
เชิงเสนแกไขความคลาดเคลื่อนที่บริเวณขอบของแบบจําลอง (บริเวณที่มีความคลาดเคลื่อน      
สูงสุด) ซึ่งมีรูปรางเปนเสนโคง ทําใหไดผลที่ดีขึ้นอยางชัดเจนกับกรณีทรงกระบอกและทรงกลม 1
ชั้นเทานั้น.

7.2 ผลการคํานวณในแบบจําลองศีรษะมนุษย
แบบจําลองศีรษะมนุษยสรางจากฐานขอมูลศีรษะมนุษย โดยวิธีการนําฐานขอมูลเขาไป

คํานวณโดยตรง.  การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 4 mm.

ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ลักษณะทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมในแบบจําลองศีรษะมนุษยมีความ

คลายคลึงกันกับในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม.  กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีทิศทางไหลเขา
สูบริเวณที่มีคาสภาพนําสูงกวา ดังนั้นความหนาแนนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในบริเวณที่มีคา



80
สภาพนําสูงกวาจึงมีขนาดสูงกวาในบริเวณที่มีคาสภาพนําต่ํากวา.  ทิศทางของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําสวนใหญมีความคลาดเคลื่อนสูงที่บริเวณขอบของแบบจําลอง.

ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองศีรษะมนุษยขึ้นอยูกับทั้งสภาพนําและ

ตําแหนงบนแบบจําลอง.  กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดเพิ่มข้ึนตามระยะหางจากแกนกลางของ
ศีรษะมนุษย และภายในตัวกลางที่มีสภาพนําเดียวกัน พบวาขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใน
แตละตัวกลางมีคาสูงสุดที่บริเวณขอบของตัวกลางนั้นๆ.  ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําแปร
ตามคาสภาพนํา เชนอวัยวะที่มีคาสภาพนําสูงมาก (เชนลูกตา) หรือตํ่ามาก (เชนโพรงอากาศ)  
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําก็จะสูงหรือต่ําตามลําดับ ไมวาจะอยูบนตําแหนงใดของแบบ
จําลองก็ตาม.  อวัยวะที่มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงไดแกกลามเนื้อบริเวณขอบของศีรษะ
และลําคอโดยมีขนาดตั้งแตประมาณ 6-27 nA/m2 เมื่อไดรับสนามแมเหล็ก 1/377 A/m  เนื่องจาก
อวัยวะดังกลาวมีคาสภาพนําสูงและอยูที่ตําแหนงบริเวณขอบของศีรษะมนุษย (ซึ่งหางจากแกน
กลางของศีรษะมนุษย).

กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมอง
หัวขอนี้กลาวถึงลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษยซึ่งเปนอวัยวะที่มีความ

สําคัญ.
ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวในสมองมนุษยมีลักษณะคลายคลึงกันกับในแบบจําลอง

ทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น (หรือแบบจําลองเนื้อเดียว) เวนแตบริเวณผิวขอบของสมอง เนื่อง
จากมีรูปรางและสภาพนํา (ของอวัยวะขางเคียง) ตางออกไป.  จากผลการคํานวณไดวา กระแส  
ไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูงสุดเทากับ 6.58 nA/m2 เมื่อไดรับสนามแมเหล็กขนาด 1/377 A/m.  
สําหรับขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํารูปคลื่นไซนที่กระตุนเนื้อเยื่อหัวใจและประสาท มีคา
ประมาณ 1450 mA/m2[26].  ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสวนใหญมีคาประมาณ 1-3 
nA/m2.  สําหรับบริเวณขอบของสมองมีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงเมื่อเทียบกับสวนอื่น
ของสมอง โดยบริเวณนี้มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงถึงประมาณ 5-6.5 nA/m2.

เปรียบเทียบผลการคํานวณเมื่อสรางแบบจําลองศีรษะมนุษยดวยวิธีตางๆ
วิทยานิพนธนี้ไดลองสรางแบบจําลองดวยวิธีนําคาเฉลี่ยของสภาพนําของอวัยวะตางๆ จาก

ฐานขอมูลศีรษะมนุษยมาใช เพื่อเปรียบเทียบกับวิธีนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยมาใชโดยตรง.  
บริเวณที่สนใจจากการสรางแบบจําลองดวย 2 วิธีนี้คือ อวัยวะ (หรือบริเวณที่มีสภาพนําเดียวกัน) 
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ที่มีขอบเขตนอยเมื่อเทียบกับระยะหางระหวางกริด เนื่องจากคาสภาพนําของอวัยวะเหลานี้ที่ได
จาก 2 วิธีมีคาตางกัน.

การคํานวณกับแบบจําลองที่นําคาเฉลี่ยจากฐานขอมูลมาใช มีแนวโนมของความ       
คลาดเคลื่อนและลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมดีกวาวิธีนําฐานขอมูลมาใชโดยตรง.  
การใชวิธีนําคาเฉลี่ยจากฐานขอมูลมาใชใหผลดีกวา เนื่องจากคาคุณสมบัติทางไฟฟา (σ ) ใน
บริเวณที่คํานวณกับในแบบจําลอง (ซึ่งแทนดวยกริด) มีความใกลเคียงกันมากขึ้น.

7.3 ขอเสนอแนะในการศึกษาตอไป
หัวขอนี้กลาวถึงการเสนอแนะในการคํานวณเพื่อการศึกษาตอไป.  หัวขอนี้แบงเปนการ

คํานวณเมื่อลดระยะหางระหวางกริด และ การลดความคลาดเคลื่อนที่บริเวณขอบเขตของแบบ
จําลอง.

การคํานวณเมื่อลดระยะหางระหวางกริด
การลดระยะหางระหวางกริดทําเพื่อเพิ่มความละเอียดในการคํานวณ.  บริเวณที่สนใจจาก

การเพิ่มความละเอียดดวยวิธีนี้คือ บริเวณที่เปนเนื้อเดียวกัน (หรือสภาพนําเดียวกัน) ซึ่งมีขอบเขต
นอยเมื่อเทียบกับระยะหางระหวางกริด เนื่องจากความละเอียดที่บริเวณนี้มีการเปลี่ยนแปลงมาก 
ดังนั้นผลการคํานวณจึงเปลี่ยนแปลงอยางชัดเจน.

วิทยานิพนธนี้ไดลองคํานวณในกรณีที่กริดมีระยะหางกัน 8 mm เทียบกับ 4 mm.  ผลการ
คํานวณในกรณีที่กริดมีระยะหางกัน 4 mm มีแนวโนมของความคลาดเคลื่อนและทิศทางของ
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําดีกวาในกรณี 8 mm.  สําหรับการลดระยะหางระหวางกริดแมจะใหผลการ
คํานวณที่ดีขึ้น แตตองใชจํานวนกริดและลําดับข้ันเวลาในการคํานวณมากขึ้น เชนถาลดระยะหาง
ระหวางกริดลงมาครึ่งหนึ่ง ตองใชจํานวนจุดและลําดับข้ันเวลาเพิ่มข้ึนถึง 23 และ 2 เทาตามลําดับ.

การลดความคลาดเคลื่อนที่บริเวณขอบเขตของแบบจําลอง
เนื่องจากวิธี FDTD โดยทั่วไปจะแบงบริเวณออกเปนกริดทําใหมีรูปทรงของขอบเขตเปน   

ขั้นบันได ดังนั้นจากผลการคํานวณที่ได พบวามีความคลาดเคลื่อนอยางเดนชัดที่บริเวณขอบเขต 
(ทั้งผิวขอบโดยรอบของศีรษะมนุษยซึ่งมีลักษณะเปนผิวโคงหรือแบบจําลองทรงกระบอกและ   
ทรงกลม).  การคํานวณดวยวิธี FDTD จึงควรคํานึงถึงการลดความคลาดเคลื่อนที่บริเวณขอบเขต
ทั้งจากการปรับปรุงที่วิธี FDTD หรือจากการปรับปรุงที่วิธีการสรางแบบจําลอง.  สําหรับ        
วิทยานิพนธนี้ไดลองใชวิธีเฉลี่ยคาสภาพนําและวิธีประมาณคานอกชวงแบบเชิงเสนที่บริเวณ
ขอบเขตของแบบจําลองซึ่งเปนวิธีที่งาย  ดังนั้นผลการคํานวณจึงอยูในระดับที่ดีข้ึนพอประมาณ.
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