
                             

                                                                                                                                                              ก 
 

การคํานวณบริเวณสัมผัสอิสระท่ีดีที่สุดบนวัตถหุลายเหล่ียมในสองและสามมิติดวยนิ้วจับสองนิว้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นายชัยชนะ  นิลวัชรารัง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
วิทยานิพนธนี้เปนสวนหนึง่ของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต 

สาขาวิชาวิศวกรรมคอมพิวเตอร ภาควิชาวิศวกรรมคอมพิวเตอร 
คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย 

ปการศึกษา 2554 
ลิขสิทธิ์ของจุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย  

บทคัดย่อและแฟ้มข้อมูลฉบับเต็มของวิทยานิพนธ์ตั้งแต่ปีการศึกษา 2554 ที่ให้บริการในคลังปัญญาจุฬาฯ (CUIR)  

เป็นแฟ้มข้อมูลของนิสิตเจ้าของวิทยานิพนธ์ที่ส่งผ่านทางบัณฑิตวิทยาลัย  

The abstract and full text of theses from the academic year 2011 in Chulalongkorn University Intellectual Repository(CUIR) 

are the thesis authors' files submitted through the Graduate School. 

 



                             

                                                                                                                                                              ข 
 

 
 

OPTIMAL INDEPENDENT CONTACT REGION FOR 2D AND 3D POLYGONAL OBJECT 
GRASPING BY TWO SOFT FINGERS 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mr. Chaichana Nilwatchararang 
 
 
 
 
 
 
 
 

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Master of Engineering in Computer Engineering 

Department of Computer Engineering 
Faculty of Engineering 

Chulalongkorn University 
Academic Year 2011 

Copyright of Chulalongkorn University   



                             

                                                                                                                                                              ค 
 

หัวขอวทิยานพินธ การคํานวณบริเวณสัมผัสอิสระที่ดีที่สุดบนวัตถหุลายเหล่ียม

ในสองและสามมิติดวยนิ้วจับสองนิว้ 
โดย นาย ชัยชนะ  นิลวัชรารัง 
สาขาวิชา วิศวกรรมคอมพิวเตอร 
อาจารยที่ปรึกษาวทิยานพินธหลัก ผูชวยศาสตราจารย ดร.อรรถวิทย สุดแสง 
 
 

 คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย อนุมัติใหนับวิทยานพินธฉบับนี้เปนสวน
หนึง่ของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญามหาบัณฑิต 
 

  ………………………………………….. คณบดีคณะวิศวกรรมศาสตร 
  (รองศาสตราจารย ดร.บุญสม เลิศหิรัญวงศ) 
 
คณะกรรมการสอบวิทยานพินธ 
 
  …………………………………………… ประธานกรรมการ 
  (ศาสตราจารย ดร.ประภาส จงสถิตยวัฒนา) 
 
  …………………………………………...  อาจารยที่ปรึกษาวิทยานพินธหลัก 
  (ผูชวยศาสตราจารย ดร.อรรถวิทย สุดแสง) 
 
  …………………………………………… กรรมการ 
  (อาจารย ดร.นัทที นิภานันท) 
 
  …………………………………………… กรรมการภายนอกมหาวิทยาลัย 
  (ผูชวยศาสตราจารย ดร.จิตรทัศน ฝกเจริญผล) 
 
 
 
 



                             

                                                                                                                                                              ง 
 

ชัยชนะ นิลวัชรารัง : การคํานวณบริเวณสมัผัสอิสระที่ดีที่สุดบนวัตถุหลายเหล่ียมในสอง
และสามมิติดวยนิว้จับสองนิ้ว (OPTIMAL INDEPENDENT CONTACT REGION FOR 
2D AND 3D POLYGONAL OBJECT GRASPING BY TWO SOFT FINGERS). 
อาจารยที่ปรึกษาวทิยานพินธหลัก : ผศ.ดร.อรรถวิทย สุดแสง, 83 หนา. 

 
วิทยานิพนธนีน้ําเสนอวธิีคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระที่ดีที่สุดบนวัตถุหลายเหล่ียมใน

สองและสามมิติดวยนิว้จับสองนิว้  ในกรณีสองมิติ จะใชวิธีเปล่ียนปญหาไปบนมิติของบริเวณที่

จับติดและทําการคํานวณหาส่ีเหล่ียมจตุรัสที่ใหญที่สุดทีอ่ยูบนมิติดังกลาวโดยใช ܮஶvoronoi 
diagram เปนตัวหาคําตอบ ในกรณีสามมติิจะใชการเปลี่ยนปญหาใหอยูในรูปของกราฟ
ความสัมพันธของความใกลกันของแตละหนาของวัตถสุามมิติและคุณสมบัติฟอรสโคลสเชอรของ

แตละคูหนาและใชการประมวลผลแบบขนาดโดยการดแสดงผลเปนตัวคํานวณหาบริเวณสัมผัส

อิสระที่ดีที่สุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาควิชา วิศวกรรมคอมพิวเตอร ลายมือช่ือนิสิต….......................................................................... 
สาขาวิชา วิศวกรรมคอมพิวเตอร ลายมือช่ือ อ.ที่ปรึกษาวทิยานพินธหลัก........................................... 
ปการศึกษา 2554  

................................................ 
............................................... 

........................................... 



                             

                                                                                                                                                              จ 
 

# # 5070684121: MAJOR COMPUTER ENGINEERING 
KEYWORDS: GRASPING / INDEPENDENT CONTACT REGION / GPU /  CUDA 

CHAICHANA NILWATCHARARANG: OPTIMAL INDEPENDENT CONTACT 
REGION FOR 2D AND 3D POLYGONAL OBJECT GRASPING BY TWO SOFT 
FINGERS. ADVISOR: ATTAWITH SUDSANG, Ph.D., 83 pp. 

 
This thesis presents you two methods for calculating optimal independent 
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configuration space and then use ܮஶvoronoi diagram to find largest square which 
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into graph system which vertex represent polyhedral face and 2 type of edge which 
represent adjacency property and force closure grasp property between every pair of 
edges. Then use GPU programming to calculate optimal independent contact region in 
parallel programming manners. 
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บทที่  1 
 

บทนํา 

เปาหมายสําคัญประการหนึง่ของการใชงานหุนยนตคือการจัดวัตถ ุ(object 
manipulation) ในบริเวณทํางานของหุนยนต (robot workspace) วิธพีื้นฐานซ่ึงไดรับความสนใจ
ในทางวิทยาการหุนยนตคือการจับ (grasping) ดวยมือหุนยนต  คอนฟกุเรชนั (configuration) 
ของการจับประกอบไปดวยตําแหนงของนิว้หุนยนตบนวตัถุ ส่ิงสาํคัญอยางหนึ่งที่ตองคํานงึถงึใน
การจับคือ เสถียรภาพ (stability) ซึ่งการจับที่มีเสถียรภาพนัน้ถกูมองไดสองมุมมองหลักๆ คือ ใน
เชิงเรขาคณิต และในเชิงกลศาสตร แมวานิยามของเสรียรภาพในการจับจะถูกมองไดหลายมุม แต
ในทางทฤษฎีแลว เราสามารถสนใจแคในมุมมองใดมุมมองหนึ่งก็เพียงพอสําหรับการอธิบายความ
มีเสถียรภาพของการจับ โดยสิ่งที่ตองการสําหรับเสถยีรภาพในการจับคือ  เมื่อวัตถุถกูจับอยางมี
เสถียรภาพนัน้ คอนฟกุเรชันของการจับจะตองไมเปล่ียนแปลงตลอดการทํางานไมวาจะถกูรบกวน
จากแรงภายนอกใด ๆ ยกตัวอยางเชน การจับคอนเพื่อใชในงานตอกตะปู ในขณะที่คอนนัน้ถกูใช
งาน คอนจะตองไมหลุดออกจากมือเนื่องจากแรงที่กระทํากบัตะปู รวมถึงแรงที่เกิดจากแรงโนมถวง 
ซึ่งการจับที่มีเสถียรภาพนี้จะถูกเรียกวา การจับแบบปดของแรง (force closure grasp) และ
เสถียรภาพนี้จะถูกเรียกวา คุณสมบัติแบบปดของแรง (force closure) 

การจะคํานวณหาการจับทีม่ีเสถียรภาพน้ันไมใชเร่ืองทีย่ากเกนิไปนกั ระเบียบวธิีในการ
สังเคราะหการจับแบบงายๆ ดวยเวลาเชิงเสนไดถูกเสนอไวต้ังแตป 1987 (Mishra et al. 1987) 
อยางไรก็ตาม การจับแตละการจับนัน้มีคุณภาพที่ตางๆ กนั เมื่ออยูในสภาวะที่ถูกจําลองข้ึน 
เงื่อนไขบางเงือ่นไขนั้นไดถูกละเลย การจับทุกการจับจึงสามารถถูกมองใหเทยีบเทากนัได แตใน
การทาํงานในโลกจริงเงื่อนไขรวมถึงสภาวะตางๆ ตองถกูนํามาพิจารณาดวย สงผลใหเกิดการเลือก
การจับทีเ่หมาะสมกับเงื่อนไขและสภาวะตางๆ ที่เกิดข้ึนในการทํางานจริง 

อยางไรก็ตามการคํานงึถงึทกุเงื่อนไขเพื่อคํานวณหาการจับนั้นมีความซับซอนสูง ดังนัน้
งานวิจยัที่เกี่ยวของกับการวางแผนการจับจึงมักจะแยกสวนกลศาสตรของแขนกลออกจากการ

วางแผนหาตําแหนงจับ ซึง่แขนกลทกุๆ ชิน้มีความคลาดเคล่ือนไมมากก็นอยแตกตางกนั
วิทยานิพนธนีจ้ึงไดมุงเนนถงึปญหาท่ีสภาวะของการควบคุมตําแหนงจับที่ปลายนิว้หุนยนตมีความ

ผิดพลาด เนื่องจากกลศาสตรของแขนกลไดถูกละเลย การวางแผนการจับจึงตองหาวธิีรับมือกับ
ปญหาความคลาดเคล่ือนในการจับทีเ่กิดข้ึน โดยการจับนั้นจะไมเจาะจงกับแขนกลในแขนกลหน่ึง 
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การคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระ (independent contact region) จึงไดถูกพฒันาข้ึนเพื่อรับมือ
กับปญหาดังกลาว โดยคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระของแตละปลายนิ้วจับแตละนิ้ว  โดยที่แตละ
นิ้วนั้นสามารถวาง ณ ตําแหนงใดในบริเวณสัมผัสอิสระและยังทําใหการจับมีคุณสมบัติแบบปด
ของแรงเสมอ ดังนัน้ส่ิงที่เราตองคํานงึถงึในการหาการจบัที่เหมาะสมกับสภาวะนี้คือ การจับที่ยอม
ใหเกิดความผิดพลาดในตําแหนงการจับมากที่สุด นั่นก็คือการจับทีม่ีบริเวณสัมผัสอิสระที่กวาง
ที่สุดนัน่เอง 

วิทยานิพนธนีศึ้กษาปญหาการคํานวณบริเวณสัมผัสอิสระรวมถึงปญหาการวางวาง

แผนการจับทีม่ีบริเวณสัมผัสอิสระที่กวางที่สุดสําหรับวตัถุรูปหลายเหลี่ยมใน 2 มิติ และวัตถุทรง
หลายหนาใน 3 มิติดวยนิ้ว 2 นิ้ว โดยนิ้วทีใ่ชในการจับใน 2 มิติถูกกาํหนดใหเปนนิ้วแข็ง ในขณะที่
นิ้วที่ใชในการจับใน 3 มิติถกูกําหนดใหเปนนิว้ออน ความเสียดทานทีจุ่ดสัมผัสระหวางนิว้กับวัตถุ
เปนไปตามกฎของคูลอมบ (Coulomb friction)  วทิยานพินธนีน้ําเสนอระเบียบวิธทีีจ่ะคํานวณหา
บริเวณสัมผัสอิสระและการวางแผนการจับที่มีบริเวณสมัผัสอิสระที่กวางที่สุด  

แนวคิดหลักของวิธทีี่นาํเสนอนี้คือ ในกรณี 2 มิติ ตําแหนงของแตละนิว้จะถูกอธิบายดวย
ระยะบนเสนขอบของรูปหลายเหล่ียมจากจุดอางอิงจุดหนึ่งบนเสนขอบนั้น นิว้หนึง่นิ้วจึงสามารถ
ถูกอธิบายดวยตัวแปร 1 มิติ ดังนัน้ปญหาการวางแผนการจับดวย 2 นิ้วจึงถูกแกในปริภูมิ 2 มิติ
ของตัวแปรระยะทาง เมื่อเราพิจารณาถงึปริภูมินี้จะเหน็วาบริเวณสมัผัสอิสระสามารถถูกอธิบาย
ดวยรูปส่ีเหล่ียมที่มีดานขนานกับแกนของปริภูมิ ปญหาการคํานวณบริเวณสัมผัสอิสระก็คือการ
คํานวณหารูปส่ีเหล่ียมทีทุ่กจุดในพ้ืนที่แทนการจับแบบปดของแรงทั้งหมด และปญหาการวาง
แผนการจับทีม่ีบริเวณสัมผัสอิสระที่กวางที่สุดก็คือการคํานวณหารูปส่ีเหล่ียมใหญสุดที่ทุกจุดใน

พื้นที่แทนการจับแบบปดของแรงทัง้หมดนัน่เอง  

สําหรับในกรณี 3 มิติการแกปญหาจะอยูในปริภูมิของวตัถุ ผิวหนาของวัตถุจะถูกอธบิาย
ดวยโครงขายของรูปหลายเหล่ียม (polygonal mesh) โดยสมมติวาโครงขายนีม้ีความละเอียด
พอที่จะอธิบายตัววัตถุและรูปหลายเหล่ียมที่อธิบายผิวหนาของวัตถมุีพื้นที่ใกลเคียงกนัมาก การ
คํานวณบริเวณสัมผัสอิสระจะเร่ิมจากคํานวณการจับดวย 2 นิ้วบนรูปหลายเหล่ียม 2 รูป หลังจาก
นั้นจะทาํการหาการจับ 2 นิ้วจากรูปหลายเหลี่ยมรอบขางแพรขยายไปเร่ือยๆ โดยรูปหลายเหลีย่ม
ที่เคยอยูในบริเวณสัมผัสอิสระจะตองคงอยูในบริเวณนี้เสมอ ดังนั้นปญหาการวางแผนการจับที่มี
บริเวณสัมผัสอิสระที่กวางทีสุ่ดก็คือการคํานวณหาการจับที่สามารถแพรบริเวณไปยังรูปหลาย

เหล่ียมรอบขางแลวกนิพืน้ทีม่ากที่สุด 
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เนื่องจากวิทยาพนธนี้ใหความสําคัญกับวตัถุที่มีความละเอียดสูงนั่นคือรูปหลายเหล่ียมที่

ประกอบดวยดานเล็กๆ จํานวนมาก และทรงหลายเหล่ียมที่ประกอบดวยรูปหลายเหล่ียมเล็กๆ 
จํานวนมาก แตระเบียบวิธีในการแกปญหาในปจจุบนัสามารถแกปญหาการวางแผนการจับที่มี
บริเวณสัมผัสอิสระที่กวางทีสุ่ดไดเพียงบนดานหรือรูปหลายเหล่ียมเดียว ไมสามารถที่จะหา
คําตอบที่ดีที่สุดขามดานหรือรูปหลายเหล่ียมรอบขางได ผลที่ไดจึงมีคุณภาพหางจากความเปน
จริง วทิยานพินธฉบับนี้จึงเสนอวิธีสําหรับคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระและวางแผนการจับที่มี
บริเวณสัมผัสอิสระที่กวางทีสุ่ดของการจับวัตถุรูปหลายเหล่ียมหรือทรงหลายหนาดวยนิ้วจับ

จํานวน 2 นิ้วที่ใหคําตอบขามดานของรูปหลายเหลีย่มหรือขามรูปหลายเหล่ียมทีอ่ธิบายทรงหลาย
หนาได  

เนื้อหาของวิทยานพินธฉบับนี้ถูกแบงออกเปน 4 บทดังนี้ คือ บทที ่1 เปนบทนําบทที่ 2 จะ
เปนงานวิจัยและทฤษฏีที่เกีย่วของ  บทที ่3 จะเปนการทดลองและผลการทดลองโดยแบงออกเปน 
2 สวนคือการหาบริเวณสัมผัสอิสระบน 2 มิติ และบน 3 มิติ และ บทที่ 4 จะเปนเร่ืองการสรุป
งานวิจยั ขอเสนอแนะ และงานวิจัยในอนาคต 
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บทที่  2 
 

งานวิจัยและทฤษฏีที่เก่ียวของ 

2.1 งานวจิัยที่เกีย่วของ 

งานวิจยัเกีย่วกับงานจับเปนงานวิจัยที่มคีวามสําคัญควบคูมากบังานวิจยัทางดาน

วิทยาการหุนบนต องคประกอบที่สําคัญที่สุดคือมือหุนยนต สืบเนื่องจากความตองการในการ
ทํางานที่ตางกนั ทําใหมือหุนยนตถกูออกแบบมาในลักษณะที่ตางๆ กนั มือหุนยนตที่เรียบงายที่สุด
คือมือที่มี 2 นิว้อยางเชนแขนคาตานะที่ถกูนํามาใชงานกับหุนยนตเคล่ือนที่สแตร [1]  มือหุนยนตที่
ถูกนาํมาใชในงานวิจยัอยางแพรหลายคือมือที่ประกอบดวย 3 นิ้วที่ชือ่วามือแบรเรตต [2]  
ประกอบดวยที่คลายนิ้วโปง และอีกสองนิว้ที่เหลือที่สามารถแยกออกจากกันไดถึง 180 องศารอบ
อุงมือ มือหุนยนตที่มีความซับซอนและถูกมาทาํงานโดยเฉพาะเจาะจงก็มีการพัฒนามาควบคูดวย
เชนกนั มือยูทาหและเอ็มไอที [3] เปนมือที่มีส่ีนิว้ แตมีขนาดใหญเนื่องจากตําแหนงของตัวกําเนิด
แรงของนิ้ว (actuator) อยูภายนอกมือหุนยนต  มือโรโบนอท [4] เปนมือที่มหีานิ้ว ถกูพัฒนาข้ึน
เพื่อการใชงานในอวกาศ ตําแหนงของตัวกําเนิดแรงของน้ิวอยูภายนอกเชนเดียวกบัมือยูทาห
และเอ็มไอทีแตมีขนาดเล็กกวา มือดีแอลอารสอง [5] เปนมือรุนที่สองของมือดีแอลอาร มีนิว้
จํานวนส่ีนิ้ว ใชมอเตอรซึ่งอยูภายในมือเปนตัวกาํเนิดแรงใหกับนิว้ ทําใหขนาดของมอืหุนยนตนั้น
ไมใหญมาก แตน้ําหนกัตรงสวนมือสูง และโครงสรางภายในนิว้มีความซับซอน 

ในการวางแผนการจับนัน้ คุณสมบัติแบบปดของแรงมักจะเปนเงื่อนไขที่จําเปนในการ
คํานวณหาการจับ ( อยางนอยการจับใดๆตองเปนไปตามเงื่อนไขนี้ ) สําหรับวัตถุที่จะทําการจับช้ิน
ใดๆ ก็มักจะมกีารจับทีเ่ปนไปไดหลายคําตอบ เปาหมายของการวางแผนการจับกคื็อการหาการจับ
ที่ดีที่สุดจากการจับเหลานัน้ เงื่อนไขสําหรับ ตัดสินใจวาการจับใดเปนการจับที่ดีที่สุดก็มีอยูหลาย
เงื่อนไขที่เปนที่นยิมใชกนั อยางเชนการทดสอบวาการจับทนตอแรง (force) หรือแรงบิด (torque) 
ที่กระทําจากภายนอกไดมากนอยเทาใดจึงจะทาํใหการจบัเสียคุณสมบัติแบบปดของแรง แรงหรือ
แรงบิดที่เล็กทีสุ่ดที่พอสําหรับทําใหการจับเสียคุณสมบัติแบบปดของแรงนัน้จะมีขนาดเทากับรัศมี

ของทรงกลมทีใ่หญที่สุดที่สามารถใสลงไปในคอนเวกซฮลัลที่เกิดจากการจับในมิติของแรงและ

แรงบิด ซึ่ง [6] เปนผูเสนอข้ึนมา โดยเรียกวิธีการประเมินนีว้า คุณภาพของการจับ (grasp 
efficiency)  วธิีการนี้ก็ไดถูกใชโดย [7]  ดวย  ในงานวางแผนการจับหลายๆงาน [8-10] ก็มีการใช
การวัด คุณภาพของทาจับรวมในงานดวย เมื่อไมนานมานี้ [11] ก็ไดเสนอหลักการทีค่ลายๆกัน 
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เรียกวา ระยะทางคิว (Q distance) ซึง่มีความแตกตางจากวธิีของ Kirkpatrick คือใชฟงกชั่นที่
เปนมาตราสวนของโพลีโทปในการวัดระยะ แทนท่ีจะใชระบบยูคลิดแบบปรกติ ทาํใหสามารถ
เปล่ียนมาตรวดัไดสอดคลองกับงานที่ตองการใหหุนยนตทําได    การวางแผนการจับตามที่ได
กลาวไปขางตนสามารถใหคําตอบเปนทาจับที่ดีเทานัน้ สวนการจับจริง เปนหนาที่ของแขนกลซ่ึง
เปนตัวที่ตองวางนิ้วจับลงบนจุดจับที่คํานวณไดมาใหแมนยาํเอาเอง ทาจับที่ดี ทนแรงกระทาํไดดี 
จะไมมีประโยชนเลยถาในทางปฎิบัติ ถาการจับทีว่างนิว้จับคลาดเคลื่อนจากจุดจับทีต่องการเพียง
เล็กนอยก็สามารถทาํใหการจับคร้ังนั้นลมเหลว การศึกษาวิจัยในหัวขอที่เกีย่วกับความคลาด 
เคล่ือนจึงเปนหัวขอที่สําคัญเชนกนั [12-17] 

เพื่อที่จะใหคําตอบเปนทาจับที่ทนตอความผิดพลาดในการวางนิ้วจับ Nguyen จึงไดเสนอ
หลักการ เร่ืองบริเวณสัมผัสอิสระใน [18] โดยนิยามวา บริเวณสัมผัสอิสระคือบริเวณบนผิววัตถุที่
นิ้วจับแตละนิว้สามารถ เคล่ือนที่ไปยงัจุดใดในบริเวณนัน้ก็ไดและจะยงัทาํใหการจับมีคุณสมบัติ
แบบปดของแรงเสมอ ใน [18] Nguyen ไดแสดงวิธีทางเรขาคณิตสําหรับคํานวณหาบริเวณสัมผัส
อิสระที่ใหญทีสุ่ดสําหรับการจับวัตถุรูปหลายเหล่ียมดวยนิ้วจับที่มีแรงเสียดทางจํานวนสองนิ้ว โดย
คําตอบจะอยูบนคูดานของรูปหลายเหล่ียม แตก็ยงัมีขอผิดพลาดในการ คํานวณดานบางแบบ ซึง่
ปญหานี้ก็ไดถกูระบุและเสนอวิธีแกไขใน [19] โดย Tung และ Kak เงื่อนไขที่ใชระบุวาบริเวณ
สัมผัสอิสระใดเปนคําตอบทีดี่นั้น จะดูจากบริเวณสัมผัสอิสระที่เล็กที่สุดของแตละการจับ (การจับ
ที่บริเวณสัมผัสอิสระขนาดเล็กที่สุดมีขนาดใหญที่สุด) 

สําหรับการจับวัตถุสองมิติดวยนิว้ที่มีแรงเสียดทานจํานวน 3 นิ้ว Ponce et al. ไดเสนอ
วิธีการ คํานวณหาบริเวณสมัผัสอิสระที่ดีที่สุดที่อยูบนดาน 3 ดานของรูปหลายเหล่ียมไวใน [20] 
โดยใชแนวคิดของคุณสมบัติสมดุลที่ไมรวมขอบ (non-marginal equilibrium) และเงื่อนไขของ
คุณสมบัติปดของแรงเพื่อแปลงปญหาเปนการหาคําตอบที่ดีที่สุด จากการแกปญหากําหนดการ
เชิงเสน (linear programming) แตเนื่องจากเงื่อนไขของคุณสมบัติปดของแรงที่ใชในงานนี้ยงัเปน
เงื่อนไขทีพ่อเพียง จงึทาํใหการจับบางการจับไมถูกรวมเขามาในการคํานวณ ทาํใหคําตอบที่ได 
อาจจะแยกวาคําตอบที่ดีที่สุดจริงๆ  ไมนานมานี้ Cornella และ Suarez ก็ไดเสนอวิธสํีาหรับ
คํานวณหาบริ เวณสัมผัสอิสระโดยไมจํากดัจํานวนนิ้ว วธิีที่เสนอนัน้ทาํการคํานวนบนผิวของวัตถุ
โดยมองเปนผิว 2 มิติ และทาํการคํานวณบนนัน้เพื่อเพิม่ประสิทธิภาพ แตวิธนีี้ก็ไมสามารถ
รับประกันความวาจะใหคําตอบที่ดีที่สุดได    ถึงแมวาปญหาการจับวัตถรูุปหลายเหล่ียมดวยนิ้วจับ 
2 นิ้วจะเปนหนึ่งในปญหาพ้ืนฐานของเร่ืองการจับ แตบางจุดของปญหากย็ังไมไดรับการแกไขและ
ยังไมไดถูกนําไปใชใหเกิดประโยชนสูงสุด  ตัวอยางของการนาํปญหาการจับวัตถ ุ2 มิติดวยนิว้จับ 
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2 นิ้วไปใชจริงไดถูกแสดงใหเห็นใน [21]  ซึ่งเปนปญหาการใช ภาพจากกลองเพื่อนาํไปเปนขอมูล
สําหรับการเคล่ือนยายวัตถุในโรงงานอุตสาหกรรม ที่จริงแลวปญหาใหมๆ ในเร่ืองการจับก็ใชเร่ือง
การคํานวณการจับวัตถุรูปหลายเหล่ียมดวยนิ้ว 2 นิ้วเปนสวนประกอบดวย[12,21-23]  เร่ือง
บริเวณสัมผัสอิสระไดถูกพฒันาข้ึนเพื่อใหการจับที่คํานวณไดนัน้มีความทนตอความผิดพลาดได

มากข้ึน  ถึงแมวาเร่ืองนี้จะไดถกูเสนอมาเปนสิบๆ ปแลวกตาม แตปญหาที่นาสนใจก็ยังคงมีอยู วิธี
คํานวณที่มีอยูในปจจุบัน[19,20]  ก็ยงัมีขอจํากัดที่คําตอบของบริเวณสมัผัสอิสระไมสามารถที่จะ
ขามดานของรูปหลายเหล่ียมได  ขอจํากัดนี้อาจเปนตัวทาํใหคําตอบที่ไดออกมานัน้มขีนาดที่เล็ก
กวาความเปนจริงไปมาก จะเห็นไดชัดในกรณีที่ดานของรูปหลายเหล่ียมมีขนาดเล็ก ตัวอยางเชน 
การนาํรูปหลายเหล่ียมมาใชประมาณวัตถผิุวโคง ซึ่งจะใหผลออกมาเปนรูปหลายเหลี่ยมที่เปนดาน
เล็กๆ จํานวนมากในจุดที่เปนผิวโคง 

แนวคิดการคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระที่สามารถขามดวยของรูปหลายเหล่ียมไดนัน้ ก็
มีปรากฎใน [22,23] แตในงานทีก่ลาวถงึก็มิไดเปนการหาบริเวณสัมผัสอิสระที่ดีทีสุ่ด แตเปนเพยีง
การหาบริเวณสัมผัส อิสระโดยขยายคําตอบจากทาจับเร่ิมตนใดๆ  งานหลายช้ินก็ไดเสนอการหา
ทาจับบนวัตถผิุวโคง แตบางงาน กเ็พยีงแตพุงเปาไปที่การหาการจับแบบปดของแรงเทานัน้ [24-
26] แตงานของ Ponce et al.[27] ซึ่งเปนงานที่พยายามหาบริเวณสัมผัสอิสระโดยใชระเบียบวธิี
เชิงตัวเลขเพื่อหาคําตอบที่ดีที่สุด แตคําตอบที่ไดมานั้นกไ็มสามารถรับประกันไดวาเปนบริเวณ
สัมผัสอิสระทีดี่ที่สุด 

2.2 ทฤษฎทีี่เกีย่วของ 

ความรูพืน้ฐานที่จาํเปนตองกลาวถึงในวทิยานพินธนี้แบงเปนสามสวนคือ 2.2.1  เปนเร่ือง
การจับและความเสียดทาน เนื้อหาในสวนนี้จะกลาวถึงความสัมพนัธระหวางความเสียดทานและ
แรงกระทาํจากนิ้ว  หัวขอ 2.2.2 กลาวถงึสภาพสมดุลของการจับ การจับที่มีคุณสมบัติแบบปดของ
แรง และความสัมพนัธระหวางสภาพสมดุลของการจับและคุณสมบัติแบบปดของแรง โดยสวน
สําคัญคือขอสรุปที่วา สภาพสมดุลของการจับเปนเงื่อนไขที่เพียงพอสําหรับคุณสมบัติแบบปดของ
แรง ขอสรุปนีท้ําใหเราสามารถหาการจับที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรงไดจากการคํานวณหาการ
จับที่ทาํใหเกิดสภาพสมดุลของการจับ และหัวขอที่ 2.2.3 จะกลาวถงึเงื่อนไขในการจับวัตถุหลาย
เหล่ียมในสภาพสมดุลดวยสองและสามนิ้วตามลําดับ 
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2.2.1 การจับและความเสียดทาน 

การใชนิว้จับนบัเปนหัวใจสําคัญของการจดัวัตถุดวยมือหุนยนต  นิ้วหุนยนตแบงเปนสอง
ประเภทคือ นิว้แข็ง (hard finger) และนิ้วออน (soft finger) นิ้วออนแตกตางจากนิ้วแข็งดวย
ความสามารถในการถายทอดแรงบิดรอบจุดสัมผัส  ในขณะที่นิว้แข็งสามารถออกแรงกระทําที่จุด
สัมผัสไดเพียงอยางเดียวเทานั้น  การวิเคราะหการจับดวยนิ้วแข็งแบงตามลักษณะของผิวสัมผัส
เปนสองประเภทคือ แบบไมมีแรงเสียดทานและแบบมีแรงเสียดทาน  เมื่อไมมีแรงเสียดทาน นิ้ว
ออกแรงกระทาํกับวัตถุไดในเฉพาะทิศทางตั้งฉากกับผิวสัมผัส  แตเมื่อมีแรงเสียดทานเขามา
เกี่ยวของ แรงกระทาํจะถกูกาํหนดดวยธรรมชาติของแรงเสียดทาน  แรงเสียดทานเปน
ปรากฏการณทางฟสิกสที่ซบัซอนและเกีย่วของกับโครงสรางทางวัสดุของผิวสัมผัสทั้งในระดับ

จุลภาค (microscale) และระดับมหภาค (macroscale)  ถึงแมวาพฤติกรรมโดยละเอียดของแรง
เสียดทานเปนปญหาที่ยงัตองรอการคนควาจากนักวทิยาศาสตร  การใชกฎของคูลอมบ [28] ใน
การอธิบายแรงเสียดทานก็เปนทีย่อมรับวาแมนยาํพอเพียงในทางกลศาสตรและงานทฤษฎี

เกี่ยวกับการจบั  ดังที่ไดกลาวไปแลวในบทนําวาการจับทีม่ีเสถียรภาพน้ัน  นิว้จะตองอยูนิง่เมื่อ
เทียบกับวัตถ ุ นัน่ก็คือผิวสัมผัสระหวางนิว้กับวัตถุไมเคล่ือนที ่ จากกลศาสตรเบ้ืองตน [29] แรง
เสียดทานที่เกีย่วของในกรณีนี้คือแรงเสียดทานสถิต (static friction)  แรงเสียดทานสถิตเปนแรง
ตานทานความพยายามท่ีจะเคล่ือนที่ของวัตถุ  วัตถทุี่อยูนิง่จะเร่ิมเคล่ือนที่ไดเมื่อมแีรงกระทาํใน
ทิศทางการเคลื่อนที่ซึง่มีขนาดไมนอยกวาขนาดของแรงเสียดทานสถติสูงสุดตามกฎของคูลอมบ  
ขนาดของแรงเสียดทานสถติสูงสุดนี้สามารถคํานวณไดจากผลคูณระหวางขนาดของแรงกดใน

แนวต้ังฉากกบัผิวสัมผัสและคาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสถิต (static friction coefficient) ซึ่งเปน
คาคงตัวข้ึนอยูกับคุณสมบัติของผิวสัมผัสทั้งสอง  ดังตัวอยางในรูปที ่1(a) ซึ่งแสดงวัตถุรูป
ลูกบาศกที่อยูนิ่งบนพืน้เรียบและมีแรงกดคือ n  เมื่อสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสถิตของผิวสัมผัสทั้ง
สองเปน   จะไดวาแรงผลัก f ที่มีขนาดนอยกวา  | |n  ไมวาจะมาจากทิศทางใดก็ตามก็ไม
สามารถทําใหวัตถุนี้เคล่ือนที่ไปได  ขอสรุปจากตัวอยางนี้สามารถนํามาใชในการพจิารณาแรงทีน่ิว้
กระทาํตอวัตถใุนขณะทีว่ัตถถุูกจับใหอยูนิง่ได  รูปที ่1(b) แสดงนิ้วทรงกลมที่สัมผัสกบัผิววัตถ ุ โดย
เมื่อนิ้วออกแรงกด n ในแนวต้ังฉากกับผิวสัมผัส  นิ้วก็สามารถออกแรงที่มีขนาดนอยกวา | |n  
ในทิศทางใดกไ็ดที่ขนานกับผิวสัมผัสโดยไมทําใหเกิดการเลื่อนของนิว้บนผิวสัมผัส  เมื่อพิจารณา
แรงในแนวต้ังฉากและแนวขนานกับผิวสัมผัส  เราจึงเห็นไดวาแรงรวมที่นิว้กระทําตอวัตถุจะตองมี
แนวแรงอยูในกรวยซึง่มีจุดสัมผัสเปนจุดยอด  มีแกนกลางในทิศทางทีต้ั่งฉากกับผิวสัมผัส และมี
คร่ึงหนึง่ของมมุที่จุดยอด (half cone angle) เปน 1tan ( )   เราเรียกกรวยดังกลาวนี้วากรวย
เสียดทาน (friction cone) และสามารถเขียนไดวา 
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ทฤษฎบีท 1 เมื่อไมมีการเคล่ือนที่ระหวางผิวสัมผัส  แรงรวมทีน่ิ้วกระทาํตอวัตถุวางตัวอยู
ภายในกรวยเสียดทานที่จุดสัมผัส 

 
รูปที่ 1 แรงเสียดทานตามกฎของคูลอมบ 

2.2.2 สภาพสมดุลของการจับและคุณสมบัติแบบปดของแรง 

ในทางกลศาสตร วัตถุอยูนิ่งยอมอยูในสภาพสมดุล  วัตถุอยูในสภาพสมดุลก็ตอเมือ่แรง
รวมและแรงบิดรวมที่กระทําตอวัตถุเปนศูนย  วัตถุอยูในสภาพสมดุลของการจับ (grasping 
equilibrium) เมื่อวัตถุอยูในสภาพสมดุลภายใตแรงและแรงบิดจากนิว้  โดยไมมกีารรบกวนจาก
แรงและแรงบิดอ่ืนๆ   ดังที่ไดกลาวไปแลววา นิว้แข็งซึ่งเราศึกษาในวทิยานพินธนี้ออกแรงไดเพียง
อยางเดียว  นัน่ก็คือแรงบิดที่ตองพจิารณาในการวิเคราะหสภาพสมดุลของการจับ  มีเพียงแรงบิด
ที่ไดจากการคํานวณโมเมนต (moment) ของแรงกระทาํจากนิว้รอบจุดกําเนิด  การคํานวณ
โมเมนตนี้คือการหาผลคูณไขว x f โดยที่  1 2 3( , , )Tx x xx เปนเวกเตอรบอกตําแหนงจุดสัมผัส  
และ 1 2 3( , , )Tf f ff เปนแรงกระทําจากนิ้ว  ซึ่งในกรณทีี่บริเวณทํางานมสีองมิติ  แรง f และ

ตําแหนง x ใดๆ จะอยูบนระนาบเดียวกัน ( 3 0x   และ  3 0f  ) ทําใหไดโมเมนตอยูในรูป 

1 2 1 2(0, 0, )Tx f f x  กอนที่เราจะกลาวถงึคุณสมบัติแบบปดของแรง  ขอนิยามสภาพสมดุลของ
การจับอยางชดัเจนสําหรับการอางอิงถงึภายหลังดังนี ้

บทนิยาม 1 สภาพสมดุลของการจับดวยนิ้วแข็งคือ  สภาพสมดุลทีเ่กิดจากแรงกระทํา
จากนิ้วเทานัน้ (ไมมีแรงและแรงบิดอ่ืนๆ เกีย่วของ) โดยตองมีอยางนอยหนึง่นิว้ที่ออกแรง 

เมื่อพิจารณาอยางผิวเผิน จะเหน็ไดวาการจับที่ทาํใหวัตถุอยูในสภาพสมดุลของการจับไม
เพียงพอ  หากมีแรงหรือแรงบิดภายนอกรบกวน  การจบัดังกลาวก็ไมนาที่จะสามารถออกแรงเพื่อ

n 

f 

n 

 

(a) (b) 
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หักลางการรบกวนไดในทุกกรณี  ดวยเหตุนี้จึงไดมีการนยิามคุณสมบัติที่พงึประสงคของการจับที่
เรียกวาคุณสมบัติแบบปดของแรง  กลาวคือ 

บทนิยาม 2 เมื่อขนาดของแรงที่นิว้กระทาํตอวัตถุไมถกูจํากัด การจับที่มีคุณสมบัติแบบ
ปดของแรงจะสามารถออกแรงหักลางแรงหรือแรงบิดภายนอกใดๆ ที่มารบกวนได  ทาํใหวัตถุอยูใน
สภาพสมดุล  ไมวาจะมีการรบกวนใดๆ กต็าม  

บทนยิาม 2 ชี้ชัดวาการจับทีม่ีคุณสมบัติแบบปดของแรงยอมสามารถทําใหวัตถุอยูใน
สภาพสมดุลของการจับไดดวย (แรงและแรงบิดรบกวนเปนศูนย)  แตที่นาสนใจกวาคือบทกลับของ
ขอสรุปนี้  ดังที่ไดมีการพิสูจนไวใน  [18] และ [20] วา 

ทฤษฎบีท 2 เมื่อผิวสัมผัสมีความเสยีดทาน  การจับดวยนิ้วแข็งซึ่งแรงกระทําจากแตละ
นิ้วอยูภายใน (interior) กรวยเสียดทานอยางเครงครัด และสามารถทาํใหวัตถุอยูในสภาพสมดุล
ของการจับ  ยอมเปนการจับที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรงดวยเสมอ 

ทฤษฎีบท 2 นีท้ําใหเราสามารถหาการจับที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรงไดดวยการ
คํานวณตําแหนงจุดสัมผัส ของการจับที่ทาํใหเกิดสภาพสมดุลของการจบัได  โดยในทางปฏิบัติ 
การคํานวณนีอ้าจใชสัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิตทีน่อยกวาคาจริง เพื่อใหแนใจวาแรงกระทํา
จากนิ้วจะอยูในกรวยเสียดทานจริงตามที่กาํหนดไวในทฤษฎี  ขอกําหนดของแรงดังกลาวเปนสวน
จําเปนในการพิสูจนทฤษฎีใน [20] โดยในบทความนี ้ไดมีการแยกประเภทใหกับสภาพสมดุลตาม
ทฤษฎีบท 2 โดยเรียกวาสภาพสมดุลที่ไมใชขอบ (non-marginal equilibrium)  อยางไรก็ตาม
วิทยานิพนธนีไ้มมีความจําเปนตองแยกประเภทของสภาพสมดุล  เนือ่งจากแรงกระทําจากนิ้ว
ไดรับการรับประกันจากทฤษฎีบท 1 แลววาตองอยูภายในกรวยเสียดทาน  

2.2.3 เงื่อนไขในการจับวัตถุหลายเหลี่ยมในสภาพสมดุล 

หัวขอนีจ้ะขอกลาวถึงลักษณะของการจับดวยสองและสามนิ้วเพื่อใหวัตถุอยูในสภาพ

สมดุลของการจับ โดยใชเงื่อนไขของแนวแรงและตําแหนงจุดสัมผัส   ตลอดหัวขอนี ้เรากําหนดให 
  แทนคร่ึงหนึ่งของมุมที่จุดยอดกรวยเสียดทาน  นอกจากนี้จะขอใชคําวากรวยเสียดทานภายใน 
(internal friction cone) เพื่อเรียกกรวยเสียดทานท่ีมทีิศพุงเขาหาเนื้อวัตถุ(ตามทิศทางแรงกระทํา
จากนิ้ว)  และเมื่อพิจารณาเสนตรงทกุเสนที่ขนานกบัเวกเตอรในกรวยเสียดทานภายใน เราจะได
กรวยสองชิ้นทีว่างตัวตรงขามกันที่จุดสัมผัส (รูปที่ 2)  ขอเรียกกรวยทัว้สองชิน้รวมกันวากรวยเสียด
ทานสองดาน (double-sided friction cone)  
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ทฤษฎีบท 3 ตอไปนี้นํามาจาก [18] ซึ่งกลาวถึงลักษณะของการจับดวยนิ้วจํานวน 2 นิ้ว
เพื่อใหอยูในสภาพสมดุลของการจับ 

ทฤษฎบีท 3  เงื่อนไขจําเปนและเพียงพอสําหรับจุดจับสองจุดเพื่อใหเกิดการจับที่อยูใน
สภาพสมดุลคือ เวกเตอรทั้งสองที่ต้ังฉากกับดานที่สัมผัสและมีทิศทางพุงเขาหาเนื้อวัตถุทาํมุมกัน
อยูในชวง )2,2(    และเสนเช่ือมระหวางจุดจับสองจุดนัน้วางตัวอยางเครงครัดอยูใน
กรวยเสียดทานสองดานทั้งสองกรวย 

ตัวอยางของการจับดวยนิ้วสองนิว้ซ่ึงเปนไปตามทฤษฎีบท 3 แสดงดังรูปที่ 2(a) และรูปที่ 
2(b) แตการจับดังรูปที่ 2(c) ไมเปนการจับที่อยูในสภาพสมดุลเพราะเวกเตอรที่ต้ังฉากกับดานที่
สัมผัสกับนิว้ทัง้สองทํามมุกนัอยูนอกชวง )2,2(    และเสนเช่ือมระหวางจุดจับทั้งสอง
จุดไมวางตัวอยูในกรวยเสียดทานสองดาน  และการจับดังรูปที่ 2(d) ไมเปนการจับทีอ่ยูในสภาพ
สมดุลเนื่องจากเสนเช่ือมระหวางจุดจับทั้งสองจุดไมวางตัวอยูในกรวยเสียดทานสองดาน ถึงแม
เวกเตอรที่ต้ังฉากกับดานที่สัมผัสกับนิว้ทัง้สองทาํมุมกนัอยูในชวง )2,2(    ก็ตาม   

 
รูปที่ 2 การจับดวยนิว้จํานวนสองนิ้ว : ลูกศรแสดงถึงแรงทีน่ิ้วกระทาํกบัวัตถุซึ่งวางตัวอยูในกรวย

เสียดทานสองดาน เสนประคือเสนเช่ือมระหวางจุดจับทั้งสองจุด 

จากนี้จะขอกลาวถงึการจับดวยนิว้จํานวน 3 นิ้วเพื่อใหอยูในสภาพสมดุลของการจบัโดย
อาศัยบทนิยามเพิ่มเติม ดังนี้  

บทนิยาม 3 เซตของเวกเตอรสแปนทางบวก (positively span) ใน n  ถาเวกเตอรใด ๆ 
ใน n สามารถเขียนอยูในรูปผลบวกเชิงเสนของเวกเตอรในเซตนี้ดวยสัมประสิทธที่ไมเปนลบ               

ทฤษฎีบทตอไปนี้มาจาก [20] 

(a) (b) 

(c) (d) 
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ทฤษฎบีท 4 เงื่อนไขจําเปนและเพียงพอสําหรับการจับดวยนิว้จํานวนสามนิว้เพื่อใหอยูใน
สภาพสมดุลโดยที่แรงทีจุ่ดสัมผัสทั้งสามไมเปนศูนย และไมขนานกนัคือ (Pa) เมื่อมีเสนในแตละ
กรวยเสียดทานสองดานที่จดุสัมผัสทั้งสามตัดกัน ณ จดุ ๆ หนึ่ง และ (Pb) เวกเตอรแรงที่วางตัวอยู
ในกรวยเสียดทานภายในทีจุ่ดสัมผัส และขนานกับเสนทั้งสามนั้นสแปนทางบวกใน 2  

ตัวอยางของการใชงานทฤษฎีบท 4 แสดงในรูปที่ 3 โดยรูปที่ 3(a) มีแรง 321 ,, uuu  ซึง่ตัด
กันที่จุด ๆ หนึง่ และสแปนทางบวกใน 2  ดังนั้นการจับที่แสดงในรูปที ่3(a) จึงเปนการจับที่อยูใน
สภาพสมดุล ในขณะทีก่ารจบัที่แสดงในรูปที่ 3(b) ซึ่งแรง 321 ,, uuu  ตัดกันที่จุด ๆ หนึง่แตไมส
แปนทางบวกใน 2  ดังนัน้จงึไมเปนการจับที่อยูในสภาพสมดุล ตัวอยางการจับดวย 3 นิว้ซ่ึง
เปนไปตามทฤษฎีบท 4 ในแบบตาง ๆ แสดงดังรูปที ่4 

 
รูปที่ 3 การจับดวยนิว้จํานวน 3 นิ้ว 

ทฤษฎบีท 5 เงื่อนไขจําเปนและเพียงพอสําหรับการจับดวยนิว้จํานวนสามนิว้เพื่อใหอยูใน
สภาพสมดุลดวยแรงทื่ขนานกันโดยที่แรงทีจุ่ดสัมผัสทั้งสามไมเปนศูนยคือ  มีเสนในกรวยเสียด
ทานสองดานที่จุดสัมผัสทัง้สามขนานกัน และเวกเตอรแรงที่ขนานกับสามเสนนัน้ (ซึ่งวางตัวอยูใน
กรวยเสียดทานภายในที่จุดสัมผัส) มีเวกเตอรที่ขนานกบัเสนที่อยูกลางที่มทีิศทางตรงกันขามกบั
สองเวกเตอรทีเ่หลือ  

 

u1 
u3 

u2 

u1 

u3 

u2 

(a) (b) 
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รูปที่ 4 การจับดวยนิว้จํานวน 3 นิ้วในแบบตาง ๆ ที่เปนไปตามทฤษฎีบท 4 

ตัวอยางการจบัดวยนิว้สามนิ้วแบบขนานซึ่งเปนไปตามทฤษฎีบท 5 แสดงในรูปที ่5(a) 
ในขณะที่การจับที่แสดงดังรูปที่ 5(b) ไมเปนไปตามทฤษฎีบท 5 เนื่องจากเวกเตอรทีม่ีทิศทาง
ตรงกันขามกนัสองเวกเตอรที่เหลือไมไดอยูตรงกลาง 

         
รูปที่ 5 การจับดวยนิว้สามนิว้แบบขนาน 

เนื่องจากการสรางกราฟการสลับนิ้วจําเปนตองพจิารณาเงื่อนไขในทฤษฎีบท 6 ซึ่งเปน
เงื่อนไขที่เครงครัดกวาเงื่อนไขในทฤษฎีบท 4  บทนยิามเพิ่มเติมเพื่อนาํไปใชในทฤษฎีบท 6 เปน
ดังนี ้

บทนิยาม 4 กําหนดให )3,2,1( iCi คือกรวยซ่ึงมีกึง่กลางคือ ia  ดวยคร่ึงมุม   
สามารถกลาวไดวาเวกเตอรสามเวกเตอร )3,2,1( iia สแปนทางบวกดวยมุม   ( -positively 
span) ใน 2  เมือ่สามเวกเตอรใด ๆ )3,2,1(  iCiib  ใด ๆ สแปนทางบวกใน  2  

เพื่อทาํการอธบิายการสแปนทางบวกดวยมุม   ใน  2  ของสามเวกเตอรใหพิจารณารูป
ที่ 6  โดยที่เวกเตอร )3,2,1( iia  ที่แสดงในรูปที่ 6(a) สแปนทางบวกดวยมุม   ในขณะที่
เวกเตอร )3,2,1( iia  ที่แสดงในรูปที ่6(b) ไมสแปนทางบวกดวยมุม   เนื่องจากมีสามเวกเตอร 

)3,2,1(  iCiib บางเวกเตอรทีไ่มสแปนทางบวกใน  2   ซึง่เห็นไดชัดวาเวกเตอรสามเวกเตอร
จะสแปนทางบวกดวยมุม   ใน 2  ก็ตอเม่ือมมุระหวางทุกเวกเตอรมีคานอยกวา  2  

ทฤษฎบีท 6 เงื่อนไขเพยีงพอสําหรับการจบัดวยนิว้จํานวนสามนิว้เพื่อใหอยูในสภาพ
สมดุลโดยที่แรงท่ีจุดสัมผัสทัง้สามไมเปนศูนย และไมขนานกนัคือ  (Pa) มีเสนในกรวยเสียดทาน

(a) (b) 
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สองดานที่จุดสัมผัสทั้งสามตัดกัน ณ จุด ๆ หนึง่ และ (Pc) เวกเตอรต้ังฉากภายใน1 (internal 
normal) ที่จุดสัมผัสทั้งสามเวกเตอรสแปนทางบวกดวยมุม   ใน 2  

การพิสูจนทฤษฎีบทนี้แสดงใน [20] ซึ่งจะสังเกตเห็นวาการแทนเงื่อนไข Pb ในทฤษฎีบท 
4 ดวยเงื่อนไข Pc ที่เครงครัดกวา ทาํใหมกีารจับบางคอนฟกุเรชันเปนไปตามทฤษฎีบท 4 แตไม
เปนไปตามทฤษฎีบท 6  ถงึการจับตามทฤษฎีบท 6 จะทาํใหการจับบางสวนขาดหายไป  แตการ
จับสวนที่ขาดหายไปนั้นสวนหนึ่งคือการจับดวยนิว้จํานวนสองนิ้วดังแสดงใน [20] เหตุผลที่ใช
เงื่อนไขที่เครงครัดกวาก็เพื่อการสรางกราฟการสลับนิ้วอันจะกลาวในหัวขอที ่Error! Reference 
source not found. 

 
รูปที่ 6 การสแปนทางบวกดวยมุม    ของเวกเตอรสามเวกเตอรใน 2  

 

 

2.3 Mesh Resampling 

2.3.1 Mesh 
Polygon mesh คือโครงขายของ vertex, edge, face ที่ใชสําหรับเปนตัวแทนวัตถทุี่เรา

สนใจ โดยที่ face นั้นก็คือโพลิกอนที่เกิดจากการเช่ือมตอกัน ของ vertex และ edge ถา face 
ประกอบข้ึนจาก 3 edge เราจะเรียก face นั้นวา  triangle face, ถาประกอบข้ึนจาก 4 edge จะ
เรียกวา quad face      สวนขอมูลที่เก็บอยูบน vertex นั้น  ข้ึนอยูกับวาตองการจะนําไปใชทาํอะไร 
ยกตัวอยางเชนในงานของเรานัน้ ถาเก็บ พกิัดของจุดบนระบบ, สี และ normal ของจุดนั้นก็

                                                  
1
 เวกเตอรตั้งฉากท่ีพุงเขาหาเน้ือวัตถ ุ

a2 

C1 

C2 

C3 

a3 

a2 

C2 

C1 

a1 

C3 

a3 

  

(a) (b) 

a1 



                     
 

พอเพยีงสําห

โครงขาย 

โครงสรางกา

เซตของ vert
vertex นั้นๆเ
ตรวจสอบวา

ขอมูลนี้กับ m
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tex ที่เปนสวน
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กอบอยูดวย  
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สวน edge นั้น

 ตัวอยางของ

 
าหรับงานของ

หรับ face ใด
 โครงสรางกา
ertex ใดอยูติ
riangle face 
นที่การเก็บขอ

                      

นจะเปนเสนเชื

 Polygon Me

งเราจะใชวิธีเก็

ดๆ และสําหรับ
ารเกบ็ขอมูลลั

ดกันทําไดงาย

 หรือ quad f
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ชื่อมระหวางค

esh 

กบ็แบบ face
ับ vertex ก็จะ
ลกัษณะนี้สาม

ยและเร็ว  แล
face ประเภท
h ไดเปนอยา

                      

คู vertex ใดๆ

 

e-vertex คือก
ะเก็บเซตของ

มารถทําใหกา

ละถาใชโครงส

ทใดประเภทห

างมากอีกดวย

      
            14 

ๆบน

การเก็บ

ง face ที่ 
าร

สราง

นึ่งเพียง

ย 
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รูปที่ 8 ความสัมพันธของ Face-Vertex 

 

2.3.2 Remeshing 
Remeshing คือการปรับปรุงโครงสรางของ polygon mesh ใหม  เพื่อใหไดคุณสมบัติ

บางอยางที่ตองการ  คุณสมบัติที่นาสนใจหลายๆอยางไดแก 

‐ รูปราง : เชน ปรับให face เปนสามเหล่ียมทั้งหมดเพื่อความสะดวกในการเขาถึง

ขอมูลและประสิทธิภาพในการเก็บขอมูล หรือปรับให face สวนมากเปนส่ีเหล่ียมซ่ึง

เปนทีน่ิยมใชในการออกแบบชิ้นสวนหรือ reverse engineer 

‐ ลักษณะ : เชน ปรับใหแตละ face มีรูปรางเหมือนกัน (isotropic) เชน ถาเปน

สามเหล่ียมกจ็ะมีลักษณะใกลเคียงสามเหลี่ยมดานเทา ถาเปนส่ีเหล่ียมก็จะมี

ลักษณะใกลเคียงส่ีเหล่ียมจตุรัส 

‐ ความหนาแนน : การ remesh โดยไมสนใจความหนาแนนวาในแตละสวนจะตองมี

ปริมาณ face พอๆกันหรือไมจะสามารถลดปริมาณ face ที่ใชลงได โดยบริเวณที่ไมมี

ความซับซอนเชนเปนพืน้ราบๆก็สามารถใช face ชิ้นใหญแทนในบริเวณนัน้ 



                     
 

‐ 

‐ 
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ในไม

พลังประมวล

และ bandw
ทั้งในการประ
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 ถาจะกลาวใหเฉพาะเจาะจงลงไป  จุดเดนของการดแสดงผลคือสามารถที่จะจัดการกบั
ปญหาที่มีความขนานสูง คือ ใชชุดคําส่ังเดียวกนั, ทํางานพรอมๆกัน, ในแตละข้ันตอนมักจะมีการ
คํานวณที่ซับซอน แตกระทํากับขอมูลคนละชุด   และเนื่องจากเราใชชดุคําส่ังเดียวกนั ปญหาการ
ควบคุมการสงขอมูลจึงไมใชปญหาใหญ เพราะวาแตละโปรแกรมก็ใชแตขอมูลที่แตกตางกัน สวน
เวลาสําหรับการถายโอนขอมูลซ่ึงกนิเวลามากกวาการคํานวณก็ไมใชตัวปญหา เพราะเราสามารถ
ทําการคํานวณไดพรอมๆกัน ซึง่ดีกวา เมือ่เปรียบเทียบกับการสํารองขอมูลไวและประมวลผลดวย
หนวยประมวลผลตัวเดียว 

 การประมวลผลแบบขนานนัน้  จะจับคูขอมูลเขากับ thread ประมวลผล  ในหลาย
ลักษณะงานทีท่ําการคํานวณเก่ียวของกบัขอมูลปริมาณมากๆมีความเปนไปไดที่จะทําการคํานวณ

ในแบบขนาดแทนวธิีปรกติ  ตัวอยางเชน การแสดงผลภาพสามมิติ  pixel และจุดจํานวนมากจะ
ถูกจับคูเขากบั thread ประมวลผลแบบขนาน  เชนเดียวกันกับ การเขารหัส-ถอดรหัสวีดีโอ, การ
ยอ-ขยายรูป , การรูจําภาพ  ซึ่งงานเหลานีส้ามารถจับคูสวนยอยๆของภาพหรือวีดีโอเขากับ 
thread ประมวลผล เพื่อใหแตละสวนทํางานไปพรอมๆกันได     ที่จริงแลว งานในสาขาอ่ืนจาํนวน
ไมนอยก็สามารถที่จะคํานวณใหเร็วข้ึนไดโดยการเปลีย่นมาคํานวณแบบขนาน  เชนงานจาํพวก
การจําลองทางฟสิกส, การประมวลขอมลูที่เปนสัญญานส่ือสาร, งานทางดานการเงินการธนาคาร 
รวมถึงงานเกีย่วกับโครงสรางทางชีววิทยาอีกดวย 

 ในปจจุบัน  การจะใชพลงัการคํานวณของการดแสดงผลใหเต็มประสิทธิภาพกับงานที่
ไมใชการแสดงผลภาพนัน้ยงัเปนเร่ืองที่คอนขางซับซอนและวุนวายอยูมากเนื่องจากหลายๆปจจัย 
เชน 

- การดแสดงผลนั้นจะตองใชชดุคําส่ังพิเศษในการควบคุม  ซึ่งเปนเร่ืองยากและ
เสียเวลาในการเรียนรูชุดคําส่ังใหมๆสําหรับผูที่ไมเคยศึกษาหรือพัฒนาโปรแกรม

เกี่ยวกับกราฟฟกมากอน 
- DRAM ของการดแสดงผลนัน้มีรูปแบบการอานและเขียนขอมูลที่เปนลักษณะ

เฉพาะตัว เชน โปรแกรมสามารถทีจ่ะดึงขอมูลจากสวนใดๆของ DRAM ไดอยางอิสระ  
แตไมสามารถทําการเขียนขอมูลลงบน DRAM แบบตรงๆได  โปรแกรมที่ทาํงานบน
การดประมวลผลจึงขาดความยืดหยุนในการพัฒนาโปรแกรม 

- งานบางลักษณะที่โปรแกรมบนการดแสดงผลใชเวลาคํานวณนอยๆอาจจะประสบ

ปญหาความลาชาที่การถายโอนขอมูลระหวางหนวยประมวลผลแทน 
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2.4.3.3 Thread Block 

Thread block คือกลุมของ thread ที่ถกูจดัใหรวมกลุมกันทําใหมีสิทธิในการเขาถงึ 
shared memory ซึ่งเปน memory ความเร็วสูงทีเ่ขาถงึไดเฉพาะ thread ที่อยูใน block เดียวกัน
เทานัน้รวมถงึสามารถใชคําส่ังพิเศษเพื่อทาํการ synchronize กับ thread อ่ืนๆใน block เดียวกนั
ไดอีกดวย โดย thread ที่ทาํงานมาถงึจุดนี้กอนจะหยุดรอให thread อ่ืนๆมาถงึจุดนี้เพื่อเร่ิมทาํงาน
พรอมๆกันตอไป 

Thread แตละตัวจะมีเลขประจําตัวที่เรียกวา thread ID ซึ่งเปนเลขเฉพาะ ใน block 
เดียวกนัจะไมมี thread ที่มี ID ซ้ํากัน ซึ่ง ID นี้มักจะถูกใชเพื่ออางอิงตําแหนงของขอมูลที่แตละ 
thread  ตองการนํามาใชหรือเขียนขอมูลกลับลงไปในหนวยความจํา โดย ID ตัวนี้อาจเปนตัวแปร 
1 มิติ, 2 มิติ หรือ 3 มิติก็ได  ทั้งนี้ข้ึนอยูกับข้ันตอนการประกาศ block size ซึ่งแลวแตนักพฒันาวา
งานที่ตองใชนัน้มีความเหมาะสมกับ  thread 1 มิติ, 2 มิติ หรือ 3 มิติ โดย block size 2 มิติ (Dx, 
Dy), จะมี thread ID อางองิกับพิกัด (x, y) ใดๆเปน (x + y Dx) และสําหรับกรณี block size 3 
มิติ (Dx, Dy, Dz),จะมี thread ID อางอิงกับพิกัดตําแหนง (x, y, z) ใดๆเปน (x + y Dx + z Dx 
Dy).  

2.4.3.4 Grid of Thread Blocks 

จํานวน thread สูงสุดที่แตละ block มีไดนั้นเปนจาํนวนที่จาํกัด แต block ที่มีมิติเทากนั 
และกําลังทาํงานบนkernel เดียวกนันัน้  สามารถที่จะถูกจัดกลุมรวมกนัเปน grid ไดจึงทาํให
ปริมาณ thread ที่ทํางานไดพรอมๆกันนั้นมีจํานวนมาก  เพราะการทํางานพรอมๆกนั 1 รอบนั้น
สามารถทําไดทั้ง grid ไมใชเพียงทีละ block  แตการทาํงานทีเดียวทัง้ grid ก็จะมีขอเสียเพิ่มเขา
มาอีกหนึง่อยางซึง่ก็คือ thread จากคนละ block นั้น ไมสามารถ synchronize และใช shared 
memory รวมกันได การออกแบบใหการดจอประมวลผลเปนทีละ grid นั้นทําข้ึนเพื่อใหการดจอที่
ตางรุนกัน, มคีวามสามารถตางกนัสามารถทํางานเต็มประสิทธิภาพมากข้ึน  ตัวอยางเชนการดจอ
รุนที่ความสามารถในการทาํงานแบบขนานตํ่าอาจจะทาํงานทีละ block ใน grid สวนรุนที่
สมรรถนะสูงอาจจะทํางานพรอมๆกันทกุ block ใน grid เปนตน 

แตละ block ก็จะมีเลขประจําตัวเชนเดียวกับ thread ซึ่งเรียกวา block ID เพื่อเปนตัวระบุ
วาตัวมันเปน block ลําดับทีเ่ทาไหรใน grid และเชนเดียวกับ thread, block ก็สามารถที่จะอางอิง 
ID ไดเปน 1 หรือ 2 มิติ โดย grid ที่มีสองมติิ  (Dx, Dy), จะม ีblock ID อางอิงกับพิกดั (x, y) ใดๆ
เปน (x + y Dx) 
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โปรแกรมจากฝง host จะเปนตัวสงคําส่ังของ kernel ซึ่งเปนตัวโปรแกรมสําหรับแตละ 
thread ไปยัง device และจะทําการประมวลผลโดยการรวบ thread เขาเปน block และ grid 
ตามที่ไดกลาวไปแลวในขางตน 

2.4.3.5 Memory Model 

 Threada ที่ทํางานบน device นั้นสามารถเขาถึง DRAM และหนวยความจําที่อยูบนการด
จอประเภทตางๆไดดังตอไปนี ้ 

- Registers : สามารถอานและเขียนได,  เขาถึงไดจากระดับ thread เดียวกนั 
-  Local memory : สามารถอานและเขียนได,  เขาถึงไดจากระดับ thread เดียวกัน 
- Shared memory : สามารถอานและเขียนได,  เขาถึงไดจากระดับ block เดียวกนั 
- Global memory : สามารถอานและเขียนได,  เขาถึงไดจากระดับ grid เดียวกนั 
- Constant memory : สามารถอานไดอยางเดียว,  เขาถึงไดจากระดับ grid เดียวกนั 
- Texture memory : สามารถอานไดอยางเดียว,  เขาถึงไดจากระดับ grid เดียวกนั 

Global, constant และ texture memory นั้นสามารถอานหรือเขียนไดจากโปรแกรมในฝง 
host และจะอยูตอเนื่องไปจนกวาจะทําการประมวลผล kernel ใดๆจบส้ิน global, constant และ 
texture memory นั้นเหมาะกับกันใชงานในสถานะการท่ีแตกตางกัน ตัวอยางเชน texture 
memory นัน้สามารถอางอิงตํ่าแหนงการเขาถึงขอมูลไดหลายแบบรวมถึงการจัดรูปแบบของคาที่
อานไดดวย 
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แตละหนึง่รอบของนาฬิกานั้น  multiprocessor แตละตัวจะทาํงานคําส่ังเดียวกนัแตกระทํากับ
ขอมูลคนละชุดกัน  โดย multiprocessor แตละตัวนั้นมหีนวยความจําอยู 4 ประเภทคือ 

- Registers แบบ 32-bit ตอ หนึง่หนวยประมวลผล (processor) 
- หนวยความจํา shared memory ซึ่งหนวยประมวลผลทุกตัวสามารถเขาถึงได 
- หนวยความจําที่อานไดอยางเดียว constant cache ซึ่งหนวยประมวลผลทุกตัว

สามารถเขาถงึไดและอานขอมูลไดอยางรวดเร็ว 
- หนวยความจําที่อานไดอยางเดียว texture memory เขาถึงไดโดยหนวยประมวลผล

ทุกตัวเชนกัน สามารถอานขอมูลไดอยางรวดเร็ว 
หนวยความจําประเภท local และ global memory นั้นจะเปนหนวยความจําทัว่ไปบนการด
แสดงผล และไมมีการ cache และแตละ multiprocessor จะเขาถงึหนวยความจําประเภท 
texture memory ไดผานทาง texture unit ซึ่งสามารถเรียกขอมูลไดจากหลายวธิีอางอิงที่แตกตาง
กัน 

2.4.4.2 รูปแบบการประมวลผล 

ในข้ันตอนการประมวลผลบนการดจอนั้น  โปรแกรมจะทําการประมวลทีละ block หรือ
มากกวานัน้ตอหนึง่ multiprocessor  โดยแบงเปนกลุมๆที่เรียกวา warp โดยแตละ warp จะมี 
thread จํานวนเทาๆกนัที่เรียกวา warp size โดยที่ thread scheduler จะสลับการทํางานของแต
ละ warp เพื่อใหประสิทธิผลออกมาสูงสุด และคร่ึงหนึง่ของ warp จะเรียกวา half-warp ซึ่ง
หมายถงึคร่ึงแรกหรือคร่ึงหลังของ warp กไ็ด วิธีที ่block โดนแบงเปน warp นั้นเหมือนเดิมเสมอ  
ในแตละ warp จะมี thread ทีห่มายเลขอางอิงติดกนั โดย warp แรกจะมี thread ID หมายเลข 0 
อยูเสมอ (วิธีอางอิงหมายเลขของ thread ดูไดจาก 1.2.2) 

Block หนึ่งๆ จะถูกประมวลผลโดย multiprocessor ตัวเดียวกนัเทานั้น  นีจ่ึงเปนสาเหตุ
ใหการอานและเขียนไปยงั shared memory สามารถเขาทาํไดอยางรวดเร็ว  สวน register ของ 
multiprocessor นั้นก็จะถกูจองและใชงานโดยแตละ thread ของ block  ถาจาํนวน register ที่ถูก
จองตอๆหนึง่ thread คูณกับจํานวน thread ตอหนึ่ง block มากกวาจํานวน register ที่มีตอหนึง่ 
multiprocessor แลว   block นั้นๆกจ็ะไมสามารถทํางานได  และการประมวลผล kernel นั้นๆก็
จะลมเหลว 
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Multiprocessor นั้นสามารถที่จะทาํการประมวลผลไดพรอมๆกันทีละหลาย block  ถามี 
register และ shared memory เหลือพอสําหรับทําการประมวลผล  สวนลําดับการทาํงานของแต
ละ warp นั้นก็ไมมีลําดับทีแ่นนอนวา  warp ใดจะไดทํางานกอนหรือทํางานทหีลัง  แตถาตองการ
การันตีใหการทํางานของทุกๆ thread ใน block นั้นทาํถงึจุดที่ตองการจุดใดจุดหนึ่งในโปรแกรม
แลวคอยทํางานตอหรือเพื่อใหแนใจไดวาขอมูลบางตัวถกูประมวลผลเรียบรอยแลวทัง้หมดก็

สามารถทําไดโดยใสคําส่ังลงไปในโคดของโปรแกรมเพือ่ทําการ synchronize thread  ณ จุดที่
ตองการ  แตการ synchronize ระหวาง block นั้นไมสามารถกระทําไดเพราะสถาปตยกรรมไมได
ออกแบบใหรองรับ 

ถาใน warp มีข้ันตอนการทาํงานใดทีเ่ปน non-atomic instruction และพยายามทาํการ
เขียนขอมูลลงไปที่ global memory หรือ shared memory พรอมๆกันจาก thread มากกวาหนึง่ 
thread  เราจะไมสามารถบอกไดวา thread ใดจะไดเขียนกอนหรือหลัง บอกไดแตเพียงวาจะมี 
thread อยางนอยหนึง่ thread ที่เขียนสําเร็จ  แตสําหรับข้ันตอนที่เปน atomic instruction ทาํการ
อาน,ปรับปรุงขอมูลหรือเขียนขอมูล ณ ตําแหนงเดียวกันบน global memory โดย thread 
มากกวาหนึ่ง thread การทาํงานของคําส่ังนั้นๆ จะรับประกันวาจะทาํงานแนนอน แต thread ใด
ไดทํากอนหรือหลังนั้นไมสามารถบอกได 
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2.4.5 การเขียนโปรแกรมบน CUDA 

ไวยากรณที่เพิม่เติมจากภาษา C แบบปรกติมีดังตอไปนี ้

- ตัวกํากับเพื่อใหทราบวาฟงกชั่นนัน้ทํางานอยูในสวนของ host หรือ device และถูก
เรียกใชไดจาก host หรือ device 

- วิธีประกาศวา kernel นั้นจะมีลักษณะการทํางานอยางไร 
- ตัวแปรพิเศษสําหรับระบุถงึหายเลขอางอิงของ thread และ block 

2.4.5.1 ตัวกํากับของฟงกชัน่ที่เพิม่เติมจากภาษา C แบบปรกติ 

__device__   ทาํงานบน device และถูกเรียกใชไดจาก device เทานัน้ 

__global__   เปนฟงกชั่นทีเ่ปน kernel ทํางานบน device และเรียกใชจาก host 

__host__  เปนฟงกชัน่ทีท่าํงานบน host ซึ่งก็เหมือนกับการประกาศฟงกชัน่โดนไมใสตัว
กํากับ แตที่มตัีวกํากับนีก้็เพื่อใชคูกับตัวกํากับอ่ืนๆ ในกรณีที่ตองการใหฟงกชั่นนัน้ถูก 
compile ไปทั้งบน host และ device 

ขอจํากัดของตัวกํากับ 

- __device__ และ  __global__  ไมรองรับการเรียกซํ้าตัวเอง (recursion)  
- __device__ และ  __global__  ไมสามารถประกาศตัวแปรประเภท static ไวภายใน

ได 
- __device__ และ  __global__  ไมสามารถรับ input ที่มีจํานวนยืดหยุนได 
- __device__ และ  __global__  ไมสามารถอางถึง memory address ไปยัง 

function นั้นได 
- __host__ และ  __global__  ไมสามารถประกาศใชกับฟงกชั่นเดียวกนัได 
- __global__  ตองเปน void function เทานั้น (ไมมีการ return คา)  
- การเรียกใชฟงกชั่นที่เปน __global__  จะตองใสการต้ังคาพิเศษเสมอ (จะกลาวถงึ

ตอไป) 
- การเรียกใชฟงกชั่นที่เปน __global__  จะกลับมาทํางานในโปรแกรมฝง host กอนที่

จะทาํงานเสร็จจริง (asynchronous )  
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2.4.5.2 ตัวกํากับของตัวแปรที่เพิม่เติมจากภาษา C แบบปรกติ 

  __device__ ใชกํากับเพื่อระบุวาเปนตัวแปรที่อยูบน device และสามารถระบุเพิม่เติม
ไดวาจะใหตัวแปรนี้อยูที่ memory ประเภทไหน ซึ่งถาไมระบุเพิ่มเติมตัวแปรประเภท __device__ 
จะมีสมบัติดังนี ้

- อยูบน global memory 
- อยูต้ังแตเร่ิมโปรแกรมจนจบโปรแกรม 
- เขาถึงไดจากทุก thread บน grid และสามารถใชคําส่ังพิเศษในการเขาถึงตัวแปร

เหลานี้จากฝง host ดวย 

__constant__ มักใชรวมกบั __device__ มีสมบัติดังนี ้

- อยูบน constant memory space 
- อยูต้ังแตเร่ิมโปรแกรมจนจบโปรแกรม 
- เขาถึงไดจากทุก thread บน grid และสามารถใชคําส่ังพิเศษในการเขาถึงตัวแปร

เหลานี้จากฝง host ดวย 

__shared__ มักใชรวมกับ __device__ มีสมบัติดังนี ้

- อยูบน share memory space ของ block 
- อยูต้ังแต block เร่ิมถูกประมวลผลจน block ชิ้นนัน้จบการประมวลผล 
- เขาถึงไดจากเฉพาะ thread ที่อยูใน block เดียวกัน 
- ขอมูลที่ถูกเขียนลงบนตัวแปรประเภทนี้โดย thread ใด thread หนึง่จะไมสามารถ

รับประกันไดวาถูกทํางานพรอมกันทุก thread เพราะ thread scheduler อาจเลือก
ทํางานบาง warp จนจบกอนที ่thread ใน warp อ่ืนจะเร่ิมทํางาน  ถาตองการ
รับประกันวาข้ันตอนการเขียนขอมูลกลับไปยังตัวแปรประเภทนี้จะถกูทาํกอนไปยงั

ข้ันตอนถัดไป ก็ตองใสคําส่ังเพื่อทาํการ synchronize กอน 

ขอจํากัดของตัวกํากับ 

- __ shared __ และ  __ constant __  ไมสามารถใชรวมกนัได  
- __ constant __  ตองถูกกําหนดคาจากฝง host เทานัน้ 
- __ shared __  ไมสามารถกําหนดคาเร่ิมตนต้ังแตตอนประกาศได 
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- การเรียกใชฟงกชั่นที่เปน __global__  จะตองใสการต้ังคาพิเศษเสมอ (จะกลาวถงึ
ตอไป) 

- การเรียกใชฟงกชั่นที่เปน __global__  จะกลับมาทํางานในโปรแกรมฝง host กอนที่
จะทาํงานเสร็จจริง (asynchronous )  

ถามีการประกาศตัวแปรโดยไมใชตัวกํากับใดๆเลย ตัวแปรนั้นนะใชพืน้ที่ของ register 
หรือในบางกรณี complier จะเลือกทีจ่ะใชพื้นที่บน local memory ถาเปนการประกาศตัว
แปรขนาดใหญๆเชน array   สวนการใชตัวแปรประเภท pointer นั้นสามารถช้ีไปที ่
shared memory หรือ global memory ก็ได ถา compiler สามารถจําแนกปลายทางท่ีจะ
ทําการช้ีไป  ถามิเชนนัน้จะบังคับใหใชอางอิงถงึ global memory เพียงอยางเดียวเทานัน้
และถาต้ังคาให pointer ในสวนของ host ชี้ไปยังหนวยความจําของ device หรือต้ังคาให 
pointer ในสวนของ device ชี้มายังหนวยความจําของ host ก็จะเกิดพฤติกรรมที่ไม
สามารถระบุได  และมักจะนําไปสูอาการ segmentation fault หรือโปรแกรมหยุดทาํงาน
ได 

2.4.5.3 การกาํหนดพารามิเตอรใหกับการประมวลผล kernel  

 การเรียกใชฟงกชั่นใดๆที่เปน __global__ นั้น จะตองทําการระบุพารามิเตอรใหกับการ
ประมวลผลนัน้ๆดวย โดยพารามิเตอรทีก่าํหนดใหนั้นจะประกอบไปดวย มิติของ grid, มิติของ 
block และปริมาณหนวยความจําบน shared memory ตอ block ที่ตองการใหโปรแกรมใชโดย
ระบุพารามิเตอรนี้ลงไประหวางช่ือฟงกชัน่กับ input ของฟงกชั่นนั้นๆ เชน Func <<< Dg, Db, 

Ns >>> (input) โดยที ่Dg, Db และ Ns มีความหมายดังตอไปนี้ 

- Dg เปนตัวแปรประเภท dim3 (เปนประเภทตัวแปรเฉพาะของ CUDA หมายถงึเปน
จํานวนเต็มทีม่ากกวาศูนยในสามมิติ แตจะกําหนดเพียงหน่ึงหรือสองมิติก็ได ใช
สําหรับการอางอิงถงึมิติเทานั้น) โดยที ่Dg.x * Dg.y จะเทากบัจํานวน block ทั้งหมด
ที่ตองการประมวลผล 

- Db เปนตัวแปรประเภท dim3 ซึ่งเปนตัวระบุขนาดของ block โดยที่ Db.x * Db.y * 
Db.z จะเปนจาํนวน thread ตอหนึง่ block 
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- Ns เปนจํานวน byte ของหนวยความจํา shared memory ที่ตองการจัดสรรใหตอ
หนึง่ block เพือ่นําไปใชกับตัวแปรที่ทาํการประกาศเปนประเภท external array  Ns 
เปนตัวแปรที่จะระบุหรือไมระบุก็ได และมีคาต้ังตนเปน 0 ถาไมทําการประกาศ 

 

2.4.5.4 Built-in Variables 

- gridDim เปนตัวแปรประเภท dim3 และจะบอกถงึขนาดมิติของ grid 
- blockIdx เปนตัวแปรประเภท unit3(เหมือนกับ dim3 ทุกอยาง  แตใชกับอะไรก็ได) 

และบอกถึงหมายเลขประจําตัวของ block นั้นๆ 
- blockDim เปนตัวแปรประเภท dim3 และจะบอกถงึขนาดมิติของ block 
- threadIdx เปนตัวแปรประเภท unit3 และบอกถึงหมายเลขประจําตัวของ thread 

นั้นๆ 

ขอจํากัดของ built-in variable คือ 

- ไมสามารถอณุญาติใหโปรแกรมอางอิงถงึตําแหนงในหนวยความจําของตัวแปร

เหลานี้ได 
- ไมสามารถต้ังคาใหมใหกับตัวแปรเหลานีไ้ด 

 

2.4.5.5 Built-in Vector Types 

- char1, uchar1, char2, uchar2, char3, uchar3, char4, uchar4, short1, 

ushort1, short2, ushort2, short3, ushort3, short4, ushort4, int1, uint1, int2, 

uint2, int3, uint3, int4, uint4, long1, ulong1, long2, ulong2, long3, ulong3, 

long4, ulong4, float1, float2, float3, float4  

ตัวแปรเหลานีก้็เหมือนกับตัวแปรของภาษา C ปรกติสวนเลขที่ตามทายนัน้จะเปน

จํานวนมิติของตัวแปรโดยสามารถอางอิงถึงไดดวยตัวแปร x, y, z และ w  
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-  dim3  

เหมือนกับ uint3 ทุกประการ แตคาเร่ิมตนของมิติที่ไมไดประกาศคาไวจะเปน 1  

  

2.4.6 Texture Memory 

เปนหนวยความจําที่อยูบน device memory และสามารถอานไดอยางเดียว  เมื่อมกีาร
อานขอมูล จะมีการสํารองขอมูลของจุดใกลเคียงเอาไว  ถามีการอานขอมูลจากบริเวณที่ใกลกับ
การอานคร้ังทีแ่ลว texture memory ก็สามารถทีจ่ะสงคากลับไปยงัโปรแกรมไดโดยที่ไมตองทาํ
การอานจากหนวยความจําจริงๆซึ่งจะชวยประหยัดเวลาไปไดอยางมาก โดยเฉพาะกรณีที่ thread 
ใน warp เดียวกันทาํการอานขอมูลจากตําแหนงใกลๆกนั 

Texture memory นั้นไดถูกออกแบบมาโดยเนนใหรับมือกับการอานขอมูลจาก 2 มิติ 
กลาวคือเมื่อทาํการอานคาจาก texture memory ที่พกิัดใด ขอมูลที่อยูใกลตามระยะทางบน 2 มิติ
กับจุดนัน้จะถกูสํารองเอาไว การอานขอมลูจาก texture memory แทนที่จะเลือกใช global 
memory หรือ constant memory นั้นมขีอดีดังตอไปนี้ 

- Global memory นั้นมีลักษณะการเขาถึงขอมูลเปนกลุมๆที่เรียกวา memory bank 
ถามีการอานขอมูลคนละตัวกันจาก memory bank เดียวกัน ก็จะตองรอทําการอาน
มากกวาหนึ่งรอบ ตามจาํนวนขอมูลที่แตกตางกนันัน้ แต texture memory จะไมมี
ปญหาประเภทน้ี  จงึอานขอมูลไดเร็วกวามาก 

-  การคํานวณตําแหนงของขอมูลที่จะทําการอานจะทาํนอก kernel โดยอุปกรณเฉพาะ
บน multiprocessor จึงทาํใหใชเวลานอยกวา 

- สามารถแปลงขอมูลขนิด integer ใหกลายเปนจํานวนจริงในชวง [0.0,1.0] หรือ [-
1.0,1.0] กอนสงกลับได  ซึง่มีมีประโยชนกบังานทางดานกราฟฟกอยางมาก 

การอานขอมูลจาก texture memory นัน้ จะตองทาํการอานผานคําส่ังเฉพาะ ( texture fetches) 
โดยที่จะมีตัวแปรประเภท texture reference ซึ่งเปนตัวช้ีไปยัง texture ซึ่งสามารถระบุคาใหกับ 
texture reference ไดวาจะใหอานขอมูลจาก texture ในแบบ 1 มิติ, 2 มิติหรือ 3 มิติ   ตัว texture 
memory ที่ใชในวทิยานพินธฉบับนีน้ั้นคือ cuda array ซึ่งเปนหนวยความจําประเภทที่ออกแบบ
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มาใหใชเปน texture memory โดยเฉพาะ สามารถประกาศไดต้ังแต 1 ถึง 3 มิติ รองรับการใชงาน
ประเภท 8, 16, 32 bit integers หรือ 16, 32 bit float  และโปรแกรมในฝง device สามารถทําการ
อานขอมูลจาก cuda array ผานทาง texture reference ไดเทานั้น  สวนการเขียนขอมูลจะทาํผาน
โปรแกรมจากฝง host ผานคําส่ังเฉพาะ cudaMemcpyToArray ที่จะเปนตัวกลางในการคัดลอก
ขอมูลจาก array แบบปรกติบนโปรแกรมฝง host ไปยัง cuda array บนฝง device 

2.4.7 คําสั่งอ่ืนๆ ทีเ่กี่ยวกับการจัดการหนวยความจํา 

การจองหนวยความจําบน device แบบมิติเดียวนัน้สามารถจะของเกีย่วกับคําส่ังตอไปนี้ 
ไดแก cudaMalloc  ซึ่งทํางานเหมือนกับคําส่ัง malloc ของภาษา C ปรกติ, cudaFree สําหรับคืน
หนวยความจํา เชนเดียวกับคําส่ัง free ของภาษา C ปรกติ และ cudaMallocPitch ซึ่งใชสําหรับ 

float* num;  

cudaMalloc(&num,10*sizeof(float)); 

และใชคําส่ัง cudaFree สําหรับคืนหนวยความจํา เชนเดียวกับคําส่ัง free ของภาษา C ปรกติ 

สวนการจอง array ใน 2 มติินั้น จะใช คําส่ัง cudaMallocArray เพื่อจอง array และ 
cudaFreeArray  ในการคืนหนวยความจํา  คําส่ัง cudaMallocArray นั้นจะตองใชรวมกับคําส่ัง  
cudaCreateChannelDesc ซึ่งเอาไวระบุประเภทของตัวแปร, วิธกีารอานขอมูล และการแปลง
คําตอบที่อานไดกอนที่จะคืนคากลับมาในข้ันตอนการอานขอมูล 

cudaChannelFormatDesc channelDesc =  

cudaCreateChannelDesc<float>();  

cudaArray* cuArray;  

cudaMallocArray(&cuArray, &channelDesc, width, height);  
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บทที่  3 
 

วิธีการทดลอง 

 

3.1 การจับวัตถุ 2 มิติดวยน้ิว 2 นิ้ว 

3.1.1 วิธีอธิบายการจับท่ีมีคุณสมบัติแบบปดของแรง  
ในงานนี้เราสนใจการจับวัตถุโพลิกอนสองมิติที่ขอบวัตถุไมตัดกันเองและสามารถทีจ่ะมี

วัตถุจํานวนหลายๆชิ้นได ในกรณีทีว่ัตถุเปนโพลิกอนหลายช้ิน เราจะเลือกกอนวัตถมุาคํานวณทีละ
คู configuration space ของเราจะเปนมิติของขอบวัตถทุี่ใชตัวแปรสองตัวเปนตัวระบุตําแหนงของ
การวางนิ้วแตละนิ้วบนผิววตัถุ โดยที่บทนีจ้ะอธิบายการสราง configuration space สําหรับเก็บ
ทาจับที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรง 

 โพลิกอน ܲ ที่สรางจากจุด ݊ จุด ݒ௜ א ܴଶ; ݅ א ܼ௡ (ܼ௡ เปนจํานวนเต็มที่ไมติด

ลบที่มีคานอยกวา n, การบวกหรือลบจะทาํการหารหาเศษดวย n) การไลลําดับของจุดจะนับใน
ทิศทวนเข็มนาฬิกาถาโพลิกอนที่แทนบริเวณที่เปนเนื้อวตัถุ และจะนับในทิศตามเข็มนาฬิกาถาโพลิ

กอนแทนทีท่ีว่างภายในวัตถ ุเสนขอบ E୧ คือดานที่เชื่อมระหวางจุด ݒ௜  และ ݒ௜ାଵ ทุกๆจุด p 

ใดๆบนขอบของ P นัน้สามารถที่จะอางอิงถงึไดดวยระยะของเสนทางระหวางจุด ݒ଴ ไปถึงจุด p 

โดยนับระยะทางตามขอบของ P ระยะทางดังกลาวจะเรียกวา lengthሺpሻ โดยที่ความยาว

ของ ܧ௜  สามารถเขียนไดในรูป ݈௜ ൌ ௜ାଵݒ|| െ ௜ܮ  ௜|| และจะเห็นวาݒ ൌ
௜ሻݒ ሺ݄ݐ݈݃݊݁ ൌ ∑ ௝݈௝א௓೔

  และความยาวของเสนรอบรูป P คือ         ܮ ൌ ∑ ݈௜௜א௓೙
 

 ข้ันตอนถัดมาเราจะทาํการนิยามเสนสัมผัสของ ܧ௜  เปน ݐ௜ ൌ ሺݒ௜ାଵ െ ௜ሻ/݈௜ݒ   

และ ݊௜  เปนเสนต้ังฉากกับ ݐ௜  มขีนาด 1 หนวยและช้ีเขาสูเนื้อวัตถ ุ(݊௜  สามารถหาไดโดยการ

หมุน ݐ௜  ในทิศทวนเข็มนาฬิกาไป 90 องศา) กรวยแรงเสียดทาน ܥ௜ ที่สามารถกระทาํบนดาน ܧ௜  

สามารถนิยามไดเปนเวกเตอร ݊௜ ൅ ሺtan ௜ݐሻߙ  และ ݊௜ െ ሺtan ௜ݐሻߙ  เมื่อ ݐ௜ א
ሾ0,  2ሻ เปนมุมคร่ึงหนึ่งของกรวยแรงเสียดทาน/ߨ
 ทาจับบางทา นิ้วจับอาจจะไมไดอยูบนโพลิกอนเดียวกนั จึงจาํเปนที่จะตองนยิามสมบัติ
บางอยางเพิ่มเติม โดยจะกําหนดใหสมบัติที่นยิามไวในยอหนาที่แลวเปนสมบัติของนิว้แรก และ

กําหนดให ݊ᇱ, ௜ݒ
ᇱ, ௜ܧ

ᇱ, ,ᇱ݄ݐ݈݃݊݁ ݈௜
ᇱ, ௜ܮ

ᇱ , ݈ᇱ, ௜ݐ
ᇱ, ݊௜

ᇱ และ ܥ௜
ᇱ  มีนิยามตามสมบัติในยอ

หนาที่แลวแตใชกับนิว้จับที่สอง สวนในกรณีที่นิว้จับทัง้สองนิว้อยูบนโพลิกอนเดียวกัน จะไดวา 
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݊ ൌ ݊’, ݄ݐ݈݃݊݁ ൌ ,ᇱ݄ݐ݈݃݊݁ ܮ ൌ ܺ ᇱและܮ ൌ ܺԢ  เมื่อ ܺ ൌ
,ݒ ,ܧ ݈, ,ܮ ,ݐ ݊ หรือ ܥ 
 Configuration space ของนิ้วจับทั้งสองจะเปน ሾ0, ሻܮ  ൈ ሾ0,  ᇱሻ ถาใหܮ

ሺݑ, ሻ’ݑ א ,ݑจะเรียก ሺ ܥ  ሻ และݑᇱሺ݄ݐ݈݃݊݁ ሻ วาเปน “การจับทีติ่ด” ก็ตอเม่ือ’ݑ

ሺ݈݄݁݊݃ݐᇱሻିଵሺݑᇱሻ เปนการจับทีม่ีคุณสมบัติแบบปดของแรง (ฟงกชั่น length เดิมจะรับ

ขอมูลเปนจุด และใหคําตอบเปนจาํนวนจริงโดยที ่݈݁݊݃ି݄ݐଵ จะรับขอมูลเปนจํานวนจริงและ

ใหคําตอบเปนจุดผิวของ P) 

 นิยามใหเซต “การจับที่ติด” ܩ ك  ”เปนเซตของทาจับทีท่ําใหการจับเปนการจับที ่“ติด ܥ

(G คือเซตของทาจับที่อยูในบริเวณที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรง) ܩ௜,௝  เปนซบัเซตของเซตที่จับ

ติดของดาน ܧ௜ และ ܧ௜
ᇱจะนิยามเปน 

௜,௝ܩ ൌ ܩ ת ሺሾܮ௜, ௜ାଵሿܮ ൈ ሾܮ௝
ᇱ , ௝ାଵܮ

ᇱ ሿሻ 

3.1.2 การคํานวณหา  ࢐,࢏ࡳ 
௜,௝ܩ   เปนทาจับของการจับที่มนีิ้วหนึง่อยูบนดาน ܧ௜  และอีกนิว้หนึง่อยูบนดาน ܧ௝

ᇱ 
ปญหาการจับที่มีสมบัติปดของแรง เปนปญหาที่ถูกศึกษามาเปนอยางดีแลว จากประพจนที่ 2 ก็ได

มีผูทําการศึกษาไวแลวใน [27] วา  ܩ௜,௝  สามารถนยิามไดโดยอสมการ 9 อสมการ บนตัวแปร 

,ݑ ௜,௝ܩ  ᇱ เราจะสามารถหาวิธนีิยามݑ  ไดจากการสรางกรวยแรงเสียดทานกลับดาน െܥ௝
ᇱ เปน 

൛െݔหݔ א ௝ܥ
ᇱൟตามที่ไดแสดงไวใน [18] วา ܥ௜,௝ ൌ ௜ܥ ת െܥ௝

ᇱ จะเปนสวนทีเ่ปนทีว่าง

ของ  ܩ௜,௝  ถา ܥ௜,௝    ไมเปนทีว่าง  ܩ௜,௝   ก็สามารถนิยามไดดวยจุดไมเกิน 6 จุดบนส่ีเหล่ียมที่

เปนขอบเขตของ ܧ௜  และ ܧ௝
ᇱ ซึ่งสามารถอธิบายไดดังนี้ 

 เนื่องจากการจับดวยนิว้สองนิว้มีสองแบบคือ การจับแบบบีบเขา และการจับแบบถางออก 

เราจะนยิามกรวยแรงแบบสองดานของ ܥ௜,௝  เปน ܥܦ௜,௝=ܥ௜,௝ ׫ െܥ௜,௝   เพื่อชวยในการ

อธิบายการจับทั้งสองกรณี เร่ิมโดยสังเกตุ  ܥܦ௜,௝  ที่อยูบนดาน ܧ௜  และขยายดาน ܧ௜  และ ܧ௝
ᇱ 

ใหยาวออกไปเปนอนนัต เมือ่เลือกจํานวนจริง ݑ ใดๆ, หา ݌ሺݑሻ ൌ  ሻ บนݑଵሺି݄ݐ݈݃݊݁

௜ܧ  และให ܥܦ௜,௝ሺݑሻ เปนกรวย  ܥܦ௜,௝  ที่มีศูนยกลางอยูที่ ݌ሺݑሻ เมื่อนํา ܧ௝
ᇱ มา intersect 

กับ ܥܦ௜,௝ሺݑሻ เราจะไดสวนของเสนตรงบน ܧ௝
ᇱ ซึ่งแทนจุดจับของนิ้วที่สองที่สามารถวางนิ้ว

แลวทําใหเปนการจับทีม่ีคุณสมบัติแบบปดของแรงได เราจะเรียกบริเวณดังกลาววา Iሺuሻ ดังนัน้ 

ถากาํหนดตําแหนงของปลายนิ้วทีห่นึง่ที่ตําแหนง ݑ จะได ݈݁݊݃ି݄ݐଵሺܫሺݑሻሻ เปนชวง
คําตอบของบริเวณของนิว้ทีส่องที่สามารถวางนิว้แลวทาํใหเปนการจับที่มีคุณสมบัติแบบปดของ

แรงใน configuration space ตามรูปที ่18(a,b) 



                     
 

 จาก

௜ݐ  เปนระยะ

ระยะทางที่เป

ตีความไดวา

เราตัด ܧ௜  แ

กับการกาํหน

,௜ାଵܮ ᇱݑ

กําหนดไดดว

จุดตัดของ ܦ
௝ݒ௜,௝ሺܥܦ

ᇱ

 

                      

ภาพจะเหน็ไ

ะทางเทากับ ᇞ
ปนอัตราสวน

บริเวณที่จับแ

ละ ܧ௝
ᇱ ที่ทาํก

นดเสนกํากับสี

൒ ௝ܮ
ᇱ , ᇱݑ

วยจุดไมเกิน 6

௜ሻݒ௜,௝ሺܥܦ

ାଵሻ ת ௜ܧ 

                      

ไดวาถาเคลือ่น

ᇞ  เชนกนั ݑ

กบั ᇞ เชน ݑ
แลวมีคุณสมบ

การตอใหยาว

สี่เสนใหกบัมัน

൑ ௜ାଵܮ
ᇱ  ใ

6 จุดในส่ีเหล่ี

ת ௝ܧ
ᇱ ,  ܦ

௜  (รูปที่ 19) 

                      

น ݑ ออกไป 

 จุดปลายของ

นกนัตามรูปที

บัติแบบปดขอ

วออกไปเปนอ

น อสมการขอ

นมิติของ ሺݑ
ยมที่กํากับมัน

௜ାଵݒ௜,௝ሺܥܦ

 
รูปที่ 18 บ

                      

ᇞ ݑሺ݌ ,ݑ
ง Iሺuሻ จะเ

ที่ 18(c,d) จา
องแรงนัน้ ถกู

อนนัตใหเปนข

องเสนกํากับที

,ݑ ᇱሻ (รูปที่ݑ
นัไว ในทางป

ଵሻ ת ௝ܧ
ᇱ  , 

บริเวณที่จับติ

                      

ሻ จะเคล่ือนไݑ

คล่ือนไปในทิ

ากความสัมพัน

กาํกบัโดยเสน

ขนาดเทาทีม่ัน

ที่วานี้ไดแก ݑ
ที ่18(e)) ทําให
ฎิบัติจะคํานว

௝ݒ௜,௝൫ܥܦ 
ᇱ

ด 

                      

ไปในทิศเดียว

ทศิ െݐ௜  เปน

ันธเชงิเสนนี้ ส
นตรงสองเสน

ันเปนอยู ก็เที

ݑ ൒ ,௜ܮ  ݑ
ห  ܩ௜,௝   สาม
วณไดจากกา

௝
ᇱ൯ ת ௜ܧ   แ
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สามารถ

น การที่
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ารหา

และ 

                         



                     
 

                                            

รู

รูปที่ 20 บริ
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ริเวณสัมผัสอิ
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สระที่หลุดออ
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อกเปน 4 ชิน้ 
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3.1.3 การขยาย configuration space  
 เนื่องจากนิ้วแตละนิ้วสามารถวางตัวไดอยางอิสระใน บริเวณสัมผัสอิสระและยังทําใหการ
จับนั้นเปนการจับที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรง ตําแหนงของแตละนิ้วจับก็สามารถระบุไดดวยตัว
แปรหนึ่งตัว ดังนัน้ บริเวณสัมผัสอิสระใน configuration space ก็จะเปนสีเหล่ียมทีด่านของมัน

ขนานกับแกน ݑ หรือ ݑԢ  บริเวณสัมผสอิสระที่ไดจะเปนส่ีเหล่ียมช้ินเดียวหรือมากกวานัน้ ข้ึนกับ

วาส่ีเหล่ียมที่แทนบริเวณสัมผัสอิสระครอม ݑ଴ หรือ u଴
ᇱ  หรือไม (รูปที่ 20)  เพือ่หลีกเล่ียงปญหา

ของการหาบริเวณสัมผัสอิสระท่ีเปนส่ีเหล่ียมหลายรูป เราจึงทาํการขยายขอบเขตของ 

ᇱሻିଵ ออกไปในแนวเสนจาํนวนจริง ซึ่งจะทําใหทัง้สองฟงกชัน่݄ݐଵ และ ሺ݈݁݊݃ି݄ݐ݈݃݊݁

กลายเปนฟงกชั่นคาบที่มีคาบขนาด L และ Lᇱ ตามลําดับ (  ݈݄݁݊݃ݐ และ ݈݄݁݊݃ݐᇱ จะไม

เปนฟงกชัน่หนึ่งตอหนึง่อีกตอไป ) ܩ ที่ไดตามนยิามใหมของ ݈݄݁݊݃ݐ และ ݈݄݁݊݃ݐᇱ  นี ้จะ

ขยายออกมาจนเต็ม ܴଶ ซึ่งสามารถนยิามไดเปน  

 ሺݑ, ᇱሻݑ א ܩ
 

֞ ሺݑ ൅ ,ܮ ᇱሻݑ א  ܩ
ሺݑ, ᇱሻݑ א ܩ

 
֞ ሺݑ, ᇱݑ ൅ ᇱሻܮ א  ܩ

 ถึงแม G แบบใหมจะมีขนาดเปนอนนัต แตบริเวณสัมผัสอิสระก็จะมตัีวแทนที่เปนสี่เหล่ียม

ใน ܩ ת ሾ0,2ܮሿ ൈ ሾ0,2ܮᇱሿ  ซึ่งสามารถพิสูจนไดโดย 

‐ ถาระบุตําแหนงของนิ้วทีห่นึ่ง จะตองมีบางจุดวางนิว้ของนิว้ที่สองท่ีไมมีคุณสมบัติ

แบบปดของแรงกับนิว้แรก 

‐ ทําใหดาน ݑ௜  ใดๆใน ܩ ส้ันกวา ܮᇱ และ u୨
ᇱ ใดๆส้ันกวา ܮ 

‐ เนื่องจากบริเวณสัมผัสอิสระสามารถจับคูกับบางส่ีเหล่ียมใน ܩ ซึ่งมีดานขนานกับ

แกน ดังนัน้จะตองมีส่ีเหล่ียมที่ตองการที่อยูใน ሾ0,2ܮሿ ൈ ሾ0,2ܮᇱሿ 

ในกรณีพิเศษที่นิว้จับวัตถุกอนเดียวกัน จะสามารถใช configuration space ที่มีขนาดเล็กกวาเดิม

ได เนื่องจากในกรณีนี ้G จะสมมาตรรอบแกน ݑ ൌ ᇱ ก็เหมือนݑ กับ ݑ ᇱ เพราะวาการสลับݑ
การสลับนิว้จับที่หนึ่งกับนิว้จับที่สอง ซึ่งกจ็ะทาํใหไดทาจับเดิม (จุดจับไมเปล่ียน) ดังนัน้ เรา

สามารถตัด ܩ ทิ้งไดคร่ึงหนึ่งซึ่งอยูดานบน (หรือลาง) เสน ݑ ൌ ที่ ܩ ᇱ (รูป 21(a)) สวนของݑ

อยูเหนือ ݑᇱ ൐ ݑ หรือทางขวาของ) ܮ ൐ ሿܮส่ีเหล่ียมใน ሾ0,2 ܮ ൈ ሾ0,   ሿ (หรือܮ
ሾ0, ሿܮ ൈ ሾ0,2ܮሿ  ) ซึ่งแทนทีก่ารจับที่ซ้ําๆกันอยู สวนบริเวณทางขวาของเสน 



                     
 

ݑ  ൌ ᇱݑ െ
บนเสนนีท้ี่อยู

ที่ 21(d)) 

 
 

3.1.4 การ
ถึงจุ

ทุกคูสามารถ

สามารถใชวิธี

ܱሺ݊
ర
య log

                      

െ บริเวณ) ܮ

ยูใน ܩ (รูปที่

รสราง G 
ดนี ้เราก็พอจ

ถสรางไดภาย

ธคํีานวณตาม

gଷ݊ ൅ ܭ

                      

ณที่อยูสูงกวา

 21(c)) บริเว

รูปที่ 

จะทราบแลวว

ในเวลา ܱሺ݊
ม [30] ซึ่งเสน

log เมือ่ ܭ

                      

เสน ݑ ൌ ݑ
วณที่ควรนําม

21 การขยาย

วาแตละ  ܩ௜,
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อ ܭ เปนจําน

                      

ᇱݑ ൅ ก็ ( ܮ
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,௝   มีจุดปลาย
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งเหลือแตบริเว
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สําหรับ ܭ คือ Oሺnଶሻ) วิธีคํานวณนี้กใ็ชไดเฉพาะกรณีที่จุดจับตองอยูอยูบนวัตถโุพลิกอนชิ้น
เดียวกนัเทานัน้ 

วิธีคํานวณสุดทายที่จาํเปนตองมีคือวิธกีารรวมช้ินสวนของบริเวณทีจ่บัติดในแตละ   ܩ௜,௝   
ที่อยูติดกันใหเปนโพลิกอนช้ินเดียวกัน ซึง่อาจจะไดโพลกิอนหลายช้ินและไมจําเปนตองติดกัน

ออกมาก็เปนได  บางจุดบน  ܩ௜,௝   จะเปนจุดขอบของ G เราสามารถต้ังขอสังเกตุวาจุดไหนจะ

เปนจุดขอบของ G ไดดังตอไปนี ้

‐ v ไมใชมุมของ bounding rectangle 

௞,௟ܩ เปนมุมของ bounding rectangle ทั้งส่ีชิ้น แตไมไดเปนสวนหนึง่ของบาง ݒ ‐  

௜,௝ܩ   ถาไมเปนชองวางหรือมีคุณสมบัติแบบปดของแรงทั้งกอน อยางนอยจะมีมมุมุม

หนึง่เปนจุดขอบ  วธิีที่จะหาโพลิกอนทีน่ิยาม G สามารถทาํไดโดยเร่ิมจากการกําหนดใหทุกจุดใน  

௜,௝ܩ  มีสถานะเปน “ยังไมโดนใชงาน” และเปนจดุขอบของ G 

ถามีจุดที่มีสถานะเปน “ยังไมโดนใชงาน” และเปนจุดขอบของ G  

‐ แสดงวาจุด v เปนจุดที่อยูบนผิวของ G ดังนั้น เราสามารถทีจ่ะไลหาขอบโดยเร่ิมจาก

จุดนี้ได 

‐ ทุกจุดที่ไตออกจาก v จะเปนจุดขอบของ G และจะถูกกําหมดสถานะใหเปนจุดที่ 

“ถูกใชงาน” 

การไลหาจุดขอบของ G นั้นอาจเกี่ยวของกบั  ܩ௜,௝   หลายช้ิน วิธีการไลหาขอบจึง

สามารถทําใหงายข้ึนโดยกําหนด “ความติดกัน” ของแตละจุด โดยจุด ݒଵ และ ݒଶ  ที่

เปนจุดขอบของ ܩ จะเรียกวาอยูติดกันตามเงื่อนไขตอไปนี ้

‐ ถา ݒଵ และ ݒଶ อยูติดกันบนโพลิกอนใน  ܩ௜,௝   และอยูคนละดานของ  ܩ௜,௝   จะ

เรียกวา ݒଵ และ ݒଶ อยูติดกัน (รูป 22(a)) 

‐ ถา ݒଵ และ ݒଶ อยูติดกันใน  ܩ௜,௝   และอยูบนดานเดียวกนั  ݒଵ, ଶݒ א ሼܮ௜ሽ ൈ

ሾL୨
ᇱ , L୨ାଵ

ᇱ ሿ  จุด ݒଵ และ ݒଶ จะอยูติดกันก็ตอเมื่อ  ܩ௜ିଵ,௝ ת ଶതതതതതതݒଵݒ ൌ  Ø   

(รูป 22(b)) 
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‐ ถา ݒଵ และ ݒଶ อยูบนคนละช้ิน เชน  ܩ௜,௝   และ ܩ௞,௟  โดยที ่ ݒଵ א  ௜,௝ܩ   และ  

ଶݒ א ௜ሽܮଶ จะอยูติดกันก็ตอเมื่อ ሼݒ ଵ และݒ   ; ௜ିଵ,௝ܩ  ൈ ሾL୨
ᇱ , L୨ାଵ

ᇱ ሿ

และ 

o ݒଵݒଶതതതതതത ك ௜ିଵ,௝ܩ  และ ݒଵݒଶതതതതതത ת ௜,௝ܩ ൌ ሼݒଵሽ หรือ 

o ݒଵݒଶതതതതതത ك ௜,௝ܩ  และ ݒଵݒଶതതതതതത ת ௜ିଵ,௝ܩ ൌ ሼݒଶሽ  (รูป 22(c)) 

จุดบนขอบของ ܩ นัน้ ถาไมเปนขอบภายนอกก็จะเปนสวนหน่ึงของชองวางภายใน ܩ จึง
จําเปนที่จะตองแยกแยะใหไดวาแตละจุดนั้นเปนจุดประเภทใด จากลําดับของจุดที่ไลหามาได ซึ่ง

เร่ิมจากจุด  ݒ และไลไปจนกวาจะกลับมาครบรอบที่จุด ݒ ตามเดิม แตเราก็ไมทราบวาลําดับที่ได
นั้นเรียงตัวอยางไร ทราบแตเพียงวาเปนโพลิกอนเทานัน้ เราจึงจะเร่ิมทดสอบโดยเรยีงจุดทวนเข็ม

นาฬิกา เร่ิมจากจุดที่อยูไกลที่สุดในทิศ ݑᇱ ใหเปนจุด ݒ௜  จุดที่ติดกันกับ ݒ௜  ใหเปน 

,௜ାଵݒ ,௜ାଶݒ … หลังจากนัน้เราจะทําการคํานวณหา cross product ของ ݒపିଵݒపതതതതതതതത กับ 

ลําดับของจุดจะเรียงทวนเข็ม ߨ పାଵതതതതതതതതเนื่องจากมมุภายในของจุดไกลสุดนั้นจะทาํมุมนอยกวาݒపݒ
นาฬิกา ถา cross product เปนบวก, ถา cross product เปนที่ไดเปนลบ เราก็จะทําการกลับทศิ
ลําดับของจุดขอบเพื่อใหมนัเรียงทวนเข็มนาฬิกา 

ลําดับที่จัดเรียงใหมนี้จะเปนขอบภายนอกของ G ถา ݒపݒపାଵതതതതതതതത มีบริเวณที่จับติดอยูทาง
ดานซายและจะเปนขอบภายใน(ขอบของหลุมทีว่างกลางโพลิกอน) ถามีบริเวณที่จบัติดอยูทาง

ดานขวา ลําดับของจุดที่เปนขอบของ G สามารถลดจํานวนลงไดโดยทําการกําจัดจุดทีอ่ยูบน

เสนตรงเดียวกนัออกไป เชน G ประกอบไปดวยจุด ݊ จุด จุด ݒ௜ א Ըଶ เมื่อ i א ܼ௡ จุด ݒ௜  

จะถูกกําจัดออกไปไดถาความชันของ ݒపିଵݒపതതതതതതതത เทากับ ݒపݒపାଵതതതതതതതത 
 

 
 

รูปที่ 22 ความติดกันของจุด 
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เสนตรง e  เปน dሺp, eሻ  ൌ  min୯ୣאdሺp, qሻ กลาวอีกแบบก็คือระยะหางที่ส้ันที่สุด

แบบ ܮஶ ระหวางจุด p และจุดใดๆบนเสนตรง e 

ให ܵ เปนเซตของสวนของเสนตรงบนระนาบ vertex ที่อยูบน ܮஶ voronoi diagram 

ของทุกๆสวนของเสนตรงที่เปนสมาชิกของ ܵ อยางนอยจะมีจุดสองจุดที่หางเปนระยะทางแบบ 

ஶ นอยที่สุดกับ vertex นั้น (กลาวอีกแบบคือเปนสวนของเสนตรงที่ใกลกับ vertex นัน้มากที่สุดܮ

แบบ ܮஶ กับ vertex นั้น) เมื่อพจิารณานยิามของการวัดระยะแบบ ܮஶ, vertex ของ ܮஶ 

voronoi diagram ของ S ก็ตอเม่ือมันเปนจุดศูนยกลางของส่ีเหล่ียมจตุรัสที่แตะกับดานของ  ܵ 

อยางนอยสองดาน  โดยที่ส่ีเหล่ียมอันนัน้ไมตัดกับดานใดๆของ ܵ 

Edge ของ ܮஶ voronoi diagram ตามนิยามจะเปนจุดบน ܮஶ voronoi diagram ที่อยู

บนสวนของเสนตรงเดียวกัน สวน vertex ของ ܮஶ voronoi diagram ตามนิยามจะเปนจดุที่ 
edge อยางนอยสองเสนมาบรรจบกัน (ทาํใหตีความไดวา vertex คือจุดที่หางจากดาน 3 ดานของ 

ܵ เปนระยะทางแบบ ܮஶ เทากนั) เนื่องจากทกุจุดบน ܮஶ voronoi diagram จะอยูบน edge 

อยางนอยหนึง่เสน ܮஶ voronoi diagram จึงเปนโครงขายของสวนของเสนตรงนัน่เอง  กลาวแบบ

เฉพาะเจาะจงลงไป ܮஶ voronoi diagram จะแบง ܵ ออกเปนบริเวณ voronoi ยอยๆ โดยที่แต

ละบริเวณนัน้ก็จะสัมผัสกับดานบน ܵ บริเวณ voronoi บางบริเวณก็จะครอบคลุมดานทัง้ดานซ่ึง

แสดงวาทุกๆจุดบน ܵ ในบริเวณ voronoi นั้นๆใกลกับดานทีถู่กครอบคลุมโดยวิธวีัดระยะแบบ 

 ܵ ஶ มากกวาอ่ืนๆบนܮ

เมื่อทราบความรูพื้นฐานเกี่ยวกับ ܮஶ voronoi diagram แลว เราก็สามารถที่จะพิสูจน

สมมุติฐานในขางตน โดยทีจ่ะขอนิยามฟงกชัน่ ݁ݎܽݑݍݏሺݒሻ ใหเปนสี่เหล่ียมจตุรัสที่ใหญที่สุด

ที่มีจุดศูนยกลางอยูที่จุด ݒ และอยูภายใน ܩ, นิยาม ݁ݖ݅ݏሺݒሻ เปนความยาวดานของ 

 ሻݒሺ݁ݎܽݑݍݏ
Lemma 1 ส่ีเหล่ียมจตุรัสทีใ่หญที่สุดใน G จะมีจุดศูนยกลางอยูที่ vertex ของ ܮஶ 

voronoi diagram 
พิสูจน 

ให ݒ เปนจุดใน ܩ ถา ݒ อยูในบริเวณ voronoi, ݁ݎܽݑݍݏሺݒሻ จะมีมุมหนึง่ทีแ่ตะกับ

ดานของ ܩ, การเล่ือน ݒ ใหหางออกจากดานที่แตะอยูนัน้จะทําให ݁ݎܽݑݍݏሺݒሻ ใหญข้ึน ซึ่ง
สามารถเล่ือนใหใหญข้ึนไดเสมอจนกวาจะชนกับ vertex หรือ edge ของ voronoi 
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ถาจุด v อยูบน edge ของ voronoi, ݁ݎܽݑݍݏሺݒሻ  จะมีมุมสองมมุอยูบนดานสองดาน

ของ ܩ ซึ่งถาดานทัง้สองขนานกนั edge ของ voronoi กจ็ะขนาดกับดานทั้งสองไปดวย ถาเรา

เล่ือนจุด ݒ ไปตาม edge ดังกลาวจนถึง vertex ก็ไมทาํให ݁ݎܽݑݍݏሺݒሻ  เล็กลง 

ถาดานทัง้สองไมขนานกันเราสามารถเลือกที่จะเล่ือนจุด ݒ ไปยัง vertex ดานทีท่ําใหจดุ 

 หางจากดานทั้งสองมากข้ึน การเล่ือนนีท้ําให squareሺvሻ  ใหญข้ึนไดเร่ือยๆจนไปถึง ݒ
vertex ดังกลาว 

ดังนัน้เราพิจาณาเฉพาะส่ีเหล่ียมจตุรัสที่มจีุดศูนยกลางอยูที่ vertex ของ voronoi ก็เพียง
พอที่จะหาสี่เหล่ียมจตุรัสทีใ่หญที่สุดบน G ได (ส่ีเหล่ียม) 

E.papadupoulu และ D.T. Lee ไดแสดงวิธีสําหรับคํานวณหา ܮஶ voronoi diagram 
บนโพลิกอนทีส่ามารถใชไดกับโพลิกอนแบบที่มีรูภายในและไมมีรูภายใน [31] โดยที่โพลิกอนที่ม ี

݉ จุดจะใชเวลาในการคํานวณหา ܮஶ voronoi diagram ในเวลา ܱሺ݉ log ݉ሻ และใน

ข้ันตอนการสราง ܮஶ voronoi diagram ทีท่ัง้สองเสนอมาน้ี ยังใหคําตอบของ ݁ݖ݅ݏሺݒሻ 

สําหรับ vertex ของ voronoi ไดอีกดวย จงึทาํใหเราสามารถหาคําตอบไดในเวลา ܱሺ݉ሻ หลัง

คํานวณหา vertex ของ voronoi ทั้งหมดได   จากความรูที่วา  ܩ௜,௝   ใดๆสามารถนยิามไดดวยจุด

อยางมาก 6 จุด ดังนัน้จํานวนจุดของ ܩ จึงเปน ܱሺ݊݊ᇱሻ ทําใหใชเวลาในการสราง ܮஶ 

voronoi diagram เปน ܱሺ݊݊ᇱ logሺ݊݊ᇱሻሻ และ ܱሺ݊݊ᇱሻ ในการคนหาคําตอบ ดังนัน้ 
ความซับซอนทางเวลาของปญหาการหาบริเวณสัมผัสอิสระที่ใหญทีสุ่ดของการจับดวยนิว้ทีม่ีแรง

เสียดทางสองนิ้วบนโพลิกอนจึงเปน ܱሺ݊݊ᇱ logሺ݊݊ᇱሻሻ 
 

3.1.6 การขยายขอบเขตของสี่เหลี่ยมจตุรัส 
เมื่อ ݒ เปน vertex ของ ܮஶ voronoi diagram ของ ܩ, สําหรับบางจุด ݒ จะสามารถ

ขยาย squareሺvሻ  ไปในแนวต้ังหรือแนวนอน(ทิศใดทศิหนึง่) เพื่อใหไดคําตอบเปน

ส่ีเหล่ียมผืนผาที่ยงัวางตัวอยูภายใน ܩ (ตัวอยางตามรูปที ่23 ซึ่งเปนการขยายในแนวนอน) 

ส่ีเหล่ียมผืนผาที่ไดก็จะเปนบริเวณสัมผัสอิสระที่มีดานที่ส้ันกวายาวเทากบั ݁ݖ݅ݏሺݒሻ โดยทัว่ไป
แลวก็เปนเร่ืองดีถาเราสามารถระบุดานที่ใหญกวาหรือเล็กกวาของบริเวณสัมผัสอิสระ เพราะเปน
การบงบอกถึงความทนตอความผิดพลาดของจุดจับนัน้ๆไดจริง 

จุด ݒ ที่เปน vertex ของ ܮஶ voronoi diagram จะอยูหางเปนระยะทางที่เทากันจาก

ดานที่แตกตางกนัอยางนอยสามดาน ดานทั้งสามนี้จะสามารถหาไดในข้ันตอนการสราง ܮஶ 
voronoi diagram และดานทั้งสามนี้จะเปนตัวชวยบอกทิศทางที่สามารถขยายส่ีเหล่ียมจตุรัส
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ออกไปไดซึ่งเปนไปไดในส่ีทศิเทานั้นคือ บน,ลาง,ซาย,ขวา โดยจะขออธิบายถึงการขยายข้ึน
ดานบนเปนตัวอยาง เพราะการขยายในทศิอ่ืนนัน้สามารถกระทาํไดโดยใชวิธีการเดียวกนั 

squareሺvሻ  สามารถเขียนในรูปของ ܴ ൌ ሾݑଵ, ଶሿݑ ൈ ሾݑଵ
ᇱ , ଶݑ

ᇱ ሿ การขยาย 

squareሺvሻ  ข้ึนดานบนนัน้ กเ็ปรียบไดกับการขยาย ܴ ในทิศข้ึน  ሾݑଵ, ଶሿݑ ൈ Թ จนมัน

ชนกับบางจุด ሺp, pᇱሻ บนผิวของ ܩ ซึ่งจุดดังกลาวจะอยูบนดานของ R และเปนจดุที่ใกล R 

ที่สุด หรือกลาวใหชัดเจนยิง่ข้ึน จุด ሺp, pᇱሻ คือจุดใน ∂ܩ ת ሺሾݑଵ, ଶሿݑ ൈ ሾݑଵ
ᇱ , ∞ሿሻ  

โดยที่ pᇱ มีคานอยที่สุด เนื่องจาก ∂ܩ เปนโพลิกอนที่มี ݉ จุด วิธีตรงไปตรงมาในการหา pᇱ ทํา

ไดโดยตรวจสอบทีละจุดซึ่งจะใชเวลา ܱሺ݉ሻ เพือ่จะหาคําตอบของการขยาย ሾݑଵ, ଶሿݑ ൈ
ሾݑଵ

ᇱ , ᇱሿ ควรทราบไววาถาเมื่อใดที่เรามีส่ีเหล่ียมจตุรัสที่ใหญที่สุดหลายๆคําตอบ เราสามารถ݌

ประหยัดเวลาไดโดยทําการเตรียม interval  tree จาก ∂ܩ เอาไวกอน โดยขั้นตอนการทาํงาน
สามารถอธิบายไดดังนั้น 

เร่ิมจากเก็บดานของ ∂ܩ ลงใน interval tree โดยใช ݑ ซึ่งเปนพกิัดแนวนอนเปนตัว

เปรียบเทยีบ ข้ันตอนการเตรียม interval tree ดังกลาวใชเวลา ܱሺ݉ log ݉ሻ  เมื่อทาํการ

คนหา ሾݑଵ, ଶሿݑ ൈ ሾݑଵ
ᇱ , ଶݑ

ᇱ ሿ  เราจะใช tree ตนนี้ในการดึงดานทีท่ับกับ ሾݑଵ, ଶሿݑ ൈ Թ 

โดยจะใชเวลา ܱሺ݈݃݋ ݉ ൅ ݇ሻ เมื่อ ݇ เปนจาํนวนของดานที่ทับกันอยูกับ ሾݑଵ, ଶሿݑ ൈ
Թ  ดังนั้น จุด ሺp, pᇱሻ สามารถหาไดโดยเปรียบเทยีบเฉพาะกับดานที่ไดออกมา ซึ่งจะใชเวลา 

ܱሺ݇ሻ การคํานวณหาสวนขยายจึงสามารถทําไดในเวลา ܱሺ݈݃݋ ݉ ൅ ݇ሻ 
 

3.1.7 การวัดความทนทานของการวางน้ิวทีจุ่ดจับ 
สําหรับงานจบับางงาน เราอาจจะมีความจําเปนที่จะตองจับวัตถ ุณ จุดที่กําหนดมาให ใน

กรณีดังกลาวจึงเปนเร่ืองดีถาทราบวาการจับวัตถุ ณ จุดนั้นมีความทนตอความคลาดเคล่ือนเทาใด 
เพื่อที่จะสามารถทําการวางแผนการจับที่เพิ่มโอกาสในการจับติดมากยิ่งข้ึน เชน การเคล่ือนแขน
จับเขามายังจดุจับในบางทศิทางจะทาํใหมือจับอยูในตําแหนงที่จับแลวสามารถวางตําแหนงปลาย

นิ้วจับไดแมนยํามากกวา เปนตน 

ตามที่ไดกลาวถึงคุณสมบัติของ ܮஶ voronoi diagram ไปกอนหนานี้ ܮஶ voronoi 

diagram จะแบง ܩ ออกเปนสวนๆทีเ่รียกวา บริเวณ voronoi ซึ่งแสดงใหเห็นวาสําหรับทาจับ 

ሺݑ, ᇱሻݑ א ,ݑሺ݁ݎܽݑݍݏ เราสามารถคํานวณหา ܩ  ᇱሻ โดยหาบริเวณ voronoi ที่มีݑ

ሺݑ, ,ݑሺ݁ݎܽݑݍݏ ᇱሻ อยูภายใน เมือ่หาบริเวณ voronoi ไดแลว เราสามารถหาݑ  ᇱሻ ไดในݑ

ܱሺ1ሻ โดยคํานวณระยะหางแบบ ܮஶ ระหวาง ሺݑ,  ᇱሻ  กับดานที่เกี่ยวของกับบริเวณݑ
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voronoi นัน้ๆ ในการหาวา ሺݑ, ᇱሻ  อยูในบริเวณ voronoi ใดนัน้ เราสามารถทดสอบไดโดยทําݑ

การทดสอบวาจุด ሺݑ,  ᇱሻ  อยูในโพลิกอนของบริเวณ voronoi นั้นๆหรือไม ซึง่ใชเวลา ܱሺ݉ሻݑ
ถามีจุดที่จะตรวจสอบหลายๆจุด เราสามารถท่ีจะใชวิธสํีาหรับหาตําแหนงจุดตาม [32] ทําใหวิธี

คํานวณหาความทนตอความคลาดเคลื่อนของจุดจับสามารถทําไดโดยเตรียม ܮஶ voronoi 

diagram ในเวลา ܱሺ݉ log ݉ሻ และสามารถคําตอบจาก ܮஶ voronoi diagram ที่เตรียมไว

ลวงหนาไดในเวลา ܱሺ݉ log ݉ሻ 
 

3.1.8 ผลการทดลอง 
วิธีการที่ไดนาํเสนอไปนี้ไดถกูนําไปเขียนเปนโปรแกรมภาษาจาวาและนําไปทดสอบบน

เคร่ืองคอมพิวเตอร Core i7 920 2.67Ghz, 8 GB RAM เพื่อที่จะแสดงใหเหน็ถงึประสิทธิภาพและ
ผลลัพธของวิธทีี่นาํเสนอ โดยทําการทดลองกับวัตถุโพลิกอนจํานวน 6 ชิ้น ตามที่ไดแสดงไวในรูปที่ 
24 โดยวัตถทุีน่ํามาใชจับนัน้มีจํานวนดานต้ังแต 62 จนถงึ 300 ดาน และมีวัตถโุพลิกอนในรูป 
24(c) เปนตัวอยางของวตัถทุี่มีรู และวัตถโุพลิกอนในรูป 24(e) เปนตัวอยางของวัตถทุี่มีหลายชิน้ 

ผลการทดลองที่ไดถูกแสดงไวในตารางที่ 1 โดยไดทําการทดลองที่สัมประสิทธิ์แรงเสียด
ทานตางกนัสามคาสําหรับแตละวัตถุทดสอบ (ระบุโดยคร่ึงหนึง่ของมมุของกรวยแรง) ผลลัพธที่ได

จะแสดงอยูในรูปของจํานวนดานบน ܩ ที่มีสวนเกี่ยวของกบัการสราง ܮஶ voronoi diagram 
รวมถึงเวลาที่ใชในการคํานวณในแตละกรณีดวย บริเวณสัมผัสอิสระที่ดีที่สุดที่ไดจากการคํานวณ
ที่ คร่ึงมมุแรงเสียดทานเปน 15 องศานัน้แสดงไวเปนเสนหนาในรูปที ่24 

เวลาที่ใชคํานวณนัน้ไมข้ึนกบัปริมาณดานโดยตรงแตจะข้ึนกับ ܩ เสียมากกวาเพราะวา

เวลาที่ใชในการหา ܮஶ voronoi diagram นัน้เปนสวนที่ใชเวลามากที่สุด กลาวงายๆก็คือถา ܩ ที่

ไดมีจํานวนดานเยอะก็จะใชเวลาในการคํานวณหา ܮஶ voronoi diagram นานข้ึน ความสัมพันธ
นี้จะยิง่ชัดเจนมากข้ึนเมื่อทาํการเปล่ียนคาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานตามที่ไดแสดงไวในตารางที ่1  

สําหรับแตละตัวอยางทดสอบ สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานท่ีมากข้ึนก็จะทําให ܩ มีหลาย

ดานมากยิง่ข้ึน (ยิ่งจับไดงาย ܩ จะยิง่มีขนาดใหญ) และใชเวลาในการคํานวณมากข้ึน  เปนเร่ือง
ยากที่จะใชความสัมพันธดังกลาวในการเปรียบเทียบเวลาที่ใชคํานวณระหวางวัตถุตัวอยางที่

แตกตางกนั เพราะถึงแมวาจํานวนดานใน ܩ จะสามารถใชเปนตัววัดเวลาคํานวณแบบหยาบๆได

ในหลายกรณี แตก็ไมเปนจริงเสมอไป วัตถทุี่แตกตางกันสามารถทําใหเกิด ܩ ที่มีรูปรางที่แตกตาง
กันออกไปอยางมากๆไดในเชิงเรขาคณิต  ซึ่งเปนปจจัยหลักทีท่ําใหการคํานวณนัน้ๆจะไดผลลัพธ
ออกมาชาหรือเร็ว อยางเชนวัตถุตัวอยางในรูปที่ 24(e) มีจํานวนดานมากกวาวัตถตัุวอยางในรูปที่ 



                     
 

24(f) คอนขา
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มีขอจํากัดให
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งคอนขางสูง

นกรณีนี ้

วณสัมผัสอิสร

ตอบขามดาน
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ะไดคําตอบที่

คําตอบนั้น อ
างบริเวณสัม

ดแสดงผลไวใ

มต้ัีงแต 1.51 
ตถทุดสอบทีม่ี

ยขนาดของด

ดทีไ่ดจากวิธี

                      

ในรูปที ่24(e) 
นต้ังฉากนอย) 

 
ัมผัสอิสระที่คํ

 
าเสนอนี้ ซึง่เป
ดีกวาวิธกีารห

ยูบนดานเทา

ผัสอิสระที่ดีที

นตารางที ่2 โ
 เทา ไปจนถึง
มดีานปริมาณ

ดานซ่ึงมักจะมี

แบบตั้งเดิมที่

                      

 มีดานที่ยาว
 จึงทําใหเกิด

คํานวณได 

ปนวิธทีี่สามาร

หาบริเวณสัม

านัน้  เพื่อทาํก
ที่สุดจากวธิีขอ

โดยจะเหน็ได

ง 10.9 เทา แ
ณมากทั้งนี้เนื่อ

มขีนาดเล็กลง

ทีค่ร่ึงมมุแรงเสี

                      

และดานที่อยู

 บริเวณสัมผั

รถหาบริเวณส

ผัสอิสระแบบ

การเปรียบเทยี

องเรากับวิธีแ

ดวาคําตอบทีไ่

ละเปนที่นาสั

องจากบริเวณ

งในกรณีที่วัต

สยีดทานเทาก
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ยูติดกันมี

ัสอิสระ

 

สัมผัส

บเดิมๆที่

ยบในเชงิ

แบบเดิมๆ  
ไดนั้นมี

สงัเกตุวา

ณสัมผัส

ถมุีดาน

กับ 15 
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ไมนานมานี ้ใน [23] Roa และ Saurez ไดเสนอวิธีสรางบริเวณสัมผัสอิสระจากการจับที่มี
คุณสมบัติแบบปดของแรงทีก่ําหนดใหบริเวณสัมผัสอิสระสามารถทนเวรนชที่ใกระทาํในทิศที่สนใจ

ได (วิธีที ่3 ใน paper ของทัง้สองทาน)  
เราจึงนําผลการทดลองมาเปรียบเทียบกบังานของเรา แตเนื่องจากโมเดลของวัตถทุี่ใช

ไมไดเปนโพลิกอนเหมือนกบักรณีของเรา แตเขาใชเปนกลุมจุดบนผิววัตถุโดยแตละจุดมีเวกเตอร
แสดงทิศที่ต้ังฉากกับผิววัตถุ ณ จุดนั้นๆดวย บริเวณสัมผัสอิสระสําหรับกรณีการจับวัตถุบนสองมิติ
ของเขาจึงนิยามเปนกลุมจดุที่อยุตอเนื่องกันแทนการใชเสนขอบที่อยูตอเนื่องกนั  โดยความถูกตอง
ของการคํานวณจะข้ึนอยูกับสมมุติฐานทีว่าการสุมจุดนัน้ทาํไดละเอียดพอที่จะทําใหบริเวณ

ระหวางจุดสองจุดที่เปนสวนหน่ึงของคําตอบของบริเวณสมัผัสอิสระนั้น เปนบริเวณสัมผัสอิสระไป
ดวย แนวคิดดังกลาวใชวธิีการแบงมิติของเวรนช ดวยระนาบที่สรางจากดานประกอบของ convex 
hull ของทาจับเร่ิมตนทีก่ําหนดให และเร่ิมทําการคนหาจุดในระบบบนมิติของเวรนชที่ถูกแบงเพื่อ
ขยายขนาดของบริเวณสัมผัสอิสระของแตละนิ้วจับ 

ขนาดของบริเวณสัมผัสอิสระไดจากการวาดจุดของคําตอบที่ไดลงบนพื้นผิววัตถ ุและวัด
ระยะหางระหวางจุดเร่ิมกับจุดสุดทายของบริเวณสัมผัสอิสระที่เปนคําตอบ  หลังจากไดความยาว
ของบริเวณสัมผัสอิสระแลว ขนาดของบริเวณสัมผัสอิสระก็สามารถวัดไดโดยวิธีเดียวกันกับวิธกีาร
ของเรา  วิธีดังกลาวไดถกูเขียนเปนโปรแกรมและนําไปใชทดสอบกับวตัถุตัวอยางทัง้ 6 ชิ้นของเรา 
โดยทาํการสุมจุดจากพืน้ผิวใหหางเทาๆกนัจํานวน 300 และ 500 จุด ตัวแปร alpha ต้ังคาไวที่ 
0.0001 เพื่อแทนเหตุการณที่ไมสนใจเวรนชภายนอกมากระทํา (เพื่อใหไดคําตอบทีม่ีคุณสมบัติ
แบบปดของแรงทั้งหมด) และเพื่อขจัดปญหาที่เร่ิมตนทีม่าจากการสุม เราจึงทดสอบโดยเร่ิม
คํานวณจากทาจับทัง้หมดที่เปนไปได คําตอบที่ไดถูกแสดงเอาไวในรูปที่ 26 สําหรับกรณีคร่ึงมุม
แรงเสียดทานเทากบั 15 องศาและสุมจํานวน 500 จุด ตารางที่ 2 แสดงอัตราสวนระหวางบริเวณ
สัมผัสอิสระที่ไดจากวธิีของเขาและของเรา 



                     
 

                      

รูปที่ 2

                      

รูปที่ 25 บริ

26 บริเวณสัม

                      

 
เวณสัมผัสอิส

 
มผัสอิสระที่คํ

                      

สระที่คํานวณ

 

านวณไดจาก

                      

ณไดจากวธิีด้ัง

กวธิีของ Roa 

                      

เดิม 

 & Saurez 
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ผลการทดลองชี้ใหเหน็วาวธิขีองเขาสามารถใหคําตอบที่เปนบริเวณสมัผัสอิสระที่มขีนาด

ใหญกวาวิธีด้ังเดิมไดแตก็ยงัมีขนาดเล็กกวาผลจากวธิีทีเ่ราไดนําเสนอในทุกๆกรณีและคําตอบที่ได

นั้นเปนคําตอบที่ที่ดีที่สุดที่เปนไปไดแลวสําหรับวธิีของเขา เพราะเราไดทําการทดลองกับทาจับ
เร่ิมตนทกุๆกรณีที่เปนไปได  เปนทีน่าสังเกตุอีกประเด็นหนึ่งวา ขนาดของบริเวณสัมผัสอิสระที่ไดมี
ขนาดใหญข้ึนเมื่อเพิ่มความละเอียดของการสุมจุด  แตวธิีนี้ก็ไมสามารถที่จะนาํไปสูการหาบริเวณ
สัมผัสอิสระทีดี่ที่สุดได  เนื่องจากเขาไดใชเงื่อนไขในการขยายคําตอบของบริเวณสัมผัสอิสระแบบ 
sufficient เทานั้น ไมใชเงื่อนไขแบบ necessary ดังนัน้ บางจุดที่ชวยในการขยายบริเวณสัมผัส
อิสระจึงไมถูกรวมเปนสวนหนึ่งของคําตอบ 

เปนที่แนชัดแลววา  วิธทีี่ยอมใหคําตอบของบริเวณสัมผัสอิสระขามดานไดนัน้  จะให
คําตอบที่มีขนาดใหญกวามาก  ซึ่งวิธนีี้ก็มปีระโยชนอยางมากในกรณีที่วัตถนุัน้ประกอบข้ึนมาจาก
ดานส้ันๆซึ่งวธิแีบบด้ังเดิมจะใหคําตอบที่ไมเปนประโยชนสักเทาไหร (รูป 25 b,d-f) และก็ชัดเจนวา
วิธีจาก [23] ถึงจะไมรับประกันวาจะไดคําตอบที่ดีที่สุดแตก็ยังใหคําตอบที่ดีอยู  อยางไรก็ตาม วิธี
ดังกลาวจะตองมีทาจับเร่ิมตนที่ดีอยูกอนแลวดวย  รวมถงึความละเอียดของการสุมกต็อง
เหมาะสม ซึ่งถาความละเอียดไมมากพอ สมมุติฐานของวิธนีี้ก็จะไมเปนจริง และทําใหคําตอบ
ออกมาผิดได   เนื่องจากทกุวนันีย้ังไมมวีิธีสําหรับเลือกความละเอียดในการสุมทีเ่หมาะสม  ทาํให
บริเวณสัมผัสอิสระที่คํานวณไดจะตองนาํไปตรวจสอบความถกูตองอีกทหีนึง่บนพืน้ผิว

แบบตอเนื่อง  
 

Fig. #edge 
10° 15° 20° 

#seg time(s) #seg time(s) #seg time(s) 
24(a) 62 325 1.02 461 1.17 546 1.61 
24(b) 100 312 0.95 600 2.53 660 2.78 
24(c)  156 984 4.72 1372 6.91 1590 8.5 
24(d) 200 759 2.7 1104 4.32 1414 5.67 
24(e) 245 1544 6.81 1859 9.19 2432 12.63 
24(f) 300 2000 5.5 2616 7.8 3225 10.36 

 
ตารางที่ 1 ผลการทดลองสําหรับการจับวัตถุ 2 มิติ 

 
 



                     
 

Fig. 

24(a) 
24(b) 
24(c)  
24(d) 
24(e) 
24(f) 

เชน

อยางเดียวไม

เปนตน  แตวิ
สรางมิติของท

มิติของทาจับ

บริเวณที่มีคุณ

คุณภาพแลว

                      

Trad
10° 1
1.51 2
2.98 4
2.04 3
3.13 4
5.23 8
1.86 2

เดียวกับวธิีวดั

มสามารถแกป

วิธทีี่ไดนําเสน

ทาจับเอาไวอี

บประกอบไปด

ณสมบัติแบบ

ว ทาจับที่ตาง

                      

ditional 
15° 20° 
2.94 3.23
4.63 5.97
3.17 4.35
4.34 4.85
8.17 10.9
2.92 3.56

ตารางท

รูปที่ 27 

ดคุณภาพของ

ปญหาทุกอยา

นอนีไ้มเพียงแต

อีกแลวดวยตา

ดวยบริเวณที่

บปดของแรงที่

กนัมีแนวโนม

                      

 10° 
3 1.16 
7 1.38 
5 1.22 
5 1.23 
9 1.14 
6 1.43 

ที่ 2 อัตราสว

 Grasp Spac

งการจับวิธีอ่ืน

างได  เชน  ท
ตใหคําตอบเป

ามที่ไดเห็นไป

มีคุณสมบัติแ

ทีใ่หญที่สุดขอ

มทีจ่ะอยูบนบ

                      

300 
15° 20
1.16 1.0
1.43 1.2
1.17 1.1
1.15 1.1
1.2 1.2

1.57 1
 

นของบริเวณ

 

ce ของวัตถุใ
 

นๆ การหาบริ
ทาจบัที่ดีที่สุด

ปนบริเวณสัม

ปในรูปที่ 27 ซึ

แบบปดของแ

งรูปที่ 27  ได
บริเวณที่มีคุณ

                      

° 10° 
04 1.1 
29 1.33 
15 1.15 
16 1.07 
22 1.14 
.6 1.14 

ณสัมผัสอิสระ 

ในรูปที่ 24 (a)

ริเวณสัมผัสอิส

อาจเขาไปทํา

มผัสอิสระที่ดีที

ซึ่งเปนมิติของ

แรง (ܮஶ vor
ดถูกแสดงไวใน

ณสมบติัแบบป

                      

500 
15° 2
1.11 1
1.39 1
1.13 1
1.15 1
1.2 1

1.27 1

) 

สระที่ดีที่สุดเพ

าการจบัจริงๆ

ที่สุดเทานัน้  
งทาจบัในรูปที

ronoi diagra
นรูปที่ 23)  ใ
ปดของแรงคน
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20° 
.03 
.27 
.11 
.16 
.22 
.39 

 

พยีง

ไมได 
แตยังได

ที่ 24(a) 

m ของ
นเชิง

นละ
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บริเวณกัน  ในกรณีที่ไมสามารถจับในทาทีม่ีสัมผัสอิสระที่ดีที่สุด  ผูใชงานสามารถพจิารณาถึง
บริเวณสัมผัสอิสระอ่ืนที่อยูบนช้ินเดียวกนัหรือคนละบริเวณที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรง  ซึง่การ

หาคําตอบไดงายเพราะวา vertex ของ ܮஶ voronoi diagram ที่คํานวณเอาไวนัน้มีขนาดของ
บริเวณสัมผัสอิสระติดมาอยูดวย ซึ่งพรอมใหผูใชงานนาํไปทําการวางแผนการจับตอไป 

 

3.1.9 สรุป 
สําหรับวธิีคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระทีดี่ที่สุดสําหรับการจับดวยนิว้ที่มีแรงเสียดทาน

จํานวนสองนิว้โดยวัตถทุี่ทาํการจับเปนโพลิกอนสองมิติ  คําตอบที่ไดออกมาสามารถขามดานของ
วัตถุทีท่ําการจับได  ซึ่งตรงขามกับวิธีแบบดั้งเดิม   วธิีทีน่ําเสนอนีย้ังเหมาะสมกับวตัถุที่เปนโพลิ
กอนที่ประกอบข้ึนจากดานขนาดเล็กซึง่ตรงกับขอเท็จจริงที่วาการจะประมาณวัตถดุวยโพลิกอนให

แมนยํานัน้  ถาแทนที่ในสวนที่เปนผิวโคงดวยดานขนาดเล็กๆ  ก็จะทาํใหผลที่ไดนั้นใกลเคียงกบั
วัตถุจริงมากข้ึน[33] การประมาณวัตถุดวยโพลิกอนที่ใชดานปริมาณมากๆก็เปนวธิีประมาณวัตถทุี่
นิยมใชกัน [14,34,35] โดยเฉพาะวัตถทุี่สรางข้ึนมาจากผลของเคร่ืองสแกน  วิธกีารวางแผนการจับ
ที่สามารถใชกบัวัตถุในลักษณะนี้ไดจึงเปนวิธทีี่จาํเปน 

 
 

3.2 การจับวัตถุ 3 มิติดวยน้ิวจับ 2 นิ้ว 

3.2.1 การอธิบายผิววัตถุดวย polygon face 
บริเวณสัมผัสอิสระนั้นสามารถทาํการนิยามไดหลายรูปแบบซึ่งโดยทั่วไปจะมี

ความสัมพันธโดยตรงกับวธิอีธิบายผิวของวัตถทุี่จะทาํการจับ บางวธิีเลือกที่จะใชการแทนที่ผิววัตถุ
ดวยเสนรอบรูปในกรณีสองมิติ เชนเดียวกับการหาบริเวณสัมผัสอิสระที่ดีที่สุดของกรณีการจับวัตถุ
สองมิติที่ไดนาํเสนอไป และแทนที่ผิววัตถดุวยพืน้ที่และรูปรางจริงของ face ของ polyhedral ใน
กรณีการจับวตัถุสามมิติ ซึ่งไมสามารถที่จะคล่ีผิววัตถุออกมาใหเปนระนาบสองมิติโดยที่ยงัรักษา
ความตอเนื่องได หรือถาใชวธิี parameterization (เหมือนกับการมองผิววัตถุเปนยางยืดและดึง
ออกจากผิวมาคล่ีใหกลายเปนพืน้ราบ) ในการแบงพืน้ผิวก็จะทําใหพื้นที่ทีว่ัดไดกบัพื้นที่จริงของผิว
วัตถุนัน้ไมเทากันจงึไมมีวธิีทีดี่ในการจัดการกับปญหาโดยอธิบายพ้ืนผิวของวัตถุดวยพื้นที่จริงได  

แตก็ยังมวีิธีการที่เปนที่นยิมในการอธิบายผิวของวัตถุอีกวธิีหนึ่งก็คือ การใชจุดตัวอยางบน
พื้นผวิมาอธิบาย ซึง่มกัจะทาํโดยการโปรยจุดลงไปบนพื้นผิวดวยความถี่เทาๆกนั ( uniform 
resampling) ที่ตองการและเลือกจุดรวมถงึ normal ณ จุดนั้นมาเปนขอมูลสําหรับทําการคํานวณ
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หรือถาจะใหผลการเลือกจุดตัวแทนออกมาไดดีกวานั้นกส็ามารถทําไดโดยการ remeshing ตามที่
ไดกลาวไปในบทที ่2     เมื่อไดจุดที่เปนตัวแทนของพื้นผิววัตถุแลวเราก็ตองหาวธิีนยิามบริเวณ
สัมผัสอิสระ ซึง่ถามองจากนยิามที่วาบริเวณสัมผัสอิสระคือบริเวณที่นิว้จับสามารถเคล่ือนที่อยาง
อิสระและยังทาํใหการจับเปนฟอรสโคลสเชอรไดนั้น ปญหาก็จะอยูทีว่าระยะทางทีน่ิ้วจับสามารถ
เคล่ือนที่ไดอยางอิสระจะวัดอยางไรในระบบที่มองผิววัตถุเปนจุดตัวอยาง วิธกีารหนึง่ที่สามารถทํา
ไดก็คือใชวิธีวดัวาจุดที่อยูหางออกไปจุดจดุศูนยกลางเปนระยะทางเทาใด ถาเราอธบิายบริเวณ

สัมผัสอิสระใดๆ เปน ܫሺ݌ଵ, ,ଶ݌ ݈ሻ  คือมีจุดจับสองจุด ݌ଵ, ଶ และระยะหางที่ทกุจุด݌

ตัวอยางทีห่างจากจุดจับ ݌ଵ นอยกวาหรือเทากับ ݈ หนวยทกุจุดจะมีคุณสมบัติแบบปดของแรง

กับ จุดตัวอยางทีห่างจากจุดจับ ݌ଶ นอยกวาหรือเทากับ ݈ หนวย  แตการวดัระยะ ݈ ในทางปฎิบัติ
นั้นทําไดยากเพราะวาตองวดัระยะทางตามผิวทีโ่คงของวัตถุที่จับ  ดังนั้น เราจะใชวธิีนิยามผิวให
เปน face สามเหล่ียมทัง้หมดที่มีขนาดและรูปรางพอๆกัน และสามเหล่ียมแตละรูปก็จะมี
สามเหล่ียมอ่ืนๆที่ใชดานรวมกับตัวมนัอยูสามชิ้นเสมอ ดังนัน้ถาเราพจิารณาการจบัจากทีละคูจดุ
เปนทีละคู face และวัดระยะทางดวยจํานวนคร้ังที่กระโดดขามจาก face ใดๆไปยัง face อ่ืนๆ
แทนที่การวัดระยะทางจริงกเ็ปนเร่ืองที่พอจะใชแทนกันได ระบบใหมที่เราจะใชในการอธิบายถึง

บริเวณสัมผัสอิสระ ܫሺ݌ଵ, ,ଶ݌ ݈ሻ ใดๆ จะหมายถงึบริเวณสัมผัสอิสระที่มีจุดศูนยกลางอยูที่ 

face ݌ଵและ ݌ଶ และ face  ทีห่างจาก face ݌ଵ นอยกวาหรือเทากับ ݈ หนวยทุก face จะมี

คุณสมบัติแบบปดของแรงกบั face ที่หางจาก face ݌ଶ นอยกวาหรือเทากับ ݈ หนวย 
 

3.2.2 เซตของ vertex ที่อยูหางจาก vertex ที่สนใจไมเกนิระยะ n หนวย 
เมื่อพิจารณา vertex  ݅ ในระบบกราฟที่สรางจากวัตถุโพลิกอนในขอ 3.2.1 และ edge ที่

แสดงความ เปน face ที่อยูติดกัน เราจะนิยามเซต ݆݀ܣ௡ሺ݅ሻ เพื่อแทนเซตของ vertex ในระบบ

กราฟที่มีระยะจาก vertex  ݅ ไมเกิน ݊ หนวย โดยระยะจะวัดจากจํานวน edge ที่นอยทีสุ่ดจาก 

vertex ใดๆไปยัง vertex  ݊ 
 ส่ิงที่สามารถทราบไดในข้ันตอนการอานขอมูลของโพลิกอนที่ตองการจับ จะประกอบไป
ดวย จาํนวน face ทั้งหมด, พิกัดของ vertex ที่เปนมุมในแตละ face รวมถึงความสัมพันธวา face 

ใดอยูติดกันบาง จากขอมูลเบ้ืองตนที่กลาวมา จะทําใหรู ݆݀ܣଵ สําหรับทกุๆ face ของ 
polyhedral  
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สําหรับ ݆݀ܣ௡ሺ݅ሻ ก็สามารถหาไดจากการ union ݆݀ܣ௡ିଵሺ݆ሻ  ของทุกๆ ของทุกๆ

หนาที่อยูติดกบัมัน ( ڂ ஺ௗ௝భሺ௜ሻא௡ିଵሺ݆ሻ௝݆݀ܣ  ௡ሺ݅ሻ  กจ็ะประกอบไปดวย݆݀ܣ    ( 

vertex ทุก vertex ที่มีระยะหางจาก vertex  ݅ นอยกวาหรือเทากับ ݊ หนวยเสมอ 
 

พิสูจน 

path จากทกุ vertex ที่จะมายัง vertex  ݅ จะตองผาน vertex ใด vertex หนึง่ใน 

 ଵሺ݅ሻ݆݀ܣ
 vertex  ݆ ที่หาง 2 หนวยจะตองผาน vertex  k א  ଵሺ݅ሻ และอยูหาง ݇ เปนระยะ 1݆݀ܣ 

หนวย ด้ังนัน้ ݆ อยูใน ݆݀ܣଵሺ݇ሻ 

 vertex  ݆ ที่หาง 3 หนวยจะตองผาน vertex  k א  ଵሺ݅ሻ  และอยูหาง ݇ เปนระยะ 2݆݀ܣ 

หนวย ด้ังนัน้ ݆ อยูใน݆݀ܣଶሺ݇ሻ 

 vertex  ݆ ที่หาง ݊ หนวยจะตองผาน vertex  k א  ଵሺ݅ሻ  และอยูหาง݆݀ܣ 

݇ เปนระยะ ݊ െ 1 หนวย ด้ังนัน้ ݆ อยูใน ݆݀ܣ௡ିଵሺ݇ሻ 

ดังนัน้ ݆݀ܣ௡ሺ݅ሻ ก็สามารถสรางไดจาก ڂ ஺ௗ௝భሺ௜ሻא௡ିଵሺ݆ሻ௝݆݀ܣ  
 
 

3.2.3 เซตของ vertex ที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรงกับทุก vertex ที่อยูใน ࢔࢐ࢊ࡭ሺ࢏ሻ 
เราจะนยิาม ܥܨ௡ሺ݅ሻ ใหเปนเซตของ vertex ที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรงกับทุก 

vertex ใน ݆݀ܣ௡ሺ݅ሻ edge ระหวาง vertex ที่แสดงความมีคุณสมบัติแบบปดของแรงระหวางคู 

vertex ทุกๆคู ระหวาง vertex ใน ݆݀ܣ௡ሺ݅ሻ และ vertex ใน ܥܨ଴ሺ݅ሻ สามารถสรางไดจาก 
การคํานวณคุณสมบัติแบบปดของแรง ระหวางทุกคู face ที ่vertex ทั้งสองเปนตัวแทน สวน  

ځ ௡ሺ݅ሻ ใดๆสามารถคํานวณไดจาก การܥܨ FC௡ିଵሺ݆ሻ௝א஺ௗ௝భሺ௜ሻ   ของทกุๆ vertex  ݆ ที่

เปนสมาชิกของ ݆݀ܣଵሺ݅ሻ 
 
 พิสูจน 

 vertex  ݆ א ଴ሺ݇ሻ   เมื่อ kܥܨ ଴ሺ݅ሻ    และܥܨ  א ݆ ଵሺ݅ሻ  ดังนั้น݆݀ܣ  א    ଵሺ݅ሻܥܨ 
ดวย 

 vertex  ݆ א ଵሺ݇ሻ   เมื่อ kܥܨ ଵሺ݅ሻ    และܥܨ  א ݆ ଵሺ݅ሻ  ดังนั้น݆݀ܣ  א   ଶሺ݅ሻܥܨ 
ดวย 
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 vertex  ݆ א ௡ିଵሺ݇ሻ เมื่อ kܥܨ ௡ିଵሺ݅ሻ และܥܨ  א ݆ ଵሺ݅ሻ  ดังนัน้݆݀ܣ  א
 ௡ሺ݅ሻ  ดวยܥܨ 
 
 

3.2.4 บริเวณสัมผัสอิสระ 
บริเวณสัมผัสอิสระคือบริเวณที่นิว้จะสามารถเคล่ือนที่ไปไดอยางอิสระบนผิวหนาโพลิกอ

นของวัตถ ุสามมิติที่จะทําการจับโดยทีก่ารจับยังคงคุณสมบัติแบบปดของแรงเสมอ ใน

วิทยานิพนธฉบับนี้จะใหคําตอบ ในรูปแบบของคู vertex  ݅, ݆ ที่เปน vertex ศูนยกลางของบริเวณ

สัมผัสอิสระขนาดความกวาง ݊ หนวย หมายถึงทุกๆหนา ของวัตถุโพลิกอนที่อยูหางจากหนาที ่݅ 

หรือ ݆ เปนระยะทางไมเกนิ ݊ หนวยจะเปนสวนหนึง่ของบริเวณสัมผัส อิสระนั้นๆ  จากนยิามของ 

้ ௡ሺ݅ሻ จะสามารถอธิบายบริเวณสัมผัสอิสระไดดังนีܥܨ௡ሺ݅ሻ และ݆݀ܣ

݅, ݆ จะเปน  vertex กึ่งกลางของบริเวณสัมผัสขนาด ݊ ก็ตอเม่ือ 

௡ሺ݅ሻ݆݀ܣ א ௡ሺ݅ሻ݆݀ܣ ௡ሺ݆ሻ  หรือܥܨ א    ௡ሺ݅ሻܥܨ
 อธิบาย 

;k׊ k א ݇  ௡ሺ݅ሻ และ݆݀ܣ  א ݇ ௡ሺ݆ሻ ; เนื่องจากܥܨ  א  ௡ሺ݆ሻ  ดังนัน้ ทุกๆܥܨ 

vertex ใน ݆݀ܣ௡ሺ݅ሻ  จะมีคุณสมบัติแบบปดของแรง กับทุกๆ vertex ใน ݆݀ܣ௡ሺ݆ሻ 
 
 
 

3.2.5 ขั้นตอนการทํางานของ algorithm 
เปนทีท่ราบกันอยูแลววาการเขียนโปรแกรมดวย CUDA นั้น ถาตองการใหการทาํงานมี

ประสิทธิภาพมีขอกํากัดอยูหลายอยาง เนื่องจากสถาปตยกรรม SIMD ของการดแสดงผลซึ่ง
ทํางานทีละ instruction และถามีการ branch ไปยังคนละคําส่ังกนั (ผลจาก if ออกมาตางกนัใน
บาง thread) ก็จะทาํการหยุด thread กลุมหนึง่ไว และแยกกันทาํงานคนละชวงจนกวาจะกลับมา
การทาํงานจะกลับมารวมกนั ณ จุดใดจุดหนึง่ ซึง่จุดนีจ้งึเปนสาเหตุที่เลือกใชการอธบิายผิววัตถุ
ดวย face ที่มดีานที่อยูติดกนัจํานวนคงทีจ่ะทาํใหการทาํงานของโปรแกรมไมมีการ branch ไปใน
ตัวดวย 
 ขอมูลของ polyhedral  ที่ใชเปน input ในวิทยานิพนธฉบับนี้ จะนาํไปทํา mesh 
resampling เพื่อให เปน triangluar mesh (แตละหนาจะเปน polygon 3 เหล่ียมเสมอ) และแตละ
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ชิ้นที่ไดมีขนาดพอๆกัน  สําหรับการนิยามความเปนหนาที่อยูติดกันนัน้ (adjacency) จะใหหนาที่มี

ดานรวมกันถอืวาเปนหนาทีอ่ยูติด กัน เพือ่ใหจํานวน݆݀ܣ଴ሺ݊ሻ   ของทุกหนามปีริมาณคงที ่ซึ่ง

จะทาํใหข้ันตอนการหา ܥܨ௡ሺ݅ሻ  และ ݆݀ܣ௡ሺ݅ሻ   ใดๆ สามารถคํานวณไดรวดเร็ว 

 หลังจากอานขอมูลจาก file แลว จะทําการจอง memory บนการดจอสําหรับเก็บ ݆݀ܣ௡ 

และ ܥܨ௡ ใดๆ รวมถึงพื้นที่สําหรับเก็บจุดและดานประกอบของแตละหนารวมถงึ ݆݀ܣ଴ ซึ่งได

จากข้ันตอนการเตรียม ขอมลูนําเขาดวย (สาเหตุที่จะตองเก็บ ݆݀ܣ଴ แยกเอาไวนัน้ เพราะ 

௡ จะตองܥܨ ௡ และ݆݀ܣ  ଴ ก็คือตัวอางถงึความเปน adjacency และในข้ันตอนการหา݆݀ܣ
ใช index อางอิงถึง adjacency อยูทุกข้ันการคํานวณ) 
 kernel แรกทีจ่ะใชงานคือ kernel สําหรับคํานวณความเปน force closure สําหรับทกุคู
หนา polygon ในระบบ, การคํานวณจะใชทฤษฎีที่วาคูจุดใดที่เปน force closure ซึ่งกนัและกนั 
จุดตรงขามจะอยูในกรวยแรงของอีกจุดหนึงเสมอ ซึง่เราจะประยกุตใหเขากับความเปนหนา
สามเหล่ียม ของ polygon ในระบบโดยเพิม่เงื่อนไขเปน “จุดยอดของ polygon ทั้ง 3 จดุจะตองอยู
ใน intersection ของทั้ง 3 กรวยแรงของ polygon อีกชิน้ ถงึจะเรียกวา polygon ทั้ง 2 ชิ้นเปน 
force closure ซึ่งกนัและกนั” ผลที่ได จากการคํานวณนี จะถูกเก็บเอาไวใน array ชื่อ fc ขนาด 
n×n โดยที ่fc[i,j] ใดๆจะแทนคาความเปน force clousure ระหวางจุด i และ j นั้นๆ (1=เปน force 
closure)  เราจะเหน็ไดวา fc array ที่ไดจากการคํานวณนี้ เมื่อพิจารณาแยกทีละ แถว มนัก็จะคือ 

 ଴ ของแตละ face นั่นเองܥܨ

 ในข้ันตอนถัดไป เราจะทําการสราง ݆݀ܣ଴ ซึ่งก็จะเปน array ขนาด nxn เชนเดียวกนักับ 
fc array โดยจะกําหนดคาให Adj array [i,j]=1 เมื่อ face i,j เปนหนาที่อยูติดกัน 

 kernel ที่ใชสําหรับหา ܥܨ௡ และ ݆݀ܣ௡ นั้น ในวิทยานพินธฉบับนี้จะขอเรียกวา 

intersectKernel และ unionKernel เนื่องมาจากพฤติกรรมของ การหา ܥܨ௡ାଵሺ݅ሻ ที่มาจาก

การ ځ ஺ௗ௝బሺ௜ሻא௡ሺ݆ሻ௝ܥܨ   และ การหา ݆݀ܣ௡ାଵሺ݅ሻ ที่มาจากการ 

ڂ ஺ௗ௝బሺ௜ሻא௡ሺ݆ሻ௝݆݀ܣ  
kernel สุดทายที่จะกลาวถงึคือ kernel สําหรับ check วาสําหรับ interation ที ่n ยังมี 

independent contact region อยูหรือไม โดย checkKernel จะตรวจสอบวาสําหรับ face i ใดๆ 

ยังม ี݆݀ܣ௟ሺ݆ሻ ؿ ௟ሺ݅ሻ݆݀ܣ ௟ሺ݅ሻ และܥܨ ؿ ௟ሺ݆ሻ อยูหรือไม ถายังมีเราสามารถที่ܥܨ
จะหยุดการทดสอบคําตอบกับ face ที่เหลือได( เนื่องจาก คู i,j นี้ก็เปนคํา ตอบในระดับที่ n) ถา ไม

มี ݆݀ܣ௡ሺ݆ሻ ใดๆที่ตรงตามเงื่อนไขนี้ กแ็สดงวาสําหรับ node i ไมมีคําตอบของ independent 
contact region ที่ใหญกวาหรือเทากับระดับ n อีกแลว เราจะทาํการ mark face i นั้นๆเอาไว เพือ่
ละการทดสอบในรอบถัดๆไป 
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การทดสอบทัง้หมดที่กลาวถึง สามารถเขียนเปนข้ันตอนส้ันๆไดดังนี ้
fcKernel 
intersectKernel 
while(checkKernel==true){ 
 intersectKernel 
 unionKernel 
} 
report result 

 

3.2.6 ผลการทดลอง 
วิธีการที่ไดนาํเสนอไปนี้ไดถกูนําไปเขียนเปนโปรแกรมนาํไปทดสอบบนเคร่ืองคอมพวิเตอร 

Core i7 980 3.33Ghz, 8 GB RAM เพื่อที่จะแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพและผลลัพธของวิธีที่
นําเสนอ โดยทําการทดลองกับวัตถุโพลิกอนจํานวน 5 ชิ้น โดยแตละชิ้นนัน้จะทําการ remesh 
เพื่อใหมีจาํนวนหนาใกลเคียงกนัที ่2 ความละเอียดคือ 15,000 face และ 30,000 face (ยกเวน
ทรงกลมแบบละเอียด ซึง่ทาํการสุมที ่20,000 face) และทําการคํานวณเทียบกบัโปรแกรมเดียวกนั
ที่เขียนข้ึนดวยภาษา C++ และทํางานบน CPU ตามปรกติ โดยวัตถุทีน่ํามาใชจับนัน้มีความ
ซับซอนของรูปรางที่แตกตางกนัออกไป 

ผลการทดลองที่ไดถูกแสดงไวในตารางที่ 3 โดยไดทําการทดลองที่สัมประสิทธิ์แรงเสียด
ทานตางกนัสามคาสําหรับแตละวัตถุทดสอบ (ระบุโดยคร่ึงหนึง่ของมมุของกรวยแรง) ผลลัพธที่ได
จะแสดงอยูในรูปของเวลาที่ใชในการคํานวณและบริเวณสัมผัสอิสระทีดี่ที่สุดที่ไดจากการคํานวณ

ที่ คร่ึงมมุแรงเสียดทานเปน 15 องศานัน้แสดงไวเปนบริเวณสีที่ออนกวาในรูปที ่24 



                     
 

                                            

รูปที่ 28 บ

                      

บริเวณสัมผัส

                      

 
อิสระของการ

                      

รจับวัตถุ 3 มิ

                      

 

ติ 
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Fig. 
CPU GPU 

10° 15° 20° 10° 15° 20° 
sphere 15k 22 58 131 1.44 3.14 5.71 
sphere 20k 47 133 302 2.85 6.24 11.73 
box 15k 12 19 34 0.74 1.53 2.94 
box 30k 49 96 204 3.46 7.34 ------ 
teapot 15k 9 12 19 0.75 1.94 3.27 
teapot 30k 34 54 98 4.14 ------ ------ 
duck 15k 9 11 16 0.59 1.28 2.39 
duck 30k 34 47 76 2.66 5.97 11.34 
knot 15k 8 9 9 0.31 0.47 0.69 
knot 30k 30 32 34 1.43 1.57 1.6 

 
ตารางที่ 3 ผลการทดลองสําหรับการจับวัตถุ 3 มิติ 

 
เวลาที่ใชคํานวณนัน้ข้ึนอยูกบัปริมาณ face และรูปทรงของวัตถุเปนหลัก เพราะวาเราใช

วิธีคํานวณคุณสมบัติแบบปดของแรงสําหรับทุกคู face ในตอนเร่ิมตนหาคําตอบ ปริมาณ face ที่
เพิ่มข้ึนจงึสงผลโดยตรงกับเวลาที่ใชในการคํานวณ สวนรูปทรงของวัตถุจะสงผลตอปริมาณ edge 
ความสัมพันธของคุณสมบัติแบบปดของแรงระหวางคู face ตัวอยางเชน ทรงกลมเปนรูปทรงที่แต
ละ face มีคู face ที่มีคุณสมบัติแบบปดของแรงจํานวนมากเมื่อเทยีบกับวัตถทุี่มีลักษณะเปน
ระยางหรือมีลักษณะเปนกิง่กาน ข้ันตอนการตรวจสอบคําตอบในแตละรอบหลังข้ันตอนการขยาย
พื้นที่ของบริเวณสัมผัสอิสระจะใชเวลามาก ถาดานที่สามารถเปนคําตอบในรอบนั้นๆอยูแบบ
กระจายตัวกนัเนื่องจากแตละ thread ใน แตละ block เกิดการ branch ข้ึน  แตกตางกับกรณีที่ 
face ใกลๆกันมีการ branch ที่เหมือนๆกัน เชน ในรอบแรกของการตรวจสอบ ซึง่ face จํานวนมาก
ยังมีคู face ที่มีคุณสมบัติปดของแรงหรือในรอบหลังๆซึง่ face สวนใหญไมมีคู face ประเภทนี้
เหลือแลว    เมื่อสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานท่ีมากข้ึนก็จะทําใหจํานวนคู face ที่มีคุณสมบัติปดของ
แรงมีมากยิ่งข้ึน เวลาที่ใชในการตรวจสอบคําตอบจึงมากตามจาํนวนคูไปดวย 
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รูปที่ 29 เวลาที่ใชในการจับทรงกลมที่คร่ึงมุมแรงเสียดทานเปน 10 , 15 , 20  องศา 
 

จากรูปที ่30(a) ซึ่งเปนเวลาที่ใชในแตละข้ันตอนของการคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระ
ของทรงกลม  เนื่องจากขนาดของ face, จํานวนคู face ที่มีคุณสมบัติปดของการจับ มีขนาด

เทากันสําหรับทุก face ในแตละข้ันตอนการคํานวณ แตละ face จึงม ี݆݀ܣ௡ และ ܥܨ௡ 
เทาๆกนักับ face อ่ืนเสมอ จงึจะขอใชการหาบริเวณสัมผัสอิสระของทรงกลมมาอธิบายเวลาใน
การทาํงานของวิธทีีน่ําเสนอ    ตามกราฟทีไ่ดออกมา จะเห็นวาการทาํงานเร่ิมตนจากสงขอมูลของ 

vertex และ face ข้ึนไปบน GPU และทําการสราง ݆݀ܣ଴ ในข้ันตอนถัดมาจะเปนการคํานวณ
สมบัติปดของการจับระหวางคู face ทุกคู ซึ่งจะเห็นไดวาเปนข้ันตอนที่ใชเวลามากตามปริมาณ
ของ face ข้ันตอนถัดมาจะเห็นการทาํงานที่มีลักษณะเปนรอบ ซึ่งประกอบไปดวยการ union Adj 
set และ intersect FC set และตรวจสอบคําตอบ 

ในข้ันตอนการ union และ intersect นั้น จะเหน็ไดวาใชเวลานอยมากเมื่อเทียบกับการ
คํานวณสมบัติปดของการจบัและการตรวจคําตอบ   ที่ผลออกมาลักษณะนี้เกิดจากสถาปตยกรรม 
CUDA ซึ่งทํางานที่ไมมีการ branch ไดดีและถาขอมูลทีจ่ัดการมีการเรียงตัวที่ดีดวยแลว  เวลาที่ใช
ก็จะยิง่ลดลงอยางมากอีกดวย ซึ่ง unionKernel และ intersectKernel มีคุณสมบัติตรงตามทีก่ลาว
มา ดังนัน้ถงึจะทํางานกับขอมูลที่ใปริมาณมากๆก็ยงัสามารถทํางานไดอยางรวดเร็ว  ตางกับ 
fcKernel และ chkKernel  ที่มีลักษณะการอานขอมูลที่มีกระจายตัวสูงจึงทําใหเกดิ cache 
missed ซึ่งการอานขอมูลในกรณี cache missed จาก texture memory นั้นจะเสียเวลาอาน
มากกวาการอานขอมูลจาก global memory ตรงๆดังนั้น เมื่อเกิด cache missed มากถงึปริมาณ
หนึง่ก็จะทาํใหการคํานวณชาลงอยางมากเชนกนั 

ในแตละรอบทาํงานของ chkKernel ซึ่งเปน kernel สําหรับตรวจสอบวายังมีคู face ที่เปน
คําตอบในรอบนั้นๆหรือไม มีเวลาที่ใชในแตละรอบของแตละ face จะข้ึนอยูกับจํานวน 

௡ มีสมาชิก ݆ ตัว เวลาที่ใชคํานวณจะܥܨ ௡ มีสมาชิก ݅ ตัว และ݆݀ܣ ௡ ถาܥܨ ௡ และ݆݀ܣ

เปน ܱሺ݆݅ሻ จากกราฟจึงเหน็ไดวาเวลาที่ chkKernel ใชนั้น จะมีลักษณะเปนระฆังคว่ํา เนื่องจาก

ในรอบแรกๆ ݆݀ܣ௡ มีจํานวนสมาชิกนอยแต ܥܨ௡  มีจํานวนสมาชิกมาก และในรอบหลังๆ 

 ௡  มจีํานวนสมาชกินอยܥܨ ௡ มีจํานวนสมาชิกมากแต݆݀ܣ
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 เนื่องจากเราตั้งใจสรางให face ใดๆมี adjacent face เทากบั 3 เสมอ ดังนัน้ไมวาวตัถุจะมีรูปราง
อยางไรจํานวนสมาชิกของ Adj set ของแตละวัตถุในแตละรอบจึงเพิม่ข้ึนพอๆกนั แตสมาชิกของ 
FC set นัน้เกดิจากการ intersect ดังนั้นจํานวนสมาชิกจะลดลงอยางรวดเร็วถา face ที่ใกลๆกัน
นั้นมีแนวเสนต้ังฉากที่ทาํมมุตางกนัมาก หรือกลาวอีกแงหนึ่งก็คือวัตถุที่มกีารเปล่ียนรูปรางอยาง
รวดเร็วเชน มกีารบิดหักงอ หรือวัตถทุี่มีลักษณะเปนทอหรือกิ่งเล็กๆ เนื่องจากความเล็กจึงทําให 
face ที่มีจาํนวนไมมากเม่ือเทียบกับขนาด จึงตองบิดตัวคอนขางมาก มุมจึงเปลีย่นมาก  วัตถุที่มี
ลักษณะเปนระยางหรือมีความบิดเบ้ียวสูงรวมถึงวัตถทุี่เปนเหล่ียมมมุจึงใชเวลาในการคํานวณ

นอยกวาวัตถทุี่มุมระหวางแนวเสนต้ังฉากมีการเปล่ียนแปลงไมมาก 
 เมื่อเปรียบเทยีบเวลาที่ใชในการคํานวณระหวางวัตถุคนละชิน้ทีม่ีปริมาณ face พอๆกันก็
จะพบวา เวลาที่ใชของ fcKernel นั้นจะใกลเคียงกนั จะมากหรือนอยกวากรณีทั่วไปตามปริมาณคู
ที่มีสมบัติปดของการจับ 



                     
 

3.2.7 สรปุ
วิธีคํ

ประยุกตใชง

normal ก็ สา
ความเปน ad
สามารถกางอ

fcKernel กส็

                      

ป 
านวณหาบริ

าน เชน สาํหร
ามารถทีจ่ะใช

djacency ขอ
ออกกไดมาก

สามารถทีจ่ะกํ
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(เพราะจับไมไดจริง) หรือในกรณีที่มีขอมูลของช้ิน polytope ไมครบ, ทําใหบาง face เปนชิน้ขอบ 

เราก็สามารถนิยาม dummy face ซึ่งกาํหนดให ݆݀ܣ௡ሺ݀ݕ݉݉ݑሻ เปน Ø และ 

 ሻ เปน Ø เพื่อทาํใหคาความเปนขอบ (เปน Ø สามารถแพรออก ไปยัง faceݕ݉݉ݑ௡ሺ݀ܥܨ
ถัดไปไดถูกตอง) 
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บทที่  4 
 

สรุปการวิจัย ขอเสนอแนะ และงานวิจัยในอนาคต 

 

4.1 สรุปการวจิัย 

ในปจจุบันหุนยนตไดเขามามีบทบาทกับชีวิตประจําวนัของมนษุยมากยิ่งข้ึนเร่ือยๆ ไมวา
จะเปนงานประกอบรถยนต ประกอบเคร่ืองใชไฟฟา หรือในงานอุตสาหกรรมตางๆ รวมไปถึงความ
พยายามในการใหหุนยนตเขามาทํางานบานบางอยาง เชนการดูแลเด็กและผูสูงอาย ุซึ่งหนาที่
เหลานี้ตองมกีารหยิบจับวัตถุมาเกี่ยวของอยูเสมอๆ แตเมื่อเปรียบเทยีบความสามารถในการหยิบ
จบัวัตถุของหุนยนตยังแยกวามนุษยอยูมาก การทีหุ่นยนตจะสามารถจับส่ิงของไดนัน้ หุนยนต
จะตองเคล่ือนขอตอตางๆ เร่ิมจากสวนแขนในแตละทอนจนไปถงึมือและขอตอของนิ้วจับ การ
เคล่ือนที่เหลานี้มีโอกาสเกิดความคลาดเคล่ือนไดเสมอ การคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระจึงถูก
พัฒนาข้ึนมาเพื่อหาบริเวณที่ทนตอความผิดพลาดในการวางนิว้จับ วทิยานพินธนี้จงึไดเสนอ
วิธีการคํานวณหาบริเวณสมัผัสอิสระสําหรับการจับวัตถุ 2 และ 3 มิติดวยนิว้จับ 2 นิว้ 

ในกรณีการจบัวัตถุ 2 มิติ จะใชการสรางมิติของทาจับที่เปนไปไดทัง้หมดซ่ึงแสดงเปน
ระนาบสองมติิโดยที่พกิัด (x,y) ใดๆจะหมายถงึการจับที่วางนิ้วจับ ณ แหนง x และอีกนิ้วที่
ตําแหนง y โดย x และ y เปนระยะที่วัดโดยอิงกับเสนรอบรูปของวัตถุ หรือเปรียบเทยีบไดกับการ
คล่ีผิวของวัตถทุั้งชิน้ออกมาเปนเสนตรงแลวทาํการอางอิงตําแหนงใดๆโดยการวัดจากจุดเร่ิมตนไป

ยังจุดนัน้แลวทําการคํานวณหา ܮ  voronoi diagram ซึ่งจะทาํใหไดส่ีเหลี่ยมจตุรัสทีใ่หญที่สุดบน
มิติดังกลาวและสามารถแปลงกลับมาเปนบริเวณสัมผัสอิสระบนผิววตัถุได วิธีทีน่าํเสนอนี้เปนวธิทีี่
มีความซับซอนเชิงอัลกอริทมึสูงเพื่อใหการหาคําตอบทาํไดในเวลาที่รวดเร็ว แตเนื่องดวยขอจํากัด

ของวิธีคํานวณ ܮ  voronoi diagram บนขนาดมิติที่สูงกวานี้ยงัไมมีผูเสนอเอาไวรวมถึงปญหาของ
การแปลงผิววตัถุบน 3 มิติใหเปนแผนราบที่มีความตอเนื่องกนัทั้งหมดโดยที่ไมเกิดการยืดหรือบีบ
บริเวณใดบริเวณหนึ่งซึง่กย็งัไมวิธทีี่สามารถนํามาประยกุตใชรวมกนัได วิธทีี่นี้จงึไมสามารถปรับ
ข้ึนไปใชกับการจับที่มีจํานวนนิว้หรือมิติแตกตางออกไปได 

เนื่องจากไมสามารถปรับวิธทีี่ใชคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระบน 2 มิติมาใชกับกรณี 3 
มิติไดจึงตองหาวิธีอ่ืนในการแกปญหา ตามที่ไดกลาวไปในบทนําแลววาวิธทีี่มีผูเสนอเอาไวนัน้ไม
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สามารถรับประกันวาผลลพัธที่ไดจะเปนคําตอบที่ดีที่สุด ผูวิจัยจึงไดเสนอวิธีคํานวณโดยแปลง
ปญหาใหอยูในรูปของกราฟโดย vertex แทน face ของวัตถุ และ edge ประเภทแรกเช่ือมระหวาง 
face ที่อยูติดกัน สวน edge ประเภทที ่2 คือ edge เชือ่มระหวาง face ที่มีสมบัติปดของการจับ 

และบริเวณสัมผัสอิสระที่มขีนาด ݈ หนวยที่มีจุดศูนยกลางการจับอยูทีจุ่ด pଵ และ ݌ଶ เมื่อแปลง
ไปอยูบนระบบกราฟจะเทยีบเทากับการทีม่ีเซต 2 เซตโดยที่เซตแรกเปนเซตของ vertex ที่อยูหาง 

ଵ ไมเกิน ݈ หนวยเซตที่ 2 เปนเซตของ vertex ที่อยูหาง pଶ ไมเกิน ݈ หนวยโดยระยะวัดจาก݌
ระยะทางการเดินที่ส้ันที่สุดทีเ่ปนไปไดระหวาง vertex ผาน edge ประเภทแรกและเปน complete 
bipartite graph ระหวาง 2 เซตดังกลาวโดยดูที่ edge ประเภทที ่2 ซึง่ปญหาน้ีไมยากเทาปญหา
การหา complete bipartite sub-graph จากระบบ graph จริงๆ จึงทาํใหสามารถเปล่ียนปญหานี้
ไปทํางานเปนรอบๆโดยขยายเซตของ face ที่อยูติดกนัและลดเซตของ face ที่มีสมบัติปดของการ
จับ โดยในแตละรอบจะทาํการทดสอบวายงัมีคู face ที่มสีมบัติปดของการจับอยูหรือไม ถาไมมกี็
จะหยุดทํางานและรายงานผล 

จากการแปลงปญหาเปนลักษณะดังกลาวทําใหสามารถใช GPU ในการคํานวณไดซึ่งใช
เวลาคํานวณนอยกวาโปรแกรมที่มีลักษณะการทาํงานเหมือนกันแตทํางานบน CPU มากกวา 10 
เทา 

4.2 ขอเสนอแนะ 

ในกรณีของการคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระบน 3 มติินั้นวิธีคํานวณในข้ันตอนตางๆที่
เกี่ยวของไมนาจะสามารถหาวิธทีี่ดีกวาที่ใชอยูในปจจุบนัได ณ ขณะนี้ การปรับปรุงทีท่ําไดจึง
นาจะเปนการแยกสวนการคํานวณบางสวนที่เปนอิสระตอกันออกมาทาํงานแบบขนานเพื่อเพิม่

ความเร็วของการคํานวณได 

ในกรณีของการคํานวณหาบริเวณสัมผัสอิสระบน 3 มติินั้นใชหนวยความจําจํานวนมาก 
ทําใหปริมาณ face สูงสุดทีคํ่านวณไดอยูที่ประมาณ 30,000 face เทานัน้ สาเหตุหลักอยางหนึ่ง
เนื่องมาจากวทิยานพินธฉบับนี้เลือกใช texture memory เพื่อใหไดความเร็วในการอานขอมูลที่
สูงข้ึน แตหนวยความจําที่ตองใชมากข้ึนเปน 2 เทาของปรกติเนื่องจากตองประกาศ array สําหรับ
เขียนคาที่ไดจากการคํานวณแลวคอยทําการคัดลอกกลับไปยัง texture memory แตถา
ทําการศึกษาเพิ่มเติมอาจจะทําใหสามารถหาวิธีใช GPU ที่มีประสิทธิภาพกวาวิธีปจจุบัน หรือใน
อนาคต CUDA เวอรชั่นถัดไปอาจจะมวีิธีใหมๆในการจัดการกับปญหานี ้
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4.3 งานวจิัยในอนาคต 

วิธีคํานวณของกรณี 2 มิตินัน้สามารถนําไปประยุกตใชกบัการจับวัตถ ุ2 มิติดวยนิ้วจับ 3 
นิ้วไดเนื่องจากเราสามารถคล่ีเสนรอบรูปออกมาเปนเสนตรงไดในลักษณะเดียวกันกับกรณี 2 มิติ 

ขอแตกตางอยางอยู 2 จุดใหญๆคือการหาคําตอบจําเปนจะตองใช ܮ  voronoi diagram บน 3 มิติ 
ซึ่งยงัไมมีผูเสนอวิธีคํานวณเอาไว อีกประเด็นคือ รูปรางของปริมาณทีอ่ธิบายบริเวณที่มีสมบัติปด
ของการจับนั้นจะไมเปน polyhedral ในบางสวนจะมีสวนโคงเปนสมการกํากับรูปซ่ึงจะเปนปญหา

กับการสราง ܮ  voronoi diagram แตก็อาจจะใชวิธกีารแบงคํานวณเปน octree เพื่อระบุบริเวณ
ออกเปน 3 ประเภทคือ มีสมบัติปดของการจับทั้งชิน้,มีสมบัติปดของการจับบางสวน และเปน
บริเวณที่ไมมทีาจับที่เปนไปไดอยู และนําชิ้นทีม่ีสมบัติปดของการจับบางสวนมาแบงลงไปจนกวา

จะไดความละเอียดที่ตองการและทําการคํานวณหา ܮ  voronoi diagram บน octree ซึ่งมีวธิีที่
สามารถทําไดจริง 

สวนการจับวัตถุ 3 มิตินั้น สามารถทีจ่ะพฒันาวิธีคํานวณในปจจุบันเพือ่ใหรองรับกับ 
input ที่มีขนาดใหญข้ึนและทํางานไดเร็วข้ึนรวมถงึใหคําตอบที่ดีข้ึนไดหลายวิธ ีอยางเชนการทํา 
clustering ของคําตอบที่เปนไปไดทั้งหมดแลวนําบริเวณที่มีคําตอบอยูหนาแนนมาทาํการ 
remeshing ใหมีความละเอียดสูงข้ึนและนําเฉพาะบริเวณดังกลาวไปทําการคํานวณใหมเพื่อใหได
คําตอบที่ละเอียดข้ึน หรือหาวิธีในการแบงงานออกเปนสวนยอยๆเพื่อใหโปรแกรมสามารถแยก
คํานวณที่ละสวนไดก็จะสามารถรองรับวัตถุที่มีจาํนวน face สูงๆได หรือเลือกใชวิธี remeshing ที่
เหมาะสมมากกวาที่ใชอยูในปจจุบันเพื่อใหลําดับการเรียงของ face ที่ติดกันมีลําดับใกลกันเพื่อลด 
cache missed ของการอานขอมูลจาก texture memory ซึ่งเปนปญหาหลักที่ทาํใหใชเวลาในการ
คํานวณสูง  
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
นาย ชัยชนะ นิลวัชรารัง เกดิเมื่อวันที ่5 มกราคม พ.ศ.2525 ที่กรุงเทพมหานคร 
สําเร็จการศึกษาหลักสูตรวศิวกรรมศาสตรบัณฑิต (วศ.บ.) สาขาวิชาวิศวกรรมคอมพิวเตอร จาก 
ภาควิชาวิศวกรรมคอมพิวเตอร คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย เมือ่ปการศึกษา 
2549 และเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต (วศ.ม.) สาขาวิชาวศิวกรรม
คอมพิวเตอร ภาควิชาวิศวกรรมคอมพิวเตอร ที่จุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย เมื่อปการศึกษา 2550 
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