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 This thesis presents a study of heat convection effect on ice formation by a 

numerical method. The commercial program FLUENT is used to simulate the 

problem. The content of this thesis are divided into three main parts. The first consist 

of the problem background, motivation and a review of related studies. 

 

 The second part describes related theories and the use of finite volume - 

based FLUENT software. Basic fluid dynamics conservation equations are the 

governing equations while enthalpy > porosity method is used for the solidification. 

The model uses the pressure > based solver, power > law scheme, green > gauss 

cell > based gradient and first order implicit temporal scheme. 

 

             The last part of the thesis concern with the validation of the software. For ice 

formation without convection, the simulation results show the same trend as exact 

and validated numerical solution form previous research. The highest error occurs 

near the edge and at phase change interface due to high temperature gradient and 

the calculation of latent heat. For ice formation with convection, limitation of FLUENT 

software shown up since there exists the mushy zone despite the fact that water 

phase change is distinct. 
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   �������H��Z�78D7�����!M��8��3����D#����H����=D
M��    
3��M;������E��M;����3��D
�7 400 x 400 cells 3�� ∆t =1 s 55 

������ 4.30 ������M�7?��9���������H#D���D?��?;�3�	�� x = y 
   9��3��M;����M��8��3��� Fluent ��E��$C
3��M;���� 400 x 400   
cells 3�� ∆t = 1 s 55 
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������ 5.2   ���������	��������� 

f
R  ��� Z ��E�� τ  = 0.1, 0.3 3�� 0.5 
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M��8��3��������g	�9A:	����7����7����H�M����	�#M�7�D#� 74 
������ 5.3   ���������	��������� 

f
R  ��� τ  ��E�� Z = 10, 50 3�� 100 

   ���=D
M��8��3��������g	�9A:	����7����7����H�M����	�#M�7�D#� 75 
������ 5.4   ���������	��������� 

b
θ  ��� Z ��E�� τ  = 0.1, 0.3 3�� 0.5                                     

   ���=D
M��8��3��������g	�9A:	 ����7����7����H�M����	�#M�7�D#�  75  
������ 5.5   ���������	��������� 

b
θ  ��� τ  ��E�� Z = 10, 50 3�� 100 

   =D
M��8��3��������g	�9A:	 ����7����7����H�M����	�#M�7�D#�  76  
������ 5.6   ���������	��������� 

f
R  ��� Z ��E��M;����3��D
�7 ∆Z = 1, 0.1 3�� 

    0.01 ��� τ∆ = 0.01 77 
������ 5.7   ���������	��������� 

b
θ  ��� Z ��E��M;����3��D
�7 ∆Z = 1, 0.1 3�� 

    0.01 ��� τ∆ = 0.01 77 
������ 5.8   ���������	��������� 

f
R  ��� τ ��E��M;����3��D
�7 τ∆  = 0.01,  

    0.001 3�� 0.001 ��� ∆Z = 0.1 78 
������ 5.9   ���������	��������� 

b
θ  ��� τ ��E��M;����3��D
�7 τ∆  = 0.01,  

   0.001 3�� 0.001 ��� ∆Z = 0.1 78 
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f
R  ��� Z ��� τ  = 0.5 ��E�� Bi = 10, 50 3�� 100 

   ���=D
M��8��3��������g	�9A:	����7����7����H����=D
M����	�#M�7�D#� 79   
������ 5.11 ���������	��������� 

b
θ  ��� Z ��� τ  = 0.5 ��E�� Bi = 10, 50 3�� 100 

    ���=D
M��8��3��������g	�9A:	����7����7����H����=D
M����	�#M�7�D#� 80 
������ 5.12 ���������	��������� 

f
R  ��� Z ��� τ  = 0.5 ��E�������7	��� Ste 

   ���=D
M��8��3��������g	�9A:	����7����7����H����=D
M����	�#M�7�D#� 81 
������ 5.13 ���������	��������� 

b
θ  ��� Z ��� τ  = 0.5 ��E�������7	��� Ste 

   ���=D
M��8��3��������g	�9A:	����7����7����H����=D
M����	�#M�7�D#� 81 
������ 5.14 ���������	��������� 

f
R  ��� Z ��� τ  = 0.5 

   ��E��������<�9��9
� uin = 0.001, 0.003 3�� 0.005 m/s 82 
������ 5.15 ���������	��������� 

f
R  ��� Z ��� τ  = 0.5 

   ��E��������<�9��9
� uin = 0.001, 0.003 3�� 0.005 m/s 82 
������ 6.1   �"������XY��������?��9��	:;�39<���!�������������
�	 84 
������ 6.2   �������7����7����������	��������� Rf ��� Z 

   �������H��Z�7�C#��#����������H����=D
M��3��M;������E��M;����3��  
D
�7 200 x 500 cells 3�� ∆τ = 0.001 85 

������ 6.3   �������7����7����������	��������� 
w

θ  ��� Z �������H��Z�7�C#��#�������                                    
  ���H����=D
M��3��M;������E��M;����3��D
�7 200 x 500 cells 3�� ∆τ    
= 0.001  86  

������ 6.4   �������7����7����������	��������� Rf ��� τ �������H��Z�7�C#��#������� 
   ���H����=D
M��3��M;������E��M;����3��D
�7 200 x 500 cells 3�� 

∆τ   = 0.001  87  
������ 6.5   �������7����7����������	�������������Z���79�� 

w
θ  ��� Z 

   �������H��Z�7�C#��#����������H����=D
M��3��M;������E��M;����3��  
D
�7 200 x 500 cells 3�� ∆τ = 0.001 87 

������ 6.6   �������7����7����������	��������� 
b

θ  ��� Z 
   �������H��Z�7�C#��#����������H����=D
M��3��M;������E��M;����3��  
D
�7 200 x 500 cells 3�� ∆τ = 0.001 88 

������ 6.7   ������M�7?��9��� !��"�#?��3	���F����� Z = 50 ������� 
   τ = 0.1, 0.3 3�� 0.5 ��E��M;����3��D
�7 200 x 500 cells 3��  

∆τ =   0.001 89 
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������ 6.8   ������M�7?��9��� !��"�#?��3	���F����� Z = 50 ������� τ  = 0.5 

   ��E��M;����3��D
�7 100 x 250, 200 x 500, 400 x 1000 cells 3�� 
∆τ   = 0.001 90 

������ 6.9   ������M�7?��9��������<�?��3	���F����� Z = 50 ������� τ  = 0.5 
   ��E��M;����3��D
�7 100 x 250, 200 x 500, 400 x 1000 cells 3�� 

∆τ   = 0.001 90 
������ 6.10 ������M�7?��9�� liquid fraction ?��3	���F����� Z = 50  

   ������� τ  = 0.5 ��E��M;����3��D
�7 100 x 250, 200 x 500, 400 x    
1000 cells 3�� ∆τ = 0.001 92 

������ 6.11 ������M�7?��9��������<�?��3	���F����� Z = 50 ������� τ  = 0.5 
   ��E��M;����3��D
�7 200 x 500 cells 3�� ∆τ = 0.001, 0.002  
   3�� 0.01 92 

������ 6.12 ������M�7?��9��������<�?��3	���F����� Z = 50 ������� τ  = 0.5 
   ��E��M;����3��D
�7 200 x 500 cells 3�� ∆τ = 0.001, 0.002  
    3�� 0.01 93 

������ 6.13 ������M�7?��9��������<�?��3	���F����� Z = 50 ������� τ  = 0.5 
   ��E��M;����3��D
�7 200 x 500 cells 3�� ∆τ = 0.001, 0.002  
   3�� 0.01 94 

������ 6.14 ���������	��������� 
f

R  ��� Z ��� τ  = 0.5 ��E�� Bi = 10 3�� 50 
   ���=D
M��3��M;��������7����7����H��Z�7�C#��#������� 94 

������ 6.15 ���������	��������� 
b

θ  ��� Z ��� τ  = 0.5 ��E�� Bi = 10 3�� 50 
   ���=D
M��3��M;��������7����7����H��Z�7�C#��#������� 95 

������ 6.16 ���������	��������� 
f

R  ��� Z ��� τ  = 0.5 ������ Ste ?���^ 
   ���=D
M��3��M;��������7����7����H��Z�7�C#��#������� 96 

������ 6.17 ���������	��������� 
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θ  ��� Z ��� τ  = 0.5 ������ Ste ?���^ 
   ���=D
M��3��M;��������7����7����H��Z�7�C#��#������� 96 

������ 6.18 ���������	��������� 
f

R  ��� Z ��� τ  = 0.5 ���������<�9��9
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   uin = 0.001, 0.003 3�� 0.005 m/s ���=D
M��3��M;��������7����7�   
���  H��Z�7�C#��#������� 97 

������ 6.19  ���������	��������� 
b

θ  ��� Z ��� τ  = 0.5 ���������<�9��9
� 
   uin = 0.001, 0.003 3�� 0.005 m/s ���=D
M��3��M;��������7����7�  
���  H��Z�7�C#��#������� 98 
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������ 7.2   contour plot 9��� !��"�#��!���=������������
�	������� t = 15 hr 102 
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%#��$;�=� Fortran ��+��������
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�"0�;��.������
�*������� ��	�����'%��
���+��%�4�����		������
���+��%������� 
 

����������
.��'��(�
��
�� �4�	��,�	=�	���(+&���	��%(.�/�0.('$ %/4�����
�����	��
	��#�
��������� ������	��*�
 �����
�����	��	��#�
��������� ����������*�
������%��'� 
(laminar flow) �����	
��� 2 �.#. �
�	��	��#�
��������� ���&)%�����%�
��'���#"��������	��*�
 
&)'	����)��+	�����'%��
���+���+�����%�#��.��#��
��"��4� 	������
���+�� �
�	��
/��
���+����������� (forced heat convection) %������� &)'��
�%
+�-
���	���-������
�
���+�� �
�	��/��
���+���������4�� )������ ��������"����%�#������
.��'��(�
��
��
*)+�4� 	��,�	=�	���(+&���	��%(.�/�0.('$ %/4�����
�����	��	��#�
��������� ����������*�

������%��'������	
��� 2 �.#. �
�	��	��#�
��������� ���&)%�����%�
��'���#"������	��*�
  ��
	�����'%��
���+��%�4�����		������
���+���
�	��/��
���+��%������� 
 
 
1.4 ���'%(������	)�*	$�+),��� 
 

���&'(�$�����)
����*)+�����	
.�'��./�<$��� �4�����#��	���(+&���	��%(.�/�0.('$%/4��

���
�����	��	��#�
��������� ������	��*�
 �
�����-
���	��/��
���+��#��	��	��#�


��������� � 

 



����� 2 
 

��	
��
��������������	�������� 
 
 

����������	
��
���
��
	������������� �
�����	���
�
�������
 !"����
� (phase 
change interface) �1�2��������
	�����3�"�4�����
  	�5����1�
6��"��6�����
 7����6"��
��	
��
���
�8�6� 2
�8
5 38��
���6�9������� ��3������

:��"��5"��
���� 2
�;� �� ���
��9����<	�=	� �"
5�� (>��<
6� �)��?
��
��6�@
�8
�6�
�9��������@�!������A����B
�����	
��
���
� CD�������9����<	�=	� �"
5���
���91���8��� �	"�6��� �������@�!��38�
��
���������"���"�� �4"
�������� �E�5�62
 1 ��5��
��
�;��>G����!��5���
���"�
�:
  

 
 5"2
�6����?
9��� ����������	
��
���
��
�G� !!�
��"�
����C�!C��
 �����!��!2


�;�5"��������6�5��B�
������@�>��������D:
��� �1�2���
�����H
���� �������I8�24����!
�!
6�@
�4���	���"��5"��
���� 	��
��G"�	���G� !! �����9�����J�K
 
� 
6��� ��������
��

��� �E�5�6 9���?
���I�4
B2
����	��� !!91�	���
��������2
��
6�9��

: 

 
 

2.1 ��	���	���������
���� 
 

2
�J�K
���LM����B
�:
 �����	
��
���
��
��G"�	���G� !! I8� Voller et al. (1990) 
38� !"�	����������	
��
���
���������?
 3  !! ��� 1) �����	
��
���
� !! !"�4�8�9
 
2) �����	
��
���
� !!�I	��  	� 3) �����	
��
���
���"��5"��
���� 

 
�����	
��
���
� !! !"�4�8�9
 9����8��!������
��;��>G������� �E��
�"����
� 

(isothermal phase change) �1�2�����
���� �E� 	������	6�G� !"� ����
��"��4�8�9

8�6����
 !"����
� (phase change interface) �
��
	�������!��
�! 	�5"��
���� (smooth and 
continuous front) �4"
 ����D:
�G����
:1� �E� (solidification of water)  	� ��� �E�5�6��"��
�68��E6���I	��!���;�@�Z (rapid solidification of pure metals) 
 

�����	
��
���
� !!�I	�����82
�����	
��
���
��
��
I��������<	D� (crystalline 
structure) CD����?
 �"� (columnar) 	�/���� ��E8 (equi-axed grains)  	����
 !"����
��

	������G��"��C�!C��
 �4"
 ����D:
�G�����I	���"6
2��"�
��
�;��>G������� �E���?
4"6����
�;��>G�� 



5 

 

 
2
�����	
��
��"��5"��
���� ���
���� �E� 	������	6���9��5�6��G"���6!���6��
��
���

��	
��
���
� 	�3�"�
���
 !"����
��
�4�8�9
���6"�����
���:���� �4"
 ����D:
�G�����
:<D:� 
(wax) I�	�����B (polymer) ���� ��6 (glass) 

 

��9��

: Bejan (1993) ��� ���6����E62
�����	
��
���
��I8�24��"���5L�

��

�!��B St  
 ( )

St s F c
C T T

L

−
=  (2.1) 

I8� 
s

C  ����"��6��9;�6�����
91�����������2
���
���� �E�, 
F

T  ����;��>G������� �E�, 
c

T  ����;��>G����!��5  	� L ����"��6�����
 7�91����� I8���� Ste �
�"�
��� �4"
 Ste < 1 
9��
�����	
��
���
���"��4��f �1����!������
���9������!�5����
:1� 

s
C  = 1.762 kJ/kgK, 

F
T  = 0°C  	� L = 338 kJ/kg ����1��
82�� 

c
T  = −20°C 9�38� Ste = 0.124 CD��9���E
38�6"��


�"�
��� 8��
�:
9D���;�38�6"������	
��
���
����
:1����8�D:
��"��4��f 
 


��
��� ���������D:
�G����
:1� �E���?
����������	
��
���
��
��
�;��>G�����
� 
(isothermal phase change) �
�����	
��
���
��
��
��� !"����
���
4�8�9
���6"�����
�
��� �E� 	������	6  	����8�����	
��
 �	���"��4��f �
����9���"� Ste < 1 
 
 
2.2 ������������ �����
!�"���
	�
#	��	���!�$��#�������#�	���������

���� 
 

2
�8
5�
�����H
����!
�!6�@
�4���	������ ����������6��6������"��5"��
���� �1����! 
��� ����������
1��6�����
�
��
�����	
��
���
� �
6�@
�
�
��6�9��91�
6
���
���24�2
���
91�	�� !! 38� �" 6�@
���8��G"��!�
� 6�@
���83�"���
�  	�6�@
 latent-heat evolution 
 
2.2.1 ����	��%��&'	����� (fixed grid method) 
 

6�@
���8��G"��!�
�38��1��
82�����8��G"��!�
�  	�6�1�
6
���;��>G���
� 5"	�9;85"� � �6	�
28f 8�6����������"�����6�����
 (heat flow equation) �"6
51� �
"�������
 !"����
�
CD���
�����	���
�
�5	�8�6	� 9���G"���6"�����9;85"�28f  	��������1�
6
38�9���;��>G���
�
 5"	�9;85"� ���8
���6�@


:��� ������9�8�����!�������� �E�5�62
�	����5� 38��"�� 	��1�38�
��"���
������@�>�� (Hu and Agryropulos, 1996) 5�6��"����
6�9���
�24�6�@


:��� Basu and 
Date (1988)  	� Voller et al. (1990) 
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��"��3��E5�� 6�@
���8��G"��!�
�3�"������24�38�2
���
�
����
 !"����
���	���
�
���?

�����������6"��
�8��� 5"	����82
 1 4"6��6	� (time step) CD��9��1�2��5���24�
�
"6��6��91� 	� CPU time ����D:
 
 
2.2.2 ����	��%5#'$���� (variable grid method) 
 

��������6�@
���8��G"��!�
�8���	"�6 �������	
��	
���38�I8�24�6�@
���83�"���
� CD��51� �
"�
������
 !"����
�9��G���9����!
9;85"��
��;�f �6	� 6�@
���83�"���
��
 2 6�@
��� interface 
fitting grid ��! dynamic grid 

 
6�@
 interface fitting grid 9� !"��
�8������82����"���
  5"9� !"��
�8���4"6��6	�3�"

��"���
 �	"�6��� 6�@


:9���9�����
�8���4"6��6	��
��1�2�����
 !"����
���G"2
51� �
"��8
��6
��!9;85"�  �
��� !"��
�8���4"6��6	�2����"���
 	�69D���9����51� �
"�������
 !"�
���
�2
>���	�� 5�6��"����
6�9���
�24�6�@


:��� Douglas and Gallie (1955), Goodling and 
Khader (1974), Gupta and Kumar (1980)  	� Gupta and Kumar (1981) 6�@


:�
�����
����
3�"������24���!�������� �E�5�62
�	����5� 

 
�1����!6�@
 dynamic grid 9�24��
�8���4"6��6	���"�f ��
  	�91�
6
������8 � �6	�

28f 9��
�"���"���
  5"�
�8������89�3�"��"���
 �
�8������89���?
L���B4�
����6	�I8�9�
��	
��
3�������f �����2�����
 !"����
���G"2
51� �
"��8
�6��!9;85"� 5�6��"����
6�9���
�24�6�@


:
��� Tien and Churchill (1965), Heitz and Westwater (1970)  	� Crank and Gupta (1972) 

 
2.2.3 ���� latent-heat evolution 
 

6�@
�
�38��	"�63�2
��6��� 2.1.1  	� 2.1.2 ��?
���24����!
�!6�@
�4���	� !! strong 
formulation �������!;51� �
"�������
 !"����
� 	�������9��5�6����;��>G��2
 5"	�
4"6��6	� ��"��3��E5�� ���24�6�@
8���	"�6��!�����2
 3 ��5� 	�������
��
���3�	������3�	
����
��6����
�:
�1�38������� 

����� �������8���	"�6 
��6�9��91�
6
���38��	
��	
������ �������I8�24� strong 
numerical solution  	���
�� �������I8�24� weak numerical solution CD�������
3��
����
 !"�
���
�9��
�6������ 7���G"2
����� 6�@
8���	"�638� �" 6�@
 apparent heat capacity, 6�@
 
effective heat capacity, 6�@
 heat integration  	�6�@
 basic enthalpy ��?
5�
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2.2.3.1 6�@
 apparent heat capacity 
 
6�@


:9�24����������D:
����"��6��9;�6�����
2
4"6��;��>G�� T �
��
�����	
��
���
� 

 �
�����8�6�����
 7�I8�5�� ��5�6��"���4"
��� �6�����
 7��G��	"������8G8C�!��"��
���
�2
4"6��
��
�����	
��
���
� 9���������9���� apparent heat capacity 38�8��

: 

 
;

;

;

s s

app in s L

L L

c T T

c c T T T

c T T

<


= < <
 >

 (2.2) 

����� 

 
( )

( )

L

s

T

f
T

in

L s

c T dT H

c
T T

+
=

−

∫  (2.3) 

I8� 
s

T  ����;��>G�� Solidus, 
L

T  ����;��>G�� Liquidus, c  ����"��6��9;�6�����
  	� 
f

H  ���
�"��6�����
 7�     
 

�������
�
������	����
2
�G���� apparent heat capacity 9�38� 

 ( )
app

T T
c k

t x x
ρ

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
 (2.4) 

I8� ρ  ����6���
� 
"
, t  ����6	�, x  ����������5�� 
6 �
 x  	� k  ����"�������
���@B���
1��6�����
   

 
9���E
38�6"������� ������� (2.4) I8�24����!
�!6�@
�4���	�38��"�� ��"��3��E5�� 6�@
 

apparent heat capacity �
�����
���G" ��� 2
���
������ �E�5�6 ����;��>G����������5�
�6!�;�	8	���"���68��E6 I8�3�"5���G"2
4"6��;��>G���
��
�����	
��
���
�2
 1 4"6��6	� 
�6�����
 7�9�3�"�G��1�
6
8�6� 8��
�:
 �
�8���4"6��6	�91���?
5����	E���������24�6�@


: 

��9��
�:
 �1����!���!���;�@�Z91���?
9�5����
������;5�4"6��;��>G����	
��
���
���
��
�����2��������
� (2.2) �
�6������ CD��������;5�8���	"�6��9�1�2�����8�6���	�8��	���
2

����1�
6
38� 5�6��"����
6�9���
�24�6�@


:��� Hashemi and Sliepcevich (1967)  	� Comini et 
al. (1974)  
 
2.2.3.2 6�@
 effective heat capacity 

 
6�@


:�G���H
���9��6�@
 apparent heat capacity I8� �
�
�9���9���� apparent 

capacity �
� 5"	�9;85"� 9���9���� effective capacity <"�
�����
�����5>��2
�����5�
�6!�;� I8� 
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 app

eff

c dV
c

V
=
∫  (2.5) 

����� 
eff

c  ��� effective heat capacity, 
app

c  ��� apparent heat capacity  	� V ��������5�
�6!�;� 

 
2
6�@
 effective heat capacity <	����6�����
 7�9��G���9����2
 5"	�4"6��6	�

��"�� 
"
�
 �1�2��<		��@B�
�38�9��"�
���� �"
�1� ��"��3��E5�� 6�@


:
�:
�"�
�����
����������

1�3�����;�5B24�9��� I8��=�����"��������!������
��
�6��4�
��� temperature gradient ��� 
5�6��"����
6�9���
�24�6�@


:��� Poirier and Sulcudean (1988) 
 

2.2.3.3 6�@
 heat integration 
 
�1����!6�@


: �;��>G��2
 5"	������5��6!�;�9��G�5�69��!2
���
������ �E�5�6 

����;��>G����������5��6!�;�28f5�1��6"��;��>G������� �E� 9��1��
82�������5�6�6!�;�

�:
�
�����	
��
���
� 	�9��1��
8�;��>G����������5��6!�;�
�:
f 2���	�!���
��;��>G��
����� �E�  	�
1��"6
5"������;��>G���
��1�
6�38���!�;��>G������� �E�3��1�
6���?
�6��
���
 7�����  	�������6�����
 7������
�"���"���!�6�����
 7��
�5������2
�����	
��

���
� 	�6 �;��>G��2
�����5��6!�;�
�:
f �E9��G��1�
6�I8�24�������	����
5�����5� 

 
6�@


:����������;�5B24�38��"����!����������	
��
���
�2
�	����5�  	�24���������

2
����1�
6�
��� ��"��3��E5�� �6�� �"
�1����6�@


:
�:
�D:
��G"��!��� !"��
�8���
4"6��6	�  	�����1�
��<	2
!���6��
�2�	���!���
 !"����
����9��
�6���	�8��	���
 
(Poirier and Sulcudean, 1988) 5�6��"����
6�9���
�24�6�@


:��� Dusinberre (1945), Rolph and 
Bathe (1982), Argyropoulos and Guthrie (1979), Argyropoulos and Guthrie (1984)  	� 
Argyropoulos (1981) 
 
2.2.3.4 6�@
 basic enthalpy 

 
�	��������6�@


:������24��"���
��	�} h  	��6�������
@B���6"����
��	�}��!

�;��>G�������9�8�����!����	"��������E!����6�����
 7�2
�����	
��
���
� CD��9�
�1��
82�� 
 ( )

h
k T

t
ρ

∂
= ∇ ⋅ ∇

∂
 (2.6) 

I8��6�������
@B���6"����
��	�}��!�;��>G����� 

 ;

;

s m

L f m

c T T T
h

c T H T T

<
= 

+ >
 (2.7) 
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�1����!���
 isothermal phase change  	� 

 
;

;

( );

s m

in s L

L f in L s m

c T T T

h c T T T T

c T H c T T T T

<


= < <
 + + − >

 (2.8) 

�1����!���
 non-isothermal phase change CD�� �8�38�8��>�� 2.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
>���
� 2.1 �6�������
@B���6"����
��	�}��!�;��>G��2
���
 isothermal phase change 

(!
)  	� non-isothermal phase change (	"��) 
 

6�@


:������
1�3�����;�5B24�38�3�"���
�� 	�2��<	�
��"�
���� �"
�1� ��"��3��E5�� �E�

�����2
���
�����	
��
���
��
��;��>G�����
� (isothermal phase change) �
����9���6��3�"
5"��
����������L h-T 8�� �8�2
>���
� 2.1 �1�2��5����1��
84"6��;��>G������� �E���
���D:
 
�����2���������4��5��2
!���6�

:38� ����1��
84"6��;��>G������� �E���
���6�9��1��
82��
�
�"�
����������2�����8�6���	�8��	���
  5"5���3�"
������
3��������
�!��!4"6��6	��
�24� 
��=�
�:
9��1�2��<		��@B���8������I88����4"6��;��>G������� �E�38� �"�<	2��4"6��6	��
�24�2


T 

h 

Tm 

T 

h 

Ts TL 
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����1�
6��6��
�"�
���8�6� 5�6��"����
6�9���
�24�6�@


:��� Rose (1960), Shamsunder and 
Sparrow (1975), Bell and Wood (1983)  	� Carslaw and Jaeger (1959) 

 
 

2.3 >�	������		��?�$��#�������#�@'��AB"�	���������
���� 
 

������6�����
������91� 
�38���?
��� !!���������6�����
 !!@���4�5� 
(natural convection)  	�������6�����
 !!!����! (force convection) 
 
2.3.1 >�	������		��?�$��#����
�����# �@����#�@'��AB"�	���������
���� 
 

2
����������	
��
���
� 
��9������"�����6�����
I8����
1��6�����
 (heat 
conduction)  	�6 ����"�����6�����
9��������6�����
 !!����� (free convection) ����
������6�����
 !!@���4�5� (natural convection) �E���8�D:
8�6� �
����9��
:1�2
���
�
�����	6��	���
�
�8�6� ��	��5�6 (buoyancy force) CD�����89���6��4�
����;��>G�� 
(temperature gradient) �
����9���6���
� 
"
���
:1� ��<�
��!�;��>G�� ������;��>G��
>��2
I8��
�
�"�3�"��"���
 �6���
� 
"
���
:1�2
I8��
9�3�"��"���
8�6� 8��
�:
I��	�;	���

:1�9D���	���
�
�8�6� unbalanced body force 

 
2
�8
5 
��6�9��91�
6
����	
��	
����
�9�6�������B<	���������6�����
@���4�5��
��


5"�����������	
��
���
� �
����9�������8���	"�6�
	�����C�!C��
 	��
���91���8���8��

���I
I	�
 ��"��3��E5����
6�9��!���"6
 �4"
 Hale and Viskanta (1978) 38��D������
��	���
�
�������
 !"����
������� �E��
��	����	6�
����9���6�����
9��<
���
��
�;��>G��
���
� 8�6�I8�6�@
����8	�� 	��"��>�� <	����8	����!;6"�������6�����
�
���@��	��"��
����5"�����������	
��
���
� I8�
��9��9��"�<	5"���5����� �E�5�6�����	����	6���
���� 	�6 ������6�����
����"�<	5"�I�������� 	�������9��5�6���I��	�;	����2
���
�
�����	6�
�8�6� 

 
Tsai et al. (1997) 38��D������@��	���������6�����
�
��
<	5"�����D:
�G����
:1��
�

3�	 !!��!��
�!>��2
�"� (water pipe flow solidification) I8�����1��8	�������
���
�!��
�!��!<	9�����!
�!6�@
�4���	� �!6"�<	����6��4�
����;��>G��9��1�2�����8���
3�	6
 (vortex) ���
:1�2
���
������	6 8�� �8�2
>���
� 2.2 CD��9��1�2������"�5�6���4�:


:1� �E�3�"���1����� �������� !!91�	��I8�3�"��9����<	���������6�����
 9��!6"����
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�"�5�6���4�:

:1� �E�9����1����� I8������ �E�5�69����!�"�9
�D�9;8�G
�B�	���"� 8��
�:
 9�
��E
6"����@��	���������6�����
�
<	5"�����D:
�G�
:1� �E���� 
��9��

:��
6�9����� 
Vynnycky and Kimura (2007) CD���D������@��	���������6�����
�
��
5"�����D:
�G����

:1� �E�>��2
�G��"���
���	
���<�
<���M8 8�6������<	�=	��4��6�������B !!3����5�  	������
<	�=	��4��5�6�	�8�6�I�� ��� Comsol Multiphysics CD����?
�4������4�B�
�24����!
�!6�@
3L
3
5B��	���
5B2
��� ������� �E�@�!��<	���������6�����
 !!@���4�5�5"�����D:
�G����

:1� �E�2
�1�
���8
�6��
 ������3�	6
���
:1�>��2
I8��
�
��
���
���?
�����	6�1�2�����
�"�5�6���4�:

:1� �E��
�6��3�"���1����� 

 

 

>���
� 2.2 >���"��I�����������
:1� �E� 	��G� !!���3�	 (Tsai et al , 1997) 
 

�1����!���6�������B��<	�=	��������������	
��
���
��
��
������6�����
24�
������
;����B�6	  	�������
;����BI���
5�� (mass and momentum conservation 
equations) ���������
��6
��B-�I5��B (the Navier-Stokes equations) ��� 

 ( ) 0v
t

ρ
ρ

∂
+ ∇ =

∂

�  (2.9) 

 2Dv
p v g

Dt
ρ µ ρ= −∇ + ∇ +

�

��  (2.10) 

I8� v�  ����6��5��B�6����E6, µ  ����"��6���
�8, p  ����6��8�
  	� g
�  ����6����"�I
���"6� 
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I8� substantial derivative 2
����8���B�
�C
�
 (Cartesian coordinate), gradient  	� 
Laplacian operator ��� 

 
2 2 2

2

2 2 2

() () () () ()
, ,

D
u v w

Dt t x y z x y z x y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + ∇ = + + ∇ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (2.11) 

�
����9���6��3�"��?
�4�����
��������
��6
��B-�I5��B �1�2�������<	�=	� �"
5��
�������������	
��
���
��
��
������6�����

�:
�1�38����  	��1�38�2
���
�
������3�"�

�6��C�!C��
 �4"
 �����<	�=	� �"
5�����������
;����BI���
5��2
��������
�	����	62
I8��
�
�8�D���
�
5B2
 1 ��5� ��"�
�:
 

 
�1����!������
�C�!C��
 91���?
5���24����!
�!6�@
�4���	�������4"6�9�8��� ���!
�!6�@


�4���	��
��
���24���
��"���6����6���
��G" 2 6�@
 ��� 6�@
 stream-function-vorticity  	�6�@
 
primitive variable formulations 

 
1. 6�@
 stream-function-vorticity 
 

6�@
 stream-function-vorticity ��?
6�@
�
����9�24���!�	���5�B���3�	�4���1�
6�2
 2 ��5� 
I8��1����!���3�	 !!3�"��������85�638�2
 2 ��5� �1��
82�� stream function ψ  	� 
vorticity ω ��� 
 ,u v

y x

ψ ψ∂ ∂
= = −

∂ ∂
 (2.12) 

 
u v

x y
ω

∂ ∂
= −

∂ ∂
 (2.13) 

I8� u  ����6����E65�� 
6 �
 x  	� v  ����6����E65�� 
6 �
 y 
 

9��
����8���	"�69��1�2��������
;����B�6	��?
9�������I8���5I
��5� �
����9�� 

 
2 2

0
u v

x y x y y x

ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (2.14) 

CD�����6"���?
���38����
�!���6�@
 stream-function-vorticity �
��
��
��6�@
 primitive variable 
formulations �
����9��3�"91���?
5��� ����8������
;����B�6	9�������
��6
��B-�I5��B 
 

9��
�:
 �
����� (2.12) 	�2
����� (2.13) ��������6�������
@B���6"�� stream 
function ��! vorticity ��� 
 2ψ ω∇ = −  (2.15) 
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 	�9����� �
������
� (2.12)  	� (2.13) 	�2
�����
��6
��B-�I5��B (2.10) 9�38������
2
�G�2��"�������� vorticity ��� 
 2

t

ω µ
ω

ρ

∂
= ∇

∂
 (2.16) 

�����2
����1�
6��9
B�6��8�
2
����� (2.10) 9��G�9�8���38�I8�24������ (2.15) 
 	� (2.16)  �
�
�9�9�8�����!�����2
�G������ (2.9)  	� (2.10) 2
�G� !!5�6 ��5�:�5�
 
������
�9��	
��	
��������9�����9
B����6��8�
2
�����
��6
��B-�I5��B  	�������5�8
��:
5�
2
����1�
6��
���6��8�
38� 

 
6�@


:�������������;�5B24�38���!6�@
 alternation direction implicit (ADI) ������
�9�

������8��������2
����1�
6� 	�������6����E62
������1�5�! ��"��3��E5�� 6�@


:�

�����
��	������9
B����6��8�
CD���G��1�9�83� ���9���?
<	�
��1����CD��91���?
5���24�2
���
6�������B�;���!�5����>���
���
��6��!�;��>G�� (thermophysical properties) 2
�	�����6�9�� 

��9��
�:
6�@


:���3�"������24�38���!�����2
�����5��
����9��3�"������
���� stream 
function 2
�����5�38� 5�6��"����
6�9���
�24�6�@


:��� Ramachandran and Gupta (1982), 
Okada (1984)  	� Ho and Chen (1986)  
 
2. 6�@
 primitive variable formulations 
 

��?
���9�8�����!�����
��6
��B-�I5��B 2
�G� !!5�6 ��8�:��8�� CD���9
B����6��8�

9�3�"�G��1�9�8���3� ���8
���6�@


:���9�38�<	����6��8�
 	�������24���!�����2
�����5�
38� I8����63�6�@


:���9��G�24��"6���!6�@
 marker and cell (MAC method) CD����?
6�@
�
�24�
���!
�!6�@
<	5"����
5� 2
��� ����������!�	;� I8�6�@


: 9��1�
6��6����E62
 5"	�
4"6��6	�9��������
;����BI���
5��  	��6����E69���G"2
�G�����
���6��8�
 5�6��"��
��
6�9���
�24�6�@


:��� Harlow and Welch (1965)  	� Nichols et al. (1980) ��?
5�
 
 

��"��3��E5�����91�	�� !!�������	
��
���
��
��
������6�����
 !!@���4�5�I8�
24�I�� ��� Fluent 
�:
�1�38��"�
��������
����9��91���?
5����1��
82���6���
� 
"
���
:1�
��	
��
 �	��	E�
���5���;��>G�� CD��9��1�2��������
;����B�6	
�:
3�"��?
9��� 2
���
�
�
�1��
82��I8��
���������
�����5����
� (fixed volume domain) 

 
2.3.2 >�	��?���		��?�$��#����
�����$�����#�>�@'��AB"�	���������
���� 
 

��
6�9���
���9����<	���������6�����
 !!!����!�
��
<	5"�����������	
��
���
� 
�
91�
6

����6"���
6�9���
���9����<	���������6�����
 !!@���4�5��
��
<	5"���������
��	
��
���
���"����E
38�4�8 ��86"��
����9����
2
6�����;5��������
�!����!2�����3�	�
�



14 

 

�1�	����	
��
���
����8���3�	�
��G"
��� 2
����
� ������6�����
 !!@���4�5��
����89��
�6�� 5�5"������;��>G���������!��E
38�����6"���� 

 
��
6�9���
���9����<	���������6�����
 !!!����!5"�����������	
��
���
� ��!;

6"� ������6�����
 !!!����!�"�<	5"�	���������D:
�G�  	�I�����������
:1� �E�
�4"
�8
�6��!������6�����
 !!@���4�5� 

 
Seeniraj and Sankara Hari (2008) 38��D������ �E�5�62
�>�6�4��6��G"������3�	CD��

�G�!����!2��3�	>��2
�"��	�CD���G��1��6����E
 I8�24�6�@
6�������B8�6�5�6 ��3����5��������
�1�5�! !!�D�� �"
5�� I8��D����������� �E�5�6������3�	��:����3�	�
�3�	 !!
��!��
�! (laminar flow)  	����3�	�
�3�	 !!���
��6
 (turbulent flow) 8�� �8�2
>���
� 
2.3 I8��
���;5���
�1����������3�	��?
���3�	 !! quasi-steady  	��
���3�	���
:1�����
�G"�"�8�6���5�����3�	 	��;��>G�����
� ��
6�9��

:24���������!�	;� 2 �������������
�
;����B�	����
2
!���6��
����3�	�
���
���?
�����	6  	����������
;����B�	����

!���6����
 !"����
� (interface) I8�<G�6�9��38��D���	���������"�5�6���
:1� �E�8�6����
�8	����	
��
�"��������5��B��������5"��f �4"
 Biot number CD�� �8��D��"����������@�Z���
�"�����6�����
 ��?
5�
 

 
�!6"�������6	�<"�
3� ���3�	�
�3�	<"�
�"�9��
�;��>G��	8	� 9��
�:
9D������ �E�5�6 	�

�"�5�6�
��D:
������f5�� 
6 �
 �1�2���6����E6������3�	������D:
5�� 
6 �
5���	��
����A����
;����B�6	 
��9��
�:
����!6"���5����� �E�5�6���
:1� �E�9� ��<�
��! Biot 
number  	� ��<�<�
��!�;��>G��������  	��;��>G������ 68	��� (ambient temperature)  

 

 

>���
� 2.3 ��� �E�5�6���3�	CD���G�!����!2��3�	>��2
�"�CD���G��1��6����E
  
(Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 
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Vives (1988) 38��1�����8	��������D���<	������3�	 !! forced couette 5"����
 �E�5�6���8
!;�>��2
 �"����B��� toroid I8�38������4;8�8	��8�� �8�2
>���
� 2.4 �����
6�������BI������������"�5�6���8
!;�  	�6�8��!�5�������3�	5"��f 

 

>���
� 2.4 4;8�8	�����������D���<	������3�	 !! forced couette  
5"���� �E�5�6���8
!;� (Vives, 1988) 

 

 

>���
� 2.5 ������9��5�6����;��>G���
��6	� (a) t = 50 s (b) t = 110 s 
(c) t = 170 s (d) t = 200 s (Vives, 1988) 
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 <	����8	����!;6"��
�8����6�����
�=��
  	��6����E6�=	
��������3�	 �"�<	

I8�5��5"�I��������<	D�, 	�����I�����������8
!;�  	�������9��5�6����;��>G��2
8
!;�
��	6�
��1�	��3�	 8�� �8�2
>���
� 2.5 
 
 
2.4 
�D� 
 

9����
6�9���
�<"�
���!6"��
��
6�9����
��6��! ����������	
��
���
���"��5"��
���� 
I8��=�����"������ ����������	
��
���
��
�3�"��9����<	���������6�����
 ��"��3��E
5�� ���3�"�!��
6�9���
�24�I�� ����4������4�B2
���91�	�� !! 
��9��
�:
��
6�9��
!���"6
 �8�2����E
6"� ���@��	���������6�����
�
���@��	5"�����������	
��
���
���� 
I8��1����!������6�����
 !!@���4�5� 
��9��9��"�<	5"���5����� �E�5�6����
�	����	6������� 	�6 ����"�<	5"�I�������� 	�������9��5�6���I��	�;	
:1�2
���
�
�����	6�
�8�6� �"6
������6�����
 !!!����!9��"�<	5"�	���������"�5�6���
:1� �E�I8�
	�������� �E�5�6���
:1� �E�9��D:
��!�������5��B5"��f �������� 

 
8��
�:
��
6�9��

:9D��	����D������24�I�� ����4������4�B������D���<	���������6��

���
5"�����"�5�6���
:1� �E� CD����?
������
�C�!C��
 	���H
�I�� ����
�24�2
���91�	�� !!
38����  	������2�����24�I�� ����4������4�B��?
3���"���
������@�>�� 91���?
5����D���
6�@
���24�I�� ��� 6�@
����	���24����!
�!6�@
�4���	�2
���91�	�� !!  	��J�K
�!�:���	��
I�� ����4������4�B CD������D���2
��6���8���	"�69��G��>�����2
!���83� 



����� 3 
 

���	����
����
���� 
������
���������
����
���
���
���������������� 

 
 

���������	
��
������
��������	�������������������
��������������  "�#���
����$%&���$'����
(	)���*�$%&��	���$
�#���������#+,�,�	��-��
�,�.�� �
�$%&��	��
�$
�#���������#,�	��-��
�,�.�� ��	�(����	
��
���	���/.0$��	�, FLUENT �
�	��
�
*�	�/.�������
�7��/���
�����8 ��	���	.$%&�� 
 
 
3.1 ������������!"�#$�%#�& 
 

�����(�$%&��	���$
�#���������#+,�,�	��-��
�,�.�� 0$��	�, FLUENT �����
��
���0���/.
�7� enthalpy-porosity technique (Voller and Prakash, 1987) 0����+,�
������� 
�-*#�����.����������0����� �����-������0���/.�(
�$���#����(���
���������

��#��T�
U����$��,����
��V,�*� liquid faction  

 
�,	����V�(	) -
(���� (conservation of energy equation) ���T	-������0��Z
�
,

����(���	���$
�#���$
�-
(����U����$��,����
��V, (control volume) �
��(���	��
������-
(����Z���-*��Z�
�
��V, (control surface) ������	(�Z
�
,����(���	��������
-
(�����.
�����
�,�.�� �
��(���	���(�-
(������	��
�� (source) ����8 �/��-
(����
�
�,�.����#�T	��.��U����$��,����
��V,��� (heat generation) �$'��.�  
 ( ) ( ) ( )H vH k T S

t
ρ ρ

∂
+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ +

∂

�
 (3.1) 

0�� H �*�����(
$̂, ρ �*��
�,�������,v��*��
�,��_
������+�
, k �*��(,$�����7�`	�����
�
�,�.��, T �*��V��UT,� �
� S �*� source term 
 

�������(
$̂ H ,��������	(�Z
�
,����
�,�.���(,Z(� h 	(��
�,�.���a� ∆H 
 

ref

T

ref p
T

H h c dT H= + + ∆∫  (3.2) 
0�� 

ref
h  �*��������(
$̂�.�����, ref

T  �*��V��UT,��.����� �
� 
p

c
 
�*�����
�,�V�
�,�.������-��

��
�$��,���
�,�.���a���	���$
�#�������������� L ,���	 

 

0 ;

; ;

1 ;

solidus

solidus

solidus liquidus

liquidus solidus

liquidus

T T

T T
H L T T T

T T

T T

β

β β

β

 = <


−
∆ = = < <

−
 = >

 (3.3) 
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0�� β  �*� ��� liquid fraction, 
solidus

T  �*��V��UT,� solidus �
� 
liquidus

T  �*��V��UT,� liquidus  
 

�����(�$%&��	���$
�#���������#,�	��-��
�,�.�� 0$��	�, FLUENT �����
�����
0��-�������,	����V�(	) -
(���� (3.1) �/������
	(�$%&��	���$
�#���������#+,�,�	��-�
�
�,�.�� �
���-�������,	�������
V,�-�#,��	����,	���*� �,	���
�,�����*#�� 
(continuity equation) �
��,	����V�(	) 0,�,��(, (conservation of momentum equation) 

 
�,	���
�,�����*#�����V
�� Z
�
,����(���	���$
�#���$
�,

U����$��,���

�
��V, �
��(���	��������,

Z���-*��Z�
�
��V, ������	(��(���	���(�,

��	��
������8 
 

ρ
ρ

∂
+ ∇ ⋅ =

∂

�
( )

m
v S

t
 (3.4) 

0�� ρ �*��
�,�������, �v  �*��
	���� �
�,��_
 �
� m
S  �*� mass added source term 

 
�����(�$%&��	��+�
��� axisymmetric �,	���
�,�����*#����,��������+�.���T$ 

 
ρρ

ρ ρ
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

( ) ( ) r

x r m

v
v v S

t x r r
 (3.5) 

0�� x �*� axial coordinate, r �*� radial coordinate, 
x

v �*��
�,��_
��,��
�	� �
� 
r

v �*�
�
�,��_
��,��
�(�,� 

 
�,	����V�(	) 0,�,��(,���V
�� Z
�
,����(���	���$
�#���$
�0,�,��(,U����

$��,����
��V, �
��(���	��������0,�,��(,Z���-*��Z�
�
��V, ������	(�Z
�
,������
��*#����	�
�,�(��V�7� (net pressure force), �����*#����	�
�,��.��f*���V�7� (net shear 
force) �
������*#����	���0�.,��
����0
	 (body force) 
 ( ) ( ) ( )v vv p g F

t
ρ ρ τ ρ

∂
+ ∇ ⋅ = −∇ + ∇ ⋅ + +

∂

��� ��
 (3.6) 

0�� ρ �*��
�,�������, �v�*��
	���� �
�,��_
, p  �*� �
�,�(������ , τ �*�����"�� �
�,
��.�, �g �*��
�,����0�.,��
��
� F

�

 �*� momentum source ��*� momentum sink 
 

"�#�����"�� �
�,��.� τ �T	����,0�� 
 

T 2
[( ) ]

3
v v vIτ µ= ∇ + ∇ + ∇ ⋅
� � �

 (3.7) 

0�� µ �*��
�,��*� �
� I  �*�����"�� ���
� 
 

�����(�$%&��	��+�
��� axisymmetric �,	����V�(	) 0,�,��(,��,��
�	���,���
�����+�.���T$ 
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1 1
( ) ( ) ( )

1 2 1
[ (2 ( )] [ ( )]

3

x x x r x

x x r

x

p
v r v v r v v

t r x r r x

v v v
r v r F

r x x r r r x

ρ ρ ρ

µ µ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∂ ∂
+ − ∇ ⋅ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

�
 (3.8) 

�
��,	����V�(	) 0,�,��(,��,��
�(�,���,��������+�.���T$ 

 
2

2

1 1 1
( ) ( ) ( ) [ ( )]

1 2 2
[ (2 ( )] 2 ( )

3 3

r x

r x r r r

r r z

r

v vp
v r v v r v v r

t r x r r r r x x r

v v v
r v v F

r r r r rr

ρ ρ ρ µ

µ
µ µ ρ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂
+ − ∇ ⋅ − + ∇ ⋅ + +

∂ ∂

� �
 (3.9) 

0��  
 

z r r
v v v

v
x r r

∂ ∂
∇ ⋅ = + +

∂ ∂

�
 (3.10) 

�
� 
z

v  �*� swirl velocity 
 

�(���#	
��
�.���.�
��0$��	�, FLUENT ���/.
�7� enthalpy-porosity technique ��	��

������� $%&��	����_��(
 0��
�7��(�	
��
��-��������. mushy zone ,�
(	)����,*��
�(
	
����#�$'��T-�V�����, (psudo porous media) �*�,�
(	)����,*�������

+�
Z���
�����_���#�$'��T-�V� 0����.,�����
�,-�V� (porosity) ,��������	(� liquid fraction �(��(�� �,*#�
�����

U����$��,����
��V,�$
�#��������$'������_��(���,� ����
�,-�V����.��,����
����	(� 0 �
��
�,��_
��������

U����$��,����
��V,���.��,��������	(� 0 0��-�� ��#��
�����.�
�,��_
���	��+�

�
����,	����V�(	) 0,�,��(, 	_�*�-��  momentum sink "�#���T�
���T$ 

 

2

2

(1 )
( )

mush p
F A v v

β

β ε

−
= −

+

� � �
 (3.11) 

0�� β  �*���� liquid fraction, ε  �*��������#�.��8 �-*#�$l��	(�+,���.�(
���U�����,	�� (3.11) ,�����$'� 

0, 
mush

A  �*��������#��� mushy zone, 
p

v
�
 �*��
�,��_
��#�����_��T	�����	��	0��,���*� pull 

velocity 
 

�������#��� mushy zone �*��(
�$���#���/���
�,��_
��	�����
� (damping) 	����
*#����#
������+�
 	
��
�*��,*#� 

mush
A  ,����,�	���� 	��
�
�����
�,��_
������+�
��#	��
(��$
�#��

�����	_��,�	���� �(��(����� 
mush

A  ��#,�	�	��+$��������.Z
��#+�.�	��	���	
�� (oscillate) +�. 
0����,�T�,*����0$��	�, FLUENT (ANSYS, 2009) ���V
�������� 

mush
A  �
���T���/�
� 104 

p 106 
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3.2 ���
���������
����
���
���
���������������� 
 

���(
�.�������������
�7�	���/.0$��	�, FLUENT "�#��$'�0$��	�,��#���/.���
�����
$%&��	����_��(
���������_������
��(����0���(�����	���/.0$��	�, FLUENT ,��(���� 

 
���#,�.�0��	�� import case �*�	�������.� mesh file "�#�
��0��0$��	�, gambit 

��	�(��	�����,������������
�� �
��
*���������
�7��/���
���	�����
����� �
.
���	�����
/����
��V��,�(�����
(��V (material) 	�������*#��+��(���.� (initial condition) 	�������*#��+�
������ (boundary condition) �
����#,�.�	��	�����
����� (iterate) 
 

�(�������#����(&��#�V���	�����
������*�	���
*�	�/. �������
�7��/���
���	�����
��
��� �-�����	��		���
*�	�/.�������
�7��/���
���#��,���,�����Z
0���������
�,�T	�.��
����������
.
�(����Z
���	��
T���.������������	�.
� 0���(�����	���
*�	�������
�7��/���
�
��	�����
�����$��	���.
� 	���
*�	 solver, 	��$��,��������
����V���� �
� 	��
���������/���

� 

 
3.2.1 ���
���� Solver 

 
0$��	�, FLUENT ,� solver 2 /��� �*� pressure-based solver �
� density-based 

solver 
 
3.2.1.1 Density-Based Solver 
 

density-based solver ����������	�,	����V�(	) ,

 �,	����V�(	) 0,�,��(, �
�
�,	����V�(	) -
(����+$-�.�,	(�0��
���(�	����������� density-based solver �(�����+
.
��U�-��# 3.1 

 
	����# density-based solver �����������/V��,	���(���,�+$-�.�,	(� �����,��	(�

$%&����#����
�,������� -
(���� �
�0,�,��(, ,��
�,�	�#�
�.��	(�,�	 �/�� $%&��	��
���+�
�(��(
+�.��#�
�,��_
�T��
�,�	���Z�+�,. (high-speed compressible flow with 
combustion), 	��+�
��#�
�,��_
���*������ (hypersonic flow) �
�	��+�
��#,��
*#�	����	 
(shock wave) ��.�,��	�#�
�.�� �$'��.� 
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U�-��# 3.1 	����������� density-based solver (ANSYS, 2009) 

 
3.2.1.2 Pressure-Based Solver 
 

Pressure-based solver �$'� solver ��#����������,�
�,��_
 (velocity field) ��		��
�	.�,	����V�(	) 0,�,��(, (momentum conservation equation) 0���/.�,�(����������#�

�
$%��V�(���	�(������	.�,	�������,�
�,�(� (pressure field) ��	�,	�� pressure 
correction "�#�+�.,���		��-�������,	����V�(	) ,

 (continuity equation) �
��,	��
��V�(	) 0,�,��(,��
,	(� �
.
����	.+���� mass flux, �
�,�(� �
� �
�,��_
 ��.�$'������,���#
�/.��	������
���	�(������	.�,	����V�(	) -
(���� (conservation of energy equation) 

 
0�� pressure-based solver ��,�������+�.��	�$'� 2 /����*� segregated solver 

�
� coupled solver 0�� segregated solver ���	.�,	����V�(	) 0,�,��(,�
��,	�� 
pressure correction ��
��,	����,
���(� ��
� coupled solver ���	.+��,	���(�	
��
+$
-�.�,8 	(� �(�������U�-��# 3.2 

 
�(��(�� pressure-based segregated solver ��,����	.$%&����#+,�"(�".��+�.�� �/�� 

$%&��	��+�
����(��(
+,�+�.��#�
�,��_
�#�� (low-speed incompressible flow) �
� $%&��
	�����+�
�(��(
+�.��#�
�,��_
�T� (high-speed compressible flow) 0���/.���
��
�,�����
	������
��#���
�,��
�,�*���V����	������
��T� ��
� pressure-based coupled solver �(��
��,�������(�$%&��	��+�
��#+,�,�	���$
�#������� (single phase flow) �
�,��(���	��
T���.�

Update Properties

Solve continuity, momentum, 
energy and species equations 

simultaneously

Solve turbulence and other 
scalar equations

Converge? Stop
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�����������#�T�	
�� segregated solver �����+�	_��, coupled solver +,���,����	.$%&��
	��+�
��#,�	���$
�#������� (multiphase flow) +�.�
�����$'��.���/.���
��
�,�����	��
����
�,�		
�� segregated solver $��,�� 1.5 p 2 �����.
� 

 

 
U�-��# 3.2 	����������� Pressure-based solver 

(a) Segregated solver (b) coupled solver (ANSYS, 2009) 
 

	�����
�����	����_��(
���������_������
��(���� �(
�$�����(& �/�� �V��UT,� �
�,�(� 
�
��
�,��_
 +,�+�.,��
�,�	�#�
�.��	(������,�	 ���+,�����$'��.���/. density-based solver 
�
�$%&���(�,�	���$
�#����������+,���,��	(� pressure-based coupled solverZT.
��(����
�
*�	 pressure-based segregated solver ��	�����
����� 

Update properties

Solve sequentially : 
Urel Vrel Wrel

Update properties

Solve pressure 
correction (continuity) 

equation

Update mass flux, 
pressure and velocity

Solve energy, species, 
turbulence and other 
scalar equations

Converge? End

Solve simultaneously : 
system of momentum 
and pressure-based 
continuity equations

Update mass flux

Solve energy, species, 
turbulence and other 
scalar equations

Converge? End

(a) Pressure-based segregated algorithm (b) Pressure-based coupled algorithm
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3.2.2 ���.��/�"!0���1
0���23#0� 
 

��0$��	�, FLUENT 	��$��,��������
����V�����$'���#���#����$'���	����.������
�,	��-�/���� �,*#�-�������,	�������
V,���$%&��	��+�
�
�	��������-
(�������
$��,��+,��������φ ��$��,����
��V, (U�-��#3.3) 

 
U�-��# 3.3 	��+�
�
�������-
(��������(
�$�+,��������φ��$��,����
��V, 

 
+�.�,	�����T$����(#
+$ 
 

V V

dV v dA dA S dV
t

φ φ

ρφ
ρφ φ

∂
+ ⋅ = Γ ∇ ⋅ +

∂∫ ∫ ∫ ∫
� ��

� �  (3.12) 

0�� ρ �*��
�,�������, t�*��

�, v
�  �*��
	���� �
�,��_
,V �*�$��,���, A

�  �*��
	���� 
-*��Z�
, φΓ  �*�����(,$�����7�`	���-����� φ, φ∇  �*� gradient ��� φ �
� Sφ  �*� source term 
 

�,*#�$��,���,	�������
V,��.��T����T$�,	��-�/������+�. 
 

faces facesN N

f f f f f f

f f

V v A A S V
t

φ φ

ρφ
ρ φ φ

∂
+ ⋅ = Γ ∇ ⋅ +

∂
∑ ∑

� ��
 (3.13) 

0�� N
faces

�*� ����
�-*��Z�
��#
.�,���$��,����
��V,�
��(
�.�� f �,����������#Z�
 f ���
$��,����
��V, 
 
3.2.2.1 	��$��,������(
�$���#Z�
���
���$��,����
��V, 
 

�����(�	��-����������(
�$���#Z�
���
���$��,����
��V,
f

φ
 
(U�-��# 3.4) �-*#�������


��� convection term 0$��	�, FLUENT �/. upwind scheme �-���$���U�����
��	������
�T$�������$%&�� 0�����
�� upwind �(�� �,�����	��$��,������(
�$� φ 0���/.�������(
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�$���	$��,����
��V,�.���������#��T����������
	(���#�.�,T
��.��T�$��,����
��V, 0�� upwind 
scheme ��,���������	+�.�$'��T$�������8 �
���T$��� �(���� 

 

 
 

U�-��# 3.4 	��$��,������(
�$���#Z�
�,*#�φ
f
�*��������(
�$����
���Z�
$��,����
��V,,  

φ0 �*��������(
�$���#$��,����
��V,�.�����,φL
�*��������(
�$���#$��,����
��V,$
������  

�
� L �*������������
���$��,����
��V,�.������
�$
������ 
 
1.First-Order Upwind Scheme 
 

first-order upwind scheme ��#,� first-order accuracy ���,,V����.�(
�$�����8 ��
$��,����
��V, ,��������	(������#���������T�� 	
�����$��,����
��V, �(��(�� ����(
�$���#Z�

���$��,����
��V,��#	��
(�-������ ��,��������	(�����(
�$���#�V��T�� 	
�����$��,���
�
��V,�.����� (upwind control volume) �*� 
 φ φ= 0f

 (3.14) 

�7�����$'�
�7���#�����.���������$%&��
T���.�+�.���� ���,��
�,�,������#�� 

 
2. Power-Law Scheme 
 

power-law scheme ��$��,������(
�$���#Z�
���
���$��,����
��V,0��	����Z

�f
��,������� 1 ,��� ����,	�� convection p diffusion �(���� 
 

φ
ρ φ

∂ ∂ ∂
= Γ

∂ ∂ ∂
( ) ( )u

x x x
 (3.15) 

�,*#� ρ �*��
�,�������, u �*��
�,��_
��,��
�	� x, Γ�*��(,$�����7�`	���-�� �
� φ �*�
�(
�$���#	��
(�-������ 
 

��		���	.�,	�� (3.15) ��-�
��	��	������(
����(
�$� φ ������T�	(���� Peclect 
number Pe 
 Pe = 

uLρ

Γ
 (3.16) 
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��	U�-��# 3.5 ����_�+�.
���,*#� Pe ,����,�	 �/�� �,*#� Pe > 1 �������(
�$� φ ��#
�������� x = L/2 ��,��������	(��������(
�$���#�����������$��,����
��V,�.����� φ

0 
"�#�,�

�
�,�,��
����		��-�,����7�-
���	��+�
,�		
��	���-�� 	_���/.�������(
�$���#��������
���$��,����
��V,�.������
� �����	
��Pe = 0 "�#��$

��+,�,�	��+�
 ���+,�,�	��-��
�,����
	���-�������(�� ����(
�$���#�������� x = L/2 ������	(����	
�����
���$��,����
��V,�(����� 
 

 
U�-��# 3.5 	��	������(
����(
�$� φ� �������� 0 <x<L (ANSYS, 2009) 

 
power-law scheme ��.Z

(-7 ��#,� first order accuracy ���
��,��
�,�,������T�	
�� first 

order upwind scheme �����+�	_��, power-law scheme �/.+�.	(�	��+�
��#,���� Reynolds 
number �#�������(�� 
 
3. Second-Order Upwind Scheme 
 

second-order upwind scheme ���T	�/.�,*#��.��	���
�,�,��������(� second-order 
accuracy 0��
�7�	�������$��,������(
�$���#Z�
��� center discretisation ����V� centroid 
���$��,����
��V,�.����� �(��(���,*#� second-order upwind scheme �T	�
*�	�/. ����(
�$���#
Z�
 φ

f 
 ���T	����
��.
��,	�� 3.17 

 φ φ φ= + ∇ ⋅
�

0f
r  (3.17) 

0�� φ
f  
�*��������(
�$����
���Z�
$��,����
��V,, φ0  

�*��������(
�$���#$��,����
��V,�.�
����, �r  �*��
	���� ���������	 centroid ���$��,����
��V,�.�����+$�(� centroid ���Z�

$��,����
��V, �
� φ∇ �*��	������� ����(
�$� φ  
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	��$��,������������$'��.���/.�,*#�	��+�
,�
(	)��+,���T����������
	(�	��� �.�����
���
�7�����*�	���/.
�7�����������.���������$%&��
T���.�/.�
� 

 
�����(�	�����
����������
��(����+�.�
*�	�/. power-law scheme ��*#����	,�	��

$��,������(
�$���#Z�
���$��,����
��V,������T�	(����7�-
���	��-� �
�	���-����#,����
	��+�
�������,���, �����.��,������
�����
(	)�����	��U�-���	��+�
+�.�� �
�
��������
T���.���_
	
��
�7��*#� ��	��	����T$���$%&��	���$
�#���������#+,�,�	��-��
�,�.��
�(��$'�$%&����#,���� Reynolds number �#��$��,�� 0 "�#��$'���*#��+����	��$��,�����
���
����V�����.
�
�7� power-law scheme �.
� 
 
3.2.2.2 	��$��,����� Gradient 
 

	��$��,����� gradient 
f

φ∇ ��#�/.��	��$��,��-�� 	��-��
�	���-�����,	��
��V�(	) 	��+�
 ��0$��	�, Fluent 	��$��,����� gradient ,���T� 3 
�7� �*� 
�7� green-gauss 
cell-based, green-gauss node based �
� least squares cell-based 

 
1. 
�7� Green-Gauss Cell-Based 
 


�7� green-gauss cell-based ���/.�~)�� green-gauss ��	��$��,����� gradient 
����(
�$�+,�������� φ "�#���$��,����� gradient ��#�V��T�	
������"

  (cell center) �(���� 
 

0

1
( )

c f f

f

A
v

φ φ∇ = ∑
�

 (3.18) 

0��φ
f
�*������� φ  ��#�V� centroid ���Z�
����8, v  �*�$��,������ cell �
� 

�

f
A �*��
	���� 

���Z�
����8 
 
�����(�	��$��,����� φ

f
 �.
�	���/.
�7� green-gauss cell-based �(�� ���$'�	��

$��,�����0��	���/.�������(
�$���#�V��T�� 	
������"

 �.��������*� 

 
φ φ

φ
+

= 0 1

2
c c

f
 (3.19) 


�7����,��.����*��
�,�������	�����+$�/. �/.�

���	������
��.�� �
���,���$���V	� �/.+�.
�������	(�$%&�� 3 ,��� ��
��.������*�+,���,����/.+�.	(�$%&����#,�	������	�����#,��T$����+,�
$�	�� (irregular unstructured grid) 
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2. 
�7� Green-Gauss Node-Based 
 


�7� green-gauss node-based �/.�~)�� green-gauss (�,	�� 3.18) ��	��$��,����� 
gradient �/������
	(�
�7� green-gauss cell-based ���	��$��,���������(
�$���#Z�
 φ

f
 ���/.


�7���#��	����	(��*� 
�7� green-gauss node-based ���/.�������(
�$���# node ����8��#��T���
Z�
��	������
�0�� 
 φ φ= ∑

1 f
N

f n

nf
N

 (3.20) 

0��	��$��,������(
�$���# node φ
n
 ���T	����
�0���/.����f
�#���
�������(	����(
�$���	 

cell ��#��T�
.�,��� node ,�����
�������(
�$���# node 0�������
�������(	�(���$�Z	Z(�	(�
����������
����V��T�� 	
�� cell +$�(� node 
�7�������,�����	
�� green-gauss cell-based 
�
_	�.�� ���	_�/.�

���	������
�,�		
���/��	(� 

 
3. 
�7� Least Squares Cell-Based 
 


�7� least squares cell-based �/.	��$��,��������
��V�����.
�
�7� linear least square 
method "�#���,�	���/. slope limiter ��	��$��,���-*#�/�
�����*#��	���	
�����Z
�f
���
	�����#$%&��,�Z
���	��-�,�		
��	���-�� 
�7������.�
�,�,����� �
��/.�

���	������
�
�	
.�����	(�
�7� green-gauss node-based 
 

	�����
����������
��(�������/.	��$��,����� gradient �.
�
�7� green-gauss cell-
based ��*#����	�$'�
�7���#�/.�

���	������
��.�� �
�$%&�������
��(����,�+�.,�	������	���
��#,��T$����+,�$�	�� (irregular unstructured grid) 
 
3.2.3 �����0��0��
���

�� (Temporal Discretisation) 
 

	�����������/���

� �*�	��$��,���,	���/����V-(�7 U����.�(
�$��

� t0����
0$��	�, FLUENT ,�	������������T����
�7��*� 
�7� explicit �
� 
�7� implicit "�#���,��
�,
�,������*� first-order accuracy �
� second-order accuracy ��,
���(� 
 
1. First-Order Accuracy 
 

	��$��,����#,� first-order accuracy �$'�	��$��,��0���/.
�7� backward difference 
"�#����/.�������(
�$���#�

���$%��V�(� ��	������
��������(
�$���#�

�������� 
 

φ φ
φ

+ −
=

∆

1

( )
n n

F
t

 (3.21) 

0���(
�	 n+1 ���/��$��,����#�

��(�+$ t+∆t �
� n ���/��$��,����#�

�$%��V�(� t 
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	��$��,����#,� first-order accuracy ��,��
�,�,����������.���#�� ���	_�/.�

���	��

����
���#�.�� 
 

2. Second-Order Accuracy 
 

	��$��,����#,� second-order accuracy �$'�	��$��,����#�/.
�7� center difference 
�*� �/.����(
�$��(�����

�$%��V�(� �
������� ,�����
��������(
�$���������(��,	����# 
3.22 
 

φ φ φ
φ

+ −− +
=

∆

1 13 4
( )

2

n n n

F
t

 (3.22) 

0���(
�	 n+1 ���/��$��,����#�

��(�+$ t+∆t, n ���/��$��,����#�

�$%��V�(� t �
� n−1 ���/��
$��,����#�

������� t−∆t 

 
	��$��,����#,� second-order accuracy ��,��
�,�,������T�	
�� first-order accuracy 

�
��/.�

���	������
�,�		
���
_	�.�� 
 

�����
��(����ZT.
��(��
*�	�/.	�����������/���

��.
�
�7� first-order implicit scheme 
��*#����	$%&����#-������+,�"(�".���
�	���/. implicit scheme �������.+�.��������#,�
������U�-�����+,�,���*#��+� (unconditionally stable) 

 
�T$�(#
+$����(
�$���#,�	���$
�#���$
���,�

����T$����,	���/����V-(�7 �*� 

 ( )F
t

φ
φ

∂
=

∂
 (3.23) 

�����.$��,���,	��-�/����+�. �(���� 
 

1
1( )

n n

n
F

t

φ φ
φ

+
+−

=
∆

 (3.24) 

0���(
�	 n+1 ���/��$��,����#�

��(�+$ t+∆t �
� n ���/��$��,����#�

�$%��V�(� t  
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3.3 %�2. 
 

	�����
�����	����_��(
���������_�,��,	�������
V,�*� �,	���
�,�����*#��, 
�,	����V�(	) 0,�,��(, �
��,	����V�(	) -
(���� 0��ZT.
��(�+�.�
*�	�������
�7��/���
�����8 
�*� 

 
�
*�	�/. pressure-based segregated solver ��	�����
����� ��*#����	��	�����
��

���	����_��(
���������_� �(
�$�����(& �/�� �V��UT,� �
�,�(� �
��
�,��_
 +,�+�.,��
�,
�	�#�
�.��	(�,�	 ���+,�����$'��.���/. density-based solver �
�$%&��,�	���$
�#����������
+,���,��	(� coupled solver  

 
�����(�	��$��,������(
�$���#Z�
 �/. power-law scheme "�#�$��,������(
�$���#Z�


���
���$��,����
��V, 0��	����Z
�f
��,������� 1 ,��� ����,	�� convection p 
diffusion ����(
�$����������T�	(����7�-
���	��-� �
�	���-�� �����.��,������
�����	��
+�
+�.�� ������
T���.���_
 �
�$%&��,���� Reynold�s number �#���.
� 

 
��
�	��$��,������
�,/(� ��-�� 	��-��
�	���-�� �
*�	
�7� green-gauss cell-

based ��*#����	�/.�

���	������
��.�� �
�$%&��,��T$���+,�"(�".�� �����.��,���	��
����	���������,#����,�+�. �
��/. first-order implicit temporal scheme ��	�����������/��
�

��-*#�������U�-��������� 



����� 4 
 

��	
	��
���������
����������������	���������	������	��� 
 
 

��������		�
�
�
�������������	�
�������������������
��� ��
�	
! FLUENT � ��!)
	�
�
��*��+��!,-	� �� 
�������.�/
*��	���012�	�
���+��!
 ����*3�������+
-4 
(transient heat conduction problem) ��� �012�	�
���)���*,��� (phase change 
problem) �
��� H��I���!4��
����H��I���
��
�!�J/)�K
 ��	���������
�!��L�����)���
 
�!������������/)�K
 !)H�*�
+� ��	������)���

��	�4���.���*�!�
,������������K��� ���012�
����M /)�K!4!)H��I���!4��
�K
  

 
*��2
���/�)����*��	�
�
��*�����������	���012�/)�K!4!)	�
N�+��!
 �� /�����

	
J)/)��OJ23-!�������+�/)� ���	
J)/)��OJ23-!�������K!4+�/)� �
�����
)���/)��H���	
J)
/)��OJ23-!�������+�/)� /)�K
 ��	���������	��H��I���!4��
�/)�K
 ��		�
���+
��2�*!	�

��ON��P��
��
� (3�+H��	 	) ���H��I���
��
�!�J/)�K
 ��	���������
�! (
��� �
�KN
�N, 2545) *4����	
J)/)��OJ23-!�������K!4+�/)�����
)���/)��H�/)�K
 ��	���������	��H�
/)�K
 ��	���������)	����2�.�� (Sukkuea and Maneeratana, 2007) 

 
��	�
��������� H- ����������L�� ������*!!O�����/)��� ��	�
�
�!�J�012��
���N����2 

*�!�
,*
 �����������/��+J��Z�*�
�K
 �4���.�� �
������������	��2�
�2 !)	�
,4���/
+��!
 ��� �!����������
�!��
+��+O! +�� 	�
���+��!
 �� (heat conduction) �/4����� 
+��	��2�
�012��2 ��-43���� *!!O�����
���)� 

 
1. K!4+�
H����	�
�H4
��*)+��!
 �� (heat radiation) ��������	�OJ23-!�H�����
���!)+4�

K!4*-�!�	 
2. K!4+�
H���� bulk convection ������2�� .̂���	�
��		�
�+�����/)�����* ���4�*,��� 

(phase change       interface) ��������	H���� bulk convection ���	�
	��
�
�	`	�
J�	�
���)���*,���/)���L�K���4��
�
�
�� (rapid solidification) .̂���012�/)�
!)+4� Stefan number � ��M ��4� +4� Stefan number < 1 ����K!4,���4���L��012�
��	�J�
��	�4�����,���4���L��012�/)�!)	�
���)���*,���� � *��2
���012�	�
���)���
*,��������������!)+4� Stefan number < 1 
������ �.�K!4+�
H���� bulk convection 
.̂���	�
��		�
�+�����/)�����* ���4�*,��� 

3. 	��2�
�2 �OJ23-!��������/4�	���OJ23-!������	����N
��+��!��	�4���OJ23-!����
��	 �����^��!)+4�� ��!�	 
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4. K!4+�
H����	�
N�+��!
 �����P

!���� (natural convection) ��	H�����
�
������ .̂���	�
��	 temperature gradient  

 
 �+
����+�!N�����
�/)��� �
�!��H������������)�+�� +�� �+
����+�!N�����
�*4���O++� 

Intel Core II quad CPU Q660 2.40 GHz 
 
4.1 ��	
	��
���������
����������������	�� 1 � 
  ����!�"#�� ���$�

����� 
 
4.1.1 ��	�������	���%�
#��&'(���	�� 
 

	�
	��2�
�012�/)��� ��	�
/
*����������� *��2
���012�	�
���+��!
 ����
*3�������+
-4�� 1 !��� ���� ���/���
)��	�����������
�! (
��� �
�KN�N, 2545) +�� 	��2�

+��!�������012�/���2!
�/4�	�� 8 m ��������	*!	�
H��I���!4��
���3�+H��	 	 ��L�
H��I��*��2
���012�/)�!)+��!�����L�
���	.�������� (semi infinite length) �
��2 /)�����
�
��!� � t = 0 s !)�OJ23-!��
��!� � Ti = 10°C *!����*!�3�����
���J����012� ������K�
������/)�����/���*��� ��!)�OJ23-!�+�/)����
/)� Tc = 0°C +OJ*!����������� +�� +4�	�
���
+��!
 �� k = 0.556 W/m⋅K, +4�+��!�O+��!
 ������N�� cp = 4.226 kJ/kg⋅K ���+4�+��!
2����4� ρ = 1000 kg/m3  

 
��4��K
	���! ��
�	
! FLUENT K!4*�!�
,����������� 1 !���K
  �.������L�� ��*
 ��

����������� 2 !��� ��� 	��2�
������K��������N��!���! �2 ������������4������012�K!4
!)	�
,4���/+��!
 �� ��� ��	+��!*!!��
����012� �.�*�!�
,N���
J��012��N)��+
.��
�
)��+�� �� +��!��� 4 m �
�	��2�
������K�������/)�	.��	���+��!�������012��2 K!4!)
	�
,4���/+��!
 �� 
���*
���3�N/)� 4.1  

 
	�
����������)�K
 ��4�	
�
 (grid) �2 ��4���
�!��
�4��M !)���
�/4�	�� �
���4���!


 ��	� �������� 100 �4�� ���
	�
��������� �����4���!+��!��������� 200, 400 ��� 
800 �4�� 2
�� +�
��L��
�!��
+��+O!������ 200 x 100, 400 x 100 ��� 800 x 100 cells 
��� ��4��4������ ∆t ���
�4��M+�� 10, 1 ��� 0.1 s 
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3�N/)� 4.1 	�
	��2�
�012�	�
���+��!
 ����*3�������+
-4 1 !��� 

 
	�
�
��*��+��!,-	� ���
�	�
��
)���/)��	��H��I���!4��
� ���H��I��

�
��
�!�J/)�K
 ��	���������
�! ����
)���/)��	�
	
��������OJ23-!�/)����� 0.5, 1 ��� 
1.5 hr ��� 	�
	
�������+4�+��!H�
N��
 ���+4�+��!H�
N��
!�	/)�*O
 ��	��	�)�K
 
N���
J�H����	�
�� �
�!��
+��+O!����4���������
�4��M 	�� (grid and time step 
dependency) �
�	�
���)������
	
�
 ����4��������!/)��P����K��� �
 �� 

 
1) ��	�	&��*
(�����!�"#��  
 

H�	�
��������	��
�	
! FLUENT ,-	�/)��	��H��I���!4��
� ������������	4� 
	�
	
��������OJ23-!� �!����� �������
�!��
+��+O!������
�4������+�/)� K
 ,-	�*
���
3�N/)� 4.2 ��� 4.3 
���)� 

 
���2���4�	�
	
�����������OJ23-!�/)�K
 ��	����������
���
�	
! FLUENT !)+4�

�	� �+)��	��H��I���!4��
����H���		�
�
�!�J�
��� ��
�	
!�
�!!�	 ��	��	�)�2�	
N���
J� contour plot ����OJ23-!� (3�N/)� 4.4) ��N��4�	�
	��2�
�2 ��
�	
! FLUENT 
�	 �012�	�
���+��!
 ���� 1 !��� *�!�
,/��K
 �
�	�
	��2�
������K��������N��!
��/)�
	�4��K��� �� ��� � ��������		�
	
�����������OJ23-!�������	�����K!4!)	�
���)������� 
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3�N/)� 4.2 	�
��
)���/)��	�
	
�����������OJ23-!�
�2�4��H��I���!4��
�	��H�/)�K
 ��	
����������!������������
 �� 400 x 100 cells ��� ∆t = 1 s 

 

3�N/)� 4.3 	�
��
)���/)��	�
	
�����������OJ23-!�
�2�4��H��I���
��
�!�J��	
��
�	
!�
�! (
��� �
�KN�N, 2545) 	��H�/)�K
 ��	����������!������������
 �� 400 x 

100 cells ��� ∆t = 1 s 
 



 

3�N/)� 4.4 contour plot 

H�	�
	
�������+4�+��!H�
N��
 
�
�!��
+��+O!������
����4������+�/)�
���+4�+��!H�
N��
!)��	�J�
���� ��������	+��!��	�4������OJ23-!�
�2�4���OJ23-!�/)��������OJ23-!�3����/���2 
+��!������	�
	
�����������OJ23-!�
�!�������!�	�.��+��!��	�4������OJ23-!�
!�	/)�*O
!)+4��
����!����

 
��	��	�)����2��K
 �4�

���������/)�K
 ��	��
�	
! 
��	���������/)�K
 ��	��
�	
!�
�!
*-�*O
K���/���
)��	��
 ��

contour plot ����OJ23-!� .̂���������
���
�	
! FLUENT
 

H�	�
	
�������+4�+��!H�
N��
 (Tnumerical−Tanalytical) ��!�	� 
�
+��+O!������
����4������+�/)�,-	�*
���3�N/)� 4.5 �
���	�J�	�
	
���

���+4�+��!H�
N��
!)��	�J��IN���
� !)+4�!�	/)�*O
/)��
���J�	� ������!)+4��
����!
���� ��������	+��!��	�4������OJ23-!�
�2�4���OJ23-!�/)��������OJ23-!�3����/���2 
+��!������	�
	
�����������OJ23-!� (temperature gradient) !)+4�*-�/)��4�������
	
�!�������!�	�.��+��!��	�4������OJ23-!��
���J���!)+4��
�� �.�/���2 +4�+��!H�
N��

!�	/)�*O
!)+4��
����!���� 
���*
���3�N/)� 4.7  

	�)����2��K
 �4� �!�����
)���/)��	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��	
���������/)�K
 ��	��
�	
! FLUENT ��3�N/)� 4.5 	��	�
	
����������+4�+��!H�
N��

��	���������/)�K
 ��	��
�	
!�
�! 
��3�N/)� 4.6 ��N��4�!)��	�J����+4�+��!H�
N��

*-�*O
K���/���
)��	��
 �� 
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FLUENT /)����� 1 hr 

��!�	� x �!����� ������
�
���	�J�	�
	
�������

!)+4�!�	/)�*O
/)��
���J�	� ������!)+4��
����!
���� ��������	+��!��	�4������OJ23-!�
�2�4���OJ23-!�/)��������OJ23-!�3����/���2 

!)+4�*-�/)��4�������
	 ��4
+4��
�� �.�/���2 +4�+��!H�
N��


	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��	
	��	�
	
����������+4�+��!H�
N��


��	�J����+4�+��!H�
N��
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3�N/)� 4.5 	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��������������	��
�	
! FLUENT �!���
��
)���/)��	��H��I���!4��
� *��2
����������� 400 x 100 cells ��� ∆t = 1 s 

 

3�N/)� 4.6 	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��������������	��
�	
!�
�! *��2
�� 
��������� 400 x 100 cells ��� ∆t = 1 s 
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3�N/)� 4.7 	�
��
)���/)��	�
	
�������+4�+��!H�
N��
*-�*O
��������������	
��
�	
! FLUENT ��������������	��
�	
!�
�!�!����/)��	��H��I���!4��
� /)�����

�4��M 
 

2) ��	� ��	�����,-	 ��
	����!���&'���$��� 
 

��	�
N���
J�H�����
�!��
+��+O! ∆x /)�!)�4�H���NP� �
�	�
�� �
�!��
+��+O!/)�
���
�4��M 	��+�� 200 x 100, 400x 100 ��� 800 x 100 cells /)��4������ ∆t = 1 s K
 	�

	
����������+4�+��!H�
N��

���*
���3�N/)� 4.8 N��4�	�
��4�	
�
/���*�!���+�� 200 x 
100, 400 x 100 ��� 800 x 100 cells �2 H���NP�/)�!)����� !�
)��	��H��I���!4��
� ��4��K

	���! �!�����4��
�!��
+��+O!�2 ����)�
�.����/���2 K
 H���NP�/)��!4�����.����������	�� 	�

�
�!�J�����
�� convection term 
 �� power-law scheme �.�/���2 !)���
��+��!H�
N��

��
H����! ∆x 2
��!) first order accuracy .̂����	3�N/)� 4.8 ���2���4��!�����4����
���
�
�!��
+��+O!�2 ����)�
�.�� 2
��/���2  ∆x !)���
���	�� +4�+��!H�
N��
*-�*O
	����
��

 �� 
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3�N/)� 4.8 	�
	
����������+4�+��!H�
N��
�!�����4�
-�
4������012���	��L� 
200 x 100, 400 x 100 ��� 800 x 100 cells /)� ∆t = 1 s /)� t = 1 hr 

 

3�N/)� 4.9 	�
	
�����������OJ23-!��!�����4����
����4��������	��L�  
10, 1 ��� 0.1s /)� t = 1 hr 
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*��2
��	�
N���
J�H�������
�4������ ∆t /)�!)�4�H���NP� �
��� ���
����4������
�4��M	��+�� 10, 1 ��� 0.1 s N��4����
����4������K!4!)��/P�N��4�H���NP� 
���*
���3�N
/)� 4.9 .̂�����	�4��K
 �4����
����4������ (time step dependency) K!4!)��/P�N� �4�H���NP�
/)�K
 *��2
�����������/)�!)	�
��4�����4������ ∆t = 10 s 

 
3) 
	!-/� 
 

��	�
/
*�����������	���012�	�
���+��!
 ��*3�������+
-4 �����������	
��
�	
! FLUENT �
��� �
�!��
+��+O!������ 200 x 100, 400 x 100 ��� 800 x 100 
cells ��� ��4��4������ ∆t ���
�4��M+�� 10s, 1s ��� 0.1 s �2 H��I���
��
�!�J
�	� �+)��	��H��I���!4��
����H��I���
��
�!�J/)�K
 ��	��
�	
!�	4� �!����� 	
�
���
�4������/)�!)���
���	 ���K
 N�
�!����
�2��	��	�
+����J/)� dt = 10 s ��� dx = 0.5 cm 

 
 

4.1.2 ��	$-���*�
���& 
 

	�
/
*�����������*��2
���012�	�
���)���*,����� 1 !��� ���� ���/���
)��	��
���������
�! (
��� �
�KN�N, 2545) ��4��
)��	���012�	�
���+��!
 ����*3�������+
-4 +�� 
	��2�
+��!�������012�/���2!
+�� 8 m ��������	*!	�
H��I���!4��
���3�+H��	 	 
��L�H��I��*��2
���012�/)�!)+��!�����L�
���	.�������� (semi infinite length) �
�/)�����
�
��!� � t = 0 s !)�OJ23-!��
��!� � Ti = 10°C *!����*!�3�����
���J����012� ������K�
������/)�����/���*��� ��!)�OJ23-!�+�/)����
/)� Tc = −20°C +OJ*!�������������*,���
����2�� +�� +4�	�
���+��!
 �� kL = 0.556 W/m⋅K, +4�+��!�O+��!
 ������N�� cL = 4.226 
kJ/kg⋅K ���+4�+��!2����4� ρL = 1000 kg/m

3 *��2
��*,����������+��+4�	�
���+��!
 �� 
ks = 2.22 W/m⋅K, +4�+��!�O+��!
 ������N�� cs = 1.762 kJ/kg⋅K ���+4�+��!2����4� ρs 
= 1000 kg/m3 �
�!�J+��!
 ���v���	�
���)���*,�����	����2����L�������� L = 338 
kJ/kg ��� �OJ23-!�����	���� TF = 0°C  

 
��4��K
	���! ��
�	
! FLUENT K!4*�!�
,����������� 1 !���K
  �.������L�� ��*
 ��

����������� 2 !��� ��� 	��2�
������K��������N��!���! �2 ������������4������012�K!4
!)	�
,4���/+��!
 �� ��� ��	+��!*!!��
����012� �.�*�!�
,N���
J��012��N)��+
.��
�
)��+�� �� +��!��� 4 m �
�	��2�
������K�������/)�	.��	���+��!�������012��2 K!4!)
	�
,4���/+��!
 �� 
���*
���3�N/)� 4.10 

 
	�
����������)�K
 ��4�	
�
 (grid) �2 ��4���
�!��
�4��M !)���
�/4�	�� �
���4���!


 ��	� �������� 100 �4�� ���
	�
��������� �����4���!+��!��������� 200 ��� 400 
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�4�� 2
�� +�
��L��
�!��
+��+O!������ 200 x 100 ��� 400 x 100 cells ��� ��4��4������ 
∆t ���
�4��M+�� 10, 1 ��� 0.1 s 

 

 

3�N/)� 4.10 	�
	��2�
�012����)���*,��� 1 !��� 
 

	�
�
��*��+��!,-	� ���
�	�
��
)���/)��	��H��I���!4��
� ���H��I��
�
��
�!�J/)�K
 ��	���������
�! ����
)���/)��	�
	
��������OJ23-!�/)����� 5, 10, 15 
��� 20 hr ��� 	�
	
�������+4�+��!H�
N��
 ���+4�+��!H�
N��
!�	/)�*O
 ��	��	�)�K
 
N���
J�H����	�
�� �
�!��
+��+O!����4���������
�4��M 	�� (grid and time step 
dependency) �
�	�
���)������
	
�
 ����4��������!/)��P����K��� �
 �� 

 
1) ��	�	&��*
(�����!�"#��  
 

	�
	
��������OJ23-!� �!����� �������
�!��
+��+O!������
�4������+�/)� 
��
)���/)��	��H��I���!4��
� ���H��I���
��
�!�J��	���������
�! (
��� �
�KN�N, 
2545) ,-	�*
���3�N/)� 4.11 ��� 4.12 
���)� 
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3�N/)� 4.11 	�
��
)���/)��	�
	
�����������OJ23-!�
�2�4��H��I���!4��
�	��H�/)�K
 
��	����������!������������
 �� 400 x 100 cells ��� ∆t = 1 s 

 
3�N/)� 4.12 	�
��
)���/)��	�
	
�����������OJ23-!�
�2�4��H��I���
��
�!�J��	
��
�	
!�
�!	��H�/)�K
 ��	����������!������������
 �� 400 x 100 cells ��� ∆t = 1 s 
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���2���4�	�
	
�����������OJ23-!���	H�/)�K
 ��	��������� ^.��*
 ����	��
�	
! 
FLUENT !)+4��	� �+)��	��H��I���!4��
����H���		�
�
�!�J�
��� ��
�	
!�
�!!�	 
�
����4�������
	M H��I����	��
�	
! FLUENT ��!)+4�*-�	�4�H��I���!4��
����	� �� 
����!�������H4��K��.�!)+4��	� �+)��	��H��I���!4��
�!�	�.�� 
 

H�	�
	
�������+4�+��!H�
N��
 Tnumerical−Tanalytical ��!�	� x �!����� �������
�!��

+��+O!������
����4������+�/)� ,-	�*
���3�N/)� 4.13 �
���	�J�	�
	
����������+4�
+��!H�
N��
!)+4�!�	/)�*O
/)��
���J�	� ������!)+4��
����!���� ��������	+��!��	�4��
����OJ23-!�
�2�4���OJ23-!�/)���� ����OJ23-!�3����/���2 +��!������	�
	
����������
�OJ23-!� (temperature gradient) !)+4�*-�/)��4�������
	M ��4��
)��	���012�	�
���+��!
 ��
��*3�������+
-4 ��4�!�������!�	�.��+��!��	�4������OJ23-!�
��	�4��!)+4��
�� �.�/���2 +4�
+��!H�
N��
!�	/)�*O
!)+4��
����!����  

 
��	��	�)� �)	����2�4�2�.��/)�!)+4�+��!H�
N��
*-�+�� ����2�4�/)��* ����)���*,��� 

(phase change interface) .̂����L�����2�4�/)�� ��!)	�
+����J�
�!�J+��!
 ���v� /)��� ��
	�
���)���*,��� .̂��/���2 �	�
+4�+��!H�
N��
��	�
�
�!�J��������.��K
  ��	��	�)�2�	
N���
J�3�N/)� 4.14 N��4�+4�+��!H�
N��
������������/)�K
 ��	��
�	
! FLUENT !)+4�
�	� �+)��	��+4�+��!H�
N��
������������/)�K
 ��	��
�	
!�
�! ��4��!)+4�� ��	�4����	� �� 

 

 

3�N/)� 4.13 	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��������������	��
�	
! FLUENT �!���
�� ��������� 400 x 100 cells ��� ∆t = 1 s 



42 
 

 
3�N/)� 4.14 	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��������������	��
�	
!�
�! �!�����  

��������� 400 x 100 cells ��� ∆t = 1 s 
 

2) ��	� ��	�����,-	 ��
	����!� ��&'���$���
���0 
 

��	�
N���
J�H�����
�!��
+��+O! ∆x /)�!)�4�H���NP� �
�	�
�� �
�!��
+��+O!/)�
���
�4��M 	��+�� 200 x 100 ��� 400 x 100 cells �
��� �4������ ∆t = 1 s K
 	�
	
����
�������OJ23-!�
���*
���3�N/)� 4.15 N��4�	�
��4�	
�
/���*�����+�� 200 x 100 ��� 400 
x 100 cells �2 H���NP�/)�!)����� !�
)��	��H��I���!4��
� ��4��K
	���! �!�����4��
�!��

+��+O!�2 ����)�
�.�� K
 H���NP�/)�����)�
�.����������	��	�
 discretisation !)�
�!�J�����

�� convection term 
 �� power-law scheme �.�/���2 !)���
��+��!H�
N��
��
H����! ∆x 
2
��!) first order accuracy .̂����	3�N/)� 4.15 ���2���4��!�����4����
����
�!��
+��+O!�2 
����)�
�.�� 2
��/���2  ∆x !)���
���	�� 	�
	
�����������OJ23-!�	���!)+4��	� �+)��	��H�
�I���!4��
�!�	�.�� 
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3�N/)� 4.15 	�
	
�����������OJ23-!��!�����4�
-�
4������012���	��L� 
200 x 100 ��� 400 x 100 cells /)� t = 10 hr 

 
*��2
��	�
N���
J�H�������
�4������ ∆t /)�!)�4�H���NP� �
��� ���
����4������

�4��M 	��+�� 1, 0.5 ��� 0.1 s N��4�2�	N���
J�	�
	
�����������OJ23-!� ���������/)��� 
�4���������

��	�4����!)����� !�
)��	��H��I���!4��
�
���*
���3�N/)� 4.16 
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distance x from the outer surface (m)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

tem
pe

ra
tur

e 
(o
C)

-20

-15

-10

-5

0

5

10

exact solution
dt = 1 s
dt = 0.5 s 
dt = 0.1 s

 

3�N/)� 4.16 	�
	
�����������OJ23-!������������� 200 x 100 cells ���
���
�4������ ∆t = 1, 0.5 ��� 0.1 s /)����� 10 �����!� 

 
��4��K
	���!2�	N���
J�	�
	
����������+4�+��!H�
N��

���*
���3�N/)� 4.17 

w 4.19 ��N��4����������/)��� ���
����4������ ∆t = 0.1 s ��!)+4�+��!H�
N��
!�	/)�*O
 
� ��	�4����������/)��� ���
����4������ ∆t = 1 ��� 0.5 s ���+4�+��!H�
N��
!�	/)�*O

������������/)��� ���
����4������ ∆t = 0.1s ����-4������2�4�����* ���4�*,���N�
) 
���J�/)�+4�+��!H�
N��
!�	/)�*O
������������/)��� ���
����4������ ∆t = 1 ��� 0.5 s 
��K!4��-4/)��* ���4�*,��� ���2���4� ����2�4����+4�+��!H�
N��
!�	/)�*O
���	�
���������
/)��� ���
����4������ ∆t = 0.1s !)����2�4�/)���4��� .̂����	�
������������K��
��O	���� 
�
�� 2�	*�!�
,/
������2�4����+4�+��!H�
N��
!�	/)�*O
 �4�!/���2 ��L�H�
)�4�	�
����� 

������ ��	�
����	�� ���
����4������+�
����	�2 !)���
� ��	�4� ∆t = 0.1s 



45 
 

 
3�N/)� 4.17 	�
��
)���/)��	�
	
����������+��!+��
�+�����������������/)��� ���

����4������ ∆t = 1 s ���!)	�
��4�
-�
4����L� 200 x 100 cells �!����* �����+���* ���4�*,��� 

 
3�N/)� 4.18 	�
��
)���/)��	�
	
����������+��!+��
�+�����������������/)��� ���

����4������ ∆t = 0.5 s ���!)	�
��4�
-�
4����L� 200 x 100 cells �!����* �����+���* ���4�

*,��� 
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3�N/)� 4.19 	�
��
)���/)��	�
	
����������+��!+��
�+�����������������/)��� ���

����4������ ∆t = 0.1 s ���!)	�
��4�
-�
4����L� 200 x 100 cells �!����* �����+���* ���4�

*,��� 
 
3) 
	!-/� 
 

��		�
/
*�����������	��H��I���!4��
� ���H��I���
��
�!�J/)�K
 ��	
���������
�! (
��� �
�KN�N, 2545) �
�	�
��4��
�!��
+��+O!������ 200 x 100 ��� 
400 x 100 cells ��� ��4��4������ ∆t ���
�4��M+�� 10, 1 ��� 0.1 s N��4�+4�+��!
H�
N��
!�	/)�*O
���	�
/)��
���J�	� �������
���J�* ���4�*,��� ������������/)�
�2!��*!+�
��4����
��� cells ��4��������L� 200 cells 2
�� dx = 2 cm ������
���
�4������ ∆t +�
� ��	�4� 0.1 s �N
��!)����� !/)���/���2 /
������2�4����+4�+��!H�
N��

!�	/)�*O
K
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4.2 ��	
	��
���������
����������������	�� 2 � 
  ����!�"#�� ���$�

����� 
 
4.2.1 ��	�������	���%�
#��&'(���	�� 
 

	�
/
*�����������*��2
���012�	�
���+��!
 ����*3�������+
-4 2 !��� ��/����
���/���
)��	�����������
�! (
��� �
�KN�N, 2545) ��������	*!	�
H��I���!4��
�
*��2
���012��)� ��L�H��I��*��2
���012�/)�!)N���/)����
�214 (semi-infinite region) ��/)��)��.�
	��2�
+��!�������012�/���2!
 8 x 8 m �2 /)������
��!� � t = 0 s !)�OJ23-!��
��!� � Ti = 
10°C *!����*!�3�����
���J����012� ������K�������/)����/���*)�
 ��!)�OJ23-!�+�/)����
/)� 
Tc = 0°C �����	+��!*!!��
����012��.�*�!�
,N���
J��012��N)��2�.����*)� 
��3�N/)� 
4.20 �
�	��2�
������K�������/)�	.��	���+��!�������012��2 K!4!)	�
,4���/+��!
 ��  

 
+OJ*!����������� +�� +4�	�
���+��!
 �� k = 0.556 W/m⋅K +4�+��!�O+��!
 ��

����N�� cp = 4.226 kJ/kg⋅K ���+4�+��!2����4� ρ = 1000 kg/m
3 �
� 	�
����������)�K
 

��4�	
�
 (grid) �2 ��4���
�!��
�4��M�/4�	�����
 200 x 200 ��� 400 x 400 cells 
 
	�
�
��*��+��!,-	� ���
�	�
��
)���/)��	��H��I���!4��
� �
�����
)���/)��

	�
	
��������OJ23-!���!����2�4� x = y /)����� 0.5, 1 ��� 1.5 �����!� ��� 	�
	
����
���+4�+��!H�
N��
��!����2�4� x = y ��	��	�)�K
 N���
J�H����	�
�� �
�!��
+��+O!
����4���������
�4��M 	�� (grid and time step dependency) 	�
�� �������
�!��
+��+O!
�4��M+�� 200 x 200 ��� 400 x 400 cells ��� �4������ ∆t ���
�4��M+�� 10 s, 1 s ��� 0.1 
s  
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3�N/)� 4.20 	�
	��2�
�012����+��!
 ����*3�������+
-4 2 !��� 
 

	�
	
��������OJ23-!� �!����� �������
�!��
+��+O!������
�4������+�/)� K
 ,-	
�*
���3�N/)� 4.21 
���)� 

 
3�N/)� 4.21 	�
��
)���/)��	�
	
�����������OJ23-!�
�2�4��H��I���!4��
�	��H�

/)�K
 ��	����������!������������
 �� 400 x 400 cells ��� ∆t = 1 s 
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���2���4�	�
	
�����������OJ23-!���	H�/)�K
 ��	��������� ^.��*
 ����	��
�	
! 
FLUENT !)+4��	� �+)��	��H��I���!4��
� ���H���		�
�
�!�J�
��� ��
�	
!�
�!!�	 
 

H�	�
	
�������+4�+��!H�
N��
 (Tnumerical−Tanalytical) ��!�	� x �!����� ������
�
�!��
+��+O!������
����4������+�/)� ,-	�*
���3�N/)� 4.22 �
���	�J�	�
	
����
������+4�+��!H�
N��
!)��	�J�+�� !)+4�!�	/)�*O
/)��
���J�	� ������!)+4��
����!����
��4��
)��	��	
J)�012� 1 !��� ��������	+��!��	�4������OJ23-!�
�2�4���OJ23-!�/)�������
�OJ23-!�3����/���2 +��!������	�
	
�����������OJ23-!� (temperature gradient) !)+4�*-�
/)��4�������
	M ��4�!�������!�	�.��+��!��	�4������OJ23-!�
��	�4��!)+4��
�� �.�/���2 +4�
+��!H�
N��
!�	/)�*O
 max (Tnumerical − Tanalytical) !)+4��
����!���� 
���*
���3�N/)� 4.23 

 
3�N/)� 4.22 	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��������������	��
�	
! FLUENT �!���

�� ��������� 400 x 400 cells ��� ∆t = 1 s 
 

��	�
N���
J�H�����
�!��
+��+O!/)�!)�4�H���NP� �
�	�
�� �
�!��
+��+O!/)����

�4��M	��+�� 200 x 200 ��� 400 x 400 cells �
��� �4������ ∆t = 1 s �
�	�
	
����������
�OJ23-!���,-	�*
���3�N/)� 4.24 N��4�	�
��4�	
�
/���*����� +�� 200 x 200 ��� 400 x 
400 cells �2 H���NP�/)�!)����� !�
)��	��H��I���!4��
� ��4��K
	���! �!�����4��
�!��

+��+O!�2 ����)�
�.����/���2 K
 H���NP�/)��!4�����.����/������
)��	��	
J)�012� 1 !��� 
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3�N/)� 4.23 	�
��
)���/)��	�
	
�������+4�+��!H�
N��
*-�*O
��������������	
��
�	
! FLUENT /)������4��M 

 

 
3�N/)� 4.24 	�
	
�����������OJ23-!��!�����4�
-�
4������012���	��L� 

200 x 200 ��� 400 x 400 cells /)� ∆t = 1 s /)� t = 1 hr 
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*��2
��	�
N���
J�H�������
�4������ ∆t /)�!)�4�H���NP� �
���4����
����4������

�4��M	��+�� 10, 1 ��� 0.1 s 	�
	
��������OJ23-!���,-	�*
�K� ��3�N/)� 4.25 N��4�	�

	
�����������OJ23-!����H���NP���	���������/)�!)	�
��4��4������/��� 3 ��� !)����� !
�
)��	��H��I���!4��
� ��4��K
	���! ��		�
	
�������+4�+��!H�
N��
��,-	�*
�K� ��
3�N/)� 4.26 N��4�+4�+��!H�
N��
������������/)�!)	�
��4����
����4������ ∆t = 10 s 
��!)+4�!�		�4����������/)�!)	�
��4����
����4������� ��	�4� ∆t = 1 s 2
�����	�4��K
 �4�
���������K!4K
 
����/P�N���	���
����4�������!�����4����
����4������ ∆t < 1 s 

 
3�N/)� 4.25 	�
	
�����������OJ23-!��!�����4����
����4��������	��L� 10, 1 ��� 0.1 s 

/)� t = 1 h 
 

��	�
/
*�����������	���012�	�
���+��!
 ��*3�������+
-4 �����������	
��
�	
! FLUENT �2 H��I���
��
�!�J�	� �+)��	��H��I���!4��
� �!����� 	
�
���
�4������/)�!)���
���	 ���K
 N�
�!����
�2��	��	�
+����J/)� dt = 1 s ��� dx = 20 mm 
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3�N/)� 4.26 	�
	
�������+4�+��!H�
N��
�!�����4����
����4������ ∆t = 10, 1 

��� 0.1 s /)� t = 1 hr 
 

4.2.2 -12"���	$-���*�
���&%� 2 � 
  
 

	�
/
*�����������*��2
���012�	�
���)���*,����� 2 !��� ��/�������/��
�
)��	�����������
�! (
��� �
�KN�N, 2545) ��������	*!	�
H��I���!4��
�*��2
���012�
�)� ��L�H��I��*��2
���012�/)�!)N���/)����
�214 (semi-infinite region) �.�	��2�
+��!���
����012�/���2!
 8 x 8 m �2 /)������
��!� � t = 0 s !)�OJ23-!��
��!� � Ti = 10°C *!����*!�
3�����
���J����012� ������K�������/)����/���*)�
 ��!)�OJ23-!�+�/)����
/)� Tc = −20°C 
��� �����	+��!*!!��
����012��.�*�!�
,N���
J��012��N)��2�.����*)� 
��3�N/)� 4.27 
�
�	��2�
������K�������/)�	.��	���+��!�������012��2 K!4!)	�
,4���/+��!
 �� 

 
+OJ*!�������������*,�������2�� +�� +4�	�
���+��!
 �� kL = 0.556 W/m⋅K +4�

+��!�O+��!
 ������N�� cL = 4.226 kJ/kg⋅K ���+4�+��!2����4� ρL = 1000 kg/m
3 *��2
��

*,����������+��+4�	�
���+��!
 �� ks = 2.22 W/m⋅K +4�+��!�O+��!
 ������N�� cs = 
1.762 kJ/kg⋅K ���+4�+��!2����4� ρs = 1000 kg/m

3 �
�!�J+��!
 ���v���	�
���)���
*,�����	����2����L�������� L = 338 kJ/kg ��� �OJ23-!�����	���� TF = 0°C �
� 	�

����������)�K
 ��4�	
�
 (grid) �2 ��4���
�!��
�4��M�/4�	�����
 200 x 200 ��� 400 x 
400 cells 
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	�
	
��������OJ23-!���!����2�4� x = y ��2��� � 4.2.2.1 ��,-	���+
��2�/)����� 5, 
10 ��� 15 �����!� 	�
	
�������+4�+��!H�
N��
 ���+4�+��!H�
N��
/)�!�	/)�*O
��,-	
���+
��2���2��� � 4.2.2.2 *4��	�
N���
J�H����	�
�� �
�!��
+��+O!����4���������

�4��M	�� (grid and time step dependency) 
 ��	�
�� �
�!��
+��+O!�4��M	�� +�� 200 x 
200 ��� 400 x 400 cells ��� �4������ ∆t ���
�4��M+�� 1 ��� 0.5 s ��,-	�*
�K� ��2��� � 
4.2.2.3 

  
3�N/)� 4.27 	�
	��2�
�012����)���*,��� 2 !��� 

 
4.2.2.1 	�
	
�����������OJ23-!� 
 

	�
	
��������OJ23-!���!����2�4� x = y �!����� �������
�!��
+��+O!������

�4������+�/)� K
 ,-	�*
���3�N/)� 4.28 ��� 4.29 N��4�	�
	
�����������OJ23-!���	
H���NP�/)�K
 ��	���������!)+4��	� �+)��	��H���NP�/)�K
 ��	H��I���!4��
����H��I��
�
��
�!�J��	��
�	
!�
�!!�	 .̂��2�	N���
J��
�����)�
��N��4��I��/)�K
 ��	
��
�	
! FLUENT ��!)+4��	� �+)��	��H��I���!4��
�!�		�4�H��I���
��
�!�J/)�K
 ��	
��
�	
!�
�! 

 
��	��	���� �!���N���
J�	�
	
�����������OJ23-!���!����2�4� x = y N��4�	�


	
�����������OJ23-!�!)��	�J��
4�+�� +��!������	�
	
�����������OJ23-!����
���J/)�
��L���������
���J/)���L�������������	�4��	��!�	 �
����2��+��!��	�4���)���4����
���
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�
���J�* ���4�*,��� +��!������	�
	
�����������OJ23-!����
���J/)���L��������� ��!)+4�
!�		�4�+��!������	�
	
�����������OJ23-!����
���J/)���L����� ��������	+4�+��!�O+��!

 �������������� ��	�4����� ���+4�	�
���+��!
 �������������!�		�4����� 
 
4.2.2.2 	�
	
����������+4�+��!H�
N��
 
 

H�	�
	
�������+4�+��!H�
N��
 (Tnumerical-Tanalytical) ��!����2�4� x = y �!����� 
�������
�!��
+��+O!������
����4������+�/)� ,-	�*
���3�N/)� 4.30 N��4�����2�4�/)�!)
+4�+��!H�
N��
*-�+�� ����2�4�/)��* ����)���*,��� (phase change interface) .̂����L�
����2�4�/)�� ��!)	�
+����J+��!
 ���v� .̂��/���2 �	�
�012���	�
�
�!�J�������K
  
��������	+��!
 ���v���	�
���)���*,�����	������L���������!)+4�*-�!�	+�� 338 kJ/kg �!���
�/)��	��+��!�O+��!
 ������N���������2
���������� .̂��!)+4� 4.226 kJ/kg⋅K ��� 1.762 
kJ/kg⋅K ��!���
�� 

 

 
3�N/)� 4.28 	�
��
)���/)��	�
	
�����������OJ23-!���!����2�4� x = y 
�2�4��H��I��

�!4��
�	��H�/)�K
 ��	���������!������������
 �� 400 x 400 cells ��� ∆t = 1 s 
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3�N/)� 4.29 	�
��
)���/)��	�
	
�����������OJ23-!���!����2�4� x = y 
�2�4��H�

�I���
��
�!�J��	��
�	
!�
�!	��H�/)�K
 ��	����������!������������
 �� 400 x 400 
cells ��� ∆t =1 s 

 

 
3�N/)� 4.30 	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��!����2�4� x = y  ������������

��	��
�	
! Fluent �!����� ��������� 400 x 400 cells ��� ∆t = 1 s 
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4.2.2.3 	�
N���
J�H�����
�!��
+��+O!����4������ 
 

��	�
N���
J�H�����
�!��
+��+O!/)�!)�4�H���NP� �
�	�
�� �
�!��
+��+O!/)����

�4��M 	��+�� 200 x 200 ��� 400 x 400 cells �
��� �4������ ∆t = 1 s �
�	�
	
�������
����OJ23-!���!����2�4� x = y ��,-	�*
���3�N/)� 4.31 N��4�	�
��4�	
�
/���*�����+�� 
200 x 200 cells ��� 400 x 400 cells �2 H���NP�/)�!)����� !�
)��	��H��I���!4��
� ���!)
+��!��	�4��	���N)�����	� �� ��������		�
��4�	
�
/���*�������-4���4��/)������������L�
��*
���	��/P�N�������
���	
�
 

 
3�N/)� 4.31 	�
	
�����������OJ23-!���!����2�4� x = y �!�����4�
-�
4������012���	��L� 

200 x 200 ��� 400 x 400 cells /)� t = 10 hr 
 

*��2
��	�
N���
J�H�������
�4������ ∆t /)�!)�4�H���NP� �
��� ���
����4������
�4��M	��+�� 0.5 ��� 1 s �
��� ��������� 400 x 400 cells ��		�
N���
J�	�
	
�������
�OJ23-!���!����2�4� x = y 
���*
���3�N/)� 4.32 N��4����������/)�!)	�
��4����
���
�4������/���*����� �2 H���NP�/)�!)����� !�
)��	��H��I���!4��
� ����K�	�4����� �!���
N���
J�	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��!����2�4� x = y 
���*
���3�N/)� 4.33 
N��4����������/)�!)	�
��4��4������/���*������2 H���NP�/)�!)	�
	
�������+4�+��!
H�
N��
��!����2�4� x = y /)�!)����� !�
)��	�����!)+4��	� �+)��	��!�	 2
�����	�4��K
 �4�
���������K!4K
 
��H���	��/P�N�������
����4�������!�����4����
����4������ ∆t < 1 s 



57 
 

 
3�N/)� 4.32 	�
	
�����������OJ23-!���!����2�4� x = y ������������ 400 x 400 cells 

���
����4������ ∆t = 1 ��� 0.5 /)����� 10 hr 

 
3�N/)� 4.33 	�
	
����������+4�+��!H�
N��
��!����2�4� x = y ������������ 400 x 

400 cells ���
����4������ ∆t = 1 ��� 0.5 /)����� 10 hr 
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4.2.3.4 *
O�H� 
 

��		�
/
*�����������	��H��I���!4��
� ���H��I���
��
�!�J/)�K
 ��	
���������
�! (
��� �
�KN�N, 2545) �
�	�
��4��
�!��
+��+O!������ 200 x 200 ��� 
400 x 400 cells ��� ��4��4������ ∆t ���
�4��M+�� 1 ��� 0.5 s N��4�+4�+��!H�
N��

!�	/)�*O
���	�
/)��
���J�	� �������
���J�* ���4�*,��� ������������/)��2!��*!+�

��4����
��� cells ��4��������L� 200 x 200 cells 2
�� dx = 20 mm ������
����4������ 
∆t +�
� ��	�4� 1 s 
 
 
4.3 -12"���	$-���*�
���&%� 3 � 
  ����!�"#�� ���$�
����� 

 
*��2
���012�	�
���)���*,����� 3 !��� ��L��������� .̂������H���	�012� 1 !��� ��� 

2 !��� �.�K!4!)H��!4��
����H��I���
��
�!�J��	���������
�!!��)���
+��!,-	� �� 
 
�
���	��2�
�2 �012�!)
-�/
�*)��2�)��! 	� �� 2 m ��� 2 m ���*-� 1 m ������K�

������	��2�
�2 /O	
 ���	�� � 
 �������
-�/
�*)��2�)��! !)�OJ23-!�+�/)����
/)� Tc = 
−20°C *4��
 �������
-�/
�*)��2�)��! !)�OJ23-!�+�/)����
/)� Tc = 0°C ��!��	�J�	�
H���
��������^�� ��	+��!*!!��
����012��.�*�!�
,N���
J��012��N)��2�.����*)� �
�	��2�

������K�������/)�	.��	���
 ��	� �����
 ���������012��2 K!4!)	�
,4���/+��!
 �� (3�N/)� 
4.34) ���	��2�
�2 /)������
��!� � t = 0 s !)�OJ23-!��
��!� � Ti = 10°C *!����*!�3�����
���J
����012� +OJ*!�������*�
���� �� +4��
)��	��	���012�	�
���)���*,����� 1 !��� �
� 	�

����������)�K
 ��4�	
�
 (grid) �2 ��4���
�!��
�4��M�/4�	�� ���
 50 x 50 x 50 ��� 100 x 
100 x 100 cells 
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3�N/)� 4.34 	�
	��2�
�012����)���*,��� 3 !��� 
 

�!���N���
J�	�
	
��������OJ23-!���!����2�4� x = y = z /)����� 1, 3 ��� 5 �����!� 
(3�N/)� 4.35) ���2���4�	�
	
�����������OJ23-!�!)��	�J��
)��	�� 	�
	
��������OJ23-!�
��	�012�	�
���)���*,��� 2 !��� +�� +��!������	�
	
�����������OJ23-!����
���J/)�
��L���������
���J/)���L�������������	�4��	��!�	 �
����2��+��!��	�4���)���4����
���
�
���J�* ���4�*,��� +��!������	�
	
�����������OJ23-!����
���J/)���L��������� ��!)+4�
!�		�4�+��!������	�
	
�����������OJ23-!����
���J/)���L����� ��������	+4�+��!�O+��!

 �������������� ��	�4����� ���+4�	�
���+��!
 �������������!�		�4����� ���2�	
��
)���/)��	
J) 2 !��� 	�� 3 !��� ��N��4�+��!��	�4��
�2�4��+��!������	�
	
�������
����OJ23-!����
���J/)�!)*,�����L���������������2�����	
J) 3 !��� ��!�		�4�	
J) 2 
!��� ��������		
J) 3 !��� !)N���H����	�
,4���/+��!
 ���N��!�.����	*��H����L�*�!H�� 

 
��	�
N���
J�H�����
�!��
+��+O! �
�	�
��4��
�!��
+��+O!���
�4��	��+�� 50 

x 50 x 50 ��� 100 x 100 x 100 cells N��4����������/���*���2 H�/)��	� �+)��	��!�	 
��
�*
���3�N/)� 4.36 �.����	�4��K
 �4� ���������!)+��!��L���*
���	���
���	�
��4�
�
�!��
+��+O!/)� dx = 1 cm ��4��K
	���!+4�
��	�4����L��N)���O
/)���-4���
���J/)�!)+��!��L�
��*
���	���
���	�
��4��
�!��
+��+O!�/4����� !�K
 ��L�+4��
	/)�/���2 �	�
+��!��L���*
�
��	���
���	�
��4��
�!��
+��+O! 
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3�N/)� 4.35 	�
	
��������OJ23-!�/)�K
 ��	����������!������������
 ��  

100 x 100 x 100 cells ��� ∆t = 5 s 

  
3�N/)� 4.36 	�
	
��������OJ23-!�/)�K
 ��	����������!������������
 �� 50x 50 x 50 

��� 100 x 100 x 100 cells ��� ∆t = 5 s /)����� 3 hr 
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*��2
��	�
N���
J�H�������
�4������ ∆t /)�!)�4�H���NP� �
��� ���
����4������
�4��	��+�� 5 ��� 1 s �
��� ��������� 100 x 100 x 100 cells N��4����������/���*���2 
H���NP�/)�!)+4��	� �+)��	�� 
���*
���3�N/)� 4.37 �.����	�4��K
 �4������������L���*
���	
���
�4�����/)� dt = 5 s 

  
3�N/)� 4.37 	�
	
��������OJ23-!�/)�K
 ��	����������!������������
 �� 

 100 x 100 x 100 cells ��� ∆t = 5 ��� 1 s /)����� 3 hr 
 


������ ���*
O�K
 �4� 	�
����������� 3 !��� .̂����L�	�
����H�!���		�
�������� 1 
��� 2 !��� K
 N�
�!����
�2��	��	�
+����J+�� dt = 5 s /)����
	
�
 dx = 1 cm �
�
N�
�!����
�
��	�4����-4�4��/)�!)+��!��L���*
���	��/P�N����	�
��4����
����4������ ���
	�
��4����
����
�!��
+��+O! ��4!���4+4��
	/)�/���2 ���������!)+��!��L���*
���	
��/P�N����	�
��4����
����4������ ���	�
��4����
����
�!��
+��+O! 
 
 
4.4 -12"���	$-���*�
���&%� 1 � 
  ����!�"#�� ���$�
�������� 

 
	�
���������	�
��������������������2��� � 4.1, 4.2 ��� 4.3 ��L�	�
���������

�012�	�
���)���*,���/)��OJ23-!�+�/)� .̂������L��
�� 	�
+��+O!�OJ23-!��������2 !)+4�+�/)�
/��K
 ��	 
������ ��2��� ��)��.�K
 N���
J��012�	�
���)���*,����� 1 !���/)�!)�OJ23-!�
������K!4+�/)� �
��OJ23-!�
��	�4�� +���OJ23-!������	���/)��	��K
 ��	�
����H�������������
���2��
*!O/
*�+
 (3�N/)� 4.38)  
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3�N/)� 4.38 �OJ23-!������	����I�)��
�������!�  


�2�4�����/)� 1-4 �O��+! 2004 (Sukkuea and Maneeratana, 2007) 
 

	��2�
+��!�������012�/���2!
�/4�	�� 270 mm �/4�	��+��!���
 ��	� �����^��
�����������
����
��	�4�� �
��2 /)������
��!� � t = 0 s !)�OJ23-!��
��!� � Ti = 40°C *!����*!�
3�����
���J����012� ������K�������/)�����/���*��� ��!)�OJ23-!�K!4+�/)��/4�	���OJ23-!�
�����	�����3�N/)� 4.38 +OJ*!�������*�
���� �� +4��
)��	��	���012�	�
���)���*,����� 1 
!��� 

��4��K
	���! ��
�	
! FLUENT K!4*�!�
,����������� 1 !���K
  �.������L�� ��*
 ��
����������� 2 !��� ��� 	��2�
������K��������N��!���! �2 ������������4������012�K!4
!)	�
,4���/+��!
 �� ��� ��	+��!*!!��
����012� �.�*�!�
,N���
J��012��N)��+
.��
�
)��+�� �� +��!��� 135 mm �
�	��2�
������K�������/)�	.��	���+��!�������012��2 K!4
!)	�
,4���/+��!
 �� 
���*
���3�N/)� 4.39 

 

 
 

 
3�N/)� 4.39 
-�
4���012�	�
���)���*,����� 1 !��� /)��OJ23-!�������K!4+�/)�  
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	�
����������)�K
 ��4�	
�
 (grid) �2 ��4���
�!��
�4��M !)���
�/4�	�� �
���4���!


 ��	� �������� 10 �4�� �����4���!+��!��������� 50 �4�� 2
�� +�
��L��
�!��
+��+O!
������ 10 x 50 cells ��� ��4��4������ ∆t = 1 s 

 
 

 
3�N/)� 4.40 	�
	
��������OJ23-!����+��!��	�4������OJ23-!� 

��	��
�	
! FLUENT 	�����������
�! (Sukkuea and Maneeratana, 2007) 
 

��		�
��������� K
 	�
	
�����������OJ23-!���!����	� x /)����� t = 1, 10, 20, 
40 ��� 80 �����!� 
���*
���3�N/)� 4.39 ���2��K
 �4��OJ23-!�����������
���
����M ����!���
N���
J�	�
	
�����������OJ23-!�/)�K
 	�����������
�! (Sukkuea and Maneeratana, 2007) 
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N��4� +��!��	�4�����	�
	
�����������OJ23-!�!)+4�!�	/)��
���J�	� ���/)������
��!� � 
��������	!)+��!������	�
	
�����������OJ23-!�*-� ���+4�+��!��	�4����� �����!�������
H4��K� 

 
 

 
3�N/)� 4.41 +��!2������������� 	�
*-1�*)�N������ ���+4�+��!��	�4��  

�2�4�� FLUENT 	�� 	�����������
�! (Sukkuea and Maneeratana, 2007) 

 
�!���	��2�
�2 N������3�����4�2�4���
�!��
 u �����4�� cell !)+4��/4�	��+��!
 ��

*�!H�* ���+��!
 ���v�
��*!	�
  
 

ref

T

ref p
T

H h c dT H= + + ∆∫  (4.1) 



65 
 

��*�!�
,2�+4����N������3�����/����/���y ��K
 N������3����
�! U ����4��
�4������ �
� 
 

i i
U u v= ∑  (4.2) 

�!��� u +��N������3�����4�2�4���
�!��
 ��� v +���
�!��
�����4���
�!��
+��+O! i /��
�2 *�!�
,2�+4�	�
*-1�*)�N�������������K
 ��		�
�
�����N������3����
�! U 
 

	�
*-1�*)�N������ ���+4�+��!��	�4�����	�
*-1�*)�N������/)�K
 ��	��
�	
! 
FLUENT 	�����������
�! ,-	�*
���3�N/)� 4.40 ���2��K
 �4�	�
*-1�*)�N������/)�K
 ��	
��
�	
! FLUENT !)+4��	� �+)��	�����������
�!!�	 �
�!)+��!��	�4��� ��	�4� 1.2 MJ 
������2��K
 �4����
�	�
*-1�*)�N��������!)+4�!�	���4���
	����
���!�������H4��K� 
��������	+��!������	�
	
�����������OJ23-!�!)+4�!�	���4���
	���+4��M �
���!�������
H4��K� �!���N���
J�+��!2������������� (3�N/)� 4.40) N��4�+��!2�������������!)+4�
�2!���	��H�/)�K
 ��	���������
�! 
 
 
4.5 -12"���	$-���*�
���&%� 2 � 
  ����!�"#�� ���$�
�������� 

 
*��2
���012�	�
���)���*,����� 2 !��� /)��OJ23-!�������K!4+�/)� ��L�	�
����H�

��	����������	
J) 1 !��� �.�K!4!)H���	���������
�!!���
)���/)�� �
�H- ���������
)���/)��
H�/)�K
 	��	
J) 1 !����/� 

 
	��2�

-�
4���012����
 270 mm x 270 mm ���!)
 ���.	 1 m �
��2 /)������
��!� � 

t = 0 s !)�OJ23-!��
��!� � Ti = 40°C �� �OJ23-!������	�����!3�N/)� 4.38 ��L��OJ23-!�������
��4��
)��	��	
J)Z.	�� 1 !���  +OJ*!�������*�
���� �� +4��
)��	��	���012�	�
���)���*,���
�� 1 !��� �����	+��!*!!��
����012��.�*�!�
,N���
J��012��N)��2�.����*)� 3�N/)� 
4.41 �
�	��2�
������K�������/)�	.��	���+��!�������012��2 K!4!)	�
,4���/+��!
 �� 
�
�K
 ��4��
�!���	��L� 50 x 50 cells ����� ���
����4������ ∆t = 1 s 

  



66 
 

 
 

 
3�N/)� 4.42 
-�
4���012�	�
���)���*,����� 2 !��� /)��OJ23-!�������K!4+�/)�  
 
��		�
��������� K
 	�
	
�����������OJ23-!���!����	� x = y 
���*
���3�N/)� 

4.42 N��4�	�
	�
	
�����������OJ23-!� !)��	�J��	� �+)��	��	
J)Z.	�� 1 !���  �N)����4
�OJ23-!����
���
��	�4� ��������	��	
J)Z.	�� 2 !��� !)	�
,4���/+��!
 ��  ��	��	������
�
�!�*��
 �� ���J�/)����012� 1 !��� !)	�
,4���/+��!
 ���N)��
 ���
)��  

  
3�N/)� 4.43 	�
	
�����������OJ23-!���!����	� x = y  

 
�!���N���
J�+��!2������������� (3�N/)� 4.43) N��4�	�
����������������	
J)Z.	�� 

2 !������� �
��	�4�	
J)Z.	�� 1 !���!�	 	�4��+����	
J)Z.	�� 2 !��� �������������/����
�!��!���
����H4��K� 38 �����!� ���J�/)���	
J)Z.	�� 1 !��� �������������/����
�!��!�������H4��K� 76 
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�����!� .̂��*�
+� ��	��	�
*-1�*)�N������ (3�N/)� 4.43) +��	�
*-1�*)�N��������	
J)Z.	�� 
2 !��� ��!�		�4�	
J) 1 !��� ��	
�/����!����OJ23-!�3�����
�!�!)+4��	� �+)��	���OJ23-!�

������ 	�
*-1�*)�N���������/���*��	
J)Z.	���.�!)+4��	� �+)��	�� 
 

  
3�N/)� 4.44 +��!2������������� ���	�
*-1�*)�N������  
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4.6 
	!- 
 

��	�
Z.	���������	�
�� ��
�	
!����N�J���� (��
�	
! FLUENT) �N������������
	�
	4���������������/)�K!4!)	�
N�+��!
 �� ���������K
 ,-	�
��*��+��!,-	� ��	���012� 
1 !��� ��� 2 !���/)��OJ23-!�������+�/)� 
 ��H��I���!4��
� ���H��I���
��
�!�J/)�K
 
��	���������
�! (
��� �
�KN�N, 2545) ��	�����.�����H��� 3 !��� ��	�
������ 3 !��� K
 
Z.	��2�N�
�!����
�2��	�������������
	
�
/)��2!��*! �
�N��4����������!)+��!
H�
N��
*-�*O
/)��* ����)���*,��� ��4+��!H�
N��
���I�)���
���������4�!� 	
J)Z.	��/)�
�OJ23-!�������K!4+�/)� (Sukkuea and Maneeratana, 2007)K
 H�!)+4��!4����N�/)����� 
Z.	���N��!���!K
  



����� 5 
 

��	
��	�
��
	��������������������������� 
���	������ ��!��"#�$���% 

 
 

����������	
���
������������������������� ����
��� 
��!!����	"��
#	
�����$%�&' 

�()*����$)
 � +�����, 	
������-#����
��)
����)
�
#	
������	"� �����.���
��%���
��#�/
!-#��0(���
�	
��!!��� 
� 1
��
����������.���
����, $%�&1�����!!��� 
�$%�&1����
������� FLUENT ����#�/
!�
!, �8 �����#��-��+'�	
����#��
���
1%� 
 
5.1 (%���������)%��������*�����+*����	�����
,�	�
����	�� 
 

Seeniraj and Sankara Hari (2008) &1�������HI'�����	"��
#��/*�#+�
�#-�()	
�
	
��' #
J)�$%�&' 
�()*����$)
� �$%�0(�$��-#����"�1�#������-#����
� (*��$%� 5.1) � +
���'�1�HI'��1��'�	
�&' 
J)�&' �	��/()$)
� �$%��%�
��%*���� 0r  $%��+�+ z = 0 m 1�#�

J�'*(��/�����/�
 

in
T  P����%-)�����#)�
J�'*(�����
��	"� 

f
T  	
�	
��' #�
��Q 	
��' #�+0(�

$��-#����"�1�#�/��$��-#����"�$%�&' 
�()*���
�$)
P����%
J�'*(�� 
f

T T
∞

<  � +�%/
���+/�$R�S
�����-#����
��$)��
! h

∞  
��� ����.������	"�$���'�����$%������&' 	
����� 1 ��' �
��%��

#�� ��
��% rf  
 

 
 

*��$%� 5.1 �(��)���HI'�����	"��
#	
�	
��' #$%�&' *����$)
  
(Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 

 
�HI'��+0(�����������(�	
��
#���&������ �1��+�%/����-�
!- J� 2 /���� -�




70 

 

/����
�J�
���� 
�������������-#!-J�	
�	
��' #$%�&' 
�() � +/����
�J�
���� 
����$%�
!���#��/���� %���/0��+ (phase change interface) � +�%/��J��]��/��-
I-�
 
 

1. �'��HI'��% 
���+��.� quasi-steady state -�

J�'*(��	
������%����� %����� ���
�
�������# � � +�%�����+����
#/�����/�
*�����������-#!-J� 1
��
�����/����0
�������
J�'*(������*�����������-#!-J���.��!!�8 %���!!��
� (bulk mean 
temperature, Tb) &1� 

2. ���'�1�'�

������&' 	
�	
��' #�	��/()�1����%-)�-�$%� $���'�-#����"#	��	�� (inlet 
velocity, uin) �%-)�-�$%� � +���'�1�'��%-#��/
��
�R��
!-#����"#�8 %��$%�����'�)� z 
�)��Q (local mean velocity, uz) ����f���
�J�
����# �1� 

 
20( )z

in f

ru

u r
=  (5.1) 

3. ���'�1�'����&' ��$)
��.����&' �!!��!��%�! (laminar flow) $%��%
J�'*(��
	
!�	�-�$%� ����
����	
��' #�+&' ,)���)
�$%��%	
!��.��/���!)�/0��+ P����%

J�'*(��-�$%��$)��
!
J�'*(�����
��	"� 1
��
��-)��
#� 	 Nusselt 	
����&' �+�%
-)�-�$%��$)��
! 3.66 � +/��'�
!���&' �!!�Hj��k#�-)��
#� 	 Nusselt �+�%-)�	���
�()
�
!-#��'��	
��
�������	"� 1
�/���� 

 
0.83 0.5

0.83

1
0.0155Re Pr ( )

f

Nu
R

=  (5.2) 

�1� Re -�
�
#� 	 Reynold, Pr -�
�
#� 	 Prandtl � + 
f

R  -�
�+�+$��&�����������#
�
��%�������� ��$)
&��
��/���!)�/0��+P���0(�������1� 

 

0

f

f

r
R

r
=  (5.3) 

 
/����
�J�
���� 
�������������-#!-J�	
�	
��' #$%�&' 
�()�+!J#)� ��� 1 �	
�

� 
����	
�	
��' #�����#���&' �+�$)��
!� 
����$%�0(�0)���$-#����
�1�#������
-#����
�&��
��
��	
������	"�$%����!��	�������
�Q 1
�/���� 
 Pe( ) 2Nu 0b

b
Z

θ
θ

∂
+ =

∂
 (5.4) 

�1� Pe  -�
-)��
#� 	 Peclect, Nu  -�
-)��
#� 	 Nusselt, 
b

θ  -�

J�'*(���8 %���!! bulk &��
���� � + Z  -�
�+�+$�������#���&������ P����
#���&�����1
�� )�#0(�������1� 
 

0 02 2
Pe RePr ( )( )z zL

L L L

u r u rν

ν α α
= = =  (5.5) 

�1� 
z

u  -�
-#����"#�8 %��$%�����'�)� z �)��Q, 0r  -�
�
��%*����	
�$)
, L
ν  -�
-)� dynamic 

viscosity 	
�	
��' # � + 
L

α  -�
 thermal diffusivity 	
�	
��' # 
� + 
 

b f

b

in f

T T

T T
θ

−
=

−
 (5.6) 
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� + 
 

0

z
Z

r
=  (5.7) 

 
/����
�J�
���� 
����$%�!���#��/���� %���/0��+�+!J#)� , �#�	
����� 1� )
�

-#����
�����
��������� %���/0��+ � +o 
�P�-#����
� (heat flux) ���	
��' # �%-)�
�$)��
!o 
�P�-#����
�$%�0(�0)���$1�#�������-#����
�,)���
��	
�	
��	"�&��
�/��$��-#��
��"�*���
� 1
�/���� 
 s L

1
( ) Ste ( ) ( )(Ste Nu)( )

2f

s s L bf

R R

L s f

c kR

R c k R

θ θ

τ
=

∂∂
= − +

∂ ∂
 (5.8) 

�1� τ  -�
�# �&������, sSte  -�
-)��
#� 	 Stefan 	
�	
��	"�, LSte  -�
�
#� 	 Stefan 	
�
	
��' #, 

s
θ  -�

J�'*(��&������	
�	
��	"�, 

s
c  -�
 -)�-#���J-#����
�������+	
�	
��	"�, 

L
c  -�
 -)�-#���J-#����
�������+	
�	
��' #, 

s
k  -�
/
���+/�$R�S������-#����
�	
�

	
��	"� � + 
L

k  -�
/
���+/�$R�S������-#����
�	
�	
��' # �
#���&������	������0(������
�1� 
 

2

0

s

t

r
τ α=  (5.9) 

�1� 
s

α  -�
 thermal diffusivity 	
�	
��	"� 
� + 
 s

( )
Ste s f

c T T

L

∞
−

=  (5.10) 
�1� L  -�
-#����
��r�������� %���/0��+  
� + 
 L

( )
Ste L in f

c T T

L

−
=  (5.11) 

� + 
 

f s

s

f

T T

T T
θ

∞

−
=

−
 (5.12) 

�1� 
s

T  -�

J�'*(��	
�	
��	"� 
 



�����������	���	
��
�������	"�����#��� (axial direction) ��
��#)�

������ 1 �	
�

J�'*(��	
��' #�$%�!�
!�# � $���'�/����0 +$������� time derivative 	
�
J�'*(����
/����������-#����
����
��	
�	
��	"�&1� � +

���������-#����
����
��	
��	"����
��#����%-)���
��������
�$%�!�
!�����-#����
�	
�	
��' # $���'�/����0 +$���&1�
��)��
� ���	�
/
����	�������+&1�/����������-#����
�� +/��������
�&		
!�	�/��'�
!

J�'*(��&������	
�	
��	"� 1
��%� 
 

2

2

1
( ) ( ) 0,( 1)s s

f
R R

R RR

θ θ∂ ∂
+ = ≤ <

∂∂
 (5.13) 

 ( ) 0
s f

R Rθ = =  (5.14) 
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1

Bi(1 ( 1))s

s

R

R
R

θ
θ

=

∂
= − =

∂
 (5.15) 

�1� ( 1)
s w

Rθ θ= =  -�

J�'*(��&������$%�,�
�$)
 � +-)� overall heat transfer coefficient Ui 0(�
������1� 

 

0

1
w i i

i w m

A A

U k A h A

δ

∞

 
= + 
 

 (5.16) 

'��-#��'��	
�,�
�$)
 
w

δ  �%-)���
���/����0 +$���&1� � +-)�/
���+/�$R�S������-#����
�
	
�,�
� 

w
k  �%-)���� -)� overall heat transfer coefficient Ui �+�%-)��$)��
!-)�/
���+/�$R�S���

��-#����
� h∞  
� +�+�����-)��
#� 	 Biot, Bi 1
��%� 

  0 0Bi i

s s

U r h r

k k

∞= =  (5.17) 

 
���/���� (5.13), (5.14) � + (5.15) �+&1�-)�	
�
J�'*(��&������	
�	
��	"�*�����
��

	
�	
��	"�1
��%� 
 ( )ln( )

1 ln
s

f f

Bi R

Bi R R
θ =

−
 (5.18) 

�$�-)� 
s

θ  ���/���� (5.18)  ���/���� (5.8) �+&1� 
 

1
( ) ( ) ( )( )

1 ln 2
s Lf

f s L b

f L s

c kR Bi
R Ste Ste Nu

Bi R c k
θ

τ

∂
= − +

∂ −
 (5.19) 

 
�+�'"�&1�#)�/����-�
!- J�	
��HI'� -�
/���� (5.4) � +/���� (5.19) ��.��+!!

/���� partial differential equation, PDE �!!&�)�����/��$%���%��#	�
� (coupled) �
�
�() �1�
�HI'��%�
#���
�/�+ (independent variables) -�
 τ  � + Z  � +�%�
#������-�
 

f
R  � + 

b
θ  

� +���'�1����
�&	�
������ +����
�&		
!�	�1
��%� 
 
/��'�
!����
�&	�
��������'�1�'�
J�'*(��*�����1���$%��# � t = 0 s �%-)��$)��
!
J�'*(��

$%�$���	�� Tin � +�
�&�)�%����)
�
#	
��
�������	"�*�����1��� �+&1� 
 ( 0, 0) 1

b
zθ τ = ≥ =  (5.20) 

 ( 0, 0) 1
f

R zτ = ≥ =  (5.21) 
� +/��'�
!����
�&		
!�	����'�1�'�
J�'*(��	
�����!���#�$���	���%-)�-�$%��$)��
! Tin � 
1
������ 
��!! 
 ( 0, 0) 1

b
zθ τ ≥ = =  (5.22) 

 
Seeniraj and Sankara Hari (2008) &1��+!J#)�����
���� Nusselt number �%-)�-�$%�

/��'�
!�HI'��%� $���'� heat flux ����
���������-#����
�

����	
��' #�%-)�-�$%� � +$��
�'�/����0 uncouple /���� (5.4) � +/���� (5.19) &1��1�-)�	
� 

b
θ  �+	���
�()�
!-)� Pe 

�$)��
�� 1
��
�����/����0����+!!/����	
��HI'�&1��1�
��$�����/���� (5.4) �����#��� 
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z �+&1� 
 

7.32
exp( )

Pe
b

Z
θ

−
=  (5.23) 

� +���-)� 
b

θ  $%�&1��$���/����$%� (5.19) ����
-���#�-)� 
f

R  
 


�)��&��"��� ���#)�-)�	
��
#� 	 Nusselt �����%���&' �!!��!��%�!�+�%-)�-�$%� 
� +&�)���,
��
!-#��'��	
��
�������	"�1
���)������%	
����&' �!!�Hj��k#� /���� (5.4) 
� +/���� (5.19) �"�
�&�)/����0 uncouple &1� ����
����-)�	
��
#� 	 Peclect �
�	���
�()�
! 

z
u  � + 

z
u  �����������	
���� 

f
R  $���'�/����0�	%��-)��
#� 	 Peclect &1����(� 

 
0 0 0

2

2 2 2
Pe RePr ( )( )z z inL

L L L f L

u r u r u r

R

ν

ν α α α
= = = =  (5.24) 

 

1
��
���������+!!/����&�)�����/��$%���+�
!1�#�/���� (5.4) � +/���� (5.19) ���
�
�-���
�$��&����
��
� �+!!/����1
�� )�#�+0(����1�#��+�!%�!#�R%, �)��

��+ (finite 
different method) �1��+��� explicit backward difference scheme �������+���-)��+'#)��
�J1�)
 (discretisation) $���'�&1�/�����+'#)���J1�)
1
��%� 

 
1 1s L

1 1

BiSte Ste
( ) ( ) 1.83 ( )

( ) 1 Biln( )
n n nL

f i f i b in n

sf i f i

t
R R

R R

α
θ

α

− −

− −

 ∆
= + − + 

− 
 (5.25) 

� + 

 

2

1 1

1

0

3.66( ) ( )
( ) ( )

n n

b i L f in n

b i b i

in

R z

u r

θ α
θ θ

− −

−

  ∆ 
= −  (5.26) 

�1� index i -�
 space index � + index n -�
 time index 
 

���/���� discretised equation (/����$%� 5.25 � + 5.26) �+/����0���&���+1��]�
�������-
���#��
��1�#�*��� C (*�-,�#� 	) ����
#��-��+'��HI'�����	"��
#	
�
	
��' #*����$)
� � 
 
5.2 ����!
������ 
 

������ 
��!!�HI'�����	"��
#	
�	
��' #$%�&' *����$)
� ��+$������#$��
�1%�#�
!���#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 2008) �1��'�	
��' #$%�&' *����$)
-�

���� &' �	��/()$)
� �$%��%�
��%*���� 0r  = 0.1 m $%��+�+ Z = 0 1�#�
J�'*(��/�����/�
 

in
T  = 40 

°C � +-#����"# vin = 0.005 m/s � +$)
0(�$��-#����"�1�#�/��$��-#����"�
J�'*(�� T∞  = − 
40.98 °C $%� Bi = 10  

 

-J�/�!
��	
�������/0��+	
��' # -�
 -)�������-#����
� kL = 0.556 W/m⋅K � +-)�
-#���J-#����
�������+ cL = 4.226 kJ/kg⋅K /��'�
!/0��+	
��	"�-�
-)�������-#����
� ks 
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= 0.556 W/m⋅K, -)�-#���J-#����
�������+ cs = 4.226 kJ/kg⋅K -)�-#����
��r������
�� %���/0��+ L = 338 kJ/kg � +
J�'*(�����
��	"�	
�����-�
 

f
T  = 0 °C  

 
���-J�/�!
��	
�/�� � +
J�'*(��	
��	��+/����0-���#�-)��
#� 	 Stefan &1��1� 

sSte  = 0.214, LSte  = 0.428 � + s LSte /Ste  = 0.5 � +������ 
��!!�+�%����� %���-)� ∆Z 
-�
 ∆Z = 1, 0.1 � + 0.01 � +-)� τ∆  -�
 τ∆  = 0.01, 0.001 � + 0.001 

 
��������� 
��!! �+&1�-#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! Z  ����
 τ  = 0.1, 0.3 � + 0.5 $%�

&1�����������$%��
z��	������%�!�$%�!�
!, ������#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 
2008) 1
��/1���*��$%� 5.2 � +-#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! τ  ����
 Z = 10, 50 � + 100 $%�

&1�����������$%��
z��	������%�!�$%�!�
!, ������#��
��1��1
��/1���*��$%� 5.3 

 
*��$%� 5.2 -#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! Z ����
 τ  = 0.1, 0.3 � + 0.5 $%�&1�����������$%�

�
z��	������%�!�$%�!�
!, ������#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 
 
���*��$%� 5.2 � + 5.3 �+�'"�&1�#)�����
�# �,)��&�-#��'��	
������	"��+���	���

����
�Q (
f

R   1 �����
�Q ����
�# ����	���) � +�+�'"�&1�#)�-#��'��	
������	"��+���	���
��%��� "���
������#��� (

f
R   1 �� "���
�����
 Z �����	���) � +����
���%�!�$%�!, $%�&1����

�������$%��
z��	����
!���#��
��1��$%��# � τ  = 0.5 �!#)�-#��'��	
������	"�$%�&1����
�������$%��
z��	����+����#)����#��
��1��
�)���'"�&1��
1  

 
*��$%� 5.4 � + 5.5 �/1�-#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! Z  ����
 τ  = 0.1, 0.3 � + 0.5 $%�

&1�����������$%��
z��	������%�!�$%�!�
!, ������#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 
2008) � +-#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! τ  ����
 Z = 10, 50 � + 100 $%�&1�����������$%�

�
z��	������%�!�$%�!�
!, ������#��
��1����� ��1
! 
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*��$%� 5.3 -#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! τ  ����
 Z = 10, 50 � + 100 $%�&1�����������$%�

�
z��	������%�!�$%�!�
!, ������#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 
 

 
*��$%� 5.4 -#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! Z ����
 τ  = 0.1, 0.3 � + 0.5 $%�&1�����������$%�

�
z��	������%�!�$%�!�
!, ������#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 
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*��$%� 5.5 -#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! τ  ����
 Z = 10, 50 � + 100 $%�&1�����������$%�

�
z��	������%�!�$%�!�
!, ������#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 
 

���*��$%� 5.4 � + 5.5 �+�'"�&1�#)�
J�'*(���8 %���!!��
� (bulk mean temperature) 
	
����� 1 ������#��� (

b
θ   1 �����
 Z �����	���) ����
�����%���0)���$-#����
�

����

$)
����
����&' 
�()*����$)
 � +�+�'"�&1�#)�����
�# �,)��&� 
J�'*(�� � ����'�)� Z �1%�#�
�
�+�����	��� ����
��������
�# �,)��&� �%����)
�
#	
��
�������	"�$%�'��	�������
�Q $���'�-#����"#
�����&' 	
�����*����$)
�
�������	�������f���
�J�
����#  ����
-#�#��"#�����&' �����	���
$���'��%�# ������0)���$-#����
���
� � $���'�
J�'*(�� � ����'�)� Z �1%�#�
�/(�	�������
�Q  

 
������������, 	
��������-#!-J� ∆Z $%��%�)
,  
�R� �1��������������-#!-J�$%�

	��1�)��Q �
�-�
 ∆Z = 1, 0.1 � + 0.01 $%��)#��# � τ∆ = 0.01 &1�-#��/
��
�R��+'#)�� 
f

R  
�
! Z � +-#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! Z $%�	��1�������-#!-J��)��Q 1
��/1���*��$%� 5.6 

� + 5.7 ��� ��1
! 
 
���*��$%� 5.6 � + 5.7 �+�'"�&1�#)�����
�� %���	��1	
��������-#!-J� ∆Z 

-#��/
��
�R��+'#)�� 
f

R  �
! Z � +-#��/
��
�R��+'#)�� 
b

θ  �
! Z $%�	��1�������-#!-J�
�)��Q �+�%��#�����1%�#�
� � +�%-)��� ��-%���
���� � +����
��� ∆Z 	��1� "��#)� 0.1 , $%�&1�
�+&�)�� %����� �� � 
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*��$%� 5.6 -#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! Z 

����
��� 
��!!1�#� ∆Z = 1, 0.1 � + 0.01 $%� τ∆ = 0.01 

 
*��$%� 5.7 -#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! Z 

����
��� 
��!!1�#� ∆Z = 1, 0.1 � + 0.01 $%� τ∆ = 0.01 
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/��'�
!����������, 	
�	��1�)#��# � τ∆  $%��%�)
,  
�R� �1����	��1	
��)#��# �
�)��Q�
�-�
 τ∆  = 0.01, 0.001 � + 0.001 $%� ∆Z = 0.1 &1�-#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! τ  

� +-#��/
��
�R��+'#)�� 
b

θ  �
! τ  $%�	��1�)#��# ��)��Q 1
��/1���*��$%� 5.8 � + 5.9 
��� ��1
! 

 
*��$%� 5.8 -#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! τ  

����
��� 
��!!1�#� τ∆  = 0.01, 0.001 � + 0.001 $%� ∆Z = 0.1 

 
*��$%� 5.9 -#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! τ  

����
��� 
��!!1�#� τ∆  = 0.01, 0.001 � + 0.001 $%� ∆Z = 0.1 
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���*��$%� 5.8 � + 5.9 �+�'"�&1�#)�����
�� %���	��1	
��)#��# � τ∆  -#��/
��
�R�
�+'#)�� 

f
R  �
! τ  � +-#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! τ  $%�	��1�������-#!-J��)��Q �+�%

��#�����1%�#�
� � +�%-)��� ��-%���
���� � +����
��� τ∆  	��1� "��#)� 0.001 , $%�&1��+&�)
�� %����� �� � 

 
������������, ��+$!$%����1���-)�/
���+/�$R�S�����-#����
�$%��%�)
�!!��� 
� &1�

$1 
��� %���-)�/
���+/�$R�S�����-#����
�	
�/��' )
��"�$���'�-)��
#� 	 Biot �����	������ 
10 ��.� 50 � + 100 &1�-#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! Z � +-#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! Z $%�

-)��
#� 	 Biot �)��Q $%�&1�����������$%��
z��	������%�!�$%�!�
!, $%�&1�������#��
��1�� 
(Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 1
��/1���*��$%� 5.10 � + 5.11 ��� ��1
! 

 
���*��$%� 5.10 ����
�
#� 	 Biot �����	���-#��'��	
��
�������	"��"�����	���1�#� ����
����

��������	���	
��
#� 	 Biot �/1�0��-)�/
���+/�$R�S�����-#����
�	
�/��' )
��"�$%������	��� 
1
��
�� ���/����00)���$-#����
�

�����1���1�#�

���$%�/(�	��� � +����
���%�!�$%�!, $%�
&1�����������$%��
z��	����
!, $%�&1�������#��
��1���!#)�-#��'��	
������	"�$%�&1����
�������$%��
z��	�������#)�, $%�&1�������#��
��1��
�)���'"�&1��
1 P���/
1- �
��
!, $%�

*�����&#�	������ 

 
���*��$%� 5.11 �+�'"�&1�#)�����
-)�	
��
#� 	 Biot �����	��� -)�	
�  

b
θ  �
!$%�����'�)� Z 

�1%�#�
��+���	���1�#� $
���%�����
��������
-)�	
��
#� 	 Biot �����	��� -#��'��	
������	"��+
���	��� $���'��# ������0)���$-#����
��%��
� � 1
�$%�&1�
*�����&#�	������  

 
*��$%� 5.10 -#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! Z $%� τ  = 0.5 ����
 Bi = 10, 50 � + 100 $%�&1����

�������$%��
z��	������%�!�$%�!�
!, $%�&1�������#��
��1��  
(Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 
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*��$%� 5.11 -#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! Z $%� τ  = 0.5 ����
 Bi = 10, 50 � + 100 $%�&1����

�������$%��
z��	������%�!�$%�!�
!, $%�&1�������#��
��1��  
(Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 

 
������������, ��+$!$%����1����
#� 	 Stefan $%��%�)
�!!��� 
� &1�$1 
��� %���

-)��
#� 	 Stefan ����
�'�/
1/)#�	
�-)� s LSte /Ste  �� %������ 0.5 ��.� 1 �1��� %���-)� sSte  
��� 0.214 ��.� 0.428 � +-�-)� LSte  &#�$%� 0.428 (���%$%� 1) � �� %���-)� LSte  ��� 0.428 
��.� 0.214 � +-�-)� sSte  &#�$%� 0.214 (���%$%� 2) &1�-#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! Z � +

-#��/
��
�R��+'#)�� 
b

θ  �
! Z /��'�
!���%�)��Q $%�&1�����������$%��
z��	������%�!�$%�!
�
!, $%�&1�������#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 1
��/1���*��$%� 5.12 � + 
5.13 ��� ��1
! 

 
���*��$%� 5.12 �+�'"�&1�#)�$
�������%$%� 1 � +���%$%� 2 -#��'��	
������	"��+���

	��� ����
������������-)� sSte  �����%$%� 1 �/1�0����� 1 �	
�
J�'*(��	
�/��' )
��"� T
∞  

� +��� 1 �	
�-)� LSte  �����%$%� 2 �/1�0����� 1 �	
�
J�'*(��	��	�� 
in

T  ��)�+�'"�&1�#)�
��� 1 �	
�
J�'*(��	
�/��' )
��"� T

∞  �+/)�, �)
-#��'��	
������	"���� 1 �	
�

J�'*(��	��	�� 

in
T  (-#��'��	
������	"������%$%� 1 ����#)�-#��'��	
������	"������%$%� 2 

��� � +�+�'"�&1�#)�����
�$%�!, $%�&1��
!���#��
���
1%� -#��'��	
������	"�$%�&1����
�������$%��
z��	����+����#)����#��
���
1%�
�)���'"�&1��
1 

 
���*��$%� 5.13 �+�'"�&1�#)�����
-#��'��	
������	"�'��	���$
�������%$%� 1 � + 2 -)� 

b
θ  $%�����'�)� Z �1%�#�
��+�%-)������	��� ����
��������
-#��'��	
������	"������	��� -#����"#��
���&' �"�+�����	��� $���'��# ������� ��� %���-#����
� 1 � 
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%���+�1"�'����$%��)�/���-�
 �����#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 2008) ,(�#��
�
&1�
*�����, �1�
���
!-)� s LSte /Ste   ��.�' 
� P�������������$%��
z��	����+�'"�&1�#)� $
��
���%$%� 1 � +���%$%� 2 �+�%-)� s LSte /Ste   = 1 �'��
��
���), $%�&1��+�)���
� P���
R�!��&1����
/����$%� 5.25 �+�'"�&1�#)��
#��� sSte  � + LSte  ����{
�()��-� +�$
� 1
��
�����&�)
/����0�������, ���$1 
��1�
���
!-)� s LSte /Ste     

 
*��$%� 5.12 -#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! Z $%� τ  = 0.5 ����
�� %���-)� Ste $%�&1�����������$%�

�
z��	������%�!�$%�!�
!, $%�&1�������#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 

 
*��$%� 5.13 -#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! Z $%� τ  = 0.5 ����
�� %���-)� Ste $%�&1�����������$%�

�
z��	������%�!�$%�!�
!, $%�&1�������#��
��1�� (Seeniraj and Sankara Hari, 2008) 
 
������������, ��+$!$%����1���-#����"#	��	�� uin $%��%�)
�!!��� 
� &1�$1 
�

�� %���-)�-#����"#	��	����� 0.005 ��.� 0.001 � + 0.003 &1�-#��/
��
�R��+'#)�� 
f

R  �
! Z 
� +-#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! Z $%�-#����"#�)��Q 1
��/1���*��$%� 5.14 � + 5.15 

��� ��1
! 
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*��$%� 5.14 -#��/
��
�R��+'#)�� 

f
R  �
! Z $%� τ  = 0.5  

����
-#����"#	��	�� uin = 0.001, 0.003 � + 0.005 m/s 

 
*��$%� 5.15 -#��/
��
�R��+'#)�� 

b
θ  �
! Z $%� τ  = 0.5  

����
-#����"#	��	�� uin = 0.001, 0.003 � + 0.005 m/s 
 
���*��$%� 5.14 �+�'"�#)�$%�-#����"#���� 

�����������	��������#���	
�-#��'��

	
��
�������	"��+����#)�$%�-#����"#/(� ����
��������
	
�&' &' 1�#�-#����"#�����+�%�# ���
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���� ��� %���-#����
�����#)�	
�&' $%�&' 1�#�-#����"#/(� � +���*��$%� 5.15 �+�'"�#)�
-)�	
� 

b
θ  $%�&1��%-#��/
��
�R��
!-#��'��	
��
�������	"� -�


������ 1 �	
� 

b
θ  ���

��#���$%�-#����"#�����+����#)�$%�-#����"#/(� 
 
5.3 (�)� 
 

�������/��'�
!����HI'�����
'�, �8 �����#��-��+'� 	
��HI'�����	"��
#	
�
	
��' #$%�&' ��$)
� �&1�0(��
z��	��� � +0(���#�/
!1�#����#��
���
1%� (Seeniraj and 
Sankara Hari, 2008) , $%�&1��%-#��/
1- �
��
!' 
����$��o|/��/� ��)�%-#������)�����
���#��
���
1%�����
�����%����� %����� �#�R%���'�-���
!����
��
!��J��J11�
�	
�, $%�&1�
������#��
���
1%�  



����� 6 
 

��	
	��
���������
��������������� 
�	������	������	��� 

 
 

���������	

�������
��������	���������������������� ����������������������

��������������	

������ � ���!�"��

�������������	

�������
��������	�������#����
������������� 	����$%��������&�'��(�"	����������������
��������	���)�%�����#&�)��
#!�"�� �*��+������
��������������	

������,!"- �'�)�%#!��

'��(�"� .��.����+&/)�%#!�
���,��	���)�%'���.�
"�
0���*��-�
))�% 5 

 
����.����+&/�23&��������
��������	����������������������-�
))�% 5 �������

�.����+&/!��"�
�	��#���.�. 	��,��	��� FLUENT #��������������	

!��"�
�	��#���.�.#!� 
!
��
���*��������&�!�.�.-&��

�23&� ,!"�+���&�!-&��23&�����)����� �
:�� 0.1 m "�� 10 
m 	���23&����������������	��	�� !
��
���*��������.������23&����� 2 �.�. 	

 
axisymmetric !
�	�!�-�I��)�% 6.1 

 

 
 

I��)�% 6.1 ��������23&��������
��������	���������������������� 
 
���&�!-&�����#&��������)����� )�%�+"+ z = 0 m !��"�L�&I��.��%������ 

in
T  = 40 °C 	�+

�������� v
in
 = 0.005 m/s )�����)�������"��!��"���)�������"���L�&I��. T

∞
 = − 40.98 °C 

)�%���
���+�.)R.S������������� h = 222 W/m2K (Bi =10) 	�+���&�!����!
�)�%)����� 
e

P  
= 0 Pa 
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�L���

�.�������-�����+����&�� �$� ����������������� k
L
 = 0.556 W/m⋅K ,���

�����L��������������+ c
L
 = 4.226 kJ/kg⋅K, �������&��	��� ρ

L
 = 1000 kg/m3 	�+���

����&�$! µ = 1.003 x 10-6 Ns/m2 ���&�

����+���	����$������������������ k
s
 = 0.556 

W/m⋅K, ��������L��������������+ c
s
 = 4.226 kJ/kg⋅K 	�+�������&��	��� ρ

s
 = 1000 

kg/m3 �����������	`�-��������%"�����+ L = 338 kJ/kg 	�+�L�&I��.�"$��	�����������$� 
f

T  = 0 °C  
 
���������	

��� #!�	
����.!���������.����"��"a ,!"	
������ 100, 200 	�+ 400 

 ������	���
:�� 	�+ 250, 500 	�+ 1000  ������	��	�� &�$� �.!������.������
�L�
������ 100 x 250, 200 x 500 	�+ 400 x 1000 cells 	�+ 	
�� ������� ∆t ���!����a�$� 
7.9365 (∆τ = 0.001), 15.875 (∆τ = 0.002) 	�+ 79.365 (∆τ = 0.01) s 
 
6.1 ���������������� ���!�"��#��$ 
 

�����
��
�R/�+&���� R
f
 �

 Z )�%���� τ = 0.1, 0.3 	�+ 0.5 )�%#!����,��	��� 

FLUENT ��$%�- ���������.������
�L�	�+���! ���������)�% ����"
�)�"
�

'��(�"� .�
�.����+&/ ���	�!�-�I��)�% 6.2 

 
I��)�% 6.2 �������"
�)�"
�����
��
�R/�+&���� R

f
 �

 Z �+&����'��(�"� .��.����+&/ 

�

'�)�%#!����	

��������$%�������	

!��" 200 x 500 cells 	�+ ∆τ = 0.001 
 

�+�&�����'�)�%#!����	

�������

'��(�"� .��.����+&/��	��,����!�"��
� �$���$%�����
'���#������� R

f
 )�%�+"+ Z -!a �+�!����$%�"a ������$�����&����� 
������	����+����*��

��$%�"a ��$%�����'���#� 	�+������ R
f
 )�%���� τ -!a �+�!����$%�"a ����+"+ Z ������$�

����&����� 
������	����+����*����$%�"a ���	��	�� �"���#������ �+�&��#!�����
������
�!����� R

f
 )�%#!����	

�������+��������
�������!����� R

f
 )�%#!����'��(�"� .�
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�.����+&/,!"�(��+�"���".%�-�
�.���-���)������ )
����� ��$%�����'��(�"� .��.����+&/�.�����
�23&�I�"-�����L�.e��)�%������#&���������������#&�	

 quasi h steady 	�+�.�����-&�
�L�&I��.I�"-���.������
�L������L�&I��.�(��%"	

���� (bulk mean temperature) )��-&�
�
��������.%��*���������&�� 
������	����*�����������)�%�
��	�����)������ -���+)�%
	

���������,��	��� FLUENT �.������23&�����	

 transient )��-&���������������+"+
&�*%�-�����!�L�&I��.�������#�����L�&I��.�"$��	����*��+��������.!�������%"�����+#!� 

 
I��)�% 6.3 �����
��
�R/�+&���� 

w
θ  	�+ Z ��$%� 

w
θ  �$��L�&I��.'�
�)��	

#���.�. m*%����

�."��,!" 
 

f w

w

f

T T

T T
θ

∞

−
=

−
 (6.1) 

,!" 
w

T  �$��L�&I��.������	��� 

 
I��)�% 6.3 �������"
�)�"
�����
��
�R/�+&���� 

w
θ  �

 Z �+&����'��(�"� .��.����+&/ 

�

'�)�%#!����	

��������$%�������	

!��" 200 x 500 cells 	�+ ∆τ = 0.001 
 

�+�&��#!���� ���&�

'�)�%#!����	

��������� 
w

θ  �������.%��*���"�����!����
�.���-���
)������	�+�
��������.%��*���+���"����$%�"a ���������$�
��)�% )�%�+"+ Z = 15 	�����&�

'�)�%
#!����'��(�"� .��.����+&/�
�����)�%#!��+���
��������.%��*�����"��������"�
��	��
�.���)������ 
 

�����
��
�R/�+&���� R
f
 �

 τ )�%�+"+ Z = 10, 50 	�+ 100 )�%#!����,��	��� 

FLUENT ��$%�- ���������.������
�L�	�+���! ���������)�% ����"
�)�"
�

'��(�"� .�
�.����+&/ ���	�!�-�I��)�% 6.4 �+�&��#!������$%�����'���#��������&���������	����+��.%��*�� 
(R
f
 �!����$%� τ ��.%��*��) ,!"�
��������.%��*���������&���������	����+���)�% �������	��a 

	�+�+���"a �!�� ��$%�������$%�����'���#��������L�&I��.'.����)���+�!�� (I��)�% 6.5) 
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)��-&�����	����������L�&I��.'.����)���

�L�&I��.������&����"�����"�� !
��
���
������
���"�)���������*����"��!��"  

 
I��)�% 6.4 �������"
�)�"
�����
��
�R/�+&���� R

f
 �

 τ �+&����'��(�"� .��.����+&/ 

�

'�)�%#!����	

��������$%�������	

!��" 200 x 500 cells 	�+ ∆τ = 0.001 

 
I��)�% 6.5 �������"
�)�"
�����
��
�R/�+&��������(��%"��� 

w
θ  �

 Z �+&����'��(�"� .�

�.����+&/�

'�)�%#!����	

��������$%�������	

!��" 200 x 500 cells 	�+ ∆τ = 0.001 
 

�������
�� I��)�% 6.4 "
���!������

I�� 6.2 �$�)�%�+"+ Z �!�"��
� �������&��
�������	���)�%#!����'��(�"� .��.����+&/�+��������������&���������	���)�%#!����
	

������ �������
�� �+�&��#!�������&�

'��(�"� .��.����+&/�
��������.%��*���������
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&���������	���)�%�+"+ Z = 10, 50 	�+ 100 �+	�������
����"��������" 	�����&�

'�)�%#!�
���	

�������
��������.%��*���������&���������	����+���"
�.���-���)�������+���"����

�.�������)��	�+���")�� 

 
���&�

�����+��"�
�����L�&I��.���	��	�� ��$%������������L�&I��.)�%#!����

	

������,!",��	��� FLUENT �.#!��������)�%���	���
:�� �*�������������(��%"	

����
����&�
��

�$��)�%��	&����$%�����������.������23&�����	

 axisymmetric ��$%�������&�
��� �L�&I��.�(��%"	

���� 	�+����������������L�&I��.�(��%"	

����	

#���.�. 

b
θ  ���#� 

,!"�������L�&I��.�(��%"	

�����$� 

 
b

TdA
T

A
=
∫

 (6.2) 

 
�����
��
�R/�+&���� 

b
θ  �

 Z )�%���� τ = 0.1, 0.3 	�+ 0.5 )�%#!����,��	��� 

FLUENT ��$%�- ���������.������
�L�	�+���! ���������)�% ����"
�)�"
�

'��(�"� .�
�.����+&/ ���	�!�-�I��)�% 6.6 �+�&��#!����'�)�%#!����,��	��� FLUENT 	�+'��(�"� .�
�.����+&/��	��,����!�"��
��$� �������L�&I��.�(��%"	

�����+�!�����	��	�� 	���
���
����!����� 

b
θ  )�%#!����'��(�"� .��.����+&/���������������)�% 	�����&�

'��(�")�%#!����

,��	��� FLUENT �
�������!����� 
b

θ  �+��������
�.���-������)������ 	�+��������"��
��$%��+"+ Z ����*��  

 
I��)�% 6.6 �������"
�)�"
�����
��
�R/�+&���� 

b
θ  �

 Z �+&����'��(�"� .��.����+&/ 

�

'�)�%#!����	

��������$%�������	

!��" 200 x 500 cells 	�+ ∆τ = 0.001 
 

�������
���+�&��#!���� )�%���� τ �!�"��
���� 
b

θ  )�%#!����,��	��� FLUENT �+�����
���"����'��(�"� .��.����+&/�"����&��#!� 
! ��$%�����,��	��� FLUENT �.������23&�����
	

 Transient )�%-&����������%"�	����������L�&I��.���	���
:�� �.#!��.������23&�����
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 quasi h steady )�%�.�����-&��L�&I��.�(��%"	

����)�%�+"+ Z ����a �������)�% !
�	�!�
-�I��)�% 6.7 

 
I��)�% 6.7 �����+��"�
�����L�&I��.���	���
:��)�% Z = 50 )�%���� τ = 0.1, 0.3 	�+ 0.5 

��$%�������	

!��" 200 x 500 cells 	�+ ∆τ = 0.001 
 

���I��)�% 6.7 �+�&��#!������$%�����'���#�����&���������	����+����*�� 	�+�L�&I��.
�+�!����$%�"a 	�+�
�n�+�����+��"�
�����L�&I��.���&�

�23&��������
��������	���)�%��
������������� ���
�n�+����"�

�23&�)�%#����������������� �$����� 
���������+��"
�
�����L�&I��.-�
�.���)�%��������	�+
�.���)�%��������	����+	�������
���� ,!"�+�&������
	����������"��� 
!���
�.�������	
������+ ���� 
���������+��"�
�����L�&I��.-�

�.���)�%��������	��� �+���������������� 
���������+��"�
�����L�&I��.-�
�.���)�%�������� 
��$%�������������L���������������	������"�������� 	�+������������������������	���
����������� 
 
6.2 ����&'(��$
	!����$�)$��������*���'	$��
	����"���!���*���
+,��&��� 

 
-�����.�����'������.������
�L�)�%�����'��
�R/ #!�	
����.!���������.����"��"a 

����a�
� ,!"	
������ 100, 200 	�+ 400  ������	���
:�� 	�+ 250, 500 	�+ 1000  ���
���	��	�� &�$� �.!������.������
�L������� 100 x 250, 200 x 500 	�+ 400 x 1000 
cells ,!"- ����!��� ������� ∆τ = 0.001 ,!"�����+��"�
�����L�&I��.���	���
:�����
	�!�-�I��)�% 6.8 	�+�����+��"�
���������������	���
:�����	�!�-�I��)�% 6.9 
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I��)�% 6.8 �����+��"�
�����L�&I��.���	���
:��)�% Z = 50 )�%���� τ = 0.5 
��$%�������	

!��" 100 x 250, 200 x 500, 400 x 1000 cells 	�+ ∆τ = 0.001 

 
 

 
I��)�% 6.9 �����+��"�
���������������	���
:��)�% Z = 50 )�%���� τ  = 0.5  
��$%�������	

!��" 100 x 250, 200 x 500, 400 x 1000 cells 	�+ ∆τ = 0.001 
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���I��)�% 6.8 �+�&��#!������$%�����%"�	������!�����.! �
�n�+�����+��"�
����
�L�&I��.�+��	��,���-������"��
� 	�+����	
������+�+�"��)�%���	&����!�"��
� ,!"���	&���)�%��
����	����������L�&I��.���)�%�L!�$�
�.���)�%������+��������-�������	
������+ ��$%�����
-�
�.���!
�������������+��"�
������������)�%	�������
��"��� 
!��� !
�	�!�-�I��)�% 
6.9 

 
�����+��"�
������������)�%����%"�	���#���$%�����%"�	������!�����.! ��.!�*��

��$%������������
!���,��	��� FLUENT ��$%����� solidification model -�,��	��� 
FLUENT #���������.����� 
���������	���)�%����
��*��-&����
�n�+���$�����	��)�%�"���.%�m*%��+
)��-&���.!��$%��#� no slip 	��,��	��� FLUENT �+&�������������������)�%����%"�����+����
����	���!��"���/ momentum sink !
�	�!�-������)�% 6.3 	�+ 6.4 m*%��+�&��#!�������/ 
momentum sink ���������%"������

��� liquid fraction �"������ 
 ( ) ( ) ( )v vv p g F

t
ρ ρ τ ρ

∂
+ ∇ ⋅ = −∇ + ∇ ⋅ + +

∂

�
�� ��

 (6.3) 

,!"ρ �$�����&��	���, �v �$��������/��������, p  �$� ����!
���.�"/, τ �$��)��m��/����
����, �g �$���������,�������	�+ F

�

 �$� momentum source &�$� momentum sink 

 

2

2

(1 )
( )

mush p
F A v v

β

β ε

−
= −

+

�

� �

 (6.4) 

,!" β  �$���� liquid fraction, ε  �$������)�%���"a ��$%��q���
�#��-&��
�&��I�"-������ (6.4) ��������� 

0, 
mush

A  �$������)�%��� mushy zone, 
p

v
�

 �$���������)�%���	������!*�������,!���&�$� pull 
velocity 

 
-�����������.� �������%"�����+�������	��������������%"�����+	

	
�� 
!��� 

(isothermal phase change) !
��
��-��������%"�����+�+#���� mushy zone ��.!�*�� 	��
,��	��� FLUENT ���������
!�$�#��������������	

-����	

!
������#!��$�	���+
���&�!��� liquidus temperature 	�+ solidus temperature -&�������)���
� ���+"
��� mushy 
zone ��.!�*��-�	

������ I��)�% 6.10 	�!������+��"�
������� liquid fraction ���	��
�
:����$%�- ����!��.������
�L�����a �+�&��#!������$%�	
����.!���	���
:���+���"!�*�� 
��������.!)�%�"��-� mushy zone (0 1β< < ) �+������*�� ��$%���������.!)�%�"��-� ��� mushy 
zone ����*�� ���&������������������#&�)�%����
�#&��"�����+��.!�*��-�
�.���)�%���� mushy 
zone ����*��)��-&������������#&��!���"�����!����-�
�.���!
������ 	�+��.!�������
��+��"�
���������������	���
:��)�%	�������
�!
�	�!�-�I��)�% 6.9 
 

-�����.�����'�������!��� �������)�%�����'��
�R/ ,!"- ����!��� �����������a 
�
��$� ∆τ = 0.001, 0.002 	�+ 0.01 ,!"- ���.! 200 x 500 cells #!������+��"�
����
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�L�&I��.���	���
:�����	�!�-�I��)�% 6.11 	�+�����+��"�
���������������	���
:�����
	�!�-�I��)�% 6.12 

 
I��)�% 6.10 �����+��"�
������� liquid fraction ���	���
:��)�% Z = 50 )�%���� τ  = 0.5 

��$%�������	

!��" 100 x 250, 200 x 500, 400 x 1000 cells 	�+ ∆τ = 0.001 

 
I��)�% 6.11 �����+��"�
�����L�&I��.���	���
:��)�% Z = 50 )�%���� τ = 0.5 

��$%�������	

!��" 200 x 500 cells 	�+ ∆τ = 0.001, 0.002 	�+ 0.01 
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I��)�% 6.12 �����+��"�
���������������	���
:��)�% Z = 50 )�%���� τ  = 0.5 

��$%�������	

!��" 200 x 500 cells 	�+ ∆τ = 0.001, 0.002 	�+ 0.01 
 

���I��)�% 6.11 �+�&��#!������$%�����%"�	������!��� ������� �
�n�+�����+��"�
�
����L�&I��.�+��	��,���-������"��
� 	�+���	&����������	
������+�+	�������
����"�
�������" ,!"���	&���)�%������	����������L�&I��.���)�%�L!�$�
�.���)�%������+��������-���
����	
������+ ��$%�����-�
�.���!
�������������+��"�
���������������	���
:��)�%
	�������
��"��� 
!��� !
�	�!�-�I��)�% 6.12 m*%���������	��������������+��"�
����
�����������	���
:����'��������� liquid fraction )�%	�������
� (I��)�% 6.13) !
�)�%#!�
�I.���"#��-�����������������.��+������!�����.! 

 
���I��)�% 6.11 	�+ 6.12 �+�&��#!���������+��"�
�����L�&I��.���	���
:��	�+���

��+��"�
���������������	���
:������������%"�	������"�����$%� ∆τ ��������"���� 0.002 
&�$���������#!����	

������#��#!��

'�����.)R.��������!��� ���������$%�	
�����!���
 ������� ∆τ < 0.002 
 
6.3 .��	!������,�
/�&�� Biot 

 
-�����.�����'���+)
)�%��.!�������
���+�.)R.S�������������)�%�����	

������ #!�

)!�������%"�����
���+�.)R.S�������������������&����"��)��-&�����
���� Biot ��.%��*����� 
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10 ���� 50 #!������
��
�R/�+&���� 
f

R  �

 Z 	�+�����
��
�R/�+&���� 
b

θ  �

 Z )�%����
���� 
Biot ����a !
�	�!�-�I��)�% 6.14 	�+ 6.15 ������!

 

 

 
I��)�% 6.13 �����+��"�
���������������	���
:��)�% Z = 50 )�%���� τ  = 0.5 

��$%�������	

!��" 200 x 500 cells 	�+ ∆τ = 0.001, 0.002 	�+ 0.01 

 
I��)�% 6.14 �����
��
�R/�+&���� 

f
R  �

 Z )�% τ  = 0.5 ��$%� Bi = 10 	�+ 50  

)�%#!����	

����������"
�)�"
�

'��(�"� .��.����+&/ 
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I��)�% 6.15 �����
��
�R/�+&���� 

b
θ  �

 Z )�% τ  = 0.5 ��$%� Bi = 10 	�+ 50  

)�%#!����	

����������"
�)�"
�

'��(�"� .��.����+&/ 
 

���I��)�% 6.14 �+�&�����'�)�%#!����,��	��� FLUENT �

'��(�"� .��.����+&/��
	��,����!�"��
� �$���$%��
���� Biot ��.%��*������&����� 
������	�������.%��*��!��" ��$%�����
�����.%��*������
���� Biot 	�!��*�����
���+�.)R.S�������������������&����"��)�%��.%��*�� 
!
��
�� �*����������"�)��������������,!���!��"�
���)�%����*�� 	����+�
�� ����&�����
����	���	�+�
��������.%��*���������&���������	����+&����'�)�%#!����,��	��� FLUENT 
�

'��(�"� .��.����+&/	�������
������������ ,!"�(��+�"���".%�-�
�.���-������)������ 
!
�)�%��"#!��I.���"#��������� 

 
���I��)�% 6.15 �+�&��#!������$%���.%�����
���� Biot ��.%��*�� ��� 

b
θ  �+����%"�	������"�

�������"�)���
�� �*���������#!��������
���� Biot ��'���+)
��� 
b

θ  �����������" ��$%��)�"
�


'���+)
)�%�����  

f
R  

 
6.4 .��	!������,�
/�&�� Stefan 

 
-�����.�����'���+)
)�%��.!����
���� Stefan )�%�����	

������ #!�)!�������%"�

����
���� Stefan ��$%�-&��
!���������� s LSte / Ste  ����%"���� 0.5 ���� 1 ,!"����%"���� sSte  
��� 0.214 ���� 0.428 	�+����� LSte  #��)�% 0.428 (����)�% 1) 	�����%"���� LSte  ��� 0.428 
���� 0.214 	�+����� sSte  #��)�% 0.214 (����)�% 2) #!������
��
�R/�+&���� 

f
R  �

 Z 	�+

�����
��
�R/�+&���� 
b

θ  �

 Z ���&�

��������a !
�	�!�-�I��)�% 6.16 	�+ 6.17 ������!
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I��)�% 6.16 �����
��
�R/�+&���� 

f
R  �

 Z )�% τ  = 0.5 )�%��� Ste ����a  

)�%#!����	

����������"
�)�"
�

'��(�"� .��.����+&/ 
 

���I��)�% 6.16 �+�&��#!�����+�&�����'�)�%#!����,��	��� FLUENT �

'��(�"� .�
�.����+&/��	��,����!�"��
� �$�)
��-�����)�% 1 	�+����)�% 2 ����&���������	����+����*�� 
��$%����������.%���� sSte  -�����)�% 1 	�!��*�����!������L�&I��.������&����"�� T

∞
 	�+

����!�������� LSte  -�����)�% 2 	�!��*�����!������L�&I��.������ 
in

T  	���+�&��#!����
����!������L�&I��.������&����"�� T

∞
 �+���'��������&���������	�������!�����

�L�&I��.������ 
in

T  (����&���������	���-�����)�% 1 �����������&���������	���-�����)�% 2 
���) 	�+����&���������	���)�%#!����'��(�"� .��.����+&/�+���������������)�%#!����
,��	��� FLUENT 

 

 
I��)�% 6.17 �����
��
�R/�+&���� 

b
θ  �

 Z )�% τ  = 0.5 )�%��� Ste ����a  

)�%#!����	

����������"
�)�"
�

'��(�"� .��.����+&/ 
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���I��)�% 6.17 �+�&��#!����)
��-�����)�% 1 	�+����)�%2 ��� 
b

θ  �+����%"�	������"�
�������"�)���
�� �*���������#!��������
���� Stefan ��'���+)
��� 

b
θ  �����������" ��$%��)�"


�

'���+)
)�%�����  
f

R  
 
6.5 .��	!���������&	 ���&��� 
 

-�����.�����'���+)
)�%��.!����������������� u
in
 )�%�����	

������ #!�)!���

����%"��������������������� 0.005 m/s ���� 0.001 	�+ 0.003 m/s #!������
��
�R/�+&���� 
f

R  �

 Z 	�+�����
��
�R/�+&���� 
b

θ  �

 Z )�%������������a !
�	�!�-�I��)�% 6.18 	�+ 
6.19 ������!

 

 
���I��)�% 6.18 �+�&��#!�����+�&�����'�)�%#!����,��	��� FLUENT �

'��(�"� .�

�.����+&/��	��,����!�"��
� �$�)�%���������%�� �
��������.%��*�����	��	���������&�����
 
������	����+�������)�%����������� ��$%�������$%����#&�#&�!��"���������%���+������-����
	������%"�������������������#&�)�%#&�!��"����������� 	���+�&��#!��������&�����
����	���)�%#!����'��(�"� .��.����+&/�+�������'�)�%#!����,��	��� FLENT !
�� �������$%�a 

 
���I��)�% 6.19 �+�&��#!�����+�&�����'�)�%#!����,��	��� FLUENT �

'��(�"� .�

�.����+&/��	��,����!�"��
�� ���!�"��

-������������&���������	��� �$������� 
b

θ  ���
	��	��)�%���������%���+�������)�%����������� ��$%�����������-����	������%"���������)�%
���"���� 

 

 
I��)�% 6.18 �����
��
�R/�+&���� 

f
R  �

 Z )�% τ  = 0.5 )�%�������������� uin = 0.001, 0.003  

	�+ 0.005 m/s )�%#!����	

����������"
�)�"
�

'��(�"� .��.����+&/ 
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I��)�% 6.19 �����
��
�R/�+&���� 

b
θ  �

 Z )�% τ  = 0.5 )�%�������������� uin = 0.001, 0.003  

	�+ 0.005 m/s )�%#!����	

����������"
�)�"
�

'��(�"� .��.����+&/ 
 
6.6 
	"'.� 
 

���&�

���)!��
�

�23&��������%"�����+)�%��������������� �
���'�)�%#!���
	��,����!�"��

'��(�"� .��.����+&/)�%�
0���*��,!"�����.��

����.�
"-��!�� (Seeniraj and 
Sankara Hari, 2008) 	��������	�������
� ��$%�����,��	��� FLUENT �.#!�- ����L�.e��
&�
�)�%- �-����#!���m*%�'��(�"� .��.����+&/�$� quasi h steady state flow ,!",��	��� 
FLUENT �+�.������23&����������$��e��)����:����/���#&� )��-&�����+������
��������������'��(�"� .��.����+&/ 

 
�"���#������ solidification model ���,��	��� FLUENT ���������
!
����+���-�

���������	

�������
��������	���m*%������������%"�����+	

	
�� 
!����$� 
 

1) �����.! mushy zone �*�� )
��a)�%-�����������.��������%"�����+	

	
�� 
!����+
#���������.! mushy zone 	�+�
�n�+�����.! mushy zone "
�#��	����� �*���"���


���!�����.������
�L�	�+���!��� �������)�%- �-����������	

 

2) �����.! mushy zone 	�+�
�n�+)�%����%"�	���#���� mushy zone )��-&����
��+��"�
���������������	���
:������%"�#��"��� 
!��� 	����������)�%����%"�#�
!
���������'���������+��"�
�����L�&I��.���	���
:�� 	�+����&���������	���
���"��������"�)���
�� 
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�������
!!
������ ������'�-&����������!���$%��-����������	

�23&��������%"�
����+)�%�����#&��������" 	��"
��$����- �#!�!�-������+�������)�%- �-�����*���������	��� 	�+
��������������	���)�%#!� 



����� 7 
 

��	�
���
�
���
�������
��������������
������� 
����	�������
��
��
�� �� 

 
 

��������	
�	�
������������������� FLUENT ����"#������$��
��������%
&�'
(
�)*$��(+�,
� ,-.���/)�"#���0.�0�	��)��/)�1��0.���0.���0.��%�0�����2'���

) ��3�"#�����
�%
&�'(
�)*$��(+����)*$�,-.����
�1%4)�%
��� ,-.���/)�"#���0.�0�	��)��� axisymmetric �0.�0
�����2'���

) �	��$�����	�
���0�������)'����4)
	0& ��'%�������� FLUENT 
�����?�$��
�����"#����*��
��	
	0 4�
@��A���0.�
	2�

������)'����4)
	0	 	��)�*) 4)��)0*
�3��)
����$��
��������%
&�'(
�)*$��(+�,
�4)���0�0.�0�����2'���

) ,-.���/)��)'�����0.
��B)�&%
�
	������"#����*��
�(
��&
) 

 
����$��
��������(+�&�'(
�)*$��(+�,
�4)���0�0.�0�����2'���

) ��/)��)'�����0.&%


�
	���������$��
��������(+�&�'(
�)*$��(+�,
�4)���0�0.��%�0�����2'���

) ��3���
�$��
��������%
&�'(
�)*$��(+�C��4)�%
���4)���0�0.�0�����2'���

) 	��)�*) �-���%�0@�
�A����%)&����D
@��A������'��2��3�����0*'�	2'��?1�&

� 
 
7.1 ����	#���$%&'
 

 
����$��
��������(+�&�'(
�)*$��(+�,
�4)���0�0.�0�����2'���

) �3�$��)	4�


�"#���0���E�32�
������"#������$��
��������%
&�'(
�)*$��(+�,
�4)���0 2 ��&� �0.��%�0
�����2'���

) �	��$��)	2'����'(
��"#����*���	 8 x 8 m 4�
�0.�'�����.�&
) t = 0 s �0

J��C1�����.�&
) Ti = 10°C ��.$����
C��4)����'�(
��"#�� ��D.
)�((
��(&�0.(
���*��0.	
�)
�0
J��C1��2��0.&�
	�0. Tc = −20°C ��3 ��3���2'������&�(
��"#���-������?�������
�"#����0���)-.�4)�0. �	��3�$��)	��D.
)�(�0.�-.�����2'����'(
��"#����/)�������&� 
��3�)-.�4)�0.(
�2'����'	
�)	����%�'�3?1��������4�
��/)����(
� ��3 ���

��$�����)*$��0.
����(
���3

�����3�� 	����	�4)C���0. 7.1 
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C���0. 7.1 �1��%���"#������(+�&�'(
�)*$��(+�,
��0.�0�����2'���

)  
 
�$��)	4�
����(
��0��D.
)�((
��(&��� velocity inlet �0.�0)*$�����(
��1%�3��	
'�

2'����+'��.$����
 
in

u = 0.001 m/s �0.
J��C1����.$����
 Tin = 10°C ��3���

��0��D.
)�(
��� pressure outlet �0.�02'��	�) Pe = 0 Pa 

 
2J�����&�(
�)*$�4�
2%��	0�'����"#������(+�&�'(
�)*$��(+����0��%�0�����2'���

)4) 

2 ��&� �	�2J�����&�(
�)*$�4)�?�)3(
����' 2D
 2%����)$�2'���

) kL = 0.556 W/m⋅K 2%�
2'���J2'���

)�$����3 cL = 4.226 kJ/kg⋅K, 2%�2'���)D	 µ = 1.003 x 10

-6 Ns/m2 ��32%�
2'���)��)%) ρL = 1000 kg/m

3 �$������?�)3(
��(+�2D
2%����)$�2'���

) ks = 2.22 
W/m⋅K 2%�2'���J2'���

)�$����3 cs = 1.762 kJ/kg⋅K ��32%�2'���)��)%) ρs = 1000 
kg/m3 ������2'���

)�b�4)������0.�)�?�)3���(
����'��/)(
��(+� L = 338 kJ/kg 
��3 
J��C1����D
��(+� TF = 0°C �	� ����$��
����)0*�	
��%����	 (grid) 4�
�&%�3�����&�
�%
�f��%���)()�	 200 x 200 ��3 400 x 400 cells ��34�
()�	(
��%'��'�� ∆t = 1 s 
 
7.2 )���#�
��*+$�
, 
 

C�� contour plot (
�
J��C1��4)���0�0.��%�0������?1���	�4)�1��0. 7.2 ��3 C�� 
contour plot (
�
J��C1��4)���0�0.�0������?1���	�4)�1��0. 7.3  
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���C���0. 7.3 �3��+)'%�C�� contour (
�
J��C1���0.�	
�������$��
��0.�0�����2'��
�

) �3�0�����.)(
�
J��C1������'�4��
��
)��%��?�)3 ��3����������C���0. 7.2 �3��+)'%�
�����3���&�'(
�
J��C1���02'�������0���'%�
�%����+)�	
��	 

 

 
 

C���0. 7.2 contour plot (
�
J��C1�����0�0��%�����2'���

)�0.�'�� t = 15 hr 
 

 
 

C���0. 7.3 contour plot (
�
J��C1�����0�0�����2'���

)�0.�'�� t = 15 hr 
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�����3���&�'(
�
J��C1��&���)'��) x = y �3�'%������$��
��0.�������@�(
�
�����2'���

)��3����$��
��0.��%�������@�(
������2'���

) ?1���	�4)C���0. 7.4 
�3��+)�	
'%����E�3�����3���&�'(
�
J��C1���0���E�32�
����) 2D
2'����)(
������3���
&�'(
�
J��C1��4)����'��0.��/))*$���3����'��0.��/))*$��(+��3�&�&%����)��� �	��3��+)2'��
�&�&%��)0*
�%����	��)����'���
)��%��?�)3 2'����)(
������3���&�'(
�
J��C1��4)
����'��0.��/))*$��(+� �3�02%�����'%�2'����)(
������3���&�'(
�
J��C1��4)����'��0.��/))*$� 
�)D.
����2%�2'���J2'���

)(
�)*$��(+�)

��'%�)*$� ��32%����)$�2'���

)(
�)*$��(+�
����'%�)*$� 

 

�%�����+&�� �3��+)�	
'%������3���&�'(
�
J��C1���)'��) x = y �0.�	
���

����$��
��0.�������@�(
������2'���

) ��3��%�������@�(
������2'���

)�3
�&�&%����)
�1% 2D
�����3���&�'(
�
J��C1���)'��) x = y �0.�	
�������$��
��0.��%
�������@�(
������2'���

)�3�0���E�32%
)(
�������0����3��%�0�����'%� �&%��D.

������������3���&�'(
�
J��C1���)'��) x = y �0.�	
�������$��
��0.�������@�(
����
��2'���

) �3��'%��0�����'%�&�'(
�
J��C1���)D.
����������(
�)*$��0.�$�4�
���	�����
2'���

) ��3�����'%�������(
�)*$��$�4�
���E�3����%
&�'(
�)*$��(+�)�*)�&�&%����)  

 
C���0. 7.4 �����3���&�'(
�
J��C1��&���)'��) x = y �3�'%������$��
��0.�������@�
(
������2'���

)��3����$��
��0.��%�������@�(
������2'���

)�0.�'�� t = 5, 10 

��3 15 ��.'��� 
 
�����3���&�'(
�2'����+'&���)'��) x = y ?1���	�4)C���0. 7.5, contour (
�

2'����+'?1���	�4)C���0. 7.6 ��3 contour (
� streamline 4)�1��0. 7.7 �3��+)'%��0�����'%�
&�'(
�2'����+'�3����02%�)

�4)����'�4��
��
)��%��?�)3 ��3�02%����(-*)��D.

�1%�%�������
)
��%��?�)3���(-*) ��3��'%��0������')(
�)*$�C��4)�	��) 
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C���0. 7.5 �����3���&�'(
�2'����+'&���)'��) x = y �0.�'�� t = 5, 10 ��3 15 
��.'��� 

 

 
 

C���0. 7.6 contour plot (
�2'����+'���0�0�����2'���

)�0.�'�� t = 15 hr 
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C���0. 7.7 contour plot (
� streamlines ���0�0�����2'���

)�0.�'�� t = 15 hr 
 
4)����������@�(
������&�2'�2J��0.�0&%
@����h� �	����4�
�����&�2'�2J��0.()�	

&%��f��)2D
 200 x 200, 400 x 400 ��3 800 x 800 cells �	�4�
�%'��'�� ∆t = 1 s 
  

 
 

C���0. 7.8 �����3���&�'(
�
J��C1��&���)'��) x = y ��D.
�$��
����	
'� 
 200 x 200, 400 x 400 ��3 800 x 800 cells �0.�'�� t = 5, 10 ��3 15 ��.'��� 
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C���0. 7.9 �����3���&�'(
�2'����+'&���)'��) x = y ��D.
�$��
����	
'� 
 200 x 200, 400 x 400 ��3 800 x 800 cells �0.�'�� t = 5, 10 ��3 15 ��.'��� 
 
�����3���&�'(
�
J��C1�� ��32'����+'�3?1���	�4)C���0. 7.8 ��3 7.9 &���$�	��

��'%������%����	��*������� 2D
 200 x 200, 400 x 400 ��3 800 x 800 cells 4�
@����h��0.�0
�)'�)
��	0�'��)�	��02'���&�&%����)��+�)

� ��*�)0*)%��3�)D.
������(

�$���	(
�������� 
FLUENT 4)����$��
��������%
&�'(
�)*$��(+�4)�C�'3�0.�0�������0.�	

C�����4)���0. 6 
2D
��D.
��%�()�	(
������&�2'�2J�4�
�0()�	��%��%���) �$�)')�J	&%
�0.
�1%C��4)�%'� mushy 
zone �3�0�$�)')�&�&%����)�� �$�4�

�&������	��(
�2'����+'(
�(
����'����'�4��
��
)
��%��?�)3�02%��&�&%����) 

 
4)����������@�(
�()�	(
��%'��'���0.�0&%
@����h� �	����4�
()�	(
��%'��'���0.

()�	&%��f��)2D
 1 ��3 10 s �	���%�()�	(
������&�2'�2J��$�)') 200 x 200 cells �	�
�����3���&�'(
�
J��C1�� ��32'����+'�3?1���	�4)C���0. 7.10 ��3 7.11 &���$�	����'%�
�����%����	��*��
���� 2D
 1 ��3 10 s 4�
@����h��0.�0�)'�)
��	0�'��)�	��02'���&�&%����)
��+�)

� ��*�)0*)%��3�)D.
������(

�$���	(
�������� FLUENT 4)����$��
��������%
&�'
(
�)*$��(+�4)�C�'3�0.�0�������0.�	

C�����4)���0. 6 4)���E�32�
��2�-����
��h���(
�
�����%������&�2'�2J� 2D
��D.
��%�()�	(
��%'��'��4�
�0()�	��%��%���) �$�)')�J	&%
�0.
�1%
C��4)�%'� mushy zone �3�0�$�)')�&�&%����)�� �$�4�

�&������	��(
�2'����+'(
�
(
����'����'�4��
��
)��%��?�)3�02%��&�&%����) 
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C���0. 7.10 �����3���&�'(
�
J��C1��&���)'��) x = y ��D.
�$��
����	
'� 
 ∆t = 1 ��3 10 s �0.�'�� t = 5, 10 ��3 15 ��.'��� 

 
 

C���0. 7.11 �����3���&�'(
�2'����+'&���)'��) x = y ��D.
�$��
����	
'� 
∆t = 1 ��3 10 s �0.�'�� t = 5, 10 ��3 15 ��.'��� 
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7.3 .�/$)� 
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8.1 ��	
��
������� 
 

	���,�%���	�
 FLUENT �����#�%���	�
�,����3�,�4��	���	��56��	����������7��&
'���!(� 
����	���(����������
���&���8���� %��'�������	'��%���	�
 FLUENT 9��
��
��7�	��56�����
�9��
:��:����,�� 	��	��+��'���!(��';�������&���
�	��
�� :"��	��
��<��%���	�
����(�
����	 ��&��9��9���%���	�
 FLUENT �,���	���	��56��	���������
�7��&9�� enthalpy E porosity method ����(�9��
�'����
������ ��&
�9��
+��
�+��
� 

 
	�����������(���� �(���	�56���������
���	 %������
��	�����	���56��	��

��������7��&��	�3�

�
�	����9��
��������$3��L
�'���'+9���� ��&�����������$3��L
�
'���'+

�9����������������&��	���(��������	���9���	������&����
�	'"!� ��	��!��"�
���������(����	���56��	����������7��&��	�3�
�	����9��
���� %����	���(����
����,� pressure - based solver ��	���	��56�� �,� power-law scheme ��	����&
�39��
�&������$�+�� �,� first order implicit scheme ��	�����������,������ ��&�,���8� green E 
gauss cell based ��	����&
�39��9��
,�� 

 
�
������������(����	���56��	����������7��& 	�3�

�
�	����9��
�������
�

�$3��L
�'���'+9���� �������	�3� 1 
�+� ��& 2 
�+� �����
�����9����	�����W���
��+�� 
��&�����
����	�������������+ (���� ��&
���, 2545) ��#�������� %�������9��9��

9����9������&
�9��
�	�� 2 �����39�������3�	��'����������	
�9��
,��'��	��	�&���+��
'���$3��L
��L� ��&�����3���������7��&��������	
�	��9(���39��
�����]� ��&��	��
'�������	�3� 3 
�+�����������
��
����%��
���9����	��	�3� 1 ��& 2 
�+� ��&
��'���
'��	�����&,������������
�& 

 
��	�����������(����	���56��	����������7��& 	�3�

�
�	����9��
�������

�$3��L
�'���'+

�9���� ����������
��
����%��
�����	�������������
 (Sukkuea and 
Maneeratana, 2007) ��&
�9��
�
���(�������&�,�)"	*�����
�+�

�� 
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��	�������	���56��	����������7��&	�3�

�
�	����9��
���� 	������	������

������&	���,�,����������
�'�����6� ������W�����
����%��
����)��������	��	�����W��
�
��+�� �+�	������	�������&�������&,�������'�����;	�&,�������
9��
�
���(����	��
�����84
�����&�����"�� 

 
�(�����	�������	���56��	����������7��&���
�	����9��
���� ����������
��
�

���%��
�����	�����W���,�����9��&�4�����<��'"!�%���������	���������������+ (Seeniraj and 
Sankara Hari, 2008) �+�
�9��
�+	+���	�� ��������	%���	�
 FLUENT 
�
���,��

$+�g��
���	����,���	��
��
�:"�����W���,�����9��&�49�� quasi E steady state flow %��%���	�
 
FLUENT �&�����3��56����	�
	����!�g�������)��+�4'��
�� �(��������&
�9��

7L	+���
�		������W���,�����9��&�4 

 
�����
�	;+�
 solidification model '��%���	�
 FLUENT 
�'���(�	�������&	����

	���(�������	��	��+��'���!(��';�:"����#�	����������7��&�������,�����9�� 
 

1) 	���	�� mushy zone '"!� ��!�j�����9��
��#�����	����������7��&�������,������&


�
�	���	�� mushy zone ��&��	*3&	���	�� mushy zone ���

������� '"!���L�	��
'���'�����
�+�9��9$
��&'���'��,�����������,���	���(������� 

2) 	���	�� mushy zone ��&��	*3&��������������
�'�� mushy zone �(����	��
	�&���+��'��9��
��;�+�
�����)
��������
������,����� �+�9��
��;�����������
�
���	���������+��	��	�&���+��'���$3��L
�+�
 ��&9��
���'���!(��';������
��;	����������!� 

 
'���(�	�����	���� �����������
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9����9�������	���(��������56��	���������

�7��&���
�	��
����;	���� �+����7������,�
������	����&
�3��������,���	��'"!��L��!(��';� ��&
�L�����'���!(��';����
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�����  �/"
�������
���!�&�$�01*	
#��*
��,��*
���1�#�
�+� .���
������,'�2 0�3��+����!'��
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���1�#���	
���+� .���
�����	��1�,�������451��!"06*0���� ��!�� �!���#��� 
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�.1  ��������������������������� !���"�����#!��$�$ 
 

�,�$���
��451����������
�*
�0�	3���6,"���7�#,��	#��,�
����0�3���!" �.1 
!
 �/"
�)��
� ���!"����#*��1�&"�
!
9�137
����!" ����7������
��451�
!���
���
�� �:�����
�&"�
�,��� (semi-infinite) ���01*�!"����
!�#*���
��451�
!
9�137
��� #�
 ����,�
9�137
�
 ��"
�*���
# ��� 	���0��������,'�.���,� AB ��)
�
!���(��� ����
�*
� Poulikalos (1994) 
06*��-! Similarity 0����1�+� .��)#*+�#,�	
��� (�.5)  
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 (governing equation) �/
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 i        TTx →∞→  :      (�.3) 
 

���1�#01*       

t

x
  

α
η
2

=        (�.4) 

�#��!" α  �/
 thermal diffusivity (k/ρc)   
���)#* .���
������
�
9�137
� T �/
 
 

)()( ηerfTTTT CiC −+=     (�.5) 

  
�.2  ��������
�	&!���'�������#!��$�$ 

 

+� .���!")#*�������� ����1��#� Carslaw and Jaeger (1959) ��� Ku and Chan 
(1990) �,�$���
��451���� ��!"��	(����!"������� �:���� ��!"��	(����!"
!
9�137
� �/
�
��^� �:�������!" (isothermal phase change) �#��!" ��� ��"
�*� t0 = 0  		��
!	(��� �:�
�
� 1�����
!
9�137
� ��"
�*� Ti a&"�
!���
������ TF   �:����	
"�� 	

  �/"
�)��
� ���!"����
#*��1�&"��!" x = 0 
!
9�137
����!" TC a&"�
!����*
����� TF  ����7������
��451�
!���
���
��
 �:������&"�
�,������01*�!"����
!�#*��1�&"�
!
9�137
� ����,�
9�137
� ��"
�*���
# ��� 	���
�������,'�.���,� AB ��)
�
!���(��� ����
�*
� #,��	#�0�3���!" �.2  

��� ��!"��	(����� ��"
������a*��
/
)����
/
 0������*�451� ��"
���������1�
����1����
� 	*�����	(��� xSL ��*�06*	
�����
���9
�
������	(���������1����
�������,��
�
9�137
� ���1�#01*������
1������0������	(���
!��� ����,��&�)
���#+����
��������,� 	���������������
�*
����������
�9���
�*
���� ���0������	(���
!�����,� 
�#� �:�������!"	��1�,������	(���   
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�#��!" η �/
�,����)�*1�����
�������� x  	��� αS ��� αL �/
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�#�  SLη  �/
����,����)�*1�����
�����1��� 	*�����	(��� xSL  ���1����)#*���	
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� 6�� 	*���� (nonlinear algebraic equation) #,��!' 
 

0
)(

)(

)(

)(
22

=−
−

+
−

−

−

Ste

  

erf

exp

  erfc

exp

k

k

TT

TT SL

 SL

SL

 SLLS

SLLS

L

S

S

L

CF

iF η

η

η

ηαα

ηαα

α

α π][
      (�.17) 

 

 
�.3  ��������
�	&!���'���������$�$ 
 

Rathjen and Jiji (1971) )#* 	�
+� .���&"��
����� (semi-analytical solution) 	��1�,�
�451�����&'��7�0�������� 0, >yx  #,�3���!" �.3a �!"	(��� ��"
�*� �:��
� 1�� �#�
!

9�137
� ��"
�*� Ti  �:�������!"	
"�� 	

���
!���	7�����
9�137
� �/
���^� TF   �/"
�)��
� �� 
TC �!" 0=x  ��� 0=y  
!
9�137
��"������
9�137
��9# �/
���^���� �:�������!" �#�
���1�#01*������
1������0������	(���
!��� ����,��&�)
���#+������������,� ��� 
thermal diffusivity α = k/ρc 0������	(���
!��� ����,� �/"
01*	
�����
���9
�,'�	
�	(���
 1
/
��,� �#��!" 	*�����	(�����06* non-linear, singular, integro-differential equation  �/"

	�*��	
��� superhyperbola 0�������
������1����
� 	*�����	(���0��7����)�*1���� 
0�3���!" �.3b #,�	
��� (�.18) �#��!"  x*, y* �/
�,����)�*1�����
����������
��� x 
��� y 
!��� ����,� x/(4αt)1/2 ��� y/(4αt)1/2 ��
���#,� S �/
 ����1����
� 	*�����	(��� 
(interface position) 0��# 
� x, y, t  	��� f �/
 ����1����
� 	*� ����	(���0��# 
� x*, y*  
	,5�,�$�� λ  �/
 ������!"�!")#*��������*�451�1�&"�
���a&"��/
����1��� 	*�����	(��� 
(stationary interface position)  ��� x0* �/
 �9#�,# (intersection) �
� 	*� x* = y* �,� 	*�����
	(��� (interface curve) 0��# 
� x*, y* 	��� x1* �/
 ��� x* �!"	,
�,�-��,�                     f = 
(x0* + λ)/2  	��1�,� Λ �/
 ������!")�*1�����#��!" f(x* > Λ ) ≈ λ   
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m �/
  ��6!'����,�0� superhyperbola ��� C �/
 ������!"0� superhyperbola = (x0*m − λm)2 
0����1���� C ��� m 	�
��(���)#*�#�������1�#01*  
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�#��!"�,�(����'��1�,���,���9� (the adjusted weighting factors) i'ω  ��� ϖj �/
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ωI  = weighting factor )#*(7����1�#0�������!" �.1 ��� abscissa τi   and ηj  
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#,��!' 
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������!" �.1 ��� abscissa ����l� �
���'��1�,� (weighting factor) 	��1�,����
���� ������
 ��	� (Gaussian integration) 
 

±ξi ωI 
0.0765265 0.1527534 
0.2277859 0.1491730 
0.3737061 0.1420961 
0.5108670 0.1316886 
0.6360537 0.1181945 
0.7463319 0.1019301 
0.8391170 0.0832767 
0.9122344 0.0626720 
0.9639719 0.0406014 
0.9931286 0.0176140 

   
 
������!" �.2 �,�
����	
�,���
�	������,�����!")#*���	
�,���!"���1�#   

������������
�*
� kL = kS = 2.220 [W/mK] 
������
1������ ρL = ρS = 1000 [kg/m3] 
������
�9���
�*
���� ��� cL = cS = 2.176 [J/K] 
������
�*
��q� L = 338 [kJ/kg] 

9�137
� ��"
�*� Ti  = 10 [oC] 

9�137
��
� �� TC = −20 [oC] 

9�137
� �/
���^� TF = 0 [oC] 
 λ = 0.2075  
 *

0x = 0.258  

 *
1x = 0.303  

 m = 1.59003  
 C = 0.00115  
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�������  	 

��
����������������������	������������� �! "�#�$������%��	�$�&'��

���
	($���	�$	�$)� ���)� *��+�� � 

#include <stdio.h> 

#include <stdlib.h> 

#include <math.h> 

 

int main() { 

    double AlphaL = 0.0000001647, 

        AlphaS = 0.00000126, 

        SteS = 0.213629, 

        SteL = 0.427296, 

        uin = 0.001, 

        rinner = 0.1, 

 

        Bi = 10.0, 

        T = 0.5, 

        L = 100.0; 

    int NCV = 1000, NTS = 50; 

    int i, n; 

    double **Rf, **ThetaB; 

    double dt = T / NTS, dz = L / NCV; 

 

    FILE *fRf, *fThetaB; 

    char filename[1000]; 

 

    Rf = (double **) malloc(sizeof(double *) * (NTS + 1)); 

    ThetaB = (double **) malloc(sizeof(double *) * (NTS + 1)); 

 

    for(i = 0; i <= NTS; i++) { 

        Rf[i] = (double *) malloc(sizeof(double) * (NCV + 1)); 
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        ThetaB[i] = (double *) malloc(sizeof(double) * (NCV + 1)); 

    } 

 

    //initial condition 

    for(i = 0; i <= NCV; i++) { 

        ThetaB[0][i] = Rf[0][i] = 1.0; 

    } 

 

    for(n = 0; n <= NTS; n++) { 

        ThetaB[n][0] = Rf[n][0] = 1.0; 

    } 

 

    //calculate 

    for(n = 1; n <= NTS; n++) { 

        for(i = 1; i <= NCV; i++) { 

            Rf[n][i] = Rf[n-1][i] + dt/Rf[n-1][i] * (-(Bi * SteS / (1 - Bi * log(Rf[n-1][i]) )) + (1.83 

* SteL * AlphaL * ThetaB[n-1][i] / AlphaS) ); 

            ThetaB[n][i] = ThetaB[n][i-1] - (3.66 * ThetaB[n][i-1] * Rf[n][i-1] * Rf[n][i-1] * dz * 

AlphaL / uin / rinner); 

 

            //printf("%lf/%lf\t", Rf[n][i], ThetaB[n][i]); 

        } 

        //printf("\n"); 

    } 

 

    // plotting 

    // fixed position 

    for(i = 0; i <= NCV; i++) { 

        sprintf(filename, "pos_rf_%lf.txt", i * dz); 

        fRf = fopen(filename, "w"); 

 

        sprintf(filename, "pos_thetab_%lf.txt", i * dz); 

        fThetaB = fopen(filename, "w"); 
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        if(fRf != NULL && fThetaB != NULL) { 

 

            for(n = 0; n <= NTS; n++) { 

                fprintf(fRf, "%lf\t%lf\n", n * dt, Rf[n][i]); 

                fprintf(fThetaB, "%lf\t%lf\n", n * dt, ThetaB[n][i]); 

            } 

 

            fclose(fRf); 

            fclose(fThetaB); 

        } 

    } 

 

    // fixed time 

    for(n = 0; n <= NTS; n++) { 

        sprintf(filename, "time_rf_%lf.txt", n * dt); 

        fRf = fopen(filename, "w"); 

 

        sprintf(filename, "time_thetab_%lf.txt", n * dt); 

        fThetaB = fopen(filename, "w"); 

 

        if(fRf != NULL && fThetaB != NULL) { 

 

            for(i = 0; i <= NCV; i++) { 

                fprintf(fRf, "%lf\t%lf\n", i * dz, Rf[n][i]); 

                fprintf(fThetaB, "%lf\t%lf\n", i * dz, ThetaB[n][i]); 

            } 

 

            fclose(fRf); 

            fclose(fThetaB); 

        } 

    } 
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    for(i = 0; i <= NTS; i++) { 

        free(Rf[i]); 

        free(ThetaB[i]); 

    } 

 

    free(Rf); 

    free(ThetaB); 

    return 0; 

} 
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