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computation and Matlab for grid-search algorithm . The result we obtain improves the 
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บทที่  1 

บทน า 

ในปี 1966 ลีโอ  โมเซอร์ (Leo  Moser) [15] ได้ตีพิมพ์เผยแพร่ปัญหาทางเรขาคณิตหลาย
ข้อ หนึง่ในปัญหานัน้ถามถึงขนาดและรูปร่างของรูปท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุท่ีสามารถน าไปปิดทบัเส้น
โค้งใดๆ ในระนาบท่ีมีความยาวหนึง่หน่วยได้ทกุเส้น ตอ่มา Laidacker และ Poole [14] ได้ใช้ 
Blaschke Selection Theorem  แสดงวา่ ปัญหาการปิดทบัเส้นโค้งของโมเซอร์มีค าตอบ กลา่วคือ 
จะมีแผน่ปิดทบันนูท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุท่ีปิดทบัเส้นโค้งหนึง่หนว่ยได้ทกุเส้น ยิ่งไปกวา่นัน้ ค าตอบท่ี
ได้ไมจ่ าเป็นต้องมีค าตอบเดียว ปัจจบุนัเรายงัไมส่ามารถหาแผน่ปิดทบัท่ีมีพืน้ท่ีน้อยสดุได้ บอกได้
แคเ่พียงขอบเขตของพืน้ท่ีของแผน่ปิดทบัน้อยท่ีสดุ ซึง่อยู่ระหวา่ง 0.2194 ถึง 0.2738 

 ปัญหานีค้อ่นข้างยาก จงึมีผู้พยายามศกึษาปัญหาท่ีใกล้เคียงแทน ปัญหาเหลา่นีถ้กูจดั
ประเภทตามเง่ือนไขท่ีระบ ุได้ 3 ประเภทดงันี ้

1. ปัญหาท่ีจ ากดัลกัษณะของแผน่ปิดทบั 

2. ปัญหาท่ีจ ากดัลกัษณะของเส้นโค้ง 

3. ปัญหาท่ีจ ากดัวิธีในการปิดทบั 

ในวิทยานิพนธ์นี ้เราสนใจศึกษาปัญหา 2 ประเภทแรก กล่าวคือ เป็นปัญหาท่ีจ ากัด
ลกัษณะเส้นโค้งเป็นเส้นโค้งปิดและลกัษณะแผน่ปิดทบันนู อย่างไรก็ตามถึงแม้ว่ายงัไม่สามารถหา
แผ่นปิดทับของเส้นโค้งปิดท่ีเล็กท่ีสุดได้ แต่เราสามารถให้ขอบเขตของพืน้ท่ีของแผ่นปิดทับว่ามี
คา่ท่ีเล็กท่ีสุดระหว่าง 0.0966675 ถึง 0.117493   เราจะกล่าวว่า 0.117493 คือขอบเขตบนของ
พืน้ท่ีของแผ่นปิดทบัท่ีเล็กท่ีสุด และ 0.0966675 คือขอบเขตล่างของพืน้ท่ีของแผ่นปิดทบัท่ีเล็ก
ท่ีสดุ โดยในงานวิทยานิพนธ์นีส้นใจท่ีจะปรับปรุงคา่ขอบเขตลา่งดงักลา่วให้ดีขึน้ 

ในปี 1957  H. G. Eggleton [5] ได้พิสจูน์ว่า “สามเหล่ียมจะปิดทบัเส้นโค้งปิดหนึ่งหน่วย
ได้ก็ต่อเม่ือสามเหล่ียมนัน้ต้องปิดทบัวงกลมท่ีมีเส้นรอบรูป 1 หน่วยได้” ด้วยเหตนีุท้ าให้เราได้

ความรู้วา่สามเหล่ียมด้านเท่าท่ีมีความยาวด้านละ 3


 หน่วย เป็นสามเหล่ียมท่ีเล็กท่ีสดุท่ีปิดทบั

เส้นโค้งหนึ่งหน่วยได้ทุกเส้น ซึ่งสามเหล่ียมนีมี้พืน้ท่ีประมาณ 0.13162 ตารางหน่วย ถัดมาในปี 
1972 Shaer และ Wetzel [19] ได้หาส่ีเหล่ียมท่ีเล็กท่ีสดุท่ีปิดทบัเส้นโค้งปิดหนึ่งหน่วยได้ ซึ่ง

   



                        
 

ส่ีเหล่ียมนีมี้พืน้ท่ีประมาณ 0.122738 ตารางหน่วย ตอ่มาในปี 2006 Furedi และ Wetzel [7] ได้
หาคา่ท่ีดีขึน้ของพืน้ท่ี ส่ีเหล่ียมผืนผ้านัน้ให้มีขนาดเล็กลง โดยมีพืน้ท่ีประมาณ 0.117493 ตาราง
หนว่ย  

ส าหรับการหาขอบเขตล่างของพืน้ท่ีของแผ่นปิดทับนัน้  ในปี 1973 Chakerian และ 
Klamkin [4] สามารถหาคา่ขอบเขตล่างของพืน้ท่ีคา่แรกได้ โดยพิจารณาหาคอนเวกซ์ฮลัล์ของ

วงกลมเส้นรอบวง 1 หน่วยและส่วนของเส้นตรงยาว 1

2
 หน่วย ซึ่งมีพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสุด

ประมาณ 0.0963275 ตารางหน่วย ตอ่มาในปี 2006 Furedi และ Wetzel [7] ได้หาขอบเขตล่าง
ค่าใหม่ โดยหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮัลล์น้อยสุดของวงกลมท่ีมีเส้นรอบวงยาว 1 หน่วย และ
ส่ีเหล่ียมผืนผ้าเส้นรอบรูป 1 หนว่ย ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0966675 ตารางหนว่ย   

ในวิทยานิพนธ์นีเ้ราจะท าการปรับปรุงคา่ขอบเขตล่างของพืน้ท่ีของแผ่นปิดทบัส าหรับเส้น
โค้งปิดท่ีมีความยาวหนึ่งหน่วยให้ดีขึน้กว่าเดิม ในการหาขอบเขตล่างนี ้เราใช้วงกลมเส้นรอบวง 1 

หนว่ย  สว่นของเส้นตรงยาว 1

2
หน่วย และสามเหล่ียมด้านเท่ายาวด้านละ 1

3
หน่วย โดยเราจะท า

การหาคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็ก ๆ ส าหรับเส้นโค้งปิด 3 เส้นนี ้

โดยในวิทยานิพนธ์เราจะพิสูจน์ทฤษฎีบทท่ี 1 ซึ่งเป็นทฤษฎีบทหลกั จากนัน้เราจะใช้ผล
ของทฤษฎีบทท่ี 1 มาพิสจูน์ทฤษฎีบทท่ี 2 เราจงึจะได้คา่ขอบเขตลา่งท่ีเราต้องการ 

ทฤษฎีบท 1  คอนเวกซ์ฮลัล์ของวงกลมเส้นรอบวงยาว 1 หน่วย ส่วนของเส้นตรงยาว 1

2
หน่วย 

และสามเหล่ียมด้านเทา่ยาวด้านละ 1
3
หนว่ย มีพืน้ท่ีอยา่งน้อย 0.0970236 ตารางหนว่ย 

ทฤษฎีบท 2 แผ่นปิดทบันูนส าหรับเส้นโค้งปิดหนึ่งหน่วยมีพืน้ท่ีอย่างน้อย 0.0970236 ตาราง
หนว่ย 

 เราจะพิสจูน์ทฤษฎีบทหลกัในบทท่ี 5 โดยเราจะใช้ grid-search algorithm  มาช่วยในการ
พิสจูน์ ซึ่งเป็นวิธีเดียวกนักบัท่ี P. Brass และ M. Sharifi [3] ใช้หาขอบเขตล่างของ Lebesques 
universal cover problem ในปี 2005 อีกทัง้สิระ ศรีสวสัดิ์ และธีรสรรค์ ขนัธวิทย์ [20] ยงัใช้วิธีการ
นีใ้นการหาขอบเขตลา่งของปัญหาการปิดทบัเส้นโค้งของโมเซอร์ในปี 2008 นอกจากนีเ้รายงัใช้ผล
การค านวณจาก โปรแกรม Mathematica ในบทท่ี 4 มาชว่ยในการสนบัสนนุค าตอบ 

 ในบทท่ี 2 จะเป็นเนือ้หาเก่ียวกบัความรู้พืน้ฐานและงานวิจยัท่ีเก่ียวข้องกบัปัญหานี ้

2 

2 



                        
 

 ในบทท่ี 3 จะเป็นวิธีการด าเนินการ โดยเร่ิมจากการแปลงปัญหาให้ง่ายขึน้ และมีการ
พิสจูน์บทตัง้ตา่งๆ เพื่อก าหนดเง่ือนไขของการวางต าแหน่งของเส้นโค้งทัง้ 3 เส้น ซึ่งเราจะน าไปใช้
ในการพิสจูน์ทฤษฎีบทหลกัตอ่ไป 

 ส่วนบทสดุท้าย คือ บทท่ี 6 จะเป็นการสรุปผล อภิปรายผล ปัญหาในการด าเนินการและ
ข้อเสนอแนะเก่ียวกบังานวิทยานิพนธ์นี ้

 ในงานวิทยานิพนธ์นีเ้ราสามารถปรับปรุงคา่ขอบเขตล่างของพืน้ท่ีท่ีน้อยสุดของแผ่นปิด
ทับนูนส าหรับเส้นโค้งปิดหนึ่งหน่วยให้ดีขึน้กว่าเดิม ซึ่งค่าขอบเขตล่างได้ปรับเป็นค่าประมาณ 
0.0970236 นอกจากนีเ้ราได้ใช้โปรแกรม Mathematica ช่วยในการค านวณเชิงตวัเลข ซึ่งพบว่า
คอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็กท่ีสดุส าหรับเส้นโค้งทัง้ 3 เส้นมีพืน้ท่ีประมาณ 0.0970439 ตารางหน่วย โดย
เราจะใช้รูปท่ี 1 เป็นตวัอยา่งหนึง่ในการจะบอกวา่ ถ้าคอนเวกซ์ฮลัล์อ่ืนมีพืน้ท่ีมากกว่า 0.0970439 
ตารางหนว่ย คอนเวกซ์ฮลัล์รูปนัน้จะไมใ่ชค่อนเวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็กท่ีสดุ 

 

รูปท่ี 1 คอนเวกซ์ฮลัล์ของเส้นโค้งปิด 3 เส้นซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0970439 ตารางหน่วย 
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บทที่  2 

ความรู้พืน้ฐานและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

ในบทนีเ้ราจะให้บทนิยามและทฤษฎีบทพืน้ฐานเก่ียวกบัปัญหาการปิดทบัเส้นโค้งของโม
เซอร์ นอกจากนี ้เราจะกล่าวถึงท่ีมาและความส าคญัของปัญหาจนน ามาสูปั่ญหาท่ีเราสนใจศกึษา 

2.1 นิยามและทฤษฎีบทพืน้ฐาน 

บทนิยาม 2.1.1 ให้ A  และ B  เป็นเซตใน nR  เราจะกลา่ววา่ A  ปิดทบั (cover) B  หรือB

บรรจใุน (fit) A  ได้ ถ้ามี isometry f   บน nR  ซึง่ ( )f A B  

ข้อสงัเกต  เราจะได้วา่ ( )f A B  ก็ตอ่เม่ือ 1( )A f B  

บทนิยาม 2.1.2 เราจะเรียกเซต A  วา่เซตนนู (convex set) ถ้าส าหรับสองจดุ x และ y ใดๆ 
ใน A  สว่นของเส้นตรงท่ีเช่ือมจาก x ถึง y  เป็นสบัเซตของ A  

บทตัง้  2.1.3 ให้ A  เป็นเซตนนู ทกุ   จะได้  


A เป็นเซตนนู 

บทนิยาม 2.1.4 คอนเวกซ์ฮลัล์ (convex hull) ของเซต A  คือเซตนนูท่ีเล็กท่ีสดุท่ีคลมุ A  ซึง่เรา
จะแทนด้วยสญัลกัษณ์ ( )H A  

นิยามของคอนเวกซ์ฮลัล์แจม่ชดัเน่ืองจากผลตดัของเซตนนูเป็นเซตนนู 

ทฤษฎีบทตอ่ไปจะให้ข้อมลูเก่ียวกบัคอนเวกซ์ฮลัล์บนระนาบ 

ทฤษฎีบท 2.1.5  1 2 1 2( ) [0,1] (1 ) , ,x H A x y y y y A             

บทนิยาม 2.1.6 ส่วนท่ีเป็นแก่นสาร (essential part) ของ A  คือสบัเซตท่ีเล็กท่ีสดุของ A  ท่ีมี
คอนเวกซ์ฮลัล์เป็น ( )H A  ซึง่เราจะแทนด้วยสญัลกัษณ์ ( )E A  

ทฤษฎีบท 2.1.7 ส าหรับเซตนนู A  ในระนาบ จะมีสบัเซตท่ีเล็กท่ีสดุของ A  ท่ีมีคอนเวกซ์ฮลัล์
เป็น A  

บทตัง้ 2.1.8 สว่นท่ีเป็นแก่นสาร (essential part) ของ A  คืออินเตอร์เซกชนัของสบัเซตทัง้หมด
ของ A  ซึง่มีคอนเวกซ์ฮลัล์เป็น ( )H A  

 



                        
 

บทนิยาม 2.1.9 ความหนา (thickness, minimum width) ของเซต A  ในระนาบคือระยะหา่ง
น้อยสดุของเส้นคูข่นานท่ีขงั A  ไว้ 

บทตัง้ 2.1.10  ความหนาของ A  จะเทา่กบัความหนาของ ( )H A  และเทา่กบัความหนา
ของ ( )E A  

2.2 การปิดทับด้วยเซตนูน 

 เน่ืองจากการปิดทบัด้วยเซตนนูมีสมบตัพิิเศษมากมาย จงึเป็นเหตใุห้นกัคณิตศาสตร์สนใจ
ศึกษาเฉพาะเซตนูน และเรียกสาขานีท้างเรขาคณิตว่า เรขาคณิตแบบคอนเวกซ์  (convex 
geometry) 

บทตัง้ 2.2.1 ถ้า B  เป็นเซตนนู และ B A  แล้ว )(AHB  

บทตัง้ 2.2.2 เซตนนู A  จะปิดทบัเซต B  ได้ก็ตอ่เม่ือ A  ปิดทบั ( )E B  

การแสดงถึงการมีอยูข่องค าตอบของปัญหาการปิดทบัเส้นโค้งเป็นสิ่งท่ียากและท้าทาย
ส าหรับ เคร่ืองมือท่ีส าคญัท่ีสดุท่ีเราใช้ในการศกึษาปัญหานี ้ คือ Blaschke Selection Theorem 
ก่อนท่ีจะเข้าถึงทฤษฎีบทนี ้ เราต้องเข้าใจการลูเ่ข้าของเซตในการวดัระยะหา่งระหวา่งเซตแบบ 
Hausdrof 

บทนิยาม 2.2.3  ให้ ( )peri A  หมายถึง ความยาวของเส้นรอบรูปของเซต A  ซึง่ ( )peri A

อาจไมมี่คา่ 

บทตัง้ 2.2.4 ให้ A  เป็นเซตนนู และB  เป็นเซตใดๆ ถ้า A B   แล้ว )()( BperiAperi   

บทนิยาม 2.2.5  ยา่นเอฟซิลอน ( -neighborhood) ของ A คือ ( , )

x A

B x 


 เราจะแทนด้วย

สญัลกัษณ์ A  

เรานิยามระยะห่างระหวา่งเซต AกบัB  เป็น ( , ) : inf{ | }d A B A B B A      

ทฤษฎีบท 2.2.6(Blaschke Selection Theorem) ส าหรับ  A  ซึง่เป็นหมูข่องเซตนนูซึง่มีขอบเขต
แบบเอกรูป จะมีล าดบั nA  ใน A  ท่ีลูเ่ข้าในปริภมูิ โดยท่ี area( nA )   area( A ), 

nA  A  และ length( nA ) length( A ) เม่ือ n  

5 



                        
 

ทฤษฎีบทตอ่ไปเป็นทฤษฎีท่ีใช้ความพิเศษของเซตนนู 

ทฤษฎีบท 2.2.7 ให้ A  และ B  เป็นเซตใด ๆ ท่ีอยูบ่นระนาบ ซึง่ B เป็นเซตนนู ถ้าทกุ ๆ 3 จดุใน 
A  สามารถเล่ือนไปอยูใ่น B  ได้แล้ว Aจะเล่ือนไปอยูใ่น B  ได้ 

2.3 ปัญหาการปิดทับเส้นโค้งของโมเซอร์ 

ก่อนกล่าวถึงปัญหานี ้ ขอกลา่วถึงปัญหาของ Bellman [1] ในปี 1956 ท่ีถามหา        
วิธีการเดินทางท่ีสัน้ท่ีสดุท่ีรับประกนัว่าจะพาเราออกจากบริเวณท่ีเรารู้รูปร่างได้ ได้มีการจ าลอง
สถานการณ์ท่ีนา่สนใจได้หลายอย่าง เชน่ การหาทางออกจากป่าท่ีเราหลงทาง หรือการวา่ยน า้เข้า
ฝ่ังหากเกิดเรือลม่ ค าถามส าคญัอนัหนึง่ท่ี Bellman ถามคือ เราควรจะเดนิอยา่งไรจึงจะออกจาก
ป่าท่ีเป็นแถบส่ีเหล่ียมผืนผ้ายาวอนนัต์ได้ 

ตอ่มาในปี 1961 Zalgaller [28] ได้ตอบค าถามนี ้ แล้วในปี 1968 Schaer [18] ก็ได้
ค าตอบเดียวกนั โดยไมรู้่มาก่อนว่า Zalgaller  [28] ได้ท างานนีแ้ล้ว และได้ตัง้ช่ือเส้นโค้งนีว้า่ 
broadworm 

 

รูปท่ี 2.1  broadworm 

Broadworm  1 หนว่ยนี ้ ประกอบด้วยเส้นตรง 4 เส้น เส้นโค้ง 2 เส้นดงัรูปท่ี 2.1 โดยท่ี 

0 00.290046,  0.480931, 0.318888, 0.458058,  0.438925 a b      

  

ในปี 1963 Graham [10] ได้ตัง้ค าถามว่าเส้นโค้งใดสัน้ท่ีสดุและไมส่ามารถใสใ่น
สามเหล่ียมด้านเทา่เปิด(ไมร่วมขอบ) แล้วในปี 1965 Besicovitch [2] ก็ได้เสนอเส้นโค้งหนึง่และ
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คาดการณ์วา่เป็นเส้นโค้งท่ีสัน้ท่ีสดุตามท่ีต้องการ เส้นโค้งนีเ้ป็นสามทอ่นมีช่ือเรียกวา่ เส้นโค้ง 
Besicovitch ดงัรูปท่ี 2.2 

 

รูปท่ี 2.2 เส้นโค้ง Besicovitch 

เส้นโค้ง Besicovitch ประกอบด้วย สว่นของเส้นตรง 3 เส้น โดยท่ี 3

28
AB BC CD   , 

/ /AB CD และ 10.9CAB   

 ในปี 1966 Leo Moser [15] ได้ตัง้ปัญหาท่ีเราสนใจเป็นพิเศษ เป็นปัญหาท่ีเข้าใจง่าย แต่
ยงัไมพ่บวิธีท่ีดีในการหาค าตอบ ปัญหานีถ้ามถึงเซตบนระนาบท่ีเล็กท่ีสดุท่ีปิดทบัเส้นโค้งท่ียาว
หนึง่หนว่ยได้ทัง้หมด ปัญหานีมี้ช่ือวา่ “ปัญหาการปิดทบัเส้นโค้งของโมเซอร์” แผน่ปิดทบัส าหรับ
เส้นโค้งหนึง่หน่วยท่ีเห็นได้ชดัท่ีสดุ คือ แผน่กลมรัศมี 1 หนว่ย วิธีปิดทบัเส้นใดๆ ก็คือ น าจดุ
ศนูย์กลางของแผน่ไปทบัท่ีจดุปลายจดุหนึง่ของเส้นโค้ง ก็จะได้วา่ เส้นโค้งอยูใ่นแผน่ซึง่มีพืน้ท่ี 
3.14159 ตารางหนว่ย หลกัการนีท้ าให้เราท าแผน่ปิดทบัท่ีเล็กลงได้ โดยใช้แผน่กลมรัศมีคร่ึงหน่วย 
ซึง่มีพืน้ท่ี 0.78539 ตารางหนว่ย วิธีปิดทบัก็คือ การน าจดุศนูย์กลางแผ่นไปทบัจดุกึ่งกลางของเส้น
โค้ง ก็จะได้วา่เส้นโค้งอยูใ่นแผน่ปิดทบันี ้

2.3.1 ท าไมต้องเส้นหน่ึงหน่วย 

ในหวัข้อนีเ้ราจะอธิบายวา่ท าไมการศกึษาการปิดทบัเส้นโค้งหนึง่หน่วยจงึเพียงพอท่ีจะ
เข้าใจสมบตัิโดยรวมของการปิดทบั เราอาจจะเร่ิมจากการนกึถึงแผน่ปิดทบัท่ีปิดทบัเส้นโค้งได้ทกุ
เส้น กรณีนีจ้ะเห็นว่าแผน่ปิดทบัต้องเป็นทัง้ระนาบ เน่ืองจากเรารู้จกั space-filling curve มาจาก
ความรู้เบือ้งต้นใน topology หากเราจะลดลงมาเหลือเพียงแคปิ่ดทบัเส้นโค้งท่ียาวจ ากดั ผลก็คง
ไมแ่ตกตา่งกนัมาก เน่ืองจากเส้นโค้งท่ีมีความยาวไมจ่ ากดัก็จะบีบให้แผ่นปิดทบัต้องแผอ่าณาเขต
ไมจ่ ากดัไปด้วย การศกึษาเราจงึต้องจ ากดัความยาวของเส้นโค้ง เราอาจกล่าวได้ว่า หากเรา
ต้องการปิดทบัเส้นโค้งความยาวไมเ่กิน L เราก็ท าการศกึษาเพียงแผน่ปิดทบัเส้นโค้งหนึง่หนว่ยก็
พอ แล้วจงึยอ่ขยายด้วย L ก็จะได้แผน่ปิดทบัเส้นโค้งยาว L ซึง่ปิดทบัเส้นโค้งท่ีสัน้กว่า L ได้ด้วย 
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2.3.2 การปรับปรุงค าตอบ 

ในปี 1975 Aram Meir [23] ได้พิสจูน์วา่แผน่คร่ึงวงกลมรัศมีคร่ึงหน่วยซึง่มีพืน้ท่ี 0.39270 
ตารางหน่วย ปิดทบัเส้นโค้งหนึง่หนว่ยใดๆ ได้ ตอ่มา Schaer และ Wetzel [19] ได้หาส่ีเหล่ียม
จตัรัุสและสามเหล่ียมด้านเท่าท่ีเล็กท่ีสดุท่ีปิดทับเส้นโค้งหนึง่หนว่ยได้ ซึง่คือส่ีเหล่ียมจตัรัุสท่ีมีเส้น
ทแยงมมุยาว 1 หน่วย และสามเหล่ียมด้านเทา่ท่ีมีด้านยาว 1 หนว่ย แตพื่น้ท่ีของรูปทัง้สองยงัมีคา่
มากกวา่พืน้ท่ีของแผน่คร่ึงวงกลมรัศมีคร่ึงหนว่ย จากนัน้ Wetzel [22] ได้พิจารณาบรรดาเซกเตอร์ 

( ,2 )S r   โดยท่ี r และ2  คือรัศมีและมมุของเซกเตอร์ตามล าดบั ซึ่ง Wetzel [22] ได้พิสจูน์ว่า 

ถ้า 1
csc

2
r แล้วเซกเตอร์ ( ,2 )S r  จะปิดทบัเส้นโค้งหนึง่หนว่ยได้ มากไปกวา่นัน้ เม่ือ 

1
csc

2
r และพืน้ท่ีของเซกเตอร์จะมีคา่น้อยท่ีสดุในเทอมของ   จงึท าให้แผน่ปิดทบัรูป

เซกเตอร์ท่ีเล็กท่ีสดุมีพืน้ท่ีเท่ากบั 0.34510 ตารางหน่วย ซึง่ดีกวา่แผน่คร่ึงวงกลมรัศมีคร่ึงหนว่ย 

 

รูปท่ี 2.3 เซกเตอร์ท่ีเล็กท่ีสดุมีพืน้ท่ีเทา่กบั 0.34501 ตารางหนว่ยของ Wetzel 

 ในปี 1972 Gerriets [8] ได้สร้างแผน่ปิดทบัท่ีมีพืน้ท่ี 0.32140 ตารางหนว่ย ซึง่เล็กวา่
เซกเตอร์ของ Wetzel [22] โดยแผน่ปิดทบันีป้ระกอบด้วย 2 สว่นใหญ่ ๆ คือสว่นบน และสว่นลา่ง 

ส าหรับสว่นลา่งจะเป็นรูปสามเหล่ียมหน้าจัว่ ซึง่มีฐานยาว 1 หนว่ย และสงู 1

4
 หนว่ย อีกสว่นนัน้

เป็นรูปคร่ึงวงรี มีแกนเอกยาว 1 หนว่ย และแกนโทยาว 1
2
หนว่ย ดงัรูป 

 

รูปท่ี 2.4 แผน่ปิดทบัของ Gerriets 
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 ในปี 1975 Gerriets และ Poole [9] ก็ได้สร้างแผน่ปิดทบัตวัใหม ่ ซึง่มีพืน้ท่ี 0.28870 
ตารางหน่วย แผน่ปิดทบันีเ้ป็นรูปส่ีเหล่ียมขนมเปียกปนูมีเส้นทแยงมมุหลกัยาว 1 หนว่ยและเส้น

ทแยงมมุรองยาว 1

3
หนว่ย ยิ่งไปกวา่นัน้ เม่ือตดัมมุตรงเส้นทแยงมมุรองออกเล็กน้อย ก็จะได้

แผน่ปิดทบัท่ีเล็กลงกวา่เดมิซึ่งมีพืน้ท่ี 0.28610 

 

รูปท่ี 2.5 แผน่ปิดทบัรูปส่ีเหล่ียมขนมเปียกปนูของ Gerriets และ Poole 

 อีก 17 ปีตอ่มา Norwood, Poole และ Laidacker [17] ได้ปรับปรุงแผน่ปิดทบัรูปส่ีเหล่ียม
ขนมเปียกปนูให้เล็กลงกวา่เดมิ โดยการเล็มมมุบนของรูปด้วยสามเหล่ียมหน้าจัว่ ซึ่งมีพืน้ท่ีเหลือ
เพียง 0.27524 ตารางหนว่ย ในปี 2002 Norwood และ Poole [16] ได้สร้างแผน่ปิดทบัท่ีเล็กท่ีสดุ
ในปัจจบุนั แผน่ปิดทบันีไ้มใ่ชเ่ซตนนู ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.260437 ตารางหนว่ย ซึง่ถกูสร้างโดย
การวางสว่นของเส้นตรงหนึง่หนว่ยไว้บนแกน X โดยให้จดุกึ่งกลางของสว่นของเส้นตรงนีอ้ยู่ตรงกบั
จดุก าเนิด จากนัน้วางจดุ T ไว้บนแกน Y เหนือจดุก าเนิดตามรูป แล้วสร้างวงกลม โดยให้วงกลม
ผา่นจดุ T และจดุปลายทัง้สองข้างของสว่นของเส้นตรงหนึง่หนว่ยก็จะได้ส่วนบนของแผน่ปิดทบั
ตามรูปท่ี 2.6 สว่นลา่งของแผน่ปิดทบันีเ้ป็นสว่นของพาราโบลา โดยท่ีผลรวมของระยะหา่งจาก
แกน Y และระยะหา่งจากสว่นบนของแผน่ปิดทบันีไ้ปยงัจดุทกุจดุบนพาราโบลามีคา่เทา่กบั 0.5 
หนว่ย จากนัน้สะท้อนเฉพาะสว่นบนของแผน่ปิดทบัตามแนวแกน X จะได้วา่สว่นของวงกลมท่ีถกู
สะท้อนลงมาจะตดักบัพาราโบลา สว่นลา่งของแผน่ปิดทบันีน้บัเอาสว่นของวงกลมหรือพาราโบลา
ก็ตามท่ีอยู่ต ่ากวา่ นอกจากนี ้ Norwood และ Poole [16] ก็ได้สร้างแผน่ปิดทบันนูท่ีมีพืน้ท่ีน้อย
ท่ีสดุขึน้มาด้วยโดยการปรับเล่ือนจดุ T ขึน้มานิดหนอ่ยแล้วลากสว่นของเส้นตรงเช่ือมปลายทัง้สอง
ด้านของเส้นโค้งกบัจดุ B (ซึง่อยูต่ ่ากวา่จดุ T ลงมา 0.5 หนว่ย) ซึง่แผน่ปิดทบันีมี้พืน้ท่ีประมาณ 
0.2738086 ตารางหนว่ย จนถึงปัจจบุนัเราก็ยงัไมรู้่อะไรเก่ียวกบัแผน่ปิดทบันนูท่ีเล็กท่ีสดุ ท าได้
เพียงหาแผน่ปิดทบัท่ีเล็กลงกวา่เดมิเร่ือย ๆ ในปี 2006 Wei Wang [21] ได้น าเสนอแผน่ปิดทบันนู
ท่ีเล็กลงกวา่เดมิ ดงัรูปท่ี 2.7 ซึง่มีพืน้ท่ี 0.2709119 ตารางหนว่ย 
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รูปท่ี 2.6 แผน่ปิดทบัท่ีเล็กท่ีสดุในปัจจบุนัของ Norwood และ Poole 

 

 

 

รูปท่ี 2.7 แผน่ปิดทบัของ Wei Wang 
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2.3.3 ขอบเขตล่างของพืน้ท่ีของแผ่นปิดทับ 

 ในอีกทางหนึง่เราได้ศกึษาขอบเขตลา่งของพืน้ท่ีของแผน่ปิดทบั กล่าวคือ ท าการหาคอน
เวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็กท่ีสดุท่ีปิดทบัเส้นโค้ง 1 หนว่ยเพียงไมก่ี่เส้น ในปี 1968 Schaer [18] ได้หาขอบเขต
ลา่งคา่แรกของปัญหานี ้ โดยใช้ความหนาของ broadworm ซึง่มีคา่ 0.438925 และเส้นตรง 1 

หนว่ย ท าให้มีพืน้ท่ีอยา่งน้อย 0.438925
0.21946

2
  เราอาจกล่าวได้ว่าแผน่ปิดทบันนูส าหรับ

เส้นโค้งหนึง่หน่วยจะต้องมีพืน้ท่ีอย่างน้อย 0.21946 ตารางหนว่ย ในปี 2000 Eric Ferguson [29] 
ได้เสนอขอบเขตลา่งตวัใหม ่ โดยใช้เส้นตรง 1 หนว่ย เส้นตวัวีมมุ 60 องศาท่ีแขนยาว 0.5 หนว่ย

เทา่กนั และตวัยสูามทอ่นมมุฉากท่ียาวทอ่นละ 1
3
 หนว่ยเทา่กนั 

 

รูปท่ี 2.8  เส้นตรง 1 หน่วย  เส้นตวัวีมมุ 60 องศา และตวัยสูามทอ่นมมุฉาก 

โดยเขาได้เสนอวิธีจดัสามเส้นนีใ้ห้มีคอนเวกซ์ฮลัล์รวมท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุดงัรูปท่ี 2.8 ซึง่มีพืน้ท่ีคอน
เวกซ์ฮลัล์รวมเทา่กบั 0.2388 ตารางหนว่ย 

 

รูปท่ี 2.9 ข้อคาดการณ์ของ Ferguson ท่ีอาจให้คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุ 

ในปี 2005 เรวตั ถนดักิจหิรัญ ได้เสนอการจดัเส้นโค้งทัง้สามท่ี Ferguson [29] ใช้ให้มี
พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์รวมเพียงแค ่0.22758966 ตารางหนว่ย ดงัรูป 
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รูปท่ี 2.10 คอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีให้พืน้ท่ีเทา่กบั 0.2275896 ตารางหนว่ย 

เรวตัเสนอวา่รูปท่ีได้ดงักลา่วนา่จะเป็นการจดัรวมให้มีพืน้ท่ีน้อยสดุ ส่วนขัน้ตอนการพิสจูน์
นัน้ สิระ ศรีสวสัดิ์ และธีรสรรค์  ขนัธวิทย์ [20] ได้ชว่ยกนัพิสจูน์ให้รัดกมุมากขึน้ ซึง่ขณะนีอ้ยู่
ระหวา่งการรอพิจารณาเพ่ือตีพิมพ์ 

จากข้อคาดการณ์ของ Ferguson ท าให้เราตระหนกัถึงความเช่ือของนกัคณิตศาสตร์ใน
สมยัก่อนเร่ืองความสมมาตร ดงันัน้สมบตักิารจดัรวมของเซตของเส้นโค้งให้มีพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์
น้อยท่ีสดุจงึเป็นเร่ืองท่ีซบัซ้อนมาก 

2.3.4 การแตกเป็นปัญหาย่อย 

 เน่ืองจากปัญหาการปิดทบัเส้นโค้งของโมเซอร์ เป็นปัญหาท่ีคอ่นข้างยาก นกัคณิตศาสตร์
สว่นใหญ่จงึศกึษาปัญหาใกล้เคียงควบคูไ่ปด้วย โดยมีการค านงึถึงสิ่งส าคญัสามประการตอ่ไปนี ้

1. เส้นโค้งท่ีถกูปิดทบั เราอาจจะพิจารณาการปิดทบัของเส้นโค้งบางชนิด เชน่ เส้นโค้งคอน
เวกซ์ เส้นโค้งปิด เป็นต้น 

2. รูปร่างของแผน่ปิดทบั นกัคณิตศาสตร์สว่นใหญ่จ ากดัตวัเองในการศกึษาแผน่ปิดทบันนู 
บางกลุม่ก็ศกึษาแผน่ปิดทบัสามเหล่ียมหรือส่ีเหล่ียม  เป็นต้น 

3. วิธีการปิดทบั ปัญหาของเราอนญุาตให้เล่ือน หมนุ และ พลิกได้ เราอาจศกึษากรณีท่ีไม่
อนญุาตให้มีการพลิก หรือไมอ่นญุาตให้หมนุ หรืออนญุาตเพียงการเล่ือน 

2.3.5 การมีอยู่ของแผ่นปิดทับเล็กสุด 

 ค าถามท่ีนา่สนใจข้อหนึง่คือ มีแผน่ปิดทบัตามท่ีโมเซอร์ถามหาหรือไม ่ ความพยายามใน
การตอบค าถามนีไ้ด้ท าให้เราไปพบสิ่งท่ีนา่ประหลาดใจหลายอยา่ง       สิ่งแรกคือ   การค้นพบ
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แผน่ปิดทบัส าหรับเส้นท่ีเป็นทอ่น ๆ (polysegment) อาจเป็นสิ่งท่ีเกินความสามารถในจินตนาการ
วา่ จะมีแผน่ปิดทบัพืน้ท่ีศนูย์หรือไร้พืน้ท่ี ซึง่สามารถปิดทบัเส้นทอ่น ๆ หนึง่หนว่ยได้ทัง้หมด ยิ่งไป
กวา่นัน้ ด้วยการประกอบง่าย ๆ เราสามารถสร้างแผน่ปิดทบัส าหรับเส้นทอ่น ๆ ความยาวใด ๆ ซึง่
ตอนนีท้ าให้เราไมแ่นใ่จแล้วว่าแผน่ปิดทบัท่ีเล็กท่ีสดุส าหรับเส้นโค้งใด ๆ นัน้จะมีอยูห่รือไม ่ความรู้
เร่ือง measure theory ขัน้สงูได้สร้างเซตประหลาดเหล่านี ้และแสดงได้เพียงวา่ แผ่นปิดทบัส าหรับ
เส้นโค้งใด ๆ ต้องมีพืน้ท่ีมากกวา่ศนูย์ Wetzel ได้เตือนนกัคณิตศาสตร์วา่ แผน่ปิดทบัท่ีไมใ่ชเ่ซตนนู
นีไ้มน่า่สนใจ เน่ืองจากความพยายามของนกัเรขาคณิตอาจไมเ่กิดประโยชน์ หากมิได้ใช้ measure 
theory พิสจูน์ถึงความมีอยูข่องเซตท่ีมีพืน้ท่ีเล็กไมจ่ ากดัท่ีปิดทบัเส้นโค้งหนึง่หนว่ยได้ กลา่วคือ ไม่
วา่จะก าหนดพืน้ท่ีมาเล็กเพียงใด ก็จะมีแผน่ปิดทบัท่ีมีพืน้ท่ีน้อยกวา่นัน้เสมอ ตอ่ไป เราจะมา
พิจารณาการมีอยูข่องแผน่ปิดทบันนู ซึง่เคร่ืองมือท่ีใช้ในการแสดงคือ Blaschke Selection 
Theorem จงึท าให้เรารู้วา่มีแผน่ปิดทบันนูท่ีมีพืน้ท่ีน้อยสดุ ด้วยความรู้ของ geometric measure 
theory อาจน าไปสู่การพิสจูน์ท่ีซบัซ้อน เพ่ือยืนยนัการมีอยูข่องแผน่ปิดทบัท่ีซบัซ้อนขึน้ เชน่     
แผน่ปิดทบัไมมี่รู 

2.3.6 ปัญหาการปิดทับเส้นโค้งคอนเวกซ์ 

 เส้นโค้งคอนเวกซ์คือเส้นโค้งท่ีไม่ตดัตวัเองและมีเส้นโค้งเป็นขอบของคอนเวกซ์ฮลัล์ของ
ตวัเอง ส าหรับการหาแผ่นปิดทบัเส้นโค้งคอนเวกซ์ความยาวหนึ่งหน่วยได้ทุกเส้นนัน้ เร่ิมต้นในปี 
1965 Besicovitch [2] ได้ตัง้ข้อสงัเกตว่าสามเหล่ียมด้านเท่าท่ียาวด้านละหนึ่งหน่วยสามารถปิด

ทบัเส้นโค้งคอนเวกซ์ได้ทกุเส้น ซึ่งมีพืน้ท่ี 3
0.433013

4
  ตารางหน่วย ถดัมาในปี 1970 Wetzel 

[23] ได้พิสจูน์ว่า รูปสามเหล่ียมจัว่ฉากท่ีมีด้านตรงข้ามมมุฉากยาวหนึ่งหน่วยซึ่งมีพืน้ท่ีประมาณ 
0.25 ตารางหน่วย สามารถปิดทบัเส้นโค้งคอนเวกซ์ได้ทกุเส้น นอกจากนีย้งัได้พิสจูน์อีกว่าถ้าเล็ม

บริเวณมุมฉากของรูปดังกล่าวออกด้วยความสูง 1 2
0.0286

2 3
   หน่วย จะได้รูปใหม่ซึ่งมี

ความสงู 2
0.47140

3
  และยงัคงปิดทบัเส้นโค้งคอนเวกซ์ความยาวหนึ่งหน่วยได้ โดยรูปใหม่ท่ี

ได้มีพืน้ท่ีประมาณ 0.24918 ตารางหนว่ย  
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รูปท่ี 2.11 แผน่ปิดทบัเส้นโค้งคอนเวกซ์ท่ีเล็มมมุออกท่ีระดบัความสงู 0.4714 หนว่ย 

จากนัน้ Joseph A. Johnson, George D. Poole และ Wetzel ได้พิสจูน์วา่รูปท่ีมีพืน้ท่ีน้อยกวา่ 
0.2465481 ตารางหนว่ย (ลกัษณะดงัรูปท่ี 2.12) สามารถปิดทบัเส้นโค้งคอนเวกซ์ได้ทกุเส้น โดย
ผลงานนีไ้ด้รับการตีพิมพ์ในปี 2004  

 

รูปท่ี 2.12 แผน่ปิดทบัเส้นโค้งคอนเวกซ์ท่ีมีพืน้ท่ีเทา่กบั 0.2465481 ตารางหน่วยของ Wetzel 

หลงัจากนัน้  วชัรินทร์  วิชิรมาลา [24] ได้พิสจูน์หาแผน่ปิดทบัท่ีมีพืน้ท่ีน้อยลงกวา่เดมิซึง่มี
พืน้ท่ีประมาณ 0.2464 ตารางหนว่ย แผน่ปิดทบัใหมท่ี่ได้นีไ้ด้จากการตดัเล็มรูปสามเหล่ียมมมุฉาก
ท่ีมีด้านประกอบมมุฉากยาวเทา่กนัและมีด้านตรงข้ามมมุฉากยาวหนึง่หนว่ยท่ีระดบัความสงู 0.44 
หนว่ย (ลกัษณะดงัรูปท่ี 2.13) โดยผลงานนีถ้กูตีพิมพ์ในปี 2005 
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รูปท่ี 2.13 แผน่ปิดทบัเส้นโค้งคอนเวกซ์ท่ีเล็มมมุออกท่ีระดบัความสงู 0.44 หนว่ย 

ตอ่มาในปี 2010 วชัรินทร์  วิชิรมาลา [25] ได้พิสจูน์หาแผน่ปิดทบัส าหรับเส้นโค้งคอน
เวกซ์ท่ีเล็กท่ีสดุในปัจจบุนัได้ ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.241698 ตารางหน่วย 

 

รูปท่ี 2.14 แผน่ปิดทบัเส้นโค้งคอนเวกซ์ท่ีเล็กท่ีสดุในปัจจบุนัของ วชัรินทร์  วิชิรมาลา 

โดยแผ่นปิดทบันี ้ 31.77o   68.63o    0 0.44378h   และ 1 0.352324h   

2.3.7 ปัญหาการปิดทับเส้นโค้งปิด 

 ปัญหาการหาแผ่นปิดทบัเส้นโค้งปิดท่ีเล็กท่ีสุดนัน้ค่อนข้างยาก เราตอบได้แคเ่พียงมีแผ่น
ปิดทบัขนาดเล็กซึ่งเทียบเท่าว่าเรามีขอบเขตบนของพืน้ท่ีของแผ่นปิดทบัท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับ
เส้นโค้งปิด โดยเร่ิมแรกนัน้ในปี 1957 H. G. Eggleston  [5] ได้พิสจูน์ทฤษฎีบทท่ีว่า “สามเหล่ียม
จะปิดทบัเส้นโค้งปิดได้ทกุเส้นก็ตอ่เม่ือปิดทบัวงกลมท่ีมีเส้นรอบวงยาว 1 หน่วยได้” จากแนวคิดนี ้
ก็ท าให้สามเหล่ียมท่ีเล็กท่ีสุดท่ีปิดทับเส้นโค้งปิดหนึ่งหน่วยใด ๆ ได้ ซึ่งคือสามเหล่ียมด้านเท่าท่ี

บรรจวุงกลมท่ีมีเส้นรอบวงท่ียาว 1 หน่วยได้ โดยสามเหล่ียมนีย้าวด้านละ 3


 หน่วย และมีพืน้ท่ี 

0.13162 ตารางหนว่ย ดงัรูป 
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รูปท่ี 2.14 สามเหล่ียมด้านเทา่ยาวด้านละ 3


หนว่ยของ Eggleston 

ตอ่มาในปี 1973 G. D. Chakerian และ M. S. Klamkin [4] ได้ท าการหาขอบเขตลา่งของแผน่ปิด
ทบัเส้นโค้งปิด โดยใช้แนวคิดท่ีวา่ แผน่ปิดทบันัน้ต้องปิดทบัวงกลมท่ีมีเส้นรอบวงยาว 1 หนว่ย 
และสว่นของเส้นตรงท่ียาวคร่ึงหน่วยได้ ดงันัน้แผน่ปิดทบัต้องปิดทบัคอนเวกซ์ฮลัล์ของวงกลมและ
สว่นของเส้นตรงนีไ้ด้ จากทฤษฎีบทท่ีวา่ส าหรับรูปเรขาคณิตใด ๆ ท่ีมีสมมาตรเทียบกบัจดุนัน้ คอน
เวกซ์ฮลัล์ของเซตทัง้สอง คือ คอนเวกซ์ฮลัล์ของรูปเรขาคณิตท่ีเกิดจากการน าจดุสมมาตรของเซต
ทัง้สองมาวางทบักนั ซึง่มีพืน้ท่ี 0.0963275 ตารางหนว่ย ดงัรูป 
 

 
รูปท่ี 2.15 คอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็กท่ีสดุของเส้นตรงคร่ึงหนว่ยและวงกลมเส้นรอบรูป 1 หน่วย 

 
 สว่นขอบเขตบนนัน้ ในปี 1970  J. P. Jones และ J. Schaer [23] ได้พิสจูน์ทฤษฎีบท

ท่ีวา่เส้นทแยงมมุของรูปส่ีเหล่ียมท่ีปิดทบัเส้นโค้งปิดใด ๆ มีความยาวอย่างน้อย 1

2
หนว่ย จงึท าให้

ในปี 1972  J. Schaer และ J. Wetzel [19] สามารถหาส่ีเหล่ียมท่ีเล็กท่ีสดุได้ ซึง่มีขนาด 
24 1

2



 

 
  และมีพืน้ท่ีเทา่กบั 0.122738 ตารางหน่วย ดงัรูป 

 
 

รูปท่ี 2.16 ส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีเล็กสดุท่ีปิดทบัเส้นโค้งปิด 1 หนว่ยได้ 
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 จากนัน้ในปี 2006  Z. Furedi และ J. Wetzel [7] ได้หาขอบเขตลา่งคา่ใหมโ่ดยใช้

ส่ีเหล่ียมขนาด u v โดยท่ี 1

2
u v  แทนส่วนของเส้นตรง 1

2
 หนว่ย และใช้วงกลมท่ีมีเส้นรอบวง

ยาว 1 หนว่ยเหมือนเดมิ ซึง่คอนเวกซ์ฮลัล์มีพืน้ท่ี 0.0966675 ตารางหนว่ย โดยท่ี v = 0.0130843 
หนว่ย ดงัรูป 

 
 

รูปท่ี 2.17 คอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็กท่ีสดุของส่ีเหล่ียมขนาด u v และวงกลมเส้นรอบรูป 1 หนว่ย 
 นอกจากนี ้ Z. Furedi และ J. Wetzel [7] ได้หาขอบเขตบนท่ีดีกวา่เดมิ ซึง่ทัง้สองคนได้

พิสจูน์วา่ เส้นโค้งปิดใด ๆ ไมส่ามารถผา่นมมุส่ีเหล่ียมขนาด 
24 1

2



 

 
  ได้พร้อมกนั 4 มมุ จงึ

สามารถตดัมมุออกไปได้ 1 มมุ ซึง่คือสามเหล่ียมหน้าจัว่ยาวด้านละ 0.1025 หนว่ย ท าให้ได้แผน่
ปิดทบัคอนเวกซ์ใหมด่งัรูป ซึ่งมีพืน้ท่ี 0.117493 ตารางหนว่ย 
 

 
 

รูปท่ี 2.15 แผน่ปิดทบัเส้นโค้งปิดท่ีเล็กท่ีสดุในปัจจบุนั 
 

 ดงันัน้เราจะได้ว่าพืน้ท่ีของแผ่นปิดทบัเส้นโค้งปิดท่ีเล็กท่ีสุดอยู่ระหว่าง 0.0966675 ถึง 
0.117493 ตารางหนว่ย  
 ในวิทยานิพนธ์นีเ้ราจะท าการปรับปรุงค่าขอบเขตล่างนีใ้ห้ดีขึน้ต่อไป ในบทท่ี 3 จะเป็น
บทท่ีกลา่วถึงการแปลงปัญหาให้ง่ายลง และพิสจูน์บทตัง้ตา่ง ๆ เพ่ือน าไปใช้พิสจูน์ทฤษฎีบทหลกั
ในบทท่ี 4 และบทท่ี 5 ตอ่ไป 
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2.3.8 ปัญหาการปิดทับของสามเหล่ียมที่มีเส้นผ่านกลางยาว 1 หน่วย 

 ปัญหานีศ้ึกษาเก่ียวกับแผ่นปิดทับของเส้นโค้งท่ีมีลักษณะเป็นสามเหล่ียมท่ีมีเส้นผ่าน
กลางยาว 1 หน่วย โดยในปี 2005 Yuan และ  Ding [26] ได้พิสจูน์สมบตัิของสามเหล่ียมท่ีเล็ก
ท่ีสดุท่ีปิดทบัสามเหล่ียมท่ีมีเส้นผ่านกลางยาว 1 หน่วยได้ทกุรูป ตอ่มาในปี 2006 Yuan Zhang 
และ Ding [27] ได้พิสจูน์สมบตัิของส่ีเหล่ียมท่ีเล็กท่ีสดุท่ีปิดทบัสามเหล่ียมท่ีมีเส้นผ่านกลางยาว   
1 หน่วย ได้ทกุรูป จนถึงปัจจบุนั Yuan และ Movshovich  ได้ท าการหาส่ีเหล่ียมด้านขนานท่ีเล็ก
ท่ีสดุท่ีปิดทบัสามเหล่ียมท่ีมีเส้นผ่านกลางยาว 1 หน่วยซึ่งขณะนีอ้ยู่ระหว่างการรอพิจารณาเพ่ือ
ตีพิมพ์เผยแพร่ 
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บทที่  3 

วิธีด าเนินการวิจัย 

ในบทนี ้เราจะท าการแปลงปัญหาให้ง่ายขึน้ และพิสจูน์บทตัง้ตา่งๆ เพ่ือจะก าหนดเง่ือนไข
ของการเล่ือนและการหมนุของเส้นโค้งปิด 3 เส้น จากนัน้ก็จะมีบทตัง้ท่ีแสดงวา่ปัญหานีมี้ค าตอบ 
กลา่วคือเราสามารถหาพืน้ท่ีของคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุของเส้นโค้งปิด 3 เส้นได้ ซึง่เง่ือนไขท่ีได้
จากบทนีจ้ะน าไปสูก่ารหาค าตอบโดยวิธีเชิงตวัเลข (numerical method) ในบทท่ี 4 และบทท่ี 5 
ตอ่ไป 

3.1 การแปลงปัญหา 

เราจะพิจารณาหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุของ สว่นของเส้นตรงยาวคร่ึงหนว่ย 

วงกลมเส้นรอบวงยาว 1 หน่วย และสามเหล่ียมด้านเทา่ยาวด้านละ 1

3
 หน่วย เน่ืองจากใน 2R  

สว่นของเส้นตรงยาวคร่ึงหน่วย วงกลมเส้นรอบวงยาว 1 หนว่ย และสามเหล่ียมด้านเทา่ยาวด้าน

ละ 1

3
 หนว่ย อยูไ่ด้อยา่งอิสระ จงึท าให้เราหาคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็กท่ีสดุได้คอ่นข้างยาก เราจะท า

การแปลงปัญหาให้ง่ายขึน้ดงันี ้

ให้ L  แทนสว่นของเส้นตรงคร่ึงหนว่ย C  แทนวงกลมเส้นรอบวงยาว 1 หนว่ย และ T  แทน

สามเหล่ียมด้านเทา่ยาวด้านละ 1
3
 หนว่ย 

ให้ ,  ,  L C T อยูใ่น  2R  เราสามารถเล่ือนและหมนุคอนเวกซ์ฮลัล์ของ ,  ,  L C T  โดยให้จดุ

ปลายของ L  มาอยูท่ี่จดุ 1
( ,0)

4
A   และ 1

( ,0)
4

B  ดงันัน้ L  จงึอยู่บนแกน X 

บทนิยาม 3.1.1 โครงแบบ (configuration) คือ ยเูนียนของ ,  ,  L C T  

ให้ U  แทนเซตของโครงแบบทัง้หมด     1 1( , )P x y  คือจดุศนูย์กลางของ C  

จะเห็นวา่ถ้าจดุ P ไมอ่ยูใ่นจตภุาคท่ี 1 เราสามารถพลิกทัง้หมดโดยให้จดุP มาท่ีจตภุาคท่ี 1 ได้
เสมอ ท าให้ 1 10,  0x y   ด้วยการพลิกพืน้ท่ียงัคงเทา่เดมิ 

 



                        
 

เราสามารถแทน T ด้วย 3 พารามิเตอร์ 2 2( , , )x y    โดยท่ี 0 2 2( , )Q x y  คือจดุศนูย์กลางของ 
T  แ ละ    คื อมุมของกา รหมุน ของ  T  ดั ง รู ป ท่ี  3.1 เ ร า จ ะ ไ ด้ จุ ดยอดของ  T  คื อ 

1 0 2 0
3 3 3 2 3 2

( cos ,  sin ),  ( cos( ),  sin( ))
9 9 9 3 9 3

 
        Q Q Q Q

และ 3 0
3 4 3 4

( cos( ),  sin( ))
9 3 9 3

 
    Q Q  โดยการสมมาตรการหมุนของ 

T  เราสามารถสมมตไิด้วา่ 2
0

3


   

 

รูปท่ี 3.1 การหมนุของ   

จะเห็นวา่คอนเวกซ์ฮลัล์ของ ,  ,  L C T ขึน้อยู่กบัพารามิเตอร์ 1 1 2 2( , , , , )x y x y   เท่านัน้โดยท่ี 

1 10, 0x y   และ 2
0

3


   จะเห็นวา่ปัญหาของเราดงู่ายขึน้กวา่เดมิ แตก็่ยงัยากในการ

หาค าตอบอยูดี่ ตอ่ไปจะน าไปสูบ่ทตัง้ตา่ง ๆ และแสดงการมีอยู่ของค าตอบด้วย โดยเราจะก าหนด
ขอบเขตในการพิจารณา 1 1 2 2( , , , , )x y x y   ให้มีข้อจ ากดัดีขึน้กวา่เดมิ  

3.2  บทตัง้เพื่อก าหนดเงื่อนไข 

เรานิยาม 5: R U   โดยส่ง 1 1 2 2( , , , , )x y x y   ไปยังโครงแบบท่ีประกอบด้วย
วงกลมและสามเหล่ียมซึง่มีพารามิเตอร์ 1 1( , )x y และ 2 2( , , )x y   ตามล าดบั 

ให้ X  คือโครงแบบของ ,  ,  L C T   ( )H X คือ คอนเวกซ์ฮลัล์ของ X  และ ( )A X  คือ พืน้ท่ี

ของ ( )H X  เราจะเห็นได้ชดัเจนว่า 5:A R R   เป็นฟังก์ชนัท่ีตอ่เน่ือง 
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บทตัง้ 3.2.1 ถ้าจดุ P  ไมอ่ยูภ่ายในวงรี
2 2

1
0.05 0.043

   
    

   

x y  แล้ว 

( ) 0.0971A X   

บทพสูิจน์ ให้ X  คือโครงแบบของ ,  ,  L C T   เราจะแบง่การพิจารณาเป็น 2 กรณี 

กรณีที่ 1 : L  และ C  ไมมี่สว่นใดทบักนั 

ให้ *X  คือ โครงแบบของ  L  และ C  เล่ือน C  ในแนวขนานแกน Y มาสมัผสั L  

ให้ X   คือ โครงแบบอนัใหมข่อง L  และ C  หลงัจากการเล่ือน  เราจะได้วา่   
*( ) ( )H X H X   ดงันัน้ เราจะพิจารณาเฉพาะ X   

 

รูปท่ี 3.2 แสดงโครงแบบ X   

จะเห็นวา่ 1

1

2
y r


   

ให้ 1( ) ( )f x A X                                                                                                                 

วาดกราฟของ 1( )f x  ได้ดงันี ้
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รูปท่ี 3.3 กราฟแสดงคา่ของ 1( )f x  

จากกราฟจะเห็นว่า ฟังก์ชนั f  มีคา่ต ่าสดุท่ี 1 0x   ซึง่มีคา่เท่ากบั (0) 0.108298f   

ให้ *A แทนพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุของ X   จะได้ * 0.108298A   

ดงันัน้ * *( ) ( ) ( ) 0.108298 0.0971A X A X A X A      

กรณีที่ 2 : L  และ C  มีบางสว่นทบักนั 

สมมตวิา่จดุ P  ไมอ่ยูใ่นวงรี   

ให้ *X  คือ โครงแบบของ  L  และ C        1 1( , )f x y คือ *( )A X  

จะวาดกราฟ 3 มิต ิและกราฟของเส้นชัน้ความสงู ได้ดงันี ้

 

รูปท่ี 3.4 กราฟ 3 มิตแิสดงคา่ของ 1 1( , )f x y  
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รูปท่ี 3.5 กราฟของเส้นชัน้ความสงูของ 1 1( , )f x y  

 

รูปท่ี 3.6 เส้นกราฟแสดงอาณาบริเวณสมการวงรี 

จะได้วา่ *( ) 0.0971A X   

ดงันัน้ *( ) ( ) 0.0971A X A X         

 
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บทตัง้ 3.2.2 ฟังก์ชนั 5:A R R   ให้คา่น้อยสดุ 

บทพสูิจน์  ให้ 1R  คือ อาณาบริเวณของสมการวงรีในบทตัง้ท่ี 3.2.1 ท่ีอยูใ่นจตภุาคท่ี 1 

ให้ *C คือ วงกลมท่ีแนบใน T  ซึง่มีรัศมี 3

18
  

ดงันัน้จดุศนูย์กลาง 0Q  เป็นไปได้ทกุคา่ 

                                

รูปท่ี 3.7 คอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีให้พืน้ท่ี  
2

2
2 2 2

3 1 3

18 4 18
x y

 
   

 
 

เราจะพิจารณาการหาคอนเวกซ์ฮัลล์ของสามเหล่ียมกับส่วนของเส้นตรงคร่ึงหน่วย       

โดยพิจารณาคอนเวกซ์ฮัลล์ของ  *  C และ A  หรือ B   ในท่ีนีส้มมติให้เป็น B  เราจะได้ 
2

* 2
2 2 2

3 1 3
( , ) 0.0971

18 4 18
A C L x y

 
     

 
 ถ้า

2
2 2

2 2
1

1.1
4

x y
 

   
 

 

ให้ rB  แทนอาณาบริเวณของวงกลมจดุศนูย์กลาง B  และรัศมี r  เพราะวา่สบัเซตของ 

1 1.1
2

[0, ]
3

R B


   เป็นเซตกระชบั และ A  มีความตอ่เน่ือง ดงันัน้ A  มีคา่น้อยสดุบน 

1 1.1
2

[0, ]
3

R B


   

 

A B 
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บทตัง้ 3.2.3 ถ้า C  และ T  ไมมี่สว่นใดทบักนั แล้ว ( ) 0.0971A X   

บทพสูิจน์  ให้ X  คือโครงแบบของ ,  ,  L C T  

สมมตใิห้ C  และ T  ไมมี่สว่นใดทบักนั 

ให้ *X คือ โครงแบบของ C  และ T      ( )A C และ ( )A T  คือ พืน้ท่ีของ C  และ T ตามล าดบั 

จากการค านวณ ( ) 0.0795775A C  ตารางหน่วย และ ( ) 0.0481125A T  ตารางหน่วย 

ดงันัน้ 
*( ) ( ) ( ) ( ) 0.0795775 0.0481125 0.12769 0.0971A X A X A C A T      

             

เรานิยามสบัเซต K ของ U  ให้มีสมบตัิตอ่ไปนีคื้อ K เป็นเซตของโครงแบบซึง่สอดคล้อง 

(1) ระยะหา่งระหวา่งจดุใน T  และจดุใน L  มีคา่ไมเ่กิน 1
2

 

(2) T  อยูใ่นอาณาบริเวณ 0.3884 0.3884y    

บทตัง้ 3.2.4 ถ้า X  ไมอ่ยูใ่น K แล้ว ( )A X  จะไมใ่ชค่า่น้อยสดุ 

บทพสูิจน์  สมมต ิ X  ไมไ่ด้อยูใ่น K  ดงันัน้  X จะไมส่อดคล้องตามเง่ือนไข (1) และ (2) สมมติ
ว่า X ไม่สอดคล้องตามเง่ือนไข (1) โดยความไม่เสียนยัทั่วไป จะมีจุด 0 0 0( , )P x y T ซึ่งมี

ระยะห่างระหว่างจุด 0P  กับ A  มีค่ามากกว่า 1

2
 เราจะสร้าง X   ท่ีไม่ใช่ AB  เหมือนเดิมซึ่ง

ประกอบด้วย T และเส้นตรง AB  โดยท่ี 0 0
2 2

2 2

1
( , )

1
( )

4

B x y

x y

 

 

  เราจะเห็นว่า 

( ) ( )H X H X   ดงันัน้ ( ) ( )A X A X   เราจะได้วา่ ( )A X จะไมใ่ชค่า่น้อยสดุ 

สมมตวิา่ X ไมส่อดคล้องตามเง่ือนไข (2) ดงันัน้จะมีจดุ 0 0 0( , )P x y T  ซึง่ 0 0.3884y   

ให้ *A คือ พืน้ท่ีของสามเหล่ียมท่ีมีจดุ ,  A Bและ 0P  เป็นจดุยอด 
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เราจะได้ *
0

1
( ) 0.0971

4
A X A y    เพราะวา่เรามีโครงแบบท่ีมีพืน้ท่ีน้อยกวา่ 0.0971 

(รูปท่ี 1.1) เราจะได้วา่ ( )A X  มีคา่ไมใ่ชน้่อยสดุ 

 

 ในบทนีเ้ราจะได้เง่ือนไขของ 1 1 2 2( , ,  ,  ,  ) x y x y  ท่ีท าให้ A  มีคา่ต ่าสดุดงันี ้

(1) 1 1( , )P x y  ต้องอยูใ่นจตภุาคท่ี 1 และอยูภ่ายในวงรีในบทตัง้ท่ี 3.2.1 ซึง่จะท าให้   

      ได้วา่ 1 10 0.05,  0 0.043   x y  

(2) 0 2 2( , )Q x y  ต้องสอดคล้องตาม K  นัน่คือจะได้ว่า 

      2 20.25 0.25,  -0.3884 0.3884x y      

ในบทท่ี 4 และบทท่ี 5 เราจะใช้การค านวณเชิงตวัเลขในการพิสจูน์ทฤษฎีบท 1 โดยใช้
เง่ือนไขดงักลา่ว โดยบทท่ี 4 จะค านวณโดยใช้โปรแกรม Mathematica สว่นบทท่ี 5 จะใช้ grid-
search algorithm 
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บทที่  4 

ผลการด าเนินการเบือ้งต้น 

ในบทนีจ้ะแสดงการประมาณคา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสดุส าหรับ L  C  และ T   โดย
ใช้โปรแกรม Mathematica version 6 ในบทนีจ้ะแสดงผลลพัธ์ท่ีได้ในกรณีตา่งๆเทา่นัน้ สว่น
รายละเอียดของโปรแกรมในการค านวณในกรณีตา่งๆ สามารถดไูด้ท่ีภาคผนวก นอกจากนีเ้รายงั
ได้แสดงการน าวิธีการนีม้าใช้กบังานวิจยัของสิระ ศรีสวสัดิ ์ และธีรสรรค์  ขนัธวิทย์ [20] เพ่ือ
สนบัสนนุให้เห็นวา่วิธีการนีมี้ความนา่เช่ือถือ  

4.1 การหาคอนเวกซ์ฮัลล์เล็กสุดโดยโปรแกรม Mathematica 

เราจะใช้โปรแกรม Mathematica ประมาณคา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุของวงกลม

เส้นรอบวงยาว 1 หน่วย ส่วนของเส้นตรงยาว 1

2
หน่วย และสามเหล่ียมด้านเท่ายาวด้านละ 1

3

หนว่ย โดยมีวิธีการด าเนินการดงันี ้

ให้ L  แทนสว่นของเส้นตรงคร่ึงหนว่ย C  แทนวงกลมเส้นรอบวงยาว 1 หนว่ย และ T  

แทนสามเหล่ียมด้านเท่ายาวด้านละ 1

3
 หนว่ย  จากบทตัง้ 3.2.1  3.2.3 และ 3.2.4 จะได้วา่เราไม่

จ าเป็นต้องสนใจการวาง L  C  และ T  บางกรณี  
 
 ตอ่ไปเราจะพิจารณารูปแบบการวาง L C และ T  ท่ีสอดคล้องกบับทตัง้ทัง้สามดงักลา่ว   
โดยเราจะแบง่เป็น 3 กรณีใหญ่ๆ โดยใช้คอนเวกซ์ฮลัล์ของ L และC  เป็นเกณฑ์ 
ให้ H เป็นคอนเวกซ์ฮลัล์ของ L และC  

 
จากรูปจดุยอดของ T  จะอยูน่อก H ได้ 6 บริเวณ โดยมีเง่ือนไขดงันี ้
บริเวณท่ี 1 คืออาณาบริเวณท่ีอยูเ่หนือ H และอยูเ่หนือเส้นตรงท่ีลากจากจดุ  A ไปสมัผสัวงกลม 

 



                        
 

บริเวณท่ี 3 คืออาณาบริเวณท่ีอยูเ่หนือ H และอยูเ่หนือเส้นตรงท่ีลากจากจดุ  B ไปสมัผสัวงกลม 
บริเวณท่ี 2 คืออาณาบริเวณท่ีอยูเ่หนือ H ท่ีไมใ่ชบ่ริเวณท่ี 1 และ 3 
บริเวณท่ี 4 คืออาณาบริเวณท่ีอยูใ่ต้ H และอยูใ่ต้เส้นตรงท่ีลากจากจดุ  A ไปสมัผสัวงกลม 
บริเวณท่ี 6 คืออาณาบริเวณท่ีอยูใ่ต้ H และอยูใ่ต้เส้นตรงท่ีลากจากจดุ  B ไปสมัผสัวงกลม 
บริเวณท่ี 5 คืออาณาบริเวณท่ีอยูใ่ต้ H ท่ีไมใ่ชบ่ริเวณท่ี 4 และ 6 
แบง่ 3 กรณี ดงันี ้
 กรณีท่ี 1 มี 1 จดุยอดของ T อยูน่อก H สมมตวิา่คือ จดุ 

1Q   
 กรณีท่ี 2 มี 2 จดุยอดของ T อยูน่อก H สมมตวิา่คือ จดุ 

1Q และ 
2Q  

 กรณีท่ี 3 ทัง้ 3 จดุยอดของ T อยูน่อก H 
โดยแตล่ะกรณีจะก าหนดเง่ือนไขเบือ้งต้นตามบทท่ี 3 กลา่วคือ 

1 10 0.05,  0 0.043   x y , 2 20.25 0.25,  -0.3884 0.3884x y      
แตเ่พ่ือให้ใช้ความสมมาตรได้ เราจะให้  1y  และ 1

x  มีคา่เทา่ใดก็ได้ 
 ส าหรับบางกรณีท่ีเป็นไปไมไ่ด้นัน้เราจะแสดงวา่เป็นไปไมไ่ด้โดยการน าสามเหล่ียมหน้า
จัว่เตีย้ไปใสใ่น H ท่ีสอดคล้องกบักรณีนัน้แล้วขยายความสงูให้มากท่ีสดุ ถ้าความสงูน้อยกว่า
ความสงูของสามเหล่ียมด้านเทา่คือ 0.288675 แสดงวา่ใสไ่มไ่ด้ 
เราจะใช้ความสมมาตรในการลดจ านวนกรณีในการค านวณให้น้อยลง ดงันี ้
1. ถ้าจดุยอดของ T  อยูใ่ต้เส้น AB จะสะท้อนจดุยอดของ T เทียบเส้น AB ท าให้จดุยอดของ T  
หลดุเหนือเส้น AB  
2. ให้ l  เป็นเส้นผา่นศนูย์กลางของ C ท่ีตัง้ฉากกบั AB ถ้าจดุยอดของ T อยู่ด้านขวาของ  l จะ
สะท้อนจดุยอดของ T เทียบ  l ท าให้จดุยอดของ T  หลดุด้านซ้ายของ l  
กรณีที่ 1 คือมี 1 จดุยอดของ T อยูน่อก H ซึง่มี 6 กรณีย่อย ดงันี ้
กรณี 1.1 

1Q อยูบ่ริเวณท่ี 1  
กรณี 1.2 

1Q อยูบ่ริเวณท่ี 2  
กรณี 1.3 

1Q อยูบ่ริเวณท่ี 3  
กรณี 1.4 1Q อยูบ่ริเวณท่ี 4 
กรณี 1.5 1Q อยูบ่ริเวณท่ี 5  
กรณี 1.6 1Q อยูบ่ริเวณท่ี 6 
เราพิจารณาพบว่ากรณีท่ี 1.1  1.3  1.4 และ 1.6    เม่ือใช้หลกัความสมมาตร เราจะแสดงการหา
พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของกรณี 1.1 เพียงกรณีเดียว 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1 ดงัรูป 
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รูปท่ี 4.1 รูปแสดงการพิจารณากรณี 1.1 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุซึง่มี 2 แบบ ดงัรูปท่ี 4.2 และ 4.3 

 
รูปท่ี 4.2 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 1.1 แบบท่ี 1 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.097669  ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.2 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 1.1(A) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 

 
รูปท่ี 4.3 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณีท่ี 1.1 แบบท่ี 2 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.098129  ตร.หนว่ย 
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ส าหรับรูปท่ี 4.3 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 1.1(B) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.097669  ตารางหนว่ย   
 สว่นในกรณี 1.2 และ 1.5  เม่ือใช้หลกัความสมมาตร เราจะแสดงการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์
ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของกรณี 1.2 เพียงกรณีเดียว 
โดยไมเ่สียนยัทัว่ไปเราจะหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุในกรณีนีเ้พียงแบบเดียว 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 2 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.4 รูปแสดงการพิจารณากรณี 1.2 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.5 

  
 

รูปท่ี 4.5 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 1.2 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0972714 ตร.หนว่ย 
ส าหรับรูปท่ี 4.5 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 1.2 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.0972702  ตารางหนว่ย   
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กรณีที่ 2 คือมี 2 จดุยอดของ T อยูน่อก H ซึง่มี 15 กรณียอ่ย ดงันี ้

กรณี 2.1 
1Q อยูบ่ริเวณท่ี 1 และ 

2Q  อยู่บริเวณท่ี 2 
กรณี 2.2 

1Q อยูบ่ริเวณท่ี 2 และ 
2Q  อยู่บริเวณท่ี 3 

กรณี 2.3 
1Q อยูบ่ริเวณท่ี 4 และ 

2Q  อยู่บริเวณท่ี 5 
กรณี 2.4 

1Q อยูบ่ริเวณท่ี 5 และ 
2Q  อยู่บริเวณท่ี 6 

กรณี 2.5 
1Q อยูบ่ริเวณท่ี 1 และ 

2Q  อยู่บริเวณท่ี 3 
กรณี 2.6 

1Q อยูบ่ริเวณท่ี 4 และ 
2Q  อยู่บริเวณท่ี 6 

กรณี 2.7 
1Q  อยู่บริเวณท่ี 1 และ 

2Q อยูบ่ริเวณท่ี 4  
กรณี 2.8 

1Q  อยู่บริเวณท่ี 3 และ 
2Q อยูบ่ริเวณท่ี 6  

กรณี 2.9 
2Q  อยู่บริเวณท่ี 1 และ 

1Q อยูบ่ริเวณท่ี 5  
กรณี 2.10 

2Q  อยูบ่ริเวณท่ี 3 และ 
1Q อยูบ่ริเวณท่ี 5  

กรณี 2.11 
2Q  อยูบ่ริเวณท่ี 2 และ 

1Q อยูบ่ริเวณท่ี 4  
กรณี 2.12 

2Q  อยูบ่ริเวณท่ี 2 และ 
1Q อยูบ่ริเวณท่ี 6  

กรณี 2.13 
1Q อยู่บริเวณท่ี 1 และ 

2Q อยูบ่ริเวณท่ี 6 
กรณี 2.14 

1Q อยู่บริเวณท่ี 3 และ 
2Q อยูบ่ริเวณท่ี 4 

กรณี 2.15 
2Q  อยูบ่ริเวณท่ี 2 และ

1Q อยูบ่ริเวณท่ี 5  
 เราจะพิจารณาพบวา่กรณี 2.1 - 2.4  เม่ือใช้หลกัการความสมมาตร เราจะแสดงการหา
พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของกรณี 2.1 เพียงกรณีเดียว 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 2 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.6 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.1 
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จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ 2 แบบ ดงัรูปท่ี 4.7 

 
รูปท่ี 4.7 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.1 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0974347 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.7 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.1(A) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
จากการค านวณจะได้สามเหล่ียมหน้าจัว่ท่ีมีขนาดใหญ่ท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.8 

 
รูปท่ี 4.8 รูปสามเหล่ียมหน้าจัว่ท่ีใหญ่ท่ีสดุท่ีใสแ่บบท่ี 2 ได้มีความสงูประมาณ 0.0304435 หนว่ย 
ส าหรับรูปท่ี 4.8 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.1(B) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
จะเห็นวา่ความสงูน้อยกวา่ 0.288675 หนว่ย แสดงวา่กรณีท่ี 2.1 ใสแ่บบนีไ้มไ่ด้ 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.0974374  ตารางหนว่ย   
 ตอ่มาเราพิจารณาพบวา่กรณี 2.5 - 2.6  เม่ือใช้หลกัการความสมมาตร เราจะแสดงการ
หาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของกรณี 2.5 เพียงกรณีเดียว 
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พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 3 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.9 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.5 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.10 

 
รูปท่ี 4.10 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.5 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0976741 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.10 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.5(A) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
จากการค านวณจะได้สามเหล่ียมหน้าจัว่ท่ีมีขนาดใหญ่ท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.11 

 
รูปท่ี 4.11 รูปสามเหล่ียมหน้าจัว่ท่ีใหญ่ท่ีสดุท่ีใสแ่บบท่ี 2 ได้มีความสงูประมาณ 0.034902 หนว่ย 
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ส าหรับรูปท่ี 4.11 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.5(B) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
จะเห็นวา่ความสงูน้อยกวา่ 0.288675 หนว่ย แสดงวา่กรณีท่ี 2.5 ใสแ่บบนีไ้มไ่ด้ 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.0976741  ตารางหนว่ย   
 ตอ่มาเราพิจารณาพบวา่กรณี 2.7 - 2.8  เม่ือใช้หลกัการความสมมาตร เราจะแสดงการ
หาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของกรณี 2.7 เพียงกรณีเดียว 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 4 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.12 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.7 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ 2 แบบดงัรูปท่ี 4.13 และ 4.14 

 
รูปท่ี 4.13 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.7 แบบท่ี 1 มีพืน้ท่ีประมาณ 0.097503 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.13 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.7(A) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
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รูปท่ี 4.14 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.7 แบบท่ี 2 มีพืน้ท่ีประมาณ 0.098869 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.14 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.7(B) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.097503  ตารางหนว่ย   
 ตอ่มาเราพิจารณาพบวา่กรณี 2.9 - 2.12 เม่ือใช้หลกัการความสมมาตร เราจะแสดงการ
หาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของกรณี 2.9 เพียงกรณีเดียว 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 5 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.15 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.9 
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จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี  4.16 

 
รูปท่ี 4.16 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.9 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0972953 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.16 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.9(A) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
จากการค านวณจะได้สามเหล่ียมหน้าจัว่ท่ีมีขนาดใหญ่ท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.17 

 
รูปท่ี 4.17 รูปสามเหล่ียมหน้าจัว่ท่ีใหญ่ท่ีสดุท่ีใสแ่บบท่ี 2 ได้มีความสงูประมาณ 0.083849 หนว่ย 
ส าหรับรูปท่ี 4.17 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.9(B) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
จะเห็นวา่ความสงูน้อยกวา่ 0.288675 หนว่ย แสดงวา่กรณีท่ี 2.9 ใสแ่บบนีไ้มไ่ด้ 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.0972953  ตารางหนว่ย 

 ตอ่มาเราพิจารณาพบวา่กรณี 2.13 – 2.14  เม่ือใช้หลกัการความสมมาตร เราจะแสดง
การหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของกรณี 2.13 เพียงกรณีเดียว 
โดยไมเ่สียนยัทัว่ไปเราจะแสดงเพียงแบบเดียว 
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พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 6 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.18 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.13 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.19 

 
รูปท่ี 4.19 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.13 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0979194 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.19 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.13 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.0972953  ตารางหนว่ย 

 สว่นกรณีสดุท้ายคือ กรณี 2.15 เราจะแสดงการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ 
โดยไมเ่สียนยัทัว่ไปเราจะแสดงเพียงแบบเดียว 
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พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 2, 5 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.20 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.15 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.21 

 
รูปท่ี 4.21 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.15 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0970439 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.21 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 2.15 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.0970439  ตารางหนว่ย 

กรณีที่ 3 คือทัง้ 3 จดุยอดของ T อยูน่อก H ซึง่มี 18 กรณียอ่ย ดงันี ้

กรณีที่ 3.1 จดุ 
1Q อยู่บริเวณ 1 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 2 และ จดุ 
3Q อยู่บริเวณ 4 

กรณีที่ 3.2 จดุ 1Q อยู่บริเวณ 1 จดุ 2Q อยูบ่ริเวณ 2 และ จดุ 3Q อยู่บริเวณ 5 
กรณีที่ 3.3 จดุ 1Q อยู่บริเวณ 1 จดุ 2Q อยูบ่ริเวณ 2 และ จดุ 3Q อยู่บริเวณ 6 
กรณีที่ 3.4 จดุ 1Q อยู่บริเวณ 1 จดุ 2Q อยูบ่ริเวณ 3 และ จดุ 3Q อยู่บริเวณ 4 
กรณีที่ 3.5 จดุ 1Q อยู่บริเวณ 1 จดุ 2Q อยูบ่ริเวณ 3 และ จดุ 3Q อยู่บริเวณ 5 
กรณีที่ 3.6 จดุ 1Q อยู่บริเวณ 1 จดุ 2Q อยูบ่ริเวณ 3 และ จดุ 3Q อยู่บริเวณ 6 
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กรณีที่ 3.7 จดุ 
1Q อยู่บริเวณ 1 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 4 และ จดุ 
3Q อยู่บริเวณ 5 

กรณีที่ 3.8 จดุ 
1Q อยู่บริเวณ 1 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 4 และ จดุ 
3Q อยู่บริเวณ 6 

กรณีที่ 3.9 จดุ 
1Q อยู่บริเวณ 1 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 5 และ จดุ 
3Q อยู่บริเวณ 6 

กรณีที่ 3.10 จดุ 
1Q อยูบ่ริเวณ 2 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 3 และ จดุ 
3Q อยูบ่ริเวณ 4 

กรณีที่ 3.11 จดุ 
1Q อยูบ่ริเวณ 2 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 3 และ จดุ 
3Q อยูบ่ริเวณ 5 

กรณีที่ 3.12 จดุ 
1Q อยูบ่ริเวณ 2 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 3 และ จดุ 
3Q อยูบ่ริเวณ 6 

กรณีที่ 3.13 จดุ 
1Q อยูบ่ริเวณ 2 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 4 และ จดุ 
3Q อยูบ่ริเวณ 5 

กรณีที่ 3.14 จดุ 
1Q อยูบ่ริเวณ 2 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 4 และ จดุ 
3Q อยูบ่ริเวณ 6 

กรณีที่ 3.15 จดุ 
1Q อยูบ่ริเวณ 2 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 5 และ จดุ 
3Q อยูบ่ริเวณ 6 

กรณีที่ 3.16 จดุ 
1Q อยูบ่ริเวณ 3 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 4 และ จดุ 
3Q อยูบ่ริเวณ 5 

กรณีที่ 3.17 จดุ 
1Q อยูบ่ริเวณ 3 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 4 และ จดุ 
3Q อยูบ่ริเวณ 6 

กรณีที่ 3.18 จดุ 
1Q อยูบ่ริเวณ 3 จดุ 

2Q อยูบ่ริเวณ 5 และ จดุ 
3Q อยูบ่ริเวณ 6 

 เม่ือใช้หลกัการความสมมาตรเราจะจดักลุม่ใหมไ่ด้ดงันี ้
กรณีที่ 3(A)  ได้แก่ กรณีท่ี 3.1, 3.7, 3.12, 3.18   
กรณีที่ 3(B)  ได้แก่ กรณีท่ี 3.4, 3.6, 3.8, 3.17   
กรณีที่ 3(C)  ได้แก่ กรณีท่ี 3.2, 3.11, 3.13, 3.15   
กรณีที่ 3(D)  ได้แก่ กรณีท่ี 3.5, 3.14   
กรณีที่ 3(E)  ได้แก่ กรณีท่ี 3.3, 3.9, 3.10, 3.16   
 พิจารณากรณีท่ี 3(A) เราจะแสดงการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของกรณีท่ี 
3.7 เพียงกรณีเดียว  ในท านองเดียวกนักรณีท่ี 3(B) เราจะแสดงการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ี
น้อยท่ีสดุของกรณีท่ี 3.8 เพียงกรณีเดียว โดยท่ีเราจะแสดงการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อย
สดุในกรณีท่ี 3.7 และ 3.8 รวมกนั 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 4, 5  และ 1, 4, 6 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.22 รูปแสดงการพิจารณากรณีท่ี 3(A)  
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รูปท่ี 4.23 รูปแสดงการพิจารณากรณีท่ี 3(B)  

จากการค านวณกรณีท่ี 3(A) และ 3(B) จะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.24 

 
รูปท่ี 4.24 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณีท่ี 3(A) และ 3(B) มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0975032 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.24 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 3(A) และ 3(B) 
ซึง่อยูใ่นภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.0975032  ตารางหนว่ย 

 พิจารณาพบวา่กรณีท่ี 3(C) เราจะแสดงการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของ
กรณี 3.13 เพียงกรณีเดียว ในท านองเดียวกนักรณีท่ี 3(D) เราจะแสดงการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ี
มีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุของกรณีท่ี 3.14 เพียงกรณีเดียว 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 2, 4, 5 และ 2, 4, 6 ดงัรูป 
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รูปท่ี 4.25 รูปแสดงการพิจารณากรณีท่ี 3(C) 

 
รูปท่ี 4.26 รูปแสดงการพิจารณากรณีท่ี 3(D)  

จากการค านวณกรณีท่ี 3(C) และ 3(D) จะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.27 

 
รูปท่ี 4.27 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณีท่ี 3(C) และ 3(D) มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0981317 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.27 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 3(C) และ 3(D) 
ซึง่อยูใ่นภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.09781317  ตารางหน่วย  
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 สดุท้ายพิจารณากรณีท่ี 3(E) เราจะแสดงการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ
ของกรณีท่ี 3.9 เพียงกรณีเดียว 
พิจารณาการหลดุบริเวณท่ี 1, 5, 6 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.28 รูปแสดงการพิจารณากรณีท่ี 3(E) 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.29 

 
รูปท่ี 4.29 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณีท่ี 3(E) มีพืน้ท่ีประมาณ 0.0974724 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.29 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 1 กรณีท่ี 3(E) ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.0974724  ตารางหนว่ย 
จากทกุกรณีพบวา่คอนเวกซ์ฮลัล์ของ 1L  1T  และ 1C  มีพืน้ท่ีน้อยสดุประมาณ 0.0970439 ตาราง
หนว่ยในกรณี 2.15 
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4.2 การประยุกต์ใช้กับงานวิจัยของสิระและธีรสรรค์ 

สิระ ศรีสวสัดิแ์ละธีรสรรค์ ขนัธวิทย์ [20] ได้ปรับปรุงขอบเขตล่างพืน้ท่ีของแผน่ปิดทบัของ
เส้นโค้งหนึง่หน่วย โดยพิจารณาหาคอนเวกฮลัล์เล็ก ๆ ส าหรับเส้นตรงหนึง่หน่วย เส้นโค้งรูปตวัวี

ยาวด้านละ 1
2
 หนว่ย และเส้นโค้งรูปตวัยยูาวด้านละ 1

3
 หนว่ย โดยปรับปรุงพืน้ท่ีจาก 0.2194 มา

เป็น 0.227498 

 

รูปท่ี 4.30 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุท่ีมีพืน้ท่ี 0.227589669377 ตารางหนว่ย ของสิระและธีรสรรค์ 

ตอ่ไปเราจะใช้วิธีการในหวัข้อ 4.1 มาประมาณคา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็กท่ีสดุส าหรับ
งานวิจยันี ้  โดยสิระและธีรสรรค์ ได้ใช้ grid-search algorithm ท าการหาพืน้ท่ีท่ีน้อยท่ีสดุซึง่ท่ีคา่
เทา่กบั 0.22762844 ตารางหนว่ย จากนัน้น าคา่ท่ีได้มาเปรียบเทียบกนั เพ่ือเป็นการสนบัสนนุวา่
วิธีการในหวัข้อ 4.1 นัน้นา่เช่ือถือ 

 เราจะประมาณคา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์เล็กสดุของงานวิจยันี ้ซึง่มีวิธีด าเนินการดงัตอ่ไปนี ้

ให้ L  แทนสว่นของเส้นตรงหนึ่งหนว่ย T  แทนสามเหล่ียมด้านเทา่ยาวด้านละ 1

2
 หนว่ย 

และ S  แทนส่ีเหล่ียมจตัรัุสยาวด้านละ 1

3
 หนว่ย โดยไมเ่สียนยัทัว่ไป ให้จดุปลายของ L  อยูท่ี่

พิกดั (0,0)A  และ (1,0)B ให้จดุศนูย์กลางของ S  คือ 0 1 1( , )S x y และ T  คือ 0 2 2( , )T x y

ให้มมุในการหมนุของ S  และ T  คือ   และ   ตามล าดบั 
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รูปท่ี 4.31 การหมนุของ   

  

รูปท่ี 4.32 การหมนุของ   

ให้จดุยอดของ S  คือ 1 2 3 4, ,  ,   S S S S จะได้พิกดัดงันี ้

1 0

2 0

2 2
cos , sin

6 6

2 2
cos , sin

6 2 6 2

S S

S S

 

 
 

 
   

 

    
       

    

 

3 0

4 0

2 2
cos( ), sin( )

6 6

2 3 2 3
cos , sin

6 2 6 2

S S

S S

   

 
 

 
    

 

    
       

    

 

ให้จดุยอดของ T  คือ 1 2 3, ,  T T T จะได้พิกดัดงันี ้
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1 0

2 0

3 0

3 3
cos , sin

6 6

3 2 3 2
cos , sin

6 3 6 3

3 4 3 4
cos , sin

6 3 6 3

T T

T T

T T

 

 
 

 
 

 
   

 

    
       

    

    
       

    

 

จากบทตัง้ใน [20] จะได้วา่  

1. 1 2 3 4, , , [0,1] [ 0.46,0.46]S S S S       จาก Proposition 6 

2. 1 2 3, , [0,1] [ 0.46,0.46]T T T      จาก Proposition 6 

3. [45 ,78 ]  จาก Lemma 4 

4. [83 ,97 ]   จาก Lemma 4 

ให้ 6

2211
RXyxyx ),,,,,(   

ตอ่ไปเราจะพิจารณารูปแบบการวาง L , S  และ T ท่ีสอดคล้องตามข้อ 1 – 4  โดยเราจะ
แบง่เป็น 3 กรณีใหญ่ๆ โดยใช้คอนเวกซ์ฮลัล์ของ L และS  เป็นเกณฑ์ 
ให้ H เป็นคอนเวกซ์ฮลัล์ของ L และS  

 
จากรูปจดุยอดของ T  จะอยูน่อก H ได้ 4 บริเวณ โดยมีเง่ือนไขดงันี ้
บริเวณท่ี 1 คืออาณาบริเวณท่ีอยูเ่หนือ H และอยูเ่หนือเส้นตรงท่ีลากจากจดุ  A ไปถึง 1S  
บริเวณท่ี 2 คืออาณาบริเวณท่ีอยูเ่หนือ H และอยูเ่หนือเส้นตรงท่ีลากจากจดุ  B ไปถึง 1S  
บริเวณท่ี 3 คืออาณาบริเวณท่ีอยูใ่ต้ H และอยูใ่ต้เส้นตรงท่ีลากจากจดุ  A ไปถึง 3S  
บริเวณท่ี 4 คืออาณาบริเวณท่ีอยูใ่ต้ H และอยูใ่ต้เส้นตรงท่ีลากจากจดุ  B ไปถึง 3S  
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แบง่กรณีได้ 3 กรณี ดงันี ้
กรณีท่ี 1 มี 1 จดุของ T อยูน่อก H สมมตวิา่คือ จดุ 

1T   
กรณีท่ี 2 มี 2 จดุของ T อยูน่อก H สมมตวิา่คือ จดุ 

1T และ 2T  
กรณีท่ี 3 ทัง้ 3 จดุของ T อยูน่อก H 
 โดยแตล่ะกรณีจะก าหนดเง่ือนไขเบือ้งต้นตามข้อ 1 – 4 แตม่มุ   ไมก่ าหนดเง่ือนไข 
ในการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์นีเ้ราจะแสดงเพียงกรณีท่ี 1 และ 2 เทา่นัน้ ส่วนกรณีท่ี 3 จะไปรวมอยู่
กรณีท่ี 2 แล้ว กลา่วคือ ในกรณีท่ี 2 เราก าหนดให้มีจดุหลดุ 2 จดุ โดยท่ีไมต้่องสนใจวา่จดุท่ี 3 จะ
หลดุจากคอนเวกซ์ฮลัล์ H   
กรณีที่ 1 คือมี 1 จดุของ T อยู่นอก H ซึง่มี 4 กรณีย่อย ดงันี ้
กรณี 1.1 

1T อยูบ่ริเวณท่ี 1   
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.33 รูปแสดงการพิจารณากรณี 1.1 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.34 

 
รูปท่ี 4.34 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 1.1 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.22759 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.34 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 1.1 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.22759 ตารางหนว่ย 
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กรณี 1.2 
1T อยูบ่ริเวณท่ี 2   

พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 2 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.35 รูปแสดงการพิจารณากรณี 1.2 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.36 

 
รูปท่ี 4.36 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุท่ีหลดุบริเวณ 2 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.233506 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.36 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 1.2 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.233506 ตารางหน่วย 

กรณี 1.3 
1T อยูบ่ริเวณท่ี 3   

พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 3 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.37 รูปแสดงการพิจารณากรณี 1.3 
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จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.38 
 

 
รูปท่ี 4.38 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 1.3 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.228916 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.38 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 1.3 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก) 
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.228916 ตารางหน่วย 

กรณี 1.4 
1T อยูบ่ริเวณท่ี 4   

พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 4 ดงัรูป 
 

 
รูปท่ี 4.39 รูปแสดงการพิจารณากรณี 1.4 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.40 

 
รูปท่ี 4.40 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 1.4 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.235536 ตร.หน่วย 
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 ส าหรับรูปท่ี 4.40 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 1.4 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.235536 ตารางหน่วย 

กรณีที่ 2 คือมี 2 จดุของ T อยู่นอก H ได้ ซึง่มี 8 กรณียอ่ย ดงันี ้
กรณี 2.1 

1T อยูบ่ริเวณท่ี 1  และ 
2T  อยู่บริเวณท่ี 1 

พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 1 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.41 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.1 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.42 
 

 
รูปท่ี 4.42 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.1 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.227897 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.42 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.1 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.227897 ตารางหน่วย 

กรณี 2.2 1T อยูบ่ริเวณท่ี 1  และ 2T  อยู่บริเวณท่ี 2 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 2 ดงัรูป 
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รูปท่ี 4.43 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.2 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.44 
 

 
รูปท่ี 4.44 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.2 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.230295 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.44 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.2 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.230295 ตารางหน่วย 
กรณี 2.3 

1T อยูบ่ริเวณท่ี 1  และ 
2T  อยู่บริเวณท่ี 3 

พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 3 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.45 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.3 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.46 
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รูปท่ี 4.46 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.3 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.22759 ตร.หนว่ย                

ส าหรับรูปท่ี 4.46 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.3 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.22759 ตารางหนว่ย 
กรณี 2.4 

1T อยูบ่ริเวณท่ี 1  และ 
2T  อยู่บริเวณท่ี 4 

พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 1, 4 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.47 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.4 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.48 
 

 
รูปท่ี 4.48 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.4 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.23512 ตร.หนว่ย 
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ส าหรับรูปท่ี 4.48 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.4 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.23512 ตารางหนว่ย 

กรณี 2.5 
1T อยูบ่ริเวณท่ี 2  และ 

3T  อยู่บริเวณท่ี 2 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 2, 2 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.49 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.5 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.50 
 

 
รูปท่ี 4.50 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.5 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.234455 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.50 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.5 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0. 234455 ตารางหนว่ย 

กรณี 2.6 1T อยูบ่ริเวณท่ี 2  และ 2T  อยู่บริเวณท่ี 3 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 2, 3 ดงัรูป 
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รูปท่ี 4.51 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.6 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.52 
 

 
รูปท่ี 4.52 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.6 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.228698 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.52 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.6 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.228698 ตารางหน่วย 

กรณี 2.7 
1T อยูบ่ริเวณท่ี 2  และ 

2T  อยูบ่ริเวณท่ี 4 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 2, 4 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.53 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.7 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.54 
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รูปท่ี 4.54 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.7 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.23069 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.54 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.7 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.23069 ตารางหนว่ย 

กรณี 2.8 
1T อยูบ่ริเวณท่ี 3  และ 

2T  อยู่บริเวณท่ี 3 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 3, 3 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.55 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.8 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.56 

 
รูปท่ี 4.56 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.8 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.23013 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.56 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.8 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
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ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.23013 ตารางหนว่ย 

กรณี 2.9 
1T อยูบ่ริเวณท่ี 3  และ 

2T  อยู่บริเวณท่ี 4 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 3, 4 ดงัรูป 

 
รูปท่ี 4.57 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.9 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.58 
 

 
รูปท่ี 4.58 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.9 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.229553 ตร.หน่วย 

ส าหรับรูปท่ี 4.58 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.9 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0.229553 ตารางหน่วย 

กรณี 2.10 
1T อยูบ่ริเวณท่ี 4  และ 

2T  อยู่บริเวณท่ี 4 
พิจารณาการอยู่บริเวณท่ี 4, 4 ดงัรูป 
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รูปท่ี 4.59 รูปแสดงการพิจารณากรณี 2.10 

จากการค านวณจะได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุ ดงัรูปท่ี 4.60 

 
รูปท่ี 4.60 คอนเวกซ์ฮลัล์เล็กสดุกรณี 2.10 ซึง่มีพืน้ท่ีประมาณ 0.236482 ตร.หนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี 4.60 ใช้โปรแกรม Mathematica version 6.0 (ดใูนหวัข้อท่ี 2 กรณีท่ี 2.10 ซึง่อยูใ่น
ภาคผนวก)               
ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุส าหรับกรณีนีป้ระมาณ  0. 236482 ตารางหนว่ย 

 จากทกุกรณีพบวา่คอนเวกซ์ฮลัล์ของ L  S  และ T  มีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุประมาณ  0.22759 
ตารางหน่วย ซึง่อยูใ่นกรณี 1.1 และ 2.3 
 ผลจากงานวิจยัของสิระและธีรสรรค์ ได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสดุเทา่กบั 0.227628 
ตารางหน่วย โดยท่ี 1 1 2 20.6625 0.1895 0.7415 0.1305 x y x y     

1.30829   และ 1.63299   ซึง่ค าตอบนีไ้ด้มาจาก grid-search algorithm สว่นผลท่ี
เราหามาได้จากโปรแกรม mathematica นัน้ได้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสดุเท่ากบั 0.22579 ตาราง
หนว่ย ซึง่อยูใ่นกรณีท่ี 1.1 หรือ 2.3 โดยท่ี 1 1 20.660459 0.187845 0.740957x y x    

2 0.127395 y  1.30767  และ 1.63733   ดงันัน้พืน้ท่ีของทัง้สองวิธีตา่งกนั
ประมาณ 0.000038 ตารางหนว่ย และพารามิเตอร์ตา่งกนัประมาณ 0.0100444 หนว่ย จะเห็นวา่
ทัง้สองวิธีให้ค าตอบท่ีใกล้เคียงกนัรูปท่ีได้มีลกัษณะคล้ายกนัมาก นัน่แสดงให้เห็นว่าวิธีในหวัข้อ 
4.1 นัน้มีความน่าเช่ือถือ 
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 ในบทนีจ้ะเห็นวา่วิธีหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีน้อยท่ีสดุโดยใช้หลกัพิจารณาการหลดุของ
สามเหล่ียมจากนัน้ใช้โปรแกรม Mathematica ชว่ยในการประมาณ เราพบวา่วิธีนีใ้ช้ได้ดี
พอสมควร นา่จะใช้ตรวจสอบค าตอบของปัญหาอ่ืนได้ ส่วนในบทถดัไปจะเป็นการพิสจูน์ทฤษฎีบท
ท่ี 1 โดยใช้ grid-search algorithm ซึง่เป็นวิธีท่ี P. Brass และ M. Sharifi [3] ท่ีใช้หาขอบเขตลา่ง
ของ Lebesques universal cover problem อีกทัง้ สิระ ศรีสวสัดิ ์ และ ธีรสรรค์ ขนัธวิทย์  ยงัใช้
วิธีการนีใ้นการหาขอบเขตล่างของปัญหาการปิดทบัเส้นโค้งของโมเซอร์ 
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บทที่  5 

บทพสูิจน์โดย grid-search algorithm 

 ในบทนีจ้ะน าวิธี grid-search algorithm และบทตัง้เก่ียวกบั Lipschitz bound มาใช้ใน
การพิสจูน์ทฤษฎีบทหลกั โดยใช้โปรแกรม Matlab ก่อนท่ีเราจะด าเนินการพิสจูน์ทฤษฎีบทท่ี 1 เรา
จะพิสจูน์บทตัง้เก่ียวกบั Lipschitz bound จากนัน้จะอธิบายวิธี grid-search algorithm และ
ยกตวัอย่างประกอบ ทัง้ในฟังก์ชนั 1 ตวัแปร และหลายตวัแปร เพ่ือให้เห็นภาพมากขึน้ 

5.1 Lipschitz bound 

เน่ืองจาก grid-search algorithm ไมรั่บประกนัการได้คา่น้อยสดุ ดงันัน้ถ้าเราหาคา่น้อย
สดุจาก grid-search algorithm ได้แล้ว และเรารู้วา่คา่นีต้า่งจากคา่น้อยสดุของฟังก์ชนัไมเ่กิน
เทา่ใด แล้วเราจะสามารถบอกขอบเขตลา่งของพืน้ท่ีน้อยสดุของฟังก์ชนัได้  

Lipschitz bound จะเป็นขอบเขตท่ีท าให้เราบอกได้วา่คา่น้อยสดุท่ีได้จาก grid-search 
algorithm หา่งจากคา่น้อยสดุของฟังก์ชนัไมเ่กินเทา่ใด นัน่คือเม่ือเปล่ียนพิกดัจดุไปเล็กน้อยคา่
ของพืน้ท่ีของคอนเวกซ์ฮลัล์จะเปล่ียนไปไมเ่กินเทา่ใด ซึง่เราจะใช้ Lipschitz bound นี ้ และหาคา่
น้อยสดุโดย grid-search algorithm ในการพิสจูน์ทฤษฎีบทท่ี  1   โดย Lipschitz bound นัน้ถกู
ใช้ในงานวิจยัของ P. Brass และ M. Sharifi [PM] และงานวิจยัของสิระและธีรสรรค์ [20] ในการ
หาขอบเขตล่างของพืน้ท่ีน้อยสดุของคอนเวกซ์ฮลัล์ 

จากบทท่ี 3 X  คือโครงแบบของ ,  ,  L C T   ( )H X คือ คอนเวกซ์ฮลัล์ของ X  
( )A X  คือ พืน้ท่ีของ ( )H X   และ ( ( ))peri H X  คือ ความยาวรอบรูปของ ( )H X  

บทตัง้ 5.1 (Lipschitz bound)  ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U   

ให้  1 11 1 12 2 21 2 22 1( , , , , )X x y x y             คือ โครงแบบใน U  

ให้  
( )( )

max min 
  

 
x H Xx H X

x x   โดยท่ี   คือ Euclidean norm 

2| ( ) ( ) | ( ( ))A X A X peri H X     

 



                        
 

บทพสูิจน์ ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U   

ให้  1 11 1 12 2 21 2 22 1( , , , , )X x y x y             คือโครงแบบใน U  

ให้  
( )( )

max min 
  

 
x H Xx H X

x x   โดยท่ี   คือ Euclidean norm 

จะได้ ( )H X   อยูใ่นบริเวณรูปท่ีเกิดจากการเพิ่มขอบของ ( )H X  ออกไป   หนว่ย 

 

รูปท่ี 5.1 รูปท่ีเกิดจากการเพิ่มขอบของ ( )H X  ออกไป   หนว่ย เม่ือ ( )H X  คือรูปห้าเหล่ียม 

พิจารณากรณี ( )H X  เป็นรูปเหล่ียม จะเห็นวา่พืน้ท่ีจะเพิ่มขึน้ไมเ่กินผลรวมของผลบวกพืน้ท่ีของ
รูปส่ีเหล่ียมกว้าง   หนว่ยและผลบวกของสว่นโค้งวงกลมรัศมี   หนว่ย ซึง่ผลบวกของพืน้ท่ีของ
รูปส่ีเหล่ียมกว้าง   หนว่ยซึง่เทา่กบั ( ( ))peri H X  ตารางหนว่ย และผลบวกของสว่นโค้ง

วงกลมรัศมี   หนว่ยเทา่กบั 2  ตารางหนว่ย                                                                          

ดงันัน้ กรณีนี ้ 2| ( ) ( ) | ( ( ))A X A X peri H X     

สว่นกรณีท่ี ( )H X  ไมเ่ป็นรูปเหล่ียมกลา่วคือขอบของคอนเวกซ์ฮลัล์บางขอบเป็นส่วนโค้ง 

 

รูปท่ี 5.2 รูปท่ีเกิดจากการเพิ่มขอบของ ( )H X  ออกไป   หนว่ย เม่ือขอบ ( )H X เป็นสว่นโค้ง 
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ให้ C  เป็นผลรวมของพืน้ท่ีท่ีเพิ่มขึน้เน่ืองจากการเพิ่มขอบของ ( )H X  ออกไป   หนว่ย โดย
พิจารณาเฉพาะสว่นท่ีก่อก าเนิดโดยสว่นท่ีเป็นส่วนของเส้นตรงของขอบของ ( )H X  

ให้มีขอบของคอนเวกซ์ฮลัล์ของ ( )H X  เป็นสว่นโค้งมมุ   โดยท่ี 0 2    

พืน้ท่ีจะเพิ่มไมเ่กิน  2 2 2( ) ( ) (2 )
2 2

 
   


     r r C r C  

         
2

2

2

( ( ))

r C

peri H X


 

 

  

 

   

ดงันัน้ ในกรณีนี ้ 2| ( ) ( ) | ( ( ))A X A X peri H X         

 

จากบทตัง้ท่ี 5.1 ท าให้เราได้เห็นวา่ 2 จดุใด ๆ ท่ีอยูใ่นในโครงแบบหา่งกนัไมเ่กิน  มีพืน้ท่ี

ตา่งกนัไมเ่กิน 2( ( ))peri H X   

ในบทตัง้ท่ี 5.2 เราจะแสดงวา่จดุ 2 จดุท่ีซึง่จดุหนึง่เป็นจดุท่ีอยูใ่นโครงแบบ ส่วนอีกหนึง่
จดุอยู่บนกริดท่ีใกล้จดุแรกมากท่ีสดุ มีพืน้ท่ีตา่งกนัไมเ่กินฟังก์ชนัท่ีอยูใ่นรูปของขนาดกริดของแต่
ละตวัแปร จากนัน้ในบทตัง้ท่ี 5.3 เราจะแสดงว่าจดุ 2 จดุท่ีซึง่จดุหนึง่เป็นจดุท่ีอยูใ่นโครงแบบท่ีให้
คา่น้อยสดุ สว่นอีกหนึง่จดุอยูบ่นกริดท่ีให้คา่น้อยท่ีสดุ มีพืน้ท่ีตา่งกนัไมเ่กินฟังก์ชนัท่ีอยูใ่นรูปของ
ขนาดกริดของแตล่ะตวัแปร นัน่คือเม่ือเราก าหนดขนาดกริดของแตล่ะตวัแปรมาให้ เราก็จะทราบ
ผลตา่งของพืน้ท่ีมีคา่ไมเ่กินเทา่ใด ดงันัน้เราจะหาขอบเขตลา่งของพืน้ท่ีได้ 

บทตัง้ 5.2 ให้ 11 12 21 22,  ,  ,  ,  d d d d   คือขนาดกริดของ 1 1 2 2,  ,  ,  ,  x y x y   ตามล าดบั
ใน grid-search algorithm  

ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U  ท่ีซึง่ ( )A X มีคา่น้อยสดุ 

ให้  1 11 1 12 2 21 2 22 1( , , , , )X x y x y              คือ โครงแบบใน U ท่ีซึง่
พารามิเตอร์ของ X  อยู่บนจดุกริดท่ีใกล้พารามิเตอร์ของ X  มากท่ีสดุ  

แล้ว  2 2
1 1 2 2| ( ) ( ) | ( ( )) , ( ( ))      A X A X Max peri H X peri H X  
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โดยท่ี 
2 2
11 12

1
4 4

d d
    และ 

2 2
21 22 1

2
2 3

sin
4 4 9 2

d d 


 
    

 
 

บทพสูิจน์ ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U  ท่ีซึง่ ( )A X มีคา่น้อยสดุ 

ให้  1 11 1 12 2 21 2 22 1( , , , , )X x y x y              คือ โครงแบบใน U ท่ีซึง่
พารามิเตอร์ของ X  อยู่บนจดุกริดท่ีใกล้พารามิเตอร์ของ X  มากท่ีสดุ โดยท่ี 

11 12 21 22
11 12 21 22| | ,  | | ,  | | ,  | |

2 2 2 2

d d d d
        และ 1| |

2


   

เราจะเห็นวา่จดุศนูย์กลางของวงกลมของ X   ถกูเล่ือนจากจดุศนูย์กลางท่ีพิกดั 1 1( , )x y ใน
ทิศทาง 11 12( , )   ดงันัน้ แตล่ะจดุของวงกลมจะเคล่ือนท่ีไกลจากเดมิไมเ่กิน 

2 2
11 12

1
4 4

d d
    หนว่ย ท านองเดียวกนัจดุศนูย์กลางสามเหล่ียมของ X   ถกูเล่ือนจากจดุ

ศนูย์กลางท่ีพิกดั 2 2( , )x y ในทิศทาง 21 22( , )    ท าให้แตล่ะจดุจะเคล่ือนท่ีไกลจากเดมิไมเ่กิน 
2 2
21 22

4 4


d d  และเม่ือหมนุสามเหล่ียมรอบจดุศนูย์กลางไปเป็นมมุ 1 จดุยอดใหมท่ัง้สามจะ

เคล่ือนท่ีเปล่ียนไปจากเดมิ 12 3
sin

9 2

 
 
 

 ดงันัน้แตล่ะจดุของสามเหล่ียมจะเคล่ือนท่ีไกลจาก

เดมิไมเ่กิน 
2 2
21 22 1

2
2 3

sin
4 4 9 2

d d 


 
    

 
 หนว่ย 

โดยบทตัง้ 5.1  

 2 2
1 1 2 2| ( ) ( ) | ( ( )) , ( ( ))      A X A X Max peri H X peri H X   

             

บทตัง้ 5.3  ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U  ท่ีซึง่ ( )A X มีคา่น้อยสดุ 

ให้ X  คือ โครงแบบซึง่ ( )A X  มีคา่น้อยสดุใน grid-search algorithm 

 2 2
1 1 2 2| ( ) ( ) | ( ( )) , ( ( ))      A X A X Max peri H X peri H X  

โดยท่ี 
2 2
11 12

1
4 4

d d
    และ 

2 2
21 22 1

2
2 3

sin
4 4 9 2

d d 


 
    

 
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บทพสูิจน์ ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U  ท่ีซึง่ ( )A X มีคา่น้อยสดุ 

ให้ X  คือ โครงแบบซึง่ ( )A X  มีคา่น้อยสดุใน grid-search algorithm 

ให้  2 2
1 1 2 2( ) ( ( )) , ( ( ))     g d Max peri H X peri H X  

จากบทตัง้ 5.2  

 2 2
1 1 2 2| ( ) ( ) | ( ( )) , ( ( )) ( )        A X A X Max peri H X peri H X g d

นัน่คือ ( ) ( ) ( )A X g d A X    

เพราะวา่ ( )A X  มีคา่น้อยสดุใน grid-search algorithm จะได้ ( ) ( )A X A X   

ดงันัน้ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A X g d A X g d A X     

นัน่คือ  2 2
1 1 2 2| ( ) ( ) | ( ( )) , ( ( ))      A X A X Max peri H X peri H X  

 

ในบทตัง้ท่ี 5.3 ท าให้เราเห็นวา่จดุ 2 จดุท่ีซึง่จดุหนึง่เป็นจดุท่ีอยูใ่นโครงแบบท่ีให้คา่น้อยสดุ สว่น

อีกหนึง่จดุอยู่บนกริดท่ีให้คา่น้อยท่ีสดุ มีพืน้ท่ีตา่งกนัไมเ่กิน  2
1 1( ( )) ,Max peri H X   

2
2 2( ( ))peri H X   ซึง่อยูใ่นรูปของ 1 2, , ( ( ))peri H X   ในบทตัง้ท่ี 5.4 เราจะ

แสดงวา่ ( ( )) 2.03863peri H X  จากนัน้ในบทตัง้ท่ี 5.5 เราจะแสดงวา่จดุ 2 จดุท่ีซึง่จดุหนึง่
เป็นจดุท่ีอยูใ่นโครงแบบท่ีให้คา่น้อยสดุ สว่นอีกหนึง่จดุอยูบ่นกริดท่ีให้คา่น้อยท่ีสดุ มีพืน้ท่ีตา่งกนั
ไมเ่กินฟังก์ชนัท่ีอยูใ่นรูป 1 2,   โดยเราจะน าบทตัง้ท่ี 5.5 ไปใช้พิสจูน์ทฤษฎีบทท่ี 1 ตอ่ไป 

บทตัง้ 5.4 ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U  ท่ีซึง่ ( )A X มีคา่น้อยสดุ 

( ( )) 2.03863peri H X   

บทพสูิจน์ ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y  คือ โครงแบบใน U  ท่ีซึง่ ( )A X มีคา่น้อยสดุ 

ดงันัน้ X K ซึง่สอดคล้องตามบทตัง้ 3.2.4  
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จะได้ ( )H X D  โดยท่ี D คืออาณาบริเวณท่ีถกูปิดล้อมด้วยสมการ 0.3884y    และ

สว่นโค้ง 2 21
( ) 1

4
x y    และ 2 21

( ) 1
4

x y    

 

รูปท่ี 5.3 อาณาบริเวณ D 

เพราะวา่ ( )H X D  โดยบทตัง้ 2.2.4 จะได้ ( ( )) ( )peri H X peri D  

จากการค านวณ ( ) 2.03863peri D   ดงันัน้ ( ( )) 2.03863peri H X   

 

บทตัง้ 5.5 ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U  ท่ีซึง่ ( )A X มีคา่น้อยสดุ 

ให้ X  คือ โครงแบบซึง่ ( )A X  มีคา่น้อยสดุใน grid-search algorithm 

 2 2
1 1 2 2| ( ) ( ) | 2.03863 ,2.03863      A X A X Max  

บทพสูิจน์ ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U  ท่ีซึง่ ( )A X มีคา่น้อยสดุ 

ให้ X  คือ โครงแบบซึง่ ( )A X  มีคา่น้อยสดุใน grid-search algorithm 

จากบทตัง้ 5.3 และ 5.4 จะได้ 

 2 2
1 1 2 2| ( ) ( ) | 2.03863 ,2.03863      A X A X Max  

 

จากบทตัง้ท่ี 5.5 เราจะเห็นว่าจดุ 2 จดุท่ีซึง่จดุหนึง่เป็นจดุท่ีอยูใ่นโครงแบบท่ีให้คา่น้อยสดุ 

สว่นอีกหนึง่จดุอยูบ่นกริดท่ีให้คา่น้อยท่ีสดุ มีพืน้ท่ีตา่งกนัไมเ่กิน  2
1 12.03863 ,Max    

2
2 22.03863  ซึง่เป็นฟังก์ชนัท่ีอยูใ่นรูป 1 2,   ดงันัน้ถ้าเราก าหนดคา่ 1 2,   มาให้

เราจะสามารถหาคา่ขอบเขตลา่งของพืน้ท่ีได้ 
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ตอ่ไปเราจะอธิบายถึงวิธีการหาคา่น้อยสดุของ grid-search algorithm โดยจะเร่ิมจาก 
grid-search  1 ตวัแปร และหลายตวัแปร พร้อมทัง้ยกตวัอยา่งประกอบเพื่อให้เห็นภาพมากขึน้ 

จากนัน้เราจะน ากระบวนการนีแ้ละบทตัง้ 5.5 ไปใช้พิสจูน์ทฤษฎีบทท่ี 1 

5.2 ความรู้เบือ้งต้นของ grid-search algorithm 

 กริด คือ ตารางซึง่มีความยาวเทา่กนัทกุชอ่งและความกว้างเทา่กนัทกุช่อง 

          จดุกริด คือ จดุมมุของกริด 

 ขนาดของกริด คือ ความกว้างของกริด   ความยาวของกริด 

 พิจารณาการหาคา่ต ่าสดุของฟังก์ชนัฐานเดียว (unimodal function) บน [ , ]a b  คือ 
ฟังก์ชนัตอ่เน่ืองท่ีมีสมบตัวิา่ มีจ านวนจริง m ท่ีซึง่ท าให้ f(x) เป็นฟังก์ชนัลด เม่ือ x m  และเป็น
ฟังก์ชนัเพิ่มเม่ือ x m  เราเลือกจดุทดสอบมา 2 จดุคือ 1 2,  x x  ในแตล่ะวิธีการท าซ า้ ถ้า 

1 2( ) ( )f x f x  (แสดงในรูปท่ี 5.1) แล้วจดุท่ีให้คา่ต ่าสดุต้องอยูใ่นช่วง 2[ , ]a x  แตถ้่า 

1 2( ) ( )f x f x  แล้วจดุท่ีให้คา่ต ่าสดุต้องอยูใ่นชว่ง 1[ , ]x b  ดงันัน้ในการหาช่วงใหมใ่นการ
ท าซ า้ครัง้ตอ่ไปขึน้อยูก่บัคา่ของ 1( )f x และ 2( )f x  จากนัน้ก็ท าซ า้ไปเร่ือย ๆ ในแตล่ะชว่งใหม่
ท่ีได้ จนกวา่ผลตา่งของคา่น้อยสดุในวิธีท าซ า้ครัง้สดุท้ายกบัคา่น้อยสดุท่ีได้จากการท าซ า้ก่อนหน้า    
มีคา่น้อยกว่า 0   ท่ีเราต้องการ 

 

รูปท่ี 5.4 แสดงการทดสอบกรณี 1 2( ) ( )f x f x  

แตถ้่าฟังก์ชนัของเราเป็นแบบ almost unimodal function (ลกัษณะดงัรูปท่ี 5.2) การใช้อนพุนัธ์ใน
การหาคา่น้อยสดุจะใช้ไมไ่ด้ เชน่ วิธี Steepest Destent  วิธี Gauss-Newton หรือ วิธี Marquardt 
เป็นต้น แตว่ิธี grid-search algotithm สามารถหาได้  
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รูปท่ี 5.5 almost unimodal function 

หลักการในการตัดโดเมน 

ให้ 1 1 2 2( , , , , )X x y x y   คือ โครงแบบใน U  ท่ีซึง่ ( )A X มีคา่น้อยสดุ 

ให้ X  คือ โครงแบบซึง่ ( )A X  มีคา่น้อยสดุใน grid-search algorithm 

ถ้า | ( ) ( ) |A X A X    แล้วโดเมน Y จะตดัทิง้ก็ตอ่เม่ือ ( ) ( ) 2A Y A X    

เพราะวา่ ( ) ( ) 2A Y A X    ท าให้ ( ) ( ) ( )A Y A X A X        

กลา่วคือจากบทตัง้ท่ี 5.5 เราจะค านวณคา่   ได้เม่ือรู้คา่ 1 2,   และในการค านวณหาคา่น้อย
สดุโดย grid-search algorithm ในแตล่ะครัง้ เราจะได้คา่ ( )A X   ถ้าโดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 

( ) 2A X   เราสามารถตดัโดเมนนีท้ิง้ได้ เพราะคา่น้อยสดุไมไ่ด้อยู่ในโดเมนนี ้

5.2.1 grid search ใน 1 มิต ิ

 ในกรณี 1 ตวัแปร  พิจารณาการหาคา่ต ่าสดุของฟังก์ชนั :f R R  บนชว่ง[ , ]a b   
จากนัน้จะท าการแบง่โดเมนให้เล็กลงเร่ือย ๆ ตามคา่ของขนาดกริดในแตล่ะวิธีท าซ า้    โดยขนาด
ของกริดก็จะมีขนาดเล็กลงเร่ือย ๆ จนถึงขนาดของกริดท่ีเราต้องการ ในท่ีนีเ้ราจะสมมตวิา่ 
| ( ) ( ) | iA X A X d   เม่ือ id คือขนาดกริดในวิธีท าซ า้ครัง้ท่ี i เพ่ือใช้พิจารณาในการตดัโดเมน 
เราจะท าการแบง่จดุกริดดงันี ้  j ix a jd  และ   ib a nd โดยท่ี 0,  1,  2,...,  nj  ซึง่ 

( )
[ ]




i

b a
n

d
 ท าให้เราได้คา่ของ f  ในแตล่ะจดุกริด ถ้าให้  kx   คือจดุกริดท่ีท าให้ ( )kf x  มี

คา่ต ่าท่ีสดุในวิธีท าซ า้ครัง้ท่ี i โดยหลกัการตดัโดเมนในท่ีนีเ้ราสมมตวิา่คา่ ต ่าสดุของ f  อยูใ่นชว่ง  
],[

lm
xx  ดงันัน้ในวิธีท าซ า้ครัง้ท่ี  i+1 โดเมนของเราคือ  ],[

lm
xx  และก าหนดขนาดกริดใหมคื่อ 

1id  โดยท่ี 1 i id d  และท าการหาคา่ของ f  ใหมใ่นแตล่ะจดุกริด และพิจารณาคา่ต ่าสดุ
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เหมือนเดมิ และแบง่โดเมนให้เล็กลง และก าหนดขนาดกริดใหมเ่หมือนเดมิ   ท าเชน่นีไ้ปเร่ือย ๆ 
จนกวา่จะถึงขนาดกริดท่ีเราต้องการ ขัน้ตอนวิธีก็จะหยดุ และได้คา่ต ่าสดุตามท่ีเราต้องการ 

ตัวอย่างที่ 5.1 จงหาคา่ต ่าสดุของ 2( ) 2f x x x   บนช่วง [ 3,5]  เม่ือ 

1 21,  0.5 d d   ก าหนดให้ id   

วิธีท า แบง่จดุกริดแตล่ะจดุจะได้  -3,  -2, -1,..., 5  

 และท าการหาคา่ของ f  แตล่ะจดุ ดงัตารางท่ี 5.1 

x  -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

( )f x  3 0 -1 0 3 8 15 24 35 

ตารางท่ี 5.1 

 จากตารางจะเห็นวา่ ( 1)f   มีคา่ต ่าสดุ คือ -1 พิจารณาการตดัโดเมน 12 2 2d    
ดงันัน้คา่ท่ีมากกวา่ -1 เกิน 2 จะตดัทิง้ นัน่คือโดเมนใดให้คา่มากกวา่ 1 จะตดัทิง้ จากตารางจะได้ 
โดเมนในการหาคา่น้อยสดุครัง้ตอ่ไปคือ  02, และให้ 2 0.5d   ท าการแบง่จดุกริด และหาคา่
ของ f  ดงัตารางท่ี 5.2 

x  -2 -1.5 -1 -0.5 0 

( )f x  0 -0.75 -1 -0.75 0 

ตารางท่ี 5.2 

 จากตารางจะเห็นวา่ ( 1)f  มีคา่ต ่าสดุ คือ -1    ดงันัน้คา่ต ่าสดุของ ( )f x บนชว่ง 
[ 3,5]  เม่ือ 1,  0.5d   คือ ( 1) 1f     

5.2.2 grid search ใน m มิต ิ

 ในกรณี m มิต ิ พิจารณาการหาคา่ต ่าสดุของฟังก์ชนั : mf R R  บนชว่ง 

1 1 2 2 3 3[ ,  ] [ ,  ] [ ,  ] ... [ ,  ]m ma b a b a b a b      ซึง่แตล่ะตวัแปรให้เราแบง่จดุกริดเหมือน
ในการแบง่จดุกริดใน grid search ใน 1 มิตเิราจะท าการแบง่จดุกริดดงันี ้
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1 1
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

,  j 0,  1,  2,...,  ;  

,  j 0,  1,  2,...,  ;  

                                                                    

,  j 0,  1,  2,...,  ;  

 
     

 

 
     

 

   

j i
i

j i
i

mj m i m m

b a
x a jd n n

d

b a
x a jd n n

d

b
x a jd n n

 
 
 

m m

i

a

d

 

ซึง่เราจะได้คา่ของฟังก์ชนัทัง้หมด 1 2( 1) ( 1) ( 1)     mn n n  คา่ท่ีต้องน ามา
เปรียบเทียบเพ่ือพิจารณาหาคา่ต ่าสดุ   ถ้าให้   1 2 3( ,  ,  , ,  )k k k k kmx x x x x    คือ จดุกริด
ท่ีท าให้ ( )kf x   มีคา่ต ่าท่ีสดุในวิธีท าซ า้ครัง้ท่ี i จากหลกัการตดัโดเมนเราสมมติวา่คา่ต ่าสดุของ 
f  อยูใ่นช่วง  ],[

11 lm
xx ],[

22 lm
xx ],[],[

mm lmlm
xxxx  

33

 

ดงันัน้ในวิธีท าซ า้ครัง้ท่ี i+1 โดเมนของเราคือ ],[
11 lm

xx ],[
22 lm

xx ],[],[
mm lmlm

xxxx  
33

 

และก าหนดขนาดกริดใหม่คือ 1id   โดยท่ี 1 i id d  และท าการหาคา่ของ f  ใหมใ่นแตล่ะจดุ 
กริด และพิจารณาคา่ต ่าสดุเหมือนเดมิ และแบง่โดเมนให้เล็กลง และก าหนดขนาดกริดใหม่
เหมือนเดมิ ท าเชน่นีไ้ปเร่ือยๆ จนกว่าจะถึงขนาดกริดท่ีเราต้องการหรือได้คา่ความผิดพลาดท่ีเล็ก
พอ ขัน้ตอนวิธีก็จะหยดุ และได้คา่ต ่าสดุตามท่ีเราต้องการ 

ตัวอย่างที่ 5.2 จงหาคา่ต ่าสดุของ 2( , )f x y x xy   บนชว่ง [ 1,1] [ 2,0]    เม่ือ 

1,  0.5d   ก าหนดให้ 
2

i
d

  

วิธีท า แบง่จดุกริดแตล่ะจดุจะได้  10 11 121,  0,  1x x x     

      10 11 122,  1,  0y y y      

 ท าให้ได้คา่ f  แตล่ะจดุ ดงัตารางท่ี 5.3 

( , )x y  (-1, -2) (-1, -1) (-1,0)  (0, -2) (0, -1) (0, 0) (1, -2) (1, -1) (1, 0) 

( , )f x y  -1 0 1 0 0 0 3 2 1 

ตารางท่ี 5.3 
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จากตารางจะเห็นวา่ ),( 21f  มีคา่ต ่าสดุ คือ -1 พิจารณาการตดัโดเมน 

1
2

2
22

1
 d  ดงันัน้คา่ท่ีมากกวา่ -1 เกิน 1 จะตดัทิง้ นัน่คือโดเมนใดให้คา่มากกวา่ 0 จะ

ตดัทิง้ จากตารางจะได้ โดเมนในการหาคา่น้อยสดุครัง้ตอ่ไปคือ [ 1,  0], [ 2,0]x y       
และให้  2 0.5d    ท าการแบง่จดุกริด   และหาคา่ของ f   ดงัตารางท่ี 5.4 

( , )x y

 
(-1, -2) (-1, - 3

2
) (-1,-1)  (- 1

2
, -2) (- 1

2
,- 3

2
) (- 1

2
, -1) (0, -2) (0, - 3

2
) 

( , )f x y

 
-1 -0.5 0 -0.75 -0.5 -0.25 0 0 

( , )x y

 
(-1, - 1

2
) (-1, 0) (- 1

2
,- 1

2
)  (- 1

2
, 0) (0,- 1

2
) (0, 0) (0, -1)  

( , )f x y

 
0.5 1 0 0.25 0 0 0  

ตารางท่ี 5.4 

จากตารางจะเห็นวา่ ( 1, 2)f   มีคา่ต ่าสดุ คือ -1 ดงันัน้คา่ต ่าสดุของ ( , )f x y บนชว่ง 
[ 1,2] [ 2,0]    เม่ือ 1,  0.5d   คือ ( 1, 2) 1f      

5.3 บทพสูิจน์ทฤษฎีบทที่ 1 

 ในหวัข้อนีเ้ราจะท าการพิสจูน์ทฤษฎีบทท่ี 1 โดยวิธี grid-search algorithm  ประกอบกบั
บทตัง้ 5.5 โดยเราจะท าการ search หาคา่น้อยสดุในฟังก์ชนั 5 ตวัแปร คือ    

1 1 2 2( , ,  ,  ,  )x y x y   และใช้เง่ือนไขของโดเมนในบทท่ี 3 คือ 1 10 0.05,  0 0.043x y    , 

20.25 0.25,x    2 -0.3884 0.3884y   และ 2
0

3


   ในการพิสจูน์นีเ้ราจะใช้รูป 

200 เหล่ียมด้านเทา่มมุเท่า(ท่ีจดุยอดอยู่บนวงกลม)แทนวงกลม ซึง่แม้วา่พืน้ท่ีจะน้อยกวา่แตก็่
นา่จะใกล้เคียงกนัมาก โดยเราจะยกตวัอยา่งให้เห็นตอนสรุปผล และเราจะแบง่ขนาดกริดเป็น 
0.01, 0.005, 0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005 และ 0.00001 จากนัน้ให้โปรแกรมหาคา่น้อยสดุ
ในแตล่ะขนาดกริดโดยโปรแกรม Matlab ซึง่มีตวัโปรแกรมอยูใ่นภาคผนวก หวัข้อท่ี 3 
 ก่อนท่ีเราจะพิสจูน์ทฤษฎีบทท่ี 1 เราจะอธิบายการหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ของโปรแกรม 
Matlab ค าสั่งท่ีใช้หาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮัลล์ของ Matlab คือ convhull     ค าสั่งนีต้้องใส่ค่าจุด 
โปรแกรมจงึสามารถหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ของจดุเหล่านัน้ให้เราได้ เม่ือพิจารณาการหาพืน้ท่ีคอน
เวกซ์ฮลัล์ของ , ,L C T  เราสามารถใส่จดุปลายของ L  และจดุยอดของ T ลงไปในค าสัง่ได้เท่านัน้ 
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ส่วน C ไม่สามารถใส่ไปในค าสัง่ได้ ดงันัน้เราจึงใช้รูป 200       มด้านเท่ามมุเท่า     ป            
บ น  C แ ท น  C  ซึ่ ง แ ท น ด้ ว ย  C  จ ะ เ ห็ น ว่ า  ( , , ) ( , , )H L T C H L T C   ดั ง นั ้น 

( , , ) ( , , )A L T C A L T C   ท า ใ ห้  ก า รหาค่ า น้ อยสุดของ  ( , , )A L T C  โ ดย  grid-search 
algorithm  เป็นขอบเขตลา่งคา่หนึง่ของพืน้ท่ีของคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็กท่ีสดุของ , ,L C T  ซึ่งจากการ
ค านวณค่าน้อยสุดของ ( , , )A L T C  โดยโปรแกรม Matlab มีคา่เท่ากับ 0.097038424 ตาราง
หน่วย     และมีคา่พารามิเตอร์คือ  x1 = 0.01717,    y1 = 0,    x2 = -0.05755,  y2 = 0 และ  = 
1.047198    เ ม่ือเราใส่ค่าพารามิ เตอร์ เดิม  และค านวณค่า  ( , , )A L T C  โดยโปรแกรม 
Mathematica     จะได้ ( , , )A L T C  มีค่าเท่ากบั  0.0970446   ตารางหน่วย      จะเห็นว่าพืน้ท่ีท่ี
ได้มีค่าใกล้เคียงกันมากดัง ท่ีได้กล่าวไว้ก่อนหน้านี  ้     ซึ่งแตกต่างกันมากสุดประมาณ 
0.0000061769  ตารางหน่วย   จึงจะเห็นได้ว่าท่ีจดุอ่ืน พืน้ท่ีท่ีได้จะมีพืน้ท่ีใกล้เคียงกนัด้วย ดงันัน้
เราจึงสามารถใช้ grid-search algorithm  หาค่าน้อยสุดของ ( , , )A L T C  แทน ( , , )A L T C  ได้ 
ท าให้เราได้คา่ขอบเขตล่างตามท่ีเราต้องการ ในการค านวณโดย grid-search algorithm ในแตล่ะ
ครัง้นัน้ เราจะใช้หลกัการตดัโดเมน เพ่ือท าให้โดเมนมีขนาดเล็กลง โดยพิจารณาจาก  คา่   ท่ีได้
จากบทตัง้ 5.5  กล่าวคือ เราน าคา่ขนาดของกริด 11 12,d d  21 22, ,d d  และ   ในแต่ละครัง้ไป

แทนคา่ใน 1 2,   จากบทตัง้ 5.5 ท าให้เราได้วา่ | ( ) ( ) |A X A X    เราก็จะตดัโดเมน Y  ท่ี

ท าให้ ( ) ( ) 2A Y A X    เราจะได้โดเมนใหม่ในการพิจารณาในครัง้ตอ่ไปมีขนาดเล็กลง ใน
ทฤษฎีบทท่ี 1 นัน้เราจะตดัโดเมนให้เล็กลงทัง้หมด 10 ครัง้ และท าการหาคา่น้อยสดุตอ่ไป 

ทฤษฎีบทที่ 1  คอนเวกซ์ฮลัล์ของวงกลมเส้นรอบรูปยาว 1 หน่วย ส่วนของเส้นตรงยาว 1

2
หน่วย 

และสามเหล่ียมด้านเทา่ยาวด้านละ 1
3
หนว่ย มีพืน้ท่ีอยา่งน้อย 0.0970236 ตารางหนว่ย 

บทพสูิจน์ ให้ ,  0,  1,  2,...,  120
180

i
i


     

ให้ 1d  คือขนาดของกริด 1x  และ 1y  โดยท่ี 1 11 12d d d   

ให้ 2d  คือขนาดของกริด 2x  และ 2y  โดยท่ี 2 21 22d d d   

ให้   คือขนาดของกริด   

เราแบง่กลุม่การหาคา่น้อยสดุเป็น 3 กลุม่ ดงันี ้
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1. 1 1( , )x y  วาดรูป  3 มิต ิระหวา่ง 1 1( , )x y  กบัคา่น้อยสดุแตล่ะกริดท่ีแบง่ของ 1 1( , )x y  แล้ว
พิจารณาตดัโดเมน 

2. 2 2( , )x y  วาดรูป 3 มิต ิระหวา่ง 2 2( , )x y กบัคา่น้อยสดุแตล่ะกริดท่ีแบง่ของ 2 2( , )x y  แล้ว
พิจารณาตดัโดเมน 

3.   วาดรูป 2 มิติ 1 1( , )x y  ระหวา่ง กบัคา่น้อยสดุแตล่ะกริดท่ีแบง่ของ   แล้วพิจารณาตดั
โดเมน 

ครัง้ท่ี 1 ตดัโดเมน 2 2( , )x y  

ให้ 1 20.01,  0.01,  
180

d d


     

โดยบทตัง้ 3.2.1, 1 1( ,  ) [0,  0.05] [0, 0.043]x y     

และบทตัง้ 3.2.4, 2 2( ,  ) [ 0.25,  0.25] [ 0.4,  0.4]x y        

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.0216045   

และโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09715 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09715 + 2(0.0216045) = 0.140359 

ดงันัน้จากการวาดรูป 3 มิตจิะได้ 2 2( , ) [ 0.24,0.25] [ 0.19,0.25]x y      
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รูปท่ี 5.6 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ในกรอบส่ีเหล่ียม)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.140359 ตารางหนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี  5.6 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 ครัง้ท่ี 1 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 2 ตดัโดเมน 2 2( , )x y  

ให้ 1 20.01,  0.005,  
180

d d


     

โดยบทตัง้ 3.2.1  1 1( ,  ) [0,  0.05] [0, 0.043]x y     

และจากครัง้ท่ี 1  2 2( , ) [ 0.24,0.25] [ 0.19,0.25]x y        

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.0145724   

และโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09707 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09707 + 2(0.0145724) = 0.126215 

ดงันัน้จากการวาดรูป 3 มิตจิะได้ 2 2( , ) [ 0.195,0.225] [ 0.14,0.2]x y      
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รูปท่ี 5.7 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ในกรอบส่ีเหล่ียม)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.126215 ตารางหนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี  5.7 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 ครัง้ท่ี 2 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 3 ตดัโดเมน   

ให้ 1 20.005,  0.005,  
180

d d


     

โดยบทตัง้ 3.2.1  1 1( ,  ) [0,  0.05] [0, 0.043]x y     

และจากครัง้ท่ี 2  2 2( , ) [ 0.195,0.225] [ 0.14,0.2]x y        

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.008341   

และโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09704 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09704 + 2(0.008341) = 0.113722 

ดงันัน้จากการวาดรูป 2 มิตจิะได้ 23 98
[ , ]
180 180

 
   
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รูปท่ี 5.8 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ใต้เส้นตรง)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.113722 ตารางหน่วย 

ส าหรับรูปท่ี  5.8 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 ครัง้ท่ี 3 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 4 ตดัโดเมน   

ให้ 1 20.001,  0.001,  0.001d d      

โดยบทตัง้ 3.2.1  1 1( ,  ) [0,  0.05] [0, 0.043]x y     

และจากครัง้ท่ี 2  2 2( , ) [ 0.195,0.225] [ 0.14,0.2]x y        

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.00183641   

และโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09704 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09704 + 2(0.00183641) = 0.100713 

ดงันัน้จากการวาดรูป 2 มิติ จะได้ [0.86,1.24]  
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รูปท่ี 5.9 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ใต้เส้นตรง)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.100713 ตารางหน่วย 

ส าหรับรูปท่ี  5.9 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 ครัง้ท่ี 4 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 5 ตดัโดเมน 2 2( , )x y  

ให้ 1 20.001,  0.001,  0.0001d d      

โดยบทตัง้ 3.2.1  1 1( ,  ) [0,  0.05] [0, 0.043]x y     

และจากครัง้ท่ี 2  2 2( , ) [ 0.195,0.225] [ 0.14,0.2]x y        

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.00148242   

และโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09704 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09704 + 2(0.00148242) = 0.100005 

ดงันัน้จากการวาดรูป 3 มิติ จะได้ 2 2( , ) [ 0.09,0.09] [0,0.07]x y     
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รูปท่ี 5.10 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ในกรอบส่ีเหล่ียม)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.10005 ตารางหนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี  5.10 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 ครัง้ท่ี 5 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 6 ตดัโดเมน 1 1( , )x y  

ให้ 1 20.0005,  0.0005,  0.0001d d      

โดยบทตัง้ 3.2.1  1 1( ,  ) [0,  0.05] [0, 0.043]x y     

และจากครัง้ท่ี 5  2 2( , ) [ 0.09,0.09] [0,0.07]x y       

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.000760435   

และโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09704 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09704 + 2(0.000760435) = 0.0985609 

ดงันัน้จากการวาดรูป 3 มิตจิะได้ 1 1( , ) [0,0.028] [0,0.009]x y    

 

รูปท่ี 5.11 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ในกรอบส่ีเหล่ียม)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.0985609 ตารางหนว่ย 
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ส าหรับรูปท่ี  5.11 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 ครัง้ท่ี 6 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 7 ตดัโดเมน 2 2( , )x y  

ให้ 1 20.0001,  0.0001,  0.0001d d      

จากครัง้ท่ี 6  1 1( , ) [0,0.028] [0,0.009]x y     

และจากครัง้ท่ี 5  2 2( , ) [ 0.09,0.09] [0,0.07]x y       

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.000183412   

และโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09704 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09704 + 2(0.000183412) = 0.0974068 

ดงันัน้จากการวาดกราฟ 3 มิต ิจะได้ 2 2( , ) [ 0.06, 0.044] [0,0.011]x y      

 

รูปท่ี 5.12 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ในกรอบส่ีเหล่ียม)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.0974068 ตารางหนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี  5.12 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 กรณีท่ี 7 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 8 ตดัโดเมน 1 1( , )x y  

ให้ 1 20.00001,  0.0001,  0.0001d d      

จากครัง้ท่ี 6  1 1( , ) [0,0.028] [0,0.009]x y     

และจากครัง้ท่ี 7  2 2( , ) [ 0.06, 0.044] [0,0.011]x y        

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.000183412   
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และโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09703952 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09703952 + 2(0.000183412) = 0.0974063 

ดงันัน้จากการวาดกราฟ 3 มิต ิจะได้ 1 1( , ) [0.01715,0.01721] [0,0.00003]x y    

 

รูปท่ี 5.13 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ในกรอบส่ีเหล่ียม)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.0974063 ตารางหนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี  5.13 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 ครัง้ท่ี 8 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 9 ตดัโดเมน 2 2( , )x y  

ให้ 1 20.00001,  0.00001,  0.0001d d      

จากครัง้ท่ี 8  1 1( , ) [0.01715,0.01721] [0,0.00003]x y     

และจากครัง้ท่ี 7  2 2( , ) [ 0.06, 0.044] [0,0.011]x y        

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.000053651   

และโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09703867 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09703867 + 2(0.000053651) = 0.0971463 

ดงันัน้จากการวาดกราฟ 3 มิต ิจะได้ 2 2( , ) [ 0.5756, 0.575] [0,0.00008]x y      

77 



                        
 

 

รูปท่ี 5.14 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ในกรอบส่ีเหล่ียม)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.0971463 ตารางหนว่ย 

ส าหรับรูปท่ี  5.14 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 ครัง้ท่ี 9 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 10 ตดัโดเมน   

ให้ 1 20.00001,  0.00001,  0.0001d d      

จากครัง้ท่ี 8  1 1( , ) [0.01715,0.01721] [0,0.00003]x y     

และจากครัง้ท่ี 9  2 2( , ) [ 0.5756, 0.575] [0,0.00008]x y        

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.000053651   

และจากโปรแกรมหาคา่น้อยสดุเทา่กบั 0.09703842 

จากหลกัการตดัโดเมน โดเมนท่ีให้คา่มากกวา่ 0.09703842 + 2(0.0000183389) = 0.0970751 

ดงันัน้จากการวาดรูป 2 มิตจิะได้ [1.047100,1.047300]  
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รูปท่ี 5.14 ภาพแสดงอาณาบริเวณ(ใต้เส้นตรง)ท่ีให้คา่ต ่ากวา่ 0.0970751 ตารางหน่วย 

ส าหรับรูปท่ี  5.14 ใช้โปรแกรม Matlab (ดหูวัข้อท่ี 3 ครัง้ท่ี 10 ในภาคผนวก) 

ครัง้ท่ี 11 หาคา่น้อยสดุ เม่ือ 1 1( , ) [0.01715,0.01721] [0,0.00003]x y     

2 2( , ) [ 0.5756, 0.575] [0,0.00008]x y      และ [1.047100,1.047300]  

ให้ 1 20.00001,  0.00001,  0.000001d d      

จากบทแทรก 5.5 จะได้ 0.0000183389   

พิจารณาหาคา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสดุและพารามิเตอร์แตล่ะตวัตามตารางตอ่ไปนี ้
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x1          y1 0 0.00001 0.00002 0.00003 

0.01715 0.097038444 0.097038445 0.097038451 0.097038466 
0.01716 0.097038426 0.097038427 0.097038443 0.097038459 
0.01717 0.097038424* 0.097038425 0.097038438 0.097038452 
0.01718 0.097038428 0.097038429 0.097038431 0.097038445 
0.01719 0.097038432 0.097038432 0.097038433 0.097038446 
0.01720 0.097038436 0.097038436 0.097038437 0.097038439 
0.01721 0.097038441 0.097038441 0.097038441 0.097038441 

ตารางท่ี 5.5 ตารางแสดงคา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสดุส าหรับ 1 1,x y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x2         y2 0 0.00001 0.00002 

-0.05756 0.097039586679   0.097039801345   0.0970406919     

-0.05755 0.09703842409*    0.097039291829   0.097040182384     

-0.05754 0.097038540423    0.097038782314    0.097039672869    

-0.05753 0.097038685701    0.097038694005    0.097039163353     

-0.05752 0.097038830976    0.097038830979    0.097038850734    

-0.05751 0.097038976256    0.097038976256    0.097038985014    

-0.0575 0.097039121534    0.097039121534   0.097039121534    
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x2         y2 0.00003 0.00004 0.00005 

-0.05756 0.097041582455 0.097042473010   0.097043363565    

-0.05755 0.097041072939 0.097041963495    0.09704285405    

-0.05754 0.097040563424 0.097041453979   0.097042344534    

-0.05753 0.097040053908 0.097040944464    0.097041835019    

-0.05752 0.097039544393 0.097040434948    0.097041325503    

-0.05751 0.097039034877 0.097039925433   0.097040815988    

-0.0575 0.097039141743 0.097039415917    0.097040306472   

 

x2         y2 0.00006 0.00007 0.00008 

-0.05756 0.09704425412 0.097045144675 0.097046035231 

-0.05755 0.097043744605 0.09704463516 0.097045525715 

-0.05754 0.097043235089 0.097044125644 0.0970450162 

-0.05753 0.097042725574 0.097043616129 0.097044506684 

-0.05752 0.097042216058 0.097043106613 0.097043997169 

-0.05751 0.097041706543 0.097042597098 0.097043487653 

-0.0575 0.097041197027 0.097042087582 0.097042978138 

ตารางท่ี 5.6 ตารางแสดงคา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสดุส าหรับ 2 2,x y  
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  1.047001 1.047002 1.047003 1.047004 
A 0.097038830891 0.0970388308927 0.0970388308945 0.0970388308963 

  1.047005 1.047006 1.047007 1.047008 
A 0.097038830898 0.0970388308997 0.0970388309014 0.0970388309031 

  1.047009 1.047010 1.047011 1.047012 
A 0.097038830905 0.0970388309064 0.097038830908 0.0970388309096 

  1.047013 1.047014 1.047015 1.047016 
A 0.097038830911 0.097038816348 0.0970387996439 0.0970387829397 

  1.047017 1.047018 1.047019 1.047020 
A 0.097038766236 0.0970387495314 0.0970387328271 0.0970387161229 

  1.047021 1.047022 1.047023 1.047024 
A 0.097038699419 0.0970386856468 0.0970386856482 0.0970386856496 

  1.047025 1.047026 1.047027 1.047028 
A 0.097038685651 0.0970386856523 0.0970386856536 0.0970386856549 

  1.047029 1.047030 1.047031 1.047032 
A 0.097038685656 0.0970386856575 0.0970386856588 0.09703868566 

  1.047033 1.047034 1.047035 1.047036 
A 0.097038685661 0.0970386856624 0.0970386856636 0.0970386856647 

  1.047037 1.047038 1.047039 1.047040 
A 0.097038685666 0.097038685667 0.0970386856681 0.0970386856692 

  1.047041 1.047042 1.047043 1.047044 
A 0.097038685670 0.0970386856713 0.0970386856724 0.0970386856737 

  1.047045 1.047046 1.047047 1.047048 
A 0.097038685674 0.0970386856753 0.0970386856763 0.0970386856772 

  1.047049 1.047050 1.047051 1.047052 
A 0.097038685678 0.0970386856791 0.0970386856799 0.0970386800878 

  1.047053 1.047054 1.047055 1.047056 
A 0.097038663383 0.0970386466772 0.0970386299718 0.0970386132665 
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  1.047057 1.047058 1.047059 1.047060 
A 0.097038596561 0.0970385798556 0.0970385631502 0.0970385464447 

  1.047061 1.047062 1.047063 1.047064 
A 0.09703854041 0.0970385404107 0.0970385404113 0.097038540412 

  1.047065 1.047066 1.047067 1.047068 
A 0.097038540413 0.0970385404132 0.0970385404138 0.0970385404144 

  1.047069 1.047070 1.047071 1.047072 
A 0.097038540415 0.0970385404155 0.097038540416 0.0970385404165 

  1.047073 1.047074 1.047075 1.047076 
A 0.097038540417 0.0970385404174 0.0970385404179 0.0970385404183 

  1.047077 1.047078 1.047079 1.047080 
A 0.097038540419 0.0970385404191 0.0970385404195 0.0970385404198 

  1.047081 1.047082 1.047083 1.047084 
A 0.097038540420 0.0970385404205 0.0970385404207 0.097038540421 

  1.047085 1.047086 1.047087 1.047088 
A 0.097038540421 0.0970385404215 0.0970385404217 0.097038540422 

  1.047089 1.047090 1.047091 1.047092 
A 0.097038540422 0.0970385404223 0.0970385404225 0.0970385260412 

  1.047093 1.047094 1.047095 1.047096 
A 0.097038509335 0.0970384926281 0.0970384759215 0.0970384592149 

  1.047097 1.047098 1.047099 1.047100 
A 0.097038442508 0.0970384258016 0.097038424091* 0.0970384407976 

  1.047101 1.047102 1.047103 1.047104 
A 0.097038457504 0.0970384742109 0.0970384909175 0.097038507624 

  1.047105 1.047106 1.047107 1.047108 
A 0.097038524331 0.0970385404225 0.0970385404223 0.0970385404222 

  1.047109 1.047110 1.047111 1.047112 
A 0.097038540422 0.0970385404218 0.0970385404215 0.0970385404213 

  1.047113 1.047114 1.047115 1.047116 
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A 0.097038540421 0.0970385404208 0.0970385404205 0.0970385404202 

  1.047117 1.047118 1.047119 1.047120 
A 0.097038540420 0.0970385404193 0.0970385404191 0.0970385404187 

  1.047121 1.047122 1.047123 1.047124 
A 0.097038540418 0.0970385404179 0.0970385404175 0.097038540417 

  1.047125 1.047126 1.047127 1.047128 
A 0.097038540417 0.097038540416 0.0970385404155 0.097038540415 

  1.047129 1.047130 1.047131 1.047132 
A 0.097038540414 0.0970385404139 0.0970385404133 0.0970385404127 

  1.047133 1.047134 1.047135 1.047136 
A 0.097038540412 0.0970385404114 0.0970385404107 0.0970385404101 

  1.047137 1.047138 1.047139 1.047140 
A 0.097038544734 0.0970385609871 0.0970385610191 0.0970385610511 

  1.047141 1.047142 1.047143 1.047144 
A 0.097038561083 0.097038561115 0.0970385581445 0.0970385414691 

  1.047145 1.047146 1.047147 1.047148 
A 0.097038524794 0.0970385081189 0.097038491443 0.0970384747675 

  1.047149 1.047150 1.047151 1.047152 
A 0.097038458092 0.0970384414163 0.0970384410226 0.0970384577604 

  1.047153 1.047154 1.047155 1.047156 
A 0.097038474498 0.0970384912359 0.0970385079737 0.0970385247112 

  1.047157 1.047158 1.047159 1.047160 
A 0.097038541449 0.0970385581866 0.0970385616555 0.0970385616871 

  1.047161 1.047162 1.047163 1.047164 
A 0.097038561719 0.0970385617503 0.0970385617819 0.0970385618135 

  1.047165 1.047166 1.047167 1.047168 
A 0.097038561845 0.0970385618765 0.097038561908 0.0970385619395 

  1.047169 1.047170 1.047171 1.047172 
A 0.097038561971 0.0970385620024 0.0970385620339 0.0970385620653 
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  1.047173 1.047174 1.047175 1.047176 
A 0.097038562097 0.0970385621281 0.0970385621594 0.0970385621908 

  1.047177 1.047178 1.047179 1.047180 
A 0.097038562222 0.0970385622534 0.0970385622847 0.0970385623159 

  1.047181 1.047182 1.047183 1.047184 
A 0.097038562347 0.0970385623784 0.0970385624097 0.0970385624409 

  1.047185 1.047186 1.047187 1.047188 
A 0.097038562472 0.0970385625032 0.0970385625343 0.0970385625655 

  1.047189 1.047190 1.047191 1.047192 
A 0.097038567523 0.0970385842593 0.0970385851085 0.0970385851396 

  1.047193 1.047194 1.047195 1.047196 
A 0.097038585171 0.0970385852016 0.0970385815419 0.097038564865 

  1.047197 1.047198 1.047199 1.047200 
A 0.097038548188 0.0970385315111 0.0970385148341 0.0970384981571 

ตารางท่ี 5.7 ตารางแสดงคา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสดุส าหรับ   

จากตาราง 5.1 – 5.3 จะได้วา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสดุมีคา่ประมาณ 0.097038424          
ตารางหน่วย และมีพารามิเตอร์ (0.01717, 0, -0.05755, 0, 1.0471098) 

ดงันัน้พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์น้อยสดุมีพืน้ท่ีอยา่งน้อย 0.097038424 – 0.0000183389 = 0.0970236 

 

ทฤษฎีบทที่ 2 แผ่นปิดทบันนูส าหรับเส้นโค้งปิด 1 หน่วยมีพืน้ท่ีอย่างน้อย 0.0970236 ตาราง
หนว่ย 

บทพสูิจน์  ให้ W  เป็นแผน่ปิดทบันนูส าหรับเส้นโค้งปิด 1 หนว่ย                                          

ให้ ( )H X เป็นคอนเวกซ์ฮลัล์ของ , ,L T C  ท่ีวางอยูใ่น W  

โดยทฤษฎีบทท่ี 1 จะได้ 09702360.)()(  XAWA  

 
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บทที่  6 

สรุปผล อภปิรายผล ปัญหาการด าเนินการ และข้อเสนอแนะ 

6.1 สรุปผลการด าเนินการ 

จากบทท่ี 4 ผลจากโปรแกรม Mathematica ท่ีได้คา่น้อยท่ีสดุอยูใ่นกรณีท่ี 2.15 ซึง่มีพืน้ท่ี
ประมาณ 0.0970439 ตารางหนว่ย โดยท่ี x1 = 0.0181884, y1 = 0.000334284,                       
x2 = -0.0575492,  y2 = 0.000239885 และ   = 1.04844 และจาก grid-search algorithm ใน
บทท่ี 5 ได้พืน้ท่ีน้อยสดุประมาณ 0.097038424 ตารางหนว่ย โดยท่ี   x1 = 0.01717,    y1 = 0,    
x2 = -0.05755,  y2 = 0 และ  = 1.047198 จะเห็นวา่พืน้ท่ีท่ีได้มีคา่ใกล้เคียงกนั แตกตา่งกนัมาก
สดุประมาณ 0.000005476 ตารางหนว่ย ส่วนคา่พารามิเตอร์ต่างกนัมากสดุประมาณ 
0.00165801 หนว่ย 

นอกจากนีว้ิธีพิจารณาการหลดุของสามเหล่ียมในบทท่ี 4 ยงัตรวจสอบงานของสิระและ 
ธีรสรรค์ [20] ได้ โดยได้พืน้ท่ีน้อยสดุประมาณ 0.22759 ตารางหนว่ย ซึง่งานวิจยัของสิระและ     
ธีรสรรค์ได้พืน้ท่ีน้อยสดุประมาณ 0.227628 ตารางหน่วย จะเห็นวา่พืน้ท่ีท่ีได้มีคา่ใกล้เคียงกนั 
แตกตา่งกนัมากสดุประมาณ 0.000038 ตารางหนว่ย จงึเป็นการสนบัสนนุว่าวิธีการในบทท่ี 4 
นา่เช่ือถือ   

เม่ือวิธีการในบทท่ี 4 นา่เช่ือถือ ประกอบกบัผลท่ีได้ใน grid-search algorithm ในบทท่ี 5 
มีคา่ใกล้เคียงกนั ดงัท่ีกลา่วมาแล้ว ท าให้คอนเวกซ์ท่ีเล็กท่ีสดุส าหรับ   L C  และ T  ท่ีได้จากการ 
grid-search algorithm มีลกัษณะดงัรูป 

 

รูปท่ี 6.1 คอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีเล็กท่ีสดุส าหรับ   L C  และ T  ท่ีได้จาก grid-search algorithm  

 



      

 

ในวิทยานิพนธ์นีไ้มส่ามารถพิสจูน์หาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ท่ีมีพืน้ท่ีน้อยท่ีสดุได้ ท าได้แค่
เพียงประมาณคา่ขอบเขตลา่งของพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ของ TSL ,, จากวิธี grid-search algorithm 
และจากบทแทรก 5.5 จะได้วา่ความผิดพลาดมีคา่ประมาณ 0.0000183389 ตารางหนว่ย  และคา่
น้อยสดุจากวิธี grid-search algorithm มีคา่ประมาณ 0.097038424 ตารางหน่วย ดงันัน้ขอบเขต
ลา่งของพืน้ท่ีมีคา่ไมเ่กิน 0.0970236 ตารางหนว่ย 

6.2 ปัญหาการด าเนินการ 

เน่ืองจากการวิจยัของสิระและธีรสรรค์ [20] ได้พิจารณาจดุหลดุของ T  จากคอนเวกซ์
ฮลัล์ของ  L และS  เพียง 2 จดุเทา่นัน้ โดยไมส่นใจจดุท่ี 3 วา่จะหลดุหรือไม ่ ก็เพียงพอท่ีจะ
ประมาณได้วา่พืน้ท่ีของคอนเวกซ์ฮลัล์มีคา่อยา่งน้อย  

1 1 2 1 1
max ( cos( 15 ) cos( 45 )), sin , sin( 30 ), sin( 30 )

6 2 6 4 4
     


      

 

 ประกอบกบัเง่ือนไข [45 ,78 ]  และ [83 ,97 ]   ท าให้สามารถประมาณหา
ขอบเขตลา่งได้ง่าย สว่นงานวิทยานิพนธ์ของเรานัน้ไมเ่พียงพอท่ีจะสนใจจดุหลดุเพียง 2 จดุ เพราะ
ได้พืน้ท่ีน้อยเกินกวา่ขอบเขตลา่งท่ีหาได้ ท าให้เราต้องสนใจจดุท่ี 3 ด้วย จงึท าให้เราใช้วิธีประมาณ
คา่แบบสิระและธีรสรรค์ไมไ่ด้   

6.3 ข้อเสนอแนะ 

เพ่ือให้การหาขอบเขตลา่งของพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ส าหรับเส้นโค้งปิดหนึง่หนว่ยมีคา่ท่ีดีขึน้
และนา่เช่ือถือมากขึน้ ดงันัน้เราจงึมีข้อเสนอแนะเพ่ือเป็นแนวทางและเป็นประโยชน์ส าหรับผู้ ท่ี
สนใจท างานวิจยัทางด้านนีต้อ่ไป 

6.3.1 ท าไมไม่ใช้ส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่ยาวด้านละ 
1

4
 หน่วยแทนสามเหล่ียมด้านเท่า 

เน่ืองจากส่ีเหล่ียมจตัรัุสท่ียาวด้านละ 1

4
 หนว่ยมีแนวโน้มท่ีจะอยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ของ

วงกลมกบัเส้นตรงได้ ท าให้เราไม่สนใจท่ีจะใช้ส่ีเหล่ียมจตัรัุสในการหาขอบเขตลา่ง แต่เราต้องการ
เพิ่มพืน้ท่ีขอบเขตลา่งให้มากขึน้เพ่ือท่ีจะปรับปรุงพืน้ท่ีให้ดีจากของเดมิ ดงันัน้เราจงึไมใ่ช้ส่ีเหล่ียม

จตัรัุสท่ียาวด้านละ 1
4

 หนว่ยแทนสามเหล่ียมด้านเทา่ 

87 



      

6.3.2 จุดยอดของ T  ที่ไม่หลุดจากคอนเวกซ์ฮัลล์ควรอยู่ท่ีขอบ 

 ในบทท่ี 4 กรณีท่ีจดุยอดของ T หลดุจากคอนเวกซ์ฮลัล์ของวงกลมและเส้นตรง 1 จดุ หรือ
2 จดุ เราจะเห็นวา่รูปท่ีให้คา่พืน้ท่ีน้อยท่ีสดุในแตล่ะกรณีมีแนวโน้มท่ีจดุท่ีเหลือท่ีไมห่ลดุมกัจะติด
อยูท่ี่ขอบของคอนเวกซ์ฮลัล์ ดงันัน้ถ้าเราสามารถพิสจูน์ได้วา่จดุยอดท่ีเหลือของ T ท่ีไมห่ลดุจาก
คอนเวกซ์ฮลัล์ของวงกลมและเส้นตรงต้องอยู่บนขอบของคอนเวกซ์ฮลัล์ จะท าให้เราหาค าตอบโดย
โปรแกรม Mathematica ได้ง่ายและถกูต้องมากขึน้ 

6.3.3 ข้อเสนอแนะในการหาขอบเขตล่างใหม่ในอนาคต 

 จากงานวิจยัของ Furedi และ Wetzel [7] ท่ีใช้ส่ีเหล่ียมผืนผ้าแทนเส้นตรงแล้วสามารถ
ปรับปรุงขอบเขตล่างได้ดีขึน้ ดงันัน้ผู้ ท่ีสนใจจะปรุงปรับขอบเขตลา่งให้ดีขึน้จากงานวิทยานิพนธ์นี ้

ควรจะลองใช้ส่ีเหล่ียมผืนผ้าใน [7] แทนเส้นตรง 1
2
 หนว่ย ซึง่นา่จะได้ขอบเขตลา่งใหม่ท่ีดีกว่าเดมิ 
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ภาคผนวกประกอบด้วย 3 สว่นดงัตอ่ไปนี ้  
1. การประมาณคา่หาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ในบทท่ี 4 หวัข้อท่ี 4.1   
2. การประมาณคา่หาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ในบทท่ี 4 หวัข้อ 4.2    

3. grid-search algorithm ในบทท่ี 5       
 

1. การประมาณค่าหาพืน้ที่คอนเวกซ์ฮัลล์ในบทที่ 4 หวัข้อที่ 4.1 
เราจะใช้บทท่ี 3 ในหวัข้อ 3.1 มาก าหนดจดุตา่งๆ ท่ีใช้ในการเขียนโปรแกรมดงันี ้

A = (
1

,0
4

 ), B = (
1

,0
4

)   คือ จดุปลายของเส้นตรงคร่ึงหนว่ย 

P = (x1, y1)  คือ จดุศนูย์กลางวงกลม 
Q0 = (x2, y2) คือ จดุศนูย์กลางของสามเหล่ียม 

1 0 2 0
3 3 3 2 3 2

( cos ,  sin ),  ( cos( ),  sin( ))
9 9 9 3 9 3

 
        Q Q Q Q  

และ 3 0
3 4 3 4

( cos( ),  sin( ))
9 3 9 3

 
    Q Q    คือ จดุยอดของสามเหล่ียม 

ตอ่ไปเราจะสร้างฟังก์ชนัเพ่ือตรวจสอบจดุ (x, y) วา่อยูใ่นวงกลมรัศมี  r = 
1

2
 และจดุศนูย์กลาง

อยูท่ี่  (x1, y1) หรือไม ่ ซึง่ฟังก์ชนันีจ้ะช่วยในการแก้สมการหาจดุสมัผสัวงกลมดงัตอ่ไปนี ้
P1 คือ จดุสมัผสัวงกลมท่ีเกิดจากการลากเส้นตรงจากจดุ A ไปยงัสมัผสัวงกลม ณ ต าแหนง่ท่ีอยู่
เหนือเส้นตรง AB 
P2 คือ จดุสมัผสัวงกลมท่ีเกิดจากการลากเส้นตรงจากจดุ B ไปยงัสมัผสัวงกลม ณ ต าแหนง่ท่ีอยู่
เหนือเส้นตรง AB 
P3 คือ จดุสมัผสัวงกลมท่ีเกิดจากการลากเส้นตรงจากจดุ B ไปยงัสมัผสัวงกลม ณ ต าแหนง่ท่ีอยูใ่ต้
เส้นตรง AB  
P4 คือ จดุสมัผสัวงกลมท่ีเกิดจากการลากเส้นตรงจากจดุ A ไปยงัสมัผสัวงกลม ณ ต าแหนง่ท่ีอยูใ่ต้
เส้นตรง AB  
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เพิ่มเตมิถ้ากรณีใดใช้  T1, T2 T3, T4, Th, T’ เพิ่มเตมิจะเขียนโปรแกรมได้ดงันี ้
T1 = {xt1, yt1}; T2 = {xt2, yt2}; T3 = {xt3, yt3}; T4 = {xt4, yt4}; 
Th = {xth, yth}; T’ = {xt’, yt’} 
ซึง่เราจะใช้การนิยามจดุดงักลา่วเขียนโปรแกรมในทกุกรณี 
เม่ือก าหนดจดุแล้ว เราจะท าการแก้สมการหาจดุ P1, P2, P3, P4 ในทกุกรณี 
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ตอ่มาในแตล่ะกรณีจะหาแก้สมการหาจดุ T1, T2, T3, T4, Th, T’  ไมเ่หมือนกนั เช่น 
หลดุ 1 จดุ บริเวณ 1, 3, 4 และ 6 แก้สมการหา T ซึง่เป็นจดุสมัผสัวงกลมจากจดุยอด Q1 ท่ีหลดุ
จากคอนเวกซ์ฮลัล์ของ C และ L โดยการก าหนดเง่ือนไขวา่จดุ T อยูบ่นวงกลม     และผลคณูเชิง 
สเกลาร์ของ (Q1 – T) กบั (T – P) เทา่กบั 0 

 
หลดุ 1 จดุ บริเวณ 2, 5 แก้สมการหา T1 และ T2 ซึง่เป็นจดุสมัผสัวงกลมจากจดุยอด Q1 ท่ีหลดุจาก
คอนเวกซ์ฮลัล์ของ C และ L โดยการก าหนดเง่ือนไขเหมือนกนั 

 
สว่นกรณีท่ีเหลือ ก าหนดเง่ือนไขเหมือนกนั เพ่ือหาจดุ T1, T2 T3, T4, Th, T’   
จากนัน้จะสร้างฟังก์ชนัเพ่ือหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์จากจดุท่ีก าหนด 
สดุท้ายเราจะใช้ค าสัง่ FindMinimum หาคา่น้อยสดุของฟังก์ชนัดงักลา่ว โดยก าหนดจดุเร่ิมต้น 
และเง่ือนไขในแตล่ะกรณีไมเ่หมือนกนัดงันี ้
 
กรณีที่ 1.1(A) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
- สร้างฟังก์ชนัพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ ประกอบด้วย รูปเหล่ียมAP4PTQ1 + รูปเหล่ียมBP2PP3 + 
เซกเตอร์ PP2T + เซกเตอร์ P3PP4 
 

 

 

 

1Q  

B A 

T 

2Q  

3Q  

2P  

3P  4P  

1P  
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- ก าหนดความชนัของเส้นตา่งๆ และใช้ค าสัง่ FindMinimum หาคา่น้อยสดุของฟังก์ชนัซึง่มี
เง่ือนไขดงันี ้

 

 
1. จดุ Q1 อยูเ่หนือเส้นตรง AP1 (จดุ Q1 หลดุ) ( ) 
2. จดุ Q3 อยูใ่นวงกลม (จดุ Q3 ไมห่ลดุ) ( ) 
3. เง่ือนในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
4. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 มากกวา่หรือเทา่กบั r (จดุ Q1 หลดุ) 

( ) 
5. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุ) 

( ) 
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6. ความชนั AQ1> ความชนั AP1 (จดุ Q1 หลดุ) ( ) 
7. y2 อยูต่ ่ากวา่เส้นตรง BP2  แตอ่ยูส่งูกวา่ BP3 (จดุ Q2 ไมห่ลดุ) 

( ) 
  
กรณีที  1.1(B) 

 
1. จดุ Q2 อยูใ่นวงกลม (จดุ Q2 ไมห่ลดุ) ( ) 
2. เง่ือนในตามบทตัง้ในบทท่ี 3  

( ) 
3. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 มากกวา่หรือเทา่กบั r (จดุ Q1 หลดุ) 

( ) 
4. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุ) 

( ) 
5. ความชนั AQ1> ความชนั AP1 (จดุ Q1 หลดุ)  ( ) 
6. y3 อยูต่ ่ากวา่เส้นตรง AP1  แตอ่ยูส่งูกวา่ AP4 (จดุ Q3 ไมห่ลดุ) 

( ) 
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7. y1 อยูส่งูกวา่ AP1 (จดุ Q1 หลดุ) ( ) 
  
กรณีที่  1.2  

 
1. จดุ Q1 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q1 หลดุ) ( ) 
2. จดุ Q2 อยูใ่นวงกลม (จดุ Q2 ไมห่ลดุ) ( ) 
3. เง่ือนในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
4. ความชนั AQ1< ความชนั AP1 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 2) ( ) 
5. ความชนั BQ1> ความชนั BP2 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 2) ( ) 
6. y3 อยูต่ ่ากวา่เส้นตรง AP1  แตอ่ยูส่งูกวา่ AP4 (จดุ Q3 ไมห่ลดุ) 

( ) 
7. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2) 

( ) 
8. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2) 

( ) 
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กรณีที่ 2.1(A)  

 
1. จดุ Q1 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q1 หลดุ)  ( ) 
2. จดุ Q2 อยูใ่นวงกลม (จดุ Q2 ไมห่ลดุ)  ( ) 
3. จดุ Q3 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q3 หลดุ)  ( ) 
4. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3   

( ) 
5. ความชนั AQ1< ความชนั AP1 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 2) ( ) 
6. ความชนั BQ1> ความชนั BP2 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 2) ( ) 
7. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2) 

( ) 
8. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2) 

( ) 
9. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ3 มากกวา่หรือเทา่กบั r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 1) 

( ) 
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10. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ3 มากกวา่หรือเทา่กบั r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 1) 

( ) 
11. ความชนั AQ3 > ความชนั AP1 (จดุ Q3 อยูบ่ริเวณ 1)  ( ) 
 
กรณีที่ 2.1(B)  
ส าหรับกรณีท่ี 2.1(B) จะเป็นกรณีท่ีแสดงว่าไมส่ามารถเกิดขึน้ได้ ซึง่แสดงโดยใสส่ามเหล่ียมเตีย้ท่ี
สอดคล้องกบัเง่ือนไข จากนัน้ใช้ค าสัง่ FindMaximum หาความสงู d มากท่ีสดุของสามเหล่ียมเตีย้ 

ถ้า  d < 
3

6
   แล้ว T ไมส่ามารถใสท่า่นีไ้ด้ ท าให้สรุปได้วา่กรณีนีเ้ป็นไปไมไ่ด้ 

ให้ R = {r1, r2} แทนจดุยอดของ T ท่ีอยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ของ C, L 
     d แทนความสงูของสามเหล่ียมเตีย้ 
- ก าหนดจดุ R ให้อยูบ่นเส้นตรง AP1 

 
- ก าหนด d คือความสงูของสามเหล่ียมเตีย้ 

 
- หาคา่มากสดุของ d โดยใช้ค าสัง่ FindMaximum และสอดคล้องกบัเง่ือนไขหลดุบริเวณ 1, 2 
    (เหมือนกรณีท่ี 2.1(A)) 
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กรณีที่ 2.5(A)  

 
 
1. จดุ Q3 อยูใ่นวงกลม (จดุ Q3 ไมห่ลดุ) ( ) 
2. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
3. ความชนั AQ1> ความชนั AP1 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 1)  ( ) 
4. ความชนั BQ2> ความชนั BP2 (จดุ Q2 อยู่บริเวณ 3)  ( ) 
5. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 มากกวา่หรือเทา่กบั  r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

( ) 
6. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

( ) 
7. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ2 มากกวา่หรือเทา่กบั r (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 3) 

( ) 
8. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ2 น้อยกวา่ r (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 3) 

( ) 
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9. yQ2 อยูเ่หนือเส้นตรง BP2 (จดุ Q2 อยูบ่ริเวณ 3) 

( ) 
 
กรณีที่ 2.5(B) 
- ก าหนดจดุ R ให้อยูบ่นเส้นตรง BP2 

 
- ก าหนด d คือความสงูของสามเหล่ียมเตีย้ 

 
- หาคา่มากสดุของ d โดยใช้ค าสัง่ FindMaximum และสอดคล้องกบัเง่ือนไขหลดุบริเวณ 1, 3  
    (เหมือนกรณีท่ี 2.5(A)) 
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กรณีที่ 2.7(A) 

 
 

1. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
2. ความชนั AQ1> ความชนั AP1 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 1) ( ) 
3. ความชนั AQ3> ความชนั AP4 (จดุ Q3 อยู่บริเวณ 4) ( ) 
4. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 มากกวา่หรือเทา่กบั  r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
5. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
6. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ3 มากกวา่หรือเทา่กบั r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 4) 

(  ) 
7. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ3 น้อยกวา่ r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 4) 

(  ) 



 103 

8. yQ2 อยูเ่หนือเส้นตรง BP3 และอยูใ่ต้เส้นตรง BP2 (จดุ Q2  ไมห่ลดุ) 

(  ) 
 
กรณีที่ 2.7(B)  

 
1. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
2. yQ1 อยูใ่ต้เส้นตรง AP4 (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 4)  ( ) 
3. yQ3 อยูเ่หนือเส้นตรง AP1 (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 1)  ( ) 
4. ความชนั AQ3> ความชนั AP1 (จดุ Q3 อยู่บริเวณ 1) ( ) 
5. ความชนั AQ1> ความชนั AP4 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 4) ( ) 
6. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ3 มากกวา่หรือเทา่กบั  r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
7. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ3 น้อยกวา่ r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
8. yQ2 อยูเ่หนือเส้นตรง AP4 และอยูใ่ต้เส้นตรง AP1 (จดุ Q2  ไมห่ลดุ) 

(  ) 
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กรณีที่ 2.9(A)  

 
 
1. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
2. yQ1 อยูเ่หนือเส้นตรง AP1 (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) ( ) 
3. yQ3 อยูเ่หนือเส้นตรง BP3 (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 5) ( ) 
4. yQ3 อยูเ่หนือเส้นตรง AP4 (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 5) ( ) 
5. ความชนั AQ1> ความชนั AP1 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 1) ( ) 
6. ความชนั AQ3> ความชนั AP4 (จดุ Q3 อยู่บริเวณ 5) ( ) 
7. ความชนั BQ3< ความชนั BP3 (จดุ Q3 อยู่บริเวณ 5) ( ) 
8. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ3 น้อยกวา่  r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 5) 

(  ) 
9. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ3 น้อยกวา่  r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 5) 

(  ) 
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10. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 มากกวา่หรือเทา่กบั r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
11. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
 
กรณีที่ 2.9(B)  
- ก าหนดจดุ R ให้อยูบ่นเส้นตรง AP4 

 
- ก าหนด d คือความสงูของสามเหล่ียมเตีย้ 

 
- หาคา่มากสดุของ d โดยใช้ค าสัง่ FindMaximum และสอดคล้องกบัเง่ือนไขหลดุบริเวณ 1, 5  
    (เหมือนกรณีท่ี 2.9(B)) 
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กรณีที่ 2.13  

 
 

1. จดุ Q1 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) (  ) 
2. จดุ Q2 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 6) ( ) 
3. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
4. ความชนั AQ1> ความชนั AP1 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 1) ( ) 
5. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 มากกวา่หรือเทา่กบั r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
6. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
7. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ2 มากกวา่หรือเทา่กบั r (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 6) 

( ) 



 107 

8. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ2 น้อยกวา่ r (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 6) 

(  ) 
9. ความชนั BQ2< ความชนั BP3(จดุ Q2 อยู่บริเวณ 6)  (  ) 
10. จดุ Q3 อยูใ่นวงกลม (จดุ Q3 ไมห่ลดุ)  (  ) 

11. yQ2 อยูใ่ต้เส้นตรง BP3 (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 6) (  ) 
 
 
กรณีที่ 2.15  

 
1. จดุ Q1 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2)  (  ) 
2. จดุ Q2 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 5)  ( ) 
3. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
4. ความชนั AQ1< ความชนั AP1 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 2) (  ) 
5. ความชนั BQ1> ความชนั BP2 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 2)  (  ) 
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6. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2) 

(  ) 
7. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2) 

(  ) 
8. ความชนั AQ2> ความชนั BP4 (จดุ Q2 อยู่บริเวณ 5) (  ) 
9. ความชนั BQ2< ความชนั BP3 (จดุ Q2 อยู่บริเวณ 5) (  ) 
10. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ2 น้อยกวา่ r (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 5) 

(  ) 
11. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ2 น้อยกวา่ r (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 5) 

(  ) 
12. yQ3 อยูเ่หนือเส้นตรง AP4 และอยูใ่ต้เส้นตรง AP1 (จดุ Q3 ไมห่ลดุ) 
( ) 
 
กรณี  3(A) และ 3(B) 
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1. จดุ Q1 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1)  (  ) 
2. จดุ Q3 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 4)  (  ) 
3. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
4. ความชนั AQ1> ความชนั AP1 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 1)  (  ) 
5. ความชนั AQ3> ความชนั AP4 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 4)  (  ) 
6. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 มากกวา่หรือเทา่กบั  r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
7. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 1) 

(  ) 
8. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ3 มากกวา่หรือเทา่กบั  r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 4) 

(  ) 
9. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ3 น้อยกวา่ r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 4) 

(  ) 
 
กรณี  3(C) และ 3(D) 
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1. จดุ Q1 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2)  (  ) 
2. จดุ Q3 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 4) (  ) 
3. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
4. ความชนั AQ1< ความชนั AP1 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 2) (  ) 
5. ความชนั BQ1> ความชนั BP2 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 2)  (  ) 
6. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 น้อยกวา่  r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2) 

(  ) 
7. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 2) 

(  ) 
8. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ3 มากกวา่หรือเทา่กบั  r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 4) 

(  ) 
9. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ3 น้อยกวา่ r (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 4) 

(  ) 
10. ความชนั AQ3< ความชนั AP4 (จดุ Q3 อยูบ่ริเวณ 4)  (  ) 
 
กรณี 3.15  
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1. จดุ Q1 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 5)  (  ) 
2. จดุ Q3 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 1)  (  ) 
3. จดุ Q2 อยูน่อกวงกลม (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 6)  (  ) 
4. เง่ือนไขในตามบทตัง้ในบทท่ี 3 

( ) 
5. ความชนั AQ1> ความชนั AP4 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 5)  (  ) 
6. ความชนั BQ1< ความชนั BP3 (จดุ Q1 อยู่บริเวณ 5)  (  ) 

7. yQ2 อยูใ่ต้เส้นตรง BP3 (จดุ Q2 หลดุบริเวณ 6)  (  ) 

8. yQ3 อยูเ่หนือเส้นตรง AP1 (จดุ Q3 หลดุบริเวณ 1)  (  ) 
9. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง AQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 5) 

(  ) 
10. ระยะทางระหวา่งจดุ P ไปยงัเส้นตรง BQ1 น้อยกวา่ r (จดุ Q1 หลดุบริเวณ 5) 

(  ) 
 

 

2. การหาคอนเวกซ์ฮัลล์ในบทที่ 4 หวัข้อ 4.2  
เราจะใช้บทท่ี 4 ในหวัข้อ 4.2 มาก าหนดจดุตา่งๆ ท่ีใช้ในการเขียนโปรแกรมดงันี ้
ให้ A = ( 0,0 ), B = (1,0 )   คือ จดุปลายของเส้นตรงหนึง่หนว่ย L 
    S0 = (x1, y1)  คือ จดุศนูย์กลางของส่ีเหล่ียม S 
    T0 = (x2, y2) คือ จดุศนูย์กลางของสามเหล่ียม T 
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1 0 2 0
2 2 2 2

( cos ,  sin ),  S ( cos( 90),  sin( 90))
6 6 6 6

        S S S  

3 0
2 2

( cos( 180),  sin( 180))
6 6

    S S   

4 0
2 2

( cos( 270),  sin( 270))
6 6

    S S  คือ จดุยอดของส่ีเหล่ียม S 

1 0 2 0
3 3 3 3

( cos ,  sin ),  ( cos( 120),  sin( 120))
6 6 6 6

        T T T T  

3 0
3 3

( cos( 240),  sin( 240))
6 6

    T T  คือ จดุยอดของสามเหล่ียม T 

ทกุกรณีจะก าหนดจดุ A, B, S1, S2, S3, S4, T1, T2, T3 ดงันี ้

 
 
จากนัน้แตล่ะกรณีจะสร้างฟังก์ชนัเพ่ือหาพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ และใช้ฟังก์ชนั FindMinimum หาคา่
น้อยสดุของฟังก์ชนั ให้สอดคล้องกบัเง่ือนไข และจดุเร่ิมต้น ดงันี ้
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กรณี 1.1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
- สร้างฟังก์ชนัพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์จากรูปห้าเหล่ียม AS3BS1T1 

 

 
- ก าหนดความชนัของเส้นตา่ง ๆ เพ่ือประกอบกบัการก าหนดเง่ือนไข 

 
- ใช้ค าสัง่ Findminimum หาคา่น้อยสดุของฟังก์ชนัซึง่มีเง่ือนไขดงันี ้

 

 A  , 3B T  

1, 1S T  

2T  3S  

2S  

4S  
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1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20]  
2. จดุ T2 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ ( mAS3 T2[[1]] < T2[[2]] < mAS1 T2[[1]] ) 
3. จดุ T3 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ ( mBS3 (T3[[1]]-1) < T3[[2]] < mBS1 (T3[[1]]-1) ) 
4. จดุ T1 หลดุบริเวณ 1 ( T1[[2]] > mAS1 T1[[1]]  mBT1 > mBS1, mAT1 > mAS2 ) 
5. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ ( mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1) 
 
กรณี 1.2   

 
 
1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T2 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mAS3 T2[[1]] < T2[[2]] < mAS1 T2[[1]]) 
3. จดุ T3 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mBS3 (T3[[1]]-1) < T3[[2]] < mBS1 (T3[[1]]-1)) 
4. จดุ T1 หลดุบริเวณ 2 (T1[[2]] > mBS1 T1[[1]] , mBT1 > mBS1, mAT1 > mAS1) 
5. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1) 
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กรณี 1.3  

 
1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T1 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (T1[[2]] < mAS1 T1[[1]], T1[[2]] < mBS1 T1[[1]]) 
3. จดุ T3 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mBS3 (T3[[1]]-1) < T3[[2]] < mBS1 (T3[[1]]-1)) 
4. จดุ T2 หลดุบริเวณ 3 (T2[[2]] < mAS3 T2[[1]] ,mAT2 > mAS3) 
5. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1) 
 
กรณี 1.4   
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1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T1 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ T1[[2]] < mAS1 T1[[1]], T1[[2]] < mBS1 (T1[[1]-1)] 
3. จดุ T3 หลดุบริเวณ 4 mBS3 (T3[[1]]-1) > T3[[2]] ,mAT3 > mAS3, mBT3 > mBS3 
4. จดุ T2 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ mAS3 T2[[1]] < T2[[2]] < mAS1 T2[[1]]  
5. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1 
 
กรณี 2.1   

 
1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T1 หลดุบริเวณ 1  ( mAS1 T1[[1]] < T1[[2]] < S1[[2]] )  
3. จดุ T2 หลดุบริเวณ 1 ( mAS1 T2[[1]] < T2[[2]] < S1[[2]] ) 
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1) 
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กรณี 2.2   

 
1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T1 หลดุบริเวณ 2  (mBS1 (T1[[1]]-1) < T1[[2]] < S1[[2]] ) 
3. จดุ T2 หลดุบริเวณ 1 (mAS1 T2[[1]] < T2[[2]] < S1[[2]] ) 
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1) 
 
กรณี 2.3  
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1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T1 หลดุบริเวณ 1  (mAS1 T1[[1]] < T1[[2]] , mBT1 > mBS1, mAT1 > mAS2) 
3. จดุ T2 หลดุบริเวณ 3 (mAS3 T2[[1]] < T2[[2]] , mAT2 > mAS3, mBT2 < mBS3) 
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1) 
 
กรณี 2.4   

 
 
1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T1 หลดุบริเวณ 1  (mAS1 T1[[1]] < T1[[2]] , mBT1 > mBS1, mAT1 > mAS2) 
3. จดุ T3 หลดุบริเวณ 4 (mBS3 (T3[[1]]-1) >T3[[2]] , mAT3 < mAS3, mBS4 < mBS3) 
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1) 
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กรณี 2.5   

 
 
1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T1 หลดุบริเวณ 2  (T1[[2]] > mBS1 T1[[1]], mBT1 > mBS1, mAT1 > mAS1) 
3. จดุ T3 หลดุบริเวณ 2 (T3[[2]] > mBS1 T3[[1]], mBT3 > mBS1, mAT3 > mAS1) 
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ (mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1) 
 
กรณี 2.6   
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 120 

 

 
 
1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T1 หลดุบริเวณ 2  mBS1 (T1[[1]]-1) < T1[[2]] < S1[[2]]  
3. จดุ T2 หลดุบริเวณ 3 mAS3 (T2[[1]]) > T2[[2]] > S3[[2]]  
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1 
 
กรณี 2.7   

 
 
1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T1 หลดุบริเวณ 2  mBS1 (T1[[1]]-1) < T1[[2]] , mAT1 > mAS2, mBT1 < mBS1  
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3. จดุ T3 หลดุบริเวณ 4 mBS3 (T3[[1]]-1) > T3[[2]] , mBT3 < mBS3, mAT3 < mAS3 
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1 
 
กรณี 2.8    

 
 

1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T2 หลดุบริเวณ 3  mAS3 T2[[1]] > T2[[2]] > S3[[2]], T2[[1]] > A[[1]]  
3. จดุ T3 หลดุบริเวณ 3  mAS3 T3[[1]] > T3[[2]] > S3[[2]] 
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1 
 
กรณี 2.9   
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1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T2 หลดุบริเวณ 3  mAS3 T2[[1]] > T2[[2]] > S3[[2]], T2[[1]] > A[[1]]  
3. จดุ T3 หลดุบริเวณ 4  mBS3 (T3[[1]]-1) > T3[[2]] > S3[[2]], T3[[1]] < B[[1]] 
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1 
 
กรณี 2.10 

 
 
1. เง่ือนไขของพารามิเตอร์ตา่งๆ ตามบทตัง้ใน [20] 
2. จดุ T2 หลดุบริเวณ 4  (mBS2 (T2[[1]] – 1) > T2[[2]] , mAT2 > mAS2, mBT2 > mBS2) 
3. จดุ T3 หลดุบริเวณ 4  (mBS3 (T3[[1]] – 1) > T3[[2]] , mAT3 > mAS3, mBT3 > mBS3) 
4. จดุ S2 และ จดุ S4 อยูใ่นคอนเวกซ์ฮลัล์ mBS4 < mBS3, mBS4 > mBS1, mAS2 < mAS1 
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3. grid-search algorithm ในบทที่ 5  
เราจะบทตัง้ท่ี 3.2.1 และ 3.2.4 เพ่ือก าหนดโดเมนเร่ิมต้น คือ  

1 10 0.05,  0 0.043   x y , 2 20.25 0.25,  -0.3884 0.3884x y      

และ  2
0

3


   จากนัน้เราจะแบง่การหาคา่เป็น 3 กลุม่ ดงันี ้

1. 1 1( , )x y  วาดรูป  3 มิต ิระหวา่ง 1 1( , )x y  กบัคา่น้อยสดุแตล่ะกริดท่ีแบง่ของ 1 1( , )x y  แล้ว
พิจารณาตดัโดเมน 

2. 2 2( , )x y  วาดรูป 3 มิต ิระหวา่ง 2 2( , )x y กบัคา่น้อยสดุแตล่ะกริดท่ีแบง่ของ 2 2( , )x y  แล้ว
พิจารณาตดัโดเมน 

3.   วาดรูป 2 มิติ 1 1( , )x y  ระหวา่ง กบัค่านอ้ยสุดแต่ละกริดท่ีแบ่งของ   แลว้พิจารณาตดั
โดเมน 

เราใช้โปรแกรม Matlab ในการค านวณคา่ โดยก าหนดให้ m เป็นขอบเขตของ x2 ,n เป็นขอบเขต
ของ y2, j เป็นขอบเขตของ x1 ,n เป็นขอบเขตของ y1 และ i เป็นขอบเขตของ   เพ่ือใช้ก าหนดจดุ 

2 2( , )x y , 1 1( , )x y และ  ดงันี ้
x1=j*d1 

y1=n*d1 

x2=m*d2 
y2=l*d2 

 = i*d3 
โดยท่ี  d1 คือขนาดของกริด 1 1( , )x y  

 d2 คือขนาดของกริด 2 2( , )x y  

 d3 คือขนาดของกริด   

จากนัน้เราจะน าจดุเหลา่นีไ้ปสร้างวงกลมรัศมี 
1

2
 จดุศนูย์กลาง 1 1( , )x y  

และจดุยอดของสามเหล่ียม T (xQ1, yQ1), (xQ2, yQ2), (xQ3, yQ3) 
จากนัน้เราจะใช้ฟังก์ชนั convhull เพ่ือเก็บคา่พืน้ท่ีของคอนเวกซ์ฮลัล์ในแตล่ะกริด 
สดุท้ายเราจะใช้ค าสัง่ surfc ในการ plot 3D แสดงอาณาบริเวณพืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ในแตล่ะกริด 
และใช้ค าสัง่ min เพ่ือหาคา่พืน้ท่ีท่ีน้อยสดุ แล้วจงึพิจารณาหาคา่ error และตดัโดเมนให้เล็กลง
ตอ่ไป ซึง่ในการใช้ grid-search algorithm นีเ้ราจะท า 10 ครัง้ ดงันี ้
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ครัง้ท่ี 1 
for m=-25:25    ก าหนดแตล่ะจดุของ x2 
    for l=-39:39    ก าหนดแตล่ะจดุของ y2 
        for i=0:120   ก าหนดขอบเขตของมมุ   
            alpha=(i*pi)/180;  ก าหนดแตล่ะจดุของ   
                    for j=0:5   ก าหนดแตล่ะจดุของ x1 
                        for n=0:5  ก าหนดแตล่ะจดุของ y1 
x1(j+1)=j*0.01;    ก าหนดขนาดกริดของ x1 (0.01) 
y1(n+1)=n*0.01;   ก าหนดขนาดกริดของ y1 (0.01) 
t = 0:(2*pi)/200:2*pi;    ก าหนดจดุของวงกลม 200 จดุ 
x2=m*0.01;    ก าหนดขนาดกริดของ x2 (0.01) 
y2=l*0.01;    ก าหนดขนาดกริดของ y2 (0.01) 
x=(cos(t)/(2*pi))+x1(j+1);  จดุ x บนวงกลม 
y=(sin(t)/(2*pi))+y1(n+1);  จดุ y บนวงกลม 
A=[x;y];    สร้างเมตริกซ์เก็บคา่จดุ (x, y)  
A(:,1);      
xQ1=x2+(sqrt(3)/9)*cos(alpha);  จดุยอด Q1 
yQ1=y2+(sqrt(3)/9)*sin(alpha);  จดุยอด Q1 
xQ2=x2+(sqrt(3)/9)*cos(alpha+(2*pi)/3); จดุยอด Q2 
yQ2=y2+(sqrt(3)/9)*sin(alpha+(2*pi)/3); จดุยอด Q2 
yQ3=y2+(sqrt(3)/9)*sin(alpha+(4*pi)/3); จดุยอด Q3 
B=[-0.25 0.25;0 0];    สร้างเมตริกซ์ B เก็บจดุ A, B 
C=[xQ1 xQ2 xQ3;yQ1 yQ2 yQ3];  สร้างเมตริกซ์ C เก็บจดุ Q1, Q2, Q3 
D = [A B C];     สร้างเมตริกซ์ D เก็บทกุจดุ 
k = convhull(D(1,:),D(2,:));   สร้าง k เก็บคอนเวกซ์ฮลัล์ของ D 
format long     ให้แสดงทศนิยม 10 ต าแหน่ง 
[k,a(j+1,n+1)]=convhull(D(1,:),D(2,:));  a เก็บคา่พืน้ท่ีของ D แตล่ะ x1, y1 
        end 
    end 
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b(i+1)=min(min(a));   สร้าง b เก็บคา่น้อยสดุของ a แตล่ะ alpha 
end 
p(m+26,l+40)=min(b);   สร้าง p เก็บคา่น้อยสดุของ b 
u1(m+26,l+40)=x2;   u1 เก็บ x2 
u2(m+26,l+40)=y2;   u2 เก็บ y2 
    end 
end 
surfc(u1,u2,p)    แสดงพืน้ผิว x2, y2 คา่น้อยสดุ 
min(min(p))    แสดงพืน้ท่ีน้อยสดุของ p 
 

เราจะวิเคราะห์การตดัโดเมนของรูปพืน้ผิวท่ีได้จาก surfc(u1, u2, p) โดยน าคา่  
min(min(p)) – 2  มาใช้ในการพิจารณา ส่วนการแสดงผลของ x1  y1 และคา่น้อยสดุนัน้เราจะ
ท านองเดียวกนัโดยเปล่ียน a ให้เก็บคา่ x2  y2 และแสดงรูปพืน้ผิว x1  y1 คา่น้อยสดุ จากนัน้ก็ตดั
โดเมน x1  y1 สว่นการแสดงผล alpha กบัคา่น้อยสดุนัน้ a ให้เก็บคา่ x2  y2  x1 และ x2 และใช้
ค าสัง่ plot(b) 
 
ในการแสดงโปรแกรมในครัง้ตอ่ไปนัน้  โครงสร้างเหมือนกบัครัง้ท่ี 1 แตมี่สิ่งท่ีต้องเปล่ียนคา่ดงันี ้

บรรทดัท่ี 1, 2   การก าหนดขอบเขตแตล่ะจดุ x2, y2 
บรรทดัท่ี 3, 4   การก าหนดขอบเขตแตล่ะจดุของ   
บรรทดัท่ี 5, 6   การก าหนดขอบเขตแตล่ะจดุ x1, y1 
บรรทดัท่ี 7, 8   ก าหนดขนาดกริดของ x1, y1 ( 11 12,d d ) 
บรรทดัท่ี 10, 11  ก าหนดขนาดกริดของ x2, y2 ( 21 22,d d ) 
บรรทดัท่ี 26  การเก็บคา่พืน้ท่ีคอนเวกซ์ฮลัล์ 
บรรทดัท่ี 28 – 30  ก าหนดคา่ p, u1, u2 (ถ้าหา   จะไมก่ าหนดคา่ u1, u2) 
บรรทดัท่ี 33  การแสดงผลซึง่แบง่ตามกลุม่ ดงันี ้

1 1( , )x y   ใช้ค าสัง่ surfc(u1, u2, p) โดยท่ี (u1, u2) คือ เมทริกซ์ของ x1, y1 

2 2( , )x y   ใช้ค าสัง่ surfc(u1, u2, p) โดยท่ี (u1, u2) คือ เมทริกซ์ของ x2, y2 
    ใช้ค าสัง่ plot(X, b) โดยท่ี X คือ เมทริกซ์ของ   
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ครัง้ท่ี 2 
บรรทดัท่ี 1, 2   m=-48:50, l=-38:50  
บรรทดัท่ี 3, 4   i=0:120, alpha=(i*pi)/180;  
บรรทดัท่ี 5, 6   j=0:5, n=0:5 
บรรทดัท่ี 7, 8   x1(j+1)=j*0.01; y1(n+1)=n*0.01; 
บรรทดัท่ี 10, 11  x2=m*0.005; y2=l*0.005;  
บรรทดัท่ี 26  [k,a(j+1,n+1)]=convhull(D(1,:),D(2,:));  
บรรทดัท่ี 28 – 30  p(m+49, l+39) = min(b);    u1(m+49, l+39) = x2;   

u2(m+49, l+39) = y2; 
 

ครัง้ท่ี 3 
บรรทดัท่ี 1, 2   m=0:10, l=0:9  
บรรทดัท่ี 3, 4   i=0:120, alpha=(i*pi)/180;  
บรรทดัท่ี 5, 6   j=-39:45, n=-28:40 
บรรทดัท่ี 7, 8   x1=j*0.005; y1=n*0.005; 
บรรทดัท่ี 10, 11  x2=m*0.005; y2=l*0.005;  
บรรทดัท่ี 26  [k,a(m+1+l,j+68+n)]=convhull(D(1,:),D(2,:));  
บรรทดัท่ี 28    X=(0:1:120)*pi/180; 
  
ครัง้ท่ี 4 
บรรทดัท่ี 1, 2   m=0:50, l=0:43  
บรรทดัท่ี 3, 4   i=400:1720, alpha=i*0.001;  
บรรทดัท่ี 5, 6   j=-195:225, n=-140:200 
บรรทดัท่ี 7, 8   x1=j*0.001; y1=n*0.001; 
บรรทดัท่ี 10, 11  x2=m*0.001; y2=l*0.001;  
บรรทดัท่ี 26  [k,a(m+1+l,j+68+n)]=convhull(D(1,:),D(2,:));  
บรรทดัท่ี 28    X=(400:1:1720)*0.001; 
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ครัง้ท่ี 5 
บรรทดัท่ี 1, 2   m=0:50, l=0:43  
บรรทดัท่ี 3, 4   i=860:1240, alpha=i*0.0001;  
บรรทดัท่ี 5, 6   j=-195:225,  n=-140:200 
บรรทดัท่ี 7, 8   x1(j+1)=j*0.001;  y1(n+1) = n*0.001; 
บรรทดัท่ี 10, 11  x2=m*0.001; y2=l*0.001;  
บรรทดัท่ี 26  [k,a(j+1,n+1)]=convhull(D(1,:),D(2,:));  
บรรทดัท่ี 28-30   p(m+196,l+141)=min(b);  u1(m+196,l+141)=x2; 

u2(m+196,l+141)=y2;  
 
ครัง้ท่ี 6 
บรรทดัท่ี 1, 2   m=0:100, l=0:86  
บรรทดัท่ี 3, 4   i=860:1240, alpha=i*0.0001;  
บรรทดัท่ี 5, 6   j=-180:180,  n=0:140 
บรรทดัท่ี 7, 8   x1(j+1)=j*0.0005;  y1(n+1) = n*0.0005; 
บรรทดัท่ี 10, 11  x2=m*0.0005; y2=l*0.0005;  
บรรทดัท่ี 26  [k,a(m+181,l+1)]=convhull(D(1,:),D(2,:));  
บรรทดัท่ี 28-30   p(j+1,n+1)=min(b);  u1(j+1,n+1)=x1;   u2(j+1,n+1)=y1;  
 
ครัง้ท่ี 7 
บรรทดัท่ี 1, 2   m=0:280, l=0:90  
บรรทดัท่ี 3, 4   i=860:1240, alpha=i*0.0001;  
บรรทดัท่ี 5, 6   j=-900:900,  n=0:700 
บรรทดัท่ี 7, 8   x1(j+1)=j*0.0001;  y1(n+1) = n*0.0001; 
บรรทดัท่ี 10, 11  x2=m*0.0001; y2=l*0.0001;  
บรรทดัท่ี 26  [k,a(j+1,n+1)]=convhull(D(1,:),D(2,:));    
บรรทดัท่ี 28-30   p(m+901,l+1)=min(b);  u1(m+901,l+1)=x2;  u2(m+901,l+1)=y2;
    
ครัง้ท่ี 8 
บรรทดัท่ี 1, 2   m=0:280, l=0:90  
บรรทดัท่ี 3, 4   i=860:1240, alpha=i*0.0001;  
บรรทดัท่ี 5, 6   j=-600:-440,  n=0:280 
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บรรทดัท่ี 7, 8   x1(j+1)=j*0.00001;  y1(n+1) = n*0.00001; 
บรรทดัท่ี 10, 11  x2=m*0.0001; y2=l*0.0001;  
บรรทดัท่ี 26  [k,a(m+601,l+1)]=convhull(D(1,:),D(2,:));   
บรรทดัท่ี 28-30   p(j+1,n+1)=min(b);  u1(j+1,n+1)=x1; u2(j+1,n+1)=y1; 
    
ครัง้ท่ี 9 
บรรทดัท่ี 1, 2   m=1715:1721, l=0:3  
บรรทดัท่ี 3, 4   i=860:1240, alpha=i*0.0001;  
บรรทดัท่ี 5, 6   j=-600:-440,  n=0:280 
บรรทดัท่ี 7, 8   x1(j+1)=j*0.00001;  y1(n+1) = n*0.00001; 
บรรทดัท่ี 10, 11  x2=m*0.00001; y2=l*0.00001;  
บรรทดัท่ี 26  [k,a(j-1714,n+1)]=convhull(D(1,:),D(2,:));  
บรรทดัท่ี 28-30   p(m+901,l+1)=min(b); u1(m+901,l+1)=x2; u2(m+901,l+1)=y2;
    
ครัง้ท่ี 10 
บรรทดัท่ี 1, 2   m=1715:1721, l=0:3  
บรรทดัท่ี 3, 4   i=8600:12400, alpha=i*0.0001;  
บรรทดัท่ี 5, 6   j=-57560:-57500,  n=0:8 
บรรทดัท่ี 7, 8   x1=j*0.00001;  y1 = n*0.00001; 
บรรทดัท่ี 10, 11  x2=m*0.00001; y2=l*0.00001;  
บรรทดัท่ี 26  [k,a(m-1714+l,j+57561+n)]=convhull(D(1,:),D(2,:));  
บรรทดัท่ี 28   X=(8600:1:12400)*0.0001; 
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    ประวัตผู้ิเขียนวิทยานิพนธ์ 
 
 นายสิทธิโชค  โสมอ ่า เกิดเม่ือวนัท่ี 27 กนัยายน พ.ศ. 2528 ท่ีจงัหวดันครราชสีมา 
ประเทศไทย ส าเร็จการศกึษาระดบัปริญญาตรี วิทยาศาสตรบณัฑิต (เกียรตนิิยมอนัดบัหนึง่) 
สาขาคณิตศาสตร์ จากจฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั ด้วยทนุเรียนดีวิทยาศาสตร์ เม่ือปี พ.ศ. 2551 
และเข้าศกึษาในระดบัปริญญาโทสาขาคณิตศาสตร์ ณ ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ 
จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั ด้วยทนุจากโรงเรียนมหิดลวิทยานสุรณ์ ตัง้แตปี่ พ.ศ. 2551 ถึงปัจจบุนั 
  


	ปกภาษาไทย 
	ปกภาษาอังกฤษ 
	หน้าอนุมัติ 
	บทคัดย่อภาษาไทย 
	บทคัดย่อภาษาอังกฤษ 
	กิตติกรรมประกาศ 
	สารบัญ
	บทที่ 1 บทนำ
	บทที่ 2 ความรู้พื้นฐานและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง
	2.1 นิยามและทฤษฎีบทพื้นฐาน
	2.2 การปิดทับด้วยเซตนูน
	2.3 ปัญหาการปิดทับเส้นโค้งของโมเซอร์

	บทที่ 3 วิธีดำเนินการวิจัย
	3.1 การแปลงปัญหา
	3.2 บทตั้งเพื่อกำหนดเงื่อนไข

	บทที่ 4 ผลการดำเนินการเบื้องต้น
	4.1 การหาคอนเวกซ์ฮัลล์เล็กสุดโดยโปรแกรม Mathematica
	4.2 การประยุกต์ใช้กับงานวิจัยของสิระและธีรสรรค์

	บทที่ 5 บทพิสูจน์โดย grid-search algorithm
	5.1 Lipschitz bound
	5.2 ความรู้เบื้องต้นของ grid-search algorithm
	5.3 บทพิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 1

	บทที่ 6 สรุปผล อภิปรายผล ปัญหาการดำเนินการ และข้อเสนอแนะ
	6.1 สรุปผลการดำเนินการ
	6.2 ปัญหาการดำเนินการ
	6.3 ข้อเสนอแนะ

	รายการอ้างอิง
	ภาคผนวก
	ประวัติผู้เขียน



