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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ในระบบคอมพิวเตอรนั้นไดมีการวิจัยและพัฒนาอยางมากมายโดยมีเปาหมายท่ีจะ
พัฒนาใหคอมพิวเตอรมีความสามารถหรือคุณลักษณะในการคํานวณใหมีความเร็วมากข้ึน 
เนื่องจากระบบจํานวนท่ีนิยมใชในปจจุบัน คือระบบจํานวนฐานสอง (binary number system) นั้น
ความเร็วในการคํานวณข้ึนอยูกับสายการทด (carry propagation chain) เปนสําคัญซ่ึงสายการทดน้ัน
บางคร้ังไมสามารถบอกไดวามีความยาวมากนอยเทาใด ทําใหไมสามารถช้ีชัดไดวาการคํานวณนั้น
จะใชเวลาในการคํานวณมากนอยเพียงใด จึงไดมีการวิจัยแนวทางตาง ๆ เพื่อเพ่ิมประสิทธิภาพการ
คํานวณข้ึน งานวิจัยท่ีสรางระบบจํานวนท่ีมีลักษณะท่ีแปลกไปจากระบบจํานวนแบบเกา คือ
รูปแบบแทนจํานวนแบบมิว (μ-representation) ซ่ึงเปล่ียนฐานจากรูปแบบแทนจํานวนแบบเบตา 
(β-representation) หรือรูปแบบแทนจํานวนระบบฐานยกกําลัง มาเปนรูปแบบแทนจํานวนฐาน
อนุกรม (series) แทน ทําใหสามารถท่ีจะลดการเกิดเลขโดดท่ีมีคา (non-zero digit) ท่ีติดกัน ทําให
สายการทดนั้นส้ันลงสงผลใหการคํานวณมีความเร็วสูงข้ึน แตระบบจํานวนใหมนี้ก็มีขอเสียคือการ-
แปลงผัน (conversion) รูปแบบแทนจํานวนจากรูปแบบแทนจํานวนแบบเบตาท่ีเปนรูปแบบสามัญ
ในปจจุบันมาสูรูปแบบแทนจํานวนแบบมิวซ่ึงมีความยุงยากและซับซอนสูง 

ในป ค.ศ.1957 จอรจ เบิรกแมน (George Bergman) ไดทําการเสนอระบบจํานวนใหม
ท่ีใชฐานในระบบจํานวนเปนเศษสวนอตรรกยะ (irrational number) [1] โดยจํานวนท่ีถูกนํามาใช
เปนฐานคือจํานวนเศษสวนทองคํา (golden ratio) ซ่ึงจํานวนเศษสวนทองคํานี้เปนคา ๆ หนึ่งท่ีได
จากคํานวณมาจากรากของสมการจํานวนฟโบนาชช่ี (fibonacci numbers) ซ่ึงเปนจํานวนอนุกรม
รูปแบบหนึ่ง ทําใหจํานวนเศษสวนทองคํานั้นมีคุณสมบัติของอนุกรมและเลขยกกําลัง ซ่ึงทําให
ระบบจํานวนนี้มีคุณสมบัติหลายประการ ไดแก มีคุณสมบัติของรูปแบบแทนจํานวนแบบเบตาและ
มิว คุณสมบัติในการลดและขยายรูปแบบแทนจํานวน (number representation) สามารถสราง
รูปแบบแทนจํานวนไดหลายรูปแบบ (redundant representation) ยังผลใหสามารถสรางระบบ
จํานวนท่ีไมมีเลขโดดท่ีมีคาท่ีอยูติดกันได ซ่ึงสายการทดจากการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตจาก
รูปแบบแทนจํานวนน้ันจะสามารถจํากัดขอบเขตได ทําใหการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตมี
ความเร็วมากข้ึน และสามารถแสดงจํานวนเศษสวนอตรรกยะไดในรูปแบบแทนจํานวนที่นับได 
(finite representation) แตขอเสียของระบบจํานวนน้ีคือรูปแบบแทนจํานวนมีขนาดใหญเม่ือเทียบ
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กับรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฐานสอง ทําใหไมอาจม่ันใจไดวาระบบจํานวนนี้แทจริง
แลวมีความเร็วในการคํานวณเร็วกวาหรือชากวาระบบจํานวนฐานสอง  

ในป ค.ศ. 2001  อเล็กซี สแตกฮอฟ (Alexy Stakhov) ไดนําเสนอระบบจํานวนเทอนาร่ี 
มิลเลอร ซิมเมทริกคอล [2-4] (ternary mirror symmetrical number system) ท่ีมีรากฐานมาจาก
ระบบจํานวนเศษสวนทองคําของเบิรกแมน โดยทําการเพ่ิมคาชุดเลขโดด (digit set) ของระบบ
จํานวนเศษสวนทองคําจาก{ }1,0  มาเปน { }1,0,1  และทําการแปลงผันรูปแบบแทนจํานวนท่ีไมมีเลข-
โดดท่ีมีคาท่ีติดกันของระบบจํานวนเศษสวนทองคําภายใตกฎการแปลงออกมาเปนระบบจํานวน
ใหมท่ีมีความพิเศษคือสามารถแสดงจํานวนเต็มออกมาโดยมีคุณสมบัติของการสะทอน (mirror 
property) รวมท้ังวิธีการในการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต (fundamental arithmetic) ไดแก  
การบวก ลบ คูณและหาร แตการคํานวณพื้นฐานทางเลขคณิตในระบบจํานวนนี้ยังมีรูปแบบการ-
คํานวณแบบลําดับ (sequential computation) รวมท้ังการท่ีมีคุณสมบัติการสะทอนของรูปแบบแทน
จํานวนทําใหเปนการส้ินเปลืองทรัพยากรในการจัดเก็บโดยใชเหตุ 

ในงานวิจัยนี้ไดนําเสนอระบบการประมวลผลแบบขนาน (parallel computation) 
สําหรับการบวก การลบและการคูณ ทําใหความซับซอนเชิงเวลา (time-complexity) มีขนาดลดลง
จาก O(n) เหลือ Θ(log n) แตหลังการคํานวณแลวจําเปนตองมาตรวจสอบคุณสมบัติการสะทอน
ของคําตอบอีกคร้ังทําใหส้ินเปลืองเวลาในการคํานวณ ผูวิจัยจึงไดนิยามระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
ซ่ึงใชพื้นท่ีในการเก็บรูปแบบแทนจํานวนนอยกวารูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนเทอนาร่ี   
มิลเลอร ซิมเมทริกคอลและอัลกอริทึมในการแปลงผันจากระบบจํานวนฐานสิบมาเปนระบบ
จํานวนใหม และทําการปรับปรุงอัลกอริทึมในการบวก ลบและคูณซ่ึงมีคุณบัติการคํานวณแบบ
ขนานเชนเดิม 

 

1.2 วัตถุประสงค 

งานวิจัยนี้จะเสนอระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีท่ีมีรูปแบบแทนจํานวนขนาดเล็กกวา
รูปแบบแทนจํานวนของเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลพรอมท้ังเสนออัลกอริทึมในการแปลงผัน
ระบบจํานวนฐานสิบใหอยูในระบบจํานวนนี้ อีกท้ังยังนําเสนออัลกอริทึมในการดําเนินการทาง
คณิตศาสตรแบบขนานของการบวก ลบและการคูณ 
 

1.3. ขอบเขตการวิจัย  

1. เสนอระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี พรอมกับบทพิสูจนความสมบูรณ 
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2. เสนออัลกอริทึมในการแปลงผันรูปแบบแทนจํานวนจากฐานสิบเปนรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

3. เสนอตัวดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี
ไดแก การบวก การลบและการคูณรวมท้ังบทพิสูจนความถูกตองและบทพิสูจนความ
สมบูรณ 

 

1.4. ขั้นตอนการวิจัย 

1. ศึกษาคุณสมบัติของระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล และงานวิจัยท่ี
เกี่ยวของ 

2. นิยามรูปแบบของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีพรอมท้ังพิสูจนความสมบูรณ (proof of 
completeness) 

3. ออกแบบอัลกอริทึมในการหารูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีจาก
จํานวนเต็มฐานสิบและพิสูจนผลทํางาน 

4. ออกแบบอัลกอริทึมของการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตแบบขนาน: การบวก การ
ลบและการคูณพรอมท้ังพิสูจนความถูกตองและบทพิสูจนความสมบูรณ 

5. พิสูจนผลการทํางานและปรับปรุงแกไข 
6. สรุปผลและเรียบเรียงวิทยานิพนธ 

 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1. ไดระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีซ่ึงใชพื้นท่ีในการจัดเก็บนอยกวาระบบจาํนวน เทอนาร่ี  
มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

2. ไดการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตแบบขนานของการบวก การลบและคูณของ
ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

 

1.6 ผลงานท่ีตีพิมพจากวิทยานิพนธ 

สวนหน่ึงของวิทยาพนธนี้ไดรับการตีพิมพเปนบทความทางวิชาการในหัวเร่ือง
ดังตอไปนี้ 

1. “Half Ternary Number system and Parallel addition and subtraction” โดย             
ธนาพงษ ตัน และอรรถสิทธ์ิ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 12th National Computer Science and 
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Engineering Conference (NCSEC2008) ณ Long Beach Garden Hotel and Spa พัทยา จ. ชลบุรี 
ประเทศไทย ระหวางวันท่ี 20-21 พฤศจิกายน พ.ศ. 2551 

2. “Parallel addition and subtraction in Ternary Mirror-Symmetrical Number System” 
โดย ธนาพงษ ตัน และอรรถสิทธ์ิ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ IEEE - The 2008 International 
Conference on Computer Engineering & Systems (IEEE - ICCES'08) ณ Ain Shams University 
Conference Center ประเทศอียิปต ระหวางวันท่ี 25-27 พฤศจิกายน พ.ศ. 2551 

 



 

บทที่ 2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

ในบทนี้จะกลาวถึงทฤษฏีและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ โดยจะกลาวถึงทฤษฏีท่ีเกี่ยวของท่ี
เปนพื้นฐานของงานวิจัยนี้ ซ่ึงประกอบดวย ระบบจํานวน (number system) ระบบจํานวนซํ้าซอน 
(redundant number system) จํานวนเศษสวนทองคํา (golden ratio) การแปลงชุดตัวเลข (digit set 
conversion) และการอางอิงงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ อันประกอบดวย สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน 
(On-the-fly architecture) [6] ระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน (Bergman’s 
irrational number system) และระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล (Ternary Mirror-
symmetrical number system) ซ่ึงเปนแนวคิดสําคัญในงานวิจัยนี้  
 

2.1 ระบบจํานวน (Number System) 

ระบบจํานวน (β,D) ประกอบดวยเลขฐาน β โดยที่ β สามารถเปนไดท้ังจํานวนจริง
หรือจํานวนเชิงซอน ซ่ึง │β│ > 1  และ ชุดตัวเลขแบบจํากัด (finite digit-set) D ท่ีตัวเลขสามารถ
เปนไดท้ังจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน 
กําหนดให X เปนจํานวนใด ๆ โดยท่ี X สามารถมีรูปแบบแทนจํานวนแสดงไดในเลขฐาน β ใน
รูปแบบ 

1 0 1 2( . )n nX x x x x x β− − −= " "  

ซ่ึง xi ∈  D โดยท่ี i ≤ n, ∃ n ∈  z  
โดยคาเชิงตัวเลขของ X ฐาน β สามารถเขียนใหอยูในรูป 

i
i

i n
X x β

−∞

=

=∑  

ซ่ึงคาเชิงตัวเลขท้ังหมดท่ีแสดงไดสามารถเขียนใหอยูรูปของเซต [ ],P Dβ  ไดดังนี้ 

{ }
{ }

1 1

1

[ , ] ( ) ,

[ , ] ( ) ,

m
n n n m m i

n n n i

P D X x x x x x D m i n

P D X x x x D i n

β

β

β

β

− +

−

= = ∈ ≤ ≤

= = ∈ ≤

"

"
 

โดย [ , ]m
nP Dβ  และ [ , ]nP Dβ  เทากับ เซตจํากัดและเซตไมจํากัด ตามลําดับ ในระบบเลขฐาน

จํานวนเต็มโดยท่ัวไปแลวนิยมให D = {0, 1, …, │β│ - 1} ซ่ึง D จะถูกเรียกวาเปน ชุดตัวเลข
แบบบัญญัติ (canonical digit-set) 
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2.2 ระบบจํานวนซํ้าซอน (Redundant Number Systems) 

ระบบจํานวนแบบซํ้าซอน คือ ระบบจํานวนท่ีคาเชิงตัวเลขของ X อาจมีรูปแบบในการ
แสดงคาไดหลายรูปแบบ เชน กําหนดให β = {bj}, b, j ∈ Z และ b เปนเลขฐาน โดยท่ี b เปน
จํานวนเต็มท่ี b ≥ 2 และกําหนดให D เปนชุดตัวเลขซ่ึงอธิบายไดดวย {d ∈  Z │α1 ≤ d ≤ α2} โดย 
–α1 + α2 ≥ b + 1 ตัวอยางเชน ชุดตัวเลข { }2,1,0,1,...4D =  บนเลขฐาน b = 5 และคาเชิงตัวเลข 

X = 57 จะมีรูปแบบ ไดหลายรูปแบบดังตัวอยาง ดังนี้ 

( )
( ) ( )
( ) ( ) 57525453243

57535252322

57525152212

012
5

012
5

012
5

=×+×−+×=

=×−+×+×=

=×+×+×=

 

ในกรณีท่ี α1 หรือ α2 ไมเปนไปตามเงื่อนไขดังกลาว ระบบจํานวนจะไมมีคุณสมบัติของความ
ซํ้าซอน เนื่องจากไมสามารถแสดงคาของตัวเลข X ไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ โดยสามารถอธิบาย
คุณสมบัติของชุดตัวเลขไดดังนี้ 

{ }( , ) ( ) [ , ]  DV i P P D P iβ β= ∈ =  

โดยท่ี 1[ , ] { ( ) }j j jP D P d d d Dββ −= = ∈" , 
n

j
j

j l

P d β
=

=∑ และ j Z∈  

สมการดังกลาวแสดงถึงเซตของรูปแบบท่ีสามารถแสดงคาท้ังหมดของคา สามารถกลาววาระบบ
จํานวนเต็มบวกใด ๆ มีคุณสมบัติ 
 สมบูรณ (complete for radix β ) ก็ตอเม่ือ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∀ ∈ ≥  

 กึ่งสมบูรณ (semi-complete for radixβ ) ก็ตอเม่ือ ( , ): ( ) 1Dj N V jβ∀ ∈ ≥  

 ซํ้าซอน (redundant for radix β ) ก็ตอเม่ือ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∃ ∈ > ยกเวน 0=j  

 ไมซํ้าซอน (non-redundant for radixβ )  ก็ตอเม่ือ ( , ): ( ) 1Dj Z V jβ∀ ∈ ≤   

 

2.3 จํานวนฟโบนาชชีและจํานวนลูคัส (Fibonacci numbers and Lucas number) 

จํานวนฟโปนาชชี [7] จัดเปนรูปแบบของสมการแบบเวียนเกิด (recursive equation) 
ชนิดหนึ่งไดถูกเสนอโดย นักคณิตศาสตรชาวอิตาเลียนชื่อลีโอนาโด ปซาโน (Leonardo Pisano) 
หรืออีกช่ือวา ฟโบนาชชี (Fibonacci) ซ่ึงไดสรางโจทยทางคณิตศาสตร โดยการสมมติมีกระตายคู
หนึ่ง (ตัวผูและตัวเมีย) และกําหนดใหกระตายตองมีอายุครบ 2 เดือนกอน จึงจะสามารถสืบพันธุได 
และเวลาใหกําเนิดลูก กระตายตัวเมียจะใหกําเนิดลูกกระตาย 1 คู เปนตัวผู 1 และตัวเมีย 1 เสมอไป 
อีกท้ังกระตายทุกตัวจะไมลมปวย หรือลมตาย คําถามมีวาในเวลา1 ป จะมีกระตายท้ังหมดกี่คู 
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ในการพิจารณาทําโจทยนี้ เราก็จะเห็นวาเม่ือส้ินเดือนแรก จะมีกระตายท่ีอายุนอย 1 คู 
เม่ือส้ินเดือนท่ี 2 กระตายคูนี้ก็พรอมจะสืบพันธุ ดังนั้น เม่ือส้ินเดือนท่ีสองเราจะมีกระตายอายุมาก 1 
คู และเม่ือส้ินเดือนท่ีสาม เราก็จะมีกระตายคูเดิม และกระตายคูใหมท่ีถือกําเนิดจากมัน ทําใหมีรวม
ท้ังส้ิน 2 คู และเม่ือส้ินเดือนท่ีส่ี เราจะมีกระตาย 2 คูเดิม และคูใหม รวมทั้งส้ิน 3 คู เม่ือส้ินเดือนท่ี
หาจะมี 5 คู  เดือนที่ 6 จะมี 8 คู จํานวนจะเพ่ิมเร่ือย ๆ จนสามารถเขียนเปนอนุกรมไดดังนี้คือ 1, 1, 
2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 นั่นคือ เม่ือส้ินหนึ่งป จะมีกระตายรวม 144 คู 

จะเห็นไดวาจํานวนกระตายโดยรวมนั้นจะเกิดจากจํานวนกระตายท่ีเดือนท่ีแลวรวมกัน
กับจํานวนกระตายของสองเดือนท่ีแลวไปเร่ือย ๆ อยางมีระบบ สามารถนํามาสรางเปนสมการ จะ
ไดเปนสมการ (2.1) 
 ( ) ( ) ( )21 −+−= nFnFnF  (2.1) 
โดยท่ี ( ) ( ) 11,00 == FF  ซ่ึงก็คือสมการเวียนเกดิของจํานวนฟโบนาชชี 
 
 ตารางท่ี 2.1 ตัวอยางคาของจาํนวนฟโบนาชชี 

n  Fibonacci number ลําดับท่ี n 

0 0 

1 1 

2 1 

3 2 

4 3 

5 5 

6 8 

7 13 

8 21 

9 34 

10 55 
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จํานวนลูคัส [7] เปนอนุกรมท่ีมีลักษณะเวียนเกิดและรูปแบบของสมการเหมือนกัน
จํานวนฟโบนาชชีแตกตางกันเพียง ( ) ( ) 32,11 == LL  ซ่ึงมีรูปสมการเวียนเกิดเหมือนกับสมการเวียน
เกิดของจํานวนฟโบนาชชีดังสมการ (2.2)  
 ( ) ( ) ( )21 −+−= nLnLnL  (2.2) 
โดยท่ี ( ) ( ) 32,11 == LL  

 ตารางท่ี 2.2 ตัวอยางคาของจาํนวนลูคัส 

 n Lucas number ลําดับท่ี n 

0 0 

1 1 

2 3 

3 4 

4 7 

5 11 

6 18 

7 29 

8 47 

9 76 

10 123 

 
2.4 เศษสวนทองคํา (Golden ratio) 

ในทางคณิตศาสตร เรามักพบเลขคงท่ีเชน π, e แตในโลกของคณิตศาสตรยังมีเลขคงท่ี
อีกจํานวนหนึ่ง นั่นคือ เศษสวนทองคํา [7,8,9] ซ่ึงมีอักษรแทนดวย Ø 

เศษสวนทองคํา เปนคาท่ีไดจากการหารากของสมการ X2 – X – 1 = 0 และเม่ือถอด
รากของสมการจะได X มีคาเทากับ ( ) 251±  หรือมีคา 1.618... และ -0.618... โดยมีทศนิยมเรียง
กันไปไมรูจบ แตโดยปกติเศษสวนทองคํานั้นจะครอบคลุมเฉพาะ ( ) 251+  เทานั้น ซ่ึงเศษสวน
ทองคํานี้มีคุณสมบัติท่ีนาท่ึงหลายประการเชน จากสมการ X2 – X – 1 = 0 เราจะได X2 = X + 1 
และเม่ือทําการแทนคา X ดวย Ø จะทําใหไดสมการใหมคือ Ø2 = Ø + 1 หรือมีคาเทากับ  
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(1.618…)2 = 1.618… + 1 = 2.618… และจากสมการ Ø2 = Ø + 1 หากเราหารสมการนี้ตลอดดวย 

Ø เราจะได Ø = 1 + 1/Ø นั่นแสดงวา 1/Ø = Ø – 1 หรือ 1/1.618... = 1.618… = 0.618… เปนตน 
และถาเรานํา Ø คูณสมการ Ø2 = Ø + 1 ตลอด เราจะได Ø3 = Ø2 + Ø แตเม่ือ Ø2 = Ø + 1 ดังนั้น 
Ø3 = Ø + Ø +1 = 2Ø +1= 2(1.618…) + 1 = 4.236… นั่นแสดงวา (1.618…)3 = 4.236… ใน
ทํานองเดียวกันนี้ เราก็อาจแสดงใหเห็นไดวา ไมวา Ø จะยกกําลังเทาใด เราก็สามารถเขียนคําตอบ
ในเทอมของ Ø ไดเสมอ 

เศษสวนทางคํานั้นยังมีความสัมพันธเกี่ยวของกับจํานวนฟโบนาชชี โดยเม่ือนําเลขฟ-
โบนาชชีท่ีลําดับตอกันมาทําการหารอัตราสวนกันดังสมการ F(n)/F(n-1) เม่ือคาของ n มากข้ึน 
เร่ือย ๆ คาท่ีไดจะเร่ิมลูเขาสูคา 1.61803398874989...หรือก็คือคาเศษสวนทองคํานั่นเอง 
 

2.5 การแปลงชุดตัวเลข (Digit set conversion) 

การแปลงชุดตัวเลข [6,10] คือการแปลงจากชุดตัวเลขรูปแบบหนึ่งไปยังชุดตัวเลขอีก
รูปแบบหนึ่ง ซ่ึงไดถูกศึกษาและวิจัยอยางละเอียดในงานวิจัย [6] โดยกําหนดให D และ E เปนชุด
ตัวเลขแบบจํากัดท่ีตางกันและกําหนดให β เปนเลขฐานท่ีสามารถเปนไดท้ังจํานวนจริงและจํานวน
เชิงซอน การแปลงชุดตัวเลขในระบบเลขฐาน β จาก D ไปเปนชุดตัวเลข E สามารถเขียนเปน
สมการฟงกชันดังนี้  
 ED →:λ  โดยท่ี ( ) XXDX =∈ λ,  

ในทางทฤษฏีแลว การแปลงชุดตัวเลขถูกนําไปใชในการอธิบายการคํานวณพื้นฐานทาง
คณิตศาสตรมากมาย เชน การบวกสามารถเทียบไดกับการแปลงชุดตัวเลขบนเลขฐานเดียวกัน แตมี
ชุดตัวเลขท่ีตางกันในลักษณะ D = {d ∈  Z|2a ≤ d ≤ 2b} และ E = {e ∈  Z|a ≤ e ≤ b} 

ตัวอยางท่ี 2.1 การบวกสองจาํนวนบนระบบจํานวนฐานสอง X = 1011101 และ Y = 0000101  

วิธีทํา เร่ิมแรกเราจะทําการบวกแบบขนานในแตละหลักโดยเพิ่มชุดเลขโดดเปน {0, 1, 2} และ
พิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขบนเลขฐานสองจากตัวเลข {0, 1, 2} ไปยังชุดตัวเลข {0, 1} โดย
เปนการแปลงจาก 1011202ไปสู 1100010 ดังแสดงในรูปท่ี 2.1  
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รูปท่ี 2.1 การบวกโดยใชวิธีการแปลงชุดตัวเลข 

 □ 

 

2.6 สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน (On-the-fly architecture) 
การแปลงชุดตัวเลขนั้นไดถูกพัฒนาข้ึนมาอยางกวางขวาง เนื่องจากรูปแบบการคํานวณ

นั้นสอดคลองกับการคํานวณพื้นฐานทางคณิตศาสตร เชน การบวกและลบ ทําใหการแปลงชุดตัว-
เลขท่ีมีประสิทธิภาพจะสงผลถึงการคํานวณพื้นฐานทางคณิตศาสตรท่ีมีประสิทธิภาพดวย โดย
นักวิจัยไดคิดวิธีการแปลงชุดตัวเลขออกมาอยางหลายหลายวิธี โดยในงานวิจัยนี้จะใชแนวคิดของ
การแปลงชุดตัวเลขท่ีใชสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน [6] เปนแนวคิดพื้นฐาน ดังนั้นจะขอ
กลาวถึงหลักการของสถาปตยกรรมนี้ 

สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน เปนกระบวนการผลิตเลขโดดแบบขนานซ่ึงสงผลให
ความซับซอนเชิงเวลาเปนลอการิทิมิกฟงกช่ัน ในงานวิจัยของคอรเนอรับ สถาปตยกรรมแบบทํา
ควบคูกันถูกเสนอข้ึนเพื่อแปลงชุดตัวเลขซํ้าซอนใหเปนชุดตัวเลขไมซํ้าซอน การแปลงชุดตัวเลข
แบบทํา-ควบคูกันมีความจําเปนท่ีจะตองอาศัยคุณสมบัติของระบบจํานวนซํ้าซอนแบบมี
เคร่ืองหมายบนเลขฐานเดียวกันเพื่อลดการเกิดสายการแพรของตัวทด ขอดีของการคํานวณแบบทํา
ควบคูกันคือ เปนการคํานวณแบบขนาน จึงทําใหการคํานวณมีความเร็วสูงเพราะทุกเลขโดดของ
จํานวนนําเขา (input) สามารถคํานวณไดพรอมกัน และจํานวนเลขโดดท่ีนําออก (output) สามารถมี
จํานวนท่ียาวกวาจํานวนเลขโดดท่ีนําเขา ทําใหไมจําเปนตองทําการเพิ่มเลขโดดท่ีไมมีคาไปกอน
นําเขาระบบการคํานวณ สวนขอเสียของการคํานวณแบบทําควบคูกันคือ ในการแปลงจําเปนตองใช
ทรัพยากร เชน เรจิสเตอร เปนจํานวนมากข้ึนอยูกับขนาดของจํานวนนําเขา ทําใหส้ินเปลือง
ทรัพยากรเปนอันมาก ในการคํานวณจึงจําเปนตองจํากัดขนาดของจํานวนเลขโดดท่ีนําเขา เพื่อท่ีจะ
สามารถจํากัดปริมาณของเรจิสเตอรได  และกอนท่ีจะสามารถทําการแปลงชุดตัวเลขนั้นจําเปนท่ี
ตองทราบจํานวนเลขโดดท่ีนําเขาท้ังหมดกอน ดังนั้นจึงไมสามารถนํามาใชอยางมีประสิทธิภาพกับ
การคํานวณแบบ เช่ือมตรง (on-line conversion) 
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ในการแปลงชุดตัวเลข D →  E โดยท่ี X [ ],P Dβ∈  และ Y [ ],P Eβ∈  โดย      
||X|| = ||Y||และ D ≠  E จะมีนัยสําคัญดังนี้ 

กําหนดให ชุดตัวเลข E เปนชุดตัวเลขท่ีไมซํ้าซอน กําหนดเซต C เปนเซตของตัวทด c 
เราสามารถเขียนเลข d ใด ๆ ท่ีอยูในชุดตัวเลข D ซ่ึงเปนชุดตัวเลขซํ้าซอนใหอยูในรูปสมการของ
การแปลงจาก [ ]DP ,β  ไป [ ]EP ,β  ไดเทากับ d = cβ + e โดยท่ี e ∈  E และ c ∈  C แตในปรกติ
กอนการแปลงจะตองทําการรวมตัวทดท่ีไดมา (incoming carry) เขากับ d กอน แลวจึงคิดรวมกับตัว
ทดท่ีสงออกไป (outgoing carry) ในภายหลัง เพราะฉะน้ันจะได ความสัมพันธการแปลงระหวางชุด
ตัวเลข λ (conversion mapping) เปนฟงกชันการแปลงดังนี้ 

ECDC ×→×:λ  
เม่ือชุดตัวเลขตัวทด สําหรับบาง (c, d) ใน C ×  D มี c’ อยูใน C และ e อยูใน E ท่ีซ่ึง 

( ) ( )ecdc ,,': →λ  
ซ่ึงเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี ้

ecdc +=+ β'  
เม่ือ β เปนฐาน จากฟงกชันดานบนสามารถเรียกไดวา c’ และ c เปนตัวทดนําเขาและตัวทดนําออก
ตามลําดับ ในแตละเลขโดดนําเขา d กําหนดให D = {0, 1, 2}, E = {0, 1} และ β = 2 ฟงกชันการ
แปลงสามารถแสดงไดดังตารางท่ี 2.3 
 

ตารางท่ี 2.3 ฟงกชันการแปลงจาก D ไป E บนเลขฐานสอง 
 

 
 

ผลลัพธในแตละคูในตารางท่ี 2.3 แทนคา ce ซ่ึง ( )ec,  อยูใน EC×  โดยการคํานวณในตารางเร่ิม
จากท่ีคา 0=c จะเห็นวา ce ท่ีเปนไปไดคือ 00, 01 และ 10 เม่ือ 2,1,0=d  ดังนั้นตัวทดนําออกเปนไป
ไดท้ัง 0 และ 1 เราจึงตองเพ่ิมแถวท่ีคา 1=c  และผลลัพธท่ีไดคือ 01, 10 และ 11 ตามลําดับ ในขณะ
นี้จากคา ce  ท้ังหมดท่ีไดจะเห็นวาตัวทดท่ีเกิดข้ึนคือ 0 และ 1 เทานั้น ดังนั้นตารางนี้จึงสมบูรณแลว 

จากแนวคิดสมการฟงกชันการแปลงชุดตัวเลข สามารถเขียนเซตของฟงกช่ันตัวทด C

ได { } CCdd →:,σσ  โดยท่ี Dd ∈ เรียกวาฟงกชันการสงผานตัวทด (carry-transfer function) ซ่ึง
สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 
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( ) ccCc d =∈∀ ':σ โดยท่ี ( ) ( )ecdc ,,' =λ  
โดยท่ี dσ เปนฟงกชันท่ีอธิบายเกี่ยวกับการจับคู (mapping) คาของตัวทดท่ีเขามา ( )'c  ไปยังคาของ
ตัวทดที่สงออกไป ( )c  โดยผานเลขโดด d  หนึ่ง ๆ เทานั้น ซ่ึงเราสามารถเขียนฟงกชันการจับคูนี้
ผาน d  ทุกตัวท่ีอยูใน D  ไดดังนี้  

( ) )))(((
1

……… cc
jijii ddddd σσσ =

−
 

เรียกฟงกชันนี้วาฟงกชันประกอบ และจากฟงกชันนี้เองทําใหสามารถหาคา c ใด ๆ ได โดย
กําหนดให 0c  เร่ิมตนมีคาเทากับ 0 

)0(
1 jii dddic …−

= σ  

เม่ือเราสามารถหาฟงกชันท่ีทําการสรางตัวทดไดแลว ก็สามารถหาฟงกชันในการหา e ในลําดับ
ตอไปไดดวย ฟงกชันจับคูตัวเลข (digit mapping function) { } ECdd →:,εε  โดยท่ี Dd ∈  ซ่ึงเรา
สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

))0((
1 jiii ddddie …−

= σε  

 
ตัวอยางท่ี 2.5 กําหนดให X = x7x6x5…x0 เปนสายบิตนําเขาโดยท่ี xi ∈ D เม่ือ i เปนจํานวนเต็ม
บวก กําหนดให X = 10210112 ฟงกชันการแปลงจะทําการผลิตคูผลลัพธไดแก ตัวทดนําออกและ
เลขโดดท่ีเปนผลลัพธท่ีตองการดังสมการตอไปนี้ 
 

c′ + d = cβ + e 
สามารถเขียนใหมไดดังนี ้

iiii ycxc +=+ + β1  
 

โดยท่ีมีตัวทดนําเขาเร่ิมตน (c0) เปนศูนย และ yi ∈ E ผลลัพธท่ีไดคือ Y = 11011000 เม่ือ ||X|| = 

||Y|| ทําการแปลง D = {0, 1, 2} ไปเปน E = {0, 1} โดย β = 2และ C = {0, 1} จะได c และ e 
ดังนี้ 

คา c จากสมการฟงกชันประกอบ 

c0 = 0 

c1 = σ1 (c0) = σ1(0) = 1 

c2 = σ2σ1 (0) = σ2(1) = 1 

c3 = σ3 σ2 σ1 (0) = σ3(1) = 1 

c4 = σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ4(1) = 0 

c5 = σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ5(0) = 0 

c6 = σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ6(0) = 1 

c7 = σ7 σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ7(1) = 0 

 ∴ c = (0 1 0 0 1 1 1 0) 
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คา e จากสมการฟงกชันจับคูตัวเลข 

 e0 = ε0(c0) = ε0(0) = 0 = y0 

 e1 = ε1(c1) = ε1(1) = 0 = y1 

 e2 = ε2(c2) = ε2(1) = 0 = y2 

 e3 = ε3(c3) = ε3(1) = 1 = y3 

 e4 = ε4(c4) = ε4(0) = 1 = y4 

 e5 = ε5(c5) = ε5(0) = 0 = y5 

 e6 = ε6(c6) = ε6(1) = 1 = y6 

 e7 = ε7(c7) = ε7(0) = 1 = y7 

 ∴ Y = 11011000 

เพราะฉะน้ัน X = 10210112, xi ∈ D จะถูกแปลงเปน Y = 11011000, yi ∈ E 

กระบวนการการแปลงเปนแบบขนานโดยอาศัยสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันนี้
สามารถแสดงใหเห็นในรูปของตารางดังตารางท่ี 2.2 สําหรับการคํานวณในรอบแรก (r1) นําสอง

กรณีท่ีเปนไปไดของตัวทดนําเขา (คือ 0 กับ 1) มาคํานวณกับคา xi ท้ัง 8 เลขโดด ซ่ึงจะไดผลลัพธ 
16 คู จับคูท้ัง 8 คอลัมนมาคํานวณหาผลลัพธในรอบที่สอง (r2) โดยอาศัยแนวคิดของฟงกชัน
ประกอบ จับคูผลลัพธในรอบที่สอง (r2) กับรอบท่ีหนึ่ง (r1) เพื่อคํานวณหาผลลัพธในรอบท่ีสาม 
(r3) ดังแสดงในตารางท่ี 2.4 ทําซํ้ากระบวนการเดิมจนจบ (r4) 
 

 ตารางท่ี 2.4 ตัวอยางการแปลงแบบทําควบคูกัน 
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จากตารางท่ี 2.4 จะเห็นวาผลลัพธในแตละสวนของการคํานวณคือ ce ผลลัพธ
ทายท่ีสุด (Y) ไดจากการพิจารณากรณีท่ีตัวทดนําเขา c′ = 0 ของผลลัพธทางดานขวาสุดในแตละ
รอบ ซ่ึงก็คือ Y = 11011000 □ 

จากท่ีกลาวมาจะเห็นไดวาเวลาในการคํานวณโดยอาศัยสถาปตกรรมแบบทําควบคูกัน
สงผลใหเวลาในการทํางานมีความซับซอนเชิงเวลา O )log( n เม่ือ n  เปนขนาดของรูปแบบแทน
จํานวนท่ีนํามาคํานวณ 

 

2.7 ระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน (Bergman’s irrational number 
system) 

ในป ค.ศ.1957 จอรจ เบิรกแมน ไดเสนอระบบจํานวนใหมท่ีสรางข้ึนมาจากฐานท่ีเปน
จํานวนอตรรกยะ [1] โดยจํานวนที่ใชคือเศษสวนทองคํา ซ่ึงระบบจํานวนนี้มีความสามารถพิเศษมา
จากคุณสมบัติของเศษสวนทองคํา ซ่ึงก็คือความสามารถในการกําจัดเลขโดดท่ีมีท่ีอยูติดกัน โดยใช
สมการแบบเวียนเกิดของเศษสวนทองคําคือ 12 += φφ  นอกจากน้ีเบิรกแมนไดนิยามตัวแปรใหม
ใหเศษสวนทองคําจาก φ  เปน τ  และสรางสมการข้ึนมาใหมดังสมการ (2.3)  

 121 −−− ×=+= nnnn τττττ  (2.3) 

โดยท่ี ,...3,2,1,0 ±±±=n  จะเห็นไดวา งานวิจัยนี้ไดทําการขยายใหเศษสวนทองคําครอบคลุมถึงสวน
กําลังติดลบดวยเพ่ือใชในการแสดงคาไดครอบคลุมยิ่งข้ึน โดยมีตัวอยางการขยายตัว (expansion) 
ดังนี้ 

 100 += ττ  111 −=− ττ  
 011 += ττ  212 +−=− ττ  
 112 += ττ  323 −=− ττ  
 123 += ττ  534 +−=− ττ  
 234 += ττ  855 −=− ττ  
 355 += ττ  
และไดนิยามรูปแบบแทนจํานวนดังสมการ (2.4) 

  i

alli
idX τ∑=  (2.4) 

โดยท่ี id คือชุดของตัวเลข { }1,0 มีวิธีการสรางรูปแบบแทนจํานวนดังตอไปนี้ 
โดยวิธีการสรางระบบจํานวนนี้ข้ันตน ทําไดโดยนําสมการแบบเวียนเกิดของเศษสวนท่ีถูกขยายแลว
มาใช คือ  011 += ττ  และ  212 +−=− ττ  เ ม่ือนํา ท้ังสมการสองสมการมารวมกันจะพบวา 
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( ) ( ) 2210121 =+−++=+ − ττττ  เราสามารถนํามาแสดงในการแทนของเลขฐานเศษสวนทองคํา
ตามคํานิยามไดเปน 10.01 วามีคาเทากับ 2 ในระบบจํานวนฐานสิบ ตอมาการสรางการแทนของ
จํานวนเต็มถัดไป โดยใชการสรางจากนิยามของสมการ 100 += ττ  ท่ีแสดงวา 10 =τ  เสมอแทนเขา
ไปไดเปน 01.11 ในระบบเลขฐานเศษสวนทองคํามีคาเทากับ 3 ในระบบเลขฐานสิบ และทําเชนนี้
สําหรับจํานวนนับถัดไปเร่ือย ๆ โดยหลังจากการเพิ่มคาลงไปในแตละคร้ังจะมีตัวดําเนินการ 
(operator) อยูสองรูปแบบคือ 
ก. การสังวัตนาการ (convolution) คือการลดรูปของรูปแบบแทนจํานวนจากเลขโดดท่ีมีคา

ติดกัน จากสมการ 21 −− += nnn τττ  ซ่ึงทําใหรูปแบบแทนจํานวน 011  สามารถเปล่ียนเปน
รูปแบบแทนจํานวน 100  ไดซ่ึงมีคาเทากันทุกประการ 

ข. การคลายคา (devolution) คือการขยายรูปของรูปแบบแทนจํานวนจากเลขโดดตัวเดียวเปน
เลขโดดท่ีมีคาติดกันแทน จากสมการ 21 −− += nnn τττ  ซ่ึงทําใหรูปแบบแทนจํานวน 100  
สามารถเปล่ียนเปนรูปแบบแทนจํานวน 011 ได 

จากตัวดําเนินการดังกลาว ทําใหสามารถลดรูปจาก 11.01  ไปเปน 100.01 ไดซ่ึงมีคา
เทากับ 3 เชนกัน 3211101.100 22 =+−+=+= − ττττ  ซ่ึงรูปแบบแทนจํานวนหลังการจัดนี้เรียกวา 
รูปแบบแทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุด (minimal form) ท้ังนี้การจัดรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนนี้
สามารถจัดในรูปแบบท่ีมีเลขโดดท่ีไมมีคาติดกันได หรือสามารถเรียกวาอยูในรูปแบบแทนจํานวน
ท่ีมากท่ีสุด (maximal form) โดยเราสามารถอาศัยหลักการนี้ในการสรางระบบจํานวนของเลข
จํานวนเต็มไดท้ังหมดโดยมีกฎพื้นฐานสองขอ ไดแก 
ก. เปล่ียนใหอยูในรูปแบบแทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดทุกคร้ัง 
ข. ถาท่ีตําแหนงท่ี 0τ มีเลขโดดท่ีมีคา 1 อยูใหทําการกําจัดโดยการทดไปดานหลัง เร่ิมจากการ

ตรวจสอบในตําแหนง 2−τ วามีเลขโดดท่ีมีคาอยูหรือไม (เนื่องจากตอนนี้อยูในรูปแบบ
แทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดซ่ึงจะไมมีเลขโดดท่ีมีคาท่ีติดกันอยูทําใหไมจําเปนตองตรวจสอบ
ในตําแหนงท่ี 1−τ ) ถาไมมีใหทําการคลายคาจากสมการ  21 −− += nnn τττ  ไดเปน 1.00 มา
เปน 0.11 ถาท่ีตําแหนง 2−τ มีเลขโดดท่ีมีคาอยู ก็ใหทําการตรวจสอบท่ีตําแหนง 4−τ วามี
เลขโดดท่ีมีคาอยูหรือไม เพื่อคลายคาเลขโดดที่มีคาท่ีตําแหนง 2−τ  ไปกอนแลวจึงทําการ
คลายคาของเลขโดดท่ีมีคาของตําแหนง 0τ  ทําเชนนี้ไปเร่ือย ๆ จนกวาจะสามารถกําจัดเลข
โดดท่ีมีคาท่ีตําแหนงท่ี 0τ  แตถารูปแบบแทนจํานวนนั้นเปน 1.010101010101... ใหทํา
รูปแบบแทนจํานวนเปล่ียนเปน 10.0000000... 

2.7.1 การบวกในระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน 

การบวกในระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมนนั้น ใชวิธีคลายกับการ
สรางรูปแบบแทนจํานวนท่ีไดกลาวไวขางตน โดยใชอัลกอริทึมตามกฏการสังวัตนาการและการ
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คลายคาในการจัดตําแหนงของเลขโดดท่ีมีคา เพื่อใหเลขโดดท่ีมีคาไมตรงกันและไมติดกันเพื่อให
อยูในรูปแบบแทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุด ดังตัวอยางตอไปนี้ 

ตัวอยางท่ี 2.2 ทําคํานวณทางคณิตศาสตรการบวก 9+6 = (10010.0101+1010.0001) ในระบบ
จํานวนอตรรกยะของเบิรกแมน 

วิธีทํา  ในการคํานวณจะใชรูปภาพเพื่องายตอการอธิบายการบวกดังนี้  (แสดงในรูปท่ี 2.2 โดยเสน
หนาคือตําแหนงของจุดทศนิยมในรูปแบบแทนจํานวน) จากรูปท่ี 2.3 จะเห็นวา 4τ และ 3τ ท้ังคูมีคา
ใหเราสามารถสังวัตนาการได จากน้ันจะเห็นวาไมมีจุดท่ีเราจะทําการสังวัตนาการอีก ทําใหเราตอง
ใชคุณสมบัติอีกประการของระบบจํานวนนี้ก็คือการคลายคาโดยเราจะทําการคลายคาท่ีตําแหนง 1τ

ได ดังรูปท่ี 2.4 จะเห็นวาเราสามารถทําการสังวัตนาการไดสองชุดดวยกัน ดังรูปท่ี 2.5 และ 2.6 
จากนั้นจึงทําการคลายคาอีกคร้ังท่ีตําแหนง 4−τ ดังรูปท่ี 2.7 และจึงทําการสังวัตนาการอีกคร้ัง ดังรูป
ท่ี 2.8 จะเห็นวา ไมมีเลขโดดท่ีมีคาท่ีตรงกันและอยูติดกันอีก จึงไดคําตอบเปนรูปแบบแทนจํานวน
ท่ีนอยท่ีสุด  

 
รูปท่ี 2.2 รูปแบบแทนจํานวนกอนการบวก 

 

 
รูปท่ี 2.3 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากสังวตันาการท่ี 4τ และ 3τ  

 

 
รูปท่ี 2.4 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากคลายคาท่ีตําแหนง 1τ  

 

 
รูปท่ี 2.5 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากสังวตันาการท่ีตําแหนง 1τ และ 0τ  
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รูปท่ี 2.6 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากสังวตันาการท่ีตําแหนง 1−τ และ 2−τ  

 

 
รูปท่ี 2.7 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากคลายคาท่ีตําแหนง 4−τ  

 

 
รูปท่ี 2.8 รูปแบบแทนจํานวนหลังจากสังวตันาการท่ีตําแหนง 4−τ และ 5−τ  

ผลลัพธของการคํานวณเปน (100101.001001) = 15 

  □ 

จากการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตของระบบจํานวนนี้แสดงใหเห็นวาการสังวัตนาการและการ
คลายคาเปนสวนสําคัญท่ีทําใหสามารถทําการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตได ซ่ึงท้ังการสังวัตนา
การและการคลายคาจะทําการคํานวณเม่ือไมสามารถทําการคํานวณตอไปไดแตยังคงมีเลขโดดท่ีมี
คาของรูปแบบแทนจํานวนที่มาทําการคํานวณท้ังสองตรงกันอยู ซ่ึงท้ังสองกระบวนการนี้เปนการ
ทํางานท่ีตองข้ึนอยูกับจํานวนท่ีนํามาทําการคํานวณเปนสําคัญ  

 

2.8 ระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล (Ternary Mirror-symmetrical 
number system)  

ในป ค.ศ. 2001 อเล็กซี สแตกฮอฟ ไดนําเสนอระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมท-
ริกคอล [2-4] ซ่ึงไดมาจากการพัฒนาจากระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน ซ่ึง
ระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล ไดใชพื้นฐานของระบบจํานวนแบบซ้ําซอนมา
ประยุกตใชโดยทําการเพ่ิมชุดเลขโดดจากเดิม { }1,0 มาเปน { }1,0,1  และทําการแปลงผันจากระบบ
จํานวนฐานเศษสวนอตรรยกะของเบิรกแมนท่ีอยูในรูปแบบแทนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดโดยใชกฎใน
การแปลงผันตามสมการ (2.5)  

  11 −+ −= kkk τττ  (2.5) 
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โดยกฏการแปลงผัน จะใชเฉพาะเลขโดดท่ีตําแหนง τ  มีกําลังเปนค่ีเทานั้น จะไดผลดังรูปท่ี 2.9 

 
รูปท่ี 2.9 การแปลงผันจากระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมนไปสูระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

ตัวอยางท่ี 2.6 การแปลงผันรูปแบบแทนจํานวน 5 = (1000.1001) จากระบบจํานวนฐานเศษสวน  
อตรรกยะของเบิรกแมนไปสูระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

วิธีทํา แสดงดังรูปท่ี 2.10 

 

 
รูปท่ี 2.10 ตัวอยางการแปลงผัน 

ผลลัพธของการแปลงผันจะไดวา 5 = (1000.1001) = )0110.01110(  

  □ 

จากตัวอยางท่ี 2.6 จะเห็นวารูปแบบแทนจํานวนท่ีไดจากการแปลงผันนั้นอยูในรูปท่ีมีคุณสมบัติการ
สะทอนและผลจากการแปลงผันทุกคร้ังจะทําใหเกิดผลอีกอยางตอการแทนคือ ท่ีตําแหนง τ มีกําลัง
เปนค่ีนั้นมีคาเปน 0 เสมอ จึงไดทํานิยามรูปแบบแทนจํานวนใหมดังสมการ (2.6) 

  i

alli
idX 2τ∑=  (2.6) 

โดยท่ี di เปนชุดจํานวนของ { }1,0,1  ทําใหจัดรูปใหมออกมาดังรูปท่ี 2.11 

 
รูปท่ี 2.11 ตัวอยางรูปแบบแทนจํานวนของเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  

จากรูปท่ี 2.11 สรุปไดวา 5 = )0110.01110(  = (111.11)  ซ่ึงจะเห็นไดวารูปแบบการแทนสําหรับทุก
จํานวนเต็มนั้นจะมีคุณสมบัติการสะทอนเสมอ โดยระบบจํานวนฐานเศษสวนอตรรยกะของ       
เบิรกแมนและระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลน้ันไดถูกใชงานในสวนของการแปลง
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คาระหวางคาดิจิตตอลกับคาอนาล็อค (digit to analog converter, DAC และ analog to digit 
converter, ADC) [11-12] 

 

2.8.1. การบวกและการลบในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  

การดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 
จะมีความแตกตางจากระบบจํานวนฐานสอง คือการทดของสายการทดจากสมการ (2.7) 
 )1(22)1(222 −+ +−= kkkk ττττ  (2.7) 
จาก สมการ (2.7) สายการทดของระบบจํานวนนี้ทําการทดท้ังไปทางดานหนาและไปทางดานหลัง
ซ่ึงสามารถสรุปไดเปนตารางท่ี 2.4 
 
 ตารางท่ี 2.5 รูปแบบการบวกของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  
 

ka  

kb  
010  000  010  

010  111  010  000  

000  010  000  010  

010  000  010  111  

 
โดยท่ี ka  และ kb  คือคาเลขโดดตําแหนง kτ  ใด ๆ ท่ีนํามารวมกัน สามารถนําไปใชกับการบวกได 
ดังรูปท่ี 2.12 

 
รูปท่ี 2.12 การบวกของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  

ในสวนของการคํานวณลบทําไดโดยการแปลงผันเลขโดดท่ีมีคา 1 เปนเลขโดดท่ีมีคา
เปน 1  และเปล่ียนเลขโดดท่ีมีคาเปน 1  มาเปนเลขโดดท่ีมีคา 1 แทนและจึงทําการคํานวณบวกตาม
ตารางท่ี 2.4 ดังรูปท่ี 2.13 
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รูปท่ี 2.13 การลบของระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  

ซ่ึงในการคํานวณบวกและลบในระบบจํานวนนี้นั้นรูปแบบท่ีเลวรายท่ีสุด (worst case) 
ของการคํานวณนั้นจะเปนการคํานวณในแบบลําดับ ดังแสดงในตัวอยางท่ี 2.7 

ตัวอยางท่ี 2.7 ทําการคํานวณการบวกในระบบจํานวนเทอนาร่ี มลิเลอร ซิมเมทริกคอลระหวาง
รูปแบบแทนจาํนวน 11 = (0111.110) และ 1 = (0001.000) 

วิธีทํา สามารถแสดงไดดังรูปท่ี 2.14 

 
รูปท่ี 2.14 รูปแบบท่ีเลวรายท่ีสุดของการบวกในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

จากรูปท่ี 2.14 เปนการบวกของรูปแบบแทนจํานวนระหวาง 11 = (0111.110) และ 1 = (0001.000) 
ซ่ึงไดผลลัพธออกมาเปน ( )12 1101.011=  จะเห็นไดวาผลของการบวกนั้นสรางตัวทดท่ีกระจาย

ออกไปเร่ือย ๆ ซ่ึงทําใหสรุปไดวา การคํานวณการบวกและลบในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร    
ซิมเมทริกคอลแทจริงแลวนั้นยังคงอยูในแบบลําดับ 

  □ 
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2.8.2. การคูณในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

การคูณในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลนั้นคลายกับการคูณของระบบ
เลขฐานสอง โดยที่ผลการคูณในแตละคร้ังจะกระจายออกโดยยึดตําแหนง τ0 เปนจุดศูนยกลาง เปน
การดังรูปท่ี 2.15 เปนการแสดงข้ันตอนการคูณระหวาง ( ) ( )6 2 101.01 11.1 1101.011 12− × = × = =−  

 
รูปท่ี 2.15 ข้ันตอนการคูณ ในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

2.8.3. การหารในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

การหารในระบบจํานวนนี้ ทําไดโดยในการหารแตละคร้ังจะยึดท่ีตําแหนง τ0 เปนหลัก 
และนําผลหารที่ไดท้ังหมดมารวมกันภายหลัง โดยจะแสดงใหเห็นในตัวอยางของการหาร 

( ) ( )24 2 110 1.011 1 1.1 1 101.0 11 12÷ = ÷ = =  ดังรูปท่ี 2.16 และ รูปท่ี 2.17 
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รูปท่ี 2.16 การหารของระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล  
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รูปท่ี 2.17 การนําผลหารมารวมกันในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

 
เนื่องจากระบบจํานวนนี้มีรากฐานมาจากระบบจํานวนเศษสวนอตรรกยะของเบิรกแมน ทําให
ระบบจํานวนนี้ไมสามารถที่จะหารเลขเปนเศษสวนได ซ่ึงถาทําการหารแลวรูปแบบแทนจํานวนจะ
เสียคุณสมบัติการสะทอนกลายเปนระบบจํานวนท่ีมีการแทนไมรูจบ (infinite representation) 
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บทที่ 3 
 

ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่และอัลกอริทึมการคํานวณบวก ลบและคูณแบบขนาน 
 

ในบทนี้จะกลาวถึง การนิยามระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีซ่ึงถูกพัฒนาข้ึนมาจากระบบ
จํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริกคอล รวมท้ังอัลกอริทึมการแปลงจากระบบจํานวนเต็มใด ๆ 
พรอมท้ังบทพิสูจน และอัลกอริทึมการคํานวณบวก ลบและคูณแบบขนานพรอมท้ังบทพิสูจนการ
ทํางาน 
 

3.1 ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ (Half ternary number system) 
จากเดิมท่ีระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลท่ีมีคุณสมบัติของการสะทอน 

ไดใชเลขโดดในรูปแบบแทนจํานวนท่ีเหมือนกันแตกลับดานกัน ทําใหเกิดแนวคิดท่ีจะทําการลด
จํานวนของเลขโดดท่ีซํ้าซอนกันออกไป จึงใชแนวคิดในการนิยามระบบจํานวนข้ึนมาใหมโดย
แสดงรูปแบบแทนจํานวนท่ีมีขนาดเล็กลง ซ่ึงสงผลใหใชทรัพยากรในการจัดเก็บรูปแบบแทน
จํานวนนอยลง 
 
นิยามที่ 3.1 ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีหมายถึงระบบจํานวนท่ีมีฐานมีคาเปน nn 22 −+ττ  โดย
รูปแบบของการแทนคาจํานวนเต็ม X สามารถเขียนไดดังนี้ 

 ( ) 0
0

1

22 τττ ddX
i

ii
i ++= ∑

=

−  (3.1) 

โดยท่ี φτ = , { }1,0,1, 0 ∈ddi  
จากนิยามบท 3.1 ทําใหเราสามารถสรางระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีได โดยมีรูปแบบแทนจํานวนท่ี
มีคาเชิงตัวเลข (numerical value) เทากับระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล เห็นไดชัดวา 
ระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่มีความสมบูรณ จํานวนเต็มทุกจํานวนสามารถหารูปแบบแทนจํานวน
ในระบบนี้ได ดังตัวอยางท่ี 3.1 
ตัวอยางท่ี 3.1 จํานวนเต็ม 20 สามารถหารูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีได และ
เม่ือแทนคากลับจะไดคาออกมาไดดังนี้ 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0224466 110120 τττττττ ×−++×++×++×= −−−  
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3.2 การแปลงจากจํานวนเต็มใหอยูในรูปแบบการแทนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 

ในการแปลงผันจํานวนเต็มใหอยูในรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฮาลฟ 
เทอนาร่ี จะใชอัลกอริทึมเชิงละโมบ (greedy algorithm) ในการหารูปแบบการแทน จะใชวิธีการ
คํานวณคาของหลักแตละหลักและคาขอบเขตที่หลักนั้น ๆ สามารถแสดงคาได โดยคาของหลักแต
ละหลักและคาของเขตน้ันสามารถคํานวณไดดังนี้ 
จากนิยามท่ี 3.1 ทําใหสามารถหาคาของหลักแตละหลัก iX ใด ๆ ไดจากสมการ 

( ) 0:22 >+= − iX ii
i ττ และ 00

0 == τX  
โดยท่ี φτ =  , จํานวนเต็ม i  คือหลักใด ๆ ในการแทนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี  

สวนการหาคาขอบเขตท่ีหลักนั้น ๆ สามารถแสดงคาไดนั้น กลาวคือเปนผลรวมของ 

iX  ใด ๆ จนถึง 0X  ซ่ึงสมการเขียนไดเปนสมการดังนี ้

 ( ) 0

1

22 τττ ++∑
=

−
n

i

ii  (3.2) 

โดยท่ี φτ = , จํานวนเต็ม i  คือหลักใด ๆ ในการแทนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีและจํานวน
เต็ม n  คือหลักใด ๆ ท่ีตองการหาคาขอบเขต ดังแสดงในตัวอยางท่ี 3.2 

ตัวอยางท่ี 3.2  หาคาขอบเขตในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีของหลักท่ี 4 
วิธีทํา  จากสมการ (3.1) สามารถแทนคาไดเปน 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0224466880
4

1

22 ττττττττττττ ++++++++=++ −−−−

=

−∑
i

ii  

 761371847 =++++=  
 
ซ่ึงก็คือคาขอบเขตในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีของหลักท่ี 4 มีคาเทากับ 76 นั่นเอง 
 □ 

จากตัวอยางท่ี 3.2 จะเห็นไดวา การคํานวณคาขอบเขตน้ันจําเปนท่ีจะตองเก็บคาของ
หลักแตละหลักไวเสมอทําใหส้ินเปลืองทรัพยากรอยางมากมาย ดังนั้นจึงไดนําสมการ (3.2) มาจัด
รูปใหมดงันี้ 

 ( ) 0

1 1

220

1

22 ττττττ ++=++ ∑ ∑∑
= =

−

=

−
n

i

n

i

ii
n

i

ii   (3.3) 

จะเห็นไดวาการคํานวณคาขอบเขตแตละคร้ังนั้นจําเปนตองคํานวณคาประจําหลักทุกหลักและนํามา
รวมกันซ่ึงใชเวลาในการคํานวณสูงและมีความยุงยาก ดังนั้นจากความรูเร่ืองอนุกรมเรขาคณิต เรา
สามารถสรางสูตรอยางงายไดดังนี้ 
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จาก nn aaaaS ++++= …321  จะไดสองสมการท่ีเปนจริงดังตอไปนีใ้นรูปของ a1, n, r ดังนี ้

 1
1

2
111

−++++= n
n rararaaS …   

 n
n rararararS 1

3
1

2
11 ++++= …   

นําสมการ (3.3) และ (3.4) มาหักลางกันจะได 

  n
nn raarSS 11 −=−  

 ( ) ( ) ( )nn
n raarSr −=−=− 111 11  (3.4) 

ดังนั้นจะไดวา ( ) ( )
1

1
1
1 11

−
−

=
−
−

=
r
ra

r
ra

S
nn

n โดยท่ี คาของ 1≠r นํามาแทนสมการ (3.3) จัดรูปใหมได 

   ( ) ( ) 0
2

22

2

22

1
1

1
1 τ

τ
ττ

τ
ττ

+
−

−
+

−

−
=

−

−− nn
 

( ) ( ) 022 1618.01618.1 τττ +−+−= − nn  

   022 618.0...618.0...618.1618.1 τττ +×−+−×= − nn  
จาก 10 =τ  จัดรูปใหมได 

11 212 +×−−×= −− nn ττττ  
 nn 212 −− ×−×= ττττ  
จาก n2−τ  ท่ี n ใด ๆ มีคานอยมากทําใหสามารถตัดท้ิงได 

 ( ) ( )⎣ ⎦n
n

i

ii 20

1

22 τττττ =++∑
=

− ,  (3.5) 

โดยท่ี 0≠n  จากสมการ (3.5) ทําใหเราสามารถหาคาขอบเขตได โดยคํานวณจากคาหลักแตละหลัก
เทานั้น ซ่ึงทําใหมีความรวดเร็วในการคํานวณยิ่งข้ึน ดังแสดงในตารางท่ี 3.1 

 ตารางท่ี 3.1 คาหลักและคาขอบเขตของหลักท่ี n ใด ๆ ในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

n nn
iX 22 −+= ττ  ( ) ( )⎣ ⎦n

n

i

ii 20

1

22 τττττ =++∑
=

−  

0 1 - 

1 3 4 

2 7 11 

3 18 29 

4 47 76 

5 123 199 

6 322 521 

7 843 1364 

8 2207 3571 

9 5778 9349 

10 15127 24476 
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หลังจากไดกลาวถึงการหาคาหลักและคาขอบเขตแลว จะขอกลาวถึงอัลกอริทึมการแปลงผันจํานวน
เต็มใหอยูในรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ดังอัลกอริทึมท่ี 3.1 

 
อัลกอริทึมท่ี 3.1 อัลกอริทึมการแปลงจํานวนเต็มใหอยูในรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวน
ฮาลฟ เทอนาร่ี 
Input: Integer X  
Output: ( )021 yyyyY jjj …−−=  
 
begin 
 all 0←iy  where (j ≥ i ≥ 0) 
 while ( )0≠X  do 
 Find minimum integer n that ( )⎣ ⎦ Xn ≥2ττ  
 If  0>X do  

  1←nY  
  ( )nnXX 22 −+−← ττ  
 else 

  1←nY  
  ( )nnXX 22 −++← ττ  
 enddo 
 enddo 
end. 
 
เพื่อใหเขาใจในการทํางานของอัลกอริทึมท่ี 3.1 มากข้ึน จึงขอยกตัวอยางการทํางานดังแสดงใน
ตัวอยางท่ี 3.3 
ตัวอยางท่ี 3.3 หารูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 25 ในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
ให X = 25, All yi  = 0 
รอบท่ี 1 
หา n ท่ีนอยท่ีสุดท่ีสอดคลองกับอสมการ ( )⎣ ⎦ Xn ≥2ττ  
ได n = 3 และ X > 0 ดังนั้น 13 ←y  
หักลบคา X กับคาประจําหลัก ( ))3(2)3(2

3
−+= ττZ  = 18 

นํา X - Z3 = 7 = 'X  ซ่ึง 'X  ≠ 0 จึงดําเนินการตอ 
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รอบท่ี 2 
ได n = 2 และ 'X  > 0 ดังนั้น 12 ←y   
หักลบคา X กับคาประจําหลัก Z2 = 7 
นํา X - Z1 = 0 = ''X  ซ่ึง ''X  = 0 จึงหยุดการทํางาน 
โดยอัลกอริทึมขางตนจะไดรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ของจํานวนเต็ม 25 
เปน ( )1100   
 □ 
 
การพิสูจนผลทํางานของอัลกอริทึม 

ในท่ีนี้จะทําการพิสูจนอัลกอริทึมโดยการแสดงวา รูปแบบแทนจํานวนท่ีไดจาก
อัลกอริทึมนั้น (โดยท่ี yn ทุกตําแหนงมีคาเปนสมาชิกใน { }1,0,1  เสมอ) มีคาเชิงตัวเลขเทากับคา
จํานวนเต็มเร่ิมตนเสมอ จากการพิจารณาอัลกอริทึมจะพบวา หลักการทํางานนั้นใชการวนซํ้า 
(recursive) โดยหา n ท่ีสอดคลองกับสมการ 

( )2n
nY Xτ τ⎢ ⎥= ≥⎣ ⎦

 

และนําคา n ท่ีไดมาคํานวณคาตามสมการ 

10 1nX Z X− =  
แลวจึงนํามาวนซํ้า หาคา n ใหมและคํานวณตอไป จนไดสมการดังนี้ 

21 2nX Z X− =  

32 3nX Z X− =  

#  
1

0
ii nX Z
+

− =  
ซ่ึงเม่ือนําสมการท้ังหมดมารวมกันจะได 
 

1 2 3 10 .......
in n n nX Z Z Z Z
+

= + + + +  (3.6) 
ทําใหสามารถสรุปไดวาคา Zn ใด ๆ ท่ีไดจากอัลกอริทึมเม่ือนํามารวมกันจะมีคาเทากับ X0 หรือ
กลาวคือจํานวนเต็มต้ังตนเสมอ  
ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
 

3.3 การบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 
จากการศึกษาระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอล จะพบวาการคํานวณของ

ระบบจํานวนนี้มีวิธีการคํานวณท่ีแตกตางจากระบบจํานวนอื่น ๆ กลาวคือระบบจํานวนนี้การ
คํานวณจะเกิดตัวทดข้ึนในสองทิศทางไปท้ังขางหนาและขางหลัง ทําใหการคํานวณท่ีแทจริงของ
ระบบจํานวนนี้ยังอยูในรูปแบบของการประมวลผลแบบลําดับ ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงไดเสนอ
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อัลกอริทึมการคํานวณบวก ลบแบบขนาน (โดยการคูณจะกลาวถึงในหัวขอถัดไป) โดยในการ
สรางอัลกอลิทึมในการคํานวณบวก ลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่นี้ ไดใชการ
ประยุกตจากแนวคิดของสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน โดยแบงแยกออกมาเปนสองสวนคือ การ
สรางรูปแบบท่ีเปนไปไดท้ังหมดของเลขโดดแตละตัวจากนั้นจึงมาทําการผสานแบบตอเนื่องจนได
คําตอบท่ีถูกตอง 

โดยการอธิบายอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ 
เทอนาร่ีนี้ จะแยกออกเปนสองสวนคือการสรางรูปแบบของเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง
จากเลขโดดท่ีทําการแปลงและการผสานรูปแบบของเลขโดด 3 ตําแหนงนั้นอยางตอเนื่องจนได
คําตอบท่ีถูกตอง 

 

3.3.1 การสรางรูปแบบเลขโดดซ้ําซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง 
จากการประยุกตแนวคิดจากสถาปตยกรรมการคํานวณแบบทําควบคูกัน ทําใหเราตอง

สรางรูปแบบท่ีเปนไปไดของการเกิดการทดออกมากอน เพื่อเปนจุดเร่ิมในการคํานวณความเปนไป
ไดของตัวทดท่ีจะสงผลถึงเลขโดดในตําแหนงเลขช้ีกําลังถัดไปทั้งหนาและหลัง ยังผลใหสามารถ
สรางออกมาเปนคําตอบท่ีถูกตองไดโดยไมจําเปนตองรอผลของตัวทดอีก ซ่ึงก็คือการคํานวณแบบ
ขนานนั่นเอง โดยทําการสราง ดังรูปท่ี 3.1 

 

 
รูปท่ี 3.1 การแปลงจากเลขโดดมาสูรูปแบบเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง 

 
โดยเร่ิมแรก จําเปนท่ีจะตองทําการรวมคาของรูปแบบแทนจํานวนที่จะทําการคํานวณโดยทําการ
รวมคาในแตละตําแหนงออกมากอน โดยจะไดรูปแบบการแทนท่ีมีเลขโดดท่ีเปนสมาชิกใน 
{ }2,1,0,1,2  แลวจึงทําการแปลงผันตามรูปแบบท่ีแสดงในรูปท่ี 3.1 โดยในแตละคอลัมภจะแสดงถึง
รูปแบบเลขโดดท่ีซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนงท่ีจะสรางได โดยตําแหนงซาย, ขวาคือตัวทดท่ีมี
ผลไปยังตําแหนงเลขช้ีกําลังถัดไปซายและขวาตามลําดับ และเลขโดดตําแหนงกลางคือเลขโดด
ตําแหนงเดิมท่ีมีผลอันเนื่องมาจากการเกิดตัวทดซายและขวา โดยจะทําการพิสูจนวาหลังการแปลง
คาท่ีไดนั้นมีคาเชิงตัวเลขเทากันกับเลขโดดกอนการแปลงเสมอ โดยต้ังเปนทฤษฏีดังนี้ 
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บทตั้งท่ี 3.1 การแปลงเลขโดดท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2  ไปสูรูปแบบแทนจํานวนเลขโดด 3 หลัก
อันเกิดจากกฏการแปลงดังรูปท่ี 3.1 นั้นจะมีคาคงเดิมเสมอ 
พิสูจน : ในการพิสูจนบทตั้งท่ี 3.1 นั้นจะใชคาในรูปแบบแทนจํานวนตามสมการเพื่อพิสูจนวา
หลังจากการแปลงแลวคายังคงเดิม โดยนิยามวาการแปลงจากเลขโดดต้ังตนใด ๆ a ท่ีมีสมาชิกเปน 
{ }2,1,0,1,2  ไปสูรูปแบบแทนจํานวนเลขโดด 3 หลัก bcb มีการเปล่ียนคาตามสมการ 
 bcba ++= 242 τττ  (3.7) 

โดยท่ีกฏการแปลงนั้นจะมีการบังคับให b นั้นเปนสมาชิกใน { }1,0,1  เสมอ โดยการพิสูจนจะถูกแบง
ออกเปน 5 กรณีดังนี้ 
กรณีท่ี 1 : a = 2  
 2222 τττ −−=−  
 01222 ττττ −−−=−  
 0322 τττ −−=−  
 220322 τττττ −+−−=−  
 022322 τττττ −+−−=−  
 12 242 −+−=− τττ  
กรณีท่ี 2 : a = 1  
 2222 ττττ +−−=−  
 20122 τττττ +−−−=−  
 0232 ττττ −+−=−  
 220232 ττττττ +−−+−=−  
 220232 ττττττ +−−+−=−  
 12 242 −+−=− τττ  

กรณีท่ี 3 : a = 0 มีสองรูปแบบ ไดแก 
 222220 τττττ ++−−=  
 220232 20 ττττττ +−−+−=  
 130 242 −+−= τττ  

และสวนกลับคือ 
 130 242 +−= τττ  

กรณีท่ี 4 : a = 1 
 2222 ττττ −+=  
 20122 τττττ −++=  
 222032 ττττττ −+−+=  
 12 242 +−= τττ  

กรณีท่ี 5 : a = 2 
 2222 τττ +=  
 01222 ττττ ++=  
 220322 τττττ −++=  
 12 242 +−= τττ  
ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
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3.3.2 การผสานรูปแบบเลขโดดซ้ําซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนง 
ในสวนนี้จะอธิบายถึงการผสานรวมรูปแบบเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 ตําแหนงท่ี

ไดทําการสรางไวในหัวขอท่ี 3.4.1 จะทําการผสานตามตําแหนงเลขโดดท่ีทําการแปลงเปนสําคัญ 
โดยจะผสานจากตําแหนงท่ีใกลกันเขาดวยกันทีละคูไปเร่ือย ๆ จนสามารถสรางรูปแบบที่มีความ
เปนไปไดวาจะเปนคําตอบท่ีถูกตองไวและทําควบคุมไมใหทําการสรางรูปแบบแทนจํานวนท่ีไม
สามารถนําไปสูคําตอบไดโดยการใชกฏการผสานท่ีจะกลาวถึงในภายหลัง ในท่ีนี้จะทําการอธิบาย
ลักษณะของการผสานอันเปนแกนหลักของการคํานวณบวกและลบแบบขนานกอน 

การผสานคือการนําเลขโดดที่ตําแหนงขอบและรองขอบของรูปแบบแทนจํานวนเลข
โดด 3 หลัก (และขอบของรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดจากหลังการผสานรวมในแตละข้ัน) ท่ีอยูติดกัน
มารวมกันแบบขนานหลักตอหลักโดยไมมีการสงตัวทดออกมา ดังรูปท่ี 3.2 

 
รูปท่ี 3.2  ลักษณะการผสานของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบและรองขอบของรูปแบบการแทนจํานวน 

 
จากรูปท่ี 3.2 สวนบนแสดงถึงตําแหนงขอบและรองขอบของรูปแบบแทนจํานวนท่ี

เปนเลขโดด 2 หลักขอบสุดทางดานขวา X = d1d2d3…x1c1 ตามลําดับ และสวนลางแสดงถึง
ตําแหนงขอบและรองขอบของรูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนเลขโดด 2 หลักขอบสุดทางดานซาย Y = 

c2x2… e3e2e1 ตามลําดับ การผสานจะเปนการรวมคาของ x1 + c2 และ x2 + c1 ภายใตกฎการผสาน
ดังนี้ 
 22 121 −−≥≥+− cxc  (3.8) 
และ 22 212 −−≥≥+− cxc  (3.9) 
ซ่ึงจะเห็นไดวาจากกฏการผสานเปนการบังคับใหการรวมคาของ x1 + c2 และ x2 + c1 นั้น ทําให
เลขโดดท่ีไดหลังจากการผสานตองเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2  และรวมถึงหลังทําการผสานจะทําการ
ตรวจสอบเลขโดดทุกตัวท่ีไมใชตําแหนงขอบสองหลักซายและขวาในรูปแบบแทนจํานวนวาเปน
สมาชิกใน  { }1,0,1  เทานั้นอีกดวย 
 

3.3.3 อัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 
เม่ือนําแนวคิดท้ังหมดท่ีไดกลาวในหัวขอท่ี 3.4.1 และ 3.4.2 มาทําการรวมกันจะ

สามารถสรางการคํานวณเชิงคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีได
ตามทฤษฏีบทดังนี้ 
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ทฤษฏีบทท่ี 3.1 
การบวกและการลบของรูปแบบแทนจํานวนสองรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ   
เทอนาร่ีนั้นสามารถท่ีจะทําไดในการคํานวณแบบขนาน 
 
การพิสูจน : ในการพิสูจนนัน้ ผูวิจยัขอเสนออัลริทึมในการคํานวณบวกและลบแบบขนานพรอมท้ัง
การพิสูจนความถูกตอง 
 
อัลกอริทึมท่ี 3.2 อัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี  
Input: ( ) 2021 τxxxxX nnn …−−= , 

 { }2,1,0,1,2=∈Dxi  
Output: ( ) 2011 τyyyyY nnn …−+= , 
 { }1,0,1=∈ Eyi  where YX =  
begin 
//Convert each digit to redundancy 3-digit forms 
for each i (0 ≤ i ≤ n) 
case 2=ix  do 
 ( ) 0201 ←

−+
iii xxx ; 

 ( ) 1112 ←
−+
iii xxx ; end; 

case 1=ix  do 
 ( ) 0101 ←

−+
iii xxx ;  

 ( ) 1212 ←−+
iii xxx ; end; 

case 0=ix  do 
 ( ) 0001 ←

−+
iii xxx ; 

 ( ) 1312 ←−+
iii xxx ; 

 ( ) 1313 ←
−+
iii xxx ; end; 

case 1=ix  do 
 ( ) 0101 ←

−+
iii xxx ; 

 ( ) 1212 ←−+
iii xxx ; end; 

case 2=ix  do  
 ( ) 0201 ←

−+
iii xxx ; 

 ( ) 1112 ←−+
iii xxx ; end; 

enddo; 
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//Merge algorithm 
 2←m ; 
 while nm <  do 
  for ( )mlllnl −←>← ;1;  do 
   for all a and b  
    if boundary digits satisfy the merging rules do 
    for all possible a, b do 
    ( ) ( )alabl xx ++ ← ; 
    all ( ) ( )aiabi xx ← ; 
   ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

bmlamlabml xxx +
−−+−+ +← 2/2/12/1 ; 

   ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
amlbmlabml xxx −

−+−− +← 2/12/2/ ; 

    all ( ) ( )biabi xx ← ; 
    ( )( ) ( )( )

bmlabml xx −
−+

−
−+ ← 11 ; 

    if all digits that are not the boundary digit { }2, 2∈  do delete the representation; 

   enddo; 
  enddo; 
  2×← mm ; 
 enddo. 
//Merge with X0 
for all a and b  
 if boundary digits satisfy the merging rules do 
  for all possible a, b 
  ( ) ( )anabn xx +

+ ←1 ; 
  for each j (n > j > 1) 
   all ( ) ( )aiabi xx ← ; 
  end; 
  ( ) ( ) ( )baab xxx ++← 011 ; 
  ( ) ( ) ( )baab xxx 010 2 +← − ; 
  if all digits that are not the boundary digit { }2, 2∈  do delete the representation; 

 end; 
end; 
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//digit checking process 
 for all representation do 
  if digit set in { }1,0,1  do 
   ( ) 2011 τyyyy nnn …−+ ← ( )011 xxxx nnn …−+ ; 
  enddo; 
end. 
หรือสามารถอัลกอริทึมท่ี 3.2 ไดดังรูปท่ี 3.3 

 
รูปท่ี 3.3 อัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

 
การพิสูจนความถูกตองของอัลกอริทึมท่ี 3.2 จะแบงเปนสองสวนคือ การพิสูจนความ

สมเหตุสมผลจากการผสานตามกฏการผสานท่ีถูกใชในอัลกอริทึม และการพิสูจนความถูกตองของ
ผลลัพธท่ีไดจากอัลกอริทึม โดยจะเร่ิมจากการพิสูจนความสมเหตุสมผลของการผสานกอน 
 
การพิสูจนความสมเหตุสมผลของการผสาน 

จากรูปท่ี 3.3 เปนการแสดงวิธีการทํางานของอัลกอริทึม การทํางานจะเร่ิมจากการรวม
คาของรูปแบบแทนจํานวนสองรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะมาทําการบวกและลบกันหลักตอหลัก 
จากนั้นจึงมาทําการแปลงสูรูปแบบเลขโดดซํ้าซอนท่ีเปนไปได 3 หลักตามกฏการแปลงซ่ึงใน
ข้ันตอนนี้ไดทําการพิสูจนในบทตั้งท่ี 3.1 แลววาการแปลงนั้นยังคงมีคาคงเดิมอยู และตอมาจึง
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เร่ิมทําการผสานทีละคูของรูปแบบแทนจํานวนท่ีมีตําแหนงใกลเคียงกันเปนคู ๆ ภายใตกฎการ
ผสานซ่ึงเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลัก (ท้ังซายและขวา) ของทุกรูปแบบแทนจํานวน ในระหวาง
การทํางานของอัลกอริทึมไมสามารถท่ีจะรวมกับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักของทุกรูปแบบ
แทนจํานวนได ดังนั้นจึงจําเปนตองทําการพิสูจนวาการผสานสามารถที่จะเกิดข้ึนไดในทุกการ
ผสานอยางนอย 1 คร้ังเสมอเพ่ือนําไปสูคําตอบท่ีถูกตองตอไป 

เม่ือพิจารณาอัลกอริทึม 3.2 จะพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลัก (ท้ังซายและขวา) 
ท่ีถูกนํามาผสานกัน มีอยูดวยกัน 21 รูปแบบดวยกัน ( { }3,2,1,0,1,2,3, 21 ∈xx  และ { }1,0,1, 21 ∈cc ) ซ่ึง
แทจริงแลว เลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักท่ีเกิดข้ึนในอัลกอริทึมท่ี 3.2 นั้นจะไมปรากฏรูปแบบเลข
โดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักดังตอไปนี้ 

x = 3  กับ c = 1 , 
x = 2  กับ c = 1 , 
x = 1  กับ c = 1 , 
x = 1 กับ c = 1, 
x = 2 กับ c = 1, 

และ x = 3 กับ c = 1. 
เนื่องจากสมการการแปลงคาเลขโดดมาสูรูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนไปได 3 หลักดังนี้ 
 
 ,2 )1(22)1(22 −+ +−= iiii ττττ  (3.10) 
 ,22 )1(22)1(2222 −+ +−==− iiiiii ττττττ  (3.11) 
 ,3022 )1(22)1(2222 −+ +−==− iiiiii ττττττ  (3.12) 
 )1(22)1(22 30 −+ −+−= iiii ττττ  (3.13) 
 

โดยคาสัมประสิทธิของ τ2i และ τ2(i-1) คือคาของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ x และ c 
ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นไดวาคาของ x และ c นั้นแตกตางกันอยูอยางนอย 2 เสมอ ซ่ึงการจะ
เปล่ียนแปลงคาใหกลับมามีลักษณะเหมือนเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักท่ีกลาวมานั้น จําเปนท่ี
จะตองมีการเปล่ียนแปลงคาของ x หรือ c อยางนอย 2 ข้ึนไปในการผสานแตละคร้ังเพื่อท่ีจะทําให
เกิดเลขโดดท่ีตําแหนงขอบตามรูปแบบดังท่ีกลาวขางตน (การผสานมากสุดในตําแหนงหนึ่ง ๆ ของ
อัลกอริทึมนี้คือ 2 คร้ังซ่ึงหลังจากการผสาน 2 คร้ังแลวตําแหนงนั้นจะไมมีทางเปนเลขโดดท่ี
ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนใด ๆ อีก) แตการเปล่ียนแปลงคาตอการผสานแตละคร้ังนั้น
ไมเพียงพอตอการสรางใหเกิดเลขโดดท่ีตําแหนงขอบท่ีกลาวมาขางตน 6 รูปแบบได ดังนั้นจึงสรุป
ไดวารูปแบบของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักท่ีเกิดข้ึนในอัลกอริทึมนั้นเหลือเพียงแค 15 รูปแบบ
เทานั้น 
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ในข้ันตอไปของการพิสูจน จะทําการแบงกลุมของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักท่ี
เกิดข้ึนพรอมกันเสมอออกมาเปน 8 กลุมดวยกัน อันไดแก 
1. x = 2  กับ c = 1, x = 1 กับ c = 0 
2. x = 2 กับ c = 1 , x = 1  กับ c = 0 
3. x = 3  กับ c = 0, x = 0 กับ c = 1   
4. x = 3 กับ c = 0, x = 0 กับ c = 1 
5. x = 2  กับ c = 0, x = 1 กับ c = 1   
6. x = 2 กับ c = 0, x = 1  กับ c = 1 
7. x = 0 กับ c = 0, x = 3  กับ c = 1 
8. x = 0 กับ c = 0, x = 3 กับ c = 1   
 

จากขางตน กลุมท่ี 1 และ 2, กลุมท่ี 3 และ 4, กลุมท่ี 5 และ 6, กลุมท่ี 7 และ 8 เปนสวน
กลับของกันและกันซ่ึงการพิสูจนจะคลายกันเพียงแตกลับคาของทุกสมการเทานั้น ดังนั้นในการ
พิสูจนจะพิสูจนเพียงเฉพาะกลุมท่ี 1, 3, 5 และ 7 เทานั้น 

 

กลุมท่ี 1 
พิจารณาจากรูปแบบแทนจํานวน Y = ym…y0 2 1 เกิดข้ึน จะทําการพิสูจนวาจะมีรูปแบบแทน
จํานวน Z = zm…z010 เกิดข้ึนเสมอในระหวางการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
พิจารณาขอบของรูปแบบแทนจํานวน Y : y = y0 2 1 มีคาตามสมการ 
 )1(22)1(2

0 2 −+ +−= iiiyy τττ  (3.14) 

บวกดวยสมการ (3.11) ท่ีมีคาเปน 0 เสมอ จะไดสมการท่ีมีรูปดังนี้ 
 2( 1) 2 2( 1)

0 0i i iy z τ τ τ+ −= + +  (3.15) 
โดยสมการดานบนนั้นคือสมการเชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z010 แสดงใหเหน็วา
รูปแบบขอบท้ังสองจะเกดิข้ึนพรอมกันเสมอ  
 
กลุมท่ี 3 
พิจารณาจากรูปแบบแทนจํานวน Y = ym…y0 3 0 เกิดข้ึน จะทําการพิสูจนวาจะมีรูปแบบแทน
จํานวน Z = zm…z001  เกิดข้ึนเสมอในระหวางการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
พิจารณาขอบของรูปแบบแทนจํานวน Y : y = y0 3 0 มีคาตามสมการ 
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 )1(22)1(2
0 03 −+ +−= iiiyy τττ  (3.16) 

บวกดวยสมการ (3.11) ท่ีมีคาเปน 0 เสมอ จะไดสมการท่ีมีรูปดังนี้ 
 2( 1) 2 2( 1)

0 0i i iy z τ τ τ+ −= + −  (3.17) 
โดยสมการดานบนนั้นคือสมการเชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z001  แสดงใหเห็นวา
รูปแบบขอบท้ังสองจะเกดิข้ึนพรอมกันเสมอ 
 
 
กลุมท่ี 5 
พิจารณาจากรูปแบบแทนจํานวน Y = ym…y0 2 0 เกิดข้ึน จะทําการพิสูจนวาจะมีรูปแบบแทน
จํานวน Z = zm…z011  เกิดข้ึนเสมอในระหวางการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
พิจารณาขอบของรูปแบบแทนจํานวน Y : y = y0 2 0 มีคาตามสมการ 
 )1(22)1(2

0 02 −+ +−= iiiyy τττ  (3.18) 

บวกดวยสมการ (3.11) ท่ีมีคาเปน 0 เสมอ จะไดสมการท่ีมีรูปดังนี้ 
 2( 1) 2 2( 1)

0
i i iy z τ τ τ+ −= + −  (3.19) 

โดยสมการดานบนนั้นคือสมการเชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z011  แสดงใหเห็นวา
รูปแบบขอบท้ังสองจะเกดิข้ึนพรอมกันเสมอ 
 
กลุมท่ี 7 
พิจารณาจากรูปแบบแทนจํานวน Y = ym…y000 เกิดข้ึน จะทําการพิสูจนวาจะมีรูปแบบแทน
จํานวน Z = zm…z0 3 1 เกิดข้ึนเสมอในระหวางการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 
พิจารณาขอบของรูปแบบแทนจํานวน Y : y = y000 มีคาตามสมการ 
 )1(22)1(2

0 00 −+ ++= iiiyy τττ  (3.20) 

บวกดวยสมการ (3.11) ท่ีมีคาเปน 0 เสมอ จะไดสมการท่ีมีรูปดังนี้ 
 2( 1) 2 2( 1)

0 3i i iy z τ τ τ+ −= − +  (3.21) 
โดยสมการดานบนนั้นคือสมการเชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z0 3 1 แสดงใหเหน็
วารูปแบบขอบท้ังสองจะเกดิข้ึนพรอมกันเสมอ 
 
เนื่องดวยอัลกอริทึมในการคํานวณบวกและลบแบบขนาน จะทําการสรางรูปแบบแทนจํานวนท่ี
เปนไปไดท่ีจะนําไปสูคําตอบท่ีถูกตองท้ังหมด ภายใตขอจํากัดคือ ตําแหนงรองขอบ x จะตองเปน
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สมาชิกใน { }2,1,0,1,2  และตําแหนงขอบสุด c จะตองเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ดังนั้นรูปแบบแทน
จํานวนท่ีมีคาเทากันและมีคา x และ c ท่ีอยูภายใตขอจํากัดเหลานี้จะเกิดข้ึนพรอมกันเสมอ 

 
หลังจากท่ีไดทําการแบงกลุมของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักของรูปแบบการแทนท่ีจะนํามาทํา
การผสาน จะทําการพิสูจนวาแตละกลุมของขอบที่เกิดข้ึนพรอมกันเสมอน้ันสามารถรวมเขากับทุก
กลุมของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2หลักเสมอ 

 
กลุมท่ี 1 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y0 2 1 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 
คือ 2  และ c1 คือ 1) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }0,1,2,3 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z010 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }0,1  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3 กับ c2 = 1 , 
และ x2 = 3 กับ c2 = 0. 
ท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 และ c2 = 0, 
และ x2 = 0 และ c2 = 1. 

ซ่ึงท้ังสองรูปแบบที่สามารถผสานเขากับ Y = ym…y0 2 1 หรือ/และ Z = zm…z010 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 1 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 2 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y021  คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
2 และ c1 คือ 1 ) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }3,2,1,0 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }0,1  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z010 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 
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x2 = 3  และ c2 = 1, 
และ x2 = 3  และ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 และ c2 = 0, 
และ x2 = 0 และ c2 = 1 . 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y021  หรือ/และ Z = zm… z010 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 2 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 3 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y0 3 0 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 
คือ 3  และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ
ของรูปแบบแทนจํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิก
ใน {}1  ในข้ันตอไปทําการพิจารณาการผสานที่เปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = 

zm…z001  ซ่ึงสามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }3,2,1,0,1  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  
ในทายท่ีสุดจะเหลือเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานได
ภายใตกฏอยูสองรูปแบบคือ 

x2 = 3  กับ c2 = 0, 
x2 = 2  กับ c2 = 0, 

และ x2 = 3  กับ c2 = 1. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 และ c2 = 1 , 
x2 = 1 และ c2 = 1 , 

และ x2 = 0 และ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y0 3 0 หรือ/และ Z = zm… z001  ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 3 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 4 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y030 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
3 และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน {}1  ในข้ัน
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ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z001 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1,2,3  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3 กับ c2 = 0, 
x2 = 2 กับ c2 = 0, 

และ x2 = 3 กับ c2 = 1 . 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 1, 
x2 = 1  กับ c2 = 1, 

และ x2 = 0 กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y030 หรือ/และ Z = zm… z001 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา ขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 4 นั้นสามารถผสานเขากับขอบของ
รูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 5 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y0 2 0 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 

คือ 2  และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z011  ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }3,2,1,0,1  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3  กับ c2 = 0, 
และ x2 = 3  กับ c2 = 1. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 1 , 
และ x2 = 0 กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y0 2 0 หรือ/และ Z = zm…z011  ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 5 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
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กลุมท่ี 6 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y020 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
2 และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }0,1  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z011 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1,2,3  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในทายท่ีสุด
จะเหลือเลขโดดที่ตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3 กับ c2 = 0, 
และ x2 = 3 กับ c2 = 1 . 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 1, 
และ x2 = 0 กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y020 หรือ/และ Z = zm…z011 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 6 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 7 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y000 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
0 และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z0 3 1 ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1,2,3  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }1  ในทายท่ีสุดจะ
เหลือเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3 กับ c2 = 1 , 
x2 = 3 กับ c2 = 0, 

และ x2 = 3  กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 0, 
x2 = 0 กับ c2 = 1, 

และ x2 = 0 กับ c2 = 1 . 
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ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y000 หรือ/และ Z = zm…z0 3 1 ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 7 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
กลุมท่ี 8 
พิจารณาจากกําหนดให  Y = ym…y000 คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะทําการผสาน (โดยในท่ีนี้ x1 คือ 
0 และ c1 คือ 0) จากกฏของการผสานจะทําใหพบวาเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทน
จํานวนนี้สามารถผสานไดกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }2,1,0,1,2 และ c2  ท่ีเปนสมาชิกใน { }1,0,1  ในข้ัน
ตอไปทําการพิจารณาการผสานท่ีเปนไปไดภายใตกฏของรูปแบบแทนจํานวน Z = zm…z031  ซ่ึง
สามารถทําการผสานกับ x2 ท่ีเปนสมาชิกใน { }3,2,1,0,1  และ c2 ท่ีเปนสมาชิกใน {}1  ในทายท่ีสุดจะ
เหลือเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักท่ีไมสามารถผสานไดภายใตกฏอยู
สองรูปแบบคือ 

x2 = 3  กับ c2 = 1, 
x2 = 3  กับ c2 = 0, 

และ x2 = 3 กับ c2 = 0. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบมีรูปแบบแทนจํานวนท่ีเกิดข้ึนพรอมกันเสมอคือ 

x2 = 0 กับ c2 = 0, 
x2 = 0 กับ c2 = 1 , 

และ x2 = 0 กับ c2 = 1. 
ซ่ึงท้ังสองรูปแบบท่ีสามารถผสานเขากับ Y = ym… y000 หรือ/และ Z = zm…z031  ได ดังนั้นจึง
สามารถสรุปไดวา เลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวนในกลุมท่ี 8 นั้นสามารถผสาน
เขากับเลขโดดท่ีตําแหนงขอบของรูปแบบแทนจํานวน 2 หลักใด ๆ ในอัลกอริทึมได 
 
การพิสูจนความถูกตอง 

จากการพิสูจนในบทต้ังท่ี 3.1 ทําใหเราทราบแนชัดวาคาของเลขโดดท่ีถูกแปลงมาอยูใน
รูปแบบแทนจํานวนเลขโดด 3 หลักนั้นมีคาคงเดิมอยูแลวและในอัลกอริทึมนั้นก็ไมมีการเพ่ิมหรือ
ลดคานั้นอีกยกเวนในชวงของการผสานท่ีมีการเพ่ิมตัวทดท่ีจะผสานเขากับตําแหนง τ0 เปนสองเทา
ซ่ึงอาจทําใหคามีการเปล่ียนแปลงข้ึนดังนั้นจึงจะทําการพิสูจนในสวนนี้เปนหลัก โดยแนวคิดการ
เพ่ิมคาของตัวทดเปนสองเทานั้นมาจากงานวิจัยเดิมของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริก-
คอล ท่ีสามารถทําการยุบการบวกลงคร่ึงหนึ่งไดโดยการทําซํ้า ตัวทดท่ีเขาสูตําแหนง τ0 เขาไปอีก
คร้ังหนึ่งโดยจะอธิบายโดยสังเขปจากรูปท่ี 3.4 
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รูปท่ี 3.4 ลักษณะการทดเขาสูตําแหนง τ0 ในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

 

โดยท่ี x0 คือสัมประสิทธิหรือเลขโดดของตําแหนง τ0 
 x1 คือสัมประสิทธิหรือเลขโดดของตําแหนง τ1 
 x-1 คือสัมประสิทธิหรือเลขโดดของตําแหนง τ-1 
และ  ci คือตัวทดท่ีเกิดมาจากตําแหนงท่ี i 

จากคุณสมบัติผันกลับไดของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลนั้นซ่ึงบังคับคา c1 และ 
c-1 ตองมีคาเทากันเสมอ ดังนั้นเม่ือทําการลดรูปแบบแทนจํานวนลงเหลือเพียงคร่ึงเดียวในการ
คํานวณนั้นการทดเขาสูตําแหนง τ0 จึงสามารถผสานไดดังรูปท่ี 3.5 

 

 
รูปท่ี 3.5 ลักษณะการทดในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

 
ดังนั้นสามารถสรุปไดวาการผสานท่ีมีการเพิ่มตัวทดท่ีจะผสานเขากับตําแหนง τ0 เปนสองเทานั้น 
ไมทําใหคาของผลลัพธมีการเปล่ียนแปลงใด ๆ เกิดข้ึน 
ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
 
เพ่ือใหสามารถทําความเขาใจอัลกอริทึมท่ี 3.2 มากยิ่งข้ึน จึงขอยกตัวอยางการทํางาน ดังแสดงใน
ตัวอยางท่ี 3.4 
ตัวอยางท่ี 3.4 ทําการบวกรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีระหวาง ( )1111140 =

กับ ( )103 =  แบบขนาน 
วิธีทํา สามารถทําการคํานวณทางคณิตศาสตรแบบขนานไดดังรูปท่ี 3.6 
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รูปท่ี 3.6 ตัวอยางคํานวณทางคณิตศาสตรบวกแบบขนาน 

จากรูปท่ี 3.6 จะเห็นไดวาข้ันตอนแรกจะทําการแทนท่ีเลขโดดแตละตัวดวยรูปแบบ
แทนจํานวนท่ีเปนไปไดของเลขโดด 3 หลักแทนในทุกหลักพรอม ๆ กัน จากน้ันจึงเร่ิมทําการผสาน
เปนคู ๆ โดยเวนเลขโดด 3 หลักของเลขโดดหลักสุดทายไว ซ่ึงจะทําการผสานในตอนหลังแทน 
โดยสีเขมท่ีเกิดหลังการผสานคือตําแหนงท่ีมีการรวมคาของเลขโดดท่ีตําแหนงขอบ 2 หลักเขา
ดวยกัน และข้ันตอนสุดทายจะทําการทําซํ้าตัวทดกอนท่ีจะผสานเขากับเลขโดด 3 หลักของเลขโดด
หลักสุดทายเพื่อใหไดรูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนคําตอบออกมาและทําการตรวจสอบสมาชิกของ
เลขโดดใหอยูในชุดของเลขโดด { }1,0,1  โดยในท่ีนี้จะแสดงใหดูถึงลักษณะวิธีการผสานโดยจะแสดง
การผสานในตําแหนงของเลขโดดสองตัวซายสุดของรูปท่ี 3.6 ดังรูปท่ี 3.7 
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รูปท่ี 3.7 ตัวอยางการผสานในการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกแบบขนาน 

จากรูปท่ี 3.7 จะเห็นไดวา การผสานรวมกันและการรวมคาหลักตอหลักออกมาเปน
รูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนไปไดตอไป โดยรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักคูสุดทาย 121  และ 121  ไม
สามารถรวมกันได ตามกฎการผสาน ในทายท่ีสุดหลังทําการผสานไปเร่ือย ๆ จะไดคําตอบท่ีถูกตอง
คือรูปแบบแทนจํานวนท่ีมีคาเทากับ ( )1011043 =  

 □ 

3.4 การคูณแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 

จากแนวคิดจากการประยุกตใชแนวคิดของสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน ทําให
สามารถสรางอัลกอริทึมการคํานวณเชิงคณิตสาสตรบวกและลบแบบขนานได ผูวิจัยจึงไดนํามาทํา
การตอยอดเพื่อประยุกตใชกับการคูณท่ีแทจริงแลวหมายถึงการบวกแบบหลายคร้ังของรูปแบบแทน
จํานวนท่ีนํามาคูณกันนั่นเอง 

ในงานวิจัยระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลไดนิยามการคูณไวดังท่ีได
กลาวไวในหัวขอท่ี 2.8.2 ซ่ึงก็คือการทําซํ้ารูปแบบแทนจํานวน จัดตําแหนงแลวจึงนํามารวมคา
เหมือนกับการบวกหลายคร้ังซอนกันนั่นเอง ทําใหเราสามารถนําแนวคิดนี้มาประยุกตเขากับระบบ
จํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีท่ีผูวิจัยไดนําเสนอข้ึน พรอมท้ังสรางแนวคิดในการคํานวณเชิงคณิตศาสตร
คูณแบบขนานไดดังนี้ 

เร่ิมแรกดวยคุณสมบัติการสะทอนของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 
เราจึงจําเปนท่ีจะตองนําระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่มาทําการสวนเพิ่มเติมอันไดแกเลขโดดชุดท่ีมี
คุณสมบัติการสะทอนท่ีดังรูปท่ี 3.8  
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รูปท่ี 3.8 การเพิ่มเลขโดดในการคูณของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

 

ข้ันตอนตอไปจึงทําการสรางรูปแบบแทนจาํนวนท่ีตองมาทําการบวกท้ังหมด ซ่ึงกรรมวิธีการสราง
นั้นเหมือนกับระบบจํานวนท่ัวไป แตมีการจัดตําแหนงท่ีกลาวออกไปกลาวคือ ตําแหนงของ X0 

ตองตรงกับ Yi ใด ๆ เทานั้น ดังรูปท่ี 3.9 

 
รูปท่ี 3.9 สรางรูปแบบแทนจาํนวนท่ีทําการบวก 

เม่ือไดรูปแบบแทนจํานวนท่ีทําการรวมคาแลว ข้ันตอนตอไปจะทําการตัดเลขโดดท่ีไดทําการเพ่ิม
ข้ึนมาเพื่อใหเขาสูรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีเหมือนเชนเดมิ ดังรูปท่ี 3.10 

 
รูปท่ี 3.10 การกําจัดเลขโดดในรูปแบบแทนจํานวน 

ข้ันตอนตอไปจะทําการบวกโดยใชสูอัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานเปนคู ๆ ซ่ึงในทายท่ีสุด
ก็จะไดคําตอบของการคูณท่ีถูกตองออกมา ดังรูปท่ี 3.11 
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รูปท่ี 3.11 การประยุกตใชอัลกอริทึมการบวกและลบแบบขนานในการคูณ 

โดยคําตอบในท่ีนี้คือ X’’ = x’’4x’’3x’’2x’’1x’’0 

เพื่อใหเขาใจในการทํางานมากข้ึน จึงจะขอแสดงตัวอยางการทํางาน ดงัแสดงในตัวอยางท่ี 3.5 
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ตัวอยางท่ี 3.5 ทําการคํานวณทางคณิตศาสตรคูณของรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ 
เทอนาร่ีระหวาง ( )1018 =  กับ ( )112 =  

วิธีทํา ข้ันตอนการทํางานเร่ิมจากทําการสรางรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะตองนํามารวมกันจากการคูณ
ไดดังรูปท่ี 3.12 

 
รูปท่ี 3.12 การจัดรูปแบบแทนจํานวนเพ่ือทําการรวมคาใหไดผลการคูณ 

จากการสรางรูปแบบแทนจํานวนอันเกิดจากการคูณ เราจะไดรูปแบบแทนจํานวนท่ี
จําเปนตองนํามารวมคากันไดแก ( )10  , ( )101  และ ( )1010  โดยทําการคํานวณดวยอัลกอริทึมการบวก
และลบแบบขนานโดยเร่ิมจากการคํานวณบวกระหวาง ( )10  และ ( )101  

จากอัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีจะตองทําการรวมคาในแตละ
ตําแหนงแบบขนานกอน ไดดังรูปท่ี 3.13 

 
รูปท่ี 3.13 การรวมคาในแตละหลักระหวาง ( )10  และ ( )101  

จากนั้นจึงนํามาทําการคํานวณบวกแบบขนานดวยอัลกอริทึมท่ี 4.2ไดผลลัพธ ดังรูปท่ี 3.14 
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รูปท่ี 3.14 การคํานวณบวกแบบขนานระหวาง ( )10  และ ( )101  

ซ่ึงไดคําตอบท่ีไดเปน ( )111  จากนั้นจึงนําคําตอบท่ีไดมารวมกับ ( )1010  โดยรวมคาแตละหลักได 

 
รูปท่ี 3.15 แสดงการรวมคาในแตละหลักระหวาง ( )111  และ ( )1010  

จากนั้นจึงนํามาทําการคํานวณบวกแบบขนาน ดังรูปท่ี 3.16 
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รูปท่ี 3.16 การคํานวณบวกแบบขนานระหวาง ( )111  และ ( )1010  

ซ่ึงไดคําตอบของการคูณเทากับ ( )1110  ซ่ึงมีคาเทากับ 16 

 □ 

3.5 สรุป 

ในบทนี้ไดกลาวถึงการนิยามระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ อัลกอริทึมการแปลงจาก
จํานวนมาสูรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี และอัลกอริทึมการคํานวณทาง
คณิตศาสตรบวก ลบและคูณแบบขนานในระบบจํานวนภายใตแนวคิดของสถาปตยกรรมแบบทํา
ควบคูกัน เพื่อทําใหการคํานวณทางคณิตศาสตรในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลเดิม
นั้นมีประสิทธิภาพและความหลากหลายในการใชงานมากข้ึน โดยไดมีการพิสูจนผลการทํางานวา
สามารถทําการคํานวณไดอยางถูกตอง 



บทที่ 4 
 

วิเคราะหอัลกอริทึมคํานวณทางคณิตศาสตรแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่ 
 

ในบทนี้ จะเปนการวิเคราะหในรายละเอียดตาง ๆ ของอัลกอริทึมการคํานวณทาง
คณิตศาสตรในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีท่ีไดถูกนําเสนอในบทที่ 3 อันไดแก การวิเคราะหความ
ซับซอนในการคํานวณรวมถึงขอดีขอเสียในการนิยามระบบจํานวนฮาลฟเทอนาร่ี และความเปนไป
ไดของการนําวิธีการผสานมาประยุกตใชกับการคูณและการหารในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี 

4.1 อัตราการเติบโตเชิงฟงกชันเวลาของการคํานวณทางคณิตศาสตรแบบขนาน 

จากเดิมท่ีการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิ-
มเมทริกคอลเปนการคํานวณแบบลําดับ ในงานวิจัยนี้จึงไดนําเสนอการคํานวณแบบขนานของการ
คํานวณบวกและลบข้ึนมา ซ่ึงทําใหการคํานวณน้ันมีประสิทธิภาพมากข้ึนโดยสามารถวัดไดจากการ
วิเคราะหอัลกอริทึมในรูปแบบสัญกรณเชิงเสนกํากับ (asymptotic notation) ดังนี้ 

ก) สัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณเชิงคณิตศาสตรบวกและลบแบบลําดับในระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

โดยเราจะเร่ิมจากการสรางสมการประสิทธิภาพเชิงเวลาของการคํานวณบวกและลบ
ซ่ึงตัวแปรท่ีสงผลตอความเร็วของการคํานวณแบบลําดับนั้นจะข้ึนกับความยาวของสายการทดโดย
ในรูปแบบท่ีเลวรายท่ีสุด (worst case) ดังท่ีแสดงในตัวอยางท่ี 2.7 จะพบวาสมการประสิทธิภาพเชิง
เสนนั้นจะมีสมการดังนี้ 

 Tseq(n) = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

− 1)
2

1(n Tplus (4.1) 

โดยท่ี Tseq(n) คือเวลาการทํางานของการคํานวณบวกและลบแบบลําดับ, Tplus คือเวลาในการ
คํานวณบวกและลบของแตละรอบ และ n คือขนาดของรูปแบบแทนจาํนวนท่ีมาทําการคํานวณ 

เม่ือสรางสมการประสิทธิภาพเชิงเวลาแลว เราจึงนํามาหาสัณกรณเชิงเสนกํากับของ
การคํานวณบวกและลบแบบลําดับไดมีคาเทากับ 

 Tseq(n) = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

− 1)
2

1(n Tplus = O(n) (4.2) 
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จากสมการขางตน เราสามารถหาอัตราการเติบโตของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบของ
ระบบจํานวนเทอนาร่ีมิลเลอร ซิมเมทริกคอลมีคาเทียบเทากับ O(n) 
 
ข) สัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 

ในสวนนี้ จะทําการนําเสนออัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบ
ขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอลท่ีสามารถทําการคํานวณแบบขนานได
ภายใตแนวคิดท่ีเหมือนกับอัลกอริทึมท่ี 3.2 โดยยังคงใชรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลเชนเดิม ซ่ึงการพิสูจนอัลกอริทึมนั้นเหมือนกับการพิสูจนใน
อัลกอริทึมท่ี 3.2 ดังนั้นจึงจะแสดงแตเพียงอัลกอริทึมเทานั้น 
 
อัลกอริทึมท่ี 4.1 อัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวน
เทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริกคอล 
Input: ( ) 2112212 τxxxxX nnn …−+= , 

 { }2,1,0,1,2=∈Dxi  
Output: ( ) 2110111 τ−−−−−+= nnnnn yyyyyyyyY …… , 
 { }1,0,1=∈ Eyi  where  
begin 
 00 ←x ; 
//Convert each digit to redundancy 3-digit forms 
for each i (0 ≤ i ≤ 2n+1) 
case 2=ix  do 
 ( ) 0201 ←

−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1112 ←
−+
ciici xxx ; end; 

case 1=ix  do 
 ( ) 0101 ←

−+
ciici xxx ;  

 ( ) 1212 ←−+
ciici xxx ; end; 

case 0=ix  do 
 ( ) 0001 ←

−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1312 ←−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1313 ←
−+
ciici xxx ; end; 
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case 1=ix  do 
 ( ) 0101 ←

−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1212 ←−+
ciici xxx ; end; 

case 2=ix  do  
 ( ) 0201 ←

−+
ciici xxx ; 

 ( ) 1112 ←
−+
ciici xxx ; end; 

//Merge algorithm  

 ;2←m  
 while 12 +< nm do 
  for );0;12( mlllnl −←>+← do  
    If boundary digits satisfy the merging rules do 
    for all possible a, b  
    ( ) ( )aclabcl xx ++ ← ; 
    all ( ) ( )aiabi xx ← ; 
    ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

bmlcamlabml xxx +
−−+−+ +← 2/2/12/1 ; 

    ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
amlcbmlabml xxx −

−+−− +← 2/12/2/ ; 

    all ( ) ( )biabi xx ← ; 
    ( )( ) ( )( )

bmlcabmlc xx −
−+

−
−+ ← 11 ; 

    if all digits that are not the boundary digit { }2, 2∈  do delete the representation; 

   enddo; 
  enddo; 
  2×← mm ; 
 enddo. 
 for all a and b 
 ( ) ( )

abncabn xx +
++ ← )12(22 ; 

 //Mirror checking process 
 for all representation do 
  if Mirror property and digit set in { }1,0,1  do 
   ( ) 2111 τ−−−+ nnnn yyyy … ← ( )121222 xxxx nnn …++ ; 
  enddo; 
end. 
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หรือสามารถแสดงลักษณะการทํางานของอัลกอริทึม 4.1 ไดดังรูปท่ี 4.1 
 

 
 
รูปท่ี 4.1 อัลกอริทึมการคํานวณบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวน  เทอนาร่ี  มิลเลอร ซิมเมท-
ริกคอล 

จากรูปท่ี 4.1 จะเห็นไดวามีลักษณะการทํางานคลายคลึงกับอัลกอริทีมท่ี 3.2 โดยมีจุดตางกันคือ ไม
มีการทําซํ้าตัวทดท่ีทําการผสานกับรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักอันเกิดจากเลขโดดท่ีตําแหนง τ0 
และมีการตรวจสอบคุณสมบัติการสะทอนเพิ่มเติมข้ึนมา โดยอัลกอริทึมท่ี 4.1 นั้นสามารถสราง
ออกมาเปนสมการประสิทธิภาพเชิงเวลาไดดังสมการ 
 TFP(n) = TplusP + Tadd + Tconvert + (log n+1)Tmerge + ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1n Tcheck (4.3) 

โดยท่ี TFP(n) คือเวลาการทํางานของการคํานวณบวกและลบแบบขนาน, TplusP คือเวลาในการรวม
คาแตละหลักเขาดวยกันแบบขนาน, Tadd คือเวลาท่ีใชในการเพิ่มเลขโดดท่ีไมมีคาหนึ่งตัวใน
ตําแหนงทายสุดของรูปแบบแทนจํานวนที่จะนํามาทําการคํานวณ, Tconvert คือเวลาที่ใชในการ
แปลงเลขโดดไปสูรูปแบบแทนจํานวน 3 หลัก, Tmerge คือเวลาท่ีใชในการผสานแตละรอบและ 
Tcheck คือเวลาท่ีใชในการตรวจสอบคําตอบในแตละบิท แลวนํามาคํานวณหาสัญกรณเชิงเสนกํากับ
ของการคํานวณเชิงคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมท
ริกคอลไดดังนี้ 
 TFP(n) = Θ(n) (4.4) 
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จากสมการขางตน สามารถหาอัตราการเติบโตของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบ
ขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ีมิลเลอร ซิมเมทริกคอลนั้นมีคาเทียบเทากับ Θ(n) 
 
ค) สัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณเชิงคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวน
ฮาลฟ เทอนาร่ี 
จากอัลกอริทึม 3.2 เราสามารถนํามาสรางสมการประสิทธภาพเชิงเวลาไดดังนี ้

 THP = TplusP + Tconvert + ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡ −

2
1log n Tmerge + Tmerg(0) + Tcheck (4.5) 

โดยท่ี THP คือเวลาการทํางานของการคํานวณบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนา
ร่ี, TplusP คือเวลาในการรวมคาแตละหลักเขาดวยกันแบบขนาน, Tconvert คือเวลาที่ใชในการแปลง
เลขโดดไปสูรูปแบบแทนจํานวน 3 หลัก, Tmerge คือเวลาท่ีใชในการผสานแตละรอบ, Tmerge(0) คือ
เวลาท่ีใชในการผสานของรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักของตําแหนง τ0 และ Tcheck คือเวลาท่ีใชใน
การตรวจสอบคําตอบในแตละบิท ทําการคํานวณหาสัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณทาง
คณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีได ดังนี้ 
 THP = Θ(log n) (4.6) 
จากสมการขางตน สามารถหาอัตราการเติบโตของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบ
ขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ีมิลเลอร ซิมเมทริกคอลนั้นมีคาเทียบเทากับ Θ(log n) 
 
จากการคํานวณหาสัญกรณเชิงเสนกํากับของการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบในขอ ก ข 
และ ค เม่ือนํามาเปรียบเทียบกัน 

Θ(log n) ≤ O(n) ≤ Θ(n) 
สามารถสรุปไดวา ในสวนของการคํานวณบวกและลบแบบขนานในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร 
ซิมเมทริคอลกลับมีอัตราการเติบโตที่ไมชากวาการคํานวณบวกและลบแบบลําดับ อันเนื่องมาจาก
ข้ันตอนของการตรวจสอบคําตอบท่ีตองมีคุณสมบัติของการสะทอนเสมอ ซ่ึงทําใหมีอัตราการ
เติบโตเฉพาะสวนนี้มากกวาการคํานวณในสวนอ่ืน ทําใหการคํานวณน้ันไมมีประสิทธิภาพ ผูวจิยัจงึ
ไดทําการนิยามระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีข้ึน เพื่อลดข้ันตอนของการตรวจสอบคําตอบใหมี
คุณสมบัติของการสะทอน (แตยังคงจําเปนตองทําการตรวจสอบสมาชิกของเลขโดดใหเปนสมาชิก
ของเซ็ตท่ีกําหนดเหมือนเดิม) ซ่ึงอัตราการเติบโตของฟงกช่ันเชิงเวลาของการคํานวณบวกและลบ
แบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีนั้นมีการเติบโตท่ีไมเร็วกวาการคํานวณบวกและลบ
แบบลําดับของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอล จึงสามารถสรุปไดวาการคํานวณบวก
และลบแบบขนานในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี สามารถเพิ่มประสิทธิภาพการคํานวณของระบบ
จํานวนไดจริง 
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4.2 ความเปนไปไดในการพัฒนาการคํานวณการคูณแบบขนาน 

จากท่ีไดแสดงในหัวขอท่ี 3.5 นั้นเปนเพียงการประยุกตการคํานวณทางคณิตศาสตร
บวกและลบแบบขนาน เพื่อทําใหสามารถทําการคูณไดแตมีขอจํากัดหลายอยางอันไดแก จําเปนท่ี
จะตองทําการสรางรูปแบบแทนจํานวนท่ีจะตองนํามารวมกันอันเกิดจากการคูณ โดยที่จําเปนท่ี
จะตองแปลงระบบจํานวนกลับสูในรูปแบบแทนจํานวนในระบบเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอล
เหมือนเดิมและจัดรูปใหมเพื่อนํามารวมกันตามอัลกอริทึมการคํานวณแบบขนานเปนคู ๆ ซ่ึงผูวิจัยมี
ความเห็นอาจจําเปนตองการสรางรูปแบบท่ัวไป (generic form) ของการสรางรูปแบบแทนจํานวน 3 
หลักของเลขโดดท่ีมีคาใด ๆ เพ่ือจะมาทําการผสานรวมภายใตกฏท่ีไดถูกขยายข้ึนเชนกัน ซ่ึงจะทํา
ใหสามารถลดเวลาการคูณจาก O(n2) ลงมาเหลือเพียง Θ (log n) โดยท่ี n คือขนาดของรูปแบบ
แทนจํานวนท่ีมาทําการคูณ ซ่ึงลดเวลาการคํานวณไดมาก 

 

4.3 ความเปนไปไดในการพัฒนาการคํานวณทางคณิตศาสตรหาร 

ในการหารนั้น เนื่องจากขอจํากัดของสถาปตยกรรมการทําควบคูไมสามารถนํามา
ประยุกตใชกับการหารที่จัดวาเปนการคํานวณท่ียากท่ีสุดในรูปแบบการคํานวณพื้นฐานทาง
คณิตศาสตรได อีกท้ังจากการศึกษางานวิจัยในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลเดิมนั้น
พบวามีจุดบอดในการคํานวณการหารท่ีทําใหไมสามารถทําการหารออกมาได โดยท่ีการหารจะเปน
การวนรอบกลับมาเปนตัวตั้งเหมือนเดิม ทําใหไมสามารถหาคําตอบได ดังตัวอยางท่ี 4.1 

ตัวอยางท่ี 4.1 ทําการหารในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลของรูปแบบแทนจํานวน 
110.011112 =  ดวย 1.114 =   

วิธีทํา เราสามารถทําการคํานวณทางคณิตศาสตรหาร ไดดังรูปท่ี 4.2 และ 4.3 ดังนี้ 

 
รูปท่ี 4.2 การหารรอบท่ี 1 
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รูปท่ี 4.3 การหารรอบท่ี 2 

จากรูปท่ี 4.3 จะเห็นไดวาหลังจากการหารรอบที่ 2 นั้น รูปแบบแทนจํานวน D2 มี
ลักษณะเหมือนรูปแบบแทนจํานวนท่ีเปนตัวต้ังทุกประการ รวมทั้งผลหาร Q1 และ Q2 เม่ือนํามา
รวมกันก็ไดคาเปน 0 จะไดเหน็วาเกิดการวนซํ้าเกิดข้ึนซ่ึงทําใหไมสามารถหาคําตอบได  

 □ 

จากตัวอยางท่ี 4.1 จะเห็นวาในรูปแบบแทนจํานวนบางรูปแบบเม่ือนํามาทําการหารกัน
นั้นจะเกิดการวนรอบทําใหไมสามารถหาคําตอบออกมาได ดังนั้นในการท่ีจะเพิ่มประสิทธิภาพการ
หารในระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริคอลหรือระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่นั้นจําเปนตอง
มีการแกไขในจุดนี้กอน 

 

4.4 สรุป 

ในบทนี้ไดกลาวถึงการวิเคราะหประสิทธิภาพการทํางานของอัลกอริทึมการคํานวณ
ทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนารี่โดยเทียบกับการคํานวณ
แบบลําดับ และการคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนาน ภายใตการนิยามของสัญกรณ
เชิงเสนกํากับ อีกท้ังยังทําการวิเคราะหความเปนไปไดในการสรางการคํานวณเชิงคณิตศาสตรแบบ
ขนานของการคูณและการหารของระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีอีกดวย 
 



บทที่ 5 
 

สรุปผลการวิจัย 
 
5.1 สรุปผลการวิจัย 

งานวิจัยชิ้นนี้ไดนําเสนอการคํานวณพื้นฐานทางคณิตศาสตรบวก ลบและคูณแบบ
ขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอล โดยนําแนวคิดของสถาปตยกรรมการทํา
ควบคูกันมาประยุกตใชยังผลใหแมระบบจํานวนเทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริคอลนั้นจะมีวิธีในการ
คํานวณท่ีแตกตางจากระบบจํานวนอ่ืน ๆ กลาวคือ ในการคํานวณนั้นจะเกิดตัวทดไปสูเลขโดดท่ี
ตําแหนงอ่ืน ๆ ท้ังดานหนาและดานหลังสงผลกระทบเปนวงกวาง ทําใหในการสรางการคํานวณ
แบบขนานข้ึนนั้นจําเปนท่ีจะตองทําการคาดเดาลวงหนาถึงความเปนไปไดของตัวทดที่จะสงออก
ไปทุกรูปแบบ ออกมาในรูปของการสรางรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักจากเลขโดดใด ๆ ข้ึนมาและ
ทําการผสานรูปแบบท่ีเปนไปไดเหลานั้นเขาดวยกันจนสุดทาย จะไดชุดของรูปแบบแทนจํานวนท่ีมี
คําตอบท่ีถูกตองรวมอยู แตเนื่องจากคุณสมบัติการสะทอนของระบบจํานวนทําใหในข้ันตอนการ
ตรวจสอบคําตอบนั้น กลายเปนอัลกอริทึมแบบไมมีรูปแบบ ทําใหผูวิจัยไดทําการนิยามระบบ
จํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีข้ึน โดยทําการลดรูปของรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิล-
เลอร ซิมเมทริคอลลง และกําจัดคุณสมบัติการสะทอนออกไป แตยังสามารถท่ีจะแปลงรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีระหวางเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลได ซ่ึงเม่ือนํา
อัลกอริทึมการคํานวณบวก ลบและคูณแบบขนานมาประยุกตใชกับระบบจํานวนฮาลฟ เทอนาร่ีทํา
ใหสามารถเพ่ิมความเร็วและลดทรัพยากรที่ใชในการคํานวณแบบขนานของระบบจํานวนเทอนาร่ี 
มิลเลอร ซิมเมทริคอลลงได พรอมท้ังไดสรางอัลกอริทึมการแปลงจากระบบจํานวนเต็มมาสูระบบ
จํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี ซ่ึงทําใหระบบจํานวนนี้มีความหลากหลายในการใชงานมากข้ึน 

โดยในงานวิจัยนี้ไดทําการวิเคราะหถึงประสิทธิภาพการทํางานของการคํานวณทาง
คณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานเปรียบเทียบกับการคํานวณบวกและลบแบบลําดับในระบบ
จํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร ซิมเมทริคอลและฮาลฟ เทอนาร่ี ผานทางการสรางสมการประสิทธิภาพเชิง
เวลาและสัญกรณเชิงเสนกํากับซ่ึงไดผลวาการคํานวณบวกและลบแบบขนานของระบบจํานวน
ฮาลฟ เทอนาร่ีมีการเติบโตเทียบเทา Θ(log n) โดยที่ n คือขนาดของรูปแบบแทนจํานวนท่ีนํามา
คํานวณ ซ่ึงมีอัตราการเติบโตท่ีไมมากกวาการคํานวณบวกและลบแบบลําดับในระบบจํานวน
เทอนารี่ มิลเลอร ซิมเมทริคอลท่ีมีอัตราเติบโตเทียบเทา O(n) จากการเปรียบเทียบสัญกรณเชิงเสน
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กํากับท่ีกลาวมาสามารถสรุปไดวา การคํานวณทางคณิตศาสตรบวกและลบแบบขนานนั้นมี
ประสิทธิภาพของการคํานวณในเชิงความเร็วท่ีสูงกวาการคํานวณบวกและลบแบบลําดับ 

 
5.2 ขอเสนอแนะ 

ในงานวิจัยนี้ไดทําการสรางการคํานวณทางคณิตศาสตรบวก ลบและคูณในระบบ
จํานวนฮาลฟ เทอนาร่ี แตการคํานวณคูณนั้นเปนการประยุกตการคํานวณบวกมาใช ซ่ึงจริง ๆ แลว
อาจสามารถที่จะทําการสรางรูปท่ัวไปของการสรางรูปแบบแทนจํานวน 3 หลักและกฏท่ีทําให
สามารถใชไดกับสมาชิกของเลขโดดท่ัวไปได ซ่ึงทําใหสามารถทําการคูณไดอยางมีประสิทธิภาพ
มากข้ึน แตสําหรับการหารน้ัน เนื่องจากอัลกอริทึมท่ีไดนําเสนอในงานวิจัยนี้ ไดใชแนวคิดมาจาก
สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันซ่ึงไมสามารถทําการคํานวณหารได นับวายังเปนขอจํากัดของ
อัลกอริทึมการคํานวณหารของระบบจํานวนนี้ อีกท้ังการหารในระบบจํานวนเทอนาร่ี มิลเลอร       
ซิมเมทริคอลนั้นยังมีจุดบกพรองคือ ไมสามารถหารไดทุกจํานวนอันเปนขอจํากัดของระบบจํานวน
กลาวคือ ไมสามารถหารใหออกมาในรูปเศษสวนได และดังท่ีไดแสดงในตัวอยางท่ี 4.1 จะเห็นได
วาการหารนั้นไมสามารถทําไดทุกรูปแบบการแทนซ่ึงนาจะเปนหัวขอในการพัฒนาระบบจํานวนนี้
ตอไป 
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