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(2) the problem of minimal enclosing for one to three regions of given areas by 

rectangles. 
We show that each solution has connected regions and has shape depending on ratio of the 
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  บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

ปญหาการปดลอมและแยกอาณาบริเวณบนระนาบซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดใหมีความยาวเสน
รอบรูปรวมนอยสุด  เปนปญหาที่มนุษยใหความสนใจตั้งแตสมัยโบราณ ชาวกรีกโบราณไดตั้งขอ
สงสัยวา จะทําอยางไรจึงจะใชเชือกเสนหน่ึงลอมรอบใหไดอาณาบริเวณที่มีพ้ืนที่มากสุด ซ่ึงไดถูก
คาดการณวาตองลอมเปนวงกลม คําถามของชาวกรีกนั้นเทียบไดกับปญหาการปดลอมและแยก
หน่ึงอาณาบริเวณบนระนาบซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดท่ีมีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  คําถามนี้
มนุษยเกือบทุกคนจะตอบอยางมั่นใจวารูปนั้นตองเปนวงกลม แตเม่ือมีคําถามตอไปวาทําไมจึงเปน
วงกลม พิสูจนใหเห็นไดหรือไม นักคณิตศาสตรประสบปญหามากในการพิสูจน สวนหน่ึงที่ทําให
คนเหลาน้ันเห็นชัดวาตองเปนวงกลมก็คือคนเหลาน้ันคิดวาอาณาบริเวณมีชิ้นเดียว แตในทาง
คณิตศาสตร ปญหานี้ยากกวาน้ันมาก กลาวคือ อาณาบริเวณนั้นอาจจะถูกแบงเปนหลายๆชิ้นได 
สําหรับปญหาหนึ่งอาณาบริเวณนั้นพิสูจนไดในป ค.ศ.1880 

ในป ค.ศ.1992 Frank Morgan [1] สามารถพิสูจนไดวา มีรูปที่ปดลอมและแยกหลายอาณา
บริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

สําหรับปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดใหมีความยาวเสน
รอบรูปรวมนอยสุด พิสูจนไดในป  ค .ศ.1993 โดย  J. Foisy, M. Alfaro, J. Brock, N. Hodges 
และ J. Zimba [2] และเปนผลตามรูปที่ 1.1 

 

 
 

รูปที่ 1.1 : รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดที่มีความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุด [2] 

 
ในปจจุบันปญหาการปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดใหมีความยาวเสน

รอบรูปรวมนอยสุด น้ันสามารถพิสูจนไดแคการปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงพิสูจนไดใน
ป ค.ศ.2002 โดย วัชรินทร  วิชิรมาลา [3, 4] และเปนผลตามรูปที่ 1.2 

  



 2

 
 

รูปที่ 1.2 : รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดที่มีความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุด [3, 4] 

 
นอกจากนั้น ผูสนใจหาคําตอบของปญหาในลักษณะนี้มักจะไปศึกษาปญหาที่ใกลเคียงกัน 

เชน การปดลอมและแยกอาณาบริเวณบนครึ่งระนาบ การปดลอมและแยกอาณาบริเวณในมุม การ
ปดลอมและแยกอาณาบริเวณบนพื้นผิวของทรงกระบอก การปดลอมและแยกอาณาบริเวณบนพ้ืน
ผิวของกรวย เปนตน สําหรับปญหาการปดลอมและแยกหนึ่งถึงสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่
กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด  และการปดลอมและแยกหน่ึงถึงสาม
อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ีตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาท่ีมีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด น้ัน
เปนปญหาที่นาสนใจ  ทั้งน้ีเน่ืองจากสิ่งตางๆรอบตัวเราสวนมากจะมีลักษณะมนหรือไมก็มีลักษณะ
เหล่ียม  อีกทั้งในปจจุบันมนุษยใหความสําคัญเก่ียวกับการใชทรัพยากรที่มีอยูอยางจํากัดใหเกิด
ประโยชนสูงสุด  ซ่ึงปญหาน้ีอาจจะถูกนําไปประยุกตใชในอนาคต 

ในวิทยานิพนธน้ีเราจะหาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกหนึ่งถึงสามอาณาบริเวณซึ่งมี
พ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาใหมีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด แลวจึงใชคําตอบของ
ปญหาขางตนมาชวยหาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกหนึ่งถึงสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่
ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด  โดยเราจะใชวิธีอยางงายใน
การเปรียบเทียบความยาว ซ่ึงจะเปนประโยชนแกคนทั่วไปที่ไมใชนักคณิตศาสตรในการศึกษาทํา
ความเขาใจ ทั้งน้ีปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยเสนแนว
ตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุดพิสูจนไดป ค.ศ.1998 โดย  Frank Morgan, Christopher 
French และ Scott Greenleaf  [5] และเปนผลตามรูปที่ 1.3 แตยากที่คนทั่วไปจะทําความเขาใจ 

 

               
 

 รูปที่ 1.3 : รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและ
แนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด [5] 
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จากรูป 1.3 เราสามารถบอกไดวา คําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ

ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดไมไดเปนคําตอบ
ของปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนว
นอนที่มีความยาวรวมนอยสุด น่ันคือ คําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่ง
มีพ้ืนท่ีตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด คือ สองรูปทางซาย 
โดยอาศัย [5] น้ันไมได แตคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่
ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุดของเรานั้นสามารถใชตอบ
ปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ีตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาว
เสนรอบรูปรวมนอยสุดได นอกจากนี้เรายังสามารถหาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยก
สามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดได
อีกดวย 

ในวิทยานิพนธน้ี บางสวนเราจะใชการหาคาตํ่าสุดดวยการวิเคราะหอนุพันธ เราจะละไวซ่ึง
การแสดงวาคาที่ไดเปนคาตํ่าสุด สําหรับการนับความยาวนั้นเราจะนับความยาวเฉพาะเสนทึบ 
และจะนับเพียงคร้ังเดียวถาหากวาเสนทับกัน ทั้งน้ีรูปที่เราสนใจจะไมทับพ้ืนที่กันและจะอยูบน
ระนาบเทาน้ัน  เราจะใชอักษรภาษาอังกฤษตัวพิมพใหญแทนพื้นที่ และใชอักษรภาษาอังกฤษตัว
พิมพเล็กแทนความยาว 



 4

บทที่ 2 
 

การปดลอมและแยกหนึ่งถึงสามอาณาบริเวณซึ่งมีพื้นท่ีตามที่กําหนด 
ดวยสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

 
ในบทนี้จะพิจารณากรณีที่แตละอาณาบริเวณมีชิ้นเดียววา การปดลอมและแยกหนึ่งถึงสาม

อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหล่ียมผืนผารูปใดใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  
แลวจึงแสดงวา  รูปที่ปดลอมและแยกหนึ่งถึงสามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ีตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยม
ผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดน้ันแตละอาณาบริเวณจะตองมีชิ้นเดียว 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.1 ให A > 0 จะไดวา 

(1) รูปที่ 2.1 (ก) ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ x = A  
(2) รูปที่ 2.1 (ข) ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ x = A2  
(3) รูปที่ 2.1 (ค) ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ x = A  

 
 

x      x      x  
 (ก)       (ข)       (ค) 
 

 รูปที่ 2.1 
 
บทพิสูจน (1) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.1 (ก) = 2( x + x

A ) 
ดังน้ัน ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  

0 = xd
d
 
[2( x + x

A )] = 2( 1 – 
2x

A ) น่ันคือ x = A  
 

(2) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.1 (ข) = x + x
A2  

ดังน้ัน ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  
0 = xd

d
 
[ x + x

A2  ] = 1 – 
2

2
x
A  น่ันคือ x = A2  
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(3) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.1 (ค) = x + x
A  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  
0 = xd

d
 
[ x + x

A ] = 1 – 
2x

A   น่ันคือ x = A  

# 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.2 ให 0 < A ≤ B และ w > 0 จะไดวา 

(1) ถา  A ≠ B แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก) นอยกวา ความยาวเสน
รอบรูปรวมรูปท่ี 2.2 (ข) 

(2) ถา 2A< B แลว มี b > 0 ซ่ึง ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก) นอยกวา 
ความยาวเสนรอบรูปรวมรูปที่ 2.2 (ค) 

(3) ถา 2A ≥ B แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ค) นอยกวา ความยาวเสน
รอบรูปรวมรูปท่ี 2.2 (ก) 

 
 

a  b      b         
 

(ก)           (ข)          (ค) 
 

 รูปที่ 2.2 
 
บทพิสูจน (1) สมมุติ A ≠ B จากรูปที่ 2.2 (ข) จะไดวา b > w

BA +  

ดังนั้น bwB – bwA = bw(B – A) > (A+ B)(B – A) = B2– A2 

 

ดังนั้น (bw – B)B = bwB – B2 > bwA – A2 = (bw – A)A 
ดังนั้น 

 −

B
bw  A  > 

 −

A
bw  B  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ข)  
= w + b( 2 + 

 −

B
bw  A )  

    > w + b( 2 + 
 −

A
bw  B )  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก) 

       w w      w 
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(2) สมมุติ 2A< B จะไดวา BABABA
BABA

++
++

+−−

))(45(2
)()(2 2

 < A + B 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก) เมื่อ b =  )5(2
)(6

BAw
BAB

+

+  

= w + 











++

++

+−− BABABA
BABA

w ))(45(2
)()(23 2

  

   < w + w
3  (A + B)  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ค) 
 

(3) สมมุติ 2A ≥ B จากรูปที่ 2.2 (ก) จะไดวา 0 < a < w
BA +  และ a

A  < w 

ดังนั้น aw < A + B ≤ 3A น่ันคือ a
A  > 3

w   

ให t = w
BA +  – a 

จะไดวา t = 2
 −

 
 
 
 
  
 

3

3

w

ww  
t < 2

 −

 
 
 
 
  
 

A
a

Aw a
t = 

 −

2B
Aw a

 – 2a – 2t 

ดังน้ัน 3 





 +

w
BA  –  3a = 3t < 

 −

2B
Aw a

 – 2a 

ดังน้ัน 3 





 +

w
BA  < a + 

 −

2B
Aw a

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ค)  

= w + 3 





 +

w
BA  

   < w + a + 
 −

2B
Aw a

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก)     
 # 

 

 
หมายเหตุ : รูปที่ 2.2 (ค) ใชความยาวเสนรอบรูปรวม นอยกวา รูปที่ 2.2 (ข) 
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ทฤษฎีบทที่ 2.3 ให 0 < A ≤ B จะไดวา 

(1) ถา 2A< B แลว  
(1.1) รูปที่ 2.3 (ก) ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A  

และ  B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 
(1.2) รูปที่ 2.3 (ข) ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A  

และ  B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผาบนคร่ึงระนาบ ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 
(2) ถา 2A ≥ B แลว  

(2.1) รูปที่  2.3 (ค ) เม่ื อ  x = )(3
2 BA +  ป ดล อมและแยกสองอาณ าบริ เวณ    

อาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที ่ A  และ  B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบ
รูปรวมนอยสุด 

(2.2) รูปที่  2.3 (ง )  เม่ื อ  x = 3
BA +    ป ดล อมและแยกสองอาณ าบริ เวณ     

อาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A  และ  B  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาบนครึ่งระนาบ ใช
ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

 
 

A2 B     A 2
B

    x      y  

 (ก)             (ข)            (ค)         (ง) 
 

     รูปที่ 2.3 
 
บทพิสูจน (1) โดย ทฤษฎีบทที่ 2.1 

  (2) สมมุติ 2A ≥ B 
 

(2.1) จากทฤษฎีบทที่ 2.2   และ   เพราะวาเราสามารถเลื่อนรูปที่ไมอยูในลักษณะ
โครงสรางเดียวกันกับรูปที่ 2.3 (ก) และ 2.3 (ค) ใหเกาะติดกันหมดได โดยความยาว
เสนรอบรูปรวมลดลง ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.3 (ค) 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.3 (ค) = 3x + )(2 BAx +  
ดังน้ัน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  

0 = xd
d
 
[3x + )(2 BAx + ] = 3 – )(2

2
BA

x
+  น่ันคือ  x = )(3

2 BA +  
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(2.2) จากทฤษฎีบทที่ 2.2   และ   เพราะวาเราสามารถเลื่อนรูปที่ไมอยูในลักษณะ

โครงสรางเดียวกันกับรูปที่ 2.3 (ข) และ 2.3 (ง) ใหเกาะติดกันหมดได โดยความยาว
เสนรอบรูปรวมลดลง  ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.3 (ง) 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูป 2.3 (ง) = 3y + y
BA +  

ดังน้ัน ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  

0 = yd
d
 
[3y + y

BA + ] = 3 – 
2y

BA +  น่ันคือ y = 3
BA +  

      # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.4 ให 0 < A ≤ B ≤ C จะไดวา 

(1) ถา 2A< B และ C < 2
2BA +  แลว รูปที่ 2.4 (ก) ปดลอมและแยกสาม

อาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซึ่งมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอม
พ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

(2) ถา 2A< B และ C > BA 2+   แลว รูปที่ 2.4 (ข) ปดลอมและแยกสาม
อาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซึ่งมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอม
พ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  

(3) ถา 2A< B และ 2
2BA +  ≤ C  ≤ BA 2+  แลว รูปที่ 2.4 (ค)  เมื่อ 

a = 
( )

BA

CBAA

2

223
2 

+

++ 





  ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณ

ละช้ินซ่ึงมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของช้ินที่ปดลอมพ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่
ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  

(4) ถา 2A ≥ B  และ   C < 4
3 (A + B)   แลว  รูปที่ 2.4 (ง) ปดลอมและแยกสาม

อาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซ่ึงมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอม
พ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  

(5) ถา 2A ≥ B  และ    C  > 3(A + B)    แลว  รูปท่ี 2.4 (จ) ปดลอมและแยกสาม
อาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซ่ึงมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอม
พ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 
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(6) ถา 2A ≥ B  และ    4
3 (A + B) ≤ C ≤ 3(A + B)     แลว   รูปที่ 2.4 (ฉ)   เมื่อ     

a = 

3
2CBA

BA
++

+     ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซ่ึงมี

พ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหน่ึงของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  
ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

 
 

                   
 

 (ก)                (ข)             (ค) 
 

         
 

 (ง)                (จ)               (ฉ) 
 

รูปที่ 2.4 
 
 
บทพิสูจน (1), (2), (4) และ (5) โดย ทฤษฎีบทที่ 2.1, 2.2 และ 2.3 
3 

(3)  สมมุติ 2A< B และ 2
2BA +  ≤ C  ≤ BA 2+  จะไดวา 

 

รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ข) ถา a  ≥ C  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ค) ถา d  ≤ C  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ง) ถา a  < C <  d  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ฉ) ถา e  ≥ C2  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ช) ถา b  ≤ C2  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ซ) ถา e < C2 < b 
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 (ก)           (ข)          (ค)          (ง) 
 

                   
 

  (จ)           (ฉ)          (ช)          (ซ) 
 

รูปที่ 2.5 
 

จากทฤษฎีบทที่ 2.2, จากขางตน  และ เพราะวาเราสามารถเลื่อนรูปที่ไมอยูใน
ลักษณะโครงสรางเดียวกันกับ รูปที่ 2.5 (ก), รูปที่ 2.5 (ข) และ รูปที่ 2.5 (จ) ใหเกาะ
ติดกันหมดได โดยความยาวเสนรอบรูปรวมลดลง  ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.6 

 

 
 

รูปที่ 2.6 
 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.6 = 3(a + b) + a
A  + b

B2  + ba
C
+

2   

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ 
 0 = a∂

∂ [3(a + b) + a
A  + b

B2  + ba
C
+

2 ] = 3 - 
2a

A  - 
( )2

2
ba

C
+

 

และ   0 = b∂
∂ [3(a + b) + a

A  + b
B2  + ba

C
+

2 ] = 3 - 
2

2
b
B  - 

( )2
2

ba
C
+

 

น่ันคือ b = a A
B2  จึงเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.4 (ค) 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.4 (ค)  

= 3a(1 + A
B2 ) + 



















+

++

A
B

CABAa 21
221  
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ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ 

0 = ad
d

 
[ 3a(1 + A

B2 ) + 


















+

++

A
B

CABAa 21
221  ] 

 

  = 3(1 + A
B2 )  – 



















+

++

A
B

CABA
a 21

221
2

 

 

น่ันคือ a = 
( )

BA

CBAA

2

223
2 

+

++ 





  

 
(6)  สมมุติ 2A< B และ 4

3 (A + B) ≤ C ≤ 3(A + B)  จะไดวา  
 

รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ข) ถา a  ≥ C  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ค) ถา d  ≤ C  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ง) ถา a  < C <  d  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ฉ) ถา e  ≥ C2  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ช) ถา b  ≤ C2  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ซ) ถา e < C2 < b 

 

 

                   
 

 (ก)           (ข)          (ค)           (ง) 
 

                   
 

  (จ)           (ฉ)          (ช)           (ซ) 
 

รูปที่ 2.7 
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จากทฤษฎีบทที่ 2.2, จากขางตน  และ เพราะวาเราสามารถเลื่อนรูปที่ไมอยูใน

ลักษณะโครงสรางเดียวกันกับ รูปที่ 2.7 (ก), รูปที่ 2.7(ข) และ รูปที่ 2.7(จ) ใหเกาะติด
กันหมดไดโดยความยาวเสนรอบรูปรวมลดลง  ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.4 (ฉ) 

 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.4 (ฉ) = a(3 + BA
C
+

2 ) + a
3 (A + B) 

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ 
 

0 = ad
d

 
[ a(3 + BA

C
+

2 ) + a
3 (A + B) ] = 3 + BA

C
+

2  – 
2

3
a

(A + B) 
 

น่ันคือ a = 

3
2CBA

BA
++

+          # 

 
 
 

ตอไปเราจะพิสูจนวาการเรียงสามชิ้นไมไดใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด และจาก
ทฤษฎีบทที่ 2.2 ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.8 (ก) และ (ข)  
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.5 ให 0 < A ≤ B ≤ C จะไดวา 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 2.8 (ก)  และ (ข) มากกวา ความยาวเสนรอบรูปรวม
นอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  
โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นท่ีที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 
 
 

           
 

(ก)                 (ข) 
 a ≤ b ≤ y

C  
 

รูปที่ 2.8 
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บทพิสูจน เพราะวา รูปที่ 2.8 (ก) และ (ข) มีความยาวเสนรอบรูปรวม เทากัน ทําใหเพียงพอที่

จะพิจารณารูปที่ 2.8 (ก) 
 

จากรูปที่ 2.8 จะไดวา xb ≥ A + B น ั่นคือ   b ≥ x
BA +  

 

ให  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณา
บริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นท่ีปดลอมพ้ืนที่ 
C ติดกับสองพ้ืนที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 

  

ถา a  >  x แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก)  
= a + 2x + b + 2(y + y

C ) 

   > 3x+ x
BA + + 2(y + y

C ) 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ก) ≥  
 

ถา b < y
C  <  x แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก) 

= a + 2x + 2y + b + 2 y
C  

    > a + 2x + 2y + 2b + y
C  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ข) ≥  
 

ถา b = y
C  <  x แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก) 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ข)  >  
 

ถา b <  x ≤ y
C  แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก)  

= a + 2x + b + 2(y + y
C ) 

    > a + x + 2b + 2(y + y
C ) 

=  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ค) ≥  
 

ถา x = b แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก) 
= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ค)  >  
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 x
BA +  ≤ y

C              a ≤ b 
 

 (ก)                  (ข) 
 

         
 

 a ≤ b , x ≤ y
C              a ≤ x 

 

 (ค)               (ง) 
 

รูปที่ 2.9 
 
จากขางตน จึงเพียงพอท่ีจะพิจารณากรณี  a ≤ x < b 
 

สมมุติ a ≤ x < b 
 

จากรูปที่ 2.8 (ก) จะไดวา 
  

x(b – a
A ) = xb – a

Ax  > xb – a
Ab  = b(x – a

A ) = B 
 

ดังนั้น b – a
A  > x

B  น ั่นคือ b  >  a
A  + x

B  
 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก)  
= a + 2x + b + 2(y + y

C ) 
 

    > a + 2x + a
A  + x

B + 2(y + y
C ) 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ง) ≥    
 # 
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ทฤษฎีบทที่ 2.6 ให 0 < A ≤ C และ 0 < B < C จะไดวา 

(1) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ก) มากกวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของ
รูปที่ 2.10 (ค) หรือ (ง) 

(2) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 2.10 (ข) มากกวา ความยาวเสนรอบรูปรวมนอย
สุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B   และ  
C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา  

 

 

                  
 

a
A + e

C  ≤ b , a ≤ e                    a ≤ e 
 

 (ก)                          (ข) 
 

            
 

a
A  + 













 −
−

b
BCe

B  ≤ b , e – ( b
BC − ) ≥ a         a

A + e
C  ≤ b 

  

(ค)                        (ง) 
 

รูปที่ 2.10 
 
บทพิสูจน (1) พิจารณารูปที่ 2.10 (ก) 
 

กรณีที่ 1. e – ( b
BC − ) ≥ a 

เพราะวา e
C  < b จะไดวา e

C ( b
BC − ) < b( b

BC − )  = C – B 

ดังนั้น B < C – e
C ( b

BC − ) = e
C [e – ( b

BC − )] 
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ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ก)   

= a + a
A  + 2(e + b + b

B ) + e
C  

     > a + a
A  + 2(e + b + b

B ) + 













 −
−

b
BCe

B  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ค)  
 

กรณีที่ 2. e – ( b
BC − ) < a 

เพราะวา a ≤ e จะไดวา A ≤ a
eA  น ั่นคือ A + C ≤ a

eA + C = e( a
A + e

C ) 

เพราะวา a
A + e

C  ≤ b  
 

จะไดวา 
e
C

a
A

BA
+

+  + b
BC −  ≤ 

e
C

a
A

BA
+

+  + 
e
C

a
A

BC
+

−  = 
e
C

a
A

CA
+

+  ≤ e 

 

ดังนั้น ( )

e
C

a
A

BA 
+

+3  ≤ 3[e – ( b
BC − )] < 2[e – ( b

BC − )] + a 

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ก) 
= a

A + 2(b + b
C ) + e

C + 2[e – ( b
BC − )] + a 

 

   > a
A + 2(b + b

C ) + e
C + ( )

e
C

a
A

BA 
+

+3   

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ง) 
 

(2) พิจารณารูปที่ 2.10 (ข) 
 

ให  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณา
บริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นท่ีปดลอมพ้ืนที่ 
C ติดกับสองพ้ืนที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 

 

ถา b ≤ e แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ข)  
= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 2.11 (ก)  >  
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ถา a < b ≤ e
C  แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ข)  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.11 (ข)  >  
 

 

            

a ≤ e , b ≤ e                 b ≤ e
C  

 (ก)                      (ข) 
 

รูปที่ 2.11 
 

สมมุติ b >  min{ e , e
C  } 

 

กรณีท่ี 1.  b(e – a + a
A  + e

C  – b )  >  C – B 

จะไดวา  มี x , y > 0 ซ่ึง x < e – a ,  y < a
A + e

C  – b  และ  b( x + y ) = C – B 

ดังนั้น C – ( e
C x + ey) >  C –  b( x + y )  =  B 

 

เราจะแสดงวารูป 2.10 (ข) มีความยาวเสนรอบรูปรวมเทากับรูปที่บางอาณาบริเวณมี
พ้ืนที่เพ่ิมขึ้น 

ให D = ( e
C  – y)(e – x) 

จะไดวา D = xy + C – ( e
C x + ey) > xy + B > B 

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ข)  
= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.12  >  

 

 

   
 

รูปที่ 2.12 
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กรณีท่ี 2.  b(e – a + a
A  + e

C  – b )  ≤  C – B 

จะไดวา A + B <  A + B + (e – a) a
A + ( a

A  + e
C  – b )(b – e)  

    =  b(e – a + a
A  + e

C  – b ) + B – C + ab  ≤  ab 

น ั่นคือ a > b
BA +   

และ b
CBA ++  ≤ b

1 [b(e – a + a
A  + e

C  – b ) + B – C + ab + C] 

 =  e + a
A  + e

C  – b + b
B  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ข)  
= 3b + 2(e + a

A  + e
C  – b + b

B ) + a 

   > 3b + 2( b
CBA ++ ) + b

BA +  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.13 ≥    
 

 

 
 

รูปที่ 2.13 
        # 

 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.7 ให 0 < A ≤ B ≤ C จะไดวา 

รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น  ซ่ึงมี พ้ืนที่  A , B  และ   C    
ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด คือ รูปที่ใชความยาวรวมนอยสุดใน
ทฤษฎีบทที่ 2.4 

 
บทพิสูจน  เพราะวาสามารถเลื่อนรูปที่ไมเรียงติดกัน และ รูปที่มีดานหน่ึงของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ใด

พ้ืนที่หน่ึงติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ ใหเกาะติดกันหมดได โดยความยาวเสนรอบรูปรวมลดลง  
จึงเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่เรียงติดกัน  และรูปที่มีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ใดพ้ืนที่
หน่ึงติดกับสองพื้นที่ท่ีเหลือ  
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จากทฤษฎีบทที่ 2.2  จึงเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.8 (ก) และ (ข) และ รูปที่มีดาน

หน่ึงของช้ินที่ปดลอมพ้ืนที่ใดพ้ืนที่หน่ึงติดกับสองพ้ืนที่ที่เหลือ 
จากทฤษฎีบทที่ 2.5  จึงเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่มีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ใด

พ้ืนที่หน่ึงติดกับสองพ้ืนที่ที่เหลือ 
จากทฤษฎีบทที่ 2.2 และ 2.4 - 2.6 จะไดวา รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ

อาณาบริเวณละช้ิน ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  ดวยสี่เหลี่ยมผืนผา ที่ใชความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุด คือ รูปที่ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดในทฤษฎีบทที่ 2.4 

       # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.8 ให 0 < A ≤ B จะไดวา 

(1) ถา A < B แลว  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.14 (ข)  มากกวา ความยาวเสน
รอบรูปรวมของรูปที่ 2.14 (ค) 

(2) ถา รูป 2.14 (ก) ไมเปนรูปเดียวกับ รูปที่ 2.14 (ข)  แลว  ความยาวเสนรอบรูปรวมของ
รูปที่ 2.14 (ก)  มากกวา  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 2.14 (ค) 

 
 

        A  B       B  
  (ก)             (ข)             (ค) 

 

รูปที่ 2.14 
 

บทพิสูจน (1) สมมติ  A < B  
จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.14 (ข)  

= 4 B  + 2 A  

= 4 B  + 2
A

A  

> 4 B  + 2
B

A  

= 2 B  + 2 A+ B
B

( )  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.14 (ค) 
 

(2) โดยทฤษฎีบทที่ 2.1          # 
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ทฤษฎีบทที่ 2.9 ให m ∈ { 1 , 2 , 3 } จะไดวา 

สําหรับรูปที่ปดลอมและแยก m อาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหล่ียมผืนผา 
โดยใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณจะมีชิ้นเดียว 

 
บทพิสูจน พิจารณา รูปที่ปดลอมและแยก m อาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยส่ีเหลี่ยม

ผืนผา  และมีบางอาณาบริเวณมีมากกวาหน่ึงชิ้น 
ให ดานบนและดานขวาของแตละช้ินเปนตัวแทนของแตละชิ้น 

พิจารณาการเลื่อนในแนวตั้งหรือแนวนอนทางเดียวไมมีผลกระทบตอช้ินอื่น 
เลือกช้ินที่มีพ้ืนท่ีมากที่สุดของแตละอาณาบริเวณ จากนั้น เล่ือนแตละช้ินที่เลือกใน

แนวนอนหรือแนวตั้งใหติดกัน(ในกรณีที่ m > 1) และ เติมดานซายและดานลางจนอยูใน
ลักษณะของรูปที่ปดลอมและแยกดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา   

โดยทฤษฎีบทที่ 2.8 จะสามารถนําตัวแทนของชิ้นที่เหลือ ไปเพิ่มพ้ืนท่ีใหกับแตละช้ิน
ที่เลือกไว จนแตละชิ้นมีพ้ืนที่เทากับพ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่ตองการ และ อยูในลักษณะ
ของรูปที่ปดลอมและแยกดวยสี่เหล่ียมผืนผา โดยใชความยาวเสนรอบรูปรวมลดลง 

ดังนั้น รูปท่ีปดลอมและแยก m อาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยม
ผืนผา โดยใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณจะมีชิ้นเดียว 

   # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.10  ให 0 < A ≤ B ≤ C จะไดวา 
 

(1) รูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณ ซึ่งมีพ้ืนที่  A  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่ใชความยาวเสน
รอบรูปรวมนอยสุด  คือ รูปที่ 2.1 (ก) เมื่อ x = A  ซ่ึงมีความยาวเทากับ 4 A  

 

(2) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่ใช
ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด   เมื่อ  2A< B   คือ  รูปที่  2.3 (ก) ซ่ึงมีความยาวเทากับ 
2 A2  +  4 B  

 

(3) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่ใช

ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ 2A ≥ B  คือ รูปที่ 2.3 (ค) เมื่อ  x = )(3
2 BA +  ซ่ึง

มีความยาวเทากับ 2 )6( BA +  
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(4) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนท่ี  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่

ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ  2A< B   และ C < 2
2BA +   คือ  รูปที่ 2.4 (ก)  

ซ่ึงมีความยาวเทากับ 2 A2  + 4 B  + 2 C2  
 

(5) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนท่ี  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่
ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ  2A< B   และ C > BA 2+    คือ  รูปที่ 2.4 (ข)  
ซ่ึงมีความยาวเทากับ 2 A  + 2 B2  + 4 C  

 

(6) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนท่ี  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่

ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  2A< B   และ 2
2BA +  ≤  C   ≤ BA 2+    

คื อ  รูป ที่  2.4 (ค )  เ ม่ื อ   a  =  
( )

BA

CBAA

2

223
2 

+

++ 





   ซ่ึ ง มี ค วาม ยาว เท ากั บ 

6 ( ) 





++ CBA 223
1 2 

 

 

(7) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซึ่งมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ที่
ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ  2A ≥ B  และ  C < 4

3 (A + B)  คือ  รูปท่ี 2.4 (ง)  ซ่ึงมี

ความยาวเทากับ 2 )6( BA +  + 2 C2  
 

(8) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ที่
ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ  2A ≥ B  และ  C  > 3(A + B)  คือ  รูปท่ี 2.4 (จ)  ซ่ึงมี
ความยาวเทากับ 2 )3( BA +  + 4 C  

 

(9) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนท่ี  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ที่
ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  เม่ือ   2A ≥ B  และ 4

3 (A + B)  ≤  C  ≤ 3(A + B)   คือ    

รูปที่ 2.4 (ฉ)  เม่ือ  a = 

3
2CBA

BA
++

+  ซ่ึงมีความยาวเทากับ 6 3
2CBA ++  

 
 
บทพิสูจน โดยทฤษฎีบทที่ 2.1 ,  2.3 ,  2.4 ,  2.7 และ 2.9       # 
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จากทฤษฎีบทที่ 2.10  และ จากรูปท่ี 2.15 2.16 และ 2.17 เราจะสังเกตวา สําหรับสองและ

สามอาณาบริเวณ  ความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี 2A = B  น้ันเปนลิมิตของกรณี 2A< B  เมื่อ    
A    เขาใกล   B และสําหรับสามอาณาบริเวณซึ่ง 2A< B    ความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี     

C = 2
2BA +   น้ั น เป น ลิ มิ ตของกรณี  C < 2

2BA +    เม่ื อ   C   เข าใกล  

2
2BA +    และความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี    C = BA 2+   น้ันเปนลิมิตของ

กรณี C > BA 2+   เมื่อ C   เขาใกล  BA 2+  และสําหรับสามอาณาบริเวณซึ่ง 
2A ≥  B    ความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี  C = 4

3 (A + B)  น้ันเปนลิมิตของกรณี  C < 4
3 (A + B)  

เมื่อ  C  เขาใกล  4
3 (A + B) และความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี  C  = 3(A + B)  น้ันเปนลิมิตของ

กรณี  C  > 3(A + B)  เมื่อ   C   เขาใกล  3(A + B)  
 
 
 

 
 
 
รูปที่ 2.15 : แสดงรูปท่ีปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหล่ียม

ผืนผา ที่ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด ในแตละกรณี 
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รูปที่ 2.16 : กราฟแสดงบริเวณที่ทําให (4) - (9) ในทฤษฎีบทที่ 2.10 ใชความยาวเสนรอบรูปรวม

นอยสุดในการปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณซึ่งมี พ้ืนที่  A , B  และ  1  ดวย   
ส่ีเหลี่ยมผืนผา โดยที่ 0 < A ≤ B ≤ 1 

 
 

 
 

รูปท่ี 2.17 : กราฟแสดงความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดท่ีใชปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณซึ่ง
มีพ้ืนที ่ A , B  และ  1  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา โดยที่ 0 < A ≤ B ≤ 1 

    (4) 

     (5) 

  (6) 

     (7) 

 (8) 

     (9) 

  A 

  B 

ความยาว 

  A 
  B 
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ตอไปเราจะจะพิจารณาเปรียบเทียบกราฟของความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดสําหรับสอง

อาณาบริเวณ ที่ปดลอมและแยก ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา กับ ปดลอมและแยกใดๆ แตสําหรับสาม
อาณาบริเวณเราจะไมพิจารณาเปรียบเทียบกราฟของความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เพราะวา
ระบบสมการของความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณใดๆ
น้ันเปนระบบสมการไมเชิงเสน 

ชัดเจนวาความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืน
ที่ A และ B  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา จะมากกวากับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอม
และแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  

จากรูปที่ 2.18  2.19 และ 2.20  เราสังเกตไดวาความแตกตางระหวางความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา 
กับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  
น้ันขัดกับความรูสึกของคนทั่วไปที่เชื่อวาความยาวรวมนั้นนาจะแตกตางกันมาก และจะพบวาความ
แตกตางระหวางความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมี
พ้ืนที่ A และ B  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา กับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยก
สองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  น้ันจะแตกตางกันนอยที่สุด เม่ือ  A = B  ในทางกลับกัน
ความแตกตางจะเพ่ิมขึ้นเร่ือยๆถาหากวา  A - B  ลดลงเร่ือยๆ จนกระทั่งถึงจุดหน่ึงซึ่ง  A - B มีคา
นอยๆความแตกตางก็จะผกผันเปนลดลงเร่ือยๆ 
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รูปที่ 2.18 : กราฟแสดงความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา

บริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา โดยที่ 0 < A ≤ 1 
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รูปที่ 2.19 : กราฟแสดงความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา

บริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  โดยที่ 0 < A ≤ 1 

ความยาว 

ความยาว 

A 

A 
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0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
0.129

0.131
0.132
0.133
0.134
0.135

 
 

 
 
 

0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007

0.1285

0.129

0.1295

0.1305

 

 
รูปที่ 2.20 : กราฟแสดงสวนเกินความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสอง

อาณาบริเวณซ่ึงมีพ้ืนท่ี A และ 1  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา เมื่อเทียบกับความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  โดยที่  
0 < A ≤ 1 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

A 

A 

A 
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บทที่ 3 
 

การปดลอมและแยกหนึ่งถึงสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ีตามที่กําหนด 
ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด 

 
ในบทนี้จะพิจารณาและเปรียบเทียบความยาวรวมของบางรูป   แลวจึงคนหา รูปที่ปดลอมและ

แยกหนึ่งถึงสองอาณาบริเวณบนระนาบซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มี
ความยาวรวมนอยสุด 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.1 ให A > 0 จะไดวา  

รูปที่ 2.1 (ก)  เม่ือ x = A   ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A   ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอน ใชความยาวรวมนอยสุด และมีความยาวเทากับ 4 A  
 
บทพิสูจน พิจารณารูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซ่ึงมีพ้ืนที่ A   ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน  

ที่ไมใชรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา 
ใหนําทุกกลุมมาเรียงติดกัน แลวลบเสนภายในใหหมดจนเหลือแตกรอบ(ถาความยาว

กรอบมีคาอนันตก็จะยาวกวารูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่มีดานยาว A  ก็จะกลายเปนชิ้นเดียวซ่ึง
จะมีความยาวเสนรอบรูปเทากับรูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ B (B > A)  
ดวยส่ีเหล่ียมผืนผารูปหนึ่งซึ่งมีรูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A   ดวย   
ส่ีเหลี่ยมผืนผาที่ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยกวา 

โดยทฤษฎีบทที่ 2.1 รูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี A   ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด คือ รูปที่ 2.1 (ก)  เมื่อ x = A    

    # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.2 ให 0 < A <  B จะไดวา 

รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A   และ B โดยมีลักษณะเปนส่ีเหลี่ยมซอน
กัน ท่ีใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด คือ รูปที่ 3.1 
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 รูปที่ 3.1 
 
บทพิสูจน โดยทฤษฎีบทที่ 2.1 จึงเพียงพอที่จะเปรียบเทียบระหวางรูปที่ 3.1 กับ 3.2 
 

 
 

 รูปที่ 3.2 
 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.2 = 4 BA + + 2 B  
    > 4 BA + + 2 A    

 = ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 
    # 

 

 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.3 สําหรับ 0 < 2A < B  ให 1  และ 2  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูป
ที่ 3.3 และ  3.1 ตามลําดับ จะไดวา 

(1) ถา B > 








 +

16
23043 A  แลว 1  > 2  

(2) ถา B = 








 +

16
23043 A  แลว 1  = 2  

(3) ถา B < 








 +

16
23043 A  แลว 1  < 2  

 
 

A2 B   
 

 รูปที่ 3.3 
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บทพิสูจน  พิจารณา 4 BA + + 2 A  = 2 = 1  = 4 B + 2 A2  

จะไดวา 4 BA +  = 4 B  + 2( 12 − ) A  
ดังนั้น 16(A + B) = 16B + 16( 12 − ) AB + 4( 223 − )A  
ดังนั้น 4( 122 + )A = 16( 12 − ) AB  

ดังนั้น B  = A












−

+

1)24(
122  น่ันคือ  B  = 









 +

16
23043 A  

 

ตอไป พิจารณา B = 8A > 








 +

16
23043 A   

จะไดวา 1 = 10 A2  > 14 A  = 2   

ดังนั้น ถา B > 








 +

16
23043 A  แลว 1  > 2    

และ   ถา B < 








 +

16
23043 A  แลว 1  < 2       # 

 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.4 ให 0 < A ≤  B ≤ 2A  และ w > 0 จะไดวา 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.4 เมื่อ x = )(3
2 BA +    นอยกวา   ความยาวเสน

รอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 
 

x  
รูปที่ 3.4 

 
บทพิสูจน ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1  

= 4 BA + + 2 A  
    > 4 BA + + 2( 26 − ) A3  
    ≥ 4 BA + + 2( 26 − ) BA +  

= 2( 6 ) BA +  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.4 เม่ือ x = )(3
2 BA +     

# 
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ทฤษฎีบทที่ 3.5 ให A , B  > 0 จะไดวา 

รูปที่ 3.5 ไมใชรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอน ที่ใชความยาวรวมนอยสุด 

 

  
 

 

รูปที่ 3.5 
 
บทพิสูจน  จากรูปที่ 3.5 จะไดวา B = a x + b(x + a

A  – y) 
 

ให  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา
บริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 

 

กรณีที่ 1. b > a , x > 2
y  

จะไดวา    A + B < A + B + 2
y  (b – a)  

= A + a x + b(x + a
A  – y) + 2

y  (b – a)  

= (a + b)( x + a
A  – 2

y ) 
 

ดังนั้น a + b > 
2
y

a
Ax

BA
−+

+  

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.5  
= 2(a + b) + a + 3 a

A + 2 x – y 

     > 2


















−+

+

2
y

a
Ax

BA
+ a + 3 a

A + 2 x – y 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.6 
 

    ≥  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 
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รูปที่ 3.6 
 

กรณีที่  2. b ≥ a , x ≤ 2
y  

 จะไดวา B = a x + b(x + a
A  – y) ≤ bx + b(x + a

A  – y) = b(2x + a
A  – y) 

 

ดังนั้น b ≥ 
ya

Ax
B

−+2
 

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.5  
 

= 2b + 3a + 3 a
A + 2x – y 

 

    > 2


















−+ ya
Ax

B
2

+ 2a + 3 a
A  + 2x – y 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.7 ≥  
 
 

  
 

2x ≤  y 
 

รูปที่ 3.7 
 
กรณีที่ 3. b < a  

จะไดวา (a + b)(2x + a
A  – y) = a( a

A  – y) + 2ax + b(2x + a
A  – y) 

 > b( a
A  – y) + 2ax + b(2x + a

A  – y) = 2B 

ดังนั้น 2x + a
A  – y > 

ba
B
+

2  
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ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.5  
 

= 2b + 3a + 2 a
A + 2x + a

A  – y 
 

   > 2b + 3a + 2 a
A  + 

ba
B
+

2
 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.8 ≥  
 
 

  
 

รูปที่ 3.8 
 
กรณีที่ 4. b = a , x > 

2
y

 
 

ให  m = min{ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1, ความยาวเสนรอบรูปรวมของ
รูปที่ 3.2 ,  } 

จากทฤษฎีบทที่ 2.3 และ 3.3 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.8 > m 
เพราะวา B = b(2x + a

A  – y) 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.5  
= 5a + 2 a

A + 2x + a
A  – y 

= 5a + 2 a
A  + 

b
B  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.8 > m 
     # 

 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.6 ให A , B > 0 และ 0 < w ≤  x จะไดวา  

รูปที่ 3.9 ไมใชรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอน ที่ใชความยาวรวมนอยสุด 
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รูปที่ 3.9 
 

บทพิสูจน  จากรูปที่ 3.9 จะไดวา B = x(w – z) +zb น่ันคือ 
x
B + z – w = 

x
zb  

และ x > max{z , b}≥ zb  
 

ให  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา
บริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา 

 

กรณีที่ 1. x ≤  y 

จะไดวา 2(
x
B + z – w) =  2

x
zb  <  2

zb
zb  =  2 zb  ≤  z + b 

ดังนั้น 2
x
B  < 2w – z + b  

  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.9  

= 2y + 2
y
A + x + 2w – z + b 

   > 2y + 2
y
A + x + 2

x
B  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.10 ≥  
 
 

 
 

รูปที่ 3.10 
 
กรณีที่ 2. x > y , x ≥ 2b 
 

จะไดวา 2(
x
B + z – w) =  2

x
zb  ≤  2

b
zb
2

 =  z  น่ันคือ 2
x
B  ≤ 2w – z 
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ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.9  

= 2y + 2
y
A + x + 2w – z + b 

   ≥ 2y + 2
y
A + x + 2

x
B + b 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.11 >  
 
 

 
 

รูปที่ 3.11 
 
กรณีที่ 3. x > y , x < 2b , 

y
A b < B 

 

จะไดวา 2(B – 
y
A b) + 

y
A x = x(2w – z) + (z – 

y
A )(2b – x) <  x(2w – z) 

 

ดังนั้น 2w – z > 2(
x

b
y
AB −

) +
y
A   

  

 

ให  m = min{ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 , ความยาวเสนรอบรูปรวมของ
รูปที่ 3.2 ,  } 

 

จากทฤษฎีบทที่ 3.5 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 3.12 > m 
 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.9  

= 2y + 2
y
A + x + 2w – z + b 

   > 2y + 2
y
A + x + 2(

x

b
y
AB −

) +
y
A + b 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.12 >  m 
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รูปที่ 3.12 
  
กรณีที่ 4.  x > y , x < 2b ,  

y
A b ≥ B 

จะไดวา 0 < (2b – x)(w – z) = b(2w – z) – B น่ันคือ 0 < 2w – z – 
b
B  

 

ดังนั้น 2b + 
b
B  < x + b + 

b
B  < x + b + 2w – z  

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.9  

= 2y + 2
y
A + x + b + 2w – z  

    > 2y + 2
y
A + 2b + 

b
B  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.13 ≥  
 
 

  
 

รูปที่ 3.13 
   # 

 
 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.7 ให A , B > 0 จะไดวา  

รูปที่ 3.14 ไมใชรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนว
ตั้งและแนวนอน ที่ใชความยาวรวมนอยสุด 
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รูปที่ 3.14 
 
บทพิสูจน ให   แทน   ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา

บริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี A และ B  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 
ให  m = min{ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 , ความยาวเสนรอบรูปรวมของ

รูปที่ 3.2 ,  } 
จากทฤษฎีบทที่ 3.5 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 3.15 > m  
 
 

 
 

รูปที่ 3.15 
 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.14  
= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.15 >  m  

   # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.8 ให A , B > 0 จะไดวา 

รูปที่ 3.16 ไมใชรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนว
ตั้งและแนวนอน ที่ใชความยาวรวมนอยสุด 
 

 
 

รูปที่ 3.16 
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บทพิสูจน ให  แทน   ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา

บริเวณ  ซ่ึงมีพ้ืนที ่ A และ B ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา 
ให  m = min{ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 , ความยาวเสนรอบรูปรวมของ

รูปที่ 3.2 ,  } 
จากทฤษฎีบทที่ 3.6 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 3.17 (ก) > m  
จากทฤษฎีบทที่ 3.7 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 3.17 (ข) > m  

และ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.17 (ค) > m  
 
 

                 
 

2y ≥ w 
 

(ก)               (ข)              (ค) 
 

รูปที่ 3.17 
 
จากรูปที่ 3.16 จะไดวา B = x(y + e) + b(a – e – w)  

น่ันคือ x(
x
B – y – e) = b(a – e – w)  

 
กรณีที่ 1. x ≥ 2b 

จะไดวา 2b(
x
B – y – e) ≤  x(

x
B – y – e) = b(a – e – w)  

ดังนั้น 2
x
B – e ≤ a + 2y – w  

  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.16  
= 2 z + b + x + 2a + a + 2y – w  

    ≥ 2 z + b + x + 2a + 2
x
B – e 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.17 (ก) > m 
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กรณีที่ 2. x < 2b , y ≥
2
w  

จะไดวา b > b – 2
x  > (b – 2

x )( 

2
wya

w
−+

) 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.16  
 = 2 z + 3a + 2y – w + b + x 

  > 2 z + 3a + 2y – w + b + x – 2(b – 2
x )( 

2
wya

w
−+

) 

 = ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.17 (ข) > m 
 

กรณีที่ 3. x < 2b , y <
2
w  

จะไดวา 
b
xy

 < 
b
by2  = 2y 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.16  
= 2 z + b + x + 3a + 2y – w 

    >  2 z + b + x + 3a + 
b
xy

 – w 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.17 (ค) > m    
  # 

 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.9  สําหรับรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยเสน
แนวตั้งและแนวนอนโดยใชความยาวรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณจะมีชิ้นเดียว และมีลักษณะ
โครงสรางเดียวกับรูปที่ 3.1 หรือ 3.3 หรือ 3.4 หรือ 3.5 หรือ 3.9 หรือ 3.14 หรือ 3.16  

 
บทพิสูจน พิจารณารูปท่ีปดลอมและแยกอาณาบริเวณซ่ึงมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและ

แนวนอน  และมีบางอาณาบริเวณมีมากกวาหน่ึงชิ้น 
ให ดานบนและดานขวาทุกดานของแตละชิ้นเปนตัวแทนของแตละชิ้น 
เลือกชิ้นที่มีพ้ืนที่มากที่สุดของแตละอาณาบริเวณ  ตีกรอบเปนส่ีเหล่ียมผืนผาทั้งสอง

ช้ิน(ในกรณีที่มีช้ินที่เลือกซึ่งไมใชส่ีเหลี่ยมผืนผา) จากนั้น เลื่อนใหติดกัน(ในกรณีที่ยังไม
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ติดกัน)       จากนั้น  ตัดแตงรูปใหมีพ้ืนท่ีเทาเดิม (ตัวอยางดังรูปที่3.18)  และเลื่อนใหอยูใน
ลักษณะโครงสรางเดียวกับรูปที่ 3.1 หรือ 3.3 หรือ 3.4 หรือ 3.5 หรือ 3.9 หรือ 3.14 
หรือ 3.16 และ เติมดานซายและดานลางจนอยูในลักษณะที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณ
ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน โดยใชความยาวรวมลดลง 

 

 

        
 

รูปที่ 3.18 : การตัดแตงรูปบริเวณที่ซอนกันหลังจากตีกรอบ โดยพ้ืนที่ไมลดลง 
 
ทํานองเดียวกับการพิสูจนทฤษฎีบทท่ี 2.9 นําตัวแทนของชิ้นที่เหลือ ไปเพ่ิมพ้ืนท่ีให

กับแตละช้ินที่ เลือกและตัดแตงไว จนแตละชิ้นมีพ้ืนที่เทากับพ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่
ตองการ และ อยูในลักษณะที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน 
โดยใชความยาวรวมลดลง 

ดังน้ัน รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอนโดยใชความยาวรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณจะมีช้ินเดียว 

      # 
 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.10  ให 0 < A ≤ B จะไดวา 
 

(1) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว

นอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด  เมื่อ 








 +

16
23043 A < B   คือ รูปที่ 3.1  ซ่ึงมีความ

ยาวเทากับ 4 BA + + 2 A   
 

(2) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว

นอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด  เมื่อ 








 +

16
23043 A = B   คือ รูปที่ 3.1 และ 3.3 

ซ่ึงมีความยาวเทากันเทากับ 5( 2 + 1 ) A  
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(3) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว

นอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด  เม่ือ 2A< B < 








 +

16
23043 A  คือ รูปที่ 3.3  ซ่ึงมี

ความยาวเทากับ 2 A2  +  4 B  
 

(4) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว

นอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด  เมื่อ 2A ≥ B   คือ รูปท่ี 3.4 เมื่อ  x = )(3
2 BA +  

ซ่ึงมีความยาวเทากับ 2 )6( BA +  
 

 
บทพิสูจน โดยทฤษฎีบทที่ 2.10 และ  3.2 - 3.9        # 
 
 

จากทฤษฎีบทที่ 3.10 และ รูปที่ 3.19 จะสังเกตวา  ความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี 2A = B 
น้ั น เป นลิมิ ตของกรณี  2A< B  เมื่ อ  A  เข าใกล  B และความยาว เส นรอบรูปรวมกรณี 










 +

16
23043 A  = B น้ันเปนลิมิตของกรณี 









 +

16
23043 A ≠ B   เม่ือ 









 +

16
23043 A  เขา

ใกล  B 
 

 
 

รูปที่ 3.19 : แสดงรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี  A  และ  B  ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด ในแตละกรณี 
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จากการสรางกราฟดังรูปที่ 3.20 และ 3.21 จะพบวาความยาวรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอม

และแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน จะนอยกวา ความ
ยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี A และ B  ดวย 
ส่ีเหลี่ยมผืนผาเมื่อ A - B มีคานอยๆ นอกนั้นจะเทากัน 

จากการสรางกราฟดังรูปที่ 3.20 และ 3.22 เราสังเกตไดวาความแตกตางระหวางความยาวรวม
นอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว
นอนกับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปท่ีปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A 
และ B   น้ันขัดกับความรูสึกของคนทั่วไปที่เชื่อวาความยาวรวมนั้นนาจะแตกตางกันมาก     และ
จะพบวาความแตกตางระหวางความยาวรวมนอยสุดของรูปท่ีปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมี
พ้ืนที่ A และ B   ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน     กับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่
ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี A และ B  น้ันจะแตกตางกันนอยที่สุด เมื่อ  A = B  
ในทางกลับกันความแตกตางจะเพ่ิมขึ้นเร่ือยๆถาหากวา  A - B  ลดลงเร่ือยๆ จนกระทั่งถึงจุดหน่ึง
ซ่ึง  A - B มีคานอยๆความแตกตางก็จะผกผันเปนลดลงเรื่อยๆ และเมื่อถึงจุดหน่ึงซึ่ง A - B มีคา
นอยลงไปอีก ความแตกตางก็จะผกผันกลับมาเปนเพ่ิมขึ้นเร่ือยๆเหมือนเดิม สวนรอยหักของกราฟ
เกิดจากการเปลี่ยนอยางกะทันหันระหวางรูปที่ 3.1 กับ 3.3 
 
 
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

4.5

5

5.5

6

6.5

7

 
 
รูปท่ี 3.20 : กราฟแสดงความยาวรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที ่

A และ 1  ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน โดยที่ 0 < A ≤ 1 

ความยาว 

A 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

1.005

1.01

1.015

 
 
 
 
 

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

1.006
1.008

1.012
1.014
1.016
1.018

 
 
 
 

 5ด 10-91ด 10-81.5ด 10-82ด 10-82.5ด 10-83ด 10-8

1.00001

1.00002

1.00003

 
 

รูปที่ 3.21 : กราฟแสดงการเปรียบเทียบความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยก
สองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา   เมื่อเทียบกับความยาว
รวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1   ดวย
เสนแนวตั้งและแนวนอน โดยที่ 0 < A ≤ 1 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

A 

A 

A 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.09

0.11

0.12

 
 
 
 
 

0.05 0.1 0.15 0.2

0.114
0.116
0.118

0.122
0.124
0.126
0.128

 
 
 
 

0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007

0.1255
0.126

0.1265
0.127

0.1275
0.128

 
 

รูปที่ 3.22 : กราฟแสดงสวนเกินความยาวรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ
ซ่ึงมีพ้ืนท่ี A และ 1  ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน เม่ือเทียบกับความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  โดยที่ 
0 < A ≤ 1 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

A 

A 

A 
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บทที่ 4 
 

งานวิจัยตอเนื่อง 
 

ในบทนี้ เราจะแนะนําปญหาที่สืบเนื่องตอจากวิทยานิพนธเลมน้ี ซ่ึงประกอบดวย ปญหาการ
ปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุด และปญหาการปดลอมและแยกสามถึงสี่อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสน
แนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด วานาจะมีกระบวนการในการหาคําตอบของปญหา
อยางไร เพราะอะไรปญหาเหลาน้ันจึงยากขึ้นมาก และมีขอควรระวังอะไรบางในการหาคําตอบ
ของปญหาเหลานั้น ทั้งนี้เพ่ือมุงหวังใหเปนแนวทางในการหาคําตอบของปญหาเหลานั้นตอไป 

 
4.1 ปญหาการปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณซ่ึงมีพื้นที่ตามท่ีกําหนดดวยสี่เหล่ียมผืนผาที่มี

ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  
 

กระบวนการหาคําตอบของปญหานี้นาจะสามารถทําในลักษณะเดียวกันกับปญหาการปดลอม
และแยกสามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวม
นอยสุดได แบงเปนสองสวนหลัก คือ หาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณ
อาณาบริเวณละชิ้นซ่ึงมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด
กอน และแสดงวาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวย
ส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดน้ันแตละอาณาบริเวณตองมีชิ้นเดียว 

ความยากของปญหาน้ีนาจะมีสองประเด็นหลักๆ คือ 
1. กรณีตางๆของคําตอบนาจะแบงออกเปนหลายกรณีมากโดยขึ้นอยูกับสัดสวนของพื้นที่ 

การเปรียบเทียบรูปที่มีอาณาบริเวณละชิ้นมีหลายกรณีมาก อาจจะทําใหเราตองอาศัยการแยกกรณี
จากสัดสวนของพื้นที่น้ันมาใชเปนขอมูลในการเปรียบเทียบความยาวเสนรอบรูปรวมมากขึ้นกวา
ปญหาสามอาณาบริเวณซ่ึงเกือบทั้งหมดเราสามารถเปรียบเทียบความยาวเสนรอบรูปรวมไดโดยไม
ตองคํานึงถึงสัดสวนของพื้นที ่

2. การแสดงวาคําตอบของปญหาแตละอาณาบริเวณตองมีช้ินเดียว 
ขอควรระวัง : ถาจะใชวิธีเดียวกันกับปญหาสามอาณาบริเวณในการแสดงวาคําตอบของ

ปญหาแตละอาณาบริเวณตองมีชิ้นเดียว  จะตองระวังในขั้นตอนที่เราจะทําใหช้ินท่ีเลือกเปนรูปที่
ปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาวาทําไดหรือไมอยางไร 
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4.2 ปญหาการปดลอมและแยกสามถึงส่ีอาณาบริเวณซ่ึงมีพื้นท่ีตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้ง

และแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด  
 

กระบวนการหาคําตอบของปญหานี้นาจะสามารถทําในลักษณะเดียวกันกับปญหาการปดลอม
และแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวม
นอยสุดได น่ันคือ จะตองเปรียบเทียบความยาวรวมของรูปที่ปดลอมและแยกสามถึงสี่อาณาบริเวณ
บางรูปกอน จากนั้นจะตองแสดงวาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสามถึงสี่อาณาบริเวณซึ่ง
มีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุดน้ันจะตองเปนรูปใดรูป
หน่ึงที่เปรียบเทียบความยาวไปแลว 

ความยากของปญหาน้ีนาจะคลายกับปญหา 4.1 แตมีประเด็นเพ่ิมเติม คือ 
1. การแสดงวาคําตอบของปญหาตองเปนรูปใดรูปหน่ึงที่เปรียบเทียบความยาวไปแลว 

ขอควรระวัง : ถาจะใชวิธีเดียวกันกับปญหาสองอาณาบริเวณในการแสดงวาคําตอบของ
ปญหาตองเปนรูปใดรูปหนึ่งที่เปรียบเทียบความยาวไปแลว  จะตองระวังในข้ันตอนที่เราตีกรอบ
ชิ้นที่เลือก(อาจทําใหซอนกันได) จากน้ันตัดแตงไดเปนรูปที่ปดลอมและแยกสามถึงสี่อาณาบริเวณ
ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนวาทําไดหรือไมอยางไร 

2. อาจจะมีกรณีที่คําตอบไมไดมีคําตอบเดียว เชนเดียวกันกับปญหาสองอาณาบริเวณซึ่งมี
กรณีที่คําตอบน้ันมีสองรูปที่มีความยาวรวมเทากัน 
 
 

4.3 คําถามที่นาสนใจ 
 

4.3.1 จริงหรือไมที่คําตอบของปญหาการปดลอมและแยก m อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่
กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณตองมีช้ินเดียว 
และถาไมจริงในกรณี m ใดๆ แลว m ท่ีนอยสุดที่ทําใหไมจริงเปนเทาไร 

 

4.3.2 จริงหรือไมที่คําตอบของปญหาการปดลอมและแยก m อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่
กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณตองมีช้ินเดียว 
และถาไมจริงในกรณี m ใดๆ แลว m ท่ีนอยสุดที่ทําใหไมจริงเปนเทาไร 
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