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 Initial imperfections in a structure are difficult to avoid and unable to predict 

in the real construction. Thus, the actual structural behavior deviates from that 

assumed, and nonlinear behavior can occur. That is, the deformation reaches an 

unstable point faster and the critical load is reduced. The factor of safety is then 

reduced. Therefore, in order to predict an accurate behavior of such a structure, this 

thesis proposes a nonlinear analysis of space trusses which considers effects from 

initial imperfections both out-of-straightness and out-of-plumbness. Properties of 

materials are defined as bilinear. Numerical  analysis is based on a load control 

method and a displacement control method in determining the critical load 

resistance of the structure. 

 Results from analyzing structures in the case studies by the method 

developed in this research have shown a good agreement with previous researches, 

both in cases of perfect structures and structures with initial out-of-straightness. Also, 

in the case study of a pedestrian bridge, when the initial out-of-straightness of 

magnitude L/1,000 (according to AISC) is taken into account, the critical load of the 

structure is reduced by 12.20% compared to the perfect structure. Furthermore, with 

addition of initial out-of-plumbness randomly selected within the magnitude of L/500 

(according to AISC), the critical load of the structure is further reduced by 1.16% in 
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บทที่ 1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมา 

โครงขอหมุนเปนโครงสรางที่นิยมและสําคัญทางวิศวกรรม พบไดบอยในโครงสราง เชน 

โครงหลังคาหรือสะพาน  เปนตน โครงขอหมุนเปนโครงสรางที่เหมาะสมกับการใชงานที่ตองการ

ชวงความยาวระหวางจุดรองรับที่มาก เปนโครงสรางที่กอสรางไดงาย  สามารถสรางโครงสรางที่มี

ขนาดใหญดวยการประกอบชิ้นสวนที่ผลิตจากโรงงาน  ทําใหกอสรางไดสะดวกและรวดเร็ว 

ตลอดจนสามารถออกแบบโครงสรางที่มีความโดดเดนสวยงามได 

ในกรณีที่โครงสรางตองแบกรับน้ําหนักบรรทุกมาก โครงสรางอาจมีพฤติกรรมการเสียรูป

มากและแรงภายในของชิ้นสวนอาจสูงถึงจุดคราก การวิเคราะหพฤติกรรมของโครงสราง

จําเปนตองใชการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนเพื่อจําลองพฤติกรรมของโครงสรางใหเหมือนจริง  โดย

อาศัยวิธีการเสียรูปมาก  รวมกับการจําลองพฤติกรรมวัสดุที่มีความสัมพันธระหวางความเคนและ

ความเครียดแบบไรเชิงเสน  นอกจากนี้ความไมสมบูรณตั้งตนเนื่องจากความคลาดเคลื่อนในการ

กอสรางยังสงผลตอพฤติกรรมของโครงสรางไดอีกดวย 

การวิเคราะหโครงสรางแบบไรเชิงเสนแบงออกเปน 2 ประเภท คือ ความไรเชิงเสนทางวัสดุ

และทางเรขาคณิต การวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางวัสดุจะพิจารณาความเคนและความเครียดของ

หนาตัดที่เกินจุดครากของวัสดุเหล็กหรือการแตกราวของวัสดุคอนกรีต  ทําใหเกิดความสัมพันธ

แบบไรเชิงเสน  คุณสมบัติของวัสดุบางชนิดอาจจําลองพฤติกรรมเปนแบบงาย เชน วัสดุเหล็กอาจ

จําลองพฤติกรรมดวยเสนตรงสองเสน (bilinear) เปนตน สวนการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทาง

เรขาคณิต  จะพิจารณาสมดุลของโครงสรางดวยสมมุติฐานวาโครงสรางมีการเคลื่อนที่มากแต

ความเครียดนอย  ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการเสียรูปแบบเชิงเสน  นั่นคือ

ความสัมพันธเชิงจลศาสตร (kinematics) แบบเชิงเสน และพิจารณาการเสียรูปที่ เกิดจาก

ผลกระทบรอง เชน การรับแรงอัดแนวแกนสงผลตอสติฟเนสการดัด มีการเสียรูปแบบโกงเดาะ   

เปนตน  การวิเคราะหโครงสรางแบบไรเชิงเสนโดยตรงนั้นทําไดยากตองใชการคํานวณเชิงตัวเลข     
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วิธีนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson) เปนวิธีที่นิยม มีรูปแบบการวิเคราะหแบบควบคุมแรง

กระทํา (load control) ดวยการเพิ่มคาและการทําซ้ํา แตมีขอจํากัดคือไมสามารถวิเคราะหสภาวะ

ใกลหรือเกินจุดสูงสุด (ultimate load) และอาจเกิดขอผิดพลาดได อยางไรก็ตามยังมีเทคนิควิธี

ควบคุมการเสียรูป (displacement control) สามารถนํามาแกปญหาไดอยางเหมาะสม 

งานวิจัยนี้นําเสนอการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนทั้งทางเรขาคณิตและ

ทางวัสดุ  ใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีนิวตัน-ราฟสันและวิธีควบคุมการเสียรูป  เพื่อหาน้ําหนัก

บรรทุกวิกฤติกอนวิบัติ  นอกจากนั้นยังทําการสุมขนาดของความไมสมบูรณตั้งตน และนําผลลัพธที่

ไดมาประเมินทางสถิติ 

 

1.2 งานวิจัยที่เกี่ยวของ 

งานวิจัยที่เกี่ยวของสามารถแบงไดเปน 2 กลุม คือ การวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติ   

แบบไรเชิงเสน  และความไมสมบูรณตั้งตน ดังรายละเอียดตอไปนี้ 

1.2.1 การวเิคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสน 

Yang และคณะ (1997) ศึกษาการโกงเดาะแตละชิ้นสวนและการครากที่สงผลตอกําลัง

หนาตัดประลัยของโครงขอหมุน 3 มิติ ผูวิจัยกลาววากําลังหนาตัดประลัยของโครงขอหมุนสามมิติ

นั้นไมสามารถหาไดโดยตรงดวยวิธีแบบเชิงเสน ผูวิจัยนําเสนอการปรับปรุงสมการลากรานจเจียน 

(Lagrangian) เพื่อแกปญหาการวิเคราะหแบบไรเชิงเสน และใชกฎแหงวัสดุ (constitutive laws) 

พิสูจนสมการจากพฤติกรรมจุดตอแบบขอหมุนพรอมดวยระเบียบวิธีตัวเลขแบบการเพิ่มคา-ทําซ้ํา  

กําหนดพฤติกรรมทางวัสดุโดยใชสมมุติฐานอยางงาย  ดวยการกระจายตัวแรงเคนโดยแบง

พฤติกรรมเปน 3 สภาวะ ไดแก อิลาสติก  อิลาสโตพลาสติก และพลาสติกสมบูรณ  โดยในแตละ

สภาวะมีการพิสูจนความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียด ผูวิจัยนําสมการที่ไดนําไป

วิเคราะหตัวอยางโครงขอหมุน 2 ชิ้นสวน ในระนาบสองมิติ เปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับ

ตัวอยางในอดีตแลวพบวามีความสอดคลองกัน ดังนั้นสมการที่พิสูจนนั้นมีความถูกตอง  ผูวิจัย

วิเคราะหเปรียบเทียบสภาวะตางๆของพฤติกรรมทางวัสดุ  รูปที่ 1.1 แสดงความสัมพันธระหวาง
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แรงกระทํากับการโกงตัว สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกโครงขอหมุนไรเชิงเสนทางเรขาคณิตแบบอินอิลา

สติก (inelastic) ทั้งอิลาสโตพลาสติกและพลาสติกสมบูรณลดลงอยางมากเมื่อเทียบกับ    อิลา

สติก (elastic)  และอีกขอสังเกตพฤติกรรมระหวางอิลาสโตพลาสติกกับพลาสติกสมบูรณตางกัน

นอยมาก และการวิเคราะหผลของการโกงเดาะที่มีผลตอกําลังประลัยดังรูปที่ 1.2  แสดงผลของ

อัตราสวนความชลูดที่มีผลโดยตรงตอกําลังหนาตัดประลัย ผลการวิจัยสามารถสรุปวาการ

วิเคราะหหาการครากของหนาตัดดวยสมมุติฐานแบบงายดวยทฤษฎีการกระจายตัวหนวยแรง

เคนอิลาสติก-พลาสติกที่สมบูรณ และอัตราสวนความชลูดที่มีผลตอการโกงเดาะที่เพิ่มขึ้น เมื่อ

นํามาวิเคราะหแลวทําใหกําลังหนาตัดประลัยของโครงสรางนั้นลดลงอยางมาก 

 

รูปที่ 1.1 ความสัมพันธระหวางแรงกระทํากบัการโกงตัวของ toggle truss (Yang,1997) 
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รูปที่ 1.2 ผลจากอัตราสวนความชลูดของ toggle truss (Yang,1997) 

Rothert และคณะ (1981) ศึกษาพฤติกรรมการโกงเดาะแบบ snap-through สําหรับโครง

ขอหมุนสามมิติ  ผูวิจัยกลาววาในการปฏิบัติทางวิศวกรรมโดยทั่วไปนั้นจะไมคํานึงถึงพฤติกรรม

ของความไรเชิงเสน  การวิเคราะหพฤติกรรมการโกงเดาะแบบ snap-through ไดจัดรูปแบบสมการ

วิธีการเสียรูปมากและใชวิธีอนุพันธเชิงตัวเลขดวยเทคนิควิธีการเพิ่มคา-การทําซ้ํา  ผูวิจัยนําเสนอ

สมการที่ตรงไปตรงมาและมีประโยชนในการวิเคราะหปญหาของโครงสรางและยังสามารถนําไป

เปรียบเทียบกับสมการการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนอื่นๆ ได  การทํานายพฤติกรรมปรากฏการณ 

snap-through นั้นหนึ่งประเด็นสําคัญในการวิเคราะหไรเชิงเสนโครงขอหมุนสามมิติและเปนหนึ่ง

ทางเลือกเพื่อแกปญหาการเกิดลักษณะเฉพาะ (singularity)  ผูวิจัยนําเสนอสมการและเทคนิคชวย

สําหรับการวิเคราะหแบบไรเชิงเสน 4 รูปแบบ ไดแก  1) สมการควบคุม (constrain equation) มา

ใชงานรวม  2) การใชแปลงคาพารามิเตอร (parametric transformation)  3) การใชวิธีระนาบปกติ 

(normal plane)  4) นิวตัน-ราฟสันรวมกับวิธีการประมาณคานอกชวง (extrapolation) จากดิเทอร

มิแนนทสัมพัทธ (relative determinant)  ในทางปฏิบัติการวิเคราะหผลที่ไดวาวิธีนิวตัน-ราฟสัน

รวมกับวิธีการประมาณคานอกชวงมีประสิทธิภาพสูงสุดหมายความวาสามารถหาคาที่จุดวิกฤติ

ดวยความละเอียดที่เหมาะสม  การทํานายปรากฏการณ snap-through อาจไดผลไมตามคาดหวัง  

โดยเฉพาะอยางยิ่งโครงสรางที่รับน้ําหนักบรรทุกกระจายไมสม่ําเสมอและสติฟเนสของโครงสราง

ไมสมมาตรกันจําเปนตองออกแบบดวยความละเอียดมากขึ้นดวยการรวมผลของความไรเชิงเสน 
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Hill และคณะ (1989) พัฒนาเครื่องมือชวยในการวิเคราะหพฤติกรรมการโกงเดาะภายหลัง 

(post-buckling) แบบไรเชิงเสนของระบบโครงขอหมุน 3 มิติ  โครงสรางนั้นถูกจําลองดวยลักษณะ

ตามความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียด  พฤติกรรมแบบไรเชิงเสนเกิดจากการโกงเดาะ

และการครากของหนาตัดจําลองโดยใชคาโมดูลัสสัมผัส (tangent modulus) เพื่อหาคาสติฟเนส

เมทริกซอิลาสติก  พิจารณาผลกระทบที่อันดับ 1 จากผลเนื่องทางเรขาคณิตดวยการใชสติฟเนส

เมทริกซเรขาคณิต  ผลกระทบอันดับ 2 ไดรวมถึงสมการการหมุนรวม (co-rotational) ของพิกัด 

หลักระเบียบเชิงตัวเลขแบบเพิ่มคา-ทําซ้ําเปนประโยชนในการประยุกตวิธี  นิวตัน-ราฟสันดวย

สมการควบคุมวิธีความยาวสวนโคง (arc length method)  ผูวิจัยไดสังเกตพฤติกรรมการ

ตอบสนองน้ําหนักบรรทุกกับการโกงตัวทั้งในชวงกอนและหลังจุดวิกฤตเปนสําคัญ วิเคราะห

ตัวอยางดังรูปที่ 1.2 (ซาย) โครงขอหมุน 2 ชิ้นสวน (toggle truss) ในระนาบ 2 มิติ ดวยโปรแกรม 

STAP กําหนดคาโมดูลัสการโกงเดาะ Ep=
2EI/(2l3) และนําวิธีการวิเคราะหการโกงเดาะภายหลัง

แบบอิลาสติกของ Kondoh และ Atluri (1985)  ผลที่ไดดังแสดงรูปที่ 1.2 (ขวา)  คา ณ ตําแหนง

วิกฤตเทากับ 3.833x106 kg มีคาที่แตกตางกันกับผลการวิเคราะหของ Kondoh และAtluri  3.5% 

อยูที่คา 3.76x106 kg คาของการโกงเดาะภายหลังอิลาสติกเทากับ 2.927x106 kg คาความเคน

วิกฤตเทากับ cr=36,808 kg/cm2  ความแตกตางของคาน้ําหนักบรรทุกวิกฤตที่เกิดขึ้นมีผลมาจาก

การประมาณคาของวิธีไฟไนตอิลิเมนตและคาเกรเดียนความเคนในแนวแกนที่สูง (large axial 

strain gradient) ซึ่งเปนสวนที่ Kondohและ Atluri ไมพิจารณา  ผลการวิเคราะหโดยแสดงตัวเลข

โรมันดังรูป 1.3 (ขวา) แสดงจุดเริ่มตนของแตละสถานนะพฤติกรรมผลการตอบสนองของแตละ

ชิ้นสวนดังนี้  (I) การโกงเดาะภายหลังแบบอินอิลาสติก, (II) การโกงเดาะภายหลังแบบอินอิลาสติก

ไมใหน้ําหนักบรรทุก, (III) อิลาสติกเชิงเสนใหน้ําหนักบรรทุกอีกครั้ง, (IV) การครากสวนรับแรงดึง 
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รูปที่ 1.3 ตัวอยางการทดสอบ toggle truss(ซาย)  ผลการทดสอบที่สภาวะตางๆ(ขวา)   

 (Hill และคณะ,1989 ) 

ศศิธร บรรจงลิขิต และวัฒนชัย สมิทธากร (2010) ศึกษาการคํานวณหาแรงในค้ํายันนอก

ระนาบของโครงขอหมุนดวยวิธีการวิเคราะหแบบไรเชิงเสน ผูวิจัยกลาววาการวิเคราะหแบบเชิงเสน

ของโครงขอหมุนสามมิติดวยสมมุติฐานที่โครงสรางเกิดการเสียรูปที่นอย  และสมมุติฐานวัสดุ       

อิลาสติกเชิงเสนนั้นมีความคลาดเคลื่อนสูง  ผูวิจัยเสนอวาการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนนั้นชวยลด

คาคลาดเคลื่อนได  ซึ่งคํานึงถึงผลของการเสียรูปที่มาก พิจารณาสมการสมดุลจากลักษณะการ

เสียรูป และความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียดไรเชิงเสนโดยผูวิจัยเลือกรูปอยางงาย

แบบความสัมพันธเสนตรงสองเสน (bilinear)  งานวิจัยนี้แบงการวิเคราะหออกเปน 3 กรณี คือ การ

วิเคราะหไรเชิงเสนทางเรขาคณิต  การวิเคราะหไรเชิงเสนทางวัสดุ  และการวิเคราะหไรเชิงเสนทั้ง

ทางเรขาคณิตและวัสดุ  โดยพัฒนาโปรแกรมดวยภาษาจาวาเพื่อใชในการวิเคราะห  วิธีนิวตัน- 

ราฟสันถูกนําเปนเครื่องมือการวิเคราะหเชิงตัวเลข  ผูวิจัยเปรียบเทียบการวิเคราะหโครงขอหมุนรูป

โดมกับ  Greco และคณะ (2006) ไดผลมีความสอดคลองกันแสดงวาการวิเคราะหนี้เชื่อถือได  

และวิเคราะหทั้ง 3 กรณีที่ไดกําหนด  ผลที่ไดสังเกตการวิเคราะหแบบเชิงเสนเทียบกับไรเชิงเสนเริ่ม

มีความแตกตางชวง 80 นิวตัน และหลังจากนั้นการิวเคราะหทั้ง 3 กรณี จะแตกตางกันมากขึ้น  

และตัวอยางการวิเคราะหสะพานโครงถัก 3 มิติเพื่อหาแรงค้ํายันนอกระนาบ  ผลที่ไดแบบไรเชิงเสน

กรณีแบบผสมมีความแตกตางกันมากขึ้นเนื่องจากวัสดุเริ่มมีการคราก เกิดการโกงตัวที่มากขึ้นกวา

กรณีอื่น  สามารถสรุปการคํานวณแรงค้ํายันนอกระนาบโครงขอหมุนมีคาที่ประมาณ 20% ของ

แรงอัดแนวแกนสูงสุดซึ่งคานั้นมากกวาคาที่แนะนําโดย AISC ที่ 2%  ของแรงอัดแนวแกนสูงสุด 

lu และ Bradford (2010) ไดนําเสนอการวิเคราะหโครงสรางไรเชิงเสนทางเรขาคณิตที่มี

การเสียรูปอันดับที่สองในโครงสรางแบบ 3 มิติ โดยกําหนดคุณสมบัติของวัสดุอยูในชวงอิลาสติก 
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ใชระเบียบวิธีวิธีไฟไนตอิลิเมนต จําลองหนึ่งอิลิเมนตตอหนึ่งชิ้นสวน ผูวิจัยไดนําเสนอสูตรดวยวิธี

ปรับปรุงลากรานเจียน (Lagrangian) เพื่อแกปญหาความไมเชิงเสนทางเรขาคณิตของโครงสรางซึง่

เกิดจากผลของการเปลี่ยนตําแหนงและการหมุนที่จุดตอโดยการสะสมคาที่จุดตอที่มีการ

เปลี่ยนแปลง  อิทธิพลของแรงในแนวแกนบนชิ้นสวนที่เกิดการโกงตอสติฟเนสของชิ้นสวนไดถูก

นํามาพิจารณา ในงานวิจัยชิ้นนี้ไดทําการศึกษาและวิเคราะหพฤติกรรมไรเชิงทั้งเสนกอนและหลัง

การโกงเดาะของโครงสรางทั้งแบบโครงขอแข็งและแบบโครงขอหมุน  ใชวิธีการเชิงตัวเลขควบคุม

ความยาวสวนโคง (arc-length method) ผลการวิเคราะหดังรูปที่ 1.4  ที่ไดมีความใกลเคียงเมื่อ

นําไปเปรียบเทียบกับผลการวิจัยในอดีต 

 

รูปที่ 1.4  ตัวอยางโครงขหมุนและผลการวิเคราะห (Iu และ Bradford, 2010) 

 

Greco และคณะ (2006) ไดนําเสนอสมการรูปแบบใหมในการวิเคราะหโครงขอหมุนสาม

มิติแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตโดยใชพื้นฐานของไฟไนตอิลิเมนต ผูเขียนแนะนําการพิจารณา

ตําแหนงที่โหนดใดๆ ที่ดีกวาการพิจารณาการเสียรูปที่จุดตอใดๆ คาความเครียดใชคาตําแหนงที่

โหนดใดๆ โดยใชพิกัดคารที เซียนในระบบพิกัดสามมิติ  คุณสมบัติของวัสดุนั้นพิจารณา

ความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียดเปนเสนสองเสน (bilinear) จากการจําลอง

พฤติกรรมแบบอิลาสโตพลาสติก (elastoplastic) ผูวิจัยไดแสดงตัวอยางการคํานวณเปรียบเทียบ

ระหวางการคํานวณทางคณิตศาสตรดวยสมการแมนตรงกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขไดผลที่ใกลเคียง

มาก จากนั้นไดวิเคราะหตัวอยางสตารโดม (Star dome)ดังรูปที่ 1.5  มีแรงกระทําที่จุดยอดโดม

ดวยวิเคราะหแบบเชิงเสน, แบบไรเชิงเสนดวยโปรแกรม ANSYS, แบบไรเชิงเสนของงานวิจัย, แบบ

ไรเชิงเสนอิลาสโตพลาสติก โดยกําหนดการเพิ่มคาการเสียรูปครั้งละ 0.1 cm  กําลังที่จุดคราก
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เทากับ 200 N/cm2 ผลที่ไดดังแสดงในรูปที่ 1.6  เปรียบเทียบผลจากงานวิจัยกับ ANSYS ใกลเคียง

มาก การวิเคราะหแบบไรเชิงเสนอิลาสโตพลาสติกสงผลกําลังรับนําหนักบรรทุกลดลงอยางมาก 

  
รูปที่ 1.5  ตัวอยางสตารโดม (Greco และคณะ, 2006) 

 

 
 

รูปที่ 1.6  ผลการวิเคราะหสตารโดม (Greco และคณะ, 2006) 

 

1.2.2 ความไมสมบูรณตั้งตน 

Ikeda และ Murota.(1989) ศึกษาการคํานวณจุดวิกฤตของความไมสมบูรณตั้งตนของ

โครงขอหมุนอิลาสติก โดยความไมสมบูรณตั้งตนสามารถวิเคราะหมาจากคุณสมบัติ 4 ประเภท 

ดังนี้ น้ําหนักบรรทุก, พิกัดจุดตั้งตน, ความยาวของชิ้นสวนตั้งตน และคาโมดูลัสยืดหยุน  ผูวิจัยได

นําเสนอเมทริกซตรวจจับตอความไวตอไมสมบูรณ (imperfection sensitivity matrices) เพื่อการ
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ตรวจหาความไมสมบูรณวิกฤตอยางรวดเร็ว อีกทั้งยังสามารถนํามาใชงานรวมกับการคํานวณดวย

วิธีไฟไนทอิลิเมนต ปญหาความไมสมบูรณตั้งตนผูเขียนแนะนําลักษณะตางๆ เปนพื้นฐานดังนี้ 1) 

การประมาณคุณสมบัติทราบคาที่เปนไปได  วิธีนี้ใชประสบการณวิเคราะหปญหา แตการวิเคราะห

นี้ใชเชิงตัวเลขจํานวนมากและการยากลําบาก  2)ไอเกนเวคเตอร (eigenvector) ที่ไดจากการ

วิเคราะหปรากฏการณไบเฟอเคชั่น (bifurcation) แบบอิลาสติก เปนวิธีที่ไดรับความยอมรับและ

สะดวกกวาวิธีแรก แตมีขอจํากัดวาใชไดเฉพาะเชิงเรขาคณิตเทานั้น  ผูเขียนไดวิเคราะหตัวอยาง

เปนโครงขอหมุนโดมสามมิติใหน้ําหนักบรรทุก 2 แบบ  แบบ a น้ําหนักบรรทุกเต็ม  และแบบ b 

น้ําหนักบรรทุกเพียงครึ่งหนึ่งของแบบ a ที่จุดยอดโดม เปรียบเทียบความไมสมบูรณตั้งตนทั้ง 4 ผล

การวิเคราะหแสดงรูปที่ 1.7  สังเกตวาความไมสมบูรณตั้งตนสวนของความยาวชิ้นสวนตั้งตนมีผล

ตอกําลังแบกทานมากที่สุด และพิกัดจุดตั้งตนมีผลรองมา สวนน้ําหนักบรรทุกกับหนาตัดยังก

โมดูลัสตั้งตนมีผลนอยมาก  งานวิจัยนี้สรุปวาวิธีที่นําเสนอมีประสิทธิภาพกวาวิธีสุมสามารถหา

ขอบเขตต่ําสุดของกําลังแบกทานของโครงสราง 

 

รูปที่ 1.7 กราฟแสดงผลระหวางขนาดความไมสมบูรณกบัน้ําหนกับรรทกุวิกฤต ,Loading Pattern 

a(ซาย) ,Loading Pattern b(ขวา) (Ikeda และคณะ,1989) 

 

Schenk และ Schuëller (2003) ศึกษาการวิเคราะหผลการโกงเดาะดวยการสุมความไม

สมบูรณตั้งตนทางเรขาคณิตวิเคราะหตัวอยางไอโซโทรปก (isotropic) เชน แผนเปลือกบาง(thin 
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walled) และแผนเปลือกโคงทรงกระบอก (cylindrical shells) โดยใชคาแรงอัดตามแนวแกนเปน

คาวิกฤต วิธีนี้สงผลคาของน้ําหนักบรรทุกวิกฤตมีขอมูลมากและคาตัวเลขนั้นมีการกระจาย  ผูวิจัย

นําเสนอการจําลองมอนติคารโล (Monte Carlo) ใชรวมกับวิธีไฟไนทอิลิเมนท  จําลองความไม

สมบูรณตั้งตนทางเรขาคณิตระนาบสองมิติ  กระบวนการเกาสเซียนสโตแคสติก (Gaussion 

stochastic) ใชในการสังเกตพฤติกรรมการเกิดโมเมนตที่อันดับ 2 เนื่องจากแรงอัดแนวแกนที่มา

จากคลังขอมูลการวัดคาความไมสมบูรณ  ใชการกระจายของ Karhunen-Loéve เนื่องจากความ

ไมสัมพันธของการสุมเกาสเซียนเพื่อการประมาณคาแปรปรวน  ผูวิจัยนําเสนอ STAGE Code 

สําหรับการหานําหนักบรรทุกวิกฤตดวยการวิเคราะหไรเชิงเสนทางเรขาคณิต  ผูวิจัยทําการ

วิเคราะหดวย STAGE Code ดวย 250 ตัวอยางการจําลอง  เปรียบเทียบกับผลการทดสอบ 7 ชิ้น 

ผลการทดสอบดังแสดงในรูปที่  1.8 เปรียบเทียบดวยสัมประสิทธิ์คาแปรปรวนกับคากลาง 

สัมประสิทธิ์คาแปรปรวน STAGE  VSTAG=0.0820, การทดสอบ = 0.0870 สัมประสิทธิ์คากลาง 

STAGE  STAG =0.7793, การทดสอบ = 0.6430  ดังนั้นผูวิจัยสรุปวาวิธีการวิเคราะหดังกลาวมีผล

สอดคลองกับผลการทดสอบ 

 

รูปที่ 1.8 แผนภูมิแทงของน้ําหนักบรรทุกวิกฤติ STAGR (บน) , ผลการทดสอบตัวอยาง(ลาง) 

(Schenk และ Schuëller, 2003) 

 

Tomski และ Podgòrska (2010) นําเสนอการวิเคราะหปญหาการไรเสถียรภาพของ

โครงสรางมีความชลูดและผลความไมสมบูรณของโครงสราง  ผูวิจัยกลาววาโครงสรางในอุดมคติที่

ไมพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนการวิเคราะหเสถียรภาพนั้นจะไมสามารถอธิบายพฤติกรรมตาม
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หลักความเปนจริงได  ผูวิจัยจําลองความไมสมบูรณตั้งตนดวยแรงกระทําที่เยื้องศูนยและมีความ

โคงตั้งตน  โดยจัดกลุมออกเปน 4 ประเภท ดังนี้  1) A เสาตรง  y0=x ถูกกระทําแรงออยเลอรที่

เยื้องศูนย,  2)  B เสาตรง    y0=x  ถูกแรงกระทําเยื้องศูนยเขาหาแกนกลางเสา,  3) C เสาโคงตั้ง

ตนดวย  0 siny a x L  ถูกกระทําแรงออยเลอรที่เยื้องศูนย,    4) D เสาโคงตั้งตนดวย

 0 4 ( )xy x l l
l

   ถูกกระทําแรงออยเลอรที่เยื้องศูนย แสดงรูปที่ 1.9 

 

รูปที่ 1.9 แบบจําลองเสา (Tomski และ Podgorska ,2010) 

ผูวิจัยวิเคราะหโดยใชพื้นฐานหลักการพลังงาน วิเคราะหปญหาใชการวิเคราะหดวยตัวเลข

เปรียบเทียบผลทดสอบ โดยผูวิจัยเลือกตัวอยางประเภท A ที่ความเยื้องศูนย 3 คา นําไปวิเคราะห

และทดสอบแสดงผลดัง รูปที่ 1.10 แสดงผลระหวางแรงที่กระทํากับการโกงตัวดานขาง โดยการ

วิเคราะหดวยวิธีตัวเลขนําเสนอดวยเสนและผลการทดสอบนําเสนอดวยจุด  สังเกตวาผลระหวาง

วิเคราะหเชิงตัวเลขกับทดสอบสอดคลองในทิศทางเดียวกัน  คาคาดเคลื่อนจากการโกงตัวดานขาง 

y(l)  ต่ําสุดและสูงสุดเทากับ 0.23%  31.4% ตามลําดับ  
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รูปที่ 1.10 การทดสอบ(ซาย )  ผลวิเคราะหเทียบผลการทดสอบ(ขวา)  (Tomski และ Podgorska 

,2010) 

Náprstek (1999) ไดนําเสนอการตอบสนองแบบไรเชิงเสนของโครงสรางที่ไมสมบูรณตั้ง

ตนเชิงเรขาคณิตดวยการสุมแบบเกาสภายใตเงื่อนไขการเพิ่มน้ําหนักบรรทุกที่นอย  ผูวิจัยกลาววา

การเสียรูปมากจําเปนตองพิจารณาความไรเชิงเสน  ผูวิจัยนําเสนอฟงกชั่นสโตแคสติก 

(stochastic) วิเคราะหความไมสมบูรณตั้งตนในระบบพิกัดสามมิติ ใชงานรวมกับวิธีไฟไนท          

อิลิเมนท  กําหนดรูปแบบสโตแคสติกเปนแบบควบคุมสวนโคง (arc length) ดวยพีชคณิตไรเชิงเสน

ที่สามารถแปลงใหสมการอยางงายแบบเชิงเสนได  ผูวิจัยนําทฤษฎีไปวิเคราะหตัวอยางโครงขอแข็ง

แบบงาย  ผลการวิเคราะหเชิงตัวเลขดวยวิธีการสุมคุณสมบัติความไมสมบูรณตั้งตนตางๆ ที่มี

แนวโนมแสดงการเกิดปรากฏการณ snap-through 

Liew และคณะ (1997) ไดนําเสนอการวิเคราะหหากําลังรับน้ําหนักบรรทุกที่แทจริงที่มา

จากกําลังตานทานของโครงสรางจากลักษณะพฤติกรรมจริงของแตละชิ้นสวนใดๆ ตามที่กําหนด  

การวิเคราะหนี้พิจารณาแบบเสียรูปมากและคุณสมบัติทางวัสดุแบบไรเชิงเสนที่สงผลกําลังแบก

ทานสูงสุดของแตละชิ้นสวนและทั้งโครงสรางโดยตรง  พิจารณาพฤติกรรมของแตละชิ้นสวนแบบที่

มีความโคงตั้งตน (out-of-straightness) เฉพาะชิ้นสวนที่รับแรงอัดแนวแกนเทานั้น  สวนคุณสมบัติ

ทางวัสดุแบบไรเชิงเสนใชการวิเคราะหพฤติกรรมแบบพลาสติก สมการสมดุลแบบไรเชิงเสนจากผล

ของความไรเชิงเสนทางเรขาคณิตและทางวัสดุใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบเพิ่มคา-ทําซ้ําบน ผูวิจัย

วิเคราะหตัวอยางสตารโดม (star dome) โดยกําหนดน้ําหนักบรรทุกที่ตรงจุดยอดอยางเดียวและ

ทุกจุดบนจุดตออิสระของสตารโดม 7 จุด  เปรียบเทียบกับการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทาง
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เรขาคณิตอิลาสติก ผลที่ไดดังแสดงดังรูปที่ 1.11 (ซาย) และ1.11(ขวา) ตามลําดับ สังเกตวา

น้ําหนักบรรทุกวิกฤติลดลงอยาง 

 

รูปที่ 1.11 แสดงผลผลการวิเคราะหจุดยอด(ซาย )  แสดงผลผลการวิเคราะห 7 จุดทั้งหมด  (ขวา) 

(Liew และคณะ, 1997) 
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1.3 วัตถุประสงค 

 งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคดังตอไปนี ้

1.) ศึกษาทฤษฎีการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทั้งทางเรขาคณิตและวัสดุ ของโครงขอหมุน

สามมิติที่พิจารณาความไมสมบูรณตั้งตน 

2.) พัฒนาแบบจําลองทางคณิตศาสตรสําหรับชิ้นสวนที่มีความโคงตั้งตน รวมกับพัฒนา

โปรแกรมสําหรับการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนดวยภาษาจาวา 

3.) วิเคราะหโครงสรางตัวอยางเปรียบเทียบผลกับจากงานวิจัยในอดีต และประเมินกําลัง

รับน้ําหนักบรรทุกของโครสรางเมื่อพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนดวยหลักการทาง

สถิติ 

 

1.4 ขอบเขตงานวิจยั 

 ขอบเขตของงานวิจยันี้ประกอบดวย 

1.) พิจารณาโครงสรางที่เปนโครงขอหมุนสามมิติรับน้ําหนักกระทําแบบสถิต และกระทํา

เฉพาะที่จุดตอเทานั้น 

2.) วิเคราะหโครงสรางแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตพิจารณาการเปลี่ยนตําแหนงที่จุดตอ 

และพฤติกรรมไรเชิงเสนทางวัสดุในแบบเสนตรงสองเสน (bilinear) เทานั้น 

3.) เมื่อกําลังรับแรงอัดชิ้นสวนใดๆ นั้นเทากับแรงออยเลอร (Euler’s load)  ชิ้นสวนนั้นจะ

โกงเดาะและสติฟเนสจะมีคาเทากับศูนย 

4.) ไมพิจารณาการโกงเดาะแบบอินอิลาสติก 

5.) คิดผลความไมสมบูรณเฉพาะความโคงตั้งตน (out-of-straightness)และพิกัดไมตรง

จุดตั้งตน (out-of-plumbness) เทานั้น โดยความโคงตั้งตนไมเกิน L/1000 และพิกัด

ไมตรงจุดไมเกิน L/500 ตามขอกําหนด AISC 303-10 

6.) คาพิกัดไมตรงจุดตั้งตนไดจากการสุมแบบกระจายสม่ําเสมอ (uniform distribution) 

ภายในขอบเขตที่กําหนดคือ L/500 
 



บทที่ 2 

ทฤษฎีที่เกี่ยวของ 

2.1 หลักพื้นฐานการวเิคราะหโครงสรางภายใตแรงกระทําแบบสถิต 

การวิเคราะหโครงสรางโดยทั่วไปตั้งอยูบนเงื่อนไขตอไปนี้ (ปณิธาน, 1994) 

1) เงื่อนไขที่สมดุล (equilibrium condition) เมื่อโครงสรางมีความสมดุล  ผลรวมของแรงทั้งหมด

หรือแรงลัพธของแรงภายในและแรงภายนอกที่กระทํา ณ ตําแหนงใดๆตองเทากับศูนย หรือ

ผลรวมแรงกระทําที่แผนภาพอิสระใดๆ (free body diagram) เทากับศูนย 

2) เงื่อนไขแหงวัสดุ หรือกฎแหงวัสดุ (constitutive law) คือการจําลองทางคณิตศาสตรในการ

อธิบายพฤติกรรมของวัสดุภายใตแรงกระทําหรือภายใตการเปลี่ยนแปลงรูปราง เชน การ

จําลองวัสดุแบบเสนตรง 2 เสน (bilinear material) ความเคน (stress) กับความเครียด 

(strain) มีความสัมพันธแบบเสนตรง 2 เสน  

3) เงื่อนไขของการตอเนื่องหรือความสอดคลอง (continuity/compatibility condition) เมื่อ

โครงสรางเกิดความเครียดสงผลใหเกิดการเสียรูปทั้งการเปลี่ยนตําแหนงและการหมุน โดยจุด

ที่เชื่อมตอระหวางชิ้นสวนนั้นตองมีความสอดคลองกัน กลาวคือที่ตําแหนงเดียวกันมีการเสีย

รูปที่เหมือนกัน ไมมีการแยกออกจากกันหรือมาเหลื่อมทับกันของชิ้นสวนใดๆของโครงสราง 

ทั้งนี้ตองมีความสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขตหรือฐานรองรับ 

หลักการทั้งสามขอนี้ เปนหลักพื้นฐานที่จําเปนตองครอบคลุมทั้งหมดในการวิเคราะห

โครงสรางไมวาการวิเคราะห โครงขอหมุนหรือขอแข็ง สองมิติหรือสามมิติ ใชการวิเคราะหแบบเชิง

เสนหรือไรเชิงเสน  

2.2 การวิเคราะหแบบเชิงเสนดวยวิธีการรวมสติฟเนสโดยตรงของโครงขอหมุนสามมิติ  

1) การแปลงระหวางระบบพิกัดเฉพาะ (local coordinate) กับระบบพิกัดรวม (global 

coordinate) เนื่องจากระบบพิกัดของชิ้นสวนตางๆอยูในทิศทางที่ตางกัน เราไมสามารถนํามา

วิเคราะหหาการเปลี่ยนตําแหนงและแรงภายในไดโดยตรง เพื่อใหสามารถรวมแรงและเงื่อนไข

ความสอดคลองการเสียรูปที่จุดเดียวกัน เราตองเปลี่ยนแปลงระบบพิกัดเฉพาะ (local 

coordinate) เปนระบบพิกัดรวม (global coordinate) 
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ก.ระบบพิกัดเฉพาะ     ข.ระบบพิกัดรวม 

รูปที่ 2.1 การแปลงระบบพิกัดของโครงสราง 

จากรูปที่ 2.1 สามารถแสดงเปนสมการดงันี ้

0 0 0

0 0 0

cos cos cos

cos cos cos

xi xi x yi y zi z

xj xj x yj y zj z

U

U

  

  

    

     
                 (2.1) 

จากเมทริกซการแปลงพกิัด (Transformation matrix) 

0 0 0 0

0 0 0

l m n
N

l m n

 
     

 
                             (2.2) 

เมื่อ 
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cos

cos

cos

j i

x

ij

j i

y

ij

j i

z
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m
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n

L
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
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


 


 


 

     

                 (2.3) 

โดยคาพิกัด 0 0 0, ,x y z
 
ที่จุดใดๆ เปนคา ณ ตําแหนงเริ่มตนทั้งหมด 

i 

j 

Uxi 

Uxj 
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yi 

xi 
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y 

z 
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2) การหาสติฟเนสเมทริกซของแตละชิน้สวนโครงขอหมุนสามมิติ 

จากระบบพกิัดเฉพาะขนาดเมทริกซ 2 x 2  

  0

1 1

1 1
e

AE
k

L

 
   

                    (2.4) 

แปลงใหเปนระบบพิกดัรวมจากสมการ 

   0 0T

E eK N k N         

 

  0
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0

0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0

0

E
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m

n l m nAE
K

l l m nL

m

n

 
 
 
     

          
 
 
 

  

 

 

2 2

2 2

2 2

0 2

2

2

.

E

l lm ln l lm ln

m mn lm m mn

n ln mn nEA
K

L l lm ln

sym m mn

n

   
 

   
   

  
 
 
 
  

                (2.5) 

ผลที่ไดสังเกตไดวาจะไดอีลาสติกสติฟเนสเมทริกซของ 1 ชิ้นสวน ดวยขนาดเมทริกซ 6x6 

3) การรวมสติฟเนสโดยตรง 

    EP K                      (2.6) 

เมื่อ  P คือเวคเตอรน้ําหนักบรรทุกภายนอก,  EK  คือสติฟเนสเมทริกซรวมทั้ ง

โครงสราง, 
  
   คือเวคเตอรการขจัดที่ดีกรีความอิสระใดๆ 
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2.3 การวิเคราะหแบบไรเชิงเสนของโครงขอหมุนสามมติ ิ

 การวิเคราะหแบบไรเชิงเสนแบงออกเปน 2 ประเภทไดแก ความไรเชิงเสนทางเรขาคณิต 

ความไรเชิงเสนทางวัสดุ รายละเอียดดังนี้ 

 

2.3.1 การวเิคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณติของโครงขอหมุน 

 ในการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนนั้นเมื่อโครงสรางมีการรับน้ําหนักบรรทุกมาก โครงสรางจะมี

การเสียรูปดวยการเปลี่ยนตําแหนงที่จุดตอที่มาก  การเปลี่ยนตําแหนงนี้สงผลใหมีการเปลี่ยนแปลง

พิกัด[N] จากจุดตั้งตนไปจุดใหมที่มาก  ทําใหสมมุติฐานการวิเคราะหแบบเชิงเสน [N]ใหม  [N]เดิมมี

ความคลาดเคลื่อนสูง  จําเปนตองวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตดังนี้ 

จัดรูปแบบสมการสมดุลใหม  

       { } { }
T

E GP N F K K                        (2.7) 

เมื่อ  P  คือเวคเตอรน้ําหนกับรรทกุภายนอก 

  
T

N  คือเมทรกิซฟงกชัน่พิกัด 

  F คือเวคเตอรแรงภายใน 

  EK  คือเมทรกิซสติฟเนสเชิงอิลาสติก (Elastic Stiffness metrics) 

  GK  คือเมทริกซสติฟเนสเชิงเรขาคณิต (Geometric Stiffness metrics) 

    คือคาการเปลีย่นตําแหนงใดๆ 

คาของ เมทริกซสติฟเนสเชิงเรขาคณิต  GK  จากวิธีของนิวตัน-ราฟสัน ที่รอบการทําซ้ํา i ใดๆ ของ

โครงขอหมุนสามมิติ ดังสมการที่  2.8 โดยรายละเอียดที่มาของสมการแสดงในภาคผนวก ก 
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     (2.8) 
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โดย 
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cos

cos

cos
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
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
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 
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               (2.9) 

โดย , ,x y z  คือคาพิกัดทีจุ่ดใดๆ เปนที่ปรบัปรุงจากการเปลี่ยนตําแหนงแลว 

 

2.3.2 การวเิคราะหแบบไรเชิงเสนทางวสัด ุ

ความเคนกับความเครียดของเหล็กอาจจําลองอยางงายดวยแบบจําลองเสนตรงสองเสน 

(bilinear model) ดังรูปที่ 2.2   หรืออาจจําลองดวยแบบจําลองอีลาสติก พลาสติกสมบูรณ 

(elastic-perfectly plastic) ดังรูปที่ 2.3 

 

\ 

รูปที่ 2.2 แบบจําลองเหล็กแบบเสนตรงสองเสน 
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รูปที่ 2.3 แบบจําลองอีลาสติก พลาสตกิสมบูรณ 

 

สมดุลที่จุดตอของการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางวัสดุเปนดังนี้ (Ghali, 2003) 

           0

T

E GP N F K K                      (2.10) 

โดย      T
E GK K K       

เมื่อ [N0]
 T   คือ เมตริกซการเปลี่ยนตําแหนงที่สภาวะตั้งตน 

{F}   คือ เวกเตอรของแรงภายในที่สภาวะอางอิง j ใดๆ ซึ่งมีคาเทากบั 

= AE1    ถา
y

             (2.11a) 

= A [E1y
+E2 ( -

y
)] ถา 

y
            (2.11b) 

[KT ( ) ] คือ สติฟเนสสัมผัสโครงสรางที่เปนฟงกชัน่ของคาความเครยีด 

= 0 01

0

TE A
N N

L
         ถา 

y
           (2.12a) 

= 0 02

0

TE A
N N

L
         ถา 

y
           (2.12b) 
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2.4 ความไมสมบูรณตั้งตน 

 ความไมสมบูรณตั้งตนสงผลตอกําลังน้ําหนักบรรทุกวิกฤตมาก โดยเฉพาะโครงสรางแบบ

โดมและเปลือกบางที่มีพฤติกรรมการรับน้ําหนักแบบโกงเดาะ หรือแบบ Snap through  โดยทั่วไป

ความไมสมบูรณตั้งตนแบงออกเปน 4 ประเภท ไดแก  1) เวกเตอรรูปแบบน้ําหนักบรรทุก  2) 

เวกเตอรพิกัดตําแหนงจุดตอตั้งตน  3) ความยาวของชิ้นสวนตั้งตน  4) คุณสมบัติทางหนาตัดและ

วัสดุตั้งตน (Ikeda และ Murota, 1989)  งานวิจัยนี้พิจารณาความไมสมบูรณของชิ้นสวนที่มีความ

โคงตั้งตน และเวกเตอรพิกัดตําแหนงจุดตอตั้งตน  

2.4.1 ความไมสมบูรณของชิ้นสวนท่ีมีความโคงตั้งตน 

 เนื่องมาจากปจจัยในการกอสรางตางๆ อาจทําใหทุกชิ้นสวนในโครงสรางทั้งหมดมีความ

ไมสมบูรณที่มาจากความมีความโคงตั้งตน (initial out-of straightness) ผลที่เกิดขึ้นมีผลโดยตรง

ตอกําลังรับน้ําหนักและการแบกทานของโครงสราง  AISC 303-2010 แนะนําขนาดความโคงสูงสุด

ที่ยอมใหที่ชิ้นสวนรับแรงอัดเทากับ 1/1000 ของความยาว ในที่นี้จะอธิบายถึงพฤติกรรมของ

ชิ้นสวนรับแรงอัดเทานั้น 

 

รูปที่ 2.4 การเสียรปูของชิ้นสวนรับแรงอัด (Chen และ Lui, 1987) 

จากรูปที่ 2.4  แสดงความไมสมบูรณเชิงเรขาคณิตที่มีความโคงตั้งตน  สมมุติชิ้นสวนในรูปแบบ

ครึ่งหนึ่งของความโคงไซน (half sine curve)  นําเสนอโดย Chen และ Lui (1987) 

P F 
F 

F 
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0 0 sin
x

y
L




 
  

 
                  (2.13) 

เมื่อ 0  คือขนาดของความโคงตั้งตนที่กลางชิ้นสวน 

พิจารณาสมการสมดุลของรูปตัดดังรูปที่ 2.4 ขวา  

int 0( ) 0M F y y                      (2.14) 

เมื่อ 
 

y  คือการโกงตัวทางดานขาง ออกจากแนวที่ความโคงตั้งตน  

 F  คือแรงอัดแนวแกน 

แรงตานทานการดัดภายในคือ 

int ''M EIy                     (2.15) 

แทนคาแรงตานทานการดดัภายในสมการที่ 2.15 ลงในสมการที่ 2.14 จัดรูปแบบสมการใหมเปน 

0'' ( ) 0EIy F y y                     (2.16) 

แทนคาขนาดความโคงตั้งตน  y0 ไดสมการอนุพันธ 

2 2
0'' sin

x
y k y k

L




 
    

 
                 (2.17) 

เมื่อ 2 /k F EI  

ผลเฉลยที่ไดจากสมการ 2.17 (รายละเอียดแสดงภาคผนวก ข) 

0 sin
1

e

e

P P x
y

P P L





                  (2.18) 

0totaly y y                     (2.19) 

0

1
sin

1
total

e

x
y

F P L




 
  

 
                 (2.20) 

สมการที่ 2.20  แสดงขนาดการเสียรูปดานขางทั้งหมดเนื่องจากแรงอัดแนวแกน  สังเกตไดวา

สามารถจัดในรูปเฟคเตอร FA  เมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนได 
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1

1
F

e

A
F P

 
  

 
                  (2.21) 

โมเมนตการดดั 

 0 totalM F y y Fy                    (2.22) 

หรือ 

0

1
sin

1 e

x
M P

F P L




 
  

 
                 (2.23) 

 

2.4.2 สติฟเนสที่มีผลจากความโคงตั้งตน 

เมื่อชิ้นสวนรับแรงอัดถูกกระทําสงผลใหชิ้นสวนนั้นมีความโคง เกิดการโกงตัวดานขางตามแกน y 

ดังรูปที ่2.5 ซึ่งขนาดการโกงตัวในแนวแกน (หดตัว) มีผลเพิ่มมากขึ้น เมื่อพจิารณาการโกงเดาะตัว

ดานขาง 

 

รูปที่ 2.5 ลักษณะการเสยีรูปชิน้สวนรับแรงอัด (Yang และYang, 1997) 

การโกงตัวแนวแกน (แกน x) ที่มีผลจาการโกงเดาะ (แกน y) รวมกับการหดตัว (แกน x) สามารถ

ประมาณ  ดังสมการ Yang และYang (1997) 
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0

( )
LFL

x ds dx
AE

                     (2.24) 

 

เมื่อ ds คือระยะตามแนวโคง 

 dx คือระยะตามแนวดิ่ง 

จากสมการ 2.24 แสดงผลของการแทนคาสมการไดดังนี ้

 
2

4

yFL
x

AE L


                    (2.25) 

สมการแสดงการเสยีรูปเนื่องจาการโกงเดาะทั้งหมดเนื่องจากความโคงตั้งตนสมการ  2.20  ที่ระยะ

กึ่งกลางเสา  (x=L/2) 

0

1 e

y
F P





                   (2.26) 

สมการการเสียรูปแนวแกนที่รวมผลของความโคงตั้งตนทั้งหมด 

 

2 2
0

2

1

4 1 e

FL
x

AE L F P

   
   

  

                (2.27) 

เมื่อนําสมการที ่2.27 หาอนุพันธเทียบกับน้ําหนกับรรทกุ P เปนสมการเฟลกซิบิลิตี ้(flexibility) 

 

2 2
0

3

1

2 1e e

x L

P AE LP F P

     
   

   

                (2.28) 

จากสมการเฟลกซิบิลิตี ้(flexibility) จากสมการ 2.28 หาคาสติฟแนส (stiffness) ดังสมการ 

 

2 2
0

3

1

1

2 1e e

K
L

AE LP F P

 


  
  

  

                (2.29) 

หรือจัดรูปใหม 

 

  

3

32 2 2
0

2 1

2 1

e e

e e

EALP F P
K

L P F P EA 




 
                (2.30) 
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2.4.3 แรงภายในท่ีมีผลจากความโคงตั้งตน 

ชิ้นสวนที่มีความโคงตั้งตนนั้นมีการเสียรูปมากเนื่องจากการโคงทางดานขางทําใหการกระจัดที่

ปลายมีมากขึ้นกวาเดิมทําใหสมการการหาแรงภายในโดยทั่วไปที่สภาวะสมบูรณที่ดังแสดงดัง

สมการที่ 2.31 นั้นไมถูกตอง 

L
F EA

L


                    (2.31) 

จากสมการที่ 2.27 จัดรูปสมการหาแรงภายในรูปสมการกาํลังสามดังสมการ 

2 2
3 2 0

2 2

2 2
0

4e e e e

L x L x L
F F F x

EAP P EAP P EA L

         
             

      
            (2.32) 

สมการผลเฉลยของสมการกําลังสาม (cubic polynomial) แบบแมนตรงดังแสดงสมการ 2.33-

2.37 

สมการกําลังสาม เมื่อ a ,b ,c ,d  คือสัมประสิทธิ์ใดๆ   
3 2 0ax bx cx d                      (2.33) 

ผลเฉลยของสมการกําลังสาม x1, x2, x3 

1 (3 )x s t b a                     (2.34) 

 2

1 3
( )

2 3 2

b
x s t s t i

a
                      (2.35) 

 3

1 3
( )

2 3 2

b
x s t s t i

a
                      (2.36) 

เมื่อ 
3t q r                  (2.37a) 
3s q r                 (2.37b) 

2
2

2

3

9

ac b
r q

a

 
  

 
               (2.37c) 

2 3

3

9 27 2

54

abc a b b
q

a

 
              (2.37d) 

เมื่อ i แสดงสัญลักษณของจํานวนจนิตภาพ คาคําตอบของแรงภายในจากผลเฉลยจะใชเฉพาะ x1 

ที่ไดคาเปนจํานวนจริงเทานั้น 
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2.4.4 ความไมสมบูรณของพิกดัไมตรงจุดตั้งตน 

เนื่องมาจากปจจัยในการกอสรางตางๆ อาจทําใหคาดเคลื่อนพิกัดไมตรงจุดตั้งตน (initial 

out-of-plumbness) ที่ไมตรงตามแบบกําหนดหรืออาจเรียกวาความไมดิ่ง  ผลที่ เกิดขึ้นมีผล

โดยตรงตอกําลังรับน้ําหนักบรรทุกของโครงสรางได โดย AISC แนะนําขนาดความไมสมบูรณของ

จุดตอที่ไมไดพิกัดตั้งตนที่ยอมใหสูงสุดเทากับ 1/500 ของความยาวชิ้นสวน ดังรูป 2.6 ใน 2 ทิศทาง

ทั้งแกน  x, y, z 

 

รูปที่ 2.6 แสดงขนาดของพิกดัไมตรงจุดตั้งตน( AISC 303-10) 

 

2.5 ระเบยีบเชิงตัวเลข 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับปญหาไรเชิงเสนโดยทั่วไปอาจจําแนกเปน 2 แบบ วิธีไมทําซ้ํา 

เชน วิธีการของออยเลอร เปนตน และวิธีการทําซ้ํา เชน วิธีนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson 

method) หรือการควบคุมน้ําหนักบรรทุก  วิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง (displacement control 

method) เปน มีรายละเอียดดังนี้ 

กําหนดสัญลักษณ  i  คือรอบของเพิ่มคา (increment step) j  คือรอบของการทําซ้ํา

(iteration step) k  คือตําแหนงดีกรีอิสระ (degree of freedom)   การคํานวณคาตางที่ใช

ดังตอไปนี้ 

1) น้ําหนักบรรทุกไมสมดุล (unbalanced  load) 

     1 1
,

j j j
i i ref iUBF P RF    

2) เวกเตอรการเปลี่ยนตําแหนงทีก่ารทําซ้ําที่จุดตอ 

   
11j j

i i refd K dP
                      (2.38)
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   
11 1j j j

i i id K UBF
                       (2.39)

 
โดย  0 0iUBF   

3) การบวกสะสมเวกเตอรการเปลี่ยนตําแหนงที่การทําซ้ํา 

     j j j j
i i i id d d d                      (2.40) 

4) การบวกสะสมเวกเตอรการเปลี่ยนตําแหนงทั้งหมด 

     1
1

m
j

i i i
j

d


                      (2.41) 

5) น้ําหนักบรรทุกแตละรอบ 

   j j
i i refdP d P                   (2.42) 

 

2.5.1 ระเบียบวิธีควบคุมน้าํหนักบรรทุก 

ระเบียบวิธีการควบคุมน้ําหนักบรรทุก จะมีการกําหนดน้ําหนักบรรทุกรอบการคํานวณที่

คงที่ มีรายละเอียดการคํานวณดังแสดงในรูปที่ 2.7  คาพารามิเตอรปรับแกน้ําหนักบรรทุกในรอบ

การเพิ่มคาและทุกรอบของการทําซ้ําหาจากสมการที่ 2.43 (McGuire และคณะ, 2000) 

1/id ToStep                    (2.43) 

 

 

รูปที่ 2.7 การคํานวณดวยวิธีวิธีนิวตนั-ราฟสัน (McGuire และคณะ, 2000) 

P

u

   1
i i refdP d P

 2id

 1id  2id  3id

 id
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2.5.2 ระเบียบวิธีควบคุมการเปลี่ยนตาํแหนง 

วิธีการนี้ เปนการควบคุมการเปลี่ยนตําแหนงที่ดีกรีความเปนอิสระเพียง 1 จุด มี

รายละเอียดการคํานวณดังแสดงในรูปที่ 2.8 โดยคาพารามิเตอรปรับแกน้ําหนักบรรทุกในรอบการ

ทําซ้ําแรกหาจากสมการที่ 2.44 (McGuire และคณะ, 2000) 

1

1 1[ ] { }
i j

i ref k

u
d

K dP




 
                  (2.44) 

เมื่อ u คือการเปลี่ยนตําแหนงที่ตองการ ณ ดีกรี k  ที่ควบคุม  

สําหรับคาพารามิเตอรปรับแกน้ําหนักบรรทุกรอบการทําซ้ําที่ 2 เปนตนไปจากสมการที่ 2.45 

1 { }

{ }

j
j i k

i j
i k

d
d

d
  

 


                  (2.45) 

วิธีการควบคุมการเปลี่ยนตําแหนงนี้สามารถคํานวณพฤติกรรมของโครงสรางผาน

จุดสูงสุดของโครงสรางหรือพฤติกรรม snap-through ไดดี  อยางไรก็ตามวิธีการนี้ไมสามารถ

คํานวณไดถาหากโครงสรางมีพฤติกรรมแบบ snap-back  

 

 
รูปที่ 2.8  การคํานวณดวยวิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง (McGuire และคณะ, 2000) 

 

u

P

 1
i refd P

 2id

iu

 idP

 2
i refd P
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2.6 การประเมินทางสถิต ิ

 การวิเคราะหโครงสรางเมื่อพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนที่พิกัดไมตรงจุดนั้นการหา

น้ําหนักบรรทุกวิกฤติต่ําสุดไมสามารถหาไดโดยตรง นั่นคือขนาดความไมสมบูรณสูงสุดไมสามารถ

หากําลังรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติต่ําสุดสุดได โดยความไมสมบูรณตั้งตนจะมีรูปแบบที่แนนอนทั้ง

ขนาดและทิศทาง  ดังนั้นการสุมความไมสมบูรณตั้งตนที่พิกัดไมตรงจุดทั้งขนาดและทิศทางดวยวิธี

มอนติคารโล (Monte carlo) เปนวิธีที่เหมาะสม 

 มอนติคารโลเปนวิธีการจําลองเพื่อหาพารามิเตอรใดๆ และคาความนาจะเปนของการ

กระจายตัว ซึ่งคาของตัวแปรที่กระจายจะขึ้นกับรูปแบบที่กําหนด ตัวอยางเชน การกระจายแบบ

สม่ําเสมอ การกระจายแบบปกติ การกระจายแบบเอ็กโปเนนเชียล เปนตน งานวิจัยนี้จึงเสนอการ

สุมดวยวิธีมอนติคารคาโลดวยการสุมตัวแปรแบบสม่ําเสมอ (uniform distribution)  เปนการสุม

อยางงายและไดคาตัวแปรขนาดไมสมบูรณที่มีโอกาสเกิดขึ้นเทาๆกัน การวิเคราะหจะไดกําลังรับ

น้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่ต่ํากวา (Ranganathan,1990) 

2.6.1 การกระจายแบบสม่าํเสมอ 

ฟงกชั่นความนาจะเปนตัวอยาง f(x) ของตัวแปรสุม x มีคาใดๆ ดวยความนาจะเปน P(x) 

ในสเปส โดยมีคาเปนไปไดทุกคาในชวง [a, b] โดยที่ a<b มีคุณสมบัติดังสมการที่ 2.46 และแสดง

ในรูปที่ 2.9 

 ( ) 0f x   

 ( ) 1
b

a

f x dx                    (2.46) 

   ( )
d

c

P c x d f x dx     โดยที่  a<c และ d<b 

 

รูปที่ 2.9 การแจกแจงความนาจะเปนตอเนื่องแบบยูนิฟอรม (กัลยา, 1998) 
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การแจกแจงแบบสม่ําเสมอฟงกชัน่ความนาจะเปน f(x)  ฟงกชั่นความนาจะเปนสะสม 

F(x)  และคาความหนาแนนการสุม v เมื่อ  0 1v   คือ 

 

1

( )

0

a x b
f x a b

elsewhere


 

 


                 (2.47) 

1
( )

x

a

F x dt
a b

 
  

 
                   (2.48) 

( )
x a

F x
a b

 
  

 
                  (2.49) 

( )
x a

v F x
b a

 
   

 
                  (2.50) 

ดังนั้นคาตัวแปรการสุมแบบสม่ําเสมอ V ในชวงขอบเขต a V b   

 1( )V F v a b a v                     (2.51) 

 

2.6.2 การสรปุผลทางสถติ ิ

 จากขอมูลของตัวแปรตางๆ ที่อยูในชวงของที่กําหนดที่เปนไปไดจากการสุมตัวแปร คาของ

ตัวแปรมีคาแตกตางกันไปขึ้นอยูกับฟงกชั่นความนาจะเปนที่เกี่ยวของ มีความจําเปนที่ตองหา

ตัวแทนเพื่อสรุปคาตางๆ ดวยตัวเลขเดียว คากลางหรือคาเฉลี่ยเปนตัวเลขหนึ่งที่สําคัญเพื่อ

ประมาณคาจากการสุม ดังสมการที่ 2.52 

1
i

i

X N


                    (2.52) 

คาการกระจายของขอมูลหรือคาความเบี่ยงเบนมาตรฐานนั้นจะขึ้นอยูกับขอบเขตที่

กําหนดในการสุมขอมูลที่เบี่ยงเบนจากคากลาง โดยคํานวณไดดังสมการ 2.53 

 
2

2 1

N

i
i

X

N



 






                  (2.53) 
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คาความแปรปรวนจากคาความเบีย่งเบนมาตรฐานกําลังสอง ดังสมการ 2.54 

 2
1

N

i
i

X

N



 






                  (2.54) 



บทที่ 3 

การพัฒนาโปรแกรมสําหรับงานวิจัย 

 
3.1 โปรแกรมสําหรับการพัฒนา  

ในงานวิจัยนี้ใชโปรแกรม JSM (Smittakorn, 2008) ถูกพัฒนาขึ้นดวยภาษาจาวา โดย

อาศัยหลักการสืบทอดเชิงวัตถุ (object oriented programming) ดวยคุณสมบัติเชิงวัตถุดังกลาว

ทําใหการพัฒนาแบบจําลองโดยใชโปรแกรม JSM สะดวกในการพัฒนาเพิ่มเติม และการปรับปรุง

ปฏิสัมพันธระหวางคลาส การกําหนดคลาสของโปแกรม JSM เปนไปตามรูปที่ 3.1 โดยมีคลาสแมที่

สําคัญ ไดแก คลาส Element ที่มีคลาสยอย เชน Beam, Link, Structure และ UDE โดยคลาส 

Beam และ Link สําหรับจําลองอิลิเมนทโครงขอแข็งและโครงขอหมุนตามลําดับ คลาส Structure 

สําหรับประกอบ  อิลิเมนทในระบบพิกัดรวมและคาการเสียรูป คลาส UDE สําหรับกําหนดรูปแบบอิ

ลิเมนทตามผูใช  และคลาสแม Node ที่มีคลาสลูก ไดแก Hinge และJoint สําหรับกําหนดจุดตอ

แบบโครงขอหมุนและโครงขอแข็งตามลําดับ  นอกจากนี้ยังมีคลาสอื่นๆ เชน คลาส Material 

สําหรับการกําหนดคุณสมบัติของวัสดุตางๆ หรือคลาส Section สําหรับการกําหนดคุณสมบัติของ

หนาตัด เปนตน  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.1 โครงสรางคลาสของโปรแกรม JSM (Smittakorn, 2008) 

Element 

Link Structure Beam 

Node 

Joint Hinge 

UDE 
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ในงานวิจัยชิ้นนี้จะเพิ่มคลาส Link3D สําหรับสรางอิลิเมนทที่มีความไมสมบูรณตั้งตนที่มี

ความโคงตั้งตนสามมิติ  คลาส Hinge3D สําหรับสรางระบบสามมิติ โดยเปนคลาสลูกของ 

Element และ Node ตามลําดับ  สวนคลาส Structure จะพัฒนาสําหรับการวิเคราะหแบบไรเชิง

เสน 

3.2 ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 

งานวิจัยนี้จะใชรูปแบบการวิเคราะห 2 วิธี ไดแกระเบียบวิธีควบคุมน้ําหนักบรรทุกและ

ระเบียบวิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนงที่ดีกรีความอิสระใดๆ  และรายละเอียดการคํานวณแรง

ภายในและสติฟเนสที่ชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนแสดงรายละเอียดตอไปนี้ 

3.2.1 ระเบียบวิธีควบคุมน้ําหนักบรรทุก 

รูปที่ 3.2 แสดงแผนภูมิลําดับวิธีควบคุมน้ําหนักบรรทุก โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

1) นําเขาขอมูลทางเรขาคณิต คุณสมบัติทางวัสดุ น้ําหนักบรรทุกสูงสุด คาผิดพลาดที่

ยอมให ขนาดความความไมสมบูรณตั้งตนที่ความโคงตั้งตน d0  ที่ตรงจุดตอ D0  และ

เงื่อนไขขอบเขตอ่ืน 

2) กําหนดพารามิเตอร dl  

3) หาคาพารามิเตอรสะสม l จากบวกสะสมคา dl  (เขาสู Increment Step) 

4) ลางคาตัวแปรเก็บคาสติฟเนส [K] ,[KE],[KG ]  (เขาสู Iteration Step) 

5) สรางสติฟเนส [K] =[KE] +[KG] 

6) หาแรงไมสมดุลจาก {UBF}=l{Pmax}-{RF}  เมื่อ {RF} คือแรงตานทาน 

7) หาคาคาดเคลื่อนที่ยอมให  

8) หาคาการเปลี่ยนตําแหนง {  { ,d dD D  

9) ปรับปรุงพิกัดจุดตอใหมจาก คาการเปลี่ยนตําแหนง 

10) หาคาแรงภายใน 

11) หาคาแรงตานทาน 

12) หาคาการเปลี่ยนตําแหนงสะสม {U} จากการบวกสะสมคา {du} 

13) เพิ่มคารอบการทําซ้ํา (j) 

14) ตรวจสอบคาคาดเคลื่อนนอยกวาคาผิดพลาดที่ยอมใหเทากับ 0.0001 หรือรอบการ

ทําซ้ําไมเกินที่กําหนด ถาไมทําซ้ําใหมตั้งแตขอ 4) ถึงขอ 13) 
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15) บันทึกขอมูลคาการเปลี่ยนตําแหนง X[i] และน้ําหนักบรรทุกที่ปรับแกดวยพารามิเตอร l   

ที่ Y[i] ณ ตําแหนงดีกรีความอิสระที่ตองการ  

16) เพิ่มคาการการคํานวณ (i) จนครบคาที่กําหนด ถาไมทําซ้ําใหมตั้งแตขอ 3) ถึงขอ 15) 

 

รูปที่ 3.2 วิธีควบคุมน้ําหนักบรรทุก  

Start

l=l+dl,    j0

Clear  [K], [KE], [KG]

dl=1/Tol Step,   i=0

{D}={D}+{dD}

Update structure coordinate

Member force

{UBF}=l{Pmax}-{RF}

(j>Max Ite )

or (error<Tol)

j=j+1

X [i] = D [TD]

Y [i] =lPmax [TD]

i=i+1

i > Tot Step

End

n

n

y

y

- node data: Coordinate

- member data: E,A , I, d0 ,D0

- structure data: Tol, Pmax,
Total step ,Target Dof(TD) 

Resistant force
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



 

{    { 
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
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
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3.2.2 ระเบียบวิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง 

รูปที่ 3.3 แสดงแผนภูมิลําดับวิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

1) นําเขาขอมูลทางเรขาคณิต คุณสมบัติทางวัสดุ น้ําหนักบรรทุกสูงสุด คาผิดพลาดที่

ยอมให ขนาดความความไมสมบูรณตั้งตนที่ความโคงตั้งตน d0  ที่ตรงจุดตอ D0   และ

เงื่อนไขขอบเขตอ่ืน ขนาด ทิศทาง และดีกรีอิสระทีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง 

2) ลางตัวแปรที่เก็บขอมูล l ,{U} ,X ,Y กอนเขาสูรอบการคํานวณ 

3) ลางตัวแปรที่เก็บขอมูล {UBF} ,{RF} ,j  (เขาสู Increment Step) 

4) ลางตัวแปรที่เก็บขอมูล [K] ,[KE] ,[KG], dl(เขาสู Iteration Step) 

5) สรางสติฟเนส [K] = [KE] + [KG] 

6) หาคาการเปลี่ยนตําแหนง {  { ,d dD D  

7) หาคาการเปลี่ยนตําแหนง {  {  { d d d dlD  D + D  

8) หาคาการเปลี่ยนตําแหนงสะสม {D}  จากการบวกสะสมคา {dD} 

9) ปรับปรุงพิกัดจุดตอใหมจาก คาการเปลี่ยนตําแหนง 

10) หาคาแรงภายใน 

11) หาคาแรงตานทาน 

12) หาแรงไมสมดุลจาก {UBF}=l{Pmax}-{RF}  เมื่อ {RF} คือแรงตานทาน 

13) เพิ่มคารอบการทําซ้ํา (j) 

14) ตรวจสอบคาคาดเคลื่อนนอยกวาคาผิดพลาดที่ยอมใหเทากับ 0.0001 หรือรอบการ

ทําซ้ําไมเกินที่กําหนด ถาไมทําซ้ําใหมตั้งแตขอ 4) ถึงขอ 13) 

15) บันทึกขอมูลคาการเปลี่ยนตําแหนงและน้ําหนักบรรทุกที่ปรับแกดวยพารามิเตอร l   

ณ ตําแหนงดีกรีความอิสระที่ตองการ  

16) เพิ่มคาการการคํานวณ (i) จนครบคาที่กําหนด ถาไมทําซ้ําใหมตั้งแตขอ 3) ถึงขอ 15) 
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Start

Clear  {UBF}, {RF}, j

Clear  [K], [KE], [KG], dl

Clear  {D}, l, {X}, {Y}, i

l=l+dl

{du}=dl{dD}+{dD}

{D}={D}+{dD}

Update structure coordinate

{UBF}=l{P}-{RF}

j=0

j=j+1

X[i] = D[TD]

Y[i] =lP[TD]

i=i+1

i> Total Step

Y N

End

N

N

Y

Y

- node data: Coordinate

- member data: E, A , I, d0 ,D0

- structure data: Tol, Targ disp(du),
Total step ,Target Dof(TD) 

Member force

Resistant force

(j>Max Ite)

or   (error<Tol)
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
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 
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1 n
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error UBF
n





 

{ 
k

d u dl d D {  { 
k k

d d dl   D D

รูปที่ 3.3 วิธีควบคุมการเปลี่ยนตําแหนง 
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3.2.3 การหาคาแรงภายในเมื่อชิ้นสวนมีโคงตั้งตน 

การหาคาแรงภายในเมื่อชิ้นสวนมีโคงตั้งตนจะมีรายละเอียดดังรูปที่ 3.4 

 

รูปที่ 3.4 การหาคาแรงภายในเมื่อชิ้นสวนมีโคงตั้งตน 

3.2.4 การหาสติสเนสเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน 

การหาสติสเนสเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนจะมีรายละเอียดดังรูปที่ 3.5 โดยแรงภายในที่

เกิดขึ้นจะไมเกินกําลังการโกงเดาะของออยเลอร (Euler Load) 

                            

รูปที่ 3.5 การหาสติสเนสเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน 

 

 

Tension Compression

Fperfect

Member force

F <= 0

N Y

F Imperfect

N Y

Stiffness

F <= 0

N Y

Tension Compression

[K] perfect [K] Imperfect

F <= Pe

[K] [K]=0



บทที่ 4 

กรณีศึกษา 
   

 ในบทนี้จะประยุกตใชวิธีการวิเคราะหโครงสรางที่พัฒนาขึ้นกับกรณีศึกษาตัวอยางโครง 

ขอหมุนรูปแบบตางๆ คือ  เสาปลายยึดหมุน ,ท็อกเกิลทรัส ,โครงขอหมุนสามมิติ 12 ชิ้น ,สตารโดม 

และสะพานลอยโครงขอหมุน การเปรียบเทียบผลการวิเคราะหของงานวิจัยนี้กับตัวอยางในอดีต

เปนการทดสอบประสิทธิภาพของแบบจําลองที่เลือกใชและความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร

ที่พัฒนาขึ้น  ซึ่งใชวิธีวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตและแบบไรเชิงเสนทางวัสดุแบบเสนตรง

สองเสน  โดยพิจารณาความไมสมบูรณเนื่องจากความโคงตั้งตนและความไมสมบูรณเนื่องจาก

พิกัดไมตรงจุดตามมาตรฐาน AISC 303-10 

 

4.1 เสาปลายยดึหมุน (Pin-ended column) 

ตัวอยางนี้เปนการวิเคราะหโครงสรางเปรียบเทียบกับการิวเคราะหของ Liew และคณะ 

(1997) และของ Sugimoto และChen (1985)  เพื่อตรวจสอบความถูกตองของวิธีการวิเคราะหที่

พัฒนาขึ้นในงานวิจัยนี้  ทําการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตพรอมทั้งศึกษาพฤติกรรมที่

อาจเกิดขึ้นจริงของแตละชิ้นสวนดวยการพิจารณาความไมสมบูรณที่ความโคงตั้งตน 

ลักษณะของโครงสรางกรณีศึกษานี้คือเสาทอกลมที่มีจุดรองรับแบบจุดหมุนและลอเลื่อน 

รับน้ําหนักบรรทุกอัดในแนวแกน  มีขนาดเสนผาศูนยกลาง 114.3 mm ความหนา  0.245 mm  

โมดูลัสยืดหยุน 2x105 MPa  ความเคนที่จุดคราก 254 MPa กําหนดขนาดความโคงตั้งตน (0) 

คาสูงสุดที่ยอมใหเทากับ 0.001 เทาของความยาว  ใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบควบคุมการเสียรูป 

การวิเคราะหตัวอยางนี้โดยการแปรผันอัตราสวนความชลูด (L/r) ทั้งหมด 3 ตัวอยาง ไดแก 80, 120 

และ 160  ผลการวิเคราะหเฉพาะพฤติกรรมกอนการโกงเดาะเปรียบเทียบผลการวิเคราะหในอดีต

แสดงดังในรูปที่ 4.1  พบวามีความคลาดเคลื่อนเมื่อเทียบกับ Liew และคณะ (1997) ที่อัตราสวน

ความชลูด   80, 120 และ 160 ประมาณ 1.98% ,1.56% , 3.68%  ตามลําดับ   และความคลาด

เคลื่อนเมื่อเทียบกับ Sugimoto และ Chen (1985) ที่อัตราสวนความชลูด 80, 120 และ 160 

ประมาณ 1.51% , 1.41% , 1.67%  ตามลําดับ  สรุปไดวาผลการวิเคราะหมีความสอดคลองกัน

และนาเชื่อถือ 
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รูปที่ 4.1 ผลการวิเคราะหเสาปลายยึดหมนุ 

 

4.2 ท็อกเกิลทรัส (Toggle truss) 

ตัวอยางนี้เปนแสดงผลการวิเคราะหที่เปนโครงสรางแบบ 2 มิติ เพื่อศึกษาผลความไม

สมบูรณตั้งตนในแตละชิ้นสวนที่มีผลตอน้ําหนักบรรทุกวิกฤติของโครงสราง   ลักษณะของ

โครงสรางนี้เปนโครงขอหมุนสองชิ้นในระนาบดังแสดงในรูปที่ 4.2  มีน้ําหนักบรรทุกกระทําที่จุดตอ

แนวดิ่งทิศลง  กําหนดขนาดความโคงตั้งตน (0) เทากับ 0.001 เทาของความยาว  มีหนาตัดเปน

สี่เหลี่ยมขนาด 0.245x0.245 m2  โมดูลัสยืดหยุนเทากับ 2.06x105 N/mm2  ความเคนที่จุดคราก

เทากับ 235 N/mm2  อัตราสวนความชะลูด (L/r) เทากับ 150  วิเคราะหแบบไรเชิงเสนทาง

เรขาคณิตที่สภาวะสมบูรณและที่สภาวะไมสมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  โดยใชระเบียบวิธี

เชิงตัวเลขแบบควบคุมการเสียรูป 

ผลที่ไดเปรียบเทียบกัน แสดงในรูปที่ 4.3  สังเกตวาผลวิเคราะหที่สภาวะสมบูรณมีน้ําหนัก

บรรทุกวิกฤติเทากับ 1292.72 kN  และผลวิเคราะหเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนมีน้ําหนักบรรทุก

วิกฤติเทากับ 443.39 kN  มีคาลดลง 12.34 %  เมื่อเปรียบผลการวิเคราะหของ Liew และคณะ 

(1997) ความคลาดเคลื่อนสภาวะสมบูรณเทากับ 3.6%  และความคาดเคลื่อนกรณีเมื่อชิ้นสวนมี

ความโคงตั้งตน 1.5%   

      
รูปที่ 4.2 ท็อกเกิลทรัส 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001 0.0012

P/
P

y

Axial Strain  D/L

L/r=80

L/r=120

L/r=160
ผลวิเคราะห Liew

ผลวิเคราะหวิจัยนี้

P

L

ผลวิเคราะห Sugimoto



40 

 

 

รูปที่ 4.3 ผลการวิเคราะหท็อกเกิลทรัส 

 

4.3 โครงขอหมุนสามมิต ิ12 ชิ้น (Twelve-bar space truss system) 

ตัวอยางนี้เปนแสดงผลการวิเคราะหที่เปนโครงสรางแบบ 3 มิติ เพื่อศึกษาผลความชลูดที่มี

ผลตอน้ําหนักบรรทุกวิกฤติของโครงสราง  โดยประกอบดวย 12 ชิ้นสวน  รับน้ําหนักบรรทุกใน

แนวดิ่ง (P)  ฐานรองรับทั้งหมดเปนแบบจุดหมุน  โดยมีรายละเอียดดังรูปที่ 4.4  มีหนาตัดแตละ

ชิ้นสวนแบบวงกลมมี 2 ขนาด คือ กรณี CS1 และ CS2 ดังตารางที่ 4.1  อัตราสวนความชลูด (L/r) 

ชิ้นสวนติดกับจุดรองรับหมายเลข 1,2,11 และ 12 มีคาเทากับ 65 กรณีหนาตัด CS1 และ 68 กรณี

หนาตัด CS2  โมดูลัสยืดหยุนเทากับ 205 KN/mm2  ความเคนที่จุดครากเทากับ 275 N/mm2  

กําหนดขนาดความโคงตั้งตน (0) เทากับ 0.001 เทาของความยาว  วิเคราะหโครงสรางแบบไรเชิง

เสนทางเรขาคณิตที่สภาวะสมบูรณและที่สภาวะไมสมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  ใช

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบควบคุมการเสียรูป  วิเคราะหการเปลี่ยนตําแหนงที่จุดตอ B ในแนวดิ่ง 

(W) และในแนวราบ (U) ของแตละกรณีหนาตัด CS1 และ CS2 

 

รูปที่ 4.4 โครงขอหมุนสามมิติ 12 ชิ้น 
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ตารางท่ี 4.1. ขนาดหนาตัดกรณี CS1 และ CS2 

กรณ ี CS1 CS2 

เสนผาศูนยกลาง(mm) 193.7 168.3 

ความหนา(mm) 10 5 

พื้นที่หนาตัด(mm2) 5,770 2,570 

โมเมนตความเฉื่อย(mm4) 2,442x104 856x104 

 

กรณีการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตที่สภาวะสมบูรณ  จากรูป 4.5  แสดงผล

การวิเคราะหที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งจุด B  น้ําหนักบรรทุกวิกฤติกรณี CS1 ประมาณ 80,980 

kN และกรณี CS2 ประมาณ 36,030 kN  สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกมีคาลดลงอยางมาก เมื่อ

เปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลของ Liew และคณะ(1997) มีแนวโนมทิศทางเดียวกันมีความ

ใกลเคียงมากในชวงเริ่มตนกอนจุดวิกฤติ  เริ่มแตกตางกันเมื่อใกลจุดวิกฤติ  มีความคลาดเคลื่อน

กรณี CS1เทากับ 4.32%  กรณี CS2 เทากับ 2.34%  และจากรูปที่ 4.6 ที่การเสียรูปแนวราบจุด B 

น้ําหนักบรรทุกวิกฤติใกลเคียงกับผลการวิเคราะหที่เสียรูปแนวดิ่ง  มีความคลาดเคลื่อนกรณี CS1

เทากับ 1.56% และกรณี CS2 เทากับ 1.34% 

 

 
รูปที่ 4.5 ผลการวิเคราะหสภาวะสมบูรณที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งที่จดุ B 
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รูปที่ 4.6 ผลการวิเคราะหสภาวะสมบูรณที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวราบที่จุด B 

 

กรณีการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตที่สภาวะไมสมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคง

ตั้งตน  จากรูป 4.7  แสดงผลการวิเคราะหที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งจุด B  น้ําหนักบรรทุกวิกฤติ

กรณี CS1 ประมาณ 1,439 kN และกรณี CS2 ประมาณ 601 kN  เมื่อเปรียบเทียบผลการ

วิเคราะหกับผลของ  Liew และคณะ (1997)  มีแนวโนมทิศทางเดียวกันมีความใกลเคียงมาก

ในชวงเริ่มตนกอนจุดวิกฤติ  โดยมีน้ําหนักบรรทุกวิกฤติกรณี CS1 ประมาณ 1,096 kN และกรณี 

CS2 ประมาณ  419 kN สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติแตกตางกันมาก สาหตเกิดจากจากงานวิจัย

ของ  Liew และคณะ (1997) กําหนดกําลังรับแรงอัดสูงสุดของชิ้นสวนไมเกินคาที่กําหนดตาม

มาตรฐานของ BS5959 ซึ่งแตกตางกับงานวิจัยนี้ที่ใชกําลังที่เกิดขึ้นจริง  ความคลาดเคลื่อนในชวง

เริ่มตนกอนจุดวิกฤติกรณี CS1เทากับ 2.32% และกรณี CS2 เทากับ 1.14%  และรูปที่ 4.8 

แสดงผลการวิเคราะหที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวราบจุด Bน้ําหนักบรรทุกวิกฤตินั้นใกลเคียงกับผล

การวิเคราะหที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งจุด มีความคาดเคลื่อน CS1เทากับ 1.36% และ CS2 

เทากับ 1.33%  จากตัวอยางนี้สรุปไดวาแบบจําลองของผลของความชลูดของโครงสรางเพียงนอย

นิดสงผลตอกําลังรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติอยางมาก  ขึ้นอยูกับลักษณะของโครงสรางและรูปแบบ

ของน้ําหนักบรรทุก 
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รูปที่ 4.7 ผลการวิเคราะหเมื่อชิน้สวนมีความโคงตัง้ตนที่การเปลี่ยนตําแหนงแนวดิ่งทีจุ่ด B 

  

 
รูปที่ 4.8  ผลการวิเคราะหเมื่อชิน้สวนมีความโคงตั้งตนทีก่ารเปลี่ยนตําแหนงแนวราบทีจุ่ด B 

 

4.4 สตารโดม (Star dome) 

โครงสรางนี้เปนตัวอยางที่ไดรับความนิยมมากในการวิเคราะหโครงขอหมุน 3 มิติ โดย

ตัวอยางนี้แสดงผลของกําลังรับน้ําหนักบรรทุกภายนอกเมื่อชิ้นสวนนั้นมีการรับแรงดึงและแรงอัด

ผสมผสานกัน  ลักษณะของโครงสรางเปนรูปดาวที่ประกอบดวย 24 ชิ้นสวน รับน้ําหนักบรรทุกใน

แนวดิ่ง  รายละเอียดแสดงดังรูปที่ 4.9  มีขนาดของหนาตัดเทากับ 10 mm2  โมเมนตความเฉื่อย

เทากับ 41.7 mm4  อิลาสติกโมดูลัสเทากับ 2.03x105 N/mm2  ความเคนที่จุดครากเทากับ 400 

N/mm2และอินอิลาสติกโมดูลัสเทากับ 2.03x102  N/mm2  ฐานรองรับทั้งหมดเปนแบบจุดหมุน  

อัตราสวนความชะลูดเทากับ 123 และ 155 สําหรับชิ้นสวนหมายเลข 1-6 และ 13-24 ตามลําดับ  

กําหนดขนาดความโคงตั้งตน (0) เทากับ 0.001 เทาของความยาว  และพิจารณาคุณสมบัติทาง
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วัสดุแบบเสนตรงสองเสน (bilinear) เมื่อชิ้นสวนรับแรงดึง  วิเคราะหแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณิตที่

สภาวะสมบูรณ  เปรียบเทียบกับสภาวะไมสมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  โดยใชระเบียบวิธี

เชิงตัวเลขแบบควบคุมการเสียรูป ตัวอยางนี้ไดศึกษาการรับน้ําหนักบรรทุกของโครงสราง2 กรณี 

คือน้ําหนักบรรทุกแนวดิ่งที่จุดกึ่งกลางของโดม และน้ําหนักบรรทุกแนวดิ่งทั้ง 7 ตําแหนงที่จุดตอ

อิสระ 

 
รูปที่ 4.9 สตารโดม 

จากรูปที่ 4.10 กรณีแรกน้ําหนักบรรทุกเดียว  สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติมีคาลดลง

อยางมากเมื่อพิจารณาชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  เมื่อเปรียบเทียบกับผลของ Liew และคณะ 

(1997) ที่สภาวะสมบูรณผลการวิเคราะหมีคาใกลเคียงมาก มีความคาดเคลื่อนประมาณ 1.1%  

และที่สภาวะมีความโคงตั้งตน  ผลการวิเคราะหแนวโนมใกลเคียงชวงแรก มีความคาดเคลื่อนที่

ใกลๆจุดวิกฤติประมาณ 7.2%  สาหตเกิดจากจากงานวิจัยของ  Liew และคณะ (1997) กําหนด

กําลังรับแรงอัดสูงสุดของชิ้นสวนไมเกินคาที่กําหนดตามมาตรฐานของ BS5959 ซึ่งแตกตางกับ

งานวิจัยนี้ที่ใชกําลังที่เกิดขึ้นจริง  และจากรูปที่ 4.11 กรณีน้ําหนักบรรทุกทั้ง 7  ที่สภาวะสมบูรณมี

ความคาดเคลื่อนประมาณ 1.1% ที่สภาวะมีความโคงตั้งตน มีความคาดเคลื่อนที่ใกลๆ จุดวิกฤติ

ประมาณ 4.2%  

การพิจารณาชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  น้ําหนักบรรทุกวิกฤติจะลดลงอยางมาก นั่นคือจาก 

633 N ลดลงไปเหลือ 435 N ในกรณีรับน้ําหนักบรรทุกแนวดิ่งเดียว และจาก 1,543 N ลดลงไป 

237 N ในกรณีรับน้ําหนักบรรทุกแนวดิ่งทั้ง 7  ดังนั้นการพิจารณาที่สภาวะความไมสมบูรณที่ความ
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โคงตั้งตนสงผลน้ําหนักบรรทุกวิกฤติอยางมาก 

 

 
รูปที่ 4.10 ผลการวิเคราะหกรณีน้ําหนักบรรทุกกระทําทีจ่ดุกึ่งกลางของโดม 

 

 

รูปที่ 4.11 ผลการวิเคราะหกรณีน้ําหนักบรรทุกกระทําทีจ่ดุตอทั้ง 7 จุด 
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4.5 สะพานลอยโครงขอหมุนเมื่อมีความโคงตั้งตน 

กรณีศึกษานี้มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาผลของความไมสมบูรณตั้งตนแบบชิ้นสวนมีความ

โคงตั้งตนที่มีตอกําลังของโครงสราง  สะพานลอยโครงขอหมุนนี้มีความสูง 3 m. กวาง 2.5 m. และ

มีความยาวทั้งหมด 36 m. น้ําหนักบรรทุกระทําที่จุดตอของคอรดลาง  มีจุดรองรับเปนแบบยึดหมุน 

ดังแสดงในรูปที่ 4.12  โครงสรางนี้ถูกออกแบบเพื่อรับน้ําหนักบรรทุกที่สภาวะใชงาน P=50,000  N  

คุณสมบัติทางวัสดุสมมุติเปนแบบเสนตรงสองเสน (bilinear)  กําลังของวัสดุที่จุดคราก (y) 

เทากับ 240 MPa  อิลาสติกโมดูลัสเทากับ 205 GPa  อินอิลาสติกโมดูลัสเทากับ 10.25 GPa 

ขนาดของหนาตัดแสดงดังตารางที่ 4.2  ทําวิเคราะหโครงสรางที่สภาวะสมบูรณและที่สภาวะไม

สมบูรณเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน  โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบ  นิวตัน-ราฟสันหรือแบบ

ควบคุมน้ําหนักบรรทุก 

 

 
รูปที่ 4.12 สะพานลอยโครงขอหมุน  

 

ตารางท่ี 4.2 ขนาดหนาตัดแตละชิ้นสวนของสะพานลอยโครงขอหมุน 

Member 
Lower  

chord 

Upper   

chord 
Vertical  

Cross  

bracing 

Strut 

bracing 

Type of section 2C 2C H L H 

Sectional area (m2) 7.72x10-3 7.72x10-3 3.03x10-3 7.53 x10-4 3.03x10-3 

Moment of inertia (m4) 5.65x10-6 5.65x10-6 1.38x10-6 3.5x10-7 1.38x10-6 
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เมื่อนําโครงขอหมุนมาวิเคราะหโดยตรงตามแบบที่กําหนดไมสามารถวิเคราะหได ซึ่ง

โปรแกรมจะแสดงผลวาโครงสรางไมมีเสถียรภาพ  เนื่องจากพฤติกรรมจริงของจุดตอนั้นเปนการ

ผสมผสานระหวางขอหมุนและขอแข็ง  ดังนั้นผูวิจัยจึงเพิ่มชิ้นสวนทแยงที่ปลายทั้งสองดานของ

โครงสราง โดยหนาตัดที่ใชเลือกตามคําแนะนําของศศิธรและวัฒนชัย(2010) คือเทากับ 1.0x10-3 

m2 

จากรูปที่ 4.13 แสดงความสัมพันธระหวางน้ําหนักกระทํากับการเปลี่ยนตําแหนงที่จุด

ปลายของสะพานลอยโครงขอหมุนดวยกราฟแบบลอการิทึม  วิเคราะหแบบไรเชิงเสนทาง

เรขาคณิตกับไรเชิงเสนผสม (พิจารณาทั้งไรเชิงเสนทางเรขาคณิตและทางวัสดุ) เปรียบเทียบกับผล

การวิเคราะหของศศิธรและวัฒนชัย (2010) นั้นมีความใกลเคียงกันมากชวงแรก แตจะแตกตางกัน

เล็กนอยเมื่อเขาสูพฤติกรรมแบบไรเสนทางวัสดุ  น้ําหนักบรรทุกวิกฤติแบบไรเชิงเสนผสมประมาณ 

700 kN และไรเชิงเสนทางเรขาคณิตประมาณ 500,00 kN 

 

 
รูปที่ 4.13 ผลการวิเคราะหสะพานลอยโครงขอหมุนแบบไรเชิงเสนทางเรขาคณติและแบบไรเชิง

เสนผสมที่สภาวะสมบูรณ 

จากรูปที่ 4.14 แสดงความสัมพันธระหวางน้ําหนักบรรทุกกับการเปลี่ยนตําแหนงที่จุด

ปลายของสะพานลอยโครงขอหมุนเปรียบเทียบที่สภาวะสมบูรณกับโครงสรางมีความโคงตั้งตน  

พิจารณาการโกงเดาะชิ้นสวนรับแรงอัดดวยการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนผสม  ผลที่ไดคือ น้ําหนัก

บรรทุกวิกฤติที่สภาวะสมบูรณเทากับ 89,235 N  ผลการวิเคราะหดวยโปรแกรม SAP2000 ที่

สภาวะสมบูรณเทากับ 89,100 N  และเมื่อพิจารณาเฉพาะความโคงตั้งตนเทากับ 78,349 N  มีคา

ลดลง 12.20% เมื่อเทียบการวิเคราะหที่สภาวะสมบูรณ  และจากรูปที่ 4.15 แสดงตําแหนงของการ
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วิบัติที่ชิ้นสวนโกงเดาะของสะพานลอยโครงขอหมุน 

 

 

รูปที่ 4.14 ผลการวิเคราะหสะพานลอยโครงขอหมุนแบบไรเชิงเสนผสมเปรียบเทยีบระหวาง

โครงสรางสมบูรณและโครงสรางมีความโคงตั้งตน 

 

 

รูปที่ 4.15 ชิ้นสวนที่วิบัติโดยการโกงเดาะของสะพานลอยโครงขอหมุน 

 

4.6 สะพานลอยโครงขอหมุนเมื่อมีความโคงตั้งตนและพิกดัไมตรงจุด 

กรณีศึกษานี้ใชโครงสรางตัวอยางเชนเดียวกับกรณีศึกษาที่ 4.5  มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษา

ผลของความไมสมบูรณตั้งตนทั้งชิ้นสวนมีความโคงตั้งตนและพิกัดไมตรงจุด (out-of-plumbness)  

ดวยขนาดไมเกิน 1/500 ของความยาวชิ้นตามมาตรฐาน  AISC  ดวยการเปลี่ยนตําแหนงจุดตอใน

สามแกนทั้ง x, y, z  ซึ่งน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่ต่ําสุดนั้นมีรูปแบบที่แนนอนและไมสามารถกําหนด
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ได  การสุมเปนวิธีหนึ่งชวยในการหาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่ต่ําสุด  ดวยการสุมดวยกระจายแบบ

สม่ําเสมอ (uniform distribution)  สะพานลอยโครงขอหมุนจะมีการสุมที่อยูในชวง -8 ถึง +8 mm. 

ผลการวิเคราะหน้ําหนักบรรทุกวิกฤติเมื่อใชจํานวนตัวอยางตั้งแต 1,000 2,000 4,000 

8,000 10,000 15,000 20,000  ไดคาน้ําหนักวิกฤติสูงสุด คาต่ําสุด คาเฉลี่ย คาความเบี่ยงเบน

มาตรฐาน และคาแปรปรวนของแตละกลุมตัวอยางแสดงดังตารางที่ 4.3 

 

ตารางท่ี 4.3 ผลวิเคราะหน้ําหนกับรรทกุวิกฤตจิากการสุมตัวอยางความไมสมบูรณตั้งตน 

จํานวนครั้งการสุม 1,000 2,000 4,000 8,000 10,000 15,000 20,000 

คาสูงสุด (N) 78,206 78,246 78,342 78,460 78,460 78,460 78,460 

คาต่ําสุด (N) 76,319 76,179 76,082 75,939 75,939 75,939 75,939 

คาเฉลี่ย(N) 77,443 77,439 77,436 77,440 77,438 77,438 77,438 

ความเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

(N) 
308.12 302.00 320.70 319.63 317.74 317.74 317.74 

ความแปรปรวน (N) 94,937.78 102,399.74 102,845.89 102,161.99 100,960.93 100,960.87 100,960.93 

 

สังเกตวาขอมูลกลุมตัวอยางตั้งแต 10,000 15,000 20,000 ครั้ง  คาความเบี่ยงเบน

มาตรฐานเริ่มคงที่  แตกตาง 0.003 % เทานั้น  ดังนั้นสรุปไดวาการสุมดวยจํานวน 20,000 ตัวอยาง

เปนจํานวนที่เหมาะสมสําหรับการวิเคราะหกําลังรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติ 

เมื่อเปรียบเทียบน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่คาสูงสุด คาต่ําสุด และคาเฉลี่ยที่กลุมของจํานวน

ตัวอยางตางๆ ของผลการวิเคราะหทั้งความโคงตั้งตนกับพิกัดไมตรงจุดตั้งตนเปรียบเทียบกับผล

เฉพาะความโคงตั้งตน ดังรูปที่ 4.16 สังเกตน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่คาสูงสุดเพิ่มขึ้นในชวงแรกและ

คงที่เมื่อเขาสูกลุมตัวอยาง 10,000 ครั้งขึ้นไป  สวนน้ําหนักบรรทุกวิกฤติที่คาต่ําสุดมีคาลดลงใน

ชวงแรกและคงที่เมื่อเขาสูกลุมตัวอยาง 10,000 ครั้งขึ้นไปเชนกัน  สวนคาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติ

เฉลี่ยนั้นคงที่ตลอดกลุมจํานวนตัวอยาง และคาลดลงเมื่อเปรียบเทียบกับการวิเคราะหเฉพาะ

พิจารณาความโคงตั้งตนอยางเดียว 
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รูปที่ 4.16  ผลการวิเคราะหแบบสุมดวยขนาดกลุมจํานวนตัวอยางตางๆ 

 

เมื่อนําผลจากการสุม 20,000 ครั้ง มาสรุปขอมูล  จากรูปที่ 4.17 แสดงการกระจายขอมูล

ทั้งหมด  โดยสวนใหญมีคานอยกวาผลการวิเคราะหมีพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนเฉพาะความ

โคงตั้งตนอยางเดียว  เมื่อจัดเรียงขอมูลเปนชวงมีรายละเอียดของขอมูลความถี่ ความถี่สะสมและ

ความนาจะเปนแสดงในตารางที่ 4.4  โดยแสดงเปนกราฟความถี่ของขอมูลดังรูปที่ 4.18 และแสดง

เปนกราฟความถี่สะสมของขอมูลดังรูปที่ 4.19  สังเกตวาชวงขอมูล 77,359-77,518 มีความถี่

สูงสุดเทากับ 4,184 ครั้ง ต่ําสุดชวง 75,939-75,939 เทากับ 2 ครั้ง  และคาเฉลี่ยประมาณ    

77,438 N 

 

 

รูปที่ 4.17 การกระจายคากําลังรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติทีจ่ํานวนการสุม 20,000 ตัวอยาง 
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ตางรางที ่4.4  ขอมูลทางของสถิติกําลังรับน้ําหนกับรรทกุวิกฤติทีจ่ํานวนการสุม 20,000 ตัวอยาง 

freq. Range Prop. Cum. Prop. freq. Range Prop. Cum. Prop. 

6 75939-76088 0.0003 0.0003 3118 77200-77359 0.1559 0.3667 

10 76088-76247 0.0005 0.0008 4184 77359-77518 0.2092 0.5759 

22 76247-76406 0.0011 0.0019 3930 77518-77676 0.1965 0.7724 

138 76406-76564 0.0069 0.0088 2580 77676-77835 0.129 0.9014 

276 76564-76723 0.0138 0.0226 1562 77835-77994 0.0781 0.9795 

650 76723-76882 0.0325 0.0551 340 77994-78153 0.017 0.9965 

1186 76882-77041 0.0593 0.1144 64 78153-78312 0.0032 0.9997 

1928 77041-77200 0.0964 0.2108 6 78312-78460 0.0003 1 

 

 

รูปที่ 4.18 ความถี่น้ําหนักบรรทกุวิกฤติที่จํานวนการสุม 20,000 ตัวอยาง 
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รูปที่ 4.19 ความถี่สะสมน้ําหนักบรรทุกวิกฤติทีจ่ํานวนการสุม 20,000 ตัวอยาง 

 

ผลการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนทั้งความโคงตั้งตนและพิกัดไมตรงจุดดวยคาเฉลี่ยเทากับ 

77,438 N คาลดลง 1.16% เมื่อเทียบการวิเคราะหที่พิจารณาเฉพาะความโคงตั้งตน  

สังเกตวาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติทุกๆ กรณีการวิเคราะหนั้นมีคาสูงกวาน้ําหนักบรรทุกที่ได

ออกแบบสะพานลอยโครงขอหมุนคือ 50,000 N แสดงวาโครงสรางยังอยูในเกณฑความปลอดภัย 
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บทที่ 5 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

 
5.1 สรุปผลงานวิจัย 

 งานวิจัยนี้นําเสนอการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนที่พิจารณาความไม

สมบูรณตั้งตนทั้งจากความโคงตั้งตน (out-of-straightness) และพิกัดไมตรงจุดตอ (out-of-

plumbness) ไดผลสรุปงานวิจัยดังนี้ 

1.) การจําลองเมื่อชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน เมื่อนําไปวิเคราะหหาคาความสัมพันธระหวางน้ําหนัก

บรรทุกกับการเปลี่ยนตําแหนงเปรียบเทียบกับงานวิจัยในอดีต ผลที่ไดใกลเคียงและถูกตอง 

2.) การเปรียบเทียบผลระหวางการวิเคราะหแบบไรเชิงเสนระหวางสภาวะสมบูรณกับเมื่อชิน้สวนมี

ความโคงตั้งตน  พบวาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติจะลดลงอยางมาก 

3.) ปจจัยที่ทําใหน้ําหนักบรรทุกวิกฤติของโครงสรางลดลงไดแก การโกงเดาะของชิ้นสวนที่มีความ

โคงตั้งตน และอัตราสวนความชลูดที่มากจะทําใหชิ้นสวนเกิดวิบัติเร็วขึ้น นอกจากนี้การรับแรง

ยังขึ้นอยูกับของรูปรางของโครงสรางและรูปแบบของน้ําหนักบรรทุกอีกดวย 

4.) โครงสรางจะรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติไดนอยที่สุด เมื่อพิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนทั้งความ

โคงตั้งตนและพิกัดไมตรงจุดรวมกัน ทั้งนี้รูปแบบของพิกัดไมตรงจุดไมสามารถกําหนดได จึง

ตองอาศัยวิธีการสุมดวยจํานวนตัวอยางที่เหมาะสม 

5.) ในกรณีศึกษาสะพานลอยโครงขอหมุนโครงสรางจะวิบัติดวยการโกงเดาะของชิ้นสวนรับแรงอดั 

โครงสรางที่สมบูรณจะรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติไดเทากับ 89,235 N  สวนโครงสรางที่มีความ

โคงตั้งตนขนาด L/1,000 จะรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติไดเทากับ 78,349 N (ลดลง 12.20% เทียบ

กับโครงสรางสมบูรณ)  และหากพิจารณาพิกัดไมตรงจุดตั้งตนดวยการสุมขนาดไมเกิน L/500 

รวมดวย โครงสรางจะรับน้ําหนักบรรทุกวิกฤติไดเทากับ 77,438 N (ลดลงอีก 1.16%) โดย

เฉลี่ย 
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5.2 ขอเสนอแนะ 

 จากผลการวิเคราะหในงานวิจัยนี้พบวาการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนที่

พิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนมีประสิทธิภาพเพียงพอในการประเมินพฤติกรรมที่อาจเกิดขึ้นได

จริงในโครงสรางทั่วไป อยางไรก็ตามการวิเคราะหโครงขอหมุนสามมิติแบบไรเชิงเสนที่พิจารณา

ความไมสมบูรณตั้งตนที่นําเสนอในงานวิจัยนี้เปนเพียงแนวทางหนึ่งในการวิเคราะห  เพื่อใหไดผล

การวิเคราะหที่ถูกตองแมนยํามีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น  อาจจะพิจารณาสวนอ่ืนเพิ่มเติม ดังนี้ 

1.) พิจารณาพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของแตละชิ้นสวน 

2.) เลือกใชแบบจําลองที่สามารถอธิบายพฤติกรรมแบบไรเชิงเสนทางวัสดุที่ใกลเคียงพฤติกรรม

จริงมากขึ้น 

3.) พิจารณาความไมสมบูรณตั้งตนอื่นๆ เพิ่มเติม เชน โมดูลัสยืดหยุน ขนาดหนาตัดเปนตน 

4.) พัฒนาโปรแกรมสําหรับการวิเคราะหโครงขอแข็งสามมิติ 
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การคํานวณสติฟเนสเชิงเรขาคณติ 

จากเงื่อนไขความสอดคลอง จะสามารถหาน้ําหนักบรรทุกทีเ่ปลี่ยนแปลงไดจากอนุพันธของ

สมการโดยใชกฎลูกโซ ดังนี ้(Levy 2003) 

     T Td N F N d F d P                         (ก.1) 

โดยมีการเปลีย่นแปลงแรงภายในชิ้นสวนเทอม  [NT]d{F}  ดังนั้น 

    T
EN d F K                       (ก.2) 

และมีการเสียรูปในเทอม  d[NT] {F} ดังนั้น 

    T
Gd N F K                       (ก.3) 

จากสมการที(่ก.3) สามารถเขียนอยูในรปูเมตรกิซเกรเดียนดังนี ้

df
f

dx
   

ดังนั้น                     (ก.4) 

Tf N P  

 T Gf N F K     

 

เนื่องจาก NT เปนฟงกชั่นของพิกดั xA, yA, zA และ xA, yA, zA จากกฎของลูกโซจะไดวา  

   
( ) ( ) ( )

.

( ) ( ) ( )

T T T

A A A

A A A

T T T

C C C

C C C

N N N
dx dy dz

x y zT TdN F N dx F F
N N N

dx dy dz
x y z

   
  

       
       

   
    

              (ก.5) 
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เมื่อ   

   
   

   

;

;

;

dx dx
A A C Cx x

dy dy
A A C Cy y

dz dz
A A C Cz z

 

 

 

 

 

 

  (ก.6) 

เปนการเปลีย่นพิกดัโดยหมายถึงการเปลี่ยนตําแหนงของจุดตอ จะไดวา 

 

     
( ) ( ) ( )

.

( ) ( ) ( )

T T T

A A AT T

T T T

C C C

N N N
A A Ax y z

dN F N F F
N N N

C C Cx y z

  



  

   
  

           
   
    

 (ก.7) 

เพราะฉะนั้นจีโอเมตรกิซสตฟิเนส สามารถเขียนไดดังนี ้

                                             colA               colC  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

T AA T AC

T CA T CC

rowAN NTK N F F
G rowCN N

  
    

  
 (ก.8) 

 

โดยที่เมตริกซยอยของแตละเทอม เปนการหาคาแรงภายในของแตละจุดตอ โดยการ

พิจารณาใหอีกจุดหนึ่งของชิ้นสวนเดียวกันเกิดการเปลี่ยนตําแหนงหนึ่งหนวย ดังนั้นคาที่ไดจาก

เมตริกซเกรเดียนทของสมการสมดุลของจุดตอแตละจุดของสมการที่(ก.8) แสดงดังตอไปนี้ 

 

     

( ,

(n) (n) (n)
x x x

x y z
A A A

(n) (n) (n)
y y yT AAN )

x y z
A A A

(n) (n) (n)
z z z

x y z
A A A

   
 
   

 
   

   
   

 
   
   
 

    

(

(n) (n) (n)
x x x

x y z
C C C

(n) (n) (n)
y y yT ACN )

x y z
C C C

(n) (n) (n)
z z z

x y z
C C C

   
 
   

 
   

   
   

 
   
     
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( ( (

( , (

( ( (

(n) (n) (n) n) n) n)
x x x x x x

x y z x y z
C C C A A A

(n) (n) (n) (n) (n) (n)
y y y y y yT CC T CAN ) N )

x y z x y z
C C C A A A

(n) (n) (n)n) n) n)
z z zz z z

x y zx y z
A A AC C C

        
  
       

  
       

       
       

  
      

           











            (ก.9) 

พจนตางๆในสมการที ่(ก.9) สามารถหาไดดังนี ้

พิจารณาพจน (n)
x

  

       
1/ 22 2 2

( - ) / - - -A C A C A C A Cx
n x x x x y y z z   

  
                                           (ก.10) 

 

ทําการหาอนุพันธยอยของสมการที(่ ก.10) เทียบกบั x y
A, A

 และ z
A

 ไดดังตอไปนี้ 

   2

2

1 1
( ) / - - / 2 -

2

1
1- ( )

x A A C A C

x

n x x x L x x
L

n
L

     

                         

                                                            (ก.11) 

   31 1
( ) / - - / 2 -

2

1
( ) ( )

x A A C A C

x y

n y x x L x x
L

n n
L

     

                         

                                                              

(ก.12) 

   

 

31 1
( ) / - - / 2 -

2

1
( ) ( )

x A A C A C

x z

n z x x L x x
L

n n
L

     

                     

                                                              (ก.13) 

 

พจน (n)
y

และ (n)
Z

 ทําเหมือนกับพจน (n)
X

ดังนั้น นําสมการ (ก.9)-(ก.13) แทนลงสมการ (ก.8) จะ

สามารถหาคาจีโอเมทริกซสติฟเนสขององคอาคารในระบบพิกัดหลกั ดังสมการ (ก.14) และ(ก.15) 



63 

 

-

-

AA AA

AA AA

K K
G G

K
G

K K
G G

    
         
    
    

                                                                              (ก.14) 

 
2

2

2

1- ( ) -( ) ( ) -( ) ( )

-( ) ( ) 1- ( ) -( ) ( )

-( ) ( ) -( ) ( ) 1- ( )

x x y x z
AA

y x y y z

z x z y z

n n n n n
F

K n n n n n
G L

n n n n n

 
      
 
 

  (ก.15)  

เขียนรูปแบบเต็ม 

 

2 2

2 2

2 2

2

2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

. 1 ( ) ( ) ( )

i

i x i x i y i x i z i x i x i y i x i z

i y i y i z i y i x i y i y i z

A i z i z i x i z i y i z

G

i x i x i y i x i z

i y i y i

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n nF
K

L n n n n n

sym n n n

   

  

 


  

 
21 ( )

z

i zn

 
 
 
 
 
 
 
 
      

(ก.16) 
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ผลเฉลยสมการอนุพันธชิ้นสวนมีความโคงตั้งตน 
 

จากสมการอนุพนัธการเสยีรูปของชิน้สวนรับแรงอัด (Chen และ Lui, 1987) 

2 2
0'' sin

x
y k y k

L




 
    

 
                  (ข.1) 

จากนัน้กระจายสมการอนุพนัธ สมการ (ข.1) แสดงดวยสมการปริพันธประกอบ 

(complementary) และปริพันธเฉพาะ (particular) ตามลําดับ 
sin cos

sin cos

c

p

y A kx B kx

x x
y C D

L L

 

 

 
                  (ข.2) 

เมื่อ C,D คือ สัมประสิทธิ์ไมทราบคา (Undetermined coefficient) หาคําตอบของ C, D โดยนํา

สมการ (ข.2) แทนสมการอนุพันธ (ข.1) จัดรูปแบบใหม 
2 2

2 2 2
02 2
sin cos 0

x x
C k k D k

L L L L

   


      
          

      
              (ข.3) 

สมการนั้นตองสอดคลองกบัคา x ใดๆ  จากพจนแรก  
2
0 0

2 2 2 1
e

e

k F P
C

k L F P

 




 

 
                  (ข.4) 

เมื่อ Pe คือน้ําหนักบรรทุกของออยเลอร (Euler load) สมการที่ ข.1 
2

2e

EI
P

L




   และ   

2
2

2
k

L




      
           (ข.5)

 

จากสมการที่ ข.1 วงเล็บในพจนที่สองไดคําตอบ 

D = 0                     
(ข.6)

 

นําสัมประสิทธิ์ C, D แทนคากลับในสมการ  จัดรูปแบบสมการทั่วไป 

0sin cos sin
1

e

e

F P x
y A kx B kx

F P L

 
  


                (ข.7) 

เพื่อคําตอบของคาคงที่ A, B โดยใชเงื่อนไขขอบเขต 

y(0) = 0                    (ข.8) 

y(L) = 0                    (ข.9) 

จากเงื่อนไขขอบเขตแรกสมการ (ข.1) ไดคาคงที ่

B = 0                   (ข.10) 

จากเงื่อนไขขอบเขตสองสมการ (ข.1) ไดคาคงที ่

Asin kL = 0                  (ข.11) 
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ดังนั้น 

A = 0                   (ข.12) 

นําคาของสมการ (ข.10) (ข.11) แทนคาใน (ข.7) 

0 sin
1

e

e

F P x
y

F P L




                  (ข.13) 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

 
 นายอิมรอน หะยียูโซะ เกิดเมื่อวันที่  1 ธันวาคม พ.ศ.2529 ที่โรงพยาบาลสมเด็จ         

พระยุพราชสายบุรี อําเภอสายบุรี จังหวัดปตตานี เปนบุตรคนที่สี่ของนายมูฮํามัดรอเซะ หะยียูโซะ 

และนางซาฟนะ หะยียูโซะ 

จบการศึกษาระดับมัธยมศึกษาตนจากโรงเรียนดรุณศาสนวิทยา จังหวัดปตตานี 

มัธยมศึกษาปลายจากโรงเรียนอัตตัรกียะหอิสลามียะห จังหวัดนราธิวาส และระดับปริญญาตรี

จากสํานักวิชาวิศวกรรมศาสตร สาขาวิชาวิศวกรรมโยธา มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสุรนารี       

จังหวัดนครราชสีมา เขารับการศึกษาตอในระดับปริญญาโท หลักสูตรวิศวกรรมศาสตร

มหาบัณฑิต สาขาวิศวกรรมโยธา แขนงวิชาวิศวกรรมโครงสราง จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย  
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