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บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ปจจุบันวงการคอมพิวเตอรเชิงเลขคณิต (computer arithmetic) เปนทฤษฎีทาง
คณิตศาสตรที่ใชเพ่ือออกแบบระบบแทนจํานวนและตัวดําเนินการทางเลขคณิตของเครื่องจักร 
ซึ่งมีความสําคัญตอระบบประมวลผลสัญญาณ (signal processing system) [1] ระบบแทน
จํานวนที่สําคัญๆมีหลายระบบจํานวน ไดแก ระบบเลขฐานสอง (binary number system) ระบบ
จํานวนเชิงซอน (complex number system) ระบบจํานวนซ้ําซอน (redundant number 
system) ฯลฯ แตละระบบจํานวนถูกนําไปใชประโยชนในแตละงานที่เหมาะสม ไดแก ระบบ
เลขฐานสองเปนระบบพ้ืนฐานที่ถูกนําไปใชเปนตัวดําเนินการบนวงจรและอิเล็กทรอนิกส ระบบ
จํานวนเชิงซอนถูกนําไปใชในการแทนคาในระบบที่ไมสามารถแทนคาไดดวยเพียงจํานวนจริง 
ซึ่งคาที่ไมอยูในระบบจํานวนจริงน้ันเรียกกวา จํานวนจินตภาพ (imaginary number) ตอมาไดมี
การปรับปรุงประสิทธิภาพการทํางานของระบบจํานวน ดวยการแปลงระบบเดิมเปนระบบ
จํานวนซ้ําซอน ดวยการเพิ่มตัวเลขแบบมีเครื่องหมาย (signed-digit) ระบบแทนจํานวนแบบมี
เครื่องหมายนี้ถูกนําเสนอครั้งแรกในป ค.ศ. 1961 โดยอเวเซียนีส (Avizienis) [2] ทําใหจํานวน
สามารถแสดงแทนไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ ชวยใหจํานวนตัวเลขที่ไมเปนศูนย (non-zero digit) 
ลดลง และชวยในการจํากัดการแพรกระจายของตัวทดที่เกิดขึ้นในระหวางการคํานวณ จึงสงผล
ใหความเร็วในการคํานวณเพิ่มขึ้น 

ในป ค.ศ. 1996 ดิมิทรอฟ (Dimitrov) และ จูเลี่ยน (Jullien) [3] ไดนําเสนอระบบ
จํานวนที่นาสนใจ ซึ่งใชชุดตัวเลขเดียวกันกับระบบเลขฐานสองที่เปนมาตรฐาน แตในระบบแทน
จํานวนแบบใหมนี้มีความซ้ําซอนสูงขึ้น และเก็บจํานวนตัวเลขที่ไมเปนศูนยนอย (sparseness) 
เรียกวา ระบบจํานวนฐานคู (double base number system: DBNS) โดยใชจํานวนเต็มสองและ
สามเปนฐานคู ซึ่งระบบนี้สามารถคํานวณไดดวยความเร็วสูงดวยการเก็บจํานวนตัวเลขที่ไมเปน
ศูนยนอยและการขจัดการแพรกระจายของตัวทดในการคํานวณ นอกจากน้ันมีงานวิจัยที่
เกี่ยวกับระบบจํานวนฐานคูในดานโปรแกรมประยุกตตางๆ เชน มีการใชแนวคิดของระบบ
จํานวนฐานคูเพ่ือลดความซับซอนของการคูณเชิงสเกลารในการเขารหัสลับแบบเสนโคงอิลลิ
ปติก (elliptic curve cryptography) [4] การใชเครื่องจักรของมัวรเปนเครื่องแปลงสัญญาณใน
การติดตั้งวงจรสําหรับการบวกบนจํานวนฐานคู [5] การเพิ่มประสิทธิภาพและสภาพความ
ทนทานของอารเรยที่ใชในการคํานวณเชิงดิจิทัลบนระบบจํานวนฐานคูโดยใชเซลลูลารออโตมา
ตา (cellular automata) [6] อยางไรก็ตามระบบจํานวนฐานคูไมสามารถแทนจํานวนเต็มลบได 
วิธีการที่นาสนใจในการแกปญหาดังกลาว ไดแก การใชตัวเลขแบบมีเครื่องหมาย เพ่ือใหระบบ
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จํานวนสามารถแทนจํานวนเต็มลบได แตในระบบจํานวนจะตองเพ่ิมขนาดของชุดตัวเลขจาก
เดิมคือหนึ่งบิตเปนสองบิตดวย วิธีการดังกลาวจึงไมมีประสิทธิภาพที่ดีเพียงพอ 

วิทยานิพนธนี้ จะทําการปรับปรุงระบบแทนจํานวนฐานคูโดยใชเลขฐานเปนจํานวน
เต็มลบ เพ่ือขยายใหระบบสามารถแทนจํานวนเต็มไดทุกจํานวน โดยใชขนาดของชุดตัวเลขเปน
หน่ึงบติ พรอมทั้งไดเสนอบทพิสูจนความสมบูรณ (completeness) ของระบบแทนจํานวนแบบ
ใหม นอกจากนั้นจะนําเสนออัลกอริทึมการแปลง (conversion algorithm) จากระบบจํานวนเลข
ตางๆ เปนจํานวนบนระบบแทนจํานวนฐานคูที่นําเสนอ รวมถึงการดําเนินการพื้นฐานทางเลข
คณิต (fundamental arithmetic operations) ไดแก การบวก การลบ และการคูณ โดยแสดงใน
รูปของกฎทางพีชคณิต (algebra rules) 
 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

เพ่ือสรางระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายเพื่อใหสามารถแทนจํานวนเต็ม
ไดทุกชนิด โดยไมตองเพ่ิมขนาดของชุดตัวเลข เสนออัลกอริทึมในการแปลงจํานวนตางๆเปน
จํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย พรอมทั้งเสนอตัวดําเนินการพื้นฐานเชิงเลข
คณิตรวมทั้งกฎทางพีชคณิตที่จําเปนสําหรับการดําเนินการทางเลขคณิต 
 
1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

1.3.1 เสนอระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครือ่งหมาย โดยใชพ้ืนที่เพียงบิตเดียวสําหรับ
ชุดตัวเลข 

1.3.2 เสนออัลกอริทึมในการแปลงจํานวนเลขฐานสิบเปนจํานวนบนระบบแทนจํานวนฐาน
คูแบบมีเครื่องหมาย 

1.3.3 เสนอตัวดําเนนิการพื้นฐานเชิงเลขคณิตบนระบบแทนจาํนวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย เฉพาะการบวก ลบ และคูณเทานั้น 

 
1.4 ข้ันตอนและวิธีดําเนินการวิจัย 

1.4.1 ศึกษาและทําความเขาใจงานวิจัยเกี่ยวกบัระบบจํานวนฐานคู 
1.4.2 วิเคราะหปญหาของงานวิจัย 
1.4.3 กําหนดขอบเขตงานวิจัย 
1.4.4 ออกแบบระบบแทนจํานวนฐานคูแบบใหม 
1.4.5 ออกแบบอัลกอริทึมในการแปลงจํานวนตางๆ ไปเปนจํานวนบนระบบใหม 
1.4.6 พิสูจนทฤษฎแีละอัลกอริทมึที่เกี่ยวของในงานวิจัยโดยใชกระบวนการทาง

คณิตศาสตร 
1.4.7 วิเคราะห สรปุผล และจัดทําวิทยานิพนธ 
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1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรบัจากการวิจยั 

1.5.1 ไดระบบแทนจํานวนฐานคูแบบใหมที่สามารถแทนจํานวนเต็มไดทกุจํานวน 
1.5.2 อัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานไดแก การบวก ลบ และคูณ สําหรับ

ระบบแทนจํานวนฐานคูแบบใหม 
 
1.6 ผลงานทีต่ีพมิพจากวิทยานิพนธ 

สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนี้ไดรับการตีพิมพเปนบทความทางวิชาการในหัวเรื่อง
ดังตอไปน้ี 

1.6.1 “An Extended Double Base Number System Using Different Digit Sets” โดย 
ศักดิ์ระพี  ลีลาธรรม และอรรถสิทธิ์  สุรฤกษ ในงานประชุมวชิาการ 10th National Computer 
Science and Engineering Conference (NCSEC2006) ณ มหาวิทยาลัยขอนแกน จ.ขอนแกน 
ประเทศไทย ระหวางวันที่ 25-27 ตุลาคม พ.ศ. 2549 

1.6.2 “An outline of double negative-base number system” โดย ศักดิ์ระพี  ลีลาธรรม 
และอรรถสิทธิ ์  สุรฤกษ  ในงานประชมุวิชาการ 11th Annual National Symposium on 
Computational Science and Engineering (ANSCSE11) ณ มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร
วิทยาเขตภูเกต็ จ.ภูเก็ต ประเทศไทย ระหวางวันที่ 28-30 มีนาคม พ.ศ.2550 

1.6.3 “A double negative-base number representation system and arithmetic 
operation” โดย ศักดิ์ระพี  ลีลาธรรม และอรรถสิทธิ ์  สุรฤกษ  ในงานประชุมวิชาการ 11th 
Panhellenic Conference on Informatics (PCI2007) ณ เมืองพาทราส ประเทศกรีซ ระหวาง
วันที่ 18-20 พฤษภาคม พ.ศ.2550 



 

 

บทที่ 2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 
2.1 ระบบจํานวนฐานคู (double base number system) 

ปจจุบันมีนักวิจัยจํานวนมากสนใจการพัฒนาใหหนวยประมวลผลทางคอมพิวเตอร
สามารถทํางานไดเร็วเพ่ิมขึ้น จึงมีงานวิจัยตางๆ ทางดานระบบจํานวนและการคํานวณทาง
คณิตศาสตรของหนวยประมวลผลเพื่อใหคอมพิวเตอรสามารถทํางานไดเร็วขึ้น ในป ค.ศ. 1996 
ดิมิทรอฟ และ จูเลี่ยน [7] ไดเสนอระบบจํานวนฐานคู ซึ่งมีความซ้ําซอนสูงและสามารถแสดงคา
จํานวนเต็มโดยใชตัวเลขที่ไมเปนศูนยจํานวนนอย ระบบจํานวนฐานคูประกอบดวยฐานสองและ
ฐานสาม สามารถเขียนแทนจํานวนเต็มไดในรูปผลรวมของกําลังของฐานสองคูณกับกําลังของ
ฐานสาม รูปแบบการแทนคาของจํานวนเต็ม x  ในระบบจํานวนฐานคูสามารถเขียนออกมาในรูป
ของ 

 }1,0{,32 ,
,

, ∈= ∑ ji
jalli

ji
ji ddx  (2.1) 

โดยที่คา i  และ j  มีคาเปนศูนยหรือจํานวนเต็มบวก (non-negative integers) และ jid ,  เปน
ชุดตัวเลข (digit set) ที่มีสมาชิกเปนศูนยและหนึ่ง จากสมการ (2.1) ถาคา j  มีคาเปนศูนย
เสมอแลวจะไดรูปแบบจํานวนฐานคู (double base number representation) เปนระบบจํานวน
เลขฐานสอง แตถาคา i  มีคาเปนศูนยเสมอแลวจะไดรูปแบบจํานวนฐานคูเปนระบบจํานวนเลข
ฐานสาม การแทนคาของจํานวนเต็มในระบบจํานวนฐานคูสามารถแสดงเปนตารางสองมิติได 
โดยที่คาของ i  และ j  เปนอิสระตอกัน โดยที่แตละแถวเปนเลขชี้กําลังของฐานสองและแตละ
คอลัมนเปนเลขชี้กําลังของฐานสาม ในแตละชองของตารางแทนคาดวยผลคูณของคายกกําลัง
ของฐานสองและคายกกําลังของฐานสามตามตําแหนงของเลขชี้กําลัง โดยแตละชองที่มีคาเปน
หน่ึงจะแทนชองนั้นดวยชองสีเทา (gray cell) เรียกวา แอ็กทิฟเซลล (active cell) สวนชองที่มี
คาเปนศูนย (zero digit) จะแทนชองนั้นดวยชองสีขาว (white cell) 
 

ตัวอยางที่ 2.1 แสดงตัวอยางของรูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 54 

วิธีทํา การแสดงคาของจํานวนเต็ม 54 มีรูปแบบที่เปนไปไดหลายแบบ แสดงใหดูสองรูปแบบดัง
รูปที่ 2.1 
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รูปที ่2.1 การแทนจํานวนเต็ม 54 ของระบบจํานวนฐานคู 

 � 

จากตัวอยางที่กลาวมาแสดงใหเห็นไดวาระบบแทนจํานวนฐานคูเปนระบบจํานวน
ซ้ําซอน (redundant number system) และระบบแทนจํานวนฐานคูมีจํานวนตัวเลขหนึ่งหรือ
จํานวนแอ็กทิฟเซลลจํานวนเบาบาง จึงมีประสิทธิภาพตอความเร็วในการคํานวณของระบบ 
 
2.2 อัลกอริทึมในการหารูปแบบแทนจาํนวนฐานคูเชิงละโมบ (greedy algorithm) 

ในรูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม x  ของระบบจํานวนฐานคู หากมีปริมาณ
ของจํานวนตัวเลขหน่ึงหรือแอ็กทิฟเซลลนอยที่สุด แลวจะเรียกรูปแบบแทนจํานวนนั้นวา 
รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบคาโนนิค (canonic DBNR:CDBNR) ดังรูปที่ 2.1 ตัวอยางรูปแบบ
แทนจํานวนเต็ม 54 ทางดานขวาเปนรูปแบบคาโนนิค ซึ่งขอดีของรูปแบบคาโนนิคคือชวยให
การคํานวณเร็วข้ึนเนื่องจากมีจํานวนแอ็กทิฟเซลลที่ใชในการคํานวณนอยที่สุด ถึงแมวาแตละ
จํานวนจะมีรูปแบบคาโนนิคไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ แตทวาปญหาในการหารูปแบบแทนจํานวน
ฐานคูแบบคาโนนิคของจํานวนเต็มขนาดใหญๆ เปนปญหาที่แกไดยาก (NP-complete) [8, 9] 
ในป ค.ศ. 2005 กิลเบิรต (Gilbert) และ ปแอร (Pierre) [10] ไดเสนออัลกอริทึมในการสราง
รูปแบบแทนจํานวนฐานคูที่เปนคาโนนิคได แตวาการทํางานของอัลกอริทึมน้ันใชเวลาสูง
เน่ืองจากเปนการทํางานแบบกําหนดการพลวัต (dynamic programming) ถึงแมวาจะไมมี
วิธีการเหมาะสมในการหารูปแบบคาโนนิค แต ดิมิทรอฟ และ จูเลี่ยน ไดเสนออัลกอริทึมเชิง
ละโมบแบบงายๆ ที่ชวยในการสรางรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบใกลคาโนนิค (near canonic 
DBNR:NCDBNR) ดวยความซับซอนระดับลอการิทึม [11] โดยขั้นตอนเปนดังนี้ 

2031+2032+2131+2232 2133 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
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อัลกอริทึมที่ 2.1 อัลกอริทึมในการหารูปแบบแทนจํานวนฐานคูเชิงละโมบ 
 
Input :  ( x ) จํานวนเต็มบวก 
Output :  (R ) ลําดับของเลขชี้กําลังในระบบแทนจํานวนแบบฐานคูของจํานวนเต็ม x  
begin 

 R  ← ∅ 
 while ( x  > 0) do 
  Find s  = ba32 , the largest number less than or equal to x  

  R  ← R  ∪ },{ ba  
  x  ← x  – s  
 enddo 
end 
 

ตัวอยางที่ 2.2 หารูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 41 ทั้งรูปแบบคาโนนิคและแบบใกลคาโน
นิค 

วิธีทํา แสดงใหดูดังรูปที่ 2.2 

 
รูปที ่2.2 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 41 ของระบบจํานวนฐานคู 

 � 

จากรูปที่ 2.2 แสดงใหเห็นไดวารูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 41 ทาง
ดานซายเปนแบบคาโนนิคซึ่งมีแอ็กทิฟเซลลเพียงสองเซลลนั่นคือ 2530 และ 2032 แตรูปแบบ
แทนจํานวนทางดานขวาเปนรูปแบบที่หาดวยอัลกอริทึมเชิงละโมบ รูปแบบจํานวนที่ไดจะเปน
แบบใกลคาโนนิคซึ่งมีแอ็กทิฟเซลลสามเซลลนั่นคือ 2232 2230 และ 2030 เน่ืองดวยอัลกอริทึม
เชิงละโมบจะใหคาในรอบแรกเปน 2232 ซึ่งเปนคาที่มากที่สุดที่มีคาไมเกินจํานวนเต็ม 41 
รูปแบบแทนจํานวนจึงมีคาของ 2232 อยูดวย และนําคาผลตางของขอมูลนําเขา 41 กับคาที่หา

1 3 9 27 
1 

2 
4 

8 
16 

32 

1 3 9 27 
1 

2 
4 

8 
16 

32 

2530+2032 2030+2230+2232 
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ไดในรอบแรกคือ 2232 เปนคาเริ่มตนในการหาคาที่มากที่สุดที่ไมเกินคาผลตางที่หาไดในรอบ
ตอไป ตอจากนั้นอัลกอริทึมใหคา 2230 ในรอบที่สองและคา 2030 ในรอบที่สาม รูปแบบแทน
จํานวนจึงเปน 41 = 2232 + 2230 + 2030 

บทบาทที่สําคัญในการหารูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบใกลคาโนนิค คือ รูปแบบที่
ไมมีแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวหรือคอลัมนเดียวกัน เพ่ือชวยใหรูปแบบแทนจํานวนมีการ
แทนจํานวนดวยเลขหนึ่งนอยลง รูปแบบดังกลาวมีนิยามดังตอไปน้ี 

นิยามที่ 2.1 รูปแบบแทนจํานวนแบบฐานคูซึ่งไมมีตัวเลขที่ไมเปนศูนยอยูติดกันนั้นถูกใหคํา
จํากัดความวาเปน รูปแบบแทนจํานวนฐานคูพรอมบวก (addition ready DBNR: ARDBNR) 

ลักษณะของรูปแบบแทนจํานวนฐานคูพรอมบวก สามารถคํานวณไดโดยการใชกฎ
ทางพีชคณิตสองกฎ เพ่ือลดการแทนแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวหรือคอลัมนเดียวกัน ไดแก 
กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในคอลัมนเดียวกัน (column reduction) และกฎในการลด
แอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวเดียวกัน (row reduction) เน่ืองดวยคาเชิงตัวเลข (numerical 
value) ของสองแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวหรือคอลัมนเดียวกันน้ันมีคาเทากับคาเชิงตัวเลข
ของแอ็กทิฟเซลลตําแหนงใหมเพียงตัวเดียว จึงสามารถทําการลดสองแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกัน
นั้นได 

กฎทางพีชคณิตที่ 2.1 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในคอลัมนเดียวกัน แสดงดังรูปที่ 
2.3 

 
รูปที ่2.3 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีอ่ยูติดกันในคอลัมนเดียวกนัดวยกฎทางพีชคณิต 

1+1+ 32=32+32 jijiji  

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 
… 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 
… 

2i3j + 2i+13j 2i3j+1 
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กฎทางพีชคณิตที่ 2.2 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวเดียวกัน  แสดงดังรูปที่ 2.4 

 
รูปที ่2.4 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีอ่ยูติดกันในแถวเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 

jijiji 32=32+32 2+1+  
 
2.3 การดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณติ (fundamental arithmetic operations) 

ระบบจํานวนฐานคูสามารถแสดงคาของจํานวนเต็มบวกได และมีคุณสมบัติการ
แทนตัวเลขหนึ่งในปริมาณนอย มีความซ้ําซอนสูง และสามารถจํากัดสายการทดในการคํานวณ
ได ซึ่งประหยัดพื้นที่ในการเก็บและมีความเร็วในการคํานวณสูงกวาระบบจํานวนทั่วๆ ไป 
นอกจากนั้น ดิมิทรอฟและจูเล่ียนไดเสนอการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตที่สําคัญสําหรับ
ระบบจํานวนฐานคูไดแก การบวก และ การคูณ 
 
2.3.1 การบวก (addition) 

การบวกของระบบจํานวนฐานคูสามารถทําไดดวยการซอนตารางสองตารางของตัว
ตั้งและตัวบวก ผลลัพธที่ไดจะเปนตารางใหมที่มีแอ็กทิฟเซลลรวมกันระหวางสองตาราง แตใน
การบวกกันของระบบแทนจํานวนฐานคูอาจเกิดการชนกัน (collision) ของตําแหนงเซลล
เดียวกัน จึงมีกฎทางพีชคณิตเพ่ือลดการชนกันของแอ็กทิฟเซลล ดวยเหตุผลเดียวกันกับการลด
แอ็กทิฟเซลลที่ติดกันในแถวหรือคอลัมนเดียวกัน คือ คาเชิงตัวเลขของแอ็คทิฟเซลลที่ชนกันมี
คาเทากับคาเชิงตัวเลขของแอ็กทิฟเซลลตัวใหมเพียงตําแหนงเดียว จึงสามารถทาํการลดการชน
กันของแอ็กทิฟเซลลได ตัวอยางกฎแสดงดังตอไปน้ี 

กฎทางพีชคณิตที่ 2.3 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกัน โดยใหเซลลที่เกิด
การชนกันเปนชองตารางหมากรุกสีเทาดํา (checker board cell) แสดงดังรูปที่ 2.5 

2i3j + 2i3j+1 2i+23j 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 

… 
2i+2 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 

… 
2i+2 
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รูปที ่2.5 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีช่นกันในเซลลเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 

jijiji 32=32+32 1+  

ผลลัพธที่ไดจากการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกัน จะถูกนําไปใชงานดวยกฎทาง
พีชคณิตตอ เพ่ือทําการลดแอ็กทีฟเซลลที่อยูติดกันในแถวเดียวกันหรือคอลัมนเดียวกันดวย ทํา
ใหคําตอบสุดทายที่ไดจากการบวกเปนรูปแบบพรอมบวก สงผลใหจํานวนการแทนของเลขหนึ่ง
ถูกลดจํานวนลง และงายตอการพรอมคํานวณตอในรอบถัดไป 
 

ตัวอยางที่ 2.3 หาผลบวกระหวางเลข 7 และ 37 ในระบบแทนจํานวนฐานคู 

วิธีทํา พิจารณาจํานวน 7 ถาใชอัลกอริทึมเชิงละโมบ จะไดรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบใกลคา
โนนิค คือ 7 = 6 + 1 = 2131 + 2030 และจํานวน 37 จะไดรูปแบบแทนจํานวนฐานคู คือ        
37 = 36 + 1 = 2030 + 2232 ซึ่งทั้งสองจํานวนนั้นอยูในรูปแบบพรอมบวกแลว เม่ือทําการบวก
กันจะไดผลดังนี้ 
 

  0011 32+32   →  7 

  2200 32+32  →  37 

  22000011 32+)32+32(+32  

  ⇓  จากกฎ 2.3: [2030 + 2030 = 2130] 

  220111 32+32+32  

  ⇓  จากกฎ 2.2: [2130 + 2131 = 2330] 

  2203 32+32  →  44 

 

คําตอบสุดทายที่ไดเปนคําตอบที่ถูกตองและอยูในรูปแบบพรอมบวกดวย เพ่ือให
เขาใจไดงาย จึงแสดงตัวอยางการบวก ดังรูปที่ 2.6  

2i3j + 2i3j 2i+13j 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 

… 
2i+2 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 

… 
2i+2 
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รูปที ่2.6 แสดงผลบวกของจํานวนเต็ม 7 และ 44 ในระบบแทนจํานวนฐานคู 

 � 
2.3.2 การคูณ (multiplication) 

การดําเนินการคูณของระบบจํานวนฐานคูสามารถทําไดดวยการนําแอ็กทิฟเซลลใน
ตารางของคาตัวตั้งเลื่อน (shift) ตามตําแหนงแอ็กทิฟเซลลแตละตัวของตัวคูณในตาราง แลวนํา
ผลที่ไดทั้งหมดมารวมกันดวยวิธีเดียวกันกับกระบวนการบวก ซึ่งคําตอบสุดทายที่ไดจะตองอยู
ในรูปแบบพรอมบวกดวย 
 

ตัวอยางที่ 2.4 หาผลคูณระหวางเลข 5 และ 11 ในระบบแทนจํานวนฐานคู 

วิธีทํา พิจารณาจํานวน 5 จะใชรูปแบบแทนจํานวนฐานคู คือ 5 = 3 + 2 = 2031 + 2130 และ
จํานวน 11 จะใชรูปแบบแทนจํานวนฐานคู คือ 11 = 9 + 2 = 2032 + 2130 ซึ่งทั้งสองจํานวนนั้น
อยูในรูปแบบพรอมบวกแลว เม่ือทําการคูณจะไดดังนี้ 
 

  0110 32+32    →  5 

  0120 32+32   →  11 

  02211130 32+)32+32(+32  

  ⇓  จากกฎ 2.2: [2131 + 2132 = 2331] 

  021330 32+32+32  →  55 

1 3 9 27 
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2 
4 
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1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

7 37 

44 44 44 
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คําตอบสุดทายที่ไดเปนคําตอบที่ถูกตองและอยูในรูปแบบพรอมบวกดวย เพ่ือให
เขาใจไดงาย จึงแสดงตัวอยางการคูณ ดังรูปที่ 2.7 

 

 
รูปที่ 2.7 แสดงผลคูณของจํานวนเต็ม 5 และ 11 ในระบบแทนจํานวนฐานคู 

 � 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

5 11 

55 55 



 

 

บทที่ 3 
 

ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 
 

ระบบจํานวนฐานคูมีความซ้ําซอนในการแทนรูปแบบจํานวนเต็มบวกตางๆ และมี
การกระจายตัวของตัวเลขสูง จึงสงผลใหมีความเร็วในการคํานวณสูง โดยระบบจํานวนฐานคูใช
ฐานเปนเลข 2 และ 3 นอกจากนั้นยังมีคุณสมบัติของรูปแบบพรอมบวกหรือรูปแบบที่ไมมี
จํานวนสองจํานวนที่อยูติดกันในแถวเดียวกันและคอลัมนเดียวกัน ซึ่งสงผลใหตัวเลขลดนอยลง
และชวยลดโอกาสการเกิดการแพรกระจายของตัวทดใหนอยลง แตจํานวนเต็มทั้งหมดที่สามารถ
แทนไดดวยระบบจํานวนฐานคูนั้นเปนเพียงแคจํานวนเต็มบวกเทานั้น ดังน้ัน ประเด็นสําคัญใน
งานวิจัยที่ตองการทําคือการปรับปรุงและขยายระบบจํานวนฐานคูเดิมน้ันใหเปนระบบฐานคูที่
สามารถแทนจํานวนเต็มลบได วิธีการงายๆ ที่สามารถใชงานไดคือการใชตัวเลขแบบมี
เครื่องหมายเพิ่มเขาไปในชุดตัวเลข [12] ดังน้ันในแตละตําแหนงของระบบจํานวนฐานคูนั้นจะ
สามารถมีไดทั้งคาบวกและคาลบ แตจํานวนบิตในแตละตําแหนงของระบบจํานวนจะตองใชถึง
สองบิตเพ่ือเก็บชุดตัวเลข }1,1,0{  ซึ่งยังไมมีประสิทธิภาพที่ดีเพียงพอ ตอมามีรูปแบบแทน
จํานวนที่สามารถแทนจํานวนเต็มลบไดโดยที่ใชบิตเดียวในแตละตําแหนง ซึ่งใชชุดตัวเลขสอง
ชุดตัวเลขในการแทนจํานวนของระบบ [13] โดยใหชุดตัวเลขที่หน่ึงเปน }1,0{  และชุดตัวเลขที่
สองเปน }1,0{  ซึ่งแตละตําแหนงจะใชเพียงชุดตัวเลขเดียวทําใหไมเกินหน่ึงบิต แตการขยาย
ระบบเชนน้ีอาจมีความยุงยากในเรื่องการจัดการชุดตัวเลข 

จากที่กลาวมาขางตน เราจึงสนใจวิธีการที่ทําใหระบบแบบใหมสามารถแทนจํานวน
เต็มลบไดและใชพ้ืนที่เพียงแคบิตเดียวในแตละตําแหนงบนรูปแบบแทนจํานวน ดวยการ
ปรับเปลี่ยนเลขฐานคูจากจํานวนเต็มบวกใหเปนเลขฐานแบบมีเครื่องหมาย (signed-base) 
เพ่ือใหในบางตําแหนงของระบบจํานวนสามารถเกิดคาจํานวนเต็มลบได โดยใชพ้ืนที่เพียงบิต
เดียวเหมือนเดิมเพ่ือเก็บชุดตัวเลข }1,0{  ดังน้ันจุดประสงคหลักในงานวิจัยน้ี คือ การขยาย
ระบบจํานวนฐานคูเดิม เรียกวาระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base 
number system : DSBNS) ซึ่งระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายสามารถแทนจํานวนเต็ม
ไดทุกจํานวนเต็ม โดยใชฐานเปน -2 และ -3 และนอกจากนั้นยังมีขนาดของชุดตัวเลขเปน }1,0{  
ดวย พรอมทั้งไดเสนอบทพิสูจนความสมบูรณของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย การทํา
ใหเปนบรรทัดฐานเพื่อลดตัวเลขที่ไมเปนศูนยที่อยูชนกัน อัลกอริทึมในการแปลงจํานวนเต็ม
ตางๆ ไปเปนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย และการดําเนินการพื้นฐานทาง
คณิตศาสตรสําหรับระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ไดแก การบวก การลบ และการคูณ 
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3.1 รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base number 
representation) 

รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base number 
representation : DSBNR) จะปรับเปลี่ยนเลขฐานจากระบบจํานวนฐานคูเดิมคือ 2 และ 3 เปน  
-2 และ -3 ตามลําดับ รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายเปนดังนิยามตอไปน้ี 

นิยามที่ 3.1 ระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base number 
representation system) หมายถึง ระบบจํานวนที่มีฐาน 2_

1=β  และ 3_
2=β  และให jid ,  เปน

ชุดตัวเลข {0, 1} ซึ่งรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายของจํานวนเต็ม x  สามารถ
เขียนไดในรูปของ 

 }1,0{∈,)()( ,
,

21,∑ ji
jalli

ji
ji ddx ββ=  (3.1) 

โดยที่ i และ j มีคาเปนศูนยหรือจํานวนเต็มบวก 

ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายมีความสามารถในการระบุเครื่องหมายใหกับ
ตําแหนงตางๆ ของรูปแบบแทนจํานวน ดังแสดงไดตามตารางที่ 3.1 ในระบบจํานวนฐานคูแบบ
มีเครื่องหมายนี้ระดับความซ้ําซอนของรูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มบวกจะลดลง แตจะไป
เพ่ิมระดับความซ้ําซอนของรูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มลบแทน ซึ่งเห็นไดชัดวาพ้ืนที่
ของตัวเลขในแตละตําแหนงในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นตองการเพียงแคบิต
เดียวเม่ือเทียบกับการใชตัวเลขแบบมีเครื่องหมายซึ่งตองใชถึงสองบิตสําหรับรูปแบบแทน
จํานวน 

ตารางที ่3.1 แสดงลักษณะเครื่องหมายของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

-2/-3 (-3)0 (-3)1 (-3)2 (-3)3 … 

(-2)0 + - + - … 

(-2)1 - + - + … 

(-2)2 + - + - … 

(-2)3 - + - + … 

: : : : : … 
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ตัวอยางที่ 3.1 แสดงคาจํานวนเต็ม 126 และ -126 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย 

วิธีทํา สามารถแสดงคาจํานวนเต็มทั้งสองคาไดดังรูปที่ 3.1 

 
รูปที ่3.1 แสดงจํานวนเต็มบวก 126 และจํานวนเต็มลบ -126  

บนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

 � 
 
3.2 ความสมบูรณของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเคร่ืองหมาย (completeness) 

ในการศึกษาและวิจัยเกี่ยวกับรูปแบบแทนจํานวน สิ่งที่สําคัญยิ่งคือความสมบูรณ
ของระบบจํานวน ในสวนน้ีเราจะกลาวถึงบทพิสูจนความสมบูรณของระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย 

ทฤษฎีบทที่ 3.1 ทุกๆ จํานวนเต็มสามารถมีรูปแบบแทนจํานวนไดบนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย 
 
พิสูจน เพ่ือทําการพิสูจนวาทุกๆ จํานวนเต็มสามารถแทนจํานวนไดบนระบบจํานวนฐานคูแบบ
มีเครื่องหมาย การพิสูจนจะแบงเปนสองกรณีใหญๆ คือ กรณีของจํานวนเต็มบวกและกรณีของ
จํานวนเต็มลบ 

กรณีที่ 1 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มบวก เราทําการพิสูจนดวยการเสนออัลกอริทึมการ
แปลงจํานวนเต็มบวก N  จากรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบด้ังเดิมไปเปนรูปแบบแทนจํานวน
ฐานคูแบบมีเครื่องหมาย โดยจํานวนเต็มบวก N  แสดงรูปแบบแทนจํานวนในรูปแบบดังตอไปน้ี 

 ∑
=

=
m

i

i
idN

0

0
0, )3()2(  (3.2) 

(-2)4(-3)2+(-2)1(-3)2=126 

1 -3 9 -27 
1 
-2 
4 

16 
-8 

1 -3 9 -27 
1 
-2 
4 

16 
-8 

(-2)2(-3)3+(-2)1(-3)2= -126 
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โดยที่ i  เปนจํานวนเต็มศูนยหรือจํานวนเต็มบวก และ }1,0{∈0,id  จํานวนเต็ม N  สามารถ
เขียนใหอยูในรูปของผลบวกของรูปแบบแทนจํานวนฐานคูสองตัวคือ YXN +=  

 ∑
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

−′=
2

0

02
0,2 )3()2(

m

i

i
idX , ∑

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

−
−′′=

2

1

012
0,12 )3()2(

m

i

i
idY  (3.3) 

โดยที่ 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=′

oddk

evenkd
d

k

k

:0

:0,

0, , 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=′′

oddkd

evenk
d

k

k

:

:0

0,

0,  

 

คาของ 0,2id ′  และ 0,12 −′′id  มีคาเพียงแค 0 หรือ 1 เทานั้น วัตถุประสงคหลักคือการปรับรูปแบบ
แทนจํานวนใหอยูในรูปของจํานวนเต็ม N  ในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ซึ่งแสดงอยู
ในรูปของ 

 ∑∑
= =

−−=
m

i

ji
ji

n

j
eN

0
,

0
)3()2(  (3.4) 

ซึ่ง }1,0{∈, jie  จากสมการ (3.3) ถาคา Y  เปน 0 แลว N  สามารถแทนจํานวนในระบบใหมนี้
ได แตถาคา Y  ไมเปน 0 แลวจะตองทําการพิจารณาคา Y  ดังตอไปน้ี 

 ∑
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

−
−′′=

2

1

012
0,12 )3()2(

m

i

i
idY  

 )-(-YY =  

 )-)()2)(1()2)(1(( 01 YY +=  

 012
2

1
0,12

02
2

1
0,12 )3()2()3()2( −

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
− ∑∑ ′′−+′′= i

m

i
i

i

m

i
i ddY  (3.5) 

จากสมการ (3.3) และ (3.5) จะไดวา )(-- YXN =  พิจารณาคา N  ดังตอไปน้ี 

 012
2

1
0,12

02
2

1
0,12

02
2

0
0,2 )3()2()3()2()3()2( −

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=
∑∑∑ ′′−+′′+′= i

m

i
i

i

m

i
i

i

m

i
i dddN  



 

 

16 

 012
2

1
0,12

02
0,120,2

2

0

)3()2()3()2)(( −
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−−

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
∑∑ ′′−+′′+′= i

m

i
i

i
ii

m

i

dddN  

 012
2

1
0,12

02
0,120,2

2

0

)3()2()3()2)(( −
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−−

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

−′′+−′′+′= ∑∑ i

m

i
i

i
ii

m

i

dddN  

 
โดยที่ 0

0,
2

2
=′

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡md  ก็ตอเม่ือ 

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢=⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡

22
mm  และ 00,1 =′′−d   

คาของ )( 0,1-20,2 ii dd ′′+′  จะเปนสมาชิกของ {0, 1, 2} เน่ืองจากคาของ 0,2id ′  และ 0,1-2id ′′  มีคา
เปน 0 หรือ 1 ดังนั้นในการพิสูจนจะแบงเปนสองกรณียอย 
 
กรณีที่ 1.1 )( 0,1-20,2 ii dd ′′+′  = 0 หรือ 1 นั่นหมายความวารูปแบบแทนจํานวนของ N  สามารถ
แสดงใหอยูบนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายได  ดังสมการ  (3.4) โดย
ที่ )′′+′(= 0,1-20,20,2 iii dde  และ 0,1-20,1-2 ′′= ii de  
 
กรณีที่ 1.2 )′′+′( 0,1-20,2 ii dd  = 2 นั่นหมายความวา 10,2 =′id  และ 10,1-2 =′′id  และสามารถใช
กฎทางพีชคณิตเพ่ือลดตัวเลขสองตัวที่อยูติดกันไดดังนี้ 

11201202 )3()2(1)3()2(1)3()2(1 −− ×=×+× iii  

ดังนั้นรูปแบบแทนจํานวนของ N  สามารถแสดงใหอยูบนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายได ดังสมการ (3.4) โดยที่ 0=0,2ie  0,1-20,1-2 ′′= ii de  และ 1=1,1-2ie  
 

กรณีที่ 2 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มลบ เราทําการพิสูจนดวยวิธีการเดียวกับการพิสูจน
กรณีของจํานวนเต็มบวก โดยจํานวนเต็มลบ N  แสดงรูปแบบแทนจํานวนในรูปแบบดังตอไปน้ี 

 ∑
=

−=
m

i

i
idN

0

0
0, )3()2(  (3.6) 

เม่ือ i  เปนจํานวนเต็มศูนยหรือจํานวนเต็มบวก และ }1,0{∈0,id  จํานวนเต็ม N  สามารถ
เขียนใหอยูในรูปของผลบวกของรูปแบบแทนจํานวนฐานคูสองตัวคือ XYN −=  ไดดังนี้ 

 ∑
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

′=
2

0

02
0,2 )3()2(

m

i

i
idX , ∑

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

+
+ −′′=

2

1

012
0,12 )3()2(

m

i

i
idY  (3.7) 
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โดยที่ 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=′

oddk

evenkd
d

k

k

:0

:0,

0, , 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=′′

oddkd

evenk
d

k

k

:

:0

0,

0,  

 

จากสมการ (3.7) ถาคา X  เปน 0 แลว N  สามารถแทนจํานวนในระบบใหมนี้ได แตถาคา X  
ไมเปน 0 แลวจะตองทําการพิจารณาคา X  ไดดังนี้ 
 

 ∑
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

′−=−
2

0

02
0,2 )3()2(

m

i

i
idX  

 ))3()2()()2)(1()2)(1((
2

0

02
0,2

01 ∑
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

′+=−

m

i

i
idX  

 02
2

0
0,2

012
2

0
0,2 )3()2()3()2( i

m

i
i

i

m

i
i ddX −′′+−′=− ∑∑

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

+
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

 (3.8) 

จากสมการ (3.7) และ (3.8) จะไดวา )( XYN −+=  พิจารณาคา N  ดังตอไปน้ี 
 

 ∑ ∑∑
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

+
+

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

+
+ ′′−+′−+′′−=

2

1

02
2

0
0,2

012
0,12

2

1

012
0,12 )3()2()3()2()3()2(

m

i

i

m

i
i

i
i

m

i

i
i dddN  

 02
2

0
0,2

012
0,120,12

2

1
)3()2()3()2)(( i

m

i
i

i
ii

m

i
dddN ∑∑

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

+
++

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

′′−+′+′′−=  

 02
2

0
0,2

012
0,120,12

2

1
)3()2()3()2)(( i

m

i
i

i
ii

m

i
dddN −′′+−′+′′= ∑∑

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

+
++

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

 

โดยที่ 0
0,

2
2

=′
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡md  ก็ตอเม่ือ 

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢=⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡

22
mm  และ 00,1 =′′−d   

ในสวนของกระบวนการพิสจูนถัดมาสามารถทําไดเชนเดียวกันกับการพิสูจนในกรณีที่ 1  
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ตัวอยางที่ 3.2 กําหนดใหจํานวนเต็ม N  มีคา 24 บนระบบจํานวนฐานคูด้ังเดิม จงหาคา N  
บนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

วิธีทํา คา N  บนระบบจํานวนฐานคูดั้งเดิมสามารถเขียนใหอยูในรูปของ 

 03
0,3

04
0,4 )3()2()3()2( ddYXN ′′+−′=+=   

โดยที่ 10,4 =′d  และ 10,3 =′′d  ซึ่งในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายรูปแบบแทนจํานวน
ของ N  อยูในรูป 

 ∑∑
= =

−−
m

i

n

j

ji
jie

0 0
, )3()2(  

พิจารณาคา Y   

  03
0,3 )3()2(dY ′′=  

  ))3()2()()3()2()3()2(( 03
0,3

0001 dY ′′−−+−=  

  ))3()2(()3()2( 03
0,3

04
0,3 ddY ′′−+′′=  

ดังนั้น สามารถหาคา N  ไดดังตอไปน้ี 

  ))3()2(()3()2()3()2( 03
0,3

04
0,3

04
0,4 dddN ′′−+′′+−′=  

  ))3()2(())3()2)((( 03
0,3

04
0,30,4 −′′+−′′+′= dddN  

ถา 20,30,4 =′′+′ dd  แลวสามารถใชกฎทางพีชคณิต 

  130304 )3()2()3()2()3()2( =+  

เพราะฉะนั้นคา N  สามารถแทนจํานวนใหอยูในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายได โดยที ่
00,4 =e  0,30,3 de ′′=  และ 11,3 =e  

 � 
 
3.3 การแปลงจํานวนไปเปนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเคร่ืองหมาย 
(conversion algorithm) 

ในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ระดับความซ้ําซอนของจํานวนเต็มบวกจะ
ถูกลดลงจากระบบจํานวนฐานคูดั้งเดิมใหเทาเทียมกับจํานวนเต็มลบ นั่นคือ ผลลัพธจากการ
แปลงจํานวนเต็มบวกไปเปนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายอาจจะมีจํานวนของตัวเลข
มากกวาระบบจํานวนฐานคูด้ังเดิมได ซึ่งวิธีการพิสูจนทฤษฎีบทที่ 3.1 เปนวิธีการแปลงจาก
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ระบบจํานวนฐานคูแบบด้ังเดิมไปเปนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย แตในสวนน้ีเรา
นําเสนออัลกอริทึมเชิงละโมบสําหรับการแปลงจํานวนตางๆ ไปเปนจํานวนบนระบบจํานวนฐาน
คูแบบมีเครื่องหมาย 

อัลกอริทึมที่ 3.1 อัลกอริทึมในการแปลงจํานวนไปเปนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายเชิงละโมบ 
 
Input :  ( x ) จํานวนเต็ม 

Output :  (R ) ลําดับของเลขชี้กําลังในระบบแทนจํานวนแบบฐานคูแบบมีเครื่องหมายของ
จํานวนเต็ม x  

begin 

 R  ← ∅ 

 while ( x  ≠ 0) do 

  Find s  = ba )3-()2-( , the nearest number to x  

  R  ← R  ∪ },{ ba  

  x  ← x  – s  

 enddo 

end 
 
พิสูจน จากอัลกอริทึมเปนการทํางานแบบเวียนเกิด ดวยการหาคาที่ใกลเคียงกับจํานวนเต็มที่
เปนขอมูลนําเขามากที่สุดในแตละรอบ แลวหาผลตางระหวางคาที่หาไดกับจํานวนเต็มที่เปน
ขอมูลนําเขาเพื่อใชในการหาคาที่ใกลเคียงในรอบถัดๆ ไป คาผลตางที่ไดจะมีคาเขาใกล 0 
เร่ือยๆ และจะจบการทํางานเมื่อมีคาผลตางเปน 0 ซึ่งเห็นไดชัดวาผลลัพธที่ไดจากอัลกอริทึมมี
คาเทากับขอมูลนําเขาจํานวนเต็ม x  สวนความซับซอนเชิงเวลานั้น เนื่องจากตัวเลขในระบบ
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายอยูในรูปของ ji )3-()2-(  คาปริมาณของตัวเลขที่มากที่สุดนั้น
ถูกจํากัดอยูที่ x2log  ดังนั้นความซับซอนเชิงเวลาของอัลกอริทึมน้ีเปน )log(log xO  ■ 

ถึงแมวาอัลกอริทึมนี้จะมีการทํางานที่งายไมซับซอนและไดผลรวดเร็ว แตวา
อัลกอริทึมน้ีไมสามารถรับรองไดวาผลลัพธที่ไดจะอยูในรูปแบบคาโนนิคเสมอไป 
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ตัวอยางที่ 3.3 แปลงจํานวนเต็ม 15 ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายดวยอัลกอริทึมเชิงละโมบ 

วิธีทํา การทํางานรอบแรกของอัลกอริทึมเชิงละโมบจะทําการหาคาที่ใกลที่สุดของ 15 นั่นคือ   
(-2)4 (-3)0 จากนั้นหาผลตางของ 15 กับ (-2)4(-3)0 ไดเปน -1 แลวนําคา -1 ที่ไดไปหาคาที่ใกล
ที่สุดในรอบที่สองไดเปน (-2)1(-3)0 และผลตางของ -1 กับ (-2)1(-3)0 คือ 1 จากนั้นหาคาใกล
ที่สุดในรอบที่สามไดเปน (-2)0(-3)0 ซึ่งผลตางของ 1 กับ (-2)0(-3)0 เปน 0 อัลกอริทึมจึงจะจบ
การทํางานและใหคาผลลัพธที่ไดเปน 15 = (-2)4(-3)0 + (-2)1(-3)0 + (-2)0(-3)0 นั่นเอง สามารถ
แสดงไดดังตารางที่ 3.2 

ตารางที่ 3.2 แสดงการแปลงจํานวนเต็ม 15  
ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

iteration x (input) s (nearest number) sxx -= (difference) 
1 15 (-2)4(-3)0 -1 
2 -1 (-2)1(-3)0 1 
3 1 (-2)0(-3)0 0 

 

ตัวอยางที่ 3.4 แปลงจํานวนเต็ม -15 ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายดวยอัลกอริทึมเชิงละโมบ 

วิธีทํา การทํางานรอบแรกของอัลกอริทึมเชิงละโมบจะทําการหาคาที่ใกลที่สุดของ -15 นั่นคือ  
(-2)2 (-3)1 หาผลตางของ -15 กับ (-2)2(-3)1 ไดเปน -3 นําคา -3 ที่ไดไปหาคาที่ใกลที่สุดในรอบ
ถัดไปไดเปน (-2)0(-3)1 ซึ่งผลตางของ -3 กับ (-2)0(-3)1 คือ 0 อัลกอริทึมจึงจบการทํางานและให
คาผลลัพธที่ไดเปน -15 = (-2)2(-3)1 + (-2)0(-3)1 นั่นเอง สามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.3 

ตารางที่ 3.3 แสดงการแปลงจํานวนเต็ม -15  
ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

iteration x (input) s (nearest number) sxx -= (difference) 
1 -15 (-2)2(-3)1 -3 
2 -3 (-2)0(-3)1 0 

จากตัวอยางที่ 3.3 การใชอัลกอริทึมเชิงละโมบในการแปลงจํานวนเต็ม 15 นั้นจะได
จํานวน 3 จํานวน แตรูปแบบคาโนนิคของจํานวนเต็ม 15 นั้นเปน 15 = (-2)0 (-3)2 + (-2)1(-3)1 
ซึ่งมีแค 2 จํานวน ในขณะที่จากตัวอยางที่ 3.4 แปลงจํานวนเต็ม -15 ดวยอัลกอริทึมเชิงละโมบ
ได -15 = (-2)2(-3)1 + (-2)0(-3)1 มี 2 จํานวน ซึ่งเปนรูปแบบคาโนนิคดวย ในการหารูปแบบคา
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โนนิคนั้นอาจตองใชเวลานานเนื่องจากจําเปนตองใชกระบวนการหาคําตอบที่ดีที่สุด (optimal 
solution) ถึงจะตอบไดวาใชจํานวนนอยที่สุด งานวิจัยนี้ไมไดสนใจในการหารูปแบบคาโนนิคบน
ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 
 
3.4 การดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณติ (arithmetic operations) 

ในงานวิจัยเกี่ยวกับระบบแทนจํานวน สิ่งสําคัญที่ตองพิจารณาคือเรื่องการ
ดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตของระบบแทนจํานวน ในสวนของระบบจํานวนฐานคูแบบ
ด้ังเดิมน้ันสามารถแทนจํานวนไดแคจํานวนเต็มบวก ซึ่งการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตน้ัน
มีกระบวนการบวกและการคูณ แตในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นเปนระบบจํานวน
ที่สามารถแทนจํานวนเต็มบวกและจํานวนเต็มลบได ดังนั้นในงานวิจัยนี้ จึงนําเสนอการ
ดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตสําหรับระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายที่สําคัญ ไดแก การ
บวก การลบ และการคูณ 
 
3.4.1 การบวก (addition) 

การบวกของจํานวนสองจํานวนสามารถทําไดดวยการซอนตารางสองตารางระหวาง
ตัวตั้งและตัวบวกเหมือนกับระบบจํานวนฐานคูด้ังเดิม ผลลัพธที่ไดจะเปนตารางใหมที่มีแอ็กทิฟ
เซลลรวมกันระหวางสองตาราง ซึ่งในการบวกกันของระบบสามารถเกิดการชนกันของตําแหนง
เซลลเดียวกันได จึงมีกฎทางพีชคณิตสําหรับแปลงการชนกันของแอ็กทิฟเซลล ดังตอไปน้ี 

กฎทางพีชคณิตที่ 3.1 กฎในการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกัน โดยใหเซลลที่เกิด
การชนกันเปนชองตารางหมากรุกสีเทาดํา แสดงดังรูปที่ 3.2 

 

รูปที ่3.2 แสดงกฎการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 
jijijiji )3-()2-()3-()2-()3-()2-()3-()2-( 21 ++ +=+  

(-2)i(-3)j + (-2)i(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

(-2)i+1(-3)j + (-2)i+2(-3)j 
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กฎทางพีชคณิตที่ 3.2 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกันใหเปนศูนย แสดงดัง
รูปที่ 3.3 

 
รูปที ่3.3 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีช่นกันในเซลลเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 

0=)3-()2-(+)3-()2-(+)3-()2-( 1+ jijiji  

กฎทางพีชคณิตที่ 3.3 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกัน แสดงดังรูปที่ 3.4 

 
รูปที ่3.4 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีช่นกันในเซลลเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 

jijiji )3-()2-(=)3-()2-(2+)3-()2-(2 1+1+  

จากกฎทางพีชคณิตที่ 3.2 และ 3.3 เห็นไดชัดวาการบวกสามารถทําไดในสองเซลล
ที่ติดกันในคอลัมนเดียวกัน แตกฎทางพีชคณิตที่ 3.1 สามารถทําการบวกไดแตถาในสองเซลล
ถัดลงมาภายในคอลัมนเดียวกันเกิดมีแอ็กทิฟเซลลอ่ืนอยู จะสงผลใหสายการทดเกินหนึ่งขั้น 
ดังนั้นเราจึงเสนอกฎทางพีชคณิตอีกสองขอเพ่ือแกไขกรณีที่มีปญหาจากกฎทางพีชคณิตที่ 3.1 
 
 
 
 
 
 

2(-2)i(-3)j + 2(-2)i+1(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

(-2)i+1(-3)j 

(-2)i(-3)j + (-2)i(-3)j + (-2)i+1(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

0 
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กฎทางพีชคณิตที่ 3.4 กฎในการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่อยูในรูปของ 2(-2)i(-3)j + (-2)i+2(-3)j 
แสดงดังรูปที่ 3.5 

 

รูปที ่3.5 แสดงกฎการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่อยูในรูปของ 2(-2)i(-3)j + (-2)i+2(-3)j ดวยกฎทาง
พีชคณิต 1+1+2+ )3-()2-(=)3-()2-(+)3-()2-(2 jijiji  

กฎทางพีชคณิตที่ 3.5 กฎในการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่อยูในรูปของ 2(-2)i(-3)j + (-2)i+2(-3)j 
แสดงดังรูปที่ 3.6 

 

รูปที ่3.6 แสดงกฎการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่อยูในรูปของ 2(-2)i(-3)j + 2(-2)i+2(-3)j ดวยกฎทาง
พีชคณิต 1+1+2+2+ )3-()2-(+)3-()2-(=)3-()2-(2+)3-()2-(2 jijijiji  

จากกฎทางพีชคณิตที่ 3.4 และ 3.5 จะทําการลดรูปของกรณีที่มีปญหาจากกฎทาง
พีชคณิตที่ 3.1 ได ซึ่งตัวทดที่เกิดขึ้นจะไมเกิดในแถวใหมของคอลัมนเดียวกัน แตจะเกิดแอ็กทิฟ
เซลลใหมในคอลัมนถัดไป ดังน้ันเราจะนําเสนอการบวกเชิงกําหนด โดยการบวกสามารถทําได
ดวยการซอนตารางสองตารางระหวางตัวตั้งและตัวบวกซึ่งเวลาที่ใชเปนคาคงท่ี แตผลลัพธที่ได
จะเปนตารางใหมที่อาจเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลอยู จึงตองทําการลดรูปดวยกฎทาง
พีชคณิต ทําการพิจารณาลดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลในคอลัมนเดียวกันเปนหลัก โดยแปลง
ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนที่ไมเหลือการชนกันของแอ็กทิฟเซลล 

2(-2)i(-3)j + 2(-2)i+2(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

(-2)i+2(-3)j + (-2)i+1(-3)j+1 

2(-2)i(-3)j + (-2)i+2(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

(-2)i+1(-3)j+1 
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การลดรูปอันเน่ืองมาจากแอ็กทิฟเซลลชนกันเพ่ือใหรูปแบบแทนจํานวนอยูใน
รูปแบบที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกันได สามารถใชกฎทางพีชคณิตที่เสนอไปหากฎ โดยตัวทดที่
เกิดขึ้นจากการลดรูปน้ันเราจะนําไปเก็บในตารางใหมที่มีชื่อวาตารางตัวทด ดังบทตั้งที่ 3.1 

บทตั้งที่ 3.1 กําหนดให D คือ ตารางรูปแบบแทนจํานวนใดๆ ที่มีแอ็กทิฟเซลลชนกันในคอลัมน
เดียวกันบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถถูกแบงตารางออกเปนสองตาราง คือ 
ตารางจํานวนเหลือ (remaining table) R และ ตารางจํานวนทด (carry table) C ดวยกฎที่ลดการ
ชนกันของแอ็กทิฟเซลลในคอลัมนเดียวกันเพียงหากฎเทานั้น โดยที่ทั้งตารางจํานวนเหลือและ
ตารางจํานวนทด จะตองอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกัน 
 
พิสูจน จะทําการพิสูจนวา รูปแบบแทนจํานวนทั้งหมดที่เกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลนั้น
สามารถเขียนใหเห็นไดวาตารางจํานวนเหลือและตารางจํานวนทดตางก็ไมเกิดการชนกันของ
แอ็กทิฟเซลลและผลรวมของตารางจํานวนเหลือกับตารางจํานวนทดตองมีคาเทากับตาราง
รูปแบบแทนจํานวนของผลบวก ซึ่งรูปแบบแทนจํานวนที่เกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลใน
คอลัมนเดียวกันมีรูปแบบเปนไปไดอยู 3 กรณีหลักๆ ไดแก 

 
กรณีที่ 1 

  

  

  
รูปที่ 3.7 แสดงการแบงตารางกรณีเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลล 

เม่ือเซลลในแถวถัดไปในคอลัมนเดียวกนัไมแอ็กทิฟ 

 

D 

1.3 

R C 

จากกฎที่ 3.5 

D 

1.2 

R C 

จากกฎที่ 3.4 

D 

1.1 

R C 

จากกฎที่ 3.1 
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กรณีที่ 2 

  

  

  
รูปที่ 3.8 แสดงการแบงตารางกรณีเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลล 

เม่ือเซลลในแถวถัดไปในคอลัมนเดียวกนัแอ็กทิฟ 
 

กรณีที่ 3 

  

  

  
รูปที่ 3.9 แสดงการแบงตารางกรณีเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลล 
เม่ือเซลลในแถวถัดไปในคอลัมนเดียวกนัแอ็กทิฟและเกิดการชนกัน 

D 

3.3 

R C 

จากกฎที่ 3.5, 3.2 

D 

3.2 

R C 

จากกฎที่ 3.3 

D 

3.1 

R C 

จากกฎที่ 3.3 

D 

2.3 

R C 

จากกฎที่ 3.5 

D 

2.2 

R C 

จากกฎที่ 3.2 

D 

2.1 

R C 

จากกฎที่ 3.2 
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จากการพิสูจนเห็นไดชัดวา ทุกๆ กรณีที่เกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลสามารถแบงตารางเปน
ตารางจํานวนเหลือและตารางจํานวนทดไดโดยไมเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลและไดคา
ผลรวมทีถู่กตองโดยใชกฎทางพีชคณิตเพียงหากฎที่ไดนําเสนอ ■ 

จากบทตั้งที่ 3.1 เราสามารถเปลี่ยนรูปแบบแทนจํานวนที่ไดจากการบวกใหอยูใน
รูปที่ไมเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลไดดวยกฎทางพีชคณิตเพียงหากฎ ถารูปแบบแทน
จํานวนอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกันแลวการทดระหวางคอลัมนจะไมสามารถเกิดขึ้นอีก 
อยางไรก็ตามจากกรณีที่ 1.2 1.3 2.3 และ 3.3 มีการใชกฎทางพีชคณิตที่ 3.4 และ 3.5 ทําใหมี
ตัวทดระหวางคอลัมนเกิดขึ้นจากการลดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลในคอลัมน โดยทิศทางของ
ตัวทดเปนทิศทางการสงคาจากคอลัมนดานซายไปทางดานขวา นั่นแสดงวาในตารางจํานวนทด
นั้นจะไมมีการชนกันของแอ็กทิฟเซลลเกิดขึ้น นอกจากนี้ยังสรุปไดอีกวาจะไมมีแอ็กทิฟเซลล
ติดกัน หรือหางกันหน่ึงเซลลภายในคอลัมนเดียวกัน ดังนั้นเม่ือตารางจํานวนเหลือรวมกับตาราง
จํานวนทดแลวคาผลลัพธที่ไดยอมจะไมเกิดกรณีที่มีแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันอยูติดกันหรือหางกัน
หน่ึงเซลลภายในคอลัมนเดียวกันแนนอน แสดงวาผลลัพธที่ไดจากการรวมหลังจากแบงตาราง
แลวจะเกิดรูปแบบท่ีเปนไปไดเพียงแคสี่รูปแบบ คือ กรณีที่ 1.1 1.2 2.1 และ 2.2 ซึ่งทั้งสี่กรณีนี้
มีเพียงกรณีที่ 1.2 เทานั้นที่สามารถกอใหเกิดการทดไปยังคอลัมนถัดไปไดอีก เพราะมีการใชกฎ
ทางพีชคณิตที่ 3.4 จึงสรุปไดวามีเพียงกรณีที่ 1.2 กรณีเดียวที่อาจจะทําใหเกิดการทดตอเน่ือง
ไปเร่ือยๆ ภายในจํานวนจํากัดของคอลัมน ซึ่งเม่ือทําการลดรูปครบทุกคอลัมนแลวรูปแบบที่มี
การชนกันของแอ็กทิฟเซลลก็จะไมเกิดขึ้น 

กระบวนการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถทําไดดวยการ
ซอนตารางสองตารางระหวางตัวตั้งและตัวบวก และทําการลดรูปแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันดวยกฎ
เพียงหากฎ ดังทฤษฎีบทที่ 3.2 

ทฤษฎีบทที่ 3.2 กระบวนการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถทําได
ภายในเวลาเชิงเสนตามจํานวนคอลัมน ดวยอัลกอริทึมการบวก 
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อัลกอริทึมที่ 3.2 อัลกอริทึมการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 
Input :  ji

jalli
jixX )3-()2-(

,
,∑=  และ ji

jalli
jiyY )3-()2-(∑

,
,=  

Output :  ji

jalli
jizZ )3-()2-(∑

,
,=  ซึ่ง ji

jalli
jiji yxYXZ )3-()2-()(

,
,,∑ +=+=  

begin 

 YXZ +←  
 while (Z contains some collisions) do 

  )(, ZsplitCR ←  

  CRZ +←  
 enddo 
end 
 
พิสูจน ตองพิสูจนวา ผลลัพธจากการบวกนั้นใหคาที่ถูกตองและอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชน
กัน และสามารถทําไดภายในเวลาเชิงเสนตามจํานวนคอลัมน 
ผลลัพธจากการบวกนั้นเปนคาที่ถูกตองแลว แตจะเกิดรูปแบบที่มีแอ็กทิฟเซลลชนกนั จึงทําการ
ลดรูปดวยการแบงแยกตาราง ซึ่งผลลัพธที่ไดจากการแบงแยกตารางและเมื่อนํากลับมารวมกัน
แลวจะไดคาถูกตองตามบทตั้งที่ 3.1  
ผลลัพธสุดทายที่ไดจากการบวกจะเปนรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกันดวย เน่ืองจากตารางจํานวน
เหลือและตารางจํานวนทดเมื่อรวมกันแลวอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันน้ันอยูตดิกันหรือ
หางกันหนึ่งเซลลภายในคอลัมนเดียวกัน ซึ่งมีเพียงกรณีที่ 1.2 เพียงกรณีเดียวจากบทตั้งที่ 3.1 
ที่จะสงผลใหเกิดการทดตอเนื่องไปเร่ือยๆ ได แตจํานวนของรูปแบบแทนจํานวนมีคอลัมน
จํานวนจํากัด จึงสรุปไดวารูปแบบแทนจํานวนที่เปนผลลัพธสุดทายยอมไมเกิดรูปแบบที่มี
แอ็กทิฟเซลลชนกันแนนอน 
ในแตละขั้นตอนจะใชเวลาคงที่และมีจํานวนรอบสูงสุดไมเกิน n รอบ ซึ่ง n เปนจํานวนคอลัมน
ของรูปแบบแทนจํานวน ทําใหอัลกอริทึมการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายทําได
ภายในเวลาเชิงเสนตามจํานวนคอลัมน 

 ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.5 หาผลบวกระหวางเลข 98 และ 97 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย
ดวยอัลกอริทึมการบวก 

วิธีทํา แสดงดังรูปที่ 3.10 
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รูปที ่3.10 แสดงผลบวกจํานวนเต็ม 98 และ 97 บนระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 
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3.4.2 การลบ (subtraction) 

จากคุณสมบัติที่เพ่ิมขึ้นมาของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย คือสามารถ
แทนจํานวนเต็มลบได ชวยใหการลบจํานวนเต็มสามารถใชงานไดดวยวิธีการบวกกับตัวลบที่
เปลี่ยนเปนตัวตรงขามโดยเพิ่มเครื่องหมายลบเขาไป เราจึงเสนอกฎทางพีชคณิตในการแปลง
แอ็กทิฟเซลลเพ่ือหาตัวผกผันของการบวก ดังตอไปน้ี 

 
กฎทางพีชคณิตที่ 3.6 กฎในการแปลงแอ็กทิฟเซลลเพ่ือหาตัวผกผันของการบวก แสดงดังรูปที่ 
3.11 

 

รูปที ่3.11 แสดงกฎการแปลงแอ็กทิฟเซลลเพ่ือหาตวัผกผันของการบวก 
 

ทฤษฎีบทที่ 3.3 ตัวผกผันการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายสามารถหาไดโดย
กฎทางพีชคณิตที่ 3.6 ภายในเวลาไมเกินจํานวนคอลัมน  
 

พิสูจน ตองพิสูจนวา จากกฎทางพีชคณิตที่ 3.6 สามารถใชหาตัวผกผันการบวกภายในเวลาไม
เกินจํานวนคอลัมน เน่ืองจากการหาตัวผกผันการบวกสามารถทําไดดวยการเพิ่มแอ็กทิฟเซลล
ใหติดกับแอ็กทิฟเซลลทุกตัวที่มีอยูแลวในแถวถัดไปภายในคอลัมนเดียวกัน จะตองแสดงใหเห็น
เวลาในการทํางานขึ้นกับจํานวนคอลัมน เน่ืองจากไมมีการสงตัวทดระหวางคอลัมนเกิดขึ้น แต
ถาในการเพิ่มแอ็กทิฟเซลลที่อยูในแถวถดัลงไปในคอลัมนเดียวกันเกิดมีแอ็กทิฟเซลลอยูดวย จะ
ทําใหเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลใหมขึ้น เราสามารถลดรูปการชนกันของแอ็กทิฟเซลลที่
เกิดขึ้นไดดวยกฎเพียงหาขอ จากบทตั้งที่ 3.1 และหาผลรวมจากการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกัน
ดวยทฤษฎีบทที่ 3.2 ซึ่งการทํางานสามารถทําไดภายในเวลาเชิงเสนตามจํานวนคอลัมน ดังน้ัน
จึงสรุปไดวาการหาตัวผกผนัการบวกนั้นสามารถทํางานไดภายในเวลาไมเกินจํานวนคอลัมน ■ 

a = (-2)i(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

-a = (-2)i(-3)j + (-2)i+1(-3)j 
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จากทฤษฎีบทที่ 3.3 การหาตัวผกผันการบวกกฎทางพีชคณิตที่ 3.6 นั้น จะเพ่ิม
แอ็กทิฟเซลลเพ่ิมขึ้นมาในแถวถัดไปหนึ่งเซลล ดังนั้นถาเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลก็
สามารถใชกฎการลดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลที่ไดเสนอไปแลวได ซึ่งแสดงการหาตัวผกผัน
การบวกไดตามตัวอยางตอไปน้ี 
 
ตัวอยางที่ 3.6 หาตัวผกผันการคูณของจํานวนเตม็ 9 และ -9 

วิธีทํา แสดงดังรูปที่ 3.12 

 

รูปที ่3.12 แสดงการหาตัวผกผันการบวกของ 9 และ -9  
บนระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

ทฤษฎีบทที่ 3.4 กระบวนการลบบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถทําไดดวย
วิธีการเดียวกับการบวก โดยที่ตัวลบจะถูกแปลงรูปแบบแทนจํานวนเปนตัวผกผันการบวกกอน 
 
พิสูจน ตองพิสูจนวา ผลลัพธจากการลบนั้นใหคาที่ถูกตองและอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชน
กัน เน่ืองจากกระบวนการลบคือการบวกที่ตัวลบถูกแปลงรูปแบบแทนจํานวนเปนตัวผกผันการ
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[จากกฎที่ 3.6] [จากกฎที่ 3.6] 

[จากกฎที่ 3.2] 
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บวก ซึ่งการบวกนั้นไดพิสูจนไวแลววาไดผลลัพธที่ไดถูกตอง และดวยกฎการลดรูปหลังจากการ
บวกทําใหผลลัพธที่ไดอยูจึงอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันดวย ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.7 หาผลลบระหวางเลข 45 และ 9 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

วิธีทํา การทํางานเริ่มจากการหารูปแบบแทนจํานวนของ 45 และ 9 โดยใชอัลกอริทึมเชิงละโมบ
ในการแปลง จะได 45 = (-2)2(-3)2 + (-2)0(-3)2 และ 9 = (-2)0(-3)2 จากนั้นจึงเร่ิมกระบวนการ
ลบ แสดงดังรูปที่ 3.13 
 

 
รูปที ่3.13 แสดงผลลบของจํานวนเต็ม 45 และ 9  
บนระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

 � 
 
3.4.3 การคูณ (multiplication) 

การคูณของจํานวนสองจํานวนสามารถทําไดดวยวิธีเดียวกับระบบจํานวนฐานคู
ด้ังเดิม ดวยการนําแอ็กทิฟเซลลในตารางของคาตัวตั้งเลื่อนตามตําแหนงแอ็กทิฟเซลลแตละตัว
ของตัวคูณในตาราง แลวนําผลที่ไดมารวมกันดวยวิธีการบวก ซึ่งผลลัพธที่ไดจากการคูณจะตอง
อยูในรูปปกติดวย 
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ทฤษฎีบทที่ 3.5 กระบวนการคูณบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถทําไดดวย
วิธีการนําแอ็กทิฟเซลลในตารางของคาตัวตั้งเลื่อนตามตําแหนงแอ็กทิฟเซลลแตละตัวของตวัคณู
ในตาราง แลวนําผลที่ไดทําการบวกดวยอัลกอริทึมการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย 
 
พิสูจน ตองพิสูจนวา ผลลัพธจากการคูณน้ันใหคาที่ถูกตองและอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชน
กัน เน่ืองจากกระบวนการคูณใชหลักการเดียวกับระบบจํานวนฐานคูแบบด้ังเดิม ซึ่งใหผลลัพธที่
ถูกตอง เม่ือทําการเลื่อนคาตัวตั้งตามตัวคูณและทําการบวกแลว การลดรูปหลังการบวกจะให
ผลลัพธที่อยูในรปูที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกัน ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.8 หาผลคูณระหวางเลข 7 และ -14 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

วิธีทํา เร่ิมจากการหารูปแบบแทนจํานวนของ 7 และ -14 โดยใชอัลกอริทึมเชิงละโมบในการ
แปลง จะได 7 = (-2)1(-3)1 + (-2)0(-3)0 และ -14 = (-2)2(-3)1 + (-2)1(-3)0 จากนั้นจึงเริ่ม
กระบวนการลบ แสดงดังรูปที่ 3.14 
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รูปที ่3.14 แสดงผลคูณของจํานวนเต็ม 7 และ -14 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

 � 
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บทที่  4 
 

รูปแบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายทั่วไป 
 

จากที่ไดนําเสนอในบทที่ผานมา ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นใชฐาน 

1β  เปน -2 และ 2β  เปน -3 เพ่ือขยายระบบจํานวนฐานคูเดิมใหสามารถแทนจํานวนแบบมี
เครื่องหมายไดและมีความสมบูรณในการแทนจํานวนเต็มทุกชนิด แตในกรณีที่มีความตองการ
ใชระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย โดยใชฐานเปนจํานวนเต็มอ่ืนๆ จะมีผลแตกตางออกไป 
ซึ่งในสวนน้ีจะนําเสนอรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายทั่วไป เพ่ือพิจารณาถึง
ผลกระทบตางๆ ที่เกิดขึ้น 
 
4.1 ความสมบูรณของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเคร่ืองหมายทั่วไป 

เดิมระบบจํานวนฐานคูมีความซ้ําซอนและการกระจายตัวเลขสูง ซึ่งมีฐานคูเปน 2 
และ 3 แตในระบบจํานวนฐานคูไมสามารถแทนจํานวนเต็มลบได ในงานวิจัยไดเสนอระบบ
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายเพื่อใหคาบางคาในระบบสามารถมีการแทนจํานวนเต็มลบได 
พรอมทั้งมีความสมบูรณในการแทนจํานวนเต็มทุกชนิด ในการพิจารณาฐานแบบมีเครื่องหมาย
นั้น ไมไดหมายความวาจะมีแค 21 −=β  และ 32 −=β  เทานั้น แตอาจมีกรณีอ่ืนๆ เชน 

21 −=β  และ 32 =β  หรือ 21 =β  และ 32 −=β  ซึ่งในกรณีที่ 21 =β  นั้นเห็นไดชัดวา
รูปแบบแทนจํานวนมีความสมบูรณดวยคุณสมบัติของเลขฐานสอง ดังน้ันเราจะพิจารณากรณีที่ 

21 −=β  และ 2β  เปนจํานวนเต็ม 

ทฤษฎีบทที่ 4.1 กําหนดให x เปนจํานวนเต็มใดๆ x สามารถแทนจํานวนไดบนระบบจํานวน
ฐานคูแบบมีเครื่องหมายที่มี 21 −=β  และ 2β  เปนจํานวนเต็ม 
 
พิสูจน เพ่ือทําการพิสูจนวาทุกๆ จํานวนเต็มสามารถแทนจํานวนไดบนระบบจํานวนฐานคูแบบ
มีเครื่องหมายทั่วไป การพิสูจนจะแบงเปนสองกรณีใหญๆ คือ กรณีของจํานวนเต็มบวกและ
กรณีของจํานวนเต็มลบ 
 

กรณีที่ 1 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มบวก เราทําการพิสจูนดวยการเสนออัลกอริทึมการ
แปลงจํานวนเต็มบวก N  จากรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบด้ังเดิมไปเปนรูปแบบแทนจํานวน
ฐานคูแบบมีเครื่องหมาย โดยจํานวนเต็มบวก N  แสดงรูปแบบแทนจํานวนในรูปแบบดังตอไปน้ี 
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คาของ 0,2id ′  และ 0,12 −′′id  มีคาเพียงแค 0 หรือ 1 เทานั้น วัตถุประสงคหลักคือการปรับรูปแบบ
แทนจํานวนใหอยูในรูปของจํานวนเต็ม N  ในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ซึ่งแสดงอยู
ในรูปของ 
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ซึ่ง }1,0{∈, jie  ขั้นตอนการพิสูจนสามารถทําตามจากทฤษฎีบทที่ 3.1 คา N แสดงไดดังนี้ 
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ดังนั้นรูปแบบแทนจํานวนของ N  ที่เปนจํานวนเต็มบวกสามารถแสดงใหอยูบนรูปแบบแทน
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายโดยฐาน 21 −=β  และฐาน 2β  ได ดังสมการ (4.3) 
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กรณีที่ 2 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มลบ เราทําการพิสูจนดวยวิธีการเดียวกับการพิสูจน
กรณีของจํานวนเต็มบวก 

คา N แสดงไดดังนี้ 
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ดังน้ันรูปแบบแทนจํานวนของ N  ที่เปนจํานวนเต็มลบสามารถแสดงใหอยูบนรูปแบบแทน
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายโดยฐาน 21 −=β  และฐาน 2β  ได ดังสมการ (4.3) 

  

จึงสรุปไดวาระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายใดๆ ที่มีฐาน 21 −=β  และ 

2β  สามารถแทนจํานวนเต็มไดทุกจํานวนเต็ม 
 
4.2 จํานวนแอ็กทิฟเซลลของจํานวนฐานคูแบบมีเคร่ืองหมาย 

นอกเหนือจากคุณสมบัติความซ้ําซอนสูงแลวความโดดเดนของระบบจํานวนฐานคู
อีกประการหนึ่งก็คือใชจํานวนตัวเลขนอยในการแทนคาจํานวนสูงๆ ได ซึ่งชวยใหการ
ดําเนินการทางเลขคณิตสามารถคํานวณไดรวดเร็ว ความซ้ําซอนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายทั่วไปจะลดลงเมื่อขยายขนาดของ 2β  ใหมีคามากขึ้นแตวาระบบแทนจํานวนจะ
สามารถแสดงคาจํานวนที่ใหญๆ ไดมากขึ้นเชนกัน นั่นคือการใชฐานที่แตกตางกันยอมสงผลตอ
จํานวนตัวเลขที่ใชแทนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายดวย ในการเปรียบเทียบ
จํานวนตัวเลขที่ใชแทนจํานวนบนระบบจํานวนที่ใชฐานตางกันน้ัน จะทําการเปรียบเทียบในชวง
เดียวกัน เชน กําหนดใหระบบจํานวนฐานคู 2−  , aβ  และ 2−  , bβ  โดยที่ ba ββ <  แทน
จํานวนเต็มที่อยูในชวงจํานวนเต็มตั้งแต -n ถึง n ซึ่งขนาดของตารางรูปแบบแทนจํานวนฐานคู 

2−  , aβ  จะตองใชพ้ืนที่ขนาดใหญกวาตารางรูปแบบแทนจํานวนฐานคู 2−  , bβ  แสดงวา
จํานวนที่สามารถแทนไดดวยแอ็กทิฟเซลลเดียวของฐาน 2−  , aβ  จะมีมากกวาระบบจํานวน
ฐานคู 2−  , bβ  แนนอน และอีกประการหนึ่งจากชวงของจํานวนเต็ม -n ถึง n นั้น รูปแบบแทน
จํานวนเมื่อฐาน 2−  , aβ  จะมีโอกาสที่จะไดรูปแบบแทนจํานวนที่มีจํานวนแอ็กทิฟเซลลนอย
กวา เน่ืองจากมีจํานวนตัวเลขภายในชวง –n ถึง n ซึ่งเปนพหุคูณ (multiple) ของ j

a )(β  
มากกวา j

b )(β  ดังน้ันในการหารูปแบบจํานวนในชวงจํานวนเต็มที่จํากัดนั้น จํานวนของ
แอ็กทิฟเซลลจะมีโอกาสนอยกวาเมื่อใชขนาดของฐาน 2β  ที่เล็กกวา แตถาพิจารณาในขนาด
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ของตารางที่มีขนาด nm×  เทากัน รูปแบบแทนจํานวนที่มีขนาดของฐาน 2β  ที่ใหญกวา
สามารถแสดงคาจํานวนเต็มที่ใหญกวาได 



 

 

บทที่  5 
 

สรุปผลการวจิัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลการวจิัย 

ระบบจํานวนฐานคูมีคุณสมบัติที่สําคัญคือ มีความซ้ําซอนสูง ใชพ้ืนที่ในการเก็บ
ตัวเลขนอย และจํากัดการแพรกระจายของตัวทด สงผลใหความสามารถในการคํานวณเร็วกวา
ระบบจํานวนซ้ําซอน และมีตัวปฏิบัตกิารพื้นฐานทางเลขคณิตที่สําคัญคือ การบวก และการคูณ 
แตรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฐานคูนั้นไมสามารถแสดงจํานวนเต็มลบได การใช
ตัวเลขแบบมีเครื่องหมายเพิ่มเขาไปในชุดตัวเลขนั้นจะชวยเพ่ิมความสามารถในการแสดงคา
ของจํานวนเต็มลบได แตจําเปนตองเพิ่มขนาดของบิตเดิมจากหนึ่งบิตเปนสองบิตในแตละ
ตําแหนงบนระบบจํานวนดวย 

ในงานวิจัยนี้นําเสนอ การขยายรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฐานคูโดยใช
ฐานคูแบบมีเครื่องหมาย เพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพแกรูปแบบแทนจํานวนใหสามารถแสดงคาของ
จํานวนเต็มไดทุกชนิด โดยที่จํานวนบิตในแตละตําแหนงบนระบบจํานวนนั้นใชเพียงแคหน่ึงบิต
ในแตละตําแหนงบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายจะมีทั้งเครื่องหมายบวกและ
เครื่องหมายลบในปริมาณอยางละครึ่งของตารางแทนจํานวน นั่นหมายความวาระบบจํานวน
ฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นจะถูกลดความสามารถในการแสดงของจํานวนเต็มบวกลงเพื่อเพ่ิม
ความสามารถในการแสดงของจํานวนเต็มลบใหมากขึ้น โดยที่ยังคงมีความสมบูรณในการแทน
จํานวนเต็มไดทุกตัวทั้งจํานวนเต็มบวกเดิมและจํานวนเต็มลบที่เพ่ิมขึ้นมาดวย ซึ่งมีบทพิสูจนใน
ทฤษฎีบทแลว นอกจากนั้นมีการนําเสนออัลกอริทึมเชิงละโมบสําหรับการแปลงจํานวนเต็ม
ตางๆ เปนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ซึ่งมีความซับซอนเชิงเวลาเปน
ลอการิทึม เสนออัลกอริทึมการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตที่สําคัญ ไดแก การบวก การลบ 
และการคูณ และเสนอกฎทางพีชคณิตสําหรับการลดรูปของแอ็กทิฟเซลลตางๆ ที่ชวยในการ
บวกได ทําใหจํากัดการแพรกระจายของตัวทด ซึ่งบรรลุตามวัตถุประสงค เสนอกระบวนการ
บวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายเปนแบบเชิงกําหนด โดยมีจํานวนรอบสูงสุดในการ
ลดแอ็กทิฟเซลลที่ไมชนกันไมเกินจํานวนคอลัมน ในสวนสุดทายเปนการวิเคราะหถึงรูปแบบ
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายใดๆ โดยการพิจารณาถึงความสมบูรณในการแสดงคาของ
จํานวนเต็ม จํานวนแอ็กทิฟเซลลที่ใชในการแทนจํานวนเมื่อขนาดของฐาน 2β  มีขนาดใหญขึ้น 
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5.2 ปญหาและขอเสนอแนะ 

ในงานวิจัยเกี่ยวกับระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายยังมีปญหาที่ตองแกไดอีก
หลายๆ สวน เชน ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นเปนระบบจํานวนที่มีความซ้ําซอนสูง
และมีคาในแตละตําแหนงเปนจํานวนเต็มบวกและจํานวนเต็มลบอยูรวมกัน ดังน้ันปญหาที่เห็น
ไดชัดคือ โอกาสในการเกิดรูปแบบซ้ําซอนศูนย ซึ่งจะสงผลใหการคํานวณในทางวงจรนั้นชาลง 
ในกฎทางพีชคณิตที่ไดเสนอไปนั้นสามารถกําจัดรูปแบบซํ้าซอนศูนยไดบางรูปแบบ แตในระบบ
แทนจํานวนนี้ยังมีรูปแบบที่ซ้ําซอนศูนยอีกหลายรูปแบบที่ยังไมไดสนใจ อีกปญหาของรปูแบบ
แสดงคาของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย คือ การบงบอกใหสามารถเห็นไดชัดเจนวา
จํานวนเต็มที่แสดงบนระบบจํานวนนี้มีคาเปนจํานวนเต็มบวกหรือจํานวนเต็มลบ เน่ืองจากระบบ
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นจะตองทําการคํานวณคาเลขหนึ่งที่เกิดขึ้นทั้งหมดในรูปแบบ
แทนจํานวนกอนถึงจะรูไดวาจํานวนนั้นมีคาเปนจํานวนเต็มบวกหรือจํานวนเต็มลบ และมีสวน
ของปญหาดั้งเดิมที่มาจากระบบจํานวนฐานคูคือ การเปรียบเทียบคาของจํานวนสองจํานวนซึ่ง
ทําไดยากอยู โดยการคํานวณจํานวนเลขหนึ่งที่เกิดขึ้นทั้งหมดของแตละจํานวนเพื่อเอาผลลัพธ
สุดทายที่ไดมาเปรียบเทียบกันระหวางสองจํานวน นอกจากนั้นระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายสามารถนํากระบวนการบวกไปพัฒนาเปนกระบวนการบวกแบบสายทอ เพ่ือให
สามารถนําผลลัพธที่หาไดจากสวนกอนหนาไปคํานวณตอไปไดอยางอิสระ 
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อภิธานศัพท 
 
สัญกรณทางคณิตศาสตร 
 
i   เลขดัชนีของแถว (row index) 
j   เลขดัชนีของคอลัมน (column index) 

jid ,  ดิจิตในตําแหนงแถวที่ i คอลัมนที่ j (digit in the ith row and jth 
column) 

ji

jalli
jid 32

,
,∑   รูปแบบแทนจาํนวนฐานคู (double base number representation) 

ji

jalli
jid )3()2(

,
, −−∑  รูปแบบแทนจาํนวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base 

number representation) 
D ตารางรูปแบบแทนจํานวนทีมี่แอ็กทิฟเซลลชนกัน (table 

representation containing some collision of active cells) 
R   ตารางจํานวนเหลือ (remaining table) 
C   ตารางจํานวนทด (carry table) 
-a   ตัวผกผันการบวกของ a (additive inverse of a) 
β    ฐาน (base) 

nm×    ขนาดของตารางแทนจํานวน (size of table representation) 

   เซลลไมแอ็กทิฟ ดิจิตศูนย (non-active cell, zero digit) 

   แอ็กทิฟเซลล ดิจิตที่ไมเปนศูนย (active cell, non-zero digit) 

   แอ็กทิฟเซลลที่มีการชนกัน (collision of active cells) 
 
 
ตัวยอ 
 
DBNS   double base number system 
DBNR   double base number representation 
DSBNS  double signed-base number system 
DSBNR  double signed-base number representation 
CDBNR  canonic double base number representation 
NCDBNR  near canonic double base number representation 
ARDBNR  addition ready double base number representation 
NP Complete  non-deterministic polynomial-time complete
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