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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

การวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมปฐพ ี ในปจจุบนัเกี่ยวของกับการนําระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนต (Finite Element Method) มาใชเปนอยางมากเนื่องจากปญหาทางวิศวกรรมปฐพีเปนปญหาทีค่วาม
ซับซอนสูงทั้งในรูปแบบของโครงสราง ช้ันดิน แรงภายนอกทีก่ระทํา แบบจําลองพฤติกรรมของดิน 
(Soil Model) และขอบเขตของปญหา การวิเคราะหปญหาโดยละเอียดซึ่งใหผลคําตอบอยางถูกตอง
แมนยําตามทฤษฎี จึงยุงยากเกินกวาจะใชไดอยางมีประสิทธิภาพในทางปฏิบัติแนวทางในการวิเคราะห
ปญหาที่ใชในปจจุบัน เพือ่ความสะดวกจึงมักใชวิธีการอยางงายตางๆ เชน ระเบียบวิธีเชิงตวัเลข 
(Numerical Method) และวิธีวิเคราะหโดยใชผลการทดสอบและประสบการณ (Empirical Method) เปน
ตน และเนื่องจากความกาวหนาของเทคโนโลยีคอมพิวเตอรในปจจบุันสงผลใหวธีิเชิงตัวเลขเปนวิธีที่มี
ประสิทธิภาพสูงขึ้น และไดรับการพัฒนาอยางตอเนื่อง ซ่ึงระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element 
Method) เปนรูปแบบหนึ่งของการวิเคราะหปญหาที่มีการประยุกตใชงานอยางกวางขวาง 

ในปจจุบนัการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมโดยใชระเบียบวิธีเชิงตวัเลข เร่ิมไดรับความสนใจ
เปนอยางมาก เนื่องจากเปนวธีิหนึ่งที่จะชวยลดเวลาและตนทุนในการออกแบบ ระเบียบวิธีเชิงตวัเลขนั้น
มีอยูหลายวิธี แตวิธีหนึ่งทีน่ิยมใชกันในปจจุบัน คือระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เนื่องจากระเบยีบวิธี
ดังกลาวสามารถนําไปใชวิเคราะหปญหาที่มีความซับซอนไดเปนอยางดี 

ในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) เปนการ
วิเคราะหโดยสมมุติปญหาที่ตอเนื่องใหมลัีกษณะชิ้นสวนยอยๆ ประกอบกัน (Discretization) และใช
สมการคณิตศาสตรจําลองพฤติกรรมชิ้นสวนยอยเหลานัน้ รวมกับการวิเคราะหพฤติกรรมของชิ้นสวน
ทั้งหมดรวมกนั เราสามารถหาคาประมาณของผลเฉลยของปญหาที่ตอเนื่องได โดยความแมนยําของผล
เฉลยนั้นขึ้นอยูกับแบบจําลองคณิตศาสตร และขนาดของชิ้นสวนทีป่ระกอบกันยิง่แบบจําลองทางคณิต
ศสาตรมีความสอดคลองกับพฤติกรรมของชิ้นสวนมากเทาไร ความแมนยําในการเปนตวัแทนของ
ช้ินสวนกจ็ะดมีากขึ้นเทานัน้ ในขณะที่การเพิ่มจํานวนชิ้นสวนซึ่งเปนการลดขนาดของชวงการประมาณ 
ก็จะลดความคลาดเคลื่อน ที่เกิดจากการประมาณปญหาตอเนื่องดวยช้ินสวน 

ในการเพิ่มความแมนยําของผลเฉลย ทําไดโดยการเพิม่ความซับซอนของสมการคณิตศาสตร 
เพื่อใหสอดคลองกับพฤติกรรมมากขึ้น หรือโดยการเพิ่มจํานวนชิ้นสวน  จากทั้งสองวิธีนี้ การเพิ่มความ
สอดคลองของสมการคณิตศาสตรนั้นทําไดยาก ทั้งในดานการวิเคราะหหาสมการคณิตศาสตรที่
เหมาะสม และการนํามาเขียนรหัสการคํานวณ ดังนั้นจงึใชสมการคณิตศาสตรที่มีความซับซอนเฉพาะ
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ในปญหาที่ตองการความแมนยําของคําตอบมากๆเทานั้น ในงานวจิัยทัว่ๆ ไปนิยมใชสมการคณิตศาสตร
ที่ไมซับซอนมากนัก แตใชช้ินสวนจํานวนมากแทน 

ในปญหาหนึ่งๆ จะมีคาของผลเฉลยแตกตางกันไปตามโดเมน (Domain) ของปญหา ในบริเวณ
ใดที่มีอัตราการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยตอพื้นที่มาก ก็จะมีความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยอยูมาก
เชนกัน ดังนัน้ในการที่จะวเิคราะหปญหาใหมีประสิทธภิาพที่สุด จําเปนตองกระจายความคลาดเคลื่อน
เหลานี้ใหมีคาใกลเคียงตลอดทั้งโดเมนของปญหาซึ่งทําไดโดยการใชช้ินสวนที่มีขนาดเหมาะสมกับ
พื้นที่ของปญหา โดยใชช้ินสวนที่มีขนาดเล็กในพื้นทีท่ี่มีความคลาดเคลื่อนมาก และใชช้ินสวนขนาด
ใหญในบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนนอย การที่จะสรางชิ้นสวนใหไดดังที่กลาวมานี้ จําเปนตองมีการ
เตรียมขอมูลและทําการคํานวณหลายรอบ ซ่ึงตองใชแรงงานและเวลาจาํนวนมาก 

วิทยานิพนธนีมุ้งพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหการทรุดตัวของเสาเข็ม โดย
จะมีการประมาณคาคลาดเคลื่อนของผลเฉลย และทําการเพิ่มจํานวนชิ้นสวนในบริเวณทีม่ีความ
คลาดเคลื่อนมากใหโดยอัตโนมัติ มีผลใหลดปริมาณการเตรียมขอมูลลงไดมาก และไดคําตอบที่รวดเรว็
มีความคลาดเคลื่อนในขนาดที่ยอมรับได 

 
1.2 งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 
 Babuska และคณะ (1975-1983) ไดคดิคนและพัฒนาการประมาณคาคลาดเคลื่อนโดยวิธีเศษ
ตกคางของแรง ซ่ึงเปนการประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการอินติเกรทคากําลังสองของเศษตกคางของ
หนวยแรงในสมการอนุพันธ และกําลังสองของผลตางของหนวยแรงระหวางชิน้สวน ซ่ึงวธีิของ 
Babuska นี้ตองใชคณิตศาสตรที่ยุงยากในการพิสูจนและคํานวณคาคลาดเคลื่อน จึงไมสะดวกในการใช
งาน  

 
Zienkiewicz และ Zhu (1987) ไดพัฒนาการประมาณคาหนวยแรงทีด่ขีึ้นจากหนวยแรงที่ไดจาก

ไฟไนตเอลิเมนต และประมาณคาคลาดเคลื่อนจากการเปรียบเทียบหนวยแรงทั้งสอง หลักการของวิธีนี้
คือ คาหนวยแรงที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต จะมีคาไมตอเนื่องกันระหวางชิน้สวน ดังนั้นถามี
การปรับเรียบใหหนวยแรงมีความตอเนื่องกันกจ็ะไดคําตอบที่ดีขึ้น การปรับเรียบใชกําลังสองนอยที่สุด 
(Least Square) วิธีนี้ใชหลักการงายๆ และมีการคํานวณที่ไมยุงยาก เหมาะสําหรับการเขียนรหัสในการ
คํานวณ อยางไรก็ตามคาประมาณของหนวยแรงทีไ่ดจากวิธีนี้มีความถูกตองนอย และมีการลูเขาสู
คําตอบชา โดยเฉพาะในแบบจําลองคณิตศาสตรที่มีระดับขั้นของพหุนามสูง 
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Zienkiewicz และ Zhu (1987) เสนอวาใหวดัคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยคาเปลี่ยน
ตําแหนงไฟไนตเอลิเมนตดวยนอรมพลังงาน โดยเสนอใหสรางฟงกชันหนวยแรงปรับเรียบ (Smoothed 
Stress) เพื่อใชแทนหนวยแรงแมนตรงในการคํานวณคาความคลาดเคลื่อนในนอรมพลังงาน 
 
 Zienkiewicz และ Zhu (1990) ยังคงพฒันาการประมาณคาหนวยแรงใหมีความถูกตองมาก
ยิ่งขึ้น และมอัีตราลูเขาสูคําตอบเร็วขึ้น โดยใชหลักการของตําแหนงลูเขายิ่งยวด (Superconvergent 
Points) หรือตําแหนงเกาส (Gauss Point) ในแตละชิน้สวน ซ่ึงมีคาหนวยแรงซึ่งมคีวามแมนยํากวาใน
ตําแหนงอ่ืนๆ และมีอัตราลูเขาสูคําตอบมากกวาระดับขั้นของพหุนามในสมการคณิตศาสตร 1 ระดับ 
(Ohp+1) โดยวิธีนี้การประมาณคาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆ ก็ไดจากการประมาณจากหนวยแรงที่
ตําแหนงเกาสรอบ ตําแหนงที่ตองการประมาณนั้น โดยใชวิธีกําลังสองนอยสุด วิธีนี้มหีลักการที่สามารถ
เขาใจงายและมีความแมนยําพอสมควร ประกอบใชการคํานวนไมมากนัก จึงเปนที่นิยมใชกันอยาง
แพรหลายจนกระทั่งถึงปจจบุัน 
 
 Szabo (1986) ไดเสนอวิธีการวัดคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยของปญหาที่เกิดจากการแบง
โดนเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จากการวดัคาความคลาดเคลื่อนของพลังงานความเครียด 
(Error of Strain Energy) ซ่ึงก็เปนการเทียบหาความแตกตางระหวางพลังงานความเครียดแมนตรง กับ
พลังงานความเครียดโดยประมาณของปญหาที่ไดจากการวิเคราะหระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 Demkowicz และคณะ ไดเสนอหลักการวธีิเอชพีอะแดฟทีฟ กลาวคือหลังจากทําใหโครงขายเอ
ลิเมนตละเอียดขึ้น จนไดคาความคลาดเคลื่อนของปญหาประมาณรอยละ 5 ตอจากนั้นก็เพิ่มระดบัขั้น
พหุนามใหกับเอลิเมนตที่ยังมีความคลาดเคลื่อนเกินคาความคลาดเคลื่อนที่กําหนด การทาํเชนนีจ้ะทําให
ประหยดัจํานวนระดับขั้นความเสรีไดมาก 

 
1.3 วัตถุประสงคของงานวิจัย 

1.3.1 พัฒนาโปรแกรมอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหการทรุดตัวของเสาเข็ม
เดี่ยว 

1.3.2 ศึกษาการประมาณคาหนวยแรงจากผลเฉลยไฟไนตเอลิเมนต 
1.3.3  ศึกษาการประมาณคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
1.3.4 ศึกษาวิธีการปรับปรุงผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
1.3.5 พัฒนาโปรแกรมอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดของชิ้นสวน 
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1.4 ขอบเขตของงานวิจัย 
1.4.1 เอลิเมนตที่ใชคือ เฮกซะฮีดรอน (Hexahedron) ชนิด 8 จดุตอ ในลักษณะ 3 มิต ิ
1.4.2 วิเคราะหปญหาในเชิงสถิตยศาสตร (Static Analysis)  
1.4.3 เสาเข็มรับแรงในแนวดิ่ง (Vertical Loading) เทานั้น และเสาเข็มเปนเสาเข็มในแนวดิง่ 

(Vertical Piles) 
1.4.4 เสาเข็มและดนิมีคุณสมบัติเหมือนกนัในทกุทิศทุกทาง (Isotropic Material) 
1.4.5 เสาเข็มและดนิเปนวัสดุยืดหยุนแบบเชิงเสนตรง (Linear Elastic Material) 
1.4.6 แคบหัวเสาเข็ม (Pile Cap) มีคุณสมบัตยิืดหยุนสมบูรณ (Perfectly Flexible) 
1.4.7 ไมเกิดการลื่นไถลระหวางผวิสัมผัสระหวางเสาเข็มกับดนิ 

 
1.5 ประโยชนท่ีไดรับจากงานวิจัย 

1.5.1 มีความเขาใจพฤติกรรมของเสาเข็มเดี่ยว ภายใตแรงกระทําในแนวดิ่งมากยิ่งขึ้น 
1.5.2  มีความเขาใจระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
1.5.3 มีความเขาใจในหลักการประมาณคาหนวยแรงและคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยจาก

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
1.5.4 มีความเขาใจวธีิการทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึน้โดยวิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิ

เมนต 
1.5.5 สามารถนําหลักการการวเิคราะหและผลการศึกษาของวิทยานิพนธ ใชเปนพื้นฐานใน

การศึกษาและพัฒนาตอไปในอนาคต  



บทที่ 2 
ทฤษฏีที่เก่ียวของ 

 
2.1 สมการไฟไนตเอลิเมนตพื้นฐาน 
 สมการพื้นฐานที่ใชในการวเิคราะหกลศาสตรของชิ้นสวนตอเนื่อง (Continuum Mechanic) 
ประกอบดวยสมการหลัก 3 สมการดังนี ้
 
 1.  สมการสมดุลทางสถิตยศาสตร (Static Equilibrium Equation) ประกอบดวย 
  -  สมการสมดุล (Equilibrium Equation) : , 0ij j ihσ⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦  

  -  สมการจํากดัเขตของหนวยแรง (Stress Boundary) : ij ij jT nσ⎡ ⎤=⎢ ⎥⎣ ⎦   

 โดยสามารถสรุปความสัมพันธในรูปเมตรกิซไดดังนี ้
 
   [ ] [ ] [ ]TA fσ =        (1) 
 
 โดยที ่ [ ]σ  = เมตริกซของความเคน 
  [ ]f  = เมตริกซของแรงภายนอก (External Force) 
 
 2.  สมการความสัมพันธระหวางความเครยีดและการเคลื่อนตัว (Compatibility Equation) แสดง
ไดดังสมการที ่2 ดังนี ้
 

   ( ), ,

2
i j j i

ij

u u
ε

+
=       (2) 

 
 โดยสามารถแสดงในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 
   [ ] [ ][ ]B Uε =        (3) 
 

 โดยที ่ [ ]ε  = เมตริกซความเครียด 

  [ ]U  = เมตริกซของการเคลื่อนตัว 

[ ]B  = เมตริกซความเครียด – การเคลื่อนตัว (Strain – Displacement Matrix) 
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 3. สมการความสัมพันธระหวางเคน - ความเครียด (Constitutive Equation) สําหรับวัสดุทีม่ี
คุณสมบัติแบบอีลาสติกเชิงเสน (Linear Elastic) และมีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทศิทุกทาง (Isotropic 
Property) แสดงไดดังสมการที่ 4 ดังนี ้
 
         (4) Dij ijkl klσ = ε

ε

 
 โดยสามารถแสดงในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 
   [ ]        (5) [ ][ ]Dσ =

 
โดยที ่ [ ]D  = เมตริกซความเคน – ความเครียด (Constitutive Matrix) 

 
 สําหรับการวิเคราะหปญหาใน 3 มิติ จะไดวา 
 

[ ]

xx x

yy yy

zz zz

x

xy x

yz yz

zx zx

D

σ ε
σ ε
σ
τ
τ γ
τ γ

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢=⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

y

ε
γ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎦

      (6) 

 
เมื่อ 

[ ] ( )( )

1 0 0
1 0 0

1 0 0 0
1 20 0 0 0 0

21 1 2
1 20 0 0 0 0

2
1 20 0 0 0 0

2

ED

ν ν ν
ν ν ν
ν ν ν

ν

ν ν
ν

ν

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥= ⎢ ⎥

+ − ⎢
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

0
0

⎥
  (7) 
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 จากการพิสูจนดวยหลักการงานเสมือน (Principal of Virtual Work) สามารถพิสูจนไดวา AT = 
BT ดังนั้นจากสมการ  1,3 และ 5 จะไดสมการความสัมพันธระหวางแรงกระทําและการเคลื่อนตัวที่
เพิ่มขึ้นที่จุดใดๆ ภายในชิ้นสวน ดังนี้  
 
   [ ] [ ][ ] { } { }T

nB D B dv U F=      (8) 
  

โดยที่ [ ]B  = เมตริกซความเครียดและการเคลื่อนตัว (Strain–Displacement 
Matrix) 

[ ]D  = เมตริกซความสัมพันธความเคน–ความเครยีด (Constitutive Matrix) 
   = ปริมาตรของชิ้นสวน v

{ }U  = เวคเตอรแสดงการเคลื่อนตัวท่ีเพิ่มขึ้นของจดุตอ ในทิศทาง x,y และ z 
   = แรงกระทําที่เพิ่มขึ้นที่จุดตอ { }nF

  
 หรือสามารถเขียนใหอยูในรปูอยางงาย คือ 
 
   [ ]{ } { }K U F=       (9) 
 
 โดยที ่ [ ]K  = สติฟเนสเมตริกซ (Stiffness Matrix) 
   = [ ] [ ][ ]TB D B  
   = เวคเตอรของแรงกระทํา (Load Vector)  { }F

 
2.2 ระบบพิกัด (Coordinate System) 
 ช้ินสวนยอย (Element) ที่เลือกใชในงานวจิัยนี้คือ ช้ินสวนเฮกซะฮดีรอน (Hexahedron) ชนิด 8 
จุดตอ ดังแสดงในรูปที่1 โดยระบบพกิัดทัว่ไป (Global Coordinate) ที่ใชคือพิกัดคารทีเชียน (Cartesian) 
x-y-z ขณะที่ระบบพิกดัเฉพาะที่ (Local Coordinate) ที่ใชคือระบบพิกดัฉาก  ที่ปรับขนาดให
ใชขอบเขตเดยีวกันทกุชิ้นสวน คาพิกัดทีจุ่ดตอไดแสดงในตารางที่ 1 

ξ η ζ− −
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2.3 ฟงกชนัรูปราง (Shape Function) 
 ในขั้นตอนการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต จําเปนตองสรางแบบจําลองเพื่อการ
ประมาณคาของตัวแปรพืน้ฐานในแตละชิน้สวน ซ่ึงสําหรับการวิเคราะหปญหาหนวยแรงและการ
เคล่ือนตัว (Stress – Deformation Analysis) มีตัวแปรดังกลาวคือ คาการเคลื่อนตัวท่ีจุดใดๆ 
(Displacement)  
 

X

Y

Z
1 2

4 3

5 6

78

 
 
 
 
 
 
 
 

 รูปท่ี 1 แสดงระบบพิกดัและการจัดเรียงจุดตอของชิ้นสวนยอยชนิด เฮกซะฮีดรอน 
 

 Node ξ  η  ζ  
1 -1 -1 -1 
2 -1 -1 +1 
3 +1 -1 +1 
4 +1 -1 -1 
5 -1 +1 -1 
6 -1 +1 +1 
7 +1 +1 +1 
8 +1 +1 -1 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

ตารางที่ 1 พิกดัของจุดตอของชิ้นสวน ในระบบพิกัดเฉพาะที ่
 
การประมาณคาการกระจายของการเคลื่อนตัวภายในชิ้นสวนยอย จะใชฟงกชันการประมาณ

ในชวง (Interpolating Function) หรือฟงกชันรูปราง (Shape Function) ซ่ึงกําหนดโดยสมการ
ความสัมพันธดังตอไปนี ้
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[ ]{ }
[ ]{ }
[ ]{ }

u N U

v N V

w N W

=

=

=

       (10) 

   
โดยที ่  = คาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ภายในชิน้สวนตามแนวแกน x,y 

และ z ตามลําดับ 
, ,u v w

 =  คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอของชิ้นสวน ตามแนวแกน x,y และ  z 
ตามลําดับ 

{ } { } { }, ,U V W

  = ฟงกชันรูปราง (Shape Function) ซ่ึงกําหนดโดยพกิัดเฉพาะที ่
(Local Coordinate) ที่ตําแหนงใดๆ ภายในชิน้สวนโดย  

 

[ ]N

( ), ,N f ξ η ζ=

 นอกจากนี้สําหรับในกรณีทีช้ิ่นสวนมีคณุสมบัติเปนไอโซพาราเมตริก (Isopalametric ) จะ
สามารถใชฟงกชันรูปราง ในการสรางความสัมพันธระหวางพิกดัทัว่ไปและพิกดัเฉพาะที่ไดดังสมการ 
11 และฟงกชันรูปรางสําหรับชิ้นสวนที่ใชในงานวิจยัสามารถแสดงไดดังสมการที่ 14 
 

[ ]{ }
[ ]{ }
[ ]{ }

x N X

y N Y

z N Z

=

=

=

       (11) 

   
โดยที ่ , ,x y z  = พิกัดทัว่ไป (Global Coordinate) ที่จุดใดๆ ภายในชิน้สวนซึ่ง

กําหนดโดยพกิัดเฉพาะที่ผานทางฟงกชันรูปราง 
  =  พิกัดทัว่ไปที่จดุตอทุกจดุของชิ้นสวน ตามแนวแกน x,y และ z 

ตามลําดับ 
{ } { } { }, ,X Y Z

 
2.4 การวิเคราะหคาเมตริกซความเครียด – การเคล่ือนตัว (Strain – Displacement Matrix) 
 คาของเมตริกซความเครียด – การเคลื่อนตัว หรือเมตริกซ B คํานวณไดจากสมการที ่12 และ 13 
ดังนี ้
  

   ( ), ,

2
i j j i

ij

u u
ε

+
=       (12) 

 
หรือ  [ ] [ ][ ]A eε =        (13) 
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[ ]

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

T

N

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

⎡ ⎤− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥− + −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + −⎢
⎢⎣

⎥
⎥⎦      (14) 

  
ในกรณีของการวิเคราะหปญหา 3 มิติ สามารถเขียนสมการความสัมพันธดังกลาวในรูปเมตริกซ 

โดยความเคนเฉือนแสดงในรูปของ Engineering Shear Strain (γ) ไดดังนี ้
 

   

0 0

0 0

0 0

x

y

z

xy

yz

zx

x

y

u
z v

wy x

z y

z x

ε
ε
ε
γ
γ
γ

⎡ ⎤∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎢ ⎥⎧ ⎫⎪ ⎪ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎢ ⎥∂⎪ ⎪ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ∂ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎪ ⎪ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥

]

     (15) 

 
 โดยที่ u, v และ w คือการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ในชิน้สวนตามแนวแกน x,y และ z จากการ
ใชคุณสมบัติของฟงกชันรูปราง (Shape Function) ทําใหสามารถสรางความสัมพันธระหวางการเคลื่อน
ตัวที่จุดตอของชิ้นสวนกับความเครียด ซ่ึงแสดงโดยสมการ [ BUε=  ไดดังนี้จากสมการ 15 เมื่อ
พิจารณาเฉพาะ εX จะไดวา 
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   x
u
x

ε ∂=
∂

       (16) 

 
 จากสมการที่ 10 คือ [ ]{ }u N U=  จะไดวา 
 

   [ ]{ }x N U
x

ε ∂=
∂

      (17) 

 
 สําหรับในกรณีที่เปนชิน้สวนแบบเฮกซะฮีดรอน (Hexahedron) ชนิด 8 จุดตอ เขียนไดดัง
สมการที่ 18 ดังนี้ 

 

1

2

3

43 5 6 7 81 2 4

5

6

7

8

x

U
U
U
UN N N N NN N N
Ux x x x x x x x
U
U
U

ε
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

  (18) 

 
 เนื่องจากฟงกชันการประมาณเปนฟงกชันพิกัดเฉพาะที่ (Local Coordinate)  ดังนั้นการ
หาคาอนุพันธของฟงกชันการประมาณในพิกัดทัว่ไป (Global Coordinate) ซ่ึงจําเปนในการหาคาเมตริก 
B จึงตองใชกฎลูกโซ (Chain Rule) ดังแสดงในสมการที ่19 ดังนี ้

, ,ξ η ζ

 

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

1 2 8 1 2 8

1 2 8 1 2 8

1 2 8 1 2 8

... ...

... ...

... ...

x y zN N N N N N
x

x y zN N N N N N
y

x y zN N N N N N
z

ξ ξ ξ ξ

η η η η

ζ ζ ζ ζ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (19)  

  
จากสมการของฟงกชันรูปราง (Shape Function) หาไดจากการใชเมตรกิซผกผัน (Inverse) ของ

เมตริกซจาโคเบียน (Jacobian Matrix) ซ่ึงกําหนดโดยสมการที่ 20 ดังนี ้
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Jacobian Matrix = 

x y z

x y z

x y z

ξ ξ ξ

η η η

ζ ζ ζ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ∂ ∂ ∂⎢
⎢∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥      (20) 

 
 คาของเมตริกซจาโคเบียนสามารถหาไดโดยใชคณุสมบตัิของการประมาณ ในการสราง
ความสัมพันธระหวางพิกัดทัว่ไปกับพิกัดเฉพาะที่ ดังแสดงในสมการที ่21 ดังนี ้
 

Jacobian Matrix = 

[ ]

[ ]

[ ]

1 2 8
1 1 1

2 2 3
1 2 8

1 1 1
1 2 8

...

...
: : :

...

N N N X Y Z
X Y Z

N N N

X Y ZN N N

ξ

η

ζ

⎡ ⎤∂⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

  (21) 

 
2.5 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข (Numerical Integration) 
  ขั้นตอนการอนิทิเกรตที่ใชในการหาคาสตฟิเนสเมตริกซ  ซ่ึงเปนการอินทิเกรตเชงิปริมาตร  
ในงานวิจยันี้จะใชการอินทิเกรตเชิงตัวเลขดวยวิธีของ Gauss ซ่ึงหาคาของฟงกชันที่จุดใดๆ ที่กําหนด
ภายในชิ้นสวน ซ่ึงเรียกวาจดุเกาส (Gauss Point)  หรือจุดอินทิเกรต (Integration Point) คูณกับแฟคเตอร
ถวงน้ําหนกั (Weighting Factor) และหาผลการอินทิเกรตโดยการรวมผลคูณของแตละจุด คาแฟคเตอร
ถวงน้ําหนกัจะขึ้นกับตําแหนง และจํานวนของจุดเกาสที่เลือกใช แสดงไดดังสมการตอไปนี้ 
 

  [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] 1 2 3
1

det
n

T T
i i i i i i

i
iB D B dv B D B J w w w

=

=∑∫∫∫   (22) 

  
โดยที ่   = จุดเกาส (Gauss Point) i

n  = จํานวนทั้งหมดของจุดเกาส (Gauss Point) ภายในชิ้นสวน 
  det iJ   = ดีเทอรมิแนนตของเมตริกจาโคเบียน 

1 2 3i iw w w i  = แฟคเตอรถวงน้ําหนกั (Weighting Factor) 
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2.6 การประมาณคาผลเฉลยจากผลของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 การประมาณคาความคลาดเคลื่อน จะประมาณจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เทียบกับผล
เฉลยที่แมนยํากวา ซ่ึงในหวัขอตอไปนี้จะไดกลาวถึงรายละเอียดในการประมาณคาหนวยแรงใหมีความ
แมนยํายิ่งขึ้นโดยวิธี Superconvergence Patch Recovery (SPR) เพื่อใชเปรียบเทียบหาความคลาดเคลื่อน 
 โดยธรรมชาติของระเบียบวธีิไฟไนตเอลิเมนต หนวยแรงที่ไดจะมีความคลาดเคลื่อนแตกตาง
กันไปในแตละสวนของชิ้นสวน โดยท่ีทีต่ําแหนงเกาส (Gauss Point) จะมีคาหนวยแรงแมนยํากวาใน
ตําแหนงอ่ืนๆ ดังนั้นเราจึงสามารถประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอไดแมนยําขึ้น โดยประมาณจากหนวย
แรงที่ตําแหนงเกาสรอบจุดตอนั้น ดังแสดงในรูปที่ 2 สําหรับวิธีที่ใชในการประมาณคานั้นทําไดหลาย
วิธี แตที่คอนขางยืดหยุนและไดคาที่แมนยําคือวิธีกําลังสองนอยที่สุดดังรายละเอียดดังตอไปนี ้
 สมมติใหหนวยแรงโดยประมาณ ( σ* ) เปนหนวยทีไ่ดจากการประมาณคาจากตาํแหนงเกาส 
ซ่ึงอยูในรูปของพหุนาม สําหรับกรณี 1 มติิจะมีลักษณะเปนเสนดังแสดงในรูปที่ 3 และลักษณะของเสน
จะขึ้นอยูกับกําลังและคาคงตัวของพหุนาม สําหรับกรณี 2 มิติหนวยแรงโดยประมาณมีลักษณะเปน
พื้นผิว มีคาดังสมการ 23.1 หรือในรูปเมตริกซ ดังแสดงในสมการ 23.2 
 
              (23.1) 2

0 1 2 3 4 ...a a x a y a xy a xσ∗ = + + + + +

                  (23.2) [ ]{ }p aσ∗ =

 
โดยที ่ [ ]p  =   ฟงกชันฐาน (Base Function) อยูในรูปตวัแปรของพหนุาม [1 x y z 

xy xz zy  xyz] 
{ }a  =   คาคงตัวของพหุนามซึ่งเปนตัวไมรูคาที่ตองคํานวณหา 

  { }0 1 2 3, , , ,...a a a a

 
หลักของวิธีกําลังสองนอยสุดคือตองหาคาคงตัว {a} ใหหนวยแรงโดยประมาณมีความแตกตาง

จากจุดทีป่ระมาณมานอยที่สุด ในกรณี 2 มิติเศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวย
แรงโดยประมาณและหนวยแรงที่ตําแหนงเกาสสามารถแสดงไดดังสมการ 24 
 

   ( ) ( ) ( )( )2*

1

, , , ,
n

i i i h i i i
i

R a x y z x yσ σ
=

= −∑ z

]

           (24.1) 

   ( ) ( ) ( ) [( )2*

1

, , , ,
n

i i i i i i
i

R a x y z p x y z aσ
=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑            (24.2) 

 
 โดยที ่ ( )R a  = เศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวยแรง 
         = หนวยแรงที่ตําแหนงเกาส *σ
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       = หนวยแรงจากไฟไนตเอลิเมนต hσ

  n = จํานวนตําแหนงเกาสทั้งหมด 
 
 ในการหาคาคงตัวเพื่อใหไดเศษตกคางต่ําสุด ทําไดโดยกําหนดคาอนุพันธของเศษตกคางให
เทากับศูนย โดยหาอนุพันธเทียบกับคาคงตัวแตละตัว จะไดสมการซึ่งมีจํานวนเทากบัจํานวนของคาคง
ตัวดังนี ้

   (25) ( ) ( ) { } ( ) ( )*

1 1

, , , , , , , ,
Tn n T

i i i i i i i i i i i i
i i

p x y z p x y z a x y z p x y zσ
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣∑ ∑ ⎤⎦

 
หรือ  [A]{a}={b}       (26) 
  {a}=[A]-1{b}       (27) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 2 ตําแหนงเกาสในหยอมของจุดตอที่ตองการประมาณคา 

 
สําหรับจุดตอที่อยูบนขอบเขตของปญหา จํานวนจุดเกาสที่อยูรอบๆ จุดตอไมเพยีงพอในการหา

คาสัมประสิทธิ์ของพหุนาม {a} จึงจําเปนตองขยายขอบเขตออกไปดงัแสดงในรูปที่ 3  และในกรณีที่
ระนาบของวัสดุตางชนิดกัน การพิจารณาหนวยแรงที่จุดเกาสกจ็ะทําการขยายขอบเขตจุดเกาสออกไป
เชนเดยีวกัน 
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   (ก)      (ข) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
     (ค) 

รูปท่ี 3 การประมาณคาคําตอบจากตําแหนงเกาส 
 

2.7 การประมาณความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) 
 ในการปรับขนาดของชิ้นสวนใหมีความสอดคลองกับปญหาใดๆ นั้นมีขั้นตอนใหญๆ 
ตามลําดับดังตอไปนี้ หลังจากไดผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในระบบชิ้นสวนที่มีลักษณะ
หยาบซึ่งเปนระบบเริ่มตน แลวจึงประมาณคาคลาดเคลื่อนในตําแหนงตางๆของปญหาจากผลเฉลยที่ได 
จากนั้นคํานวณหาขนาดชิ้นสวนที่เหมาะสมกับความคลาดเคลื่อนพรอมทั้งสรางชิ้นสวนขึ้นใหมตาม
ขนาดที่คํานวณได แลวจึงสรางสติฟเนสเมตริกซเพื่อคํานวณหาผลเฉลยตอไป กระทําซํ้าตามขั้นตอนที่
กลาวมาจนกระทั่งคาประมาณความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยมีขนาดอยูในชวงที่ยอมรับได จึงใชผล
เฉลยสุดทายนัน้เปนผลเฉลยของระเบียบวธีิไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชประโยชนตอไป  

โดยปกตกิารคํานวณความคลาดเคลื่อนของวิธีการใดๆ ก็ตามจะทาํไดโดยการเทยีบคําตอบที่ได
จากวิธีการนั้นๆ กับผลเฉลยแมนตรง เชน 
  
                   (28.1) he u u= −

                   (28.2) heσ σ σ= −
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โดยที ่  = คาความคลาดเคลื่อนของการกระจัด e

u  = คาการกระจดัแมนตรง 
  = คาการกระจดัที่ไดจากการวิเคราะห hu

  = คาความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง eσ
  = คาหนวยแรงแมนตรง σ

   = คาหนวยแรงทีไ่ดจากการวิเคราะห hσ

 
 แตในกระบวนการปรับขนาดของชิ้นสวนนั้น เราไมทราบผลเฉลยแมนตรงของปญหา จึงไม
สามารถหาความคลาดเคลื่อนตามสมการ (28) ได ตองประมาณจากการเปรียบเทยีบกับผลเฉลยอื่นที่มี
ความถูกตองกวาผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังแสดงในสมการที่ (29) สําหรับการ
คํานวณหาผลเฉลยที่ดีขึ้นนี้เราจะไดกลาวถึงโดยละเอียดในหัวขอถัดไป 
 
                  (29.1) he u∗ ∗= −u

                  (29.2) he σ σ σ∗ ∗= −

 
โดยที ่  = คาประมาณความคลาดเคลื่อนของการกระจัด e∗

u∗  = คาการกระจดัที่มีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

hu  = คาการกระจดัที่ไดจากวิเคราะหระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  = คาประมาณความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง e σ

∗

σ∗  = คาหนวยแรงทีม่ีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  = คาหนวยแรงทีไ่ดจากระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต hσ

 
 จากสมการ 28 และ 29  จะเหน็วาเราวัดความคลาดเคลื่อนเปนสเกลารในขณะคําตอบที่ไดจาก
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต มีลักษณะเปนเวคเตอร ซ่ึงมีความไมสะดวกในการนํามาใชงาน ดังนั้นจึง
ตองมีการนํารูปแบบอื่นที่มลัีกษณะเปนสเกลารมาใชแทนเวคเตอรของความคลาดเคลื่อน เชนใน
รูปแบบพลังงานความคลาดเคลื่อนดังแสดงในสมการที่ 30 
 

   
1
2

* * 1 *Te e D e dσ σ σ
−

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫      (30) 

 
โดยที ่ *eσ  = นอรมพลังงานความคลาดเคลื่อน 

  = เวคเตอรความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง eσ
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D  = เมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด  Dσ ε=

Ω  = โดเมนที่พิจารณา เชน เฉพาะที่ (local) หรือ โดยรวม (Global) 
 

 นอกจากการแสดงผลในรูปของนอรมพลังงานแลวอาจใชนอรมในรปูแบบอื่นแทนได เชน 
แอลทูนอรม (L2 Norm) ซ่ึงมีรูปแบบในลักษณะเดียวกับนอรมพลังงาน แตไมมีพจนของเมตริกซ
ความสัมพันธ (D) ทําใหปริมาณการคํานวณลดลง คานอรมตางๆ ในสมการที่ 30 สามารถเขียนอยูในรูป
ของแอลทูนอรมไดดังสมการที่ 31  ถึง 35 ดังนี ้
 

   
1
2

2

Te e e dσ σ σ
∗ ∗ ∗

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫              (31) 

1
2

2

TU dσ σ∗ ∗ ∗

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫              (32) 

2 2

2 2 2
U U eσ

∗ ∗≈ +              (33) 

   2

2

e
U
ση =                (34) 

2
2

2 2

e

U e
η η

∗
∗

∗ ∗
≈ =

+
2

             (35) 

 
 โดยที่    =  คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ (Relative Error) *η

   
2

U ∗  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจาก SPR 

   
2

U  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจากผลเฉลยแมนตรง 
 
 เมื่อไดคาประมาณของความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม แลวนาํไปเปรียบเทยีบกับความ
คลาดเคลื่อนสัมพัทธ ถามีความคลาดเคลื่อนมากกวาก็คํานวณหาขนาดของชิ้นสวนทีส่อดคลองกับความ
คลาดเคลื่อนเฉพาะที่ในแตละสวนตอไป 

 
2.8 อะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (Adaptive Finite Element) 
 อะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต เปนแนวทางในการปรับปรุงผลเฉลยจากการวิเคราะหปญหา
ดวยระเบยีบวธีิไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงในปจจุบันไดมกีารกระทํากนัในสองแนวทางคอื 

1) การนําเอาโครงขายเอลิเมนตเร่ิมตนที่ใชมาปรับปรุงใหละเอียดขึ้น (Mesh Refinement) โดย
ยังคงเคาโครงเดิมไว ทําเพียงแตเพิ่มความละเอียดใหกับเอลิเมนตที่เหมาะสม 
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2)  การปรับเปลี่ยนโครงขายเอลิเมนตใหม (Remeshing) โดยไมมีเคาโครงเดิม คือสราง
โครงขายเอลิเมนตใหม ที่มคีวามละเอียดมากขึ้น โดยไมอาศัยโครงขายเอลิเมนตเดมิ 
 จะเห็นไดวาวธีิที่สอง (Remeshing) ตองอาศัยความชาํนาญในการสรางโครงขายเอลิเมนต ซ่ึง
เปนวิธีที่มีความยากและซับซอน เพราะฉะนัน้ในงานวิจยันีจ้ะขอกลาวถึงเพียง การทํางานของ
ขบวนการอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตตามวิธีที่ 1 (Mesh Refinement) เทานั้นดังตอไปนี้ 
 
 2.8.1 การทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้น (Mesh Refinement) 
 ขบวนการเพิ่มระดับความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต หรือที่เรียกวาการทําใหโครงขายเอลิ
เมนตละเอยีดขึ้น (Mesh Refinement) หมายถึง การจัดการกับระดับขัน้ความเสรี (Degree of Freedom) 
ใหกับโครงขายเอลิเมนตของปญหาที่จําลองมาใหมีจํานวนเพิ่มขึน้จากเดิมที่ไดจากโครงขายเอลิเมนต
เร่ิมตน เพื่อใหแบบจําลองโครงขายเอลิเมนตนั้น มพีฤติกรรมใกลเคยีงพฤติกรรมของโครงสรางปญหา
จริงที่มีระดับขัน้ความเสรีเปนจาํนวนนับไมได โดยมีแนวทางในการเพิ่มระดบัขั้นความเสรีใหกับ
โครงขายเอลิเมนตไว 3 แนวทางคือ 

1)  การเพิ่มระดับขั้นความเสรี โดยการแบงเอลิเมนตในโครงขายเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลง เพื่อ
เพิ่มจํานวนเอลิเมนตใหมีมากขึ้น โดยที่เอลิเมนตที่ใชยังคงใชชนดิเดิมเหมือนกันทั้งหมดวิธีนี้เรยีกวา 
ขบวนการเพิ่มระดับขั้นความเสรีแบบ h-Refinement 

2)  การเพิ่มระดับขั้นความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต ดวยวธีิการเพิ่มระดบัขั้นพหุนาม 
(Polynomial Degree) ในฟงกชันประมาณคาในชวง (Interpolation Function) โดยที่ไมเปลี่ยนแปลง
ขนาดและจํานวนเอลิเมนตในโครงขายเอลิเมนตเดิม การทําเชนนี้เปนการเพิ่มระดับขั้นความเสรีอีก
แนวทางหนึ่ง ซ่ึงเรียกวิธีนีว้า ขบวนการเพิม่ระดับขั้นความเสรีแบบ p-Refinement 

3)  การเพิ่มระดับขั้นความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต ดวยวิธีผสมทั้งสองวิธีขางตน  ซ่ึงเรียก
วิธีนี้วา ขบวนการเพิ่มระดับขั้นความเสรีแบบ h-p Refinement 
 สําหรับเทคนิคการเพิ่มระดบัขั้นความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต อาจจําแนกไดสองรูปแบบ
คือ 

1)  การทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้นแบบสม่ําเสมอ (Uniform Mesh Refinement) 
หมายถึงการเพิ่มระดับความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต  ทุกเอลิเมนตพรอมกันในโครงขายเอลิเมนต 

2) การทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้นแบบอะแดฟทีฟ (Adaptive Mesh Refinement) 
หมายถึง การเพิ่มระดับขั้นความเสรีใหกบัเอลิเมนตในโครงขายเอลิเมนต โดยเลอืกเพิ่มใหเฉพาะเอลิ
เมนตที่มีความคลาดเคลื่อนมากกวาคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหเทานัน้ ดงันั้นจะเหน็ไดวา
ประสิทธิภาพของวิธีนี้จะดีกวาวิธีแรก แตขั้นตอนการวเิคราะหจะมีความซับซอนมากขึ้น ทฤษฎกีารลู
เขาสามารถนํามาใชในการหาคาความคลาดเคลื่อนขั้นตอนตนได 
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2.8.2 วิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (h-Adaptive Finite Element Method) 
 วิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (h-Adaptive Finite Element Method) เปนกระบวนการ
วิเคราะหปญหาดวยระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และมีการควบคุมคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลย 
โดยการแบงเอลิเมนตเดิมในโครงขายเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลง เพื่อเปนการเพิ่มระดับความเสรี โดยเอ
ลิเมนตใหมที่เกิดขึ้นจะมีชนดิเดียวกับเอลิเมนตเดิม การที่จะรูวาควรแบงเอลิเมนตใด ก็ทําโดยตรวจสอบ
คาคลาดเคลื่อนแตละเอลิเมนต เอลิเมนตใดมีความคลาดเคลื่อนมากเกินกวาคาที่ยอมให ก็จะแบงเอลิ
เมนตนั้น การทําเชนนี้จะทาํใหไดโครงขายเอลิเมนตที่เหมาะสม เพราะเปนการเพิม่ระดับขั้นความเสรี
ใหกับโครงขายเอลิเมนตตรงตําแหนงที่มีคาความคลาดเคลื่อนมาก ทําใหประหยัดจํานวนระดับขั้นความ
เสรี และทําใหผลเฉลยโดยประมาณของปญหาที่วิเคราะหได มีคาเขาสูผลเฉลยที่แมนตรงดวยอัตราที่เร็ว 
ซ่ึงเปนหัวใจสาํคัญของขบวนการอะแดฟทีฟ ซ่ึงมีงานวิจัยทีเ่สนอวิธีเอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตกับ
ปญหาลักษณะตางๆ ที่ประสบผลสําเร็จแสดงใหเห็นวาวิธีนี้สามารถควบคุมคาคลาดเคลื่อนไดในเกณฑ
ที่นาพอใจคือประมาณรอยละ 5  
 วิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (h-Adaptive Finite Element Method) มีผูนําไปใชอยาง
แพรหลายทําใหเปนที่นยิมในงานวจิัยและงานทางวิศวกรรมตางๆ ซ่ึงสามารถสรุปวิธีการไดดังนี ้

- หลังจากวิเคราะหปญหาดวยวิธีระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ก็จะไดผลเฉลยโดยประมาณ 
( ) แลวนําตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อน hu

- กําหนดคาที่ยอมใหในรูปของสัดสวนของคาความคลาดเคลื่อนตอผลเฉลย เชน กําหนด
คาที่ยอมให (η ) เทากับ รอยละ 10 

- คํานวณคา  จากสัดสวนของคาความคลาดเคลื่อนโดยประมาณตอผลเฉลยโดยประมาณ 
ที่รวมกับคาความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ ดังแสดงในสมการที่ 36 

η

 

( )

1
22

2
2 2

2 2

e

U e

σ

σ

η η
∗

∗

∗ ∗

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≈ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

     (36) 

 
 โดยที ่  = คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยประมาณ η

  η  = คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให 
2

2
e∗  = กําลังสองของนอรมพลังงานของคาความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ

ของการเปลี่ยนตําแหนงแบบวงกวาง (Global)  
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2

2
u∗  = กําลังสองของนอรมพลังงานของคาการเปลี่ยนตําแหนงแบบวงกวาง 

(Global)  
 เปรียบเทียบ กับ η η ถาหาก η η> ก็แสดงใหเห็นวา คาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยนั้นยัง
คามากกวาคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหดังนั้นจึลตองมีการปรับปรุงโครงขายเอลิเมนต โดยทําให
โครงขายเอลิเมนตละเอียดขึน้ ซ่ึงทําไดโดยการแบงเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลงเพือ่เพิ่มจํานวนมากขึ้น 
ตอจากนัน้ก็กลับไปวิเคราะหหาผลเฉลยใหมอีกครั้ง และทําซํ้าจนกวาจะได η η< แสดงวาความ
ถูกตองของผลเฉลยที่อยูในเกณฑทีย่อมรบัไดแลว  จากขบวนการทีส่รุปขางตนนี้ จะพบวาวิธีเอชอะ
แดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตมีการคํานวณทีเ่ปนระเบียบ ไมซับซอนและสามารถกระทําในระดับเอลิเมนต
ได 
 สําหรับผลงานวิจัยทีเ่สนอเกีย่วกับเทคนิคการสรางรหัสโปรแกรมการทาํใหโครงขายเอลิเมนต
ละเอียดขึ้นในวิธีเอช (h – Adaptive) มีผูเสนอไวดังนี ้
 Devloo, Oden และ Strouboulis (1987) ไดเสนอเทคนิคการจัดสรางรหัสโปรแกรม สําหรับการ
ทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้นดวยการแบงเอลิเมนตเดิมใหมีขนาดเล็กลง โดยเสนอเฉพาะกรณี
ส่ีเหล่ียม การแบงเอลิเมนตจะแบงจากหนึ่งเอลิเมนตออกเปนเอลิเมนตยอยส่ีเอลิเมนต และไดเสนอเท
คนิดการแบงเอลิเมนตใหเปนไปตามกฎที่เรียกวา กฎหนึง่ระดับ ( 1 – Level Rule) หมายถึงเอลิเมนตที่
ติดกันจะตองมีความแตกตางของระดับการแบงมากที่สุดเทากับหนึ่ง ซ่ึงจะทําใหเอลิเมนตใดๆ มีเอลิ
เมนตที่ติดกับแตละดานไดสูงสุดดานละสองเอลิเมนต ดังแสดงในรปูที่ 4 เดิมมี 4 เอลิเมนต(A,B,C,D) 
เมื่อตองการแบงเอลิเมนต B ก็จะทําการแบงครึ่งดานทั้งสี่ไดเอลิเมนตยอย 4 ตัวคือ i,ii,iii,iv สังเกตวาจะ
เกิดจดุตอบนดานเอลิเมนต A และ C ซ่ึงจะถูกสรางเปนจุดตอที่มีระดับขั้นความเสรีแบบไมปกติ 
(Irregular Node) หรือเรียกวาจุดตอแบบถูกบังคับ (Constrained Node) ทั้งนี้เพื่อใหเกดิความตอเนื่องของ
คาเปลี่ยนตําแหนงระหวางเอลิเมนต และหากตองการทีจ่ะมีการแบงเอลิเมนต i จากกฎหนึ่งระดบัจะไม
สามารถแบงไดทันที จะตองทําการ 
แบงเอลิเมนต A เพื่อใหไดเอลิเมนต v,vi,vii,viii เสียกอน จึงจะสามารถแบงเอลิเมนต i ได ดังนั้นจุดตอ
บนดาน A ที่เปนจุดตอแบบถูกบังคับก็จะเปลี่ยนเปนจดุตอที่มีระดับขัน้ความเสรีแบบอิสระ และจะไดเอ
ลิเมนตที่มีขนาดเล็กลง มีระดับการแบงเพิ่มขึ้นหนึ่งระดับคือเอลิเมนต w,x,y,z ซ่ึงจะเกิดจดุตอแบบถูก
บังคับเพิ่มขึ้นที่ดานของเอลิเมนต D,ii,iv.vi ทําใหตองมีการจัดการทีจุ่ดตอเพื่อใหเกิดความตอเนือ่งของ
คาเปลี่ยนตําแหนงระหวางเอลิเมนต ซ่ึงจะไดกลาวในหวัขอถัดไป 
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รูปท่ี 4 ลักษณะขอกําหนดตามกฎการแบงแบบหนึ่งระดบั 

A B 

C D 

A 
i 

C D 

ii 

iii iv 

v 

C D 

iii iv vii viii 

vi ii z y 
w x 

จุดตอแบบอิสระ 
จุดตอแบบถูกบังคับ 

 
Demkowicz และคณะ (1989) ไดเสนอเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบหนึ่งระดับ เชนเดียวกบั 

Devloo  แตในงานวิจยันี้ไดแสดงใหเหน็ถึงเทคนิคในการแบงเอลิเมนตและจดัการกบัจุดตอชนิดทีเ่ปน
จุดตอแบบถูกบังคับ ดังแสดงในรูปที่ 5 แสดงถึงความไมตอเนื่องของคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกดิขึ้น
ระหวางเอลิเมนต Demkowicz ไดเสนอสมการที่ใชในการคํานวณหาคาของจุดตอที่เปนจุดตอแบบถูก
บังคับดังสมการที่ 37 ดังนี ้

 
     (37) ( ) ( ) ( ) ( )h h h hu A u C u D u Eα β γ= + +

 
โดยที ่  = ผลเฉลยของคาการเปลี่ยนตําแหนงไฟไนตเอลิเมนต hu

  = สัมประสิทธิ์คาความเหมาะสม เพื่อทําใหเกิดความตอเนื่องของคา
เปลี่ยนตําแหนงระหวางเอลิเมนต 

, ,α β γ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5 แสดงถึงความไมตอเนื่องของคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึน้ระหวางเอลิเมนต 



บทที่ 3 
การพัฒนาโปรแกรม 

 
3.1 สวนขั้นตอนกอนการวิเคราะห (Pre-Processing) 
 สวนขั้นตอนกอนการวิเคราะห (Preprocessing) เปนสวนการเตรยีมขอมูลกอนการวิเคราะห
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 1.  ขอมูลหมายเลขจุดตอในแตละเอลิเมนต (Node Number per Element) ดังแสดงในรูปที่ 6 
ดังนี้  

5 8

69

2 7

4 105 

1 2

34

5 6

78

 
 
 
 
 
 
      (Local Element)         (Global Element) 

รูปท่ี 6 แสดงหมายเลขจดุตอของเอลิเมนต 
 

 การเก็บขอมูลหมายเลขจดุตอจะเก็บโดยเรยีงลําดับหมายเลขจุดตอตามเอลิเมนตเฉพาะที่ (Local 
Element) ซ่ึงจากรูปที่ 6 ไดหมายเลขจุดตอ (Node) ของเอลิเมนตที่ 5 ดังนี้  
 
  Element No.        Node Number 
           Local Element=    1    2   3    4   5   6     7     8 
         5              5    8   6    9   2   7    10    4  
 
 2. ขอมูลหมายเลขพิกัดของจุดตอในแตละเอลิเมนต (Node Coordinates Number per Element) 
โดยแสดงหมายเลขจุดตอและพิกดัในระนาบแกน X,Y,Z ดังตัวอยางตอไปนี้  
 
  Node No. Node Coordinate  X Y Z 
        1     10      -15         5 
        2     5 20      -10 
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 3. ขอมูลคาระดับของการแบงเอลิเมนต (Degree of Refinement) ดังแสดงในรูปที่ 4 ดังนี้ เอลิ
เมนต A มีคาระดับของการแบงเอลิเมนตเทากับ 1, เอลิเมนต iv มีคาระดับของการแบงเอลิเมนตเทากับ 2 
และเอลิเมนต Z  มีคาระดับของการแบงเอลิเมนตเทากับ 3 
 4. ขอมูลหมายเลขเอลิเมนตขางเคียงในแตละหนา (Face) ในแตละเอลิเมนต (Neighbors 
Element) โดยเอลิเมนตหนึ่งเอลิเมนตจะมจีาํนวนหนาอยู 6 หนา ดังแสดงในรูปที่ 7 โดยเอลิเมนตทีไ่มมี
เอลิเมนตขางเคียงจะกําหนดใหเปน 0 ดังแสดงตอไปนี ้
 

FACE 1 FACE 2 FACE 3

FACE 6FACE 5FACE 4

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7 จํานวนหนา (Face) ในแตละเอลิเมนต 
 
  Element No.   Neighbors Element 
       Face= 1 2 3 4 5 6  
         1     0  0  0  3  2  5  
         2     0  2  3  0  0  8 
 
 5. ขอมูลหมายเลขขอบของเอลิเมนต (Edge Number of Element) โดยเอลิเมนตหนึ่งๆ จะมี
จํานวนขอบ (Edge) 12 ขอบ ดังแสดงในรูปที่ 8 และจะทําการรับคาหมายเลขขอบ (Edge) โดยหมายเลข
ขอบนี้จะเปนหมายเลขขอบโดยรวม (Global Edge Number) ดังตอไปนี้ 
 
  Element No.   Edge Number of Element 
    Edge=   1    2    3    4    5    6    7    8    9    10    11    12 
         1   6    4    1    3   17  14  13  16   27  25    22    24  
     2   7    5    2     4  18  15  14  17   28  26    23    25 
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     Local Edge Numbers   Global Edge Numbers 
 
 รูปที่ 8 หมายเลขขอบเฉพาะที่ (Local Edge Numbers) และหมายเลขขอบโดยรวม (Global 
Edge Numbers)  
 
 6. ขอมูลการเคลื่อนตัวของจุดตอบนขอบเขต (Node Displacement Boundary Condition or 
Degree of Freedom) เพื่อไมใหมีการเคลื่อนตัวในทิศทางใดๆ ที่จดุตอ โดยตองระบจุุดตอที่ตองการและ
กําหนดทิศทางที่ตองการไมใหเกิดการเคลือ่นตัว โดยทิศทางที่อิสระกําหนดใหเปน 1 และทิศทางที่
ตองการจํากัดการเคลื่อนตัวกําหนดเปน 0 ดังตัวอยางตอไปนี ้
 
   Node No.  X Y Z 
         1   0       1         0 
         2   1 0         1 
 
 7. ขอมูลแรงกระทําภายนอก (External Load Data) เนื่องจากการงานวิจยันี้ศกึษาเกี่ยวกับอะ
แดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต ผลจากการแบงเอลิเมนตใหละเอียด ทําใหการที่จะกําหนดแรงกระทําที่จดุตอ
หลังจากแบงเอลิเมนตแลวมคีวามยุงยาก จึงทําการปอนแรงกระทําเปนพื้นที่บนหนา (Face) ของเอลิ
เมนต แลวจึงทําการกระจายแรงกระทํากระทําที่จุดตอ ดงัแสดงในรูปที่ 9,10 และการกําหนดแรงกระทํา
ทําไดโดยกําหนดเฉพาะเอลิเมนตที่มีแรงมากระทําเทานัน้ ดังแสดงตอไปนี ้
 
  Element No. หนา(Face) ที่แรงกระทํา   ขนาดแรงกระทํา 
          1        2          -100  
          2        2          -100  
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รูปที่ 9 การปอนขอมูลแรงกระทําภายนอก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 10 ขอมูลแรงกระทําภายนอกกรณีที่เอลิเมนตไดรับการแบง (Refinement) 
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8. ขอมูลคุณสมบัติของเอลิเมนต (Element Material Data) จะทําการกําหนดคุณสมบัติตางกัน

ไปในแตละเอลิเมนต  โดยกําหนดหมายเลขแสดงชนิดของเอลิเมนต (Element Type Number) และ
ขอมูลคุณสมบัติของเอลิเมนต เชน คาโมดูลัสยืดหยุน(E), อัตราสวนปวสซอง (v)  ดังแสดงตอไปนี้ 

 
 Element Type No. E v  
  1          3000 0.3 
  2            400 0.5   
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Element No.    1 2 3 4 5 6 
Element Type No. 1 1 2 1 1 2 
 
9. ขอมูลจํานวนเอลิเมนตเร่ิมตนทั้งหมด (Total Initial Element), จํานวนจุดตอเอลิเมนตเร่ิมตน

ทั้งหมด (Total Node) และจํานวนหมายเลขขอบโดยรวมเริ่มตนทั้งหมด (Total Initial Global Egde 
Numbers) 

10. ขอมูลหมายเลขจุดตอที่อยูบนขอบของปญหา (Node on Edge Problem) และขอมูล
หมายเลขจดุตอที่อยูบนผิวของปญหา (Node Surface) เพื่อใชเปนขอมูลประกอบในการตรวจสอบจุดตอ
แบบถูกบังคับ (Constained Node) รายละเอียดจะกลาวในเรื่องการตรวจสอบจุดตอแบบถูกบังคับ โดย
หมายเลขจดุตอที่อยูบนขอบของปญหากําหนดใหเปน 1 แตถาหากจดุตอไมใชจุดตอที่อยูบนขอบ
กําหนดใหเปน 0 ดังแสดงตอไปนี ้

 
   Node No. Node on Edge/Nodesurface 
         1                               0                 
         2            1  

 
11. ขอมูลหมายเลขจุดตอทีอ่ยูบนขอบเอลิเมนต (Node on Edge Element) ทั้ง 12 ขอบ เปน

ขอมูลที่จําเปนตองมีแตไมตองเตรียมคาขอมูล เนื่องจากไดทําการเขียนโปรแกรมใหคํานวณหาคา
หมายเลขจดุตอเอลิเมนตอัตโนมัติ จากรูปที่ 6,8 มีวิธีการวิเคราะหหาจดุตอบนขอบดงันี้ 

จากรูปที่ 8 ตําแหนงทีห่มายเลขขอบเฉพาะที่ ( Local Edge Numbers )ลําดับที่ 1 เมื่อดูจากรูปที ่
6 ที่ขอบลําดับที่ 1 นี้ จะมีลําดับหมายเลขจดุตอเฉพาะที่ (Local Node) คือลําดับที่ 4,3 และจะมีหมายเลข
จุดตอโดยรวมจากรูปที่ 6 คอื 9,6 และขอบที่ 2 ถึง 12 สามารถวิเคราะหไดดังที่กลาวมา ไดดังตัวอยาง
ดังตอไปนี ้

              Element No.5 
Edge     Sequence Node      Node on Edge (Global Node) 
   1  3 4  6 9 
   2  2 3  8 6 
   3  1 2  5 8 
   4  1 4  5 9  
   5  3 7  6 10 
  6  2 6  8 7 
  7  1 5  5 2 
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  8  4 8  9 4 
  9  7 8  10 4 
10  6 7  7 10 
11  5 6  2 7 

  12  5 8  2 4 
 
12. ขอมูลหมายเลขจุดตอที่อยูบนหนาเอลิเมนต (Node on Face Element) เปนขอมูลที่

โปรแกรมคํานวณใหโดยอัตโนมัติเหมือนกับขอมูลหมายเลขจุดตอที่อยูบนขอบ และหลักการวเิคราะหก็
คลายกันโดย หมายเลขจดุตอของหนา 

 
                 Element No.5 

Face     Sequence Node      Node on Face (Global Node) 
   1        1   2   3   4            5     8     6     9 
   2        1   2   5   6            5    8      2     7 
   3        1   4   5   8            5    9      2     4 
   4        3   4   7   8            6    9     10    4 
   5        2   3   6   7            8    6      7     10 
   6        5   6   7   8            2    7     10    4 
 

3.2 สวนวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต (FEM Analysis) 
เปนขั้นตอนของการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแลวนําผลเฉลยที่ไดสูขั้นตอน

หลังการวิเคราะหตอไป 
 

3.3 สวนขั้นตอนหลังการวิเคราะห (Post-Processing) 
เปนสวนวิเคราะหขอมูลเพิ่มเติมที่ไดจากการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต และนําเสนอขอมูล

ตางๆในรูปแบบที่เหมาะสม 
1. การนําเสนอขอมูลโครงขายเอลิเมนต 
2. การนําเสนอขอมูลการเคลื่อนตัวที่จุดตอ 
3. การนําเสนอขอมูลหนวยแรงที่จุดตอ 
4. ขั้นตอนการประมาณคาความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) หลังจากไดผลเฉลยจาก

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในระบบชิน้สวนที่มีลักษณะหยาบซึ่งเปนระบบเริ่มตน แลวจึงประมาณคา
คลาดเคลื่อนในตําแหนงตางๆของปญหาจากผลเฉลยที่ได โดยทําการประมาณคาทั้งในสวนเฉพาะที ่



 28 

(Local) และโดยรวม (Global) แลวทําการตรวจสอบคาคลาดเคลื่อนที่ไดในแตละเอลิเมนตวาเอลิเมนต
ใดบางที่มีคาคลาดเคลื่อนเกนิกวาทีย่อมใหหรือไม หากคาความคลาดเคลื่อนเกนิกวาคาคลาดเคลื่อนที่
ยอมให ก็ทาํการสงขอมูลสูขั้นตอนอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตตอไป ซ่ึงในสวนพัฒนาโปรแกรม
ประกอบไปดวย 

- พัฒนาโปรแกรมในการสรางหนวยแรงปรบัเรียบในระดบัเอลิเมนต และหา
คาเฉลี่ยของหนวยแรงที่จดุตอของเอลิเมนต 

- คํานวณหาคาคลาดเคลื่อนในระดับเอลิเมนต โดยใชนิยามจากสมการที่ 38 ดังนี ้
 

1
2

2

Te e e dσ σ σ
∗ ∗ ∗

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫      (38)  

 
โดยที ่ *

2
eσ  = นอรมพลังงานความคลาดเคลื่อน 

  = เวคเตอรความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง *eσ
D  = เมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด  Dσ ε=

Ω  = โดเมนที่พิจารณา เชน เฉพาะที่ (local) หรือ โดยรวม (Global) 
 

- คํานวณหาคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธในระดบัทั่วไป (Global) โดยใชนิยามจาก
สมการที่ 39 ดังนี้ 
 

2
2

2 2

e

U e

σ
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η η
∗
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∗ ∗
≈ =

+
2

      (39) 

 
 โดยที่    =  คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ (Relative Error) *η

   
2

U ∗  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจาก SPR 

   
2

U  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจากผลเฉลยแมนตรง 
 

- ตรวจสอบคาคลาดเคลื่อนที่ไดกับคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมให และจะทําการเพิ่ม
ความละเอียดใหกับเอลิเมนตที่มีคาความคลาดเคลื่อนระดบัเอลิเมนตสูงสุด 10 % ของจํานวนเอลิเมนต
ทั้งหมด โดยจะทําการสงขอมูลสูขั้นตอนอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตตอไป 
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3.4 สวนอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (Adaptive Finite Element) 
เปนสวนโปรแกรมที่ทําใหโครงขายเอลิเมนตมีความละเอียดขึ้น โดยทําการแบงเอลิเมนตที่มีคา

ความคลาดเคลื่อนมากเกินกวาคาวามคลาดเคลื่อนที่ยอมใหเทานัน้ หลังจากที่ทําใหโครงขายเอลิเมนต
ละเอียดขึ้นแลวก็จะทําการสงขอมูลไปคํานวณตามวิธีไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้ง เพือ่หาผลเฉลย และ
ตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อนอีกครั้ง และทําการแบงเอลิเมนตใหมีความละเอียดอีกหากผลเฉลยยังมี
คาความคลาดเคลื่อนมากเกินกวาคาที่ยอมให ซึ่งก็จะกระทําซํ้าๆ ไปเรื่อยๆ จนกวาไดคาความ
คลาดเคลื่อนอยูในเกณฑที่พอใจ การทํางานของอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต ไดแสดงดังรูปที่ 11 – 18 
ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี ้

1. การตรวจสอบระดับของการแบงเอลิเมนตเทียบกับเอลิเมนตขางเคียง ซ่ึงแผนภมูิการทํางาน
ไดแสดงในรูปที่ 13 โดยวิธีการตรวจสอบจะรับคาเอลิเมนตที่ตองการแบงใหละเอยีดเนือ่งจากมีคาความ
คลาดเคลื่อนเกินกวาที่ยอมใหมาตรวจสอบระดับการแบง (Degree of Refinement) เทียบกับเอลิเมนต
ขางเคียงในทกุๆหนา (Face) หากระดบัการแบงของเอลิเมนตขางเคียงนอยกวากต็องทําการแบงเอลิ
เมนตขางเคียงนั้นดวย โดยท่ีไมตองพิจารณาวาคาความคลาดเคลื่อนเกินกวาคาที่ยอมใหหรือไม และตอง
ตรวจสอบเอลิเมนตขางเคียงนั้นดวยวามีคาระดับการแบงนอยกวาเอลิเมนตขางเคียงนัน้หรือไม หาก
นอยกวาก็ตองทําการแบงเอลิเมนตขางเคียงนั้นๆ ตอไป กระทําเชนนี้ไปเรื่อยๆ จนกวาจะครบทุกเอลิ
เมนตที่ตองทําการแบงเพิ่มความละเอยีด 

ซ่ึงในขณะที่มกีารตรวจสอบเอลิเมนตกับเอลิเมนตขางเคียง ทําใหมีการตองแบงเอลิเมนต
เพิ่มเติมจากกรณีที่คาระดับการแบงนอยกวาเอลิเมนตขางเคียง ก็จะทําการเก็บขอมูลเอลิเมนตที่ตองแบง
เพิ่ม และเตรียมขอมูลเอลิเมนตที่จะแบงเพื่อเพิม่ความละเอียดสงใหขบวนการแบงเอลิเมนต 
(Refinement) ตอไป  
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รูปที่ 11 แสดงแผนภูมกิารทํางานของอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 

หยุดการทํางาน

NO YES

คํานวณผลเฉลยหนวยแรง Adaptive Refinement

Error >Allowable ?

Error Estimation

คํานวณหนวยแรงที่จุดตอแตละเอลิเมนต
คํานวณหนวยแรงที่จุดเกาสแตละเอลิเมนต

วิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต

จําลองโครงสรางเปนโครงขายเอลิเมนต

Update Properties Element

Refinement

Check Neighbors Element

Adaptive Refinement

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 12 แสดงแผนภูมกิารทํางานของอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 
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Goto Refinement
YES

NOneed refine ??
i >total element

  goto A  until more than total face
- สงคา neighbors element number
- รับคา neighbors element number
- Refine neighbors element

i++

NO

YES

j >total face ??

j++

element face j ??
DOR Neighbors 

Degree of refine (DOR)

DOR element i > YESNO

for j=1 to total face
Element i

A

for i=1 to total element need refine 

รับคา element need refine
Check Neighbors Element

รูปที่ 13 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการตรวจสอบระดับการแบงเอลิเมนตของเอลิเมนตที่
พิจารณาเทยีบกับเอลิเมนตขางเคียง 
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2. การแบงเอลิเมนตเพื่อเพิ่มความละเอียดใหกับเอลิเมนต โดยในขัน้ตอนการแบงนี้จะทําการ
แบงเอลิเมนตทีละเอลิเมนต ในการแบงเอลิเมนตจะเรียกเอลิเมนตกอนที่จะทําการแบงวาเอลิเมนตแม 
(Mother Element) และเรียกเอลิเมนตหลังจากการแบงแลววาเอลิเมนตลูก (Son of Element) ในเอลิเมนต
ลูกที่เกิดขึ้นก็จะเกดิจุดตอใหม มากที่สุดรวมทั้งหมด 27 จุดตอตอการแบงในหนึ่งเอลิเมนต และในจุด
ตอ (Node) ที่เกิดขึ้นมีทั้งจดุตอที่ขอบ (Node on Edge),จุดตอที่หนา (Node on Face) ,และจุดตอที่กลาง
เอลิเมนตแม (Node in Middle Mother Element) ดังแสดงในรูปที่ 14  

 
 
 
 
 
 
 
       เอลิเมนตแม                   เอลิเมนตลูก 
รูปที่ 14 แสดงจุดตอที่เกดิจากการแบงเอลิเมนตแมเพื่อทาํใหเอลิเมนตมีความละเอียดขึ้น 

 
ดังนั้นเพื่อใหมีความงายและเปนระบบระเบียบในการแบงเอลิเมนตจงึแบงเปน 3 สวนดังแสดง

ในรูปที่ 15 ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี ้

Update Properties Element

Refinement

Node Face Refinement

Node Edge Refinement

Middle Node Refinement

each element

8 7

65

34

21

4

1

3

8

2

7

65

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 15 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงเอลิเมนตเพื่อทาํใหเอลิเมนตมีความละเอียดขึ้น 
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- การแบงจุดตอเอลิเมนตที่ขอบ (Node on Edge Refinement) สามารถแสดงดังในรูปที่ 15 เอ
ลิเมนตในแตละเอลิเมนตจะมีขอบอยู 12 ขอบ ดังนั้นการแบงจะเกิดจุดตอ 12 จุดตอดงัแสดงในรูปที่ 16  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

- node refine on edge
- initialize status edge refinement 
- edge number
- degree of freedom new node
- coordinate new node
- new node

refine by

NO

YES

more than 12 ?
Is edge number

Go to Node Face Refinement 

- รับคา Edge Number on Edge at refine 

For edge =1 to edge =12

- รับคา Node Number on Edge at refine

Is edge refine ? YESNO

Node Edge Refinement

รูปที่ 16 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงขอบของเอลิเมนต (Edge Refinement) 
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4

1

3

8

2

7

65
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 17 แสดงจํานวนจุดตอที่เกิดขึ้นเนื่องจากการแบงขอบของเอลิเมนต (Edge Refinement) 
 

- การแบงจุดตอเอลิเมนตที่หนา (Node on Face Refinement) สามารถแสดงดังในรูปที่ 19 เอ
ลิเมนตในแตละเอลิเมนตจะมีจํานวนหนาอยู 6 หนา ดังนั้นการแบงจะเกิดจดุตอ 6 จดุตอดังแสดงในรูปที่ 
18 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4

1

3

2

7

65 5 6

78

3

1

4 4

1

3

8

2

7

65

5 6

78

3

1

44

1

3

8

2

7

655 6

7

2

3

1

4

2

8

Face 1 Face 2 Face 3

Face 4 Face 5 Face 6

รูปที่ 18 แสดงจํานวนจุดตอที่เกิดขึ้นเนื่องจากการแบงหนาของเอลิเมนต (Face Refinement) 
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- รับคา Node Number on Face at refine

Is face refine ? YESNO

neighbor face ?
Is there YESNO

Node Face Refinement

For face =1 to face =6

Go to  Middle Node Refinement 

Is Face number
more than 6 ?

YES

NO

refine by
- new node
- coordinate new node
- degree of freedom new node
- edge number
- initialize status face refinement 
- node refine on face

รูปที่ 19 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงหนาของเอลิเมนต (Face Refinement) 
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- การแบงจุดตอเอลิเมนตที่กลางเอลิเมนต (Middle Node Refinement) การแบงจุดตอที่กลาง
เอลิเมนตจะไมมีความยุงยากซับซอน เนือ่งจากไมตองทําการตรวจสอบการแบงวาไดรับการแบงหรือยัง 
เพราะจดุตอทีก่ลางเอลิเมนตจะยังไมไดรับการแบงเสมอ สามารถแบงไดเลย ทําใหเกิดจุดตอใหมขึ้นมา 
1 จุดตอ ซ่ึงแผนภูมิการทํางานไดแสดงในรูปที่ 20  

 

- edge number

- node refine in middle element
- initialize element status refinement 

- degree of freedom new node
- coordinate new node
- new node

refine by

Go to Refinement  Procedure

Middle Node Refinement 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 20 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงจดุตอกลางของเอลิเมนต (Middle Node 
Refinement) 

 
หลังจากที่ทําการแบงเอลิเมนตจนครบทั้ง 3 สวนและทุกเอลิเมนตที่ตองทําการแบงเพื่อเพิ่ม

ความละเอียดใหกับโครงขายเอลิเมนต นั่นคือส้ินสุดขบวนการแบงเอลิเมนต และขั้นตอนตอไปคือการ
อัพเดทขอมูลใหมเพื่อการคํานวณไฟไนตเอลิเมนตตอไป  

 
3.การอัพเดทขอมูล (Update Data) เพื่อการเตรียมขอมูลใหกับขบวนการไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึง

รายละเอียดในวิธีการวิเคราะหดังตอไปนี ้
- พิกัดจุดตอของเอลิเมนตใหม (Coordinate of New Node) และจุดตอที่ควบคมุจุดตอใหม 

(Control New Node) จากการแบงเอลเิมนตเฉพาะเอลิเมนตที่มีความความคลาดเคลื่อนสูง ทําใหมี
โอกาสที่จะเกดิจุดตอแบบถูกบังคับ(Constained Node) ดังนั้นในการที่จะคํานวณหาคาพิกัดจุดตอใหม
จึงตองมีการเกบ็ขอมูลจุดตอที่ควบคุมจุดตอใหม โดยวิธีการหาคาพกิัดและจุดตอที่ควบคุมจุดตอใหม 
แบงเปน 3 สวน โดยแตละสวนแยกในแตละแกน X,Y,Z สามารถแสดงไดดังรูปที่ 21 
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Ua

Ub

Uo

 
 
 
 
 
                  (1) ขอบ (Edge)                     (2) หนา (Face) 

       
2

a
O

U UU += b    
4

a b c
O

U U U UU + + += d  

 
 
     

Ua

Uo

Ub

Uc Ud

U1

U4 U3

U2

U5 U6

U7U8

Uo 
 
 
 

    (3) จุดตอกลางของเอลิเมนตแม (Middle Node) 

                                        1 2 3 4 5 6 7

8O
U U U U U U U U8+ + + + + + +=U  

รูปที่ 21 แสดงพิกัดจดุตอของเอลิเมนตใหม (Coordinate of New Node) และจดุตอทีค่วบคุมจุดตอใหม 
(Control New Node) 

 
โดยที ่ Ua,Ub,Uc,Ud  = จุดตอที่ควบคมุจุดตอเอลิเมนตลูกบนขอบและบน                         
     หนาเอลิเมนตแม 

  Uo   = จุดตอแบบถูกบังคับ (Constained Node) 
  U1,U2,U3,U4,U5,U6,U7,U8 = จุดตอที่ควบคมุจุดตอเอลิเมนตลูกของเอลิเมนตแม 
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End of Adaptive Refinement

- check node constained 
- neighbors element on each face of element
- element node number on new element
- node on face in new element
- node on edge in new element
- edge number in new element

Update :
- new total node
- coordinate new node
- degree of refinement new element

- load on element and load on node
- material in new element

- number of son and family element

Update Properties Element
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 22 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการเก็บขอมูลใหมของเอลิเมนต  
 
- หมายเลขเอลิเมนตลูกและเอลิเมนตแม โดยในโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นจะทําการบันทกึคาวาเอลิ

เมนตนี้มีเอลิเมนตลูกใดบางหรือเอลิเมนตนี้เปนเอลิเมนตแมของเอลิเมนตใด ซ่ึงเอลิเมนตแมที่ไดรับการ
แบงเพื่อเพิ่มความละเอยีดจะมีเอลิเมนตลูกอยู 8 ตัว 

- แรงกระทําบนเอลิเมนตและแรงกระทําบนจุดตอ (Load on Element and Load on Node) ได
อธิบายในหวัขอข้ันตอนกอนการวิเคราะห ในที่นี้จงึไมอธิบายตอ 

- คุณสมบัติของเอลิเมนต (Material Element) ในโปรแกรมที่พัฒนาขึน้นี้ไดสรางคณุสมบัติของ
เอลิเมนตใหมใหมีคาเหมือนกับเอลิเมนตแม  

- หมายเลขจุดตอเอลิเมนตใหม (New Element Node Number ) การที่จะทําการเกบ็ขอมูลนี้ได 
ในขั้นตอนการแบงเอลิเมนตตองมีขอมูลลําดับของจุดตอที่แบงและลําดับของเอลิเมนตลูก และในขอมูล
ของลําดับจุดตอเอลิเมนตจะเก็บของมูลหมายเลขจุดตอของเอลิเมนต ดงัแสดงในรูปที่ 23 และวิธีการเก็บ
ขอมูลสามารถแสดงไดดังนี ้

 
เอลิเมนตลูกลําดับที่       ลําดับหมายเลขจุดตอ            

1         1   11   21   12   15   22   27   23               
2         11   2   10   21   22   14   25   27           
3         12  21    9     4   23   27   24   16           

   4         21  10    3     9   27   25   13   24 
   5        15   22   27   23   5   19   26   20 
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   6        22   14   25   27   19   6   18   26 
   7        23   27   24   16   20   26  17   8 
   8         27   25   13   24   26   18    7   17 
 

1 2

34

5 6

78

 
 
 
 
 
 
             Before Refinement   
 

27
26

25

24

23

22

21

20

19

18

17
16

15 14

13

12

11

10

9

5 6

7

2

8

3

1

4

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 1

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 3

เอลเิมนตลกูลําดบัที่ 4
เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 2

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 8

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 6

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 5
 
 
 
 
 
 
 
 
                        After Refinement 

รูปที่ 23 แสดงลําดับของจุดตอเอลิเมนตและลําดับของเอลิเมนตลูกทั้งกอนแบงและหลังแบงเอลิเมนต 
 
- หมายเลขขอบของเอลิมนตใหม (Edge Number of New Element) โดยในการเก็บขอมูลนี้

จะตองมีลําดับของหมายเลขขอบเอลิเมนตเฉพาะที่กอนแบงและลําดับของหมายเลขขอบเอลิเมนต
เฉพาะที่หลังแบง ดังแสดงในรูปที่ 24 และในขอมูลลําดบัขอบของเอลิเมนตจะเก็บขอมูลหมายเลขขอบ
โดยรวมของเอลิเมนตลูก ดงัตอไปนี ้

 
เอลิเมนตลูกลําดับที่                           ลําดับหมายเลขขอบเอลิเมนตลูก            

1                38   37   17   20   62   41   25   46   63   61   42   45        
2                   39   16   18   37   54   23   41   62   64   53   43   61 
3                13   40   38   19   49   62   46   27   50   66   63   48    
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4        14   15   39   40   21   54   62   49   51   56   64   66 
5        63   61   42   45   65   44   26   47   58   57   33   36 
6        64   53   43   61   55   24   44   65   59   32   34   57  
7        50   66   63   48   52   65   47   28   29   60   58   35 

    8        51   56   64   66   22   55   65   52   30   31   59   60 
 

12 10

11
7 6

9
8 5

4

3

2

1

 
 
 
 
 
 
             Before Refinement   
 

18

16

17

20 37

38 39

19 40 15

13 14

25 41 23

546246

27 49 21

42 43

6463

51

48

61
45 53

66 56

50

244426

47 65 55

225228

33 34

36 57
32

58 59

35 60
31

29 30

 
 
 
 
 
 
 
                        After Refinement 
 

รูปที่ 24 แสดงลําดับหมายเลขขอบเอลิเมนตแมและลําดบัขอบเอลิเมนตลูกทั้งกอนแบงและหลังแบง 
 
- หมายเลขจุดตอบนขอบของเอลิเมนตใหม (Node on Edge of New Element) จากรูปที่ 23 และ 

24 สามารถนํามาพิจารณาหาหมายเลขจดุตอบนขอบของเอลิเมนต ไดดังนี ้ (เนื่องจากขอมูลมีมากจึง
ยกตวัอยางเพียง 1 ตัวอยาง) 
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เอลิเมนตลูกลําดับที่ 1 
ลําดับขอบเอลิเมนต ลําดับหมายเลขจุดตอเอลิเมนตบนขอบ 

38       21 12  
37     11 21 

    17     1 11 
    20     1 12 
    62     21 27 

41    11 22 
     25     1 15 
    46     12 23 
    63      27 23 

61     22 27 
    42      15 22 

45   15 23 
 

- หมายเลขจุดตอบนหนาของเอลิเมนตใหม (Node on Face of New Element) จากรปูที่ 23 และ 
24 สามารถนํามาพิจารณาหาหมายเลขจดุตอบนหนาของเอลิเมนต ไดดังนี ้ (เนื่องจากขอมูลมีมากจึง
ยกตวัอยางเพียง 1 ตัวอยาง) 

 
เอลิเมนตลูกลําดับที่ 1 

  หนา(Face)เอลิเมนตที่             ลําดับหมายเลขจดุตอเอลิเมนตบนหนา 
       1    1    11    21    12 
       2    1    11    15     22 
       3    1    12    15     23 
       4    21  12     27    23 
       5    11   21   22    27 
       6    15   22    27    23 
 

 - หมายเลขเอลิเมนตขางเคียง (Neighbor Element) หลักการวิเคราะหเพื่อหาเอลิเมนตขางเคียง
หลังจากมีการแบงเอลิเมนต สามารถดูไดจากรูปที่  25 และ 26 ดังแสดงดังตอไปนี้  
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Neighbors Element Update

YES

เอลิเมนตหรือไม

Active/Constained Node

วิเคราะหครบทกุ

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่8
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 4
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 6
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 7

Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 8
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 5
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 3

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่7

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่6
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 2
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 5
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 8

Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 6
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 7
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 1

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่5

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่4
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 2
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 3
Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 8

Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 7
Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 4
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 1

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่3

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่2
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 1
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 4
Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 6

Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 5
Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 2
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 3

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่1

Neighbors Element Update

 
รูปที่ 25 แผนภูมิการอัพเดทขอมูลหมายเลขเอลิเมนตขางเคียง (Neighbors Element) 
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 า number face and element

Program : NEU

 for check Neighbors Element
รับค

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปที่ 26 แผนภูมิการอัพเดทขอมูลหมายเลขเอลิเมนตขางเคียง (Neighbors Element) (ตอ) 
 
- หมายเลขจุดตอที่ถูกบังคับ (Constained Node) และการจัดการจุดตอที่ถูกบังคับ เนือ่งจากวิธี

เอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนต ตองทําการแบง(Refine) เฉพาะเอลิเมนตที่มีคาความคลาดเคลื่อนสูง
เทานั้น ทําใหเอลิเมนตหลังการแบงแลวจะเกิดสภาพ Nonconformimg mesh เปนผลทําใหเกดิความไม
ตอเนื่องของหนวยแรง ดังนัน้จึงตองมีวิธีการจัดการความตอเนื่องของหนวยแรงดังนี ้

1. กรณีเกิดจดุตอแบบถูกบังคับที่ขอบ (Constained Node on Edge) ดงัแสดงในรูปที่ 27 หนวย
แรงที่จุดตอ 0 ของเอลิเมนต A จะถูกกระจายหนวยแรงไปยังจุด a,b ของเอลิเมนต A ดังนี ้

 หนวยแรงทีจ่ดุ (a,b) = (หนวยแรงที่จุด O)/2 
2. กรณีเกิดจุดตอแบบถูกบังคับที่หนา (Constained Node on Face) ดังแสดงในรูปที่ 28 หนวย

แรงที่จุดตอ 0 ของหนาเอลิเมนต A จะถูกกระจายหนวยแรงไปยังจดุ a,b,c,d ของเอลิเมนต A ดังนี้ 
 หนวยแรงทีจ่ดุ (a,b,c,d) = (หนวยแรงทีจ่ดุ O)/4 
 
 

Go to next Element

NO

YES

หรือไม
ครบทุก Face 

หมายเลขเอลิเมนตขางเคียง
ท้ัง 4 node --> จะได

Check เอลิเมนต ที่ refine แลว
วาเอลิเมนตไหนที่มี node เหมือนกันเหมือนเอลเิมนตแม

Neighbors = 

เอลิเมนตขางเคียงNO YES
ถูก refine หรือไม

Neighbors = ' 0 '

เอลิเมนตขางเคียงหรือไม
เอลิเมนตแมมี YESNO
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Ua

Uo

Ub

A
B

C

 
 
 
 
 

รูปที่ 27 การจัดการจุดตอกรณีเกดิจุดตอแบบถูกบังคับที่ขอบ (Constained Node on Edge) 
 

Ua

Uo

Ub

Uc Ud

 
    

 
 
 

รูปที่ 28 การจัดการจุดตอกรณีเกดิจุดตอแบบถูกบังคับที่หนา (Constained Node on Face) 
 
 สําหรับหลักการวิเคราะหเพือ่หาจุดตอแบบถูกบังคับ (Constained Node) หลังจากมกีารแบงเอ

ลิเมนต สามารถดูไดจากรูปที ่ 29 ดังแสดงดงัตอไปนี ้
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End Program Adaptive

i++

NONO

Active Node

YESYES

Active Node

Is count = 8 ?? Is count = 4 ??

YESNO surface problem??
Is node on 

i >total node ?? NO

YES

(โดยท่ีไมคดิเอลิเมนตท่ี refine แลว)
เปนสมาชิก เก็บคาใน count
วามีเอลิเมนตก่ีเอลิเมนตท่ีมี Node i
Check ท้ังโครงขายเอลิเมนต

NO

YES

i++

edge problem ??
Is node on 

Constained Node

Active Node

NO YESIs initial node ??

For i = 1 to total node

Active/Constained Node

รูปที่ 29 แผนภูมิการวเิคราะหจุดตอที่ถูกบงัคับ (Constained Node) 
 
 



บทที่ 4 
การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 

 
ในสวนนี้จะทาํการทดสอบโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นในงานวจิัย โดยทําการวิเคราะหปญหา 3 มิติ 

และเปรียบเทยีบผลที่ไดจากการวิเคราะหโปรแกรมอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตกับผลเฉลยที่ไดจากวิธีอิ
ลาสติก (Elastic Soluton)  เพือ่ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมดังตัวอยางตอไปนี้ 
 
4.1 ฐานรากแผแบบสตริป (Strip Footing)  
 ทดสอบใชโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นในการวิเคราะหปญหาฐานรากแบบสตริป ซ่ึงเปนฐานรากแผ
ที่มีความยาวดานยาว ยาวกวาความยาวดานสั้นมากๆ ทําใหความเครียดในทิศทางตามดานยาวของฐาน
รากมีคาเปนศนูย  และในการตรวจสอบความถูกตองของผลการวิเคราะหกับผลเฉลยดวยวิธีอิลาสติก 
(Elastic Solution) ซ่ึงเสนอโดย Poulos และ Davis (1974) โดยสมมุตฐิานเบื้องตนคอื ฐานรากเปนแบบ
ออนตัว (Flexible Footing) เพื่อใหแรงกระทําแบบสม่ําเสมอ (Uniform Load) และดินมีคุณสมบัติแบบอิ
ลาสติกเชิงเสน (linear Elastic) และฐานแข็ง (Rigid Base) อยูในระดับลึกมากๆ 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 30 ขนาดโครงสรางและหนาตดัที่ใชในการวิเคราะหตัวอยางฐานรากแบบสตริป 
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(ก) โครงขายเริ่มตน (Initial Mesh) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) โครงขายที่ 2 (Mesh 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) โครงขายที่ 3 (Mesh 3) 
รูปที่ 31 โครงขายการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแผแบบสตริป 
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รูปที่ 32 โครงขายสุดทายหลังการอะแดฟทฟี ในการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแผแบบสตริป 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 33 แสดงรูปโครงขายเอลิเมนตหลังการเคลื่อนตัวและรูปความเคนในแนวดิ่ง ฐานรากแบบสตริป 
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รูปที่ 34 ความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับ Degree of Freedom ของฐานรากแผแบบสตริป 



 49 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

R2 = 0.9451

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.10 1.00

Er
ro

r

10.00 100.00 1000.00
Time (second)

รูปที่ 35 ความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับเวลาของฐานรากแผแบบสตรปิ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 36 หนวยแรงในแนวดิง่ที่หนาตัด 1-1  เทียบกับผลเฉลยจากอิลาสติก 
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รูปที่ 37 หนวยแรงในแนวดิง่ที่หนาตัด 2-2  เทียบกับผลเฉลยจากอิลาสติก 
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รูปที่ 38 หนวยแรงในแนวดิง่ที่หนาตัด 3-3  เทียบกับผลเฉลยจากอิลาสติก 
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โครงขาย 
 เนื่องจากโครงขายมีคุณสมบตัิการสมมาตร การวิเคราะหจะใชเพียงครึ่งหนึ่งของโครงสรางเพื่อ
ลดขนาดขอมูลและเวลาที่ใชในการวิเคราะห นอกจากนี้เนื่องจากความเครียดตามแนวแกน x เปนศูนย
จึงสามารถลดขนาดความหนาโครงสรางในแนวแกน x ซ่ึงในตัวอยางนี้ใชเพยีง 1.00 ม.  

ผลการวิเคราะห 
ผลการวิเคราะหที่ไดจากโปรแกรมอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต ไดนําเสนอเปนรูปแบบ

โครงขายของตัวอยางฐานรากแผแบบสตริปดังแสดงในรูปที่ 31 และ 32 โดยแสดงโครงขายเริ่มตน,
โครงขายในแตละรอบของการปรับปรุงผลเฉลย นําเสนอโครงขายหลังการเคลื่อนตัวและรูปความเคน
ในแนวดิ่ง (Contour Stress) ดังแสดงในรูปที่ 33  

จากรูปที่ 34 แสดงคาความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับระดับคาความอิสระ (Error 
and Degree of Freedom,DOF) พบวายิ่งคา DOF มีคามากขึ้นคาความคลาดเคลื่อนจะมีคาลดลงและจาก
รูปที่ 35  แสดงคาความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับเวลาทีใ่ชในการทดสอบโปรแกรม 

ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม โดยนําเสนอกราฟความสัมพันธระหวางความเคน
ในแนวดิ่ง (Vertical Stress) เทียบกับความลึกที่หนาตัดตางๆกับผลเฉลยอิลาสติก (Elastic Solution) ดัง
แสดงในรูปที่ 36-38 พบวาผลเฉลยที่ไดจากโปรแกรมมคีาใกลเคียงกบัผลเฉลยอิลาสติกมาก 
 
4.2 ฐากรากแผแบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส (Square Footing) 
 ทดลองใชโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นวิเคราะหปญหาฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส เพื่อเปรียบเทียบ
หนวยแรงและการเคลื่อนตัวท่ีตําแหนงตางๆ ที่ไดจากโปแกรมกับผลเฉลยดวยวิธีอิลาสติก เสนอโดย 
Poulos และ Davis (1974) โดยสมมุติบานเบื้องตนคือ ฐานรากเปนแบบออนตัว (Flexible Footing) 
เพื่อใหแรงกระทําเปนแบบสม่ําเสมอ (Uniform Load ) ดินมีคุณสมบตัิเชิงเสน (Linear Elestic) และฐาน
แข็ง (Rigid Base) อยูในระดบัลึกมากๆ 
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   (ก)      (ข) 

รูปที่ 39  ขนาดโครงสรางและหนาตดัที่ใชในการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 
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           (ก) รูปมุมบน (Top View)                                     (ข) รูปดานขาง 

รูปที่ 40 แสดงเงื่อนไขขอบเขตปญหา (Boundary Condition) 
 

โครงขาย 
 จากคุณสมบัตกิารสมมาตรของปญหา  สามารถลดขนาดของปญหาโดยวิเคราะหเพียงหนึ่งในสี่
สวนของโครงสรางทั้งหมด  ซ่ึงขอบเขตของโครงสรางที่เลือกใชในงานวจิัยไดแสดงดังรูปที่  39,40  
และในรูปที่ 41 และ 42 แสดงโครงขายเอลิเมนตของแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดใหกบัเอลิ
เมนต และโครงขายสุดทายหลังการวิเคราะหอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 
 ผลการวิเคราะห 

จากรูปที่  43  แสดงรูปโครงขายเอลิเมนตหลังการเคลื่อนตัว(Mesh Deformation) และ รูปความ
เคนในแนวดิ่ง (Stress Contour) ตัวอยางฐานรากแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส  

จากรูปที่ 44 แสดงกราฟความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับคา Degree of Freedom  
พบวา เมื่อคา Degree of Freedom มีคามากขึ้นคาความคลาดเคลื่อนจะมีลดลงเชนเดียวกับตวัอยางฐาน
รากแผแบบสตริป จากรูปที่ 45 แสดงกราฟความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับเวลา พบวาคา
ความคลาดเคลื่อนกับเวลาเปนสัดสวนผกผันกัน กลาวคอืยิ่งคาความคลาดเคลื่อนมีคาลดลง เวลาที่ใชใน
การรันโปรแกรมยิ่งมีคามากขึ้น 

จากรูปที่ 46 แสดงการเคลือ่นตัวในแนวดิ่งตามแกนกลางและหนวยแรงในแนวดิ่งของตัวอยาง
ฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส เปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีอิลาสติก (elastic solution)  สามารถ
อธิบายไดดังนี ้
 คาการเคลื่อนตัวในแนวดิ่ง  (vertical deflection )  ตามแนวแกนกลาง (center line)  หรือแกน  
Y  ผลท่ีไดจากโปรแกรมอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตที่พัฒนาขึ้นมคีาใกลเคียงกบัผลเฉลยของวิธีอิลา
สติก  
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(ก) โครงขายเริ่มตน (Initial Mesh) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) โครงขายที่ 2 (Mesh 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) โครงขายที่ 3 (Mesh 3) 
รูปที่ 41 โครงขายในการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 
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รูปที่ 42 โครงขายสุดทายหลังการอะแดฟทฟี ในการวิเคราะหตวัอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (ก)      (ข)  
 
 
 
 
 
 
 
 
      (ค) 
รูปที่ 43 แสดงรูปโครงขายเอลิเมนตหลังการเคลื่อนตัวและรูปความเคนในแนวดิ่ง ตัวอยางฐานรากแบบ

ส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
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รูปที่ 44 ความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับ Degree of Freedom ของฐานรากแผแบบ
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
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รูปที่ 45 ความสัมพันธระหวางคาความคลาดเคลื่อนกับเวลาของฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 
คาการทรุดตัวท่ีระดับผิวดนิตามแนวแกนกลางของฐานราก  ซ่ึงไดจากโปรแกรมอะแดฟทีฟไฟ

ไนตเอลิเมนต  คือ  0.408  เซนติเมตร  และการทรุดตัวจากวิธีอิลาสติก  คือ  0.408  เซนติเมตร  โดยมี
ผลตางประมาณ  1.00 %  
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รูปที่ 46 การเคลื่อนตัวในแนวดิ่งตามแกนกลางของตัวอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส 

-30.000

-25.000

-20.000

-15.000

-10.000

-5.000

0.000

-2.00 -1.50 -1.00 -0.50 0.00
Vertical Stress (t/sq.m.)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 47 Vertical Displacement ตามแกนกลางของตัวอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส ในแตละรอบ

ของการทดสอบโปรแกรม 
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รูปที่ 48 Vertical Displacement ตามแกนกลางของตัวอยางฐานรากแผแบบสี่เหล่ียมจัตุรัส ในรอบ
สุดทายของการทดสอบโปรแกรม 
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บทที่ 5 
การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมในการวิเคราะหพฤติกรรมเสาเขม็ 

 
ในสวนนี้  แสดงรายละเอียดวิธีการที่ใชในการวิเคราะหปญหาเสาเขม็เดี่ยวในงานวิจัย  แสดง

รูปแบบ  และการกระจายขนาดของโครงขาย  สภาวะขอบเขต (Boundary condition)  ชนิดของแรง
กระทําชนดิของชิ้นสวน  แบบจําลองพฤติกรรมของโครงสรางที่ใช  และแสดงผลการวิเคราะหตวัอยาง
เสาเข็มเดี่ยว พรอมทั้งเปรียบเทียบผลเฉลยที่ไดจากโปรแกรมกับผลเฉลยอิลาสติก 

 
5.1  เสาเข็มรับแรงเสียดทานดานขาง  (Friction pile) 

เปนกรณวีิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว  ปญหาที่ใชเปนตัวอยางในการวิเคราะห  เลือกในกรณีที่ผลเฉลย
คอนขางชัดเจน  ดังแสดงตอไปนี ้
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           (ก)             (ข) 
รูปที่  49  ขนาดโครงสรางที่ใชในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสียดทานดานขาง 

 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) Top View     (ข) Side View 
รูปที่  50  สภาวะขอบเขต (Boundary Condition) ที่กําหนดในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยว 
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            (ก)  มุมมองดานบน              (ข)  มุมมองดานขาง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) มุมมอง 3 มิติ 
รูปที่  51  โครงขายเอลิเมนตเร่ิมตน ในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสียดทานดานขาง  
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           (ก)      (ข) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     (ค) 

รูปที่ 52   โครงขายสุดทายของเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสียดทานดานขาง 
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รูปที่  53 คาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสียดทานดานขาง กับน้ําหนักบรรทุกเปรยีบเทียบกับผล

เฉลยจากวิธีอิลาสติก 
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Elastic Solution(Friciton Pile)

3D Adaptive FEM(Friction Pile)

 
โครงขาย 

 การสรางโครงขายและขอบเขตของกรณีศกึษานี้  แสดงดังรูปที่  49,50  โดยตวัอยางโครงขาย
เร่ิมตนที่ใชในการวิเคราะห  แสดงในรูปที่  51    
 ผลการวิเคราะห 
 ผลการวิเคราะหแสดงในกรณีที่กําหนดแรงกระทํา  P  เปนแรงกระทําสม่ําเสมอที่หัวเสาเข็ม
ขนาด  100  ตัน/ตร.ม  โดยรูปที่  51  เปรียบเทียบภาพดานขางของโครงขายเริ่มตน  และในรูปที่ 52 
แสดงโครงขายสุดทายในการวิเคราะห   
 ในกรณีเปรียบเทียบการทรุดตัวเฉพาะที่หวัเสาเข็ม  ในวทิยานิพนธนี้ไดทดลองเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยในกรณีตาง ๆ  Poulos  และ  Davis (1980)   ไดเสนอคาปรับแกผลของปจจัยทําการผลของ
ระดับของฐานแข็ง  ที่ไมอยูในระดับที่ลึกเพียงพอ  และผลของคาอัตราสวนปวซองสที่ใกลเคียงกบั  0.5  
ดังกลาว  ดังสมการตอไปนี้   

    

  ρ   =    PI/ESd            (40) 
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 โดยที  I      :     IORKRHRV

IO     :  อินฟลูเอนซแฟกเตอรของการทรุดตัว (settlement-influencefactor)  
ในกรณีเสาเขม็แบบไมอัดตวั (incompressible  pile)  เมื่อฐานแข็งอยู
ในระดบัลึก  และอัตราสวนปวซองส  VS = 0.5 

RK    :  คาปรับแกคาความอัดตวัของเสาเข็ม 
Rh    : คาปรับแกระดบัของฐานแข็ง 
Rv    : คาปรับแกระดบัอัตราสวนปวซองส 
d      :   ความยาวเสนผานศูนยกลางของเสาเข็ม 

  
 เพื่อการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึน้  ทดลองวเิคราะหปญหาเดิมเมื่อลด
ความลึกของระดับฐานแข็งลงเปน  30  เมตร  ในกรณีทีค่าอัตราสวนปวซองสเปน 0.4  และคํานวณคา

การทรุดตัวทีห่ัวเสาเข็ม  (ρ)   เปรียบเทยีบกับผลเฉลยที่ไดรับการแกคาแลว  ซ่ึงสรุปไดดังนี ้
 

ρ  จากโปรแกรม  =  3.980 ซม. 

ρ  จากผลเฉลย     =  3.880  ซม. 
ความคลาดเคลื่อน  =  2.58 % 
 

 จะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนมีนอยมาก  สรุปไดวาโปรแกรมสามารถประมาณคาการทรุดตัวของ
เสาเข็มในสภาวะอิลาสติกไดใกลเคียงกับผลทางทฤษฏี 

จากรูปที่ 53  แสดงคาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวรับแรงเสยีดทานดานขาง กับน้ําหนักบรรทุก
เปรียบเทียบกบัผลเฉลยจากวิธีอิลาสติก พบวาที่น้ําหนักบรรทุกตางๆ ผลเฉลยจากโปรแกรมใหคาการ
ทรุดตัวที่ใกลเคียงกับผลทางทฤษฎี 
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5.2  กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินท่ีแขง็กวา  (Pile  bearing on  stiffer  stratum) 
 เปนกรณวีิเคราะหเสาเข็มตนเดียว  ในดินที่มี  2  ช้ันดิน  ดินชั้นลางมีสตีฟเนสสูงกวาดินชัน้บน  
โดยปลายเสาเข็มอยูที่ระดับรอบตอของชั้นดิน  โดยทีฐ่านแข็ง  (rigid  base)  อยูในระดับลึกมาก ๆ  
ปญหาที่ใชเปนตัวอยางการวิเคราะห  แสดงตอไปนี ้
 
   
 
 
 
 
 
 
       (ก)       (ข) 
รูปที่  54  ขนาดโครงสรางที่ใชในการวิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว  กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินทีแ่ข็งกวา 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  55  โครงขายเริ่มตนของการวิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดนิที่แข็งกวา 
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รูปที่  56  โครงขายสุดทายของการวิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดนิที่แข็งกวา 
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รูปที่  57 คาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวกรณปีลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินที่แข็งกวากับน้ําหนักบรรทุก
เปรียบเทียบกบัผลเฉลยจากวิธีอิลาสติก 
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รูปที่  58 คาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวกรณปีลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินที่แข็งกวาและกรณีเสาเข็มรับแรง

เสียดทานดานขาง 
 

โครงขาย 
 ขนาดของขอบเขตที่เลือกใชในการสรางโครงขายของกรณีศึกษานี ้  ใชขอบเขตเดียวกับกรณี
เสาเข็มลอย  (Floating pile)  โดยเพิ่มสวนของชั้นดินที่แข็งกวาที่ปลายเสาเข็มดังแสดงดังรูปที่  54  โดย
ตัวอยางโครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหดังแสดงในรูปที่  55  และจากรูปที่ 56 แสดงโครงขาย
สุดทายที่ใชวิเคราะหปญหาเสาเข็มอยูบนชัน้ดินทีแ่ข็งกวา 
 
 ผลการวิเคราะห 
 ผลการวิเคราะหแสดงในกรณีทีกําหนดแรงกระทํา  P  เปนแรงกระทําสม่ําเสมอที่หัวเสาเข็ม  
ขนาด  100   ตัน/ตร.ม.   เพื่อการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นในกรณทีี่คา

อัตราสวนปวซองสเปน 0.4  และคํานวณคาการทรุดตัวท่ีหัวเสาเข็ม  (ρ)   เปรียบเทียบกับผลเฉลยที่ได
รับการแกคาแลว  ซ่ึงสรุปไดดังนี ้
 

ρ  จากโปรแกรม  =  1.570  ซม. 

ρ  จากผลเฉลย     =  1.539  ซม. 
ความคลาดเคลื่อน  =  2.01 % 
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 จะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนมีนอยมาก  สรุปไดวาโปรแกรมสามารถประมาณคาการทรุดตัวของ
เสาเข็มในสภาวะอิลาสติกไดใกลเคียงกับผลทางทฤษฏี 

จากรูปที่ 57  แสดงคาการเคลื่อนตัวเสาเข็มเดี่ยวกรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินทีแ่ข็งกวา กับ
น้ําหนกับรรทุกเปรียบเทยีบกับผลเฉลยจากวิธีอิลาสติก พบวาที่น้าํหนักบรรทุกตางๆ ผลเฉลยจาก
โปรแกรมใหคาการทรุดตัวท่ีใกลเคียงกับผลทางทฤษฎี และในรูปที ่ 58 แสดงการเคลื่อนตัวเสาเขม็เดี่ยว
กรณีปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดนิที่แข็งกวาและกรณเีสาเข็มรับแรงเสียดทานดานขาง พบวาทั้งสองกรณีให
คาการทรุดตัวท่ีใกลเคียงกับทาวทฤษฎีโดยท่ีการทรุดตวัของตัวอยางเสาเข็มรับแรงเสียดทานดานขาง 
 



บทที่ 6 
สรุปผลงานวิจัยและขอเสนอแนะ 

 
6.1 สรุปผลงานวิจัย 

วิทยานิพนธนีม้ีวัตถุประสงคในการพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิเคราะหการทรุด
ตัวของเสาเข็มเดี่ยว โดยใชวธีิเอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตชนิด Enrichment และใชเอลิเมนตเฮกซะฮี
ดรอน(Hexahedron) ชนิด 8 จุดตอ บนพื้นฐานของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  3  มิติ  โดยพัฒนา
โปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นเพื่อเปนเครื่องมือในการวิเคราะห 
 ผลการควบคุมคาความคลาดเคลื่อนพบวา เมื่อเอลิเมนตถูกทําใหละเอียดขึ้นหรอืเพิ่มคา Degree 
of Freedom โดยวิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตคาความคลาดเคลื่อนจะมีคาลดลงในขณะที่เวลาที่ใช
ในการวิเคราะหปญหาจะมีคาเพิ่มมากขึ้น 

ผลการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึ้น  โดยการวิเคราะหตวัอยางปญหา  3  
มิติสําหรับปญหาฐานรากแผแบบสตริป  และฐานรากแผส่ีเหล่ียมจัสตุรัส  วิเคราะหในกรณีที่พฤตกิรรม
ของดินเปนอิลาสติก  ไดคาการเคลื่อนตัว  และหนวยแรงตามแนวแกนตาง ๆ ที่ใกลเคียงกับผลเฉลยของ
วิธีอิลาสติกมาก 
 ผลการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมการวิเคราะหตัวอยางเสาเข็ม  ในกรณีเสาเข็มตน
เดียวพบวาในกรณีที่พฤติกรรมของดินเปนอิลาสติก วิเคราะหตวัอยางเสาเข็มลอย (Friction pile)และ
ตัวอยางเสาเขม็ในกรณีที่ปลายเสาเข็มอยูบนชั้นดินทีแ่ข็งกวา (End Bearing Pile)  คาการทรุดตัวของ
เสาเข็มใหผลใกลเคียงกับผลเฉลยจากวิธีอิลาสติกมาก โดยการทรุดตวัทีห่ัวเสาเข็มมีผลตางไมเกิน 3%    
 
6.2 ขอเสนอแนะ 
 1. วิทยานิพนธนี้ศึกษาเฉพาะการทรุดตวัของเสาเข็มเดี่ยว ควรจะมกีารพัฒนาเสาเขม็กลุมตอไป
ในอนาคต 
 2. การวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตควรจะมีการพิจารณา ในกรณีดินมีพฤติกรรมเปนอิลาสโต
พลาสติก 
 3. การพัฒนาโปรแกรมในสวนการปอนขอมูลควรจะมีการทําเปน Graphic User Interface เพื่อ
ความสะดวกในการใชงานสาํหรับบุคคลทั่วไป 
 4. การวิเคราะหปญหาดวยวธีิเอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตมีประสิทธิภาพดี และชวยลดเวลา
การสรางโครงขายเริ่มตน อยางไรก็ตามการควบคุมคาความคลาดเคลื่อนก็สามารถทําไดระดับหนึ่ง หาก
ตองการความละเอียดมากๆ อาจจะตองใชวิธีพีหรือเอชพอีะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 
 5. ควรจะมกีารเปรียบเทียบผลทดสอบการทรุดตัวเสาเขม็จากโปรแกรมกับผลทดสอบในสนาม 
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