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บทที่  1 
 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคญัของปญหา 
ควอตซคริสทัลไมโครบาลานซ( quartz crystal microbalance: QCM)  เปนทรานสดิวเซอร

ตรวจวดัมวลชนิดหนึ่ง ซ่ึงสามารถตรวจวดัมวลขนาดเลก็ไดถึงระดับนาโนกรัม ผลึกควอตซที่นยิม
ใชไดแก ผลึกชนิด  AT-cut เนื่องจากเปนผลึกที่มีสัมประสิทธิ์การเปลี่ยนแปลงตออุณหภูมิต่ําที่
อุณหภูมิหอง ในการใชงานนั้นก็มเีพียงวงจรออสซิเลเตอรและวงจรวัดกเ็พียงพอตอการทํางาน จึง
งายตอการจัดหา  และไมยุงยากเหมือนระบบการวัดแบบอื่นๆ เชน  ระบบวัดที่ใชหลักการทางไฟฟา
เคมี หรือทางแสง เปนตน 

 

 
 

รูปที่ 1.1 QCM 
 

ในปจจุบนั  แนวโนมของการใช QCM เปนไบโอเซนเซอรมีสูงมากขึ้นเรื่อยๆ เนื่องจาก
ระบบวัดมีราคาถูก จัดหาไดงาย  หลักการวัดโดยใช QCM นั้นเขาใจงายกวาระบบตรวจวดัแบบ
อ่ืนๆ กลาวคือเมื่อเกิดการจับกันระหวางสารชีวภาพที่ตองการตรวจวัด กับผิวของ QCM ก็จะทําให
เกิดการเปลีย่นแปลงของความถี่เรโซแนนซของ QCM ขึ้น  ซ่ึงสามารถตรวจวัดไดโดยใชวงจรวดั
ความถี่ดังรูปที่ 1.2  หรือสามารถวัดการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นจากเครื่องวิเคราะหอิมพแิดนซ 
(Impedance Analyzer)  การเปลี่ยนแปลงตางๆที่เกิดขึ้นนี้เปนผลมาจากการสั่นของผลึกควอตซที่
เปลี่ยนไปนัน่เอง 
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Shear 
movement Frequency 

counter 
วงจร 

Oscillator 
AT-cut Quartz Crystal 

รูปที่ 1.2 ระบบวัดความถี่เรโซแนนซของ QCM 
 
 อีกเหตุผลหนึง่ที่สามารถนํา QCM มาใชเปนไบโอเซนเซอรไดก็คือ QCM มีความไวในการ
วัดสูง  คือมีการตอบสนองตอโมเลกุลเล็กๆที่มาเกาะบนพื้นผิวได  ทําใหเหมาะตอการใชงานในการ
วัดโมเลกุลขนาดเล็ก เชน DNA เปนตน 
 ในการวิเคราะหการสั่นของ QCM ในกรณีที่นําไปใชงานในรูปแบบตางๆนั้น  การใชวิธี
วิเคราะห(Analytical) หรือการหาผลเฉลยโดยตรงนัน้ทําไดยาก  และไมเห็นรูปลักษณที่ชัดเจน  
ทั้งนี้เปนเพราะตองแกสมการอนุพันธที่ซับซอน โดยเฉพาะในกรณขีองรูปทรงวัสดุที่ไมสมมาตร  
หากตองการแกสมการใหงายขึ้นก็ตองตดัตัวแปรบางตวัท้ิงไป  ซ่ึงทําใหผลเฉลยที่ไดออกมา
ผิดพลาดได 
 ในวิทยานพินธนี้จึงไดเลือกใชวิธีแกปญหาเชิงตัวเลขคือ ไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element 
Method)  มาทําการหาผลเฉลยของ QCM ในรูปแบบตางๆ  ซ่ึงวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนที่นยิมใชกัน
มากในปจจุบนั  เพราะมผูีผลิตออกมาเปนซอฟทแวรจํานวนมาก  และสามารถหาผลเฉลยของ
รูปทรงที่ซับซอนได โดยซอฟทแวรทางไฟไนตเอลิเมนตที่ไดเลือกใชในงานวิจยันี้คือโปรแกรม 
COMSOL ที่สามารถใชคํานวณวัสดุทางเพยีโซอิเล็กทริกได 
 การจําลอง QCM โดยใชไฟไนตเอลิเมนต  มีการทํามาแลวพอสมควร คือ การใชไฟไนตเอ
ลิเมนตเพื่อจําลองหารูปรางของควอตซ (รัศมี ความหนา ลักษณะอิเล็กโทรด) เพื่อใหไดคาคุณภาพ 
(Q-factor) สูงสุด[1] , การใชไฟไนตเอลิเมนตคํานวณความถี่เรโซแนนซของ QCM ในการวดั
ปริมาณกาซ ใน Gas Sensor[2] , การใชไฟไนตเอลิเมนตเพื่อดูการเคลือ่นที่ในการสัน่ของ Quartz ที่
ความถี่เรโซแนนซ[3] , การใชไฟไนตเอลิเมนตเพื่อดูผลจากการที่ใชอิเล็กโทรดคูใน QCM[4] เปน
ตน 
 อยางไรก็ตามยังมีอีกหลายประเด็นทีน่าสนใจของ QCM ที่ยังไมไดทําการจาํลอง  
วิทยานพินธนีจ้ึงไดมุงประเด็นที่ การนําผลการจําลองเพื่อไปชวยในการทดลองดานไบโอเซนเซอร 
เชนศึกษาผลของมวลที่เกาะลงบนควอตซที่ตําแหนงตางๆ วามีผลกระทบตอความถี่เรโซแนนซ การ
กระจายตัวของสนามไฟฟาบริเวณอิเล็กโทรด ความแรงของการสั่นที่สงผลกระทบตอโมเลกุลที่ผิว 
ซ่ึงสามารถนําไปชวยออกแบบและอธิบายผลการทดลองใหดีขึ้นได 
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1.2 วัตถุประสงค 
1. ใชไฟไนตเอลิเมนต จําลอง ปรากฎการณตางๆที่เกิดขึ้นบน QCM   
2. นําผลที่ไดจากการจําลองไปใชในการออกแบบ QCM เพื่อใชในการพัฒนาไบโอเซนเซอร

ใหมีประสิทธิภาพดียิ่งขึ้น 

1.3 ขอบเขตการวิจัย 

1.    ออกแบบและจําลองปรากฏการณส่ันที่เกิดขึ้นบน QCM แบบAT-cut โดยวิธีไฟไนตเอลิ
เมนต 
2. จําลองปรากฏการณส่ันที่เกดิขึ้นบน QCM เมื่อมีโมเลกุลของสารอยูบนผิวในลักษณะตางๆ 
3. จําลองปรากฏการณส่ันที่เกดิขึ้นบน QCM เมื่อมีการเปลี่ยนแรงดันไฟฟาที่ปอนใหกบั 

QCM 

1.4 การดําเนินการวิจัย 

1. ศึกษาหลักการทํางานของ  QCM และปรากฎการณทางเพียโซอิเล็กทริกของ QCM 
2. ศึกษาวิธีและโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต 
3. จําลองปรากฎการณเพียโซอิเล็กทริก และ ปรากฎการณตางๆที่เกี่ยวเนื่องกับเพียโซอิเล็กท

ริก เชน ความเคน(Stress), ความเครียด(Strain), การกระจัดทางไฟฟา(Electric 
Displacement), สนามไฟฟา(Electric Field) จากตัวอยางที่มีผลการทดลองเปรียบเทียบ 
เพื่อใหเกิดความชํานาญ ความเขาใจ และความถูกตองในการจําลอง 

4. ทดลองใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับโมเดลของ  QCM เปรียบเทียบกับทฤษฎี 
5. ดูผลของการเกาะของมวลที่ตําแหนงตางๆบน QCM วาสงผลตอความถี่เรโซแนนซอยาง

ไร คํานวณการกระจายตัวของสนามไฟฟาบริเวณอิเล็กโทรด  
6. จําลองการทํางานของ QCM เมื่อมีมวลมาเกาะแบบไมสม่ําเสมอ 
7. วิเคราะหและสรุปผลการจําลอง   เพื่อนําไปชวยอธิบายผลการทดลองที่เกิดขึ้นจริง และ

สามารถปรับปรุงวิธีการวัดใหดียิ่งขึ้น  

1.5 ประโยชนท่ีไดรับจากการวิจัย 

1. ชวยปรับปรุงวิธีการวัดและทดลอง QCM ใหมีประสิทธิภาพมากขึ้น 
2.    เพิ่มแนวคดิในกระบวนการวัดทาง QCM คือสามารถนําไฟไนตเอลิเมนตมาตรวจสอบผล

การทดลองใหถูกตองได 

 



บทที่  2 
 

หลักการและทฤษฎีพื้นฐาน 
 
 ในบทนี้จะกลาวถึงหลักการ และ ทฤษฎีของปรากฎการณเพยีโซอิเล็กทริกโดยกลาวถึง
สมการทางวัสดุของเพียโซอิเล็กทริกและสมการเชิงอนุพนัธของเพียโซอิเล็กทริก โดยใชวัสดุของ
ควอตซแบบ AT-cut เปนหลักเพราะเปนวัสดุที่ใชทําเปน QCM และกลาวถึงสมการที่แสดงลักษณะ
ของชั้นมวลที่มาเกาะบนผิวของควอตซแบบ AT-cut เมื่อรูสมการที่อธิบายลักษณะทั้งหมดของ 
QCM แลวก็จะทําการจําลอง QCM ลงบนโปรแกรม COMSOL แลวจึงทําการหาความถี่เรโซแนนซ
ในการสั่นของ QCM 

2.1 ปรากฎการณเพียโซอิเล็กทริก 

 ควอตซเปนวสัดุเพียโซอิเล็กทริกชนิดหนึง่ ดังนั้น การสั่นของควอตซเปนผลของ
ปรากฎการณเพียโซอิเล็กทริก ปรากฎการณเพยีโซอิเล็กทริกถูกคนพบเปนครั้งแรกในป ค.ศ.1880 
โดย Pierre Curie และ Jacques Curie ทั้ง 2 ไดทําการทดลองวัดคาศกัยไฟฟาที่เกดิขึ้นเมื่อมีแรงมา
กระทําตอผลึกควอตซ ในปตอมา Lippman ไดศึกษาในทางกลับกันคอืหาความเครยีดในเนื้อวัสดุที่
เกิดขึ้นเนื่องจากการปอนศักยไฟฟาใหแกวสัดุเพียโซอิเล็กทริก หลังจากนั้นในป ค.ศ.1894 Voight 
ไดประยุกตความรูทางดานกลศาสตรของแข็งและความรูทางดานไฟฟาสถิตย ในการสรางสมการ
ทางคณิตศาสตร เพื่อใชอธิบายพฤติกรรมของวัสดุเพียโซอิเล็กทริก  

ปรากฎการณเพียโซอิเล็กทริกอธิบายไดดังนี้ ในตอนแรกวัสดุจะอยูในสภาพสมดุล ตอมา
เมื่อเราปอนสนามไฟฟา กจ็ะทําใหเกดิการเรียงตัวใหมของโมเลกุลตางๆ ซ่ึงมีประจุบวกหรือลบ 
โดยประจุลบกจ็ะวิ่งไปหาขัว้บวก  ประจุบวกก็จะวิ่งไปหาขั้วลบ จึงทําใหเกิดการเคลื่อนที่ของ
โมเลกุล ทําใหวัสดยุืดหรือหดตัว  หรือเกดิความเคน(Stress) ความเครยีด(Strain)ขึ้นนั่นเอง  ในทาง
กลับกัน  ถาออกแรงกระทําตอวัสดุทีอ่ยูในสภาพสมดุล ก็จะทาํใหโมเลกุลภายในวัสดุเปลีย่น
ตําแหนง  ทําใหเกิดความไมสมดุลทางไฟฟาขึ้น และเกดิสนามไฟฟาขึ้นภายในวัสดุ 

ทั้งนี้ผลตอบสนองที่เกิดขึ้นจากการปอนสนามไฟฟ าหรือแรง  จะขึ้นอยูกับโครงสรางของ
วัสดุดวย  กลาวคือ  ถาวัสดุเปนแบบ Anisotropy (ควอตซก็เปนวัสดุชนิดนี)้ เมื่อมองในทิศทางตางๆ
ของวัสดุเปนมมุเอียงไมเทากนั  โครงสรางของโมเลกุลจะแตกตางกัน  ดังนั้นถาเราปอนสนามไฟฟา
ที่เทากัน แตตางทิศกัน ผลที่ไดออกมาจะเปนการยดืหดตัวที่แตกตางกนั  กลาวคือคาคงที่ของวัสดุ
(Material Constants) จึงเปนตัวแปรทีสํ่าคญัในการคํานวณปรากฎการณเพยีโซอิเล็กทริกทั้งแบบ
สมมาตรและแบบไมสมมาตร  ดังนัน้ในการใชงานวัสดุเพียโซอิเล็กทริก  จึงตองคํานึงถึงทิศทาง
และคาคงที่วัสดุที่ใชเพื่อใหไดการสั่นในรปูแบบ(Mode)ที่ตองการ  
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ระบบสมการเพียโซอิเล็กทริก(Piezoelectric Coupled Equations)ใน 3 มิติสามารถเขียนได
เปน(รูปแบบ Stress-Charge Form) [5,6] ดังแสดงในสมการที่ (2.1) และ (2.2) 
                                                    { } [ ]{ } [ ] { }EeSCT TE −=                                                  (2.1) 
                                                      { } [ ]{ } [ ]{ }ESeD Sε+=                                                    (2.2) 
โดย 
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โดยอักษร zyx ,,  ที่หอยอยู  เปนตวับงบอกทิศทาง 
คาคงที่ของวัสดุ(Material Constants) มีดังตอไปนี ้
Stiffness Matrix หรือ Elastic Constant [ ]EC  [N/m2] (เมื่อ Electic Field ( E ) เปน 0) 
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2.1.1  คาคงที่เพียโซอิเล็กทริกของควอตซคริสตัล (Quartz Crystal) 
สําหรับกรณีของ Right-handed Quartz Crystal (SiO2) จะมีคาคงที่ของวัสดุคือ [3] 
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ซ่ึงแสดงคาในตารางที่ 2.1 
 

ตารางที่ 2.1 คาคงที่ทางวัสดเุพียโซอิเล็กทริกของควอตซคริสตัล [3,5] 
Elastic-constants [×109 N/m2]  

11c  12c  13c  14c  33c  44c  66c  
86.74 6.99 11.91 -17.91 107.2 57.94 39.875 

Piezoelectic-constants [C/m2]  

11e  14e  
0.171 -0.0406 

Dielectric-constants [×10-12 C/V.m]  

11ε  33ε  
39.21 41.03 

 

 
 
 
 
 

 



                                                                                                                  
                                                                                                              

 
7 

2.1.2  คาคงที่เพียโซอิเล็กทริกของควอตซคริสตัลแบบ AT-cut  
  ควอตซคริสตัล AT-cut เปนแผนควอตซที่เกิดจากการตัดผลึก Quartz Crystal (SiO2) เปน
มุม +35o15’ เทียบกับระนาบ zx (หรือ y-cut นั่นเอง) ตามรูปที่  2.1 

 
รูปที่  2.1 รูปแบบการตัดผลึกควอตซใหได AT-cut [7] 

(หมายเหตุ AT-cut,BT-cut มีสัมประสิทธิ์อุณหภูมิเปน 0 ที่อุณหภูมิหอง) 
 

จะเห็นไดวา ถาเราพิจาณาแกนใหม (x’y’z’) ที่เกิดจากการหมุนแกนโดยยึดแกน x เปนแกน
หมุน ไปเปนมุม +35o15’ จะได ระนาบ z’x’  ขนานกับระนาบ AT-cut พอดี และแกน y’ ตั้งฉากกบั
ระนาบนั้นดวย ดังรูปที่ 2.2 
 

y’ 

y 

x = x’ 

z’ z 

+35o15’ 

 
 

 
 

 
 

รูปที่ 2.2 การใชระบบแกนใหม x’y’z’ เพือ่ชวยในการคาํนวณควอตซแบบ AT-cut 
 

ซ่ึงเราสามารถแปลงคาคงที่ของวัสดุใหสอดคลองกับระบบแกนใหมได  โดยคูณเมตริกซ
การแปลง(Coordinate Transformation Matrix) [ ] [ ]aM ,  เขาไปในคาคงที่เดิม ตามสูตรในสมการที ่
(2.3) [2,5] 
                       [ ] [ ][ ][ ]TEE MCMC =' , [ ] [ ][ ][ ]TMeae =' , [ ] [ ][ ][ ]TSS aa εε ='              (2.3) 

โดยในกรณนีีจ้ะเปนการหมนุโดยยึดแกน x เปนหลัก  ดงันั้น [2,5] 
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ซ่ึงเมื่อคํานวณตามสมการที่ 2.3 จะไดคาคงที่ของวัสดุที่ใชในแกนใหม X’Y’Z’  เปน[1] 
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ซ่ึงแสดงคาในตารางที่ 2.2 
 

ตารางที่ 2.2 คาคงที่ทางวัสดเุพียโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ AT-cut [2,4,8] 
Elastic-constants [109 N/m2] 

11'c  12'c  13'c  14'c  22'c  23'c  24'c  
86.74 -8.25 27.15 -3.66 129.77 -7.42 5.7 

33'c  34'c  44'c  55'c  56'c  66'c  
102.83 9.92 38.61 68.81 2.54 29.01 

 

Piezoelectic-constants [C/m2] 

11'e  12'e  13'e  14'e  25'e  26'e  35'e  36'e  
0.171 -0.1523 -0.0187 0.067 0.1077 -0.0949 -0.0761 0.0671 
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Dielectric-constants  [×10-12 C/V.m] ( == 00 ,εεεε r 8.854×10-12 [C/V.m]) 

11'ε  22'ε  23'ε  33'ε  
39.21 39.8162 0.8578 40.4238 

หรือคํานวณหาคา Relative dielectric-constants [-] ไดเปน 

11'rε  22'rε  23'rε  33'rε  
4.428 4.497 0.097 4.5657 

 
ซ่ึงการนําไปใช  ตองใชแทนในสมการทีส่อดคลองกับระบบแกนใหม x’y’z’ คือสมการที่ 

(2.4) และ (2.5) 
                                                        { } [ ]{ } [ ] { }''''' EeSCT TE −=                                                (2.4) 
                                                         { } [ ]{ } [ ]{ }''''' ESeD Sε+=                                                  (2.5) 
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ซ่ึงคาคงที่และตัวแปรเหลานีส้ามารถนําไปใชกับควอตซแบบ AT-cut ไดโดยตรงในการ
คํานวณ  

ตอไปในการคาํนวณ เราจะตัง้แกน y ใหตั้งฉากกับระนาบแบบ AT-cut และระนาบ zx เปน
ระนาบเดยีวกบั ระนาบ AT-cut ซ่ึงสามารถละทิ้งสัญลักษณ  มาใชสัญลักษณธรรมดา ',',' zyx

zyx ,,  ได เพราะเราตั้งระบบแกนตรงกับคาคงที่เพียโซอิเล็กทริกที่ใชในการคํานวณแลว 

2.2 สมการเชิงอนุพันธของวสัดุเพียโซอิเล็กทริก[9] 

 สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม(Newton’s law) ใน 3 มิติ คอืสมการที่ (2.6) 

               2

2

t
uT

∂
∂

=⋅∇ ρ                                                           (2.6) 

โดยที ่        
ρ   คือ ความหนาแนนของควอตซ มีคา 2648 [kg/m3] 
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 เมื่อคิดเปนผลตอบสนองเชิงความถี่(frequency response) จะเปลี่ยนตวัแปรทุกตวัเปนเฟส

เซอร (ตัดเทอมของเวลา )cos( tω ทิ้ง)  และเปลี่ยน 
t∂
∂  เปน ωi  ตามสมการที่ (2.7),(2.8),(2.9) 

                                                   x
xzxyx U
z

T
y

T
x
T 2ρω−=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂                                            (2.7)      

                                                   y
yzyxy U
z

T
y
T

x
T 2ρω−=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
                                           (2.8) 

                                                   z
zyzxz U

z
T

y
T

x
T 2ρω−=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂                                             (2.9) 

โดยที ่        
ω   [rad/s] คือความถี่เชิงมุม 

zyx TTT ,,  [Npeak/m2] คือเฟสเซอรของความเคนตั้งฉากในแนว x , y , z ตามลําดับ 

xzyzxy TTT ,,  [Npeak/m2] คือเฟสเซอรของความเคนเฉือนในแนว xy , yz , xz ตามลําดับ 
  [m peak] คือ เฟสเซอรของการเคลื่อนตัวในแนว x , y , z ตามลําดับ zyx UUU ,,

 สมการเชิงอนุรักษประจ(ุGuass’s law)ใน 3 มิติ เมื่อความหนาแนนประจุ ( vρ ) เปน 0 คือ
สมการที่ (2.10) 
                                                                0==⋅∇ vD ρ                                                         (2.10) 
 เมื่อกระจายแลวจะไดสมการที่ (2.11) 

                                                   0==
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

v
zyx

z
D

y
D

x
D

ρ                                              (2.11) 

โดยที ่
  [Cpeak/mzyx DDD ,, 2] คือ เฟสเซอรของการกระจดัทางไฟฟาในแนว x , y , z ตามลําดับ 
 ความสัมพันธระหวางความเครียดและการเคลื่อนตัวคือสมการที่ (2.12),(2.13) 

                                               
z

US
y

U
S

x
U

S z
z

y
y

x
x ∂

∂
=

∂

∂
=

∂
∂

= ,,                                         (2.12) 

                 )(
2
1),(

2
1),(

2
1

x
U

z
U

S
y

U
z

U
S

x
U

y
U

S zx
xz

zy
yz

yx
xy ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

+
∂

∂
=

∂

∂
+

∂
∂

=         (2.13) 

โดยที่  

zyx SSS ,,   [-] คือเฟสเซอรของความเครียดตั้งฉากในแนว x , y , z ตามลําดับ 

xzyzxy SSS ,,  [-] คือเฟสเซอรของความเครียดเฉือนในแนว xy , yz , xz ตามลําดับ 
 ความสัมพันธระหวางสนามไฟฟาและศักยไฟฟาคือสมการที่ (2.14) 

                                              
z

E
y

E
x

E zyx ∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
φφφ ,,                                        (2.14) 
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โดยที ่

zyx EEE ,,  [Vpeak/m] คือเฟสเซอรของสนามไฟฟาในแนว x , y , z ตามลําดับ 
φ  [Vpeak] คือเฟสเซอรของแรงดันไฟฟา 
เมื่อแทนสมการ (2.4),(2.5),(2.12),(2.13),(2.14) ลงในสมการที่ (2.7),(2.8),(2.9),(2.11) จะ

ไดสมการเชิงอนุพันธ 4 สมการ ในรูปของ 4 ตัวแปรเทานั้นคือ φ,,, zyx UUU  
 
2.3 แบบจําลองที่ใชในการจําลอง QCM 

จําลองตัวควอตซโดยใชโหมดเพียโซอิเล็กทริก ระนาบความเคน (piezo plane stress) จาก
ตัวคริสตัลออสซิลเลเตอรที่เปนแผนวงกลมรัศมี 4 mm และมีรัศมีอิเล็กโทรด r  ใน 3 มิติ ใหเหลือ
เปนรูปสี่เหล่ียมผืนผากวาง 8 mm หนา d และมีอิเล็กโทรดกวาง 2r ใน 2 มิติ และชั้นมวล (mass) 
จําลองโดยใชโหมดระนาบความเคน (plane stress) จากรูปทรง 3 มิติ ใหเปนหนาตดั 2 มิติ ดังแสดง
ในรปูที่ 2.3 และ 2.4  

 

Quartz แบบ AT-cut 

mass 

รูปที่ 2.3 การจําลอง QCM ใน 3 มิติใหเหลือเปน 2 มิต ิ
 

ระบบสมการทางวัสดุของเพียโซอิเล็กทริกใน 3 มิติ ของควอตซแบบ AT-cutในสมการที่ 
2.4 และ 2.5 สามารถรวมกันแลวแสดงเปนรูปแบบเมตริกซไดดังสมการที่ (2.15) 

           (2.15) 
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ซ่ึงสามารถจําลองเปน 2 มิติในรูปแบบเพียโซอิเล็กทริกระนาบความเคน (piezo plane 
stress) ไดโดยให  เปน 0 และตัดแถวกบัหลักที่ 4,5,9 ในสมการที่ 
2.15 ทิ้งไป จะไดเปนสมการที่ (2.16)  

zxzyzzxzyzz ESSDTTT ,,,,,,

                                              (2.16) 
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สมการ (2.16) นี้มีแถวทีจ่ําเปนตองนํามาแกสมการรวมกับสมการเชิงอนุพันธ ก็คือแถวที่ 
1,2,4,5,6 คือยกเวนแถวที่ 3 ที่ไวหาคา  เทานั้น zS

สมการเชิงอนุพันธที่ไวใชแกปญหาเพยีโซอิเล็กทริกใน 2 มิติ คือสมการที่ (2.17) ถึงสมการ
ที่ (2.21) ( ρ [kg/m3] ในซับโดเมนของควอตซคือ คาความหนาแนนของควอตซ) 

                                                         x
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∂                                                 (2.17) 
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y

E
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E yx ∂
∂

−=
∂
∂

−=
φφ ,                                                  (2.21) 

 โดยสุดทายเมือ่แทนสมการที่ (2.16),(2.20),(2.21)  ลงในสมการที่ (2.17),(2.18),(2.19) จะ
เปนสมการเชงิอนุพันธ 3 สมการในรูปของตัวแปร 3 ตัวแปรคือ φ,, yx UU  เทานัน้ โดยใน
โปรแกรม COMSOL จะใหเปนตัวแปร u,v,V ตามลําดับ 
 สวนชั้นมวลจะจําลองเปนหนาตัด 2 มิติโดยใชโหมดระนาบความเคน (plane stress) ซ่ึงมี
สมการความสัมพันธทางวัสดุคือสมการที่ (2.22) [12] 
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โดยที่  
 E  [N/m2] คือคายังสโมดูลัสของชั้นมวล (Young’s modulus) 
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 ν  [-] คืออัตราสวนปวสซงของชั้นมวล (Poisson’s ratio) 
 สมการเชิงอนุพันธที่ไวใชแกปญหาของแข็งใน 2 มิติคือ สมการที่ (2.17),(2.18) และ (2.20) 
[12] โดยคา ρ  [kg/m3] ในซับโดเมนของมวล  คือคาความหนาแนนของชั้นมวล 
 สุดทายเมื่อแทนสมการที่ (2.20),(2.22) ลงในสมการที่ (2.17),(2.18) จะไดสมการเชิง
อนุพันธ 2 สมการของตัวแปร 2 ตัวแปร คอื โดยในโปรแกรม COMSOL จะใหเปนตัวแปร 
u,v ตามลําดับ 

yx UU ,

  
 2.3.1 แบบจําลองของ QCM ในโปรแกรม COMSOL 
 รูปแบบจําลอง QCM ใน 2 มิติแสดงดังรูปที่ 2.4  ตัวควอตซแบบ AT-cut เปนแผนสี่เหล่ียม
กวาง 8 mm หนา d (ซับโดเมน 1,2,4) และมีระยะอิเล็กโทรดหรือระยะการปอนแรงดันไฟฟาเทากบั 
2r (ซับโดเมน 2) และมีช้ันมวลเกาะอยูบนผิวควอตซ (ซับโดเมน 3) 

 

2r  

d 

8 mm 

x 

y 

รูปที่ 2.4 แบบจําลองของ QCM ใน 2 มิต ิ
 
 ตัวควอตซ (ซับโดเมน 1,2,4) อยูในโหมดเพียโซอิเล็กทริกระนาบความเคน(piezo plane 
stress)โดยตวัแปรอิสระในโหมดนี้คือ เฟสเซอรของการเคลื่อนตัวในแกน x,y และศักยไฟฟา คอื 
u,v,V ตามลําดับ ใสคาคงที่วัสดุทางเพยีโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ AT-cut ตามรูปที่ 2.5 และ 2.6 
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โดยคา Elastic-constants ของเมตริกซ ijc [ ]EC  แทนดวย qij ic ωη+  [9] เมื่อ qη  คือคาความหนืด
ของควอตซแบบ AT-cut มีคาเทากับ 3.05×10-4 N/m2.s โดยใสเพื่อใหแบบจําลองใกลสภาพจริงมาก
ขึ้น และความหนาทางแกน z ของแผนควอตซกําหนดใหเปน 8 mm  

 

 
รูปที่  2.5 การใสคาวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ AT-cut ในโปรแกรม COMSOL 

 

 

 

 

รูปที่  2.6  เมตริกซคาคงที่ทางวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ AT-cut                                     
โดยตัวแปร omega_pps คือคาความถี่เชิงมุม ω  
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ช้ันมวล (ซับโดเมน 3) ในโหมดระนาบความเคน(plane stress) มีตัวแปรอิสระในโหมดนี้

คือ เฟสเซอรของการเคลื่อนตัวในแกน x,y คือ u,v ตามลําดับ ใสคาคงที่วัสดุของวัสดุที่เปนลักษณะ

ของแข็งแบบ isotropic ตามรูปที่ 2.7 โดยใสคา Young’s modulus E , poisson’s ratio ν ,ความ

หนาแนน ρโดยใหคาความหนาทางแกน z ของชั้นมวลเปน 8 mm 

 

 
รูปที่  2.7 การใสคาวัสดุที่ช้ันมวล 

 
 การกําหนดเงือ่นไขขอบเขตจะใชการกําหนดหมายเลขขอบเขตตามรูปที่ 2.8 และกาํหนด
เงื่อนไขขอบเขตตามรูปที่ 2.9 

เงื่อนไขทางกล: ขอบซาย(1)และขอบขวา(15) Fixed , ขอบอื่นๆ (2,3,5,6,7,9,10,11,13,14) 
ปลอย Free , ขอบที่เชื่อมระหวางควอตซและช้ันมวล (8) เปนการตอเนือ่งของการเคลื่อนตัว u,v 

เงื่อนไขทางไฟฟา: ขอบลาง(5) ground , ขอบบน(6,8,11) V0 = 0φ  [Vpeak] , ขอบอื่นๆ 
(1,2,3,13,14,15) zerocharge/symmetry  
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x 

y 

รูปที่ 2.8 การกําหนดหมายเลขขอบเขตของ QCM 
 

 
รูปที่ 2.9 การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตของ QCM 

 
 การกําหนดตัวแปรความถี่ที่ทําการแปรคา กําหนดใหเปนตัวแปร freq ซ่ึงกําหนดใหเปนคา
เดียวกันทั้งในโหมดเพยีโซอิเล็กทริกระนาบความเคน (piezo plane stress : freq_pps) ของแผน
ควอตซแบบ AT-cut และโหมดระนาบความเคน (plane stress : freq_ps) ของชั้นมวลดังแสดงในรูป
ที่ 2.10 
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รูปที่ 2.10 การกําหนดตัวแปรความถี่ freq ใหเปนตวัเดียวกัน 

ทั้งในโหมด piezo plane stress(pps) และในโหมด plane stress(ps) 
 

 ใชเอลิเมนตทัง้หมดเปนแบบ lagrange-quadratic แลวใชการแกปญหาเปนแบบ frequency 
response (parametric solver) คือหาผลตอบสนองเชิงความถี่ในแตละตวัแปร freq ที่แปรคาไป รูปที่ 
2.11 เปนตัวอยางการใช parametric solver โดยแปรคาตัวแปรความถีจ่ํานวน 11 คา ตั้งแต freq = 
9938395 ถึง freq = 9938405 โดยแปรคาหางกันตัวละ 1 Hz 
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รูปที่ 2.11 การแกปญหาผลตอบสนองเชิงความถี่ (frequency response) โดยใช parametric solver 

หาผลตอบในแตละความถี่ freq 
 

2.4 การหาความถี่เรโซแนนซ  
หาความถี่เรโซแนนซจากความถี่แรกที่ทําใหเกดิคาขนาดของแอดมิตแตนซสูงสุด ซ่ึงแอด

มิตแตนซหาไดจากสมการที ่(2.23) 

                                                                 
)(
)()(

ω
ωω

V
IY =                                                          (2.23) 

โดยที ่
  )(ωY  [S] คือแอดมิตแตนซ 
 )(ωI  [Apeak] คือเฟสเซอรของกระแสไฟฟา 
 )(ωV  [Vpeak] คือเฟสเซอรของแรงดันไฟฟา 
 ω  [rad/s] คือความถี่เชิงมุม 

ในแบบจําลองใชขนาดของแรงดันไฟฟาคงที่เปน )(ωV = 0φ  [Vpeak] ดังนั้นแอดมิตแตนซ
มีคาตามสมการที่ (2.24) 
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0

)()(
φ
ωω IY =                                                          

(2.24) 
 ซ่ึงคาของกระแสไฟฟา )(ωI  หาไดจากการอินทิเกรตกระแสไฟฟาเชงิผิวท่ัวทั้งพืน้ผิว
อิเล็กโทรด ตามสมการที่ (2.25) 

                                                               (2.25) ∫∫ ⋅−=−=
L

n
S

n widthdlJdsJI ))(()()( ωωω

โดยที ่
  )(ωnJ  [Apeak/m2] คือเฟสเซอรของกระแสไฟฟาเชิงผิวท่ีตั้งฉากไปทางดานนอกกับผิว
อิเล็กโทรด 
  [mS 2] คือพื้นผิวอิเล็กโทรด 
 L  [m]  คือเสนแนวอิเล็กโทรด 
  [m] คือความหนาของควอตซในแนวแกน z (กําหนดใหเปน 8 mm) width

 จากทฤษฎีของ Maxwell  จะไดความสัมพันธระหวางกระแสเชิงผิวกับการกระจัดทาง
ไฟฟาเปนไปตามสมการที่ (2.26) 

                                                                    
t
DJ
∂
∂

−=                                                              (2.26) 

โดยที ่
 [A/mJ 2] คือกระแสไฟฟาเชิงผิว 
  [C/mD 2] คือการกระจัดทางไฟฟา 
 เมื่อคิดเปนผลตอบสนองเชิงความถี่จะไดความสัมพันธตามสมการที่ (2.27) 
                                                           )()( ωωω nn DiJ −=                                                     (2.27) 
โดยที ่
 )(ωnD  [Cpeak/m2] คือเฟสเซอรของการกระจดัทางไฟฟาที่ตั้งฉากไปทางดานนอกกับผิว
อิเล็กโทรด 
 
 2.4.1 การหาความถี่เรโซแนนซในโปรแกรม COMSOL 
 ทําการอินทิเกรตกระแสไฟฟาเชิงผิวท่ีตั้งฉากกับอิเล็กโทรดดานบนในทิศพุงเขา )(ωnJ−  
ตามสมการ (2.25) ที่บริเวณผิวอิเล็กโทรดดานบน ซ่ึงตวัแปร )(ωnJ  ในโปรแกรม COMSOL คือ 
nJ_pps ดังแสดงในรูปที ่ 2.12 การอินทิเกรตจะเปนผลรวมกระแสไฟฟาเชิงผิวตามเสนขอบที่
กําหนดใหเปนอิเล็กโทรด (ขอบ 6,8,11) แตเนื่องจากในแบบจําลองกําหนดใหความหนาของแผน
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ควอตซเปน 8 mm ดังนัน้การอินทิเกรตตามเสนขอบนี้เมื่อคูณดวยคา  = 0.008 m จึง
กลายเปนการอินทิเกรตเชิงพื้นที ่

width

 
I  

 
รูปที่ 2.12 การอินทิเกรตกระแสไฟฟาเชิงผิวที่บริเวณอิเล็กโทรดบนทั้งหมด 

 
เมื่ออินทิเกรตแลวคากระแสไฟฟาในแตละความถี่ )(ωI จะเก็บไวในตัวแปร I ใน

โปรแกรม COMSOL ซ่ึงจะถือวา abs(I)  คือ ขนาดของกระแสไฟฟาหรือขนาดของแอดมิตแตนซ
คูณดวย 0φ นั่นเอง  ( )()( 0 ωφω YI = ) ในแบบจําลองที่ไมไดทําการแปรคาศักยไฟฟาจะใหคา 

10 =φ  Vpeak 
จากนั้นจะทําการหาความถี่เรโซแนนซโดยการแปรคา freq  ในโปรแกรม COMSOL ที่ทํา

ใหไดคาแอดมติแตนซสูงสุดหรือ abs(I) สูงสุดนั่นเอง โดยใชความละเอียดในการแปรคาตัวแปร 
freq ถึง 1 Hz ดังแสดงในรูปที่ 2.13 และ 2.14 
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คาความถี่เรโซแนนซ 

รูปที่ 2.13 กราฟขนาดของกระแสไฟฟา abs(I) ในแตละความถี่ freq  
พรอมทั้งการหาความถี่ freq ที่ทําใหเกิดคา abs(I) สูงสุด 
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max 

รูปที่ 2.14 การหาคาความถี่ freq (9938476.0) ที่ทําใหเกิดคา abs(I) สูงสุด (5.2757263) 
 

 



 
บทที่  3 

 
กรณีศึกษาเปรียบเทียบ 

 

 หลังจากที่ไดมกีารศึกษาทฤษฎีและสมการเบื้องตนทางเพยีโซอิเล็กทริกที่เกี่ยวเนื่องกบัการ
ส่ันของควอตซไปแลว เพื่อตรวจสอบความถูกตองแมนยําของโปรแกรม COMSOL และ
แบบจําลองที่สรางขึ้น  จึงทําการวิเคราะหปญหาเปรียบเทียบกับตวัอยางที่มีการวจิัยมาในอดีต ใน
หัวขอตางๆตอไปนี ้

1. ทดสอบโปรแกรม COMSOL กับปญหาเพยีโซอิเล็กทริกทั่วไปที่มีผลเฉลยแมนตรง   
2. การวิเคราะหความถี่เรโซแนนซของแผนควอตซ AT-cut เมื่อเปล่ียนความหนาดวย

โปรแกรม COMSOL เทียบกับผลเฉลยแมนตรงของความถี่เรโซแนนซเมื่อเปลี่ยน
ความหนาใน 1 มิติ  

3. การวิเคราะหโหมดการสั่นของควอตซแบบ AT-cut ในโปรแกรม COMSOLวาเปน
แบบ thickness shear mode   

4. การวิเคราะหการสั่นของควอตซแบบ AT-cut ที่ความถี่ฮารโมนิกคี่ในโปรแกรม 
COMSOL วาเปนการสั่นแบบครึ่งคลื่น  

5. การจําลองควอตซแบบ AT-cut ในการทําหนาที่เปนเซ็นเซอรตรวจวดัมวลที่มีลักษณะ
ยูนิฟอรม หรือเรียกวา QCM ที่ใชตรวจวัดมวลแบบยนูิฟอรม วามลัีกษณะตรงตาม
สมการของ Sauerbrey หรือไม 

การคํานวณใชคอมพิวเตอร CPU 1.5 GHz หนวยความจาํ 2 GB 

3.1 ทรงกระบอกเพียโซอิเล็กทริกเซรามิกท่ีถูกกระทําโดยโหลดคงที ่

 ในหวัขอนี้จะวิเคราะหโครงสรางทรงกระบอกเพียโซอิเล็กทริกเซรามิกสมมาตรรอบแกน z 

ดังรูปที่ 3.1 ที่ถูกปอนดวยไฟฟากระแสสลับขนาด 0φ  = 1 Vpeak ที่ความถี่ 1 MHz  ในแนวแกน z 

และถูกกําหนดดวยเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวของทรงกระบอก คือ มีการเคลื่อนตัวขนาด = ±0.1 

nmpeak ที่ผิวบนและผิวลางของทรงกระบอกในทิศแกน z และ มีการเคลื่อนตัวขนาด = 0.1 

nmpeak ที่ผิวขางของทรงกระบอกในแนวรัศมี r  โดยรัศมีของทรงกระบอก = 5 mm และความ

สูงของทรงกระบอก 

0U±

0W

a

L  = 10 mm จากนัน้จะนําผลที่คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL มา
เปรียบเทียบกบัผลเฉลยแมนตรงของ D. D. Ebenzer และ R. Ramesh [13] 
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z 

x 
y 

รูปที่ 3.1 โมเดลของทรงกระบอกเพียโซอิเล็กทริกเซรามิก 

3.1.1 คาคงที่ทางวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของเซรามิกทรงกระบอก 
คาทางวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของเซรามิกนี้มีคาดังตารางที่ 3.1 ซ่ึงมีความสมมาตรรอบแกน 

z  หรือสามารถเขียนเปนเมตริกซไดตามรูปที่ 3.2 

 

ตารางที่ 3.1 คาคงที่ทางวัสดเุพียโซอิเล็กทริกของเซรามิกทรงกระบอก 

Density                              ρ  7500                                        kg/m3

Relative permittivity          022011 // εεεε SS = 730 

                                           033 / εε S 635 

elasticity                             EE cc 2211 = 13.9×1010                                N/m2

                                           EE cc 2112 = 7.78×1010                                N/m2

                                           EEEE cccc 32312313 === 7.43×1010                                N/m2

                                           Ec33 11.5×1010                                N/m2

                                           EE cc 5544 = 2.56×1010                                N/m2

                                          )(
2
1

121166
EEE ccc −=  3.06×1010                                N/m2

Coupling coefficient                                            31e  -5.2                                         C/m2

                                           33e 15.1                                        C/m2

                                           15e 12.7                                        C/m2

คาอ่ืนๆนอกจากที่กลาวมาขางตน 0 
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รูปที่ 3.2 เมตริกซคาคงที่ทางวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของเซรามิกทรงกระบอก 

3.1.2 ผลเฉลยแมนตรงของ D. D. Ebenezer และ R. Ramesh[13] 
ผลเฉลยแมนตรงที่จะนํามาเปรียบเทียบในที่นี้คือ การเคลื่อนตัวในแนวแกน z (U ) , การ

เคล่ือนตัวในแนวรัศมี r (W ) , ศักยไฟฟา (φ ) , การกระจัดทางไฟฟาในแนวแกน z ( ) ซ่ึงแสดง
ไวดังสมการที ่ (3.1) ถึง (3.4) โดยละเทอมของเวลาทิ้งไป (คิดเฉพาะเฟสเซอรโดยตัด 

zD

)cos( tω  
ออก) 

                                                               )sin( zKAU z=                                                          (3.1)  

                                                               )(1 rKBJW r=                                                           (3.2) 

                                                   EDzzK
e

A zS ++= )sin(
33

33

ε
φ                                              (3.3) 

                                                                                                (3.4) S
rrz DrKJKBeD 33031 )( ε−=

เมื่อ  

7.1379
104.5622/1.15105.11

7500102
/ 12210

6

33
2
3333

=
×+×

=
+

= −π
ε

ρω SEz ec
K  

 5.1459
109.13

7500102 10
6

11

=
×

== πρω Er c
K  

 100 10733.1
)2/sin(

−×==
LK

U
A

z
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 9

1

0 102214.1
)(

−×==
aKJ

W
B

r

 

 2864.46
2

0
33

330 =−= U
L

e
L

D Sε
φ  

 5.0
2
0 ==

φ
E  

3.1.3 แบบจําลองในโปรแกรม COMSOL 
ใชโหมดในการจําลองแบบเพียโซอิเล็กทริกสมมาตรรอบแกนกลาง (Piezo Axial 

Symmetry) คือตัดทรงกระบอกซึ่งเปนรูปทรง 3 มิติที่สมมาตรรอบแกน z เหลือเปนหนาตดัระนาบ
ส่ีเหล่ียมผืนผา 2 มิติที่กวางเทากับรัศมี = 5 mm และสูงเทากับทรงกระบอก a L = 10 mm ดังรูปที ่
3.3 ใชการคํานวณแบบผลตอบสนองเชิงความถี่ frequency response (parmetric solver) ที่ความถี่ 1 
MHz ซ่ึงมีเงื่อนไขขอบเขตดงัตอไปนี ้

เงื่อนไขทางกล: ขอบซาย(1) plane symmetry , ขอบลาง(2) Rz = 0U− = -0.1 nm , ขอบบน
(3) Rz =  = 0.1 nm , ขอบขวา(4) Rr =  = 0.1 nm 0U 0W

เงื่อนไขทางไฟฟา: ขอบซาย(1) axial symmetry , ขอบลาง(2) ground , ขอบบน(3) Vo 
= 0φ =1 , ขอบขวา(4) zerocharge/symmetry 

 

แกนสมมาตร 

r 

z 
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รูปที่ 3.3 ทรงกระบอกที่ถูกจําลองเปนสี่เหล่ียมผืนผาในโปรแกรม COMSOL 

 ใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา(map mesh) 
แนวนอน×แนวตั้ง = 50×100 = 5000 เอลิเมนต รูปที่ 3.2 แสดงเมตริกซคาคงที่ทางวัสดุเพยีโซอิ
เล็กทริกของเซรามิกทรงกระบอก ที่ใสไวในสับโดเมน 

3.1.4 ผลการคาํนวณที่ไดจากโปรแกรม COMSOL 

รูปที่ 3.4 ถึง 3.7 แสดงผลการคํานวณ คาการเคลื่อนตัวในแนวแกน z  , คาการเคลื่อนตัวใน
แนวรัศมี r , คาศักยไฟฟา และคาการกระจัดทางไฟฟาในแนวแกน z ตามลําดับ โดยใชโปรแกรม 
COMSOL เปรียบเทียบกับผลที่ไดจากสมการของ Ebenezer-Ramesh 

รูปที่ 3.4 ผลเฉลยแมนตรงเทยีบกับโปรแกรม COMSOL ของการเคลื่อนตัวในแนวแกน z 
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รูปที่ 3.5 ผลเฉลยแมนตรงเทยีบกับโปรแกรม COMSOL ของการเคลื่อนตัวในแนวรศัมี r 

รูปที่ 3.6 ผลเฉลยแมนตรงเทยีบกับโปรแกรม COMSOL ของศักยไฟฟา 
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รูปที่ 3.7 ผลเฉลยแมนตรงเทยีบกับโปรแกรม COMSOL ของการกระจดัทางไฟฟาในแนวแกน z 

  

 จากรูปที่ 3.4 ถึง 3.7 พบวาโปรแกรม COMSOL มีความแมนยําในการคํานวณคาทางเพีย
โซอิเล็กทริกใกลเคียงกับการวิเคราะห 

3.2 ผลของความหนาที่มีตอความถี่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut 

 ในหวัขอนี้ไดทําการหาผลเฉลยแมนตรงของความที่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut 
ซ่ึงเปนการคํานวณใน 1 มิติโดยข้ึนกับความหนาของควอตซ ( ) และคุณสมบัตทิางวัสดุของ

ควอตซ เปรียบเทียบกับผลการคํานวณความถี่เรโซแนนซที่ไดจากโปรแกรม COMSOL ซ่ึงเปนการ
คํานวณ ใน 2 มิติ 

d

3.2.1 ผลเฉลยแมนตรงของความถี่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut ใน 1 มิต ิ
เมื่อพิจารณาคาทางวัสดุของแผนควอตซแบบ AT-cut จะพบวาการเคลื่อนตัวที่เกิดจากการ

ปอนไฟฟากระแสสลับในแนวความหนาของควอตซ (แกน y) จะเปนลักษณะคลืน่เฉือน (shear 
wave) ที่เคล่ือนที่ไปในแนวแกน y แตอนภุาคจะมกีารสั่นในแนวตั้งฉากกัน (แกน x) ดังรูปที่ 3.8 
และเมื่อพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตที่ปลอยใหผิวของควอตซทั้งบนและลางเปนอิสระดวยแลว ที่
ความถี่เรโซแนนซ การเคลือ่นตัวของคลื่นจะมีคาสูงสุดที่ผิวบนและผิวลางของควอตซ ทําใหคล่ืน

เคล่ือนที่ผานตัวกลางควอตซเปนระยะครึ่งลูกคลื่นเทานัน้ ( ,...5,3,1,
2

=nnλ ) ดังนัน้ที่ความถี่เร

โซแนนซแรกของคลื่นเฉือนนี้จึงเคลื่อนที่ผานควอตซเปนระยะครึ่งลูกคลื่น (
2
λ ) 
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Txy y I Vx 

2
λ

=d  

x 
Ux(y) 

AT-Quartz V 

รูปที่ 3.8 การเคลื่อนที่แบบเฉือนในแนวความหนา (thickness shear mode) ของควอตซ AT-cut 

ดังที่กลาวไวแลววาการสั่นของควอตซจะขึน้กับคาคงที่ทางเพียโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ 
AT-cut และทิศทางการปอนไฟฟากระแสสลับ จึงสามารถประมาณสมการทางเพียโซอิเล็กทริก
เหลือเพียง 1 มิติในแนวความหนา (แกน y) และเหลือเพยีงความเคน (stress) ความเครียด(strain)ใน
แนวเฉือน (shear) บนระนาบ xy ซ่ึงเกิดจากการเคลื่อนตัวในแนว x ( ) ที่ระยะในแนวแกน y 
ตางๆเทานั้น สมการเพียโซอิเล็กทริกที่เหลือใน 1 มิติจงึสามารถลดรูปจากสมการที ่ (2.15)ไดเปน
สมการที่ (3.5) และ (3.6) 

xu

                                                                                                           (3.5) yxy
E

xy EeScT 2666 )2( −=

                                                                                                          (3.6) y
S

xyy ESeD 2226 )2( ε+=

โดยที ่
 [N/mxyT 2 ] คือความเคนเฉือน (shear stress) ในระนาบ xy 
  [-] คือความเครียดเฉือน (shear strain) ในระนาบ xy xyS

  [C/myD 2] คือการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) ในแนว y 
  [V/m] คือสนามไฟฟา (electric field) ในแนว y yE

  = 29.01×10Ec66
9 N/m2

  = -0.0949 C/m26e 2 

  = 39.817×10S
22ε -12 F/m 

 เมื่อพิจารณาสมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม (newton’s law) ในแนวแกน x สมการที่(2.7) ถึง 
(2.9) จะลดรูปเปนสมการที่ (3.7) 

                                                                 2

2

t
u

y
T xxy

∂
∂

=
∂

∂
ρ                                                        (3.7) 

โดยที ่
  คือการเคลื่อนตัว (displacement) ในแนวแกน x xu

 ρ  คือความหนาแนนของควอตซ (density) มีคา 2648 kg/m3

 เชนเดยีวกันเมือ่พิจารณาสมการเชิงอนุรักษประจุ (guass’s law) ขณะที่ไมมีประจุอยูภายใน
ควอตซ สมการที่ (2.11) จะลดรูปเปนสมการที่ (3.8)  
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                                                                       0=
∂

∂

y
Dy                                                              (3.8) 

 เมื่อนําสมการที่ (3.5) แทนลงในสมการที่ (3.7) จะไดสมการที่ (3.9) 

                                                  2

2

2666

)2(
t
u

y
E

e
y
S

c xyxyE

∂
∂

=
∂

∂
−

∂

∂
ρ                                          (3.9) 

 เมื่อนําสมการที่ (3.6) แทนลงในสมการที่ (3.8) จะไดสมการที่ (3.10) 

                                                     0
)2(

2226 =
∂

∂
+

∂

∂

y
E

y
S

e ySxy ε                                               (3.10) 

เมื่อรวมสมการที่ (3.9) และ (3.10) เขาดวยกันโดยใชเทอม 
y

Ey

∂

∂
 เปนตัวรวมจะไดสมการ

ที่ (3.11) 

                                                   2

2

22

2
26

66

)2(
)(

t
u

y
Se

c xxy
S

E

∂
∂

=
∂

∂
+ ρ
ε

                                          (3.11) 

เนื่องจากความสัมพันธระหวางความเครียดเฉือนในระนาบ xy ( ) กับการเคลื่อนตัวใน
แนว x ( ) เมื่อละทิ้งการเคลื่อนตัวในแนว y ( ) สมการที่ (2.20) จะลดรูปเปนสมการที่ (3.12) 

xyS

xu yu

                                                                  
y
u

S x
xy ∂

∂
=

2
1                                                          (3.12) 

 แทนสมการที่ (3.12) ลงในสมการที่ (3.11) จะไดสมการคลื่น (wave equation) ดังสมการที่ 
(3.13) 

                                                    2

2

2

2

22

2
26

66 )(
t
u

y
ue

c xx
S

E

∂
∂

=
∂
∂

+ ρ
ε

                                              (3.13) 

 เนื่องจากสามารถพิจารณาในรูปผลตอบสนองเชิงความถี่ไดดังนั้นสมการที่ (3.13) สามารถ
เขียนไดเปนสมการที่ (3.14) [14] 

                                               )()()( 2
2

2

22

2
26

66 yUy
dy

Ude
c x

x
S

E ρω
ε

−=+                                    (3.14) 

โดยที ่
 ω  [rad/s]  คือความถี่เชิงมุม 
  [m]  คือเฟสเซอรของการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ,  )(yU x ),( tyux

 ซ่ึงผลเฉลยของสมการที่ (3.14) นี้จะอยูในรูปแบบสมการที่ (3.15) 
                                                  )sin()cos()( kyBkyAyU x +=                                           (3.15) 
โดยที ่

 SE ec
k

22
2
2666 /ε
ρω

+
=  เปนเลขคลื่น (wave number) 

  เปนคาคงที่ BA,
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 จากสมการที่ (3.16) 

                                       
v

k ω
=  โดย (m/s)  คือความเร็ว (velocity) คล่ืน                             (3.16) v

 จะไดวาความเร็วของคลื่นในตัวกลางควอตซแบบ AT-cut คือสมการที่ (3.17) 

                                                            
ρ

ε SE ec
v 22

2
2666 /+

=                                                    (3.17) 

 ความถี่เรโซแนนซ [Hz] จึงหาไดจากสมการที่ (3.18) sf

                                    
d

ec
d

vf
SE

s
3890855.1661/

2
1 22

2
2666 =

+
==

ρ
ε

λ
                          (3.18) 

โดยที ่
 [m] เปนความหนาของควอตซแบบ AT-cut d

 สวนผลเฉลยแมนตรงของการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ( ) และคาศักยไฟฟา (xu φ ) หาได

จากความสัมพนัธ 
y

Ey ∂
∂

−=
φ  และเงื่อนไขขอบเขต 0

0
==

== dyxyyxy TT  ซ่ึงแสดงความเปน

อิสระทั้งผิวบนและผิวลางของควอตซ 0),cos(
00 ==

== ydy
t φωφφ  ซ่ึงแสดงถึงการปอนไฟฟา

กระแสสลับระหวางผิวบนและผิวลางของควอตซ จะไมขอกลาวถึงในที่นี้ 

3.2.2 แบบจําลองของควอตซแบบ AT-cut ใน COMSOL แบบ 2 มิต ิ

ใชโหมดในการจําลองแบบเพียโซอิเล็กทริก ระนาบความเคน (piezo plane stress) ดังที่
กลาวไวในหัวขอที่ 2.3.1 จําลองตัวควอตซที่เปนแผนวงกลมรัศมี 4 mm และมีรัศมีอิเล็กโทรด 2.5 
mm ใน 3 มิต ิใหเหลือเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผากวาง 8 mm หนา d และมขีนาดอิเล็กโทรดกวาง 5 mm 

ใน 2 มิติ ดังรูปที่ 3.9 แลวจะทําการแปรคาความหนา (d) 4 คาคือ 83.4,139,166.8 และ 333.6 μm 
เพื่อดูความถี่เรโซแนนซที่ไดจากโปรแกรม COMSOL แลวนําไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง
ของความถี่เรโซแนนซของแบบจําลอง 1 มิติ ในสมการที่ (3.18) 
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รูปที่ 3.9 ควอตซใน 2 มิติซ่ึงถูกจําลองเปนสี่เหล่ียมผืนผา                                                              
โดยแกน y เปนแนวความหนา d ในโปรแกรม COMSOL 

5 mm 

d 

8 mm 

x 

y 

สวนเงื่อนไขขอบเขตจะเปนดังรูปที่ 3.10 โดยยดึหมายเลขขอบตามรูปที่ 3.9 

เงื่อนไขทางกล: ขอบซาย(1)และขอบขวา(10) Fixed , ขอบอื่นๆ (2,3,5,6,8,9) ปลอย Free 

เงื่อนไขทางไฟฟา: ขอบลาง(5) ground , ขอบบน(6) V0 = 1 [Vpeak] , ขอบอื่นๆ 
(1,2,3,8,9,10) zerocharge/symmetry  

 

รูปที่ 3.10 เงื่อนไขขอบเขตของควอตซแบบ AT-cut 
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 สวนที่ซับโดเมนไดใชคาคงที่ของวัสดุควอตซแบบ AT-cut ดังที่กลาวไวในบทที ่ 2 โดยใช
เอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา(map mesh) แนวนอน×
แนวตั้ง = 240×20 = 4800 เอลิเมนต ซ่ึงไดมีการทดสอบจํานวนเอลิเมนตที่พอเหมาะในการลูเขาสู
คําตอบดังตารางที่ 3.2 , 3.3 โดยคํานวณแบบผลตอบสนองเชิงความถี่(frequency respond) เรียกวา 
parametric solver โดยมีความถี่ freq เปนตวัแปรคา 

ตารางที่ 3.2 คา total-displacement [nm] ที่จุดกึ่งกลางที่ผิวควอตซ เมื่อ d = 166.8 μm                              
ที่ความถี่ freq = 9938000 Hz เมื่อใชเอลิเมนตแบบ map mesh ตางๆ กัน 

 8 12 16 20 24 28 32 
240 11.48 14.44 15.09 15.28 15.35 15.38 15.40 
288 11.53 14.51 15.18 15.37 15.44 N.A. N.A. 
336 11.55 14.54 15.21 15.40 15.43 N.A. N.A. 
384 11.56 14.56 15.22 15.42 N.A. N.A. N.A. 
432 11.56 14.56 15.23 N.A. N.A. N.A. N.A. 
480 11.56 14.56 15.23 N.A. N.A. N.A. N.A. 
528 11.56 14.56 15.23 N.A. N.A. N.A. N.A. 

แน
แนวนอน 

วตั้ง 

หมายเหต:ุ N.A. คือ Not Available ไมสามารถคํานวณไดเนื่องจากหนวยความจําไมเพยีงพอ 
 

ตารางที่ 3.3 คา total-displacement [nm] ที่จุดกึ่งกลางที่ผิวควอตซ เมื่อ d = 166.8 μm                              
ที่ความถี่ freq = 9938000 Hz เมื่อใชเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมตางๆ กนั 

จํานวนเอลิเมนตสามเหลี่ยม คา total-displacement (nm) 
148 0.02 
592 0.27 
2368 3.11 
9472 12.28 
13312 15.13 
25106 15.08 

  

จากตารางที่ 3.2 , 3.3 จะเหน็ไดวาในทายที่สุดเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมก็มีคาลูเขาสูคา
เดียวกันกับเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม แตเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมจะมคีวามเปนระเบียบมากกวาเอลิ
เมนตแบบสามเหลี่ยม จึงเลือกใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม และคาที่พอเหมาะเพือ่ไมใหใช

 



                                                                                                                  
                                                                                                              

 
35 

หนวยความจํามากเกินไป คาที่เลือกมาคือ แนวนอน×แนวตั้ง = 240×20 = 4800 เอลิเมนต ซ่ึงจะเห็น

วามีคาตางจากทางขวาของตารางเพียง ( %78.0100
40.15

28.1540.15
=×

− ) และมีคาตางจากขางลาง

ของตารางเพียง ( %91.0100
42.15

28.1542.15
=×

− )  ที่ความถี่ freq อ่ืนๆ ก็มีคาใกลเคียงเหมือนกับ

คาการเคลื่อนตัวนี้ และคาตวัแปรอื่นๆที่ไมใช total-displacement ก็มีคาใกลเคียงเชนกัน 
นอกจากนี้จากตารางที่ 3.2 และ 3.3 จะเปนไดวาการใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมจะใชจํานวน

เอลิเมนตที่นอยกวาแบบสามเหลี่ยม 
ความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL ใน 2 มิติเปรียบเทียบกับผลเฉลย

แมนตรงของความถี่เรโซแนนซใน 1 มิติเปนดังตารางที่ 3.4  
 

ตารางที่ 3.4 ความถี่เรโซแนนซที่ไดจากโปรแกรม COMSOL ใน 2 มิติ เปรียบเทียบกับ               
ความถี่เรโซแนนซที่ไดจากสมการที่ (3.18) ใน 1 มิติ ทีค่วามหนาของควอตซ d ตางๆ 

ความหนาของควอตซ 

d [μm] 

ความถี่เรโซแนนซ 
[Hz] จากโปรแกรม 
COMSOL ใน 2 มิติ 

ความถี่เรโซแนนซ 
[Hz] จากสมการที่ 

(3.18) ใน 1 มิติ 

ความคลาดเคลื่อนจาก
โมเดล 1 มิติ 

%100
1

12
×

−
f

ff  

83.4 19864268 19920732 -0.283% 
139 11923258 11952439 -0.244% 

166.8 9938476 9960366 -0.220% 
333.6 4979190 4980183 -0.020% 
 
แมวาความคลาดเคลื่อนเมื่อคิดเปนเปอรเซ็นตจากโมเดล 1 มิติจะมีเพียงเล็กนอย แตเมื่อ

พิจารณาโดยละเอียดแลวก็ตางกันถึงหลักหมื่น Hz เลยทีเดียว ซ่ึงความแตกตางขนาดนี้ถือวาสูงมาก
ในวงจรวัด ความแตกตางระหวางโมเดล 2 มิติและ 1 มิติที่เปนสาเหตุของความแตกตางนี้คาดวา
เนื่องมาจากการกําหนดใหโมเดล 2 มิติมีคล่ืนเคลื่อนที่ทั้งในแกน x และแกน y และควอตซมีขนาด
รูปรางที่จํากัดเพียง 8 mm อีกทั้งการปอนศกัยไฟฟาเพยีงบริเวณอิเล็กโทรดซึ่งในที่นี้เปนระยะ 5 mm 
และที่ขอบทั้ง 2 ขางยังมีการยึดไวอีก ในขณะที่โมเดล 1 มิติคล่ืนจะเคลื่อนที่ไปในแกน y เพียงทศิ
เดียวและขนาดของควอตซในแกน x จะไมจํากัด อีกทั้งการปอนศักยไฟฟาจะกระจายทัว่ทั้งผิว
อิเล็กโทรด  
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3.3 การสั่นแบบเฉือนในแนวความหนา (Thickness Shear Mode)ของควอตซแบบAT-cut 
ดังที่ไดกลาวไวแลวในหัวขอที่ 3.2.1 วาจากคาคงที่ทางวัสดุของควอตซแบบ AT-cut และ

ลักษณะการปอนศักยไฟฟา จะทําใหการเคลื่อนที่ของควอตซเปนไปในลักษณะเฉือนเปนสวนใหญ  
คือการเคลื่อนที่สวนใหญจะมีมากในแนวแกน x และเปนลักษณะของคลื่นที่แพรไปในแนวแกน y  
หรือเรียกลักษณะการสั่นแบบนี้วา Thickness Shear Mode (TSM) [2,15]  

 
3.3.1 การสั่นท่ัวบริเวณแผนควอตซแบบ AT-cut 
ไดใชแบบจําลองของควอตซแบบ AT-cut ใน 2 มิติ ตามหวัขอที่ 3.2.2 เพื่อหาการเคลือ่นตัว

ทั่วทั้งแผนของควอตซ ทั้งการเคลื่อนตัวในแนวแกน x และการเคลื่อนตัวในแนวแกน y ขณะสั่นที่
ความถี่เรโซแนนซ ไดผลดังแสดงในรูปที่ 3.11 และ 3.12 ตามลําดับ เมื่อใชควอตซทีห่นา d = 166.8 

μm ซ่ึงจะเหน็ไดวาการเคลือ่นตัวในแนวแกน y  มีเพียง 8.48 nm สวนการเคลื่อนตวัในแนวแกน x  
มีคาสูงถึง 212.3 nm ซ่ึงรูปที่ 3.13 แสดงภาพการเคลื่อนตวัรวม คาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว y 
คิดเปน 4% ของคาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว x สวนที่ความหนา d คาอ่ืนอื่นๆ การเคลื่อนตัว
ในแนวแกน x  มีมากกวาการเคลื่อนตัวในแนวแกน y มากเชนเดยีวกัน   

 

x 

y 

รูปที่ 3.11 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x ของแผนควอตซแบบ AT-cut                                                 

เมื่อมีความหนา d=166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 
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x 

y 

 
รูปที่ 3.12 การเคลื่อนตัวในแนวแกน y ของแผนควอตซแบบ AT-cut                                                    

เมื่อมีความหนา d=166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 

 
รูปที่ 3.13 ทิศทางของการเคลื่อนตัวรวม ของแผนควอตซแบบ AT-cut                                                   

เมื่อมีความหนา d=166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 
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3.3.2 การสั่นท่ีผิวบนของควอตซแบบ AT-cut 
รูปที่ 3.14 แสดงการเคลื่อนตัวที่ผิวบนของควอตซในแนวแกน x และแกน y ขณะสั่นที่

ความถี่เรโซแนนซ เมื่อใชควอตซที่หนา d = 166.8 μm จากรูปจะเห็นไดวาการเคลื่อนตัวใน
แนวแกน x ที่ผิวเปนลักษณะเกาสเซียน (guassian)  คือมีการเคลื่อนตัวสูงสุดที่บริเวณกลาง
อิเล็กโทรดและมีการเคลื่อนตัวลดนอยลงที่บริเวณหางจากกึ่งกลางอิเล็กโทรดซึ่งเปนไปในทํานอง
เดียวกับการรายงานของKuntner และ Jakoby[16] จากรูปจะเห็นไดวาการเคลื่อนตัวในแนวแกน x 
นั้นสูงกวาการเคลื่อนตัวในแนวแกน y 

 

 

x-displacement 

y-displacement 

 แกน y =166.8 μm แกน x 

รูปที่ 3.14 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x และแกน y ที่ผิวบนของควอตซแบบ AT-cut                               

เมื่อความหนาของควอตซ d =  166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 
 
 3.3.3 การสั่นท่ีบริเวณก่ึงกลางของควอตซแบบ AT-cut (ตําแหนง x = 0) 

เมื่อพิจารณาเฉพาะการเคลือ่นตัวในแนวแกน x และแกน y ที่ตําแหนงกึ่งกลางของควอตซ 
(หรือที่ตําแหนง x = 0) ซ่ึงเปนคล่ืนที่แพรไปในแนวแกน y  ขณะสั่นที่ความถี่เรโซแนนซ แสดงใน

รูปที่ 3.15 เมื่อใชควอตซหนา d = 166.8 μm ซ่ึงจะเหน็ไดวาการเคลือ่นตัวในแนวแกน y  มีเพียง
เล็กนอย (มีคาสูงสุด 1.44×10-21 m) สวนการเคลื่อนตัวในแนวแกน x มีมาก คือมีคาสูงสุด 205.02 
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nm สวนที่ความหนา d คาอ่ืนๆ การเคลื่อนตัวในแนวแกน x  มีมากกวาการเคลื่อนตัวในแนวแกน y 
เชนเดยีวกัน  ผลที่ไดสอดคลองกับผลการวิเคราะหของ Martin และคณะ [17] และเปนลักษณะของ
คล่ืนเฉือนที่เคล่ือนที่ในแนวแกน x  และแพรไปในแกน y 

 

 

x-displacement 

d =   
166.8 

μm   แกน y 
y-displacement 

 แกน x = 0 m 

รูปที่ 3.15 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x และแกน y ที่ตําแหนงกึ่งกลางของควอตซแบบ AT-cut                               

เมื่อความหนาของควอตซ d =  166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 
 

3.4 ลักษณะของคลื่นเฉือนที่เกิดขึ้นที่ควอตซแบบ AT-cut ท่ีความถี่เรโซแนนซ 
 ที่ความถี่เรโซแนนซแรก ความถี่เรโซแนนซที่สอง และสาม จะเกดิคล่ืนเฉือนเคลื่อนที่ใน

แนวความหนาควอตซแบบ AT-cut เปนระยะ 
2

5,
2

3,
2

λλλ  ตามลําดับ โดยมีการเคลื่อนตัวสูงสุดที่

ผิว ดังที่ไดกลาวในหัวขอ 3.2.1 คาความถี่เรโซแนนซที่ 1,2,3 แสดงดงัตารางที่ 3.5 และกราฟของ
แอดมิตแตนซแสดงดังรูปที่ 3.16 จะเห็นวาความถี่เรโซแนนซที่ 2 และ 3 มีคาเปน 3 และ 5 เทาของ
ความถี่เรโซแนนซที่ 1 ตามลําดับ  
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ตารางที่ 3.5 คาความถี่เรโซแนนซที่ 1,2,3 พรอมทั้งแอดมิตแตนซที่ไดจากโปรแกรม COMSOL   

ใชควอตซหนา d = 333.6 μm   
เรโซแนนซที่ ฮารโมนิกที่ ความถี่เรโซแนนซ(Hz) แอดมิตแตนซสูงสุด (S) 

1 1 4979190 2.45 
2 3 14939432 0.30 
3 5 24906753 0.11 

 

 
รูปที่ 3.16 กราฟขนาดของแอดมิตแตนซเทียบกับความถี่ของควอตซแบบ AT-cut                                     

ที่ความหนาd=333.6 μm 
 
 คล่ืนเฉือนที่ปรากฏที่ความถี่เรโซแนนซที่ 1,2,3 (ฮารโมนิกที่ 1,3,5) จะเคลื่อนที่ผาน

ควอตซในแนวความหนา (แกน y) เปนระยะ 
2

5,
2

3,
2

λλλ  ตามที่ไดแสดงไวในรายงานของ Martin 

และคณะ [17] สามารถแสดงไดโดยโปรแกรม COMSOL โดยใชแบบจําลองของควอตซซ่ึงหนา 

d=333.6 μm แลวดูคาของการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่ตําแหนงกึ่งกลาง(แกน x = 0)ของควอตซ
แบบ AT-cut ดังแสดงในรูปที่ 3.17,3.18,3.19 ตามลําดับ 
 

 



                                                                                                                  
                                                                                                              

 
41 

 

d =   
333.6 

μm   

แกน y 

 แกน x = 0 m 

รูปที่ 3.17 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่ตําแหนงกึ่งกลางควอตซแบบ AT-cut                                    

ที่แพรไปในแนวความหนา (แกน y) เมื่อควอตซหนา d=333.6 μm ที่ความถี่ฮารโมนิกที่ 1 
คาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว x คือ 603.05 nm 

 

d =   
333.6 

μm   

แกน y 

 แกน x = 0 m 

รูปที่ 3.18 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่ตําแหนงกึ่งกลางควอตซแบบ AT-cut                                    

ที่แพรไปในแนวความหนา (แกน y) เมื่อควอตซหนา d=333.6 μm ที่ความถี่ฮารโมนิกที่ 3 
คาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว x คือ 10.041 nm 
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d =   
333.6 

μm   

แกน y 

 แกน x = 0 m 

รูปที่ 3.19 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่ตําแหนงกึ่งกลางควอตซแบบ AT-cut                                    

ที่แพรไปในแนวความหนา (แกน y) เมื่อควอตซหนา d=333.6 μm ที่ความถี่ฮารโมนิกที่ 5 
คาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว x คือ 0.53065 nm  

 
3.5 การเปรียบเทียบผลของชัน้มวลท่ีติดอยูบนผิวของ QCM กับทฤษฎีของ Sauerbrey 

ในหวัขอนี้จะกลาวถึง การเปรียบเทียบระหวางความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจาก
โปรแกรม COMSOL กับความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจากสมการของ Sauerbrey เมื่อมีมวลซึ่งใน
กรณีนี้คือทองมาเคลือบที่ผิวของ QCM อยางสม่ําเสมอตลอดบริเวณอิเล็กโทรด 
 

3.5.1 สมการของ Sauerbrey 
เมื่อมีมวลมาเกาะอยางสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งผิวอิเล็กโทรดของ QCM จะสงผลตอความถี่

ในการสั่นของ QCM โดยมีความสัมพันธระหวางการเปลีย่นแปลงมวลที่มาเกาะที่ผิวของ QCM กบั 
ความถี่เรโซแนนซ ตามสมการที่ (3.19) ที่พิสูจนโดย Sauerbrey   [2]                                

                                                          
qq

s A
mf

f
μρ
Δ

−=Δ
2

02                                              (3.19) 

โดยที ่
    คือ ความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลง [Hz] sfΔ

    คือ คาความถี่เรโซแนนซตั้งตน [Hz] 0f

  คือ มวลที่มายดึเกาะผวิของ QCM [kg]                                     mΔ
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 A     คือ พื้นที่ของอิเล็กโทรด [m2] 
 qρ    คือ ความหนาแนนของ QCM (2648 kg/m3) 
 qμ    คือ คาความเฉือนของ QCM (  = 29.23618×10SE ec 22

2
2666 / ε+ 9 kg/m.s²) 

 การเคลือบมวลที่ผิว QCM ในทีน่ี้ไดเลือกใชทองเปนวสัดุโดยมีความหนา L และเคลือบ
เฉพาะบริเวณอิเล็กโทรดเทานั้น ดังแสดงในรูปที่ 3.20 
 

 

L 

8 mm 

5 mm 

Quartz AT-cut 

Gold 

รูปที่ 3.20 การเคลือบทองที่ผิวบนของ QCM หนา L เฉพาะบริเวณอิเล็กโทรด 
 
 ดังนั้นมวลของทองที่อยูบนผิวของ QCM ( mΔ ) สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.20) 
                                                              LAVm gg ρρ =Δ=Δ                                                (3.20) 
เมื่อ  
 gρ  คือ ความหนาแนนของทอง (19300 kg/m3) 
 ดังนั้นสมการที่ (3.19) สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.21) 

                   Lf
Lf

A

LAf
f

qq

g
s

2
09

2
0

2
0 0.004387

 1029.236182648

1930022
−=

××

×
−=−=Δ

μρ

ρ
        (3.21) 

 การวิเคราะหดาน QCM ตองมีความเกีย่วของกับวงจรไฟฟาดังนั้นจึงมกีารเปลี่ยนแปลงการ
ส่ันทางกลเปนวงจรทางไฟฟาโดยสามารถแสดงวงจรสมมูลทางไฟฟาไดดังรูปที ่3.21 [17] 
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Rs CsLs

Cp

Cp

CsRs Ls Lload

Mass loading 

QCM 

QCM 

Mass 

รูปที่ 3.21 วงจรสมมูลของQCM กอนและหลังมีมวลมาเกาะที่ผิวอิเล็กโทรด 
 

โดยที ่ 
Cp คือ คาความจุไฟฟาของอเิล็กโทรดที่ประกบอยูที่ทั้ง 2 ดานของ QCM 
Rs คือ คาความตานทาน แทน การสูญเสียพลังงานของ QCM ในขณะสั่น                

  Ls คือ ตัวเหนีย่วนํา Cs คือ ตวัเก็บประจ ุ 
 Lload คือ ตัวเหนี่ยวนําทีเ่กิดจากมวลมาเกาะที่ผิวของ QCM 
 จะเห็นวาการใสมวลมาเกาะที่ผิวของ QCM ผลกระทบก็คือการเพิ่มตวัเหนี่ยวนํา Lload เขา
มาในวงจรดังนั้นกราฟของแอดมิตแตนซจะมีลักษณะและขนาดเทาเดมิ เพียงแตมกีารเลื่อน
ความถี่เรโซแนนซไปทางดานซาย (ลดความถี่เรโซแนนซลงดังแสดงในสมการที่ (3.22) ) ซ่ึงการ
เปลี่ยนลักษณะของกราฟแอดมิตแตนซของ QCM แสดงในรูปที่ 3.22 

                                   
ss

s
ss

s CLloadL
f

CL
f

)(2
1

2
1

+
≈⇒≈

ππ
                             (3.22) 
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Mass loading 

รูปที่ 3.22 กราฟแอดมิตแตนซของ QCM ที่มีการเปลี่ยนแปลงหลังจากม ีmass loading 
 

3.5.2 แบบจําลองของชั้นมวลในโปรแกรม COMSOL 
 สรางแบบจําลองตามรูปที่ 3.23 โดยแปรคาความหนา L แลวดูคาความถี่เรโซแนนซที่
คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL  

กําหนดซับโดเมน 1,2,4 ใหเปนควอตซแบบ AT-cut  ใชเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผากวาง 8 mm 

หนา 166.8 μm ใชโหมดการคํานวณแบบ piezo plane stress และมีความหนาทางแกน z คือ 8 mm 
กําหนดซับโดเมน 3 ใหเปนชั้นทอง เปนรูปสี่เหล่ียมผืนผากวางเทาอิเล็กโทรดคือ 5 mm 

หนา L ใชโหมดการคํานวณแบบ plane stress ใสคาคงที่วัสดุทองดังรูปที่ 3.24 คือใสคาวัสดุ 3 คา
ดังนี้ Young’s modulus ( ) = 78×10gE 9 N/m2 , Poisson’s ratio ( gν ) =0.44 , Density ( gρ ) = 
19300 kg/m3 และมีความหนาทางแกน z คือ 8 mm 
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5 mm 
L 166.8 μm 

8 mm 

x 

y 

รูปที่ 3.23 แบบจําลองของ QCM ที่มีช้ันทองหนา L เคลือบอยูที่ผิวอิเล็กโทรด 
 

 
รูปที่ 3.24 คาวัสดุของทองที่ใสในโปรแกรม COMSOL 
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 การกําหนดเงือ่นไขทําในทํานองเดียวกับแบบจําลองของควอตซแบบ AT-cut ธรรมดา คือ
เปนดังรูปที่ 3.10 โดยมีการเชื่อมตอเงื่อนไขขอบเขตคือการเคลื่อนตัวในแนวแกน x และแกน y (ตัว
แปร u และ v) กับชั้นทองทีผิ่วสัมผัสระหวางควอตซกับทองเพิ่มขึ้นมา 
 การคํานวณใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic ในทกุซับโดเมน แบงเอลิเมนตเปนรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผา (map mesh) ที่ตัวควอตซใชเปนแบบเดิมคือ แนวนอน×แนวตั้ง = 240×20 = 4800 เอ
ลิเมนต และทีช้ั่นทองเปน แนวนอน×แนวตั้ง = 150×1 = 150 เอลิเมนต (ซ่ึงใชเพยีงแนวตั้ง 1 ช้ันที่
ช้ันทอง คําตอบก็มีการลูเขา เพราะชั้นทองมีความหนานอยมากเมื่อเทยีบกับควอตซ)  รวมเอลิเมนต
แบบสี่เหล่ียมผืนผาทั้งหมดเปน 4950 เอลิเมนต  
 ความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL พรอมทั้งขนาดของแอดมิตแตนซ
ที่ความถี่เรโซแนนซ เมื่อแปรคาความหนาของทอง L แสดงดังตาราง 3.6 
 

ตาราง 3.6 คาความถี่เรโซแนนซ พรอมทั้งคาแอดมิตแตนซ ที่ความหนาทอง L คาตางๆ 
ความหนาของทอง    

L [Ao] 
ความถี่เรโซแนนซ  

fs [Hz] 
แอดมิตแตนซสูงสุด 

|Y|max [S] 
Δfs = fs - f0 [Hz] 

0 9938476 5.28 0 
417 9921219 5.32 -17257 
834 9903839 5.31 -34637 
1251 9886396 5.32 -52080 
1668 9868927 5.34 -69549 
4170 9764530 5.28 -173946 
8340 9594829 5.29 -343647 
12510 9432030 5.28 -506446 
16680 9276507 5.28 -661969 

  
 เมื่อนําการเปลีย่นแปลงความถี่เรโซแนนซ Δfs ที่คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL มา
เปรียบเทียบกบั Δfs ที่คํานวณไดจากสมการที่ 3.21 ซ่ึงเปนผลที่ไดมาจากสมการของ Sauerbrey จะ
ไดผลดังตารางที่ 3.7 และเปรียบเทียบเปนกราฟไดดังรูปที่ 3.25 
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ตารางที่ 3.7 Δfs ที่ไดจากโปรแกรม COMSOL เทียบกบัที่ไดจากสมการของ Sauerbrey  
ที่ความหนาของทอง L ตางๆกัน 

ความหนาของทอง    L [Ao] Δfs  [Hz] COMSOL Δfs  [Hz] สมการที่ 3.21 
0 0 0 

417 -17257 -18069 
834 -34637 -36139 
1251 -52080 -54208 
1668 -69549 -72277 
4170 -173946 -180694 
8340 -343647 -361388 
12510 -506446 -542082 
16680 -661969 -722776 

                                                   

 
รูปที่ 3.25 กราฟ Δfs ที่ไดจากโปรแกรม COMSOL เทียบกับที่ไดจากสมการของ Sauerbrey  

ที่ความหนาของทอง L ตางๆกัน 
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จะเห็นไดวาทีค่วามหนาทอง L นอยๆ (มวลของทอง Δm นอยๆ) ความถี่เรโซแนนซที่
เปลี่ยนแปลง Δfs ที่ไดจากโปรแกรม COMSOL จะมีคาใกลเคียงกับคาที่ไดจากสมการของ 
Sauerbrey 

สวนที่ความหนาทอง L มากๆ (มวลของทอง Δm มากๆ) ความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลง 
Δfs  ที่ไดจากโปรแกรม COMSOL จะแตกตางจากสมการของ Sauerbrey มาก ทั้งนี้เนื่องจากวา
สมการของ Sauerbrey นั้นมขีอจํากัด [18]  คือสามารถคํานวณไดเฉพาะที่การเปลี่ยนแปลงมวล Δm 
นอยๆ เทานั้น 
 การหากราฟแอดมิตแตนซตองใชการสแกนความถี่ที่หางกันละเอยีดถึง 1 Hz  จึงจะได
ขนาดของแอดมิตแตนซสูงสุดใกลเคียงกันที่ความหนาทอง L ตางๆ กันตามตารางที่ 3.6 เนื่องจาก
หากสแกนดวยความถี่ที่หางกันละเอยีดเพยีง 10 Hz จะไดขนาดของแอดมิตแตนซที่สูงสุดไมถึงคาที่
ทําใหเกดิความถี่เรโซแนนซ( 5.3 S) คือ ที่ความหนาทอง L ตางๆ กันจะไดคาขนาดของแอดมิต
แตนซสูงสุดไมใกลเคียงกัน เพราะความละเอียดในการสแกนไมเพยีงพอดังแสดงในตารางที่ 3.8 

≈

 
ตารางที่ 3.8 คาความถี่ที่ทําใหเกิดคาขนาดของแอดมิตแตนซสูงสุด พรอมทั้งคาแอดมิตแตนซนั้น                   

ที่ความหนาทอง L ตางๆ เมื่อสแกนดวยความละเอยีดเพยีง 10 Hz 
ความหนาของทอง  

L  [Ao] 
ความถี่ [Hz] ที่ทําให 
แอดมิตแตนซสูงสุด 

ขนาดแอดมิตแตนซสูงสุด 
[S] 

0 9938480                 3.50 
417 9921220                5.09 
834 9903840              5.21 
1251 9886400                 3.49 
1668 9868930               3.89 

 
 กราฟของขนาดแอดมิตแตนซที่สแกนละเอียดพอจะมีลักษณะที่เหมือนกัน เมื่อความหนา
ทอง L ตางๆกนั ส่ิงที่แตกตางกันคือการเลือ่นตําแหนงของความถี่เรโซแนนซไปในทิศทางที่ต่ําลง
เมื่อความหนามากขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 3.26 
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L=16680Ao L=12510Ao L=8340Ao L=4170Ao L=0Ao 

  
รูปที่ 3.26 กราฟขนาดของแอดมิตแตนซเมื่อเกิด mass loading ของชั้นทองที่ความหนา L ตางๆกนั 

เมื่อสแกนละเอียดถึง 1 Hz 
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3.5.3 แบบจําลองของชั้นมวล 2 ฝงในโปรแกรม COMSOL 
หัวขอนี้เปนการเปรียบเทียบความถี่เรโซแนนซของ QCM ระหวางการมีมวลที่เคลือบฝง

เดียว กับการมีมวลที่เคลือบทั้ง 2 ฝง ดังแสดงในรูปที่ 3.27 
 

 

รูปที่ 3.27 รูปแบบการเคลือบมวลยูนิฟอรม 2 ฝงแบบตางๆ 

 จากการคํานวณดวยโปรแกรม COMSOL พบวา ไมวาเราจะทําการเคลือบมวลที่ผิวของ 
QCM เปนแบบฝงเดียวหรือ 2 ฝง ถาความหนาของมวลที่เคลือบมีคาเทากันแลว ความถี่เรโซแนนซ
ที่ไดก็จะมีคาเทากันหรือใกลเคียงกัน ดังแสดงในตารางที่ 3.9 ซ่ึงเปนการแสดงวาผลกระทบของ
มวลที่มาเคลือบที่ผิวของ QCM มีผลตอคล่ืนเฉือนที่แพรไปในแนวความหนาของ QCM ทั้ง 2 ฝง 
และทฤษฎีของ Sauerbrey กส็ามารถใชไดกับการเปลี่ยนแปลงมวลทั้ง 2 ฝงของ QCM 
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ตารางที่ 3.9 คาความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจาก COMSOL ที่ความหนาของทองฝงเดียว         

และ 2 ฝงที่ควอตซหนา d = 166.8 μm 
 

ความหนา [Ao] ความถี่เรโซแนนซfs(Hz) แอดมิตแตนซสูงสุด (mho) 
L=0 9938476 5.28 

L=417 9921219 5.32 

A=208.5 , B=208.5 9921219 5.31 
C=417 9920367 5.29 

D=208.5 , E=208.5 9920366                 5.30 
L=834 9903839 5.31 

A=417 , B=417 9903837 5.28 
L=1251 9886396 5.32 

A=834 ,  B=417  9886391                 5.28 
 

 

 



บทที่  4 
 

การคํานวณเพื่อนํา QCM ไปประยุกตใชงานดานไบโอเซนเซอร 
 
ในบทนี้จะกลาวถึงการใชโปรแกรม COMSOL ในการวิเคราะห QCM เพื่อนําไป

ประยุกตใชงานดานไบโอเซนเซอร โดยจะกลาวถึง 
1.   ผลของรัศมีอิเล็กโทรดที่มีตอความถี่เรโซแนนซ   
2.   ผลของตําแหนงตางๆในการวางมวลลงบน QCM ที่มีตอความถี่เรโซแนนซ   
3.   ผลของการเปลี่ยนขนาดแรงดันไฟฟาที่มีตอการสั่นของ QCM   
4.   ผลของการที่มีมวลมาเกาะแบบไมสม่ําเสมอบน QCM ที่มีตอความถี่เรโซแนนซ 

4.1 ผลของขนาดรัศมีอิเล็กโทรดตอความถี่เรโซแนนซ 

 ไดสรางแบบจาํลองของควอตซแบบ AT-cut ใน 2 มิต ิตามหัวขอที่ 3.2.2 โดยคงคาความ

หนาของควอตซไวที่ 166.8 μm และผลึกควอตซมีเสนผานศูนยกลาง 8 mm แตแปรคาของรัศมี
อิเล็กโทรด r ที่เปนระยะการปอนแรงดันไฟฟา โดยละเลยความหนาของอิเล็กโทรด เพื่อดูความถี่เร
โซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไป  แบบจําลองแสดงดังรูปที่ 4.1  
 ใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา (map mesh) 
แนวนอน×แนวตั้ง=240×20=4800 เอลิเมนต เหมือนแบบจําลองของควอตซแบบ AT-cut หัวขอที่ 
3.2.2 
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2r  mm 

166.8 μm 

8 mm 

x 

y 

รูปที่ 4.1 ควอตซใน 2 มิติซ่ึงถูกจําลองเปนสี่เหล่ียมผืนผา                                                              
โดยแปรคารัศมีอิเล็กโทรด  r ในโปรแกรม COMSOL 

 
ผลการคํานวณแสดงดังตารางที่ 4.1 และรปูที่ 4.2 
 
ตารางที่ 4.1 ความถี่เรโซแนนซ และแอดมติแตนซสูงสุด ของควอตซแบบ AT-cut  

เมื่อมีรัศมีอิเล็กโทรดตางๆกนั 
รัศมีอิเล็กโทรด r [mm] ความถี่เรโซแนนซ fs [Hz] แอดมิตแตนซสูงสุด [S] 

0.5 9958158 0.42 
1 9950028 1.51 

1.5 9944385 2.79 
2 9940751 4.04 

2.5 9938476 5.28 
3 9937168 6.32 

3.5 9936603 7.18 
4 9936502 7.50 

 

 



 55 

 

รูปที่ 4.2 กราฟความถี่เรโซแนนซเมื่อแปรคารัศมีอิเล็กโทรด r 

 จะเห็นไดวาเมือ่รัศมีอิเล็กโทรดหรือระยะการปอนแรงดันไฟฟาเพิ่มขึน้ความถี่เรโซแนนซ
จะมีคาลดลง ทั้งนี้เนื่องมาจากความจํากัดของเสนผานศูนยกลางของผลึกควอตซ ดังนั้นถารัศมี
อิเล็กโทรดหรือระยะการปอนแรงดันไฟฟานอยผลึกควอตซจะไดรับแรงดันไฟฟาอยางเต็มที่และมี
การสั่นที่เปนอิสระมากเนื่องจากไกลจากขอบที่ถูกยึดไว 

ดังนั้นในการออกแบบผลึกควอตซที่จะนํามาใชเปน QCM จึงควรออกแบบใหมีรัศมี
อิเล็กโทรดที่นอย เพื่อจะไดทําใหควอตซที่ไดมีความถี่เรโซแนนซที่สูงขึ้น เมื่อนํามาวัดมวลก็จะได
คาการเปลี่ยนแปลงความถี่เรโซแนนซ sfΔ  ที่สูงขึ้นตามไปดวย ซ่ึงสามารถแสดงไดจากสมการของ 
Sauerbrey (สมการที่ (3.19)) ที่มีคาแปรผันโดยตรงกับ   2

0f

4.2 ผลของการเปลี่ยนบริเวณการเกาะของมวลตอความถี่เรโซแนนซของ QCM 

 ไดสรางแบบจาํลองวางทองขนาดกวาง 0.5 mm (1 ใน 10 สวนของเสนผานศูนยกลาง

อิเล็กโทรด) หนา 417 Ao ที่ตําแหนง 1 ถึง 9 บน QCM ซ่ึงหนา 166.8  μm เสนผานศูนยกลาง 8 mm 

และมีรัศมีอิเล็กโทรด 5 mm ตามรูปที่ 4.3 และลองใสทองที่มีขนาดเทากันคือกวาง 5 mm (เทาเสน
ผานศูนยกลางอิเล็กโทรด) หนา 41.7 Am ตามรูปที่ 4.4  ความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงจะขึ้นกบั
ตําแหนงอยางไร  
 คาวัสดุของทองมีดังนี้ Young’s modulus ( ) = 78×10gE 9 N/m2 , Poisson’s ratio ( gν ) 
=0.44 , Density ( gρ ) = 19300 kg/m3 และมีความหนาทางแกน z คือ 8 mm 
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5 mm 
0.5 mm  หนา 417 Ao 

Quartz  AT-cut 

Gold 
166.8 μm 

 
8 mm 

 

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 7’ 6’ 5’ 4’ 3’ 2’ 1’ 8’ 

 

 

9 

รูปที่ 4.3 ตําแหนงการใสทองบนผิวของ QCM 
 
 
 

 

Gold 
5 mm 

หนา 41.7 Ao 

166.8 μm 
Quartz  AT-cut 

 
 

8 mm 

รูปที่ 4.4 การวางทองแบบยนูิฟอรมขนาดเทาเสนผานศูนยกลางอิเล็กโทรด และหนา 41.7 Ao

 
 การคํานวณใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic โดยแบงเอลิเมนตเปนแบบสี่เหล่ียม (map 
mesh) ที่ตัวควอตซเปน แนวนอน×แนวตัง้ = 240×20 = 4800 เอลิเมนต สวนทองที่ตําแหนงตางๆ
เปน แนวนอน×แนวตั้ง = 15×1 = 15 เอลิเมนต รวมเอลิเมนตทั้งหมดเปน 4815 เอลิเมนต 
 สวนแบบจําลองที่เปนแบบชั้นทองยูนิฟอรมทั่วอิเล็กโทรด ใชเอลิเมนตที่ช้ันทองเปน 
แนวนอน×แนวตั้ง = 150×1 = 150 เอลิเมนต รวมเอลิเมนตทั้งหมดเปน 4950 เอลิเมนต 
 ผลของความถี่เรโซแนนซเมือ่ทําการเปลี่ยนบริเวณการเกาะของทองแสดงในตารางที่ 4.2 
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ตารางที่ 4.2 ความถี่เรโซแนนซพรอมทั้งคาแอดมิตแตนซสูงสุด 
เมื่อใสทองที่ตําแหนงตางๆ บน QCM 

ตําแหนง ความถี่เรโซแนนซ 
 fs [Hz] 

แอดมิตแตนซสูงสุด 
|Y|max[S] 

Δfs[Hz] 

nolayer 9938476 5.28 0 
1 หรือ 1’ 9938457 5.29 -19 
2 หรือ 2’ 9938349 5.29 -127 
3 หรือ 3’ 9938087 5.28 -389 
4 หรือ 4’ 9937603 5.26 -873 
5 หรือ 5’ 9937013 5.27 -1463 
6 หรือ 6’ 9936472 5.28 -2004 
7 หรือ 7’ 9936084 5.21 -2392 
8 หรือ 8’ 9935895 5.24 -2581 

9(ตรงกลาง) 9935872 5.20 -2604 

ยูนิฟอรมท่ัวท้ัง
อิเล็กโทรด กวาง 5 
mm หนา 41.7 Am 

9936759 5.25 -1717 

 
 จากผลที่ไดจะพบวาถามวลมาเกาะใกลบริเวณตรงกลางควอตซ ความถีเ่รโซแนนซจะมีการ
เปลี่ยนแปลงมากกวากรณีเมือ่มวลเกาะหางจากกึ่งกลางควอตซ นอกจากนีจ้ะพบวาการที่มวลมา
รวมกันอยูเฉพาะตรงกลางอิเล็กโทรด จะใหผลของการเปลี่ยนแปลงความถี่เรโซแนนซมากกวาการ
เปลี่ยนแปลงความถี่เรโซแนนซเมื่อมวลมีการกระจายอยางยูนฟิอรมทั่วทั้งผิวอิเล็กโทรด  
  ดังนั้นในการนํา QCM มาใชเปนไบโอเซนเซอร ในการจะวดัอะไรก็ตาม การตรึงมวลที่ผิว
ของ QCM ควรจะตรึงที่ตรงกลางผิวของอิเล็กโทรด เพื่อจะไดทําใหการเปลีย่นแปลงความถี่เร
โซแนนซที่วัดไดมีคามากที่สุดเทาที่เปนไปได หรือมีความไวในการวดัที่สูง 
 สวนในกรณกีารทดลองจริง ที่มีการหยดสารปริมาณเทากันแตการเปลี่ยนแปลงความถี่เร
โซแนนซที่ไดไมเทากัน กอ็าจจะเปนเพราะเหตุผลนี้นัน่เอง เพราะในการทดลองจริงเราอาจหยด
สารปริมาณเทากันแตไมตรงตําแหนงเดียวกัน หรือมีการเอนเอียงจากบริเวณกึ่งกลางของ QCM ไป
บาง หรือสารที่เราหยดไปรวมตัวอยูทีส่วนใดสวนหนึ่ง ก็จะเปนผลใหความถี่เรโซแนนซที่วัด
ออกมามีคาไมเทากัน 
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 4.2.1 ความไวในการวัดความถี่เรโซแนนซ เม่ือมีมวลมาเกาะที่ตําแหนงตางๆบน QCM 
 ไดจําลองรูปแบบที่เปลี่ยนความหนาของทองเปน 2 เทา และ 3 เทา (834Ao และ 1251Ao) 
ของความหนาทองเดิม (417Ao) ที่เกาะอยูบนตําแหนงตางๆ 1 ถึง 9 ศกึษาการเปลี่ยนแปลงความถี่เร
โซแนนซ และความไวในการวัด ณ ตําแหนงตางๆ บน QCM ผลที่ไดแสดงดังตารางที่ 4.3 
 

ตารางที่ 4.3 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไป เมื่อเปล่ียนความหนาของทอง 
ที่มาเกาะบนตาํแหนงตางๆทีผิ่วของ QCM 

ตําแหนง หนา 417Ao 

Δfs[Hz] 
หนา 834Ao 

 Δfs[Hz] 
หนา 1251Ao

 Δfs[Hz] 
1 หรือ 1’ -19 -39 -61 
2 หรือ 2’ -127 -277 -455 
3 หรือ 3’ -389 -873 -1485 
4 หรือ 4’ -873 -1989 -3374 
5 หรือ 5’ -1463 -3290 -5843 
6 หรือ 6’ -2004 -4412 -7262 
7 หรือ 7’ -2392 -5212 -8289 
8 หรือ 8’ -2581 -5611 -8799 

9(ตรงกลาง) -2604 -5661 -8863 
ยูนิฟอรมท่ัว 
ท้ังอิเล็กโทรด 

หนา 41.7Am 
-1717 

หนา 83.4Am 
-3437 

หนา 125.1Am 
-5160 

 
 กราฟแสดงความไวเมื่อมีมวลอยูที่ตําแหนงตางๆบน QCM แสดงในรปูที่ 4.5 และรปูที่ 4.6 
จากรูปจะเห็นไดวาความไวในการวัดหรือการเปลี่ยนแปลงคาความถี่เรโซแนนซจะไดคาสูงสุดเมื่อ
มีมวลมาเกาะที่บริเวณตรงกลางของ QCM 
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1 
2 

3 ตําแหนง 1 ถึง 9 

รูปที่ 4.5 กราฟความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเทยีบกับปริมาตรของทอง 
เมื่อเปลี่ยนตําแหนงและรูปแบบการเกาะ 

 

 
รูปที่ 4.6 กราฟความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไป เทยีบกับตําแหนงตางๆบน QCM 

 เมื่อเปลี่ยนความหนาของทอง 
  

ยูนิฟอรมทัว่ทัง้อิเล็กโทรด 
4 

5 

6 

7 8 9 

ปริมาตรของทอง (m3) 

o 
o 

o 
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4.3 การเคล่ือนตัวท่ีเกิดขึ้นบน QCM เม่ือมีการเปล่ียนแรงดันไฟฟาท่ีปอนใหกับ QCM 
 ไดสรางแบบจาํลองของควอตซแบบ AT-cut ใน 2 มิต ิตามหัวขอที่ 3.2.2 โดยคงคาความ

หนาของควอตซไวที่ 166.8 μm และผลึกควอตซมีเสนผานศูนยกลาง 8 mm ขนาดอิเล็กโทรดหรือ
ระยะการปอนแรงดันไฟฟามีเสนผานศูนยกลาง 5 mm ทําการแปรคาแรงดันไฟฟาที่ปอนใหกบั
อิเล็กโทรด 0φ  [Vpeak] เปน 5 คา คือ 1,2,3,4,5 Vpeak ดังรูปที่ 4.7 จากนั้นคํานวณหาการเคลื่อนตัว
ที่เปลี่ยนแปลงไปที่จุดกึ่งกลางผิวบนของควอตซ 
 การคํานวณใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา (map 
mesh) แนวนอน×แนวตั้ง=240×20=4800 เอลิเมนต เชนเดียวกับแบบจาํลองของควอตซแบบ AT-
cut หัวขอที่ 3.2.2 
 

 

ดูการเคลื่อนตวัที่ตําแหนงนี ้
5  mm 

8 mm 

5,4,3,2,10 == φφ  Vpeak 

166.8 μm 

0=φ  Vpeak 

x 

y 

รูปที่ 4.7 ควอตซใน 2 มิติซ่ึงถูกจําลองเปนสี่เหล่ียมผืนผา                                                              
โดยแปรคาแรงดันไฟฟาที่ปอนใหกับอิเล็กโทรด 0φ  ในโปรแกรม COMSOL 

 
 ผลที่ไดแสดงดังตารางที่ 4.4 และรูปที่ 4.8 
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ตารางที่ 4.4 ความถี่เรโซแนนซ และการเคลื่อนตัว ณ ตําแหนงกึ่งกลางของผิวบนของควอตซ       
แบบ AT-cut เมื่อเปลี่ยนคาแรงดันไฟฟาทีป่อนใหกับอิเล็กโทรด 

แรงดันไฟฟาที่ปอนใหกับ
อิเล็กโทรด  

0φ  [Vpeak] 

ความถี่เรโซแนนซ 
fs [Hz] 

การเคลื่อนตัวรวมที่ตําแหนง
กึ่งกลางบนผิวควอตซ  

[μm peak] 
1 9938476 0.2049 
2 9938476 2*0.2049 
3 9938476 3*0.2049 
4 9938476 4*0.2049 
5 9938476 5*0.2049 

 

 
รูปที่ 4.8 กราฟการเคลื่อนตวัรวมที่ตําแหนงกึ่งกลางของผิวบนของควอตซ                                     

เทียบกับแรงดนัไฟฟาที่ปอนใหกับอิเล็กโทรด 
 
 จากผลที่ไดในตารางที่ 4.4 พบวาขนาดของแรงดันไฟฟาที่ปอนใหกับ QCM  ไมมีผลทําให
ความถี่เรโซแนนซในการสั่นของ QCM เปลี่ยนแปลงไป อยางไรก็ตามจากรูปที่ 4.8 พบวาขนาด
ของแรงดันไฟฟาที่ปอนจะสงผลกระทบตอคาการเคลื่อนตัวที่ปรากฎบนผิวของ QCM เปนลักษณะ
เชิงเสน คือมีคาการเคลื่อนตัวที่เพิ่มขึ้นตามแรงดันไฟฟาที่เพิ่มขึ้น 
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 ดังนั้นในการประยุกตใช QCM เปนไบโอเซนเซอรจึงไมควรปอนแรงดันไฟฟาใหกับ 
QCM มากเกนิไปเพราะจะทําให QCM ส่ันดวยการเคลื่อนตัวที่สูง ซ่ึงอาจสงผลกระทบทําให
โมเลกุลของสารที่ติดอยูบนผิวของ QCM หลุดออกไปได หากแรงกระทํานี้สูงกวาพันธะในการยดึ
โมเลกุลของสาร 

4.4 ผลของการเกาะของมวลที่ไมสม่ําเสมอตอความถี่เรโซแนนซของ QCM  

เนื่องจากในการใชงาน QCM ในการตดิตามจํานวนเซลล เซลลที่เกาะบน QCM อาจจะเกาะ
อยางไมสม่ําเสมอกลาวคือ อาจมีการเกาะในบริเวณช้ันแรกเพยีงเล็กนอย จากนัน้เซลลที่ลงมาเกาะ
ตอในชั้นที่สองอาจจะขยายไปดานขางเรื่อยๆดังรูปที่ 4.9 เพื่อจําลองการเกาะของเซลลที่ไม
สม่ําเสมอในรูปแบบที่ไมซับซอน ในหัวขอนี้ไดสรางรูปแบบจําลองการเกาะของเซลลที่เปนรูปตวั 

T  ที่ตําแหนงกึ่งกลางที่ผิวบนของ QCM ซ่ึงหนา 166.8  μm เสนผานศูนยกลาง 8 mm และมีรัศมี

อิเล็กโทรด 5 mm  ตามรูปที่ 4.10 แลวศึกษาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไป  

 
รูปที่ 4.9 โมเดลการเกาะของเซลลเปนรูปตัว T ที่ขยายออกไปทางดานขางเรื่อยๆ 

 

5  mm 

166.8 μm 

8 mm 

x 

y 

รูปที่ 4.10 การใสมวลเปนรูปตัว T บน QCMใน 2 มิติ ในโปรแกรม COMSOL 
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 มวลรูปตัว T ที่ใชจะแบงเปน 2 ช้ันคือช้ันฐาน กับชั้นบน แตละชั้นมคีวามหนา 834 Ao โดย
ช้ันฐานมีความกวาง 2/30 mm (ซ่ึงมีความกวางเปน 2 block ของ mesh ที่ใชพอด ี, mesh ที่ใชมีขนาด
กวาง 1/30 mm) สวนชั้นบนมีการแปรขนาดกวางตั้งแต A = 0 mm ถึง A = 1.4 mm ซ่ึงตัวอยางของ
มวลรูปตัว T แสดงดังรูปที่ 4.11  

 

ช้ันบน ช้ันฐาน 

รูปที่ 4.11 มวลรูปตัว T  ที่นํามาเกาะบนผิวของ QCM 
 

การคํานวณใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนแบบสี่เหล่ียม (map 
mesh) ที่ตัวควอตซเปน แนวนอน×แนวตั้ง = 240×20 = 4800 เอลิเมนต สวนที่มวลรูปตัว T ที่ช้ัน
ฐานเปน แนวนอน×แนวตั้ง = 2×1 = 2 เอลิเมนต และที่ช้ันบน Aใชแนวตัง้ 1 ช้ัน แตแนวนอน
แลวแตความกวางของชั้นบน ซ่ึงแตละ mesh จะใชความกวางที่แนวนอน 1/30 mm 

มวลรูปตัว T ที่ใช เลือกใชวสัดุ 2 อยางเพือ่เปรียบเทียบกัน คือ ทอง กบัโพลีสไตรีน 
ทองมีคาคงที่วัสดุดังนี้ Young’s modulus ( ) = 78×10gE 9 N/m2 , Poisson’s ratio ( gν ) 

=0.44 , Density ( gρ ) = 19300 kg/m3 และมีความหนาทางแกน z  คือ 8  mm 

โพลีสไตรีนมีคาคงที่วัสดุดังนี้ Young’s modulus ( ) = 3.17×10pE 9 N/m2 , Poisson’s ratio 
( pν ) =0.35 , Density ( pρ ) = 1050 kg/m3 และมีความหนาทางแกน z คือ 8 mm 

ตารางที่ 4.5 และรูปที่ 4.12 แสดงคาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองเปน
วัสดุมวลรูปตวั T ขนาดตางๆกัน สวนตารางที่ 4.6 และรูปที่ 4.13 แสดงคาความถี่เรโซแนนซที่
เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชโพลีสไตรีนเปนวัสดมุวลรูปตัว T ขนาดตางๆกัน 

ในกรณีที่มวลมีคาคงที่ทางวัสดุคลายทองจากความถี่เรโซแนนซที่ไดในรูปที่ 4.12 ตอน
แรกที่มวลเริ่มเกาะความถี่เรโซแนนซจะลดลง จนเมื่อขณะมวลเริ่มเกาะออกมาดานขางเปนรูปตัว T  

คาความถี่ที่ไดจะมีลักษณะไมคงที่ อยางไรก็ตามหากพจิารณาในแตละชวงกลุมก็จะพบแนวโนมที่
คาความถี่เรโซแนนซจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อมวลในชั้นที่ 2 เพิม่ขึ้น 

สวนกรณีที่มวลมีคาวัสดุคลายโพลีสไตรีน จากความถี่ที่ไดในรูปที่ 4.13 ความถี่เรโซแนนซ
จะลดลงเมื่อมวลเกาะมากขึน้ ถาการเกาะของมวลยังมีระยะอยูภายใน 1.4 mm ซ่ึงเปนระยะของชัน้
บนของตัว T ที่มากที่สุดที่ใชในการคํานวณ 
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ตารางที่ 4.5 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองเปนวัสดมุวลรูปตัว T  
ที่ความกวางของชั้นบน A ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 

ความกวางของแผนชั้นบน 
A [mm] 

จํานวน blocks ของ mesh Δfs[Hz] 

0 0 -596 
2/30(ความกวางเทาชั้นฐาน) 2 -1072 

4/30 4 -1583 
0.2 6 -109 

8/30 8 -1056 
10/30 10 -1552 

0.4 12 4 
14/30 14 -1040 
16/30 16 -1524 

0.6 18 141 
20/30 20 -1024 
22/30 22 -1496 

0.8 24 306 
26/30 26 -1008 
28/30 28 -1471 

1 30 510 
32/30 32 -991 
34/30 34 -1447 

1.2 36 767 
38/30 38 -974 
40/30 40 -1424 

1.4 42 1098 
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ตารางที่ 4.6 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใช โพลีสไตรีน เปนวัสดุมวลรูปตัว T  
ที่ความกวางของชั้นบน A ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 

 
ความกวางของแผนชั้นบน    

A [mm] 
จํานวน blocks ของ mesh Δfs[Hz] 

0 0 -35 
2/30(ความกวางเทาชั้นฐาน) 2 -68 

4/30 4 -102 
0.2 6 -136 

8/30 8 -170 
10/30 10 -203 

0.4 12 -236 
14/30 14 -269 
16/30 16 -302 

0.6 18 -334 
20/30 20 -366 
22/30 22 -398 

0.8 24 -429 
26/30 26 -460 
28/30 28 -491 

1 30 -521 
32/30 32 -551 
34/30 34 -580 

1.2 36 -609 
38/30 38 -638 
40/30 40 -667 

1.4 42 -695 
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รูปที่ 4.12 กราฟความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองเปนวัสดุมวลรูปตัว T  

ที่ความกวางของชั้นบน A ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 
 

 
รูปที่ 4.13 กราฟความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใช โพลีสไตรนีเปนวัสดุมวลรูปตัว T  

ที่ความกวางของชั้นบน A ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 
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รูปที่ 4.14 กราฟแสดงคาการเคลื่อนตัวทางแกน x ที่ช้ันบนของทองรูปตัว T เทียบกับแกน x 
ที่ความถี่เรโซแนนซ  เมื่อความกวางของชัน้บนของตัว T ,A = 1.4 mm(42 blocks) 

 

 
 

รูปที่ 4.15 กราฟแสดงคาการเคลื่อนตัวทางแกน x ที่ช้ันบนของโพลีสไตรีน รูปตัว T เทียบกับแกน x 
ที่ความถี่เรโซแนนซ  เมื่อความกวางของชัน้บนของตัว T ,A = 1.4 mm(42 blocks) 
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 เมื่อพิจารณาการเคลื่อนตัวในแนว แกน x ที่ช้ันบนของรูปตัว T ที่ความถี่เรโซแนนซซ่ึง
แสดงในรูปที่ 4.14 และ 4.15 จากรูปจะเหน็วาถามวลเปนทองจะมกีารสายเปนรูปคลื่นซายน สวน
กรณีของมวลเปนโพลีสไตรีนจะไมมีการสายเปนรูปคลื่นซายน (หรือส่ันเปนรูปคลื่นซายนไมถึง 1 
ลูก) นอกจากนี้จะเห็นไดวาทองมีการเคลื่อนตัวที่สูงกวาโพลีสไตรีนราว 4 เทา คาดวาเนื่องจากทอง
มีความหนาแนนและคายังสโมดูลัสที่สูงกวาโพลีสไตรีน 
 
 
 
 
 
 

 



บทที่  5 
 

สรุปผลและขอเสนอแนะ 
 

5.1 สรุปผลการวิจัย 
ในงานวิจยันี้ไดนําเสนอแบบจําลองของ QCM ใน 2 มติิโดยใชโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต 

COMSOL โดยในขัน้แรกไดทําการเปรียบเทียบกับทฤษฎีเบื้องตนและงานวจิัยที่มีมาในอดตีซ่ึง
ไดผลสอดคลองกันคือ 

1. ความถี่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut แปรผกผันกับความหนาของควอตซ 
2. ที่ความถี่เรโซแนนซควอตซแบบ AT-cut จะสั่นแบบ thickness shear mode  
3. การสั่นเปนแบบครึ่งคลื่นที่ความถี่ฮารโมนิกคี่ของควอตซแบบ AT-cut  
4. การเปลี่ยนแปลงของคาความถี่เรโซแนนซเปนไปตามสมการของ Sauerbrey คอื

ความถี่เรโซแนนซจะลดลงแบบเชิงเสนเมือ่มีมวลมาเกาะอยางยูนิฟอรมที่อิเล็กโทรด  
 นอกจากนี้ไดสรางรูปแบบจําลองเพื่ออธิบายตัวแปรตางๆซึ่งไดผลดังตอไปนี ้
 1.  เมื่อทําการเพิ่มรัศมีอิเล็กโทรดพบวาความถี่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut จะมีคา

ลดลง ทั้งนี้เนื่องมาจากความจํากดัของเสนผานศูนยของควอตซทําใหการสั่นของควอตซไมเปน
อิสระเมื่อมีระยะการปอนแรงดันไฟฟาที่มากขึ้น  ดังนัน้ในการออกแบบควอตซแบบ AT-cut ที่จะ
นํามาทําเปน QCM จึงควรออกแบบใหมรัีศมีอิเล็กโทรดที่นอย เพื่อใหมีการเปลี่ยนแปลงความถี่เร
โซแนนซที่มาก เพื่อจะไดความไวในการวดัมวลที่สูงตามสมการของ Sauerbrey  

2.   เมื่อทําการเปลี่ยนบริเวณการเกาะของมวล พบวาความถี่เรโซแนนซจะมีคาเปลี่ยนแปลง
มากเมื่อตําแหนงของการเกาะเปนบริเวณตรงกลางอิเล็กโทรด และความถี่เรโซแนนซมีคา
เปลี่ยนแปลงนอยเมื่อมวลเกาะที่ตําแหนงหางจากกึ่งกลางอิเล็กโทรด นอกจากนีพ้บวาการเคลอืบ
มวลปริมาณที่เทากันแบบยูนฟิอรมทั่วทั้งผิวอิเล็กโทรด จะทําใหความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลง
ไปมีคานอยกวาการทําใหมวลรวมตัวกันอยูบริเวณกลางอิเล็กโทรด ดังนั้นในการนํา QCM ไปทํา
การวัดดานไบโอเซนเซอรจึงควรพยายามหยดมวลที่ตรงกลางอิเล็กโทรดใหมากที่สุด เพื่อใหได
ความไวในการวัดที่สูง และควรทําการควบคุมบริเวณการหยดของมวลใหอยูบริเวณตรงกลาง 
เนื่องจากบริเวณการหยดมวลที่ตางกันขณะที่มวลที่หยดเทากัน จะทําใหความถี่เรโซแนนซที่
เปลี่ยนแปลงไปตางกันดวย จึงควรควบคุมการหยดมวลใหเปนบริเวณเดยีวกันเพื่อควบคุมคุณภาพ
ในการวัด 

3.  เมื่อทําการเปลี่ยนแรงดนัไฟฟาที่ปอนใหกับ QCM พบวาถาแรงดันไฟฟามีคาเพิ่มขึ้น
เปนเชิงเสน คาการเคลื่อนตัวที่ผิวของ QCM ที่ความถี่เดียวกันจะมากขึ้นเปนเชงิเสนดวยเชนกัน 
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อยางไรก็ตามขนาดของแรงดันไฟฟาจะไมมีผลตอการเปลี่ยนแปลงคาความถี่เรโซแนนซ  ดังนั้น
การนํา QCM มาใชงานดานไบโอเซนเซอรจึงไมควรปอนแรงดันไฟฟาที่มากเกินไป เนื่องจากจะทาํ
ใหเกดิการเคลือ่นตัวที่ผิวของ QCM มีคาต่ํา ทําใหโมเลกุลที่เกาะที่ผิวของ QCM ไมเกิดการหลุด
ออกจากผิว 

4.   กรณีที่มวลมาเกาะที่ผิวของ QCM ช้ันแรกมีเพียงเล็กนอย แลวช้ันตอมามีการเกาะมาก
ออกไปทางดานขางหรือเปนลักษณะรูปตัว T  ถามวลมคีาทางวัสดุใกลเคียงกับทองความถี่ที่วัดได
ในตอนแรกจะมีคาลดลงกอนจากนัน้จะมแีนวโนมที่สูงขึ้น สวนกรณทีี่มวลมีคาวัสดุคลายโพลีสไต
รีนความถี่จะมคีาลดลงตามมวลที่เกาะ (ในระยะ 1.4 mm ที่ทําการคํานวณ) ดังนั้นจึงอาจกลาวไดวา
ถาวัสดุที่มาเกาะบน QCM เปนวัสดุที่ตางชนิดกัน ความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปจะมีลักษณะ
ตางกันดวย และความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปกข็ึ้นอยูกับลักษณะการเกาะของวัสดุนั้น  

5.2 ปญหาและขอเสนอแนะ 
  ปญหาที่เกิดขึน้ในงานวิจยัแบงเปนหวัขอตางๆ ดังนี้ 

1.  แบบจําลองที่ทําไดเปนเพียง 2 มิติ เนื่องจากการทําเปนรูปทรง 3 มติิ จะใชหนวยความจํา
มากเกินไปจนไมสามารถทําการคํานวณได  สําหรับหนวยความจําที่มอียูจะแบง mesh 3 มิติไดไม
ละเอียดพอ ทําใหคําตอบที่คํานวณไดไมดีพอ ดังนัน้อาจตองเพิ่มหนวยความจําหรือ CPU ของ
คอมพวิเตอร หรือตองหาวิธีทางไฟไนตเอลิเมนตและวิธีการแกสมการที่สามารถจําลองรูปทรง 3 
มิติ ไดโดยใชหนวยความจํานอยลง 

2. แบบจําลองที่ช้ันมวลเปนของเหลว ตองใชสมการ Navier-Stokes ในการจําลองชั้น
ของเหลว ซ่ึงในโปรแกรม COMSOL ไมมีโหมดของ Navier-Stokes ที่เปน frequency response จึง
ทําการเชื่อมตอระหวางควอตซกับชั้นของเหลวไมได ดังนั้นที่ช้ันของเหลวไดทําการสรางระบบ
สมการ PDE ที่เปนสมการ Navier-Stokes ในรูปแบบของ frequency response ขึ้นมาแทน แตถึงแม
จะไดกราฟขนาดของแอดมิตแตนซเล่ือนไปทางซายและมีขนาดลดลง แตความถี่ทีล่ดลงยังไมตรง
ตามสมการของ Kanazawa และ Gordon  ซ่ึงตองมีการปรับปรุงพัฒนาในสวนนี้ตอไป  

3. ในการทดลองจริงของ QCM เชนในบางการทดลองพบวาการวัดเซลลมีความถี่เร
โซแนนซที่เพิม่ขึ้นไปในทางเดียว ซ่ึงยังไมสามารถหาแบบจําลองในโปรแกรม COMSOL ที่
สามารถอธิบายความถี่เรโซแนนซเพิ่มขึน้ไปในทางเดียวได ซ่ึงตองมกีารวิจยัและพฒันาตอไป 
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ภาคผนวก 



 

ภาคผนวก  ก 
 

โปรแรม COMSOL 

 
โปรแกรมที่ใชเปนโปรแกรม COMSOL 3.3 ซึ่งเปนโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําเร็จรูป มี

ความสามารถในการคํานวณแบบ Multiphysics คือสามารถคํานวณปญหาที่เกิดจากหลักการทางฟสิกสท่ี
แตกตางกันหลายๆหลักการไปในขณะเดียวกัน จึงสามารถประยุกตใชงานไดหลากหลาย เชนการคํานวณ
ในโหมดเพียโซอิเล็กทริกระนาบความเคน ไปพรอมๆกับการคํานวณในโหมดระนาบความเคน  การ
คํานวณทางดานไฟฟาไปพรอมๆกับการคํานวณความรอนที่เกิดขึ้น เปนตน 
 คอมพิวเตอรท่ีใชในงานวิจัยนี้มี CPU 1.5 GHz  RAM 2 GB 

 



 

ภาคผนวก ข  
 

การตรวจสอบการสั่นของความถี่เรโซแนนซที่คํานวณได 
เมื่อใชทองเปนวัสดุมวลรปูตัว T 

 
 ความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดเมื่อใชทองเปนวัสดุมวลรูปตัว T  มีลักษณะสั่นอยางไม
สม่ําเสมอเมื่อมีมวลมาเกาะออกไปทางดานขางมากขึ้นเรื่อยๆ ซ่ึงแสดงดังตารางที่ 4.5 และกราฟใน
รูปที่ 4.12 ในขณะทีเ่มื่อใชโพลีสไตรีนเปนวัสดุของมวลรูปตัว T จะไมเกิดการสั่นของความถี่เร
โซแนนซขึ้นดงัแสดงในตารางที่ 4.6 และกราฟในรูปที่ 4.13  
 การสั่นของความถี่เรโซแนนซเมื่อใชทองเปนวัสดุรูปตวั T อาจเกิดจากความผิดพลาดใน
การคํานวณจากโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงสาเหตุของการสั่นของความถี่เรโซแนนซอาจเกดิจาก 
2 สาเหตุ คือ 
 1. เกิดจากคาวัสดุของทองที่มากเกินไป คือ คายังสโมดูลัส (E) ของทอง (78e9 N/m2) ที่

มากกวาของโพลีสไตรีน (3.17e9 N/m2) ถึง 25 เทา และคาความหนาแนน (ρ) ของทอง (19300 
kg/m3) ที่มากกวาโพลีสไตรนี (1050 kg/m3) ถึง 18 เทา 
 2. คาอัตราสวนของแนวนอนตอแนวตั้งของเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียมของทองที่มากถึง 

0

1/ 30
834

mm
A

≈  400 เทา 

 จึงไดทําการตรวจสอบคําตอบของความถี่เรโซแนนซที่มีการสั่นอยางไมสม่ําเสมอโดย 
 1. สลับเปลี่ยนคาวัสดุยังสโมดูลัส (E) ของทองกับโพลีสไตรีน  หรือ สลับเปลี่ยนคาวัสดุ

ความหนาแนน (ρ) ของทองกับโพลีสไตรีน เกิดเปนคาวัสดุตัวใหม เพื่อศึกษาวาความถี่เรโซแนนซ
มีการสั่นอยางไมสม่ําเสมอนั้นเปนผลของคายังสโมดูลัสหรือคาความหนาแนนที่สูงของทอง
หรือไม 
 2. ทําการลดคาอัตราสวนของแนวนอนตอแนวตั้งของเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียมของทองลง

เหลือ 
0

1/ 30
8340

mm
A

≈  40 เทา 

จากตารางที่ ข1 และกราฟในรูปที่ ข1 และ ข2 จะเห็นไดวาถาวัสดุรูปตัว T มีคาวัสดขุอง
ทองตัวใดตัวหนึ่งอยู ถึงแมคาวัสดุที่เหลือจะเปนของโพลีสไตรีน ก็ยังจะทําใหเกดิการสั่นของ
ความถี่เรโซแนนซที่เชนเดิม ทําใหไมสามารถสรุปไดวาคายังสโมดูลัส (E) หรือคาความหนาแนน 

(ρ) ที่ทําใหเกดิการสั่นของความถี่เรโซแนนซ 
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ตารางที่ ข1 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชคาวัสดุตางๆเปนวัสดุมวลรูปตัว T 

ที่ความกวางชัน้บน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 
ความกวางของ
แผนชั้นบน 

A[mm] 

ทอง 
E=78e9 
ν=0.44 

ρ=19300 

โพลีสไตรีน 
E=3.17e9 

ν=0.35 

ρ=1050 

 
E=78e9 

ν=0.44 

ρ=1050 

 
E=3.17e9 

ν=0.44 

ρ=19300 

0 -596 -35 -35 -596 
2/30 -1072 -68 -69 -1072 
4/30 -1583 -102 -105 -1221 
0.2 -109 -136 -144 -1021 

8/30 -1056 -170 -195 -1097 
10/30 -1552 -203 -273 -1662 

0.4 4 -236 -431 -1049 
14/30 -1040 -269 -1054 -1120 
16/30 -1524 -302 1245 -846 

0.6 141 -334 327 -1068 
20/30 -1024 -366 145 -1156 
22/30 -1496 -398 61 -989 

0.8 306 -429 7 -1085 
26/30 -1008 -460 -33 -1253 
28/30 -1471 -491 -69 -1032 

1 510 -521 -104 -1104 
32/30 -991 -551 -144 728 
34/30 -1447 -580 -194 -1056 

1.2 767 -609 -272 -1129 
38/30 -974 -638 -428 -921 
40/30 -1424 -667 -1039 -1074 

1.4 1098 -695 1265 -1175 
หมายเหตุ : คาความถี่เรโซแนนซของ QCM เมื่อไมมีมวลมาเกาะมีคา 9938476 Hz 
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รูปที่ ข1 กราฟความถี่เรโซแนนซท่ีเปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชวัสดุท่ีมีคา E=78e9 N/m2,ν=0.44 

,ρ=1050 kg/m3 มาเปนวัสดุมวลรูปตัว T ที่ความกวางชัน้บน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน 
 

 
รูปที่ ข2  กราฟความถี่เรโซแนนซท่ีเปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชวัสดุท่ีมีคา E=3.17e9 N/m2,ν=0.44 

,ρ=19300 kg/m3 มาเปนวัสดุมวลรูปตัว T ที่ความกวางชัน้บน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน 
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ตารางที่ ข2 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองเปนวัสดมุวลรูปตัว T เมื่อแตละชั้น
ของทองหนา 834 A0 และ 8340 A0  ที่ความกวางชั้นบน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน 

ความกวางของแผนชั้นบน
A[mm] 

แตละชั้นของทองหนา 834A0 แตละชั้นของทองหนา 8340A0

0 -596 -2131 
2/30 -1072 -2278 
4/30 -1583 -2367 
0.2 -109 -1393 

8/30 -1056 -2274 
10/30 -1552 -2364 

0.4 4 -949 
14/30 -1040 -2271 
16/30 -1524 -2360 

0.6 141 -108 
20/30 -1024 -2266 
22/30 -1496 -2356 

0.8 306 1094 
26/30 -1008 -2264 
28/30 -1471 -2352 

1 510 2710 
32/30 -991 -2257 
34/30 -1447 -2349 

1.2 767 4380 
38/30 -974 -2248 
40/30 -1424 -2345 

1.4 1098 6343 
หมายเหตุ : คาความถี่เรโซแนนซของ QCM เมื่อไมมีมวลมาเกาะมีคา 9938476 Hz 
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รูปที่ ข3 กราฟความถี่เรโซแนนซท่ีเปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองที่แตละช้ันหนา 8340 A0

เปนวัสดุมวลรปูตัว T ที่ความกวางชั้นบน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน 
 

 จากตารางที ่ข2 และกราฟรูปที่ ข3 จะเห็นไดวาเมื่อทําการลดคาอัตราสวนของแนวนอนตอ

แนวตั้งของเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียมของทองลงเหลือ 
0

1/ 30
8340

mm
A

≈  40 เทา ยังคงมีการสั่นของความถี่เร

โซแนนซเชนเดิม จึงไมสามารถสรุปไดวาการสั่นที่ไมสม่ําเสมอของความถี่เรโซแนนซเกิดจากคา
อัตราสวนของแนวนอนตอแนวตั้งของเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียมของทอง 
 การสั่นของคาความถี่เรโซแนนซที่เกิดขึน้นี้เปนผลของ 

1. คายังสโมดูลัส หรือคาความหนาแนนที่สูงของทอง 
2. คาวัสดุที่สูงนีส้งผลในกระบวนการคํานวณทําใหเกดิความผิดพลาดขึ้น 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

นายณัฐจกัษ  สิริบันลือวุฒิ  เกดิเมื่อวนัที่  18  มิถุนายน  พ.ศ. 2525  ที่จงัหวัด
กรุงเทพมหานคร  สําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต  ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา  คณะ
วิศวกรรมศาสตร  จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั  ในปการศกึษา 2546 และเขาศึกษาตอในระดับปริญญา
มหาบัณฑติ  หลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา  คณะ
วิศวกรรมศาสตร  จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั เมื่อปการศึกษา 2547 
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