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 This thesis proposes an approach for computing a sequence of finger 
repositioning that allows a 4-fingered hand to switch from one grasping configuration to 
another while maintaining a force-closure grasp of a polygon during the entire process. 
This thesis assume the free-motion hard fingers and Coulomb friction at contact points. 
The main idea of the proposed approach is based on exploring a structure called 
switching graph. The connectivity of this structure captures ability to switch form one 
grasp to another and allows regrasp planning to be formulated as a graph search. 
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บทที่  1 

 
บทนํา 

เปาหมายสาํคญัประการหนึง่ของการใชงานหุนยนตคือการจัดวัตถ ุ(object 
manipulation) ในบริเวณทํางานของหุนยนต (robot workspace) วิธพีื้นฐานซึ่งไดรับความสนใจ
ในทางวิทยาการหุนยนตคือการจับ (grasping) ดวยมือหุนยนต  คอนฟกุเรชนั (configuration) 
ของการจับประกอบไปดวยตําแหนงของนิว้หุนยนตบนวตัถุ  เมื่อวัตถุถกูจับอยางมีเสถียรภาพนั้น 
คอนฟกุเรชนัของการจับจะตองไมเปลี่ยนแปลงตลอดการทํางานไมวาจะถูกรบกวนจากแรง
ภายนอกใด ๆ  หมายความวาตําแหนงของนิว้เมื่อเทียบกับวัตถุจะถูกกําหนดตายตวั สงผลให
สามารถเคลื่อนยายวัตถทุี่ถกูจับดวยการเปลี่ยนแปลงพารามิเตอรขอตอของทอนแขนสวนอืน่ๆ 
เชนหมุนขอมอื หรือขอศอก เปนตน อยางไรก็ตามการจบัเพียงอยางเดียวอาจไมเพยีงพอหรือไมมี
ประสิทธิภาพในบางสถานการณ เชนเมื่อเราเขียนหนงัสอืผิดและตองการใชยางลบที่ติดอยูที่ปลาย
ดินสอ  เราไมตองการทีจ่ะวางดินสอแทงนั้นลงบนโตะ แลวหยิบข้ึนมาใหมดวยคอนฟกเุรชันของ
การจับทีท่ําใหเราใชยางลบไดสะดวก  เราอาจไมตองการที่จะบิดขอมอืและขอศอกเหมือนไมเปน
ธรรมชาติเพื่อที่จะใชยางลบ  สิ่งที่เราคุนเคยคือการหมุนดินสอแทงนั้นเพื่อใชยางลบที่อยูทีป่ลาย
อีกดานแลวจึงหมุนดนิสอกลบัเพื่อเขียนตอ  การจัดวัตถุในมือ (in-hand manipulation) นับเปน
ความสามารถสําคัญอยางหนึ่งของมนษุยที่นกัวทิยาศาสตรพยายามถายทอดใหกบัหุนยนต  วธิี
หนึง่ในการจัดวัตถุในมือก็คือการเปลี่ยนคอนฟกเุรชันของการจับ (regrasping) ดวยการเปลี่ยน
ตําแหนงของนิว้ในขณะทีย่ังรักษาเสถยีรภาพของการจับไว   

วิทยานิพนธนีศ้ึกษาปญหาการคํานวณการเปลี่ยนตาํแหนงของนิ้วเพือ่เปลี่ยน
คอนฟกุเรชนัของการจับวัตถหุลายเหลีย่มในสองมิติดวยมือที่ม ี4 นิว้ โดยนิ้วที่ใชในการจับถูก
กําหนดใหเปนนิ้วแข็งที่สามารถเคลื่อนที่ไดอยางอิสระ  และมีความเสียดทานที่จุดสัมผัสระหวาง
นิ้วกับวัตถุเปนไปตามกฎของคูลอมบ (Coulomb friction)  วิทยานิพนธนีน้าํเสนอวธิีที่จะหาลาํดบั
ของการเปลี่ยนตําแหนงของนิ้วจากการจับเร่ิมตนเพื่อเปลี่ยนไปเปนการจับที่ตองการ  โดยในขณะ
ที่ดําเนินการเปลี่ยนตําแหนงของนิว้อยูนั้น  การจับยงัคงรักษาเสถยีรภาพดวยการคงคุณสมบัติ
ฟอรซโคลสเชอร (force closure) อยูตลอดเวลา  แนวคิดหลักของวธิทีี่นาํเสนอนี้จะทําการแปลง
ปญหาการวางนิว้ไปเปนโครงสรางขอมูลทีจ่ะขอเรียกวา กราฟการสลับนิ้ว (finger switching 
graph) การเชือ่มตอกันในโครงสรางนี้แสดงถึงความสามารถที่จะทาํการเปลี่ยนการจบัแบบหนึง่ไป
เปนการจับแบบอื่น  ทาํใหสามารถแกปญหาการวางแผนเปลี่ยนการจับดวยการคนในกราฟได  
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ถึงแมวาวธิีทีน่าํเสนอพิจารณาตําแหนงจดุสัมผัสโดยไมคํานึงถึงขอกาํหนดทางจลนศาสตรของนิ้ว 
(finger kinematics)  การแกปญหาดวยการคนในกราฟกท็ําใหเราสามารถเพิม่ขอกําหนดทาง
จลนศาสตร หรือขอกําหนดอื่นๆ ไดโดยสะดวกดวยการรวมขอกําหนดเหลานี้เขากบักติกาในการ
คน   การสรางกราฟการสลับนิ้วอยูบนพื้นฐานทางทฤษฎกีารจับทีท่ําใหเราสามารถแทนเซตของ
การจับทีม่ีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรดวยพื้นที่บนระนาบ   และสามารถระบุการสลบันิ้วที่เปนไป
ไดจากพืน้ที่ซึง่ทับซอนกันได  (แตละพื้นที่จะถูกแทนดวยจุดยอดในกราฟและการทับซอนกนัของ
พื้นที่จะถูกแทนดวยเสนเชื่อม)  คุณสมบัตขิองงานวิจยันีท้ี่แตกตางอยางเดนชัดจากงานวิจยัอื่นๆ 
เกี่ยวกับการคํานวณหาลําดบัการเปลี่ยนนิว้ คือความสามารถในการใหคําตอบเปนเซตของลําดับ
การเปลี่ยนนิว้ (แทนที่จะใหเพียงหนึ่งลาํดับ)  คุณสมบัตนิี้ถายทอดโดยตรงจากการสรางกราฟการ
สลับนิ้ว ทีก่ําหนดใหแตละจดุยอดในกราฟแทนเซตของการจับทีม่ีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร   เซต
ของลําดับที่เปนคําตอบทาํใหผูใชสามารถเลือกคําตอบที่เหมาะสมไดโดยไมตองทาํการคํานวณซ้าํ
อีกครั้ง   วิธีทีน่ําเสนอพิจารณาปญหาการวางแผนการวางนิ้วในมุมมองทางเรขาคณิต  ถงึแมวาจะ
มีศักยภาพที่จะไดวิธีแกปญหาที่มีประสิทธิภาพ  กย็ังตองนาํไปประยกุตใชประกอบกับมาตรการ
ในการเลือกการจับและลําดบัการเปลี่ยนการจับที่เหมาะสม อันจะสะทอนความตองการที่แทจริง
ของงานทีพ่ิจารณา  การเลือกลําดับที่เหมาะสมหรือแมแตการเลือกการจับที่เหมาะสม  เปนอีก
ปญหาที่ไดรับความสนใจจากนักวิจัย  และยังตองไดรับการคนควาอยางจริงจังกอนที่จะสามารถ
นําการวางแผนการจัดวัตถุในมือไปประยกุตใชจริงในทางปฏิบัต ิ

เนื้อหาของวทิยานพินธฉบับนี้ถูกแบงออกเปน 6 บทดังนี้ คือ บทที่ 1 เปนบทนํา  
ซึ่งกลาวถงึความเปนมาและความสาํคัญของปญหาทีว่ิทยานพินธนี้ใหความสนใจ  บทที ่2 จะ
กลาวถึงงานวจิัยและทฤษฎีตาง ๆ ที่เกี่ยวของ คือ ความเสียดทานคูลอมบ สภาพสมดุลของการจบั 
คุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร  เงื่อนไขสําหรับการจับดวยสองนิว้และสามนิ้ว  กอนที่จะกลาวถึง
โครงสรางกราฟการสลับนิ้ว  ในบทที ่3 เร่ิมตนดวยการแสดงตัวอยางการเปลี่ยนตําแหนงของนิว้  
เพื่อใหเห็นถึงภาพรวมของงานวิจัยในวทิยานพินธ  ตามดวยโครงสรางกราฟการสลับนิ้วสาํหรับ
การจับแบบคอนเคอรเรนท  ซึ่งประกอบไปดวยสวนยอย ๆ คือ การแทนการจับแบบคอนเคอรเรนท  
ที่อาศัยทฤษฏเีกี่ยวกับบริเวณสัมผัสอิสระเพื่อระบุคอนฟกุเรชนัของการจับแบบคอนเคอรเรนทดวย
จุดบนระนาบ   การสลับนิว้ซึง่จะสามารถทาํไดเมื่อเซตของการจับที่มีดานตางกันหนึ่งดานมีสวนที่
ซอนทับกัน  การจัดวางนิว้ซึง่เปนกระบวนการที่กระทาํไดเสมอในการเปลี่ยนการจับในเซตเดียวกัน  
และการสรางกราฟการสลับนิ้วโดยอาศัยเงื่อนไขสําหรับการจับแบบคอนเคอรเรนทเพื่อหาดานสาม
ดานทีจ่ะนํามาคํานวณเซตของการจับ  บทที ่4 เสนอการคํานวณหากราฟการสลับนิ้วสาํหรับการ
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จับแบบขนานและการจับดวยสองนิว้  โดยมีลําดับการนาํเสนอเชนเดียวกับการจับแบบคอนเคอร
เรนท  แตจะตางกนัตรงที่การแทนการจับแบบขนานใชตําแหนงบนดานทัง้สามเพื่อระบุคอนฟกุ
เรชันของการจบั  นอกจากนีก้ารจับดวยสองนิว้ยังจะเปนจุดเชื่อมโยงระหวางการจบัแบบคอนเคอร
เรนท  และการจับแบบขนาน  ซึ่งการจับทัง้สองแบบนี้ไมสามารถทําการเปลี่ยนการจบัระหวางกัน
ไดโดยตรง  สวนบทที ่5 จะกลาวถึงการทดลอง  ผลการทดลองซึง่จะแสดงผลของกราฟการสลับนิว้
ที่คํานวณได  รวมถึงตวัอยางในการเปลี่ยนตําแหนงของนิ้วที่ไดจากการจําลองการทดลอง  และ
สิ้นสุดบทนี้ดวยการวเิคราะหและสรุปผลการทดลอง  โดยมุงเนนในสวนขององคประกอบที่
ตอเนื่องกนัในกราฟการสลับนิ้ว  สวนทายสุดของวิทยานิพนธในบทที ่6 จะกลาวถึงบทสรุปของการ
วิจัย ขอเสนอแนะ รวมถึงแนวทางในการทําวิจัยในอนาคต 
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บทที่  2 

 
งานวิจัยและทฤษฏีที่เกี่ยวของ 

2.1 งานวจิัยที่เกีย่วของ 

งานวิจยัเกี่ยวกับการจับ และการจัดวัตถุในมือหุนยนต (dexterous in-hand 
manipulation) เปนงานวิจยัที่มีความสําคญัควบคูมากบังานวิจยัทางดานวทิยาการหุนยนต  
องคประกอบที่สําคัญของงานวิจัยทางดานนี้คือมือหุนยนต  มือหุนยนตถูกสรางและพัฒนาขึ้นโดย
มีจุดประสงคหลักเพื่อการนาํมาใชในการจัดวัตถุ และในขณะเดียวกนัความตองการทําใหมือ
หุนยนตนั้นมีขนาดและลักษณะคลายมือมนุษยก็เปนสิง่ที่ไดรับความสนใจเชนกัน มอืหุนยนตที่
เปนตนแบบและออกแบบมาเพื่อใหคลายมือของมนษุยคือ มือยูทาหและเอ็มไอที [1] เปนมือที่มีส่ี
นิ้ว แตมีขนาดใหญเนื่องจากตําแหนงของตวักําเนิดแรงของนิว้ (actuator) อยูภายนอกมือหุนยนต  
มือโรโบนอท [2] เปนมือที่มหีานิ้ว ถูกพัฒนาขึ้นเพื่อการใชงานในอวกาศ ตําแหนงของตัวกาํเนิด
แรงของนิ้วอยูภายนอกเชนเดียวกับมือยูทาหและเอ็มไอทีแตมีขนาดเลก็กวา มือดีแอลอารสอง [3] 
เปนมือรุนที่สองของมือดีแอลอาร มนีิ้วจาํนวนสี่นิว้ ใชมอเตอรซึ่งอยูภายในมือเปนตวักําเนิดแรง
ใหกับนิว้ ทาํใหขนาดของมอืหุนยนตนั้นไมใหญมาก แตน้ําหนักตรงสวนมือสูง และโครงสราง
ภายในนิ้วมีความซับซอน ดังนัน้งานวิจัย [4] จึงทาํการพฒันามือที่มหีานิว้ โดยใชมอเตอรอัลตรา
โซนิก (ultrasonic motor) เพือ่ใหมือหุนยนตมีขนาดเล็กลง ใกลเคยีงกับขนาดของมือมนุษย มี
น้ําหนกัเบา และออกแรงใหกับนิ้วไดสงูกวามอเตอรชนิดอ่ืน เนื่องจากมือหุนยนตที่ไดรับการพัฒนา
ในปจจุบนัดังที่กลาวมานัน้ลวนเปนมือหุนยนตที่มนีิ้วจาํนวนสี่และหานิว้ งานวิจยัเกี่ยวกบัการจบั
และการจัดวัตถุในมือหุนยนตสวนใหญจงึศึกษาเฉพาะปญหาที่ตองการใชนิ้วไมเกินหานิ้ว 

ส่ิงที่ตองคาํนงึถึงเปนประการตอไปคือ  ทําอยางไรมือหุนยนตนัน้จงึจะสามารถ
จับวัตถุอยางมีเสถียรภาพได  คุณสมบัตหินึง่ที่ตองการคือการจับใหอยูในสภาพสมดุล 
(equilibrium)  เมื่อวัตถุถกูจบัใหอยูในสภาพสมดุล ผลรวมของแรง (force) และแรงบิด (torque) 
ทั้งหมดทีก่ระทําตอวัตถเุปนศูนย  ทาํใหวตัถุอยูนิง่  อยางไรก็ตามการจับใหอยูในสภาพสมดุลเพยีง
ลําพงันัน้ไมเพยีงพอ  หากมกีารแทรกแซงจากแรงภายนอกที่กระทํากบัวัตถุก็อาจจะทําใหการจับ
นั้นเสยีสภาพสมดุลได คุณสมบัติที่ตองคาํนงึถงึเพิ่มเติมคือคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร การจับทีม่ี
คุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรนั้น นิว้จะสามารถออกแรงเพื่อหักลางแรงและแรงบิดทีม่ารบกวนการจับ
ได  ทาํใหผลรวมของแรงและแรงบิดทั้งหมดที่กระทาํตอวัตถุยังคงเปนศูนยอยูเสมอ (เมื่อกําหนดให
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นิ้วสามารถออกแรงที่มีขนาดใด ๆ ก็ไดตามตองการ) งานวิจัยเกีย่วกับคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรที่
ไดรับการอางถึงมากคือ [5] เปนงานวจิัยเรื่องการจับวัตถุหลายเหลี่ยมดวยนิ้วจาํนวนสองนิว้ที่อยู
ในสภาพสมดลุ และมีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร  โดยกําหนดใหนิ้วสัมผัสกับวัตถเุปนจุดสัมผัสซึ่ง
มีความเสยีดทาน งานวิจัยนีไ้ดเสนอเงื่อนไขสําหรับการจบัดวยสองนิ้วที่มีคุณสมบัตฟิอรซโคลส
เชอร  วธิีการหาบริเวณสัมผัสอิสระ (independent contact region) ซึ่งเปนบริเวณที่นิว้ทัง้สอง
สามารถทําการจับวัตถุใหมคีุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรโดยที่ตําแหนงของนิ้วมีอิสระตอกันหาก
วางตวัอยูในบริเวณดังกลาว  และทําการพสิูจนความมีเสถียรภาพของการจับที่มีคุณสมบัติฟอรซ
โคลสเชอรดวยหลักการยืดหดตัวของสปริง คุณสมบัตทิี่ใกลเคียงกับคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรคือ
คุณสมบัติฟอรมโคลสเชอร (form closure) ซึ่งความแตกตางระหวางคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร
และฟอรมโคลสเชอรคือ คุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรคํานงึถึงขอกาํหนดของแรง ในขณะที่
คุณสมบัติฟอรมโคลสเชอรคํานึงถึงขอกาํหนดทางจลนศาสตรเกี่ยวของกับการปดกั้นการ
เคลื่อนไหว (immobilization) ของวัตถุ ภายหลงั [6] ไดทําการพิสูจนวาการจับจะมคีุณสมบัติ
ฟอรซโคลสเชอรก็ตอเมื่อการจับนั้นมีคุณสมบัติฟอรมโคลสเชอร งานวิจัยที่เกี่ยวของกับคุณสมบัติ
ฟอรมโคลสเชอรคือ [7] สวนสําคัญของงานวิจัยนี้คือการพิสูจนวาสีน่ิ้วและสิบสองนิว้เพยีงพอ
สําหรับการจับวัตถุใดๆ ในสองมิติและสามมิติตามลําดบั  หากเปนวัตถุทรงหลายหนา 
(polyhedron) ใชแคเจ็ดนิ้วกเ็พียงพอ  นอกจากนี้ยังทาํการพิสูจนกรณพีืน้ผิวสัมผัสมีความเสยีด
ทานโดยสรุปวาสามนิ้วเพียงพอสําหรับการจับวัตถุในสองมิติ และสี่นิว้เพียงพอสําหรบัการจับวัตถุ
ทรงหลายหนาในสามมิติ งานวิจยัที่ตอเนื่องมาจาก [5] เปนงานวิจัยที่เกี่ยวกบัการจบัวัตถุหลาย
เหลี่ยมดวยนิ้วจํานวนสามนิว้  [8] กลาวถงึลักษณะของการจับดวยนิ้วจํานวนสามนิว้เพื่อใหมี
คุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร และใชการคํานวณเชงิเสน  (linear programming) เพื่อหาบริเวณ
สัมผัสอิสระทีก่วางที่สุด โดยงานวจิัยจากผูเขียนเดียวกนันี ้[9] สนใจปญหาการจับวัตถุทรงหลาย
หนาดวยนิ้วจาํนวนสามนิ้วและสี่นิ้ว  งานวิจัยนี้แสดงถงึลักษณะการวางตัวของแนวแรงและ
ตําแหนงของนิว้เพื่อใหการจบันั้นมีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร โดยทาํการกําจัดตัวแปรที่ไม
เกี่ยวของกับตําแหนงของนิ้วดวยการฉายโพลีโทป (polytope) ลงบนปริภูมิยอย และทําการเลือก
การจับที่ดทีี่สดุดวยการใชขนาดของบริเวณสัมผัสอิสระเปนเกณฑ  ซึง่งานวิจัยนี้ตอมาไดมีการวิจยั
เพิ่มเติมคืองานวิจยั [10] เสนอวิธกีารฉายโพลีโทปสองวธิีคือ วิธกีารกาํจัดเกาสเชียน (Gaussian 
elimination) และวิธีที่ใชอัลกอริทึมคอนทวัรแทรกกงิ (contour-tracking) เพื่อลดความซับซอนใน
การใชวิธีฉายโพลีโทป งานวจิัย [11] ไดเสนอวิธหีลีกเลีย่งการฉายโพลโีทปดวยการเปลี่ยนวธิีการ
แทนการจับจากตําแหนงของนิว้บนวัตถุเปนการแทนการจับดวยจุดโฟกัส (focus point) ตัวแปรทุก
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ตัวของจุดโฟกสัมีความเกี่ยวของกับตําแหนงจับโดยตรงจึงไมตองทําการฉายโพลีโทปเพื่อกําจัดตัว
แปร 

งานวิจยัที่มีความเกี่ยวของและใกลเคียงกับวิทยานิพนธนี้ที่สุดคืองานวิจยัที่
เกี่ยวของกับการจัดวัตถุในมอื  และการเปลี่ยนการจับ งานวิจัยแรก ๆ เกี่ยวกับการเปลี่ยนการจับ
เสนอไวใน [12] โดยใชวิธีการแทนที่ของนิว้เมื่อนิว้ถงึจุดสิ้นสุดของบริเวณทํางานของมัน งานวิจัยนี้
นําเสนอวธิีการเปลี่ยนตําแหนงของนิ้วที่ใชในการจับดวยนิ้วจาํนวนสามนิ้วและสีน่ิ้วบนวัตถุผิวโคง
ทั้งวัตถุในสองมิติและสามมติิ โดยพิจารณานิว้เปนเพียงแคจุดและเปนนิ้วแข็งที่มีความเสียดทานที่
จุดสัมผัสระหวางนิว้กับวัตถ ุ การจับทีพ่ิจารณาคือการจับแบบสองนิว้และสามนิ้ว จุดที่นาสนใจ
ของงานวิจยันีค้ือการใชมือหุนยนตสี่นิ้วทาํการเปลี่ยนการจับโดยพิจารณาการจับดวยสองนิว้สอง
แบบที่ไมมีความเกีย่วของกนั ทําใหการเปลี่ยนการจับงายกวาการใชมอืหุนยนตที่มีสามนิว้ 
เนื่องจากนิ้วทัง้สามตองมีความเกีย่วเนื่องกันอยูตลอด 

การจัดวัตถุในมือเปนปญหาที่ไดรับความสนใจในวงการวิทยาการหุนยนตมาโดย
ตลอด งานวิจยั [13] ไดเสนอกรอบ (framework) ของการวางแผนการจัดวัตถุในมือดวยการหมนุ
นิ้ว และการเปลี่ยนตําแหนงของนิ้ว โดยทาํการแบงประเภทของการจัดวัตถุดวยมือทีม่ีหลายนิว้
เปนสามประเภทคือ  (1) การจัดวัตถุ โดยมีจุดประสงคเพื่อใหวัตถุอยูในคอนฟกุเรชนัที่ตองการโดย
ไมสนใจคอนฟกุเรชนัของจดุสัมผัส (2) การเปลี่ยนแปลงการจับ ซึ่งคาํนึงถงึคอนฟกุเรชันของจุด
สัมผัสโดยไมสนใจคอนฟกุเรชันของวัตถุ และ (3) การจัดที่คํานงึถงึคอนฟกเุรชันของวัตถุและจุด
สัมผัส โดยในงานวิจยันี้คํานึงถงึทฤษฎทีี่เกี่ยวของคือ จลนศาสตรที่จดุสัมผัส (contact 
kinematics) การจัดพิกัดของวัตถ ุการจบัที่มีเสถยีรภาพ รวมถึงการเปลี่ยนตําแหนงของนิว้ 
งานวิจยันีก้ําหนดใหมือหุนยนตทีน่ํามาใชมีนิ้วจาํนวนสามนิว้ ดงันัน้จงึพิจารณาการจับที่มี
คุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรดวยนิว้จํานวนสองนิ้ว และสามนิว้ โดยกาํหนดใหนิ้วเปนครึ่งทรงกลม 
นอกจากนีย้ังคํานึงถึงพื้นทีท่ํางานของนิ้วดวย และไดทาํการเสนอตัวอยางมือที่มีสามนิว้ทาํการจดั
วัตถุทรงกลม  ถึงแมจะทําการจัดวัตถุทรงกลมซึ่งเปนรูปทรงพื้นฐาน แตมีจุดเดนคือสามารถแสดง
ความสัมพันธระหวางการหมุนของนิ้ว และการหมุนของวัตถุทรงกลมไดอยางชัดเจน 

งานวิจยัที่ใกลเคียงกับวิทยานิพนธนี้มากทีสุ่ดคืองานวิจยัการวางแผนการเปลี่ยน
การจับสําหรับวัตถุหลายเหลีย่มใน [14] ขอกําหนดของงานวิจัยนี้คือ ใชมือหุนยนตทีม่ีนิ้วจาํนวนสี่
นิ้วโดยที่มีความเสียดทานระหวางผวิวัตถุและปลายนิ้ว และสามารถทาํการยกนิ้วที่ไมเกี่ยวของกับ
การจับไดเพียงครั้งละนิ้วเดยีวเทานั้น วิธทีี่นาํเสนอในงานวิจัยนี้แบงปญหาเพื่อคํานวณหาตําแหนง
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การจับเปนสามปญหาคือ ปญหา A(c) เปนปญหาทีว่า นิ้ว c สามารถถูกนาํออกจากการจับเริ่มตน
ไดหรือไม สามารถแกปญหาดวยการคํานวณเชิงเสน ปญหา B(c,n) เปนปญหาการคํานวณหา
พื้นที่สัมผัสวัตถุของนิว้ c ที่สามารถทําการจับที่มีเสถียรภาพไดโดยไมมีนิ้ว n มาเกีย่วของ  ปญหา
นี้เปนปญหาทีไ่มเปนเชงิเสน ปญหา C(c,n,d) เปนปญหาการคํานวนพืน้ที่สัมผัสวัตถขุองนิ้ว c โดย
ที่การจับนัน้มนีิ้ว c และ n เกี่ยวของกับการจับแลวสามารถคงสภาพการจับที่มีเสถยีรภาพไดโดย
ไมมีนิ้ว d มาเกี่ยวของ เปนปญหาที่ไมเปนเชิงเสนและมีความซบัซอนมากกวาปญหา B การหา
ลําดับของการจับในงานวิจัยนี้ใชโครงสรางตนไม โดยที่แตละจุดในตนไมแทนนิ้วที่ถกูยกออก โดย
เร่ิมจากการแกปญหา A(c) เพื่อหานิว้ที่สามารถยกออกไดจากการจับเร่ิมตน หลังจากนัน้ทาํการ
แกปญหา B(c,n) เพื่อหานิ้ว n ที่สามารถยกออกไดโดยทีน่ิ้ว c กลับมามีความเกี่ยวของกับการจับ
วัตถุ บางครั้งการแกปญหา B(c,n) อาจไมไดคําตอบ แตคําตอบนั้นอาจมีไดหากทําการเปลี่ยน
ตําแหนงของนิว้ p กอนที่จะทําการปรับเปลี่ยนนิ้ว c ซึ่งกค็ือการแกปญหา C(p,c,n) นั่นเอง การ
แกปญหา C นั้นใชเวลานานมาก ดงันัน้ในการขยายลูกของจุดยอดในตนไมจึงใชฟงกชันแบบ
ศึกษาสํานึก (heuristic function) ในการพิจารณา โดยตั้งจุดประสงคของการคนหาเพื่อใหนิ้วทุก
นิ้วอยูในตําแหนงที่สามารถทําการหมุนวตัถุไดมากกวามุมที่กาํหนด ตัวแปรที่นาํมาพิจารณาใน
ฟงกชันแบบศกึษาสาํนกึคือ มุมที่เปลีย่นไปของวัตถทุี่นิว้สามารถกระทําได ระดับความลกึของจุด
ยอดในตนไม และการลงโทษหากตองทําการแกปญหา C ซึ่งตองใชวธิีการแกปญหาที่ไมใชเชงิเสน
ที่มีความซับซอนและใชเวลานาน 

นอกจากงานวจิัยเกี่ยวกับการจับ และการจัดวัตถุในมือหุนยนตขางตน ไดมี
ผูเขียนบทความรวบรวมงานวิจัยเรื่องการจบั [15] และบทความรวบรวมงานวจิัยเรื่องการจัดวัตถุ
ในมือหุนยนต [16] ซึ่งชวยใหมองเหน็ภาพรวมของงานวิจัยในดานนี้ไดเปนอยางด ี

2.2 ทฤษฎทีี่เกี่ยวของ 

ความรูพืน้ฐานที่จาํเปนตองกลาวถึงในวทิยานพินธนี้แบงเปนสามสวนคือ  2.2.1  
เปนเรื่องการจบัและความเสยีดทาน เนื้อหาในสวนนี้จะกลาวถงึความสมัพันธระหวางความเสยีด
ทานและแรงกระทําจากนิ้ว  หัวขอ  2.2.2 กลาวถงึสภาพสมดุลของการจับ การจับที่มคีุณสมบัติ
ฟอรซโคลสเชอร และความสัมพันธระหวางสภาพสมดลุของการจับและคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร 
โดยสวนสาํคญัคือขอสรุปที่วา สภาพสมดลุของการจับเปนเงื่อนไขที่เพียงพอสําหรบัคุณสมบัติ
ฟอรซโคลสเชอร  ขอสรุปนีท้ําใหเราสามารถหาการจับที่มีคุณสมบัตฟิอรซโคลสเชอรไดจากการ
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คํานวณหาการจับที่ทาํใหเกดิสภาพสมดุลของการจับ  และหัวขอที่  2.2.3 จะกลาวถึงเงื่อนไขใน
การจับวัตถหุลายเหลี่ยมในสภาพสมดุลดวยสองและสามนิ้วตามลําดบั 

2.2.1 การจับและความเสียดทาน 

การใชนิว้จับนบัเปนหวัใจสําคัญของการจดัวัตถุดวยมือหุนยนต  นิ้วหุนยนต
แบงเปนสองประเภทคือ นิว้แข็ง (hard finger) และนิ้วออน (soft finger) นิ้วออนแตกตางจากนิ้ว
แข็งดวยความสามารถในการถายทอดแรงบิดรอบจุดสัมผัส  ในขณะทีน่ิ้วแข็งสามารถออกแรง
กระทําที่จุดสมัผัสไดเพียงอยางเดยีวเทานัน้  การวิเคราะหการจับดวยนิ้วแข็งแบงตามลักษณะของ
ผิวสัมผัสเปนสองประเภทคอื แบบไมมีแรงเสียดทานและแบบมีแรงเสยีดทาน  เมื่อไมมีแรงเสียด
ทาน นิ้วออกแรงกระทาํกับวตัถุไดในเฉพาะทิศทางตัง้ฉากกับผิวสมัผัส  แตเมื่อมีแรงเสียดทานเขา
มาเกีย่วของ แรงกระทาํจะถกูกําหนดดวยธรรมชาติของแรงเสียดทาน  แรงเสียดทานเปน
ปรากฏการณทางฟสิกสที่ซบัซอนและเกีย่วของกับโครงสรางทางวัสดุของผิวสัมผัสทั้งในระดับ
จุลภาค (microscale) และระดับมหภาค (macroscale)  ถึงแมวาพฤตกิรรมโดยละเอียดของแรง
เสียดทานเปนปญหาที่ยงัตองรอการคนควาจากนักวิทยาศาสตร  การใชกฎของคูลอมบ [17] ใน
การอธิบายแรงเสียดทานก็เปนทีย่อมรับวาแมนยาํพอเพียงในทางกลศาสตรและงานทฤษฎี
เกี่ยวกับการจับ  ดังที่ไดกลาวไปแลวในบทนําวาการจับทีม่ีเสถียรภาพนัน้  นิว้จะตองอยูนิ่งเมื่อ
เทียบกบัวัตถ ุ นัน่ก็คือผิวสมัผัสระหวางนิว้กับวัตถุไมเคลื่อนที ่ จากกลศาสตรเบื้องตน [18] แรง
เสียดทานที่เกีย่วของในกรณีนี้คือแรงเสียดทานสถิต (static friction)  แรงเสียดทานสถิตเปนแรง
ตานทานความพยายามที่จะเคลื่อนที่ของวัตถุ  วัตถทุี่อยูนิ่งจะเริ่มเคลื่อนที่ไดเมื่อมแีรงกระทําใน
ทิศทางการเคลื่อนที่ซึง่มีขนาดไมนอยกวาขนาดของแรงเสียดทานสถติสูงสุดตามกฎของคูลอมบ  
ขนาดของแรงเสียดทานสถติสูงสุดนี้สามารถคํานวณไดจากผลคูณระหวางขนาดของแรงกดใน
แนวตั้งฉากกบัผิวสัมผัสและคาสัมประสทิธิ์แรงเสียดทานสถิต (static friction coefficient) ซึง่เปน
คาคงตัวขึ้นอยูกับคุณสมบัติของผิวสัมผัสทั้งสอง  ดังตวัอยางในรูปที ่1(a) ซึ่งแสดงวัตถุรูป
ลูกบาศกที่อยูนิ่งบนพืน้เรียบและมีแรงกดคือ n  เมื่อสัมประสิทธิ์แรงเสยีดทานสถิตของผิวสัมผัสทั้ง
สองเปน µ  จะไดวาแรงผลัก f ที่มีขนาดนอยกวา  | |µn  ไมวาจะมาจากทิศทางใดก็ตามก็ไม
สามารถทําใหวัตถุนี้เคลื่อนที่ไปได  ขอสรุปจากตัวอยางนี้สามารถนํามาใชในการพจิารณาแรงทีน่ิว้
กระทําตอวัตถใุนขณะที่วัตถถุูกจับใหอยูนิง่ได  รูปที ่1(b) แสดงนิว้ทรงกลมที่สัมผัสกบัผิววัตถ ุ โดย
เมื่อนิ้วออกแรงกด n ในแนวตัง้ฉากกับผิวสมัผัส  นิ้วก็สามารถออกแรงที่มีขนาดนอยกวา | |µn  
ในทิศทางใดกไ็ดที่ขนานกับผิวสัมผัสโดยไมทําใหเกิดการเลื่อนของนิว้บนผิวสัมผัส  เมื่อพิจารณา
แรงในแนวตัง้ฉากและแนวขนานกับผิวสัมผัส  เราจงึเห็นไดวาแรงรวมที่นิว้กระทําตอวัตถุจะตองมี
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แนวแรงอยูในกรวยซึง่มีจุดสมัผัสเปนจุดยอด  มีแกนกลางในทิศทางทีต่ั้งฉากกับผิวสัมผัส และมี
คร่ึงหนึง่ของมมุที่จุดยอด (half cone angle) เปน 1tan ( )θ µ−=  เราเรียกกรวยดังกลาวนี้วากรวย
เสียดทาน (friction cone) และสามารถเขียนไดวา 

ทฤษฎบีท 1 เมื่อไมมีการเคลื่อนที่ระหวางผิวสัมผัส  แรงรวมทีน่ิ้วกระทาํตอวัตถุ
วางตวัอยูภายในกรวยเสียดทานที่จุดสมัผัส 

 
รูปที่ 1 แรงเสียดทานตามกฎของคูลอมบ 

2.2.2 สภาพสมดลุของการจับและคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร 

ในทางกลศาสตร วัตถุอยูนิ่งยอมอยูในสภาพสมดุล  วัตถุอยูในสภาพสมดุลก็
ตอเมื่อแรงรวมและแรงบิดรวมทีก่ระทาํตอวัตถุเปนศนูย  วัตถุอยูในสภาพสมดุลของการจับ 
(grasping equilibrium) เมื่อวัตถุอยูในสภาพสมดุลภายใตแรงและแรงบิดจากนิ้ว  โดยไมมีการ
รบกวนจากแรงและแรงบิดอื่นๆ   ดังที่ไดกลาวไปแลววา นิ้วแข็งซึง่เราศกึษาในวทิยานิพนธนี้ออก
แรงไดเพียงอยางเดยีว  นั่นก็คือแรงบิดทีต่องพิจารณาในการวิเคราะหสภาพสมดุลของการจับ  มี
เพียงแรงบิดทีไ่ดจากการคํานวณโมเมนต (moment) ของแรงกระทําจากนิว้รอบจุดกําเนิด  การ
คํานวณโมเมนตนี้คือการหาผลคูณไขว ×x f โดยที่  1 2 3( , , )Tx x x=x เปนเวกเตอรบอกตําแหนง
จุดสัมผัส  และ 1 2 3( , , )Tf f f=f เปนแรงกระทําจากนิ้ว  ซึง่ในกรณีที่บริเวณทํางานมีสองมิติ  แรง 
f และตําแหนง x ใดๆ จะอยูบนระนาบเดียวกนั ( 3 0x =  และ  3 0f = ) ทําใหไดโมเมนตอยูในรูป 

1 2 1 2(0,0, )Tx f f x−  กอนที่เราจะกลาวถงึคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร  ขอนยิามสภาพสมดลุของ
การจับอยางชดัเจนสําหรับการอางองิถงึภายหลงัดังนี ้

บทนิยาม 1 สภาพสมดุลของการจับดวยนิ้วแข็งคือ  สภาพสมดุลทีเ่กิดจากแรง
กระทําจากนิ้วเทานั้น (ไมมีแรงและแรงบิดอื่นๆ เกีย่วของ) โดยตองมีอยางนอยหนึง่นิว้ที่ออกแรง 

n 

f 

n 

θ

(a) (b) 
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เมื่อพิจารณาอยางผวิเผนิ จะเหน็ไดวาการจับที่ทาํใหวัตถุอยูในสภาพสมดุลของ

การจับไมเพยีงพอ  หากมีแรงหรือแรงบิดภายนอกรบกวน  การจับดังกลาวก็ไมนาที่จะสามารถ
ออกแรงเพื่อหกัลางการรบกวนไดในทุกกรณี  ดวยเหตนุีจ้ึงไดมีการนิยามคุณสมบัตทิี่พงึประสงค
ของการจับที่เรียกวาฟอรซโคลสเชอร  กลาวคือ 

บทนิยาม 2 เมื่อขนาดของแรงที่นิว้กระทาํตอวัตถุไมถูกจํากัด การจับที่มี
คุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรจะสามารถออกแรงหักลางแรงหรือแรงบิดภายนอกใดๆ ทีม่ารบกวนได  
ทําใหวัตถุอยูในสภาพสมดุล  ไมวาจะมีการรบกวนใดๆ ก็ตาม  

บทนยิาม 2 ชี้ชัดวาการจับทีม่ีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรยอมสามารถทําใหวัตถุ
อยูในสภาพสมดุลของการจบัไดดวย (แรงและแรงบิดรบกวนเปนศนูย)  แตทีน่าสนใจกวาคือบท
กลับของขอสรุปนี้  ดังที่ไดมีการพิสูจนไวใน  [5] และ [8] วา 

ทฤษฎบีท 2 เมื่อผิวสัมผัสมีความเสยีดทาน  การจับดวยนิ้วแข็งซึ่งแรงกระทาํ
จากแตละนิว้อยูภายใน (interior) กรวยเสยีดทานอยางเครงครัด และสามารถทําใหวัตถุอยูใน
สภาพสมดุลของการจับ  ยอมเปนการจับทีม่ีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรดวยเสมอ 

ทฤษฎีบท 2 นีท้ําใหเราสามารถหาการจับที่มีคุณสมบัตฟิอรซโคลสเชอรไดดวย
การคํานวณตาํแหนงจุดสัมผัส ของการจับที่ทาํใหเกิดสภาพสมดุลของการจับได  โดยในทางปฏบิัติ 
การคํานวณนีอ้าจใชสัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิตทีน่อยกวาคาจริง เพื่อใหแนใจวาแรงกระทาํ
จากนิ้วจะอยูในกรวยเสียดทานจรงิตามที่กาํหนดไวในทฤษฎี  ขอกําหนดของแรงดังกลาวเปนสวน
จําเปนในการพิสูจนทฤษฎีใน [8] โดยในบทความนี ้ไดมีการแยกประเภทใหกับสภาพสมดุลตาม
ทฤษฎีบท 2 โดยเรียกวาสภาพสมดุลที่ไมใชขอบ (non-marginal equilibrium)  อยางไรก็ตาม
วิทยานิพนธนีไ้มมีความจาํเปนตองแยกประเภทของสภาพสมดุล  เนือ่งจากแรงกระทําจากนิ้ว
ไดรับการรับประกันจากทฤษฎีบท 1 แลววาตองอยูภายในกรวยเสียดทาน  

2.2.3 เง่ือนไขในการจับวัตถุหลายเหลี่ยมในสภาพสมดลุ 

หัวขอนีจ้ะขอกลาวถึงลกัษณะของการจบัดวยสองและสามนิ้วเพื่อใหวัตถุอยูใน
สภาพสมดุลของการจับ โดยใชเงื่อนไขของแนวแรงและตาํแหนงจุดสัมผัส   ตลอดหัวขอนี้ เรา
กําหนดให θ  แทนครึ่งหนึ่งของมุมที่จุดยอดกรวยเสียดทาน  นอกจากนีจ้ะขอใชคําวากรวยเสียด
ทานภายใน (internal friction cone) เพื่อเรียกกรวยเสยีดทานที่มทีิศพุงเขาหาเนื้อวัตถุ(ตาม
ทิศทางแรงกระทําจากนิ้ว)  และเมื่อพิจารณาเสนตรงทกุเสนที่ขนานกับเวกเตอรในกรวยเสียดทาน
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ภายใน เราจะไดกรวยสองชิน้ทีว่างตัวตรงขามกันที่จุดสมัผัส (รูปที ่2)  ขอเรียกกรวยทั้วสองชิ้น
รวมกันวากรวยเสียดทานสองดาน (double-sided friction cone)  

ทฤษฎีบท 3 ตอไปนี้นํามาจาก [5] ซึ่งกลาวถึงลักษณะของการจับดวยนิว้จํานวน 
2 นิ้วเพื่อใหอยูในสภาพสมดุลของการจับ 

ทฤษฎบีท 3  เงื่อนไขจําเปนและเพียงพอสาํหรับจุดจับสองจุดเพื่อใหเกิดการจับ
ที่อยูในสภาพสมดุลคือ เวกเตอรทั้งสองที่ตัง้ฉากกับดานที่สัมผัสและมทีิศทางพุงเขาหาเนื้อวัตถทุํา
มุมกันอยูในชวง )2,2( θπθπ +−  และเสนเชือ่มระหวางจุดจับสองจุดนัน้วางตวัอยางเครงครัด
อยูในกรวยเสยีดทานสองดานทั้งสองกรวย 

ตัวอยางของการจับดวยนิ้วสองนิว้ซึ่งเปนไปตามทฤษฎีบท 3 แสดงดังรูปที่ 2(a) 
และรูปที่ 2(b) แตการจับดังรูปที่ 2(c) ไมเปนการจับที่อยูในสภาพสมดุลเพราะเวกเตอรที่ตั้งฉาก
กับดานที่สัมผัสกับนิ้วทัง้สองทาํมุมกันอยูนอกชวง )2,2( θπθπ +−  และเสนเชื่อมระหวางจุดจับ
ทั้งสองจุดไมวางตัวอยูในกรวยเสียดทานสองดาน  และการจับดังรูปที ่2(d) ไมเปนการจับที่อยูใน
สภาพสมดุลเนื่องจากเสนเชื่อมระหวางจดุจับทั้งสองจดุไมวางตวัอยูในกรวยเสียดทานสองดาน 
ถึงแมเวกเตอรที่ตั้งฉากกับดานที่สัมผัสกับนิ้วทั้งสองทาํมุมกันอยูในชวง )2,2( θπθπ +−  ก็ตาม   

 
รูปที่ 2 การจับดวยนิว้จํานวนสองนิ้ว : ลูกศรแสดงถึงแรงทีน่ิ้วกระทาํกบัวัตถุซึ่งวางตวัอยูในกรวย

เสียดทานสองดาน เสนประคือเสนเชื่อมระหวางจุดจับทั้งสองจุด 

จากนี้จะขอกลาวถงึการจับดวยนิว้จํานวน 3 นิ้วเพื่อใหอยูในสภาพสมดุลของการ
จับโดยอาศัยบทนยิามเพิ่มเติม ดังนี้  

(a) (b) 

(c) (d) 
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บทนิยาม 3 เซตของเวกเตอรสแปนทางบวก (positively span) ใน nℜ  ถา

เวกเตอรใด ๆ ใน nℜ สามารถเขยีนอยูในรูปผลบวกเชงิเสนของเวกเตอรในเซตนี้ดวยสมัประสิทธที่
ไมเปนลบ               

ทฤษฎีบทตอไปนี้มาจาก [8] 

ทฤษฎบีท 4 เงื่อนไขจําเปนและเพียงพอสาํหรับการจับดวยนิว้จาํนวนสามนิว้
เพื่อใหอยูในสภาพสมดุลโดยที่แรงที่จุดสมัผัสทั้งสามไมเปนศนูย และไมขนานกนัคือ (Pa) เมื่อมี
เสนในแตละกรวยเสียดทานสองดานที่จุดสัมผัสทั้งสามตัดกัน ณ จุด ๆ หนึง่ และ (Pb) เวกเตอร
แรงที่วางตัวอยูในกรวยเสียดทานภายในที่จุดสัมผัส และขนานกับเสนทัง้สามนัน้สแปนทางบวกใน 

2ℜ  

ตัวอยางของการใชงานทฤษฎีบท 4 แสดงในรูปที่ 3 โดยรปูที่ 3(a) มีแรง 
321 ,, uuu  ซึ่งตัดกนัที่จุด ๆ หนึ่ง และสแปนทางบวกใน 2ℜ  ดังนัน้การจบัที่แสดงในรปูที่ 3(a) จึง

เปนการจับที่อยูในสภาพสมดุล ในขณะทีก่ารจับที่แสดงในรูปที่ 3(b) ซึ่งแรง 321 ,, uuu  ตัดกันที่
จุด ๆ หนึ่งแตไมสแปนทางบวกใน 2ℜ  ดังนัน้จงึไมเปนการจบัที่อยูในสภาพสมดุล ตัวอยางการจับ
ดวย 3 นิ้วซึง่เปนไปตามทฤษฎีบท 4 ในแบบตาง ๆ แสดงดังรูปที ่4 

 
รูปที่ 3 การจับดวยนิว้จํานวน 3 นิ้ว 

ทฤษฎบีท 5 เงื่อนไขจําเปนและเพียงพอสาํหรับการจับดวยนิว้จาํนวนสามนิว้
เพื่อใหอยูในสภาพสมดุลดวยแรงทื่ขนานกนัโดยที่แรงที่จดุสัมผัสทั้งสามไมเปนศูนยคือ  มีเสนใน
กรวยเสียดทานสองดานที่จดุสัมผัสทั้งสามขนานกนั และเวกเตอรแรงที่ขนานกับสามเสนนั้น (ซึ่ง
วางตวัอยูในกรวยเสียดทานภายในที่จุดสมัผัส) มีเวกเตอรที่ขนานกับเสนที่อยูกลางที่มีทิศทาง
ตรงกันขามกบัสองเวกเตอรที่เหลือ  

u1 
u3 

u2 

u1 

u3 

u2

(a) (b) 
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รูปที่ 4 การจับดวยนิว้จํานวน 3 นิ้วในแบบตาง ๆ ที่เปนไปตามทฤษฎีบท 4 

ตัวอยางการจบัดวยนิว้สามนิ้วแบบขนานซึ่งเปนไปตามทฤษฎีบท 5 แสดงในรูปที ่
5(a) ในขณะทีก่ารจับที่แสดงดังรูปที่ 5(b) ไมเปนไปตามทฤษฎีบท 5 เนื่องจากเวกเตอรที่มีทิศทาง
ตรงกันขามกนัสองเวกเตอรที่เหลือไมไดอยูตรงกลาง 

         
รูปที่ 5 การจับดวยนิว้สามนิว้แบบขนาน 

เนื่องจากการสรางกราฟการสลับนิ้วจาํเปนตองพจิารณาเงื่อนไขในทฤษฎีบท 6 
ซึ่งเปนเงื่อนไขที่เครงครัดกวาเงื่อนไขในทฤษฎีบท 4  บทนยิามเพิ่มเตมิเพื่อนาํไปใชในทฤษฎีบท 6 
เปนดังนี ้

บทนิยาม 4 กําหนดให )3,2,1( =iCi คือกรวยซึง่มีกึง่กลางคือ ia  ดวยครึ่งมุม 
θ  สามารถกลาวไดวาเวกเตอรสามเวกเตอร )3,2,1( =iia สแปนทางบวกดวยมมุ θ  (θ -
positively span) ใน 2ℜ  เมื่อสามเวกเตอรใด ๆ )3,2,1( =∈ iCiib  ใด ๆ สแปนทางบวกใน  2ℜ  

เพื่อทาํการอธิบายการสแปนทางบวกดวยมุม θ  ใน  2ℜ  ของสามเวกเตอรให
พิจารณารูปที่ 6  โดยที่เวกเตอร )3,2,1( =iia  ที่แสดงในรูปที่ 6(a) สแปนทางบวกดวยมุม θ  

(a) (b) 
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ในขณะที่เวกเตอร )3,2,1( =iia  ที่แสดงในรูปที่ 6(b) ไมสแปนทางบวกดวยมุม θ  เนือ่งจากมีสาม
เวกเตอร )3,2,1( =∈ iCiib บางเวกเตอรที่ไมสแปนทางบวกใน  2ℜ   ซึ่งเหน็ไดชัดวาเวกเตอร
สามเวกเตอรจะสแปนทางบวกดวยมุม θ  ใน 2ℜ  ก็ตอเมื่อมมุระหวางทุกเวกเตอรมีคานอยกวา 

θπ 2−  

ทฤษฎบีท 6 เงื่อนไขเพยีงพอสําหรับการจบัดวยนิว้จํานวนสามนิว้เพื่อใหอยูใน
สภาพสมดุลโดยที่แรงทีจุ่ดสัมผัสทั้งสามไมเปนศนูย และไมขนานกนัคือ  (Pa) มีเสนในกรวยเสียด
ทานสองดานที่จุดสัมผัสทัง้สามตัดกัน ณ จุด ๆ หนึ่ง และ (Pc) เวกเตอรตั้งฉากภายใน1 (internal 
normal) ที่จุดสัมผัสทั้งสามเวกเตอรสแปนทางบวกดวยมุม θ  ใน 2ℜ  

การพิสูจนทฤษฎีบทนี้แสดงใน [8] ซึ่งจะสงัเกตเห็นวาการแทนเงื่อนไข Pb ใน
ทฤษฎีบท 4 ดวยเงื่อนไข Pc ที่เครงครัดกวา ทําใหมีการจับบางคอนฟกุเรชันเปนไปตามทฤษฎีบท 
4 แตไมเปนไปตามทฤษฎีบท 6  ถงึการจับตามทฤษฎีบท 6 จะทําใหการจับบางสวนขาดหายไป  
แตการจับสวนที่ขาดหายไปนั้นสวนหนึ่งคือการจับดวยนิ้วจํานวนสองนิว้ดังแสดงใน [8] เหตุผลที่
ใชเงื่อนไขที่เครงครัดกวาก็เพื่อการสรางกราฟการสลับนิ้วอนัจะกลาวในหัวขอที ่ 3.2 

 
รูปที่ 6 การสแปนทางบวกดวยมุม θ   ของเวกเตอรสามเวกเตอรใน 2ℜ  

                                                  
1 เวกเตอรตั้งฉากที่พุงเขาหาเนื้อวัตถ ุ

a2 

C1 

C2 

C3 

a3 

a2

C2 

C1 

a1

C3 

a3 

θ θ 

(a) (b) 

a1 
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บทที่  3 

 
กราฟการสลับนิ้วสําหรับการจับแบบคอนเคอรเรนท 

เปาหมายหลกัของวทิยานพินธนี้คือ การหาวิธีคํานวณหาลาํดับของการวาง
ตําแหนงของนิว้หุนยนตบนวตัถุหลายเหลีย่มในสองมิติเพือ่เปลี่ยนคอนฟกุเรชนัของการจับ  โดยใน
ระหวางกระบวนการเปลี่ยนแปลงคอนฟกเุรชันนี ้การจับยังคงคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรตลอดทั้ง
กระบวนการ  เพื่อใหเกิดความเขาใจที่ชัดเจนเกีย่วกับการเปลี่ยนการจบัและลําดับการเปลี่ยนนิ้ว  
หัวขอที ่ 3.1 จะนําเสนอตัวอยางลาํดับการเปลี่ยนการจับที่ตองการ  กอนที่จะนาํเสนอวิธีการสราง
กราฟการสลับนิ้วซึง่เปนโครงสรางที่ใชคาํนวณหาลาํดับการเปลี่ยนตาํแหนงของนิ้ว  โดยในบทนี้
สนใจกราฟการสลับนิ้วสําหรบัการจับแบบคอนเคอรเรนท  ซึ่งเปนประเด็นหลกัในวทิยานพินธนี้
การนาํเสนอเริม่ที่หวัขอที ่ 3.2 จะขอกลาวถึงการระบุคอนฟกเุรชันของการจับแบบคอนเคอรเรนท
ดวยจุดบนระนาบ  หัวขอที ่ 3.3 จะทาํการอธิบายกระบวนการสลับนิ้วเพื่อเปลี่ยนเปนการจับบน
ดานที่ตางกัน  แตการสลับนิว้ไมสามารถทาํไดหากตาํแหนงการจับในขณะนั้นไมเหมาะสม
จําเปนตองอาศัยการจัดวางนิ้วซึง่จะกลาวในหวัขอที่  3.4  สวนสุดทายของบทจะกลาวถงึการ
คํานวณหากราฟการสลับนิว้ในหัวขอที ่ 3.5 

3.1 ตัวอยางลําดับของการเปลี่ยนนิว้ 

พิจารณาตวัอยางมือหุนยนตที่มีนิว้รูปวงกลม 4 นิ้ว ซึ่งทําการจับวัตถหุลาย
เหลี่ยม เร่ิมดวยการจับที่มีคณุสมบัติฟอรซโคลสเชอรดวยนิว้ 1, 2 และ 3 ดังรูปที่ 7(a) เมื่อนิ้วที ่4 
วางตวัอยูในตําแหนงดังรูปที ่7(b)  จะสงผลใหการจับดวยนิ้ว 1, 2 และ 4 มีคุณสมบัติฟอรซโคลส
เชอร  และทําใหสามารถยกนิ้ว 3 ออกไดโดยที่การจับยังคงมีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรอยูดังรูปที ่
7(c) จะเห็นไดวาการเปลี่ยนการจับขางตนเกิดจากการสลับนิ้วที่ใชในการจับ จงึเรียกการกระทํานี้
วา การสลับนิว้ (finger switching)  ในขณะนี้จะเหน็วานิว้ 3 ไมมีความเกีย่วของกบัการจับวัตถ ุ
จึงสามารถนําไปใชในการสลับนิ้วในการเปลี่ยนการจับคร้ังตอไปได อยางไรก็ตามการสลับนิ้วอาจ
ไมสามารถทําไดโดยทันทีหลังจากการสลบันิ้วครั้งกอนหนา จงึตองทาํการเปลีย่นแปลงตําแหนง
ของนิ้วบางนิ้วกอน เชน ในการจับดังรูปที ่7(c) ถาตองการทําการจับดวยสองนิ้วที่มคีุณสมบัติ
ฟอรซโคลสเชอรบนดาน aE  และ bE  จะเหน็วาไมวาจะวางนิ้ว 3 ไวบนจุดใดบนดาน bE  ก็ไม
สามารถทําการจับดวยสองนิว้ที่มีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรได  ดังนัน้เพื่อใหสามารถทําการจับได
ตองเลื่อนนิ้ว 2 ไปทางขวาดงัรูปที่ 7(d)  โดยในขณะทีน่ิว้ 2 ทําการเคลื่อนที ่จะตองอยูบนผิววัตถุ
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เสมอและยังทาํการจับดวยสามนิว้ทีม่ีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรรวมกับนิ้ว 1 และ 4 ตลอด (โดย
การเลื่อนนิ้ว [19] หรือหมุนนิ้ว [20]) จนกระทั่งนิ้ว 2 อยูในตําแหนงที่เหมาะสม  จงึจะนํานิว้ 3 มา
วางบนดาน bE  แลวทาํใหเกิดการจับสองนิ้วทีม่ีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรไดดังรูปที่ 7(e) จากนัน้
จะสามารถปลอยนิ้ว 1 และ 4 เพื่อนาํไปใชในการเปลีย่นแปลงการจับในครั้งตอไปได การเปลี่ยน
ตําแหนงของนิว้เพื่อใหสามารถทําการสลับนิ้วไดเรียกวา การจัดวางนิ้ว (finger aligning) 

จะเหน็วาเราสามารถพิจารณาการเปลี่ยนการจับในรูปของลําดับของการสลับนิว้
และการจัดวางนิว้ที่เหมาะสมได  วิธทีี่จะนาํเสนอคํานวณลําดับดังกลาวดวยการคนในกราฟการ
สลับนิ้ว  ซึง่แตละจุดยอดในกราฟนี้จะแทนเซตของการจับที่มีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร โดยคูของ
การจับที่อยูในจุดยอดเดียวกนันัน้สามารถทําการเปลี่ยนแปลงการจับดวยการจัดวางนิ้วไดเสมอ 
และจุดยอดสองจุดยอดในกราฟจะมเีสนเชื่อมระหวางกนัไดก็ตอเมื่อสามารถทําการสลับนิ้ว
ระหวางการจบัแบบหนึง่ซึ่งเปนสมาชิกของจุดหนึ่งในกราฟใหเปนการจับอีกแบบหนึง่ซึ่งเปน
สมาชิกของอกีจุดหนึ่งในกราฟได 

 
รูปที่ 7 ตัวอยางลําดับของการจับ 

กราฟการสลับนิ้วเปนโครงสรางที่สื่อถึงความสามารถในการเปลี่ยนตาํแหนงของ
นิ้วโดยที่แตละจุดยอดในกราฟแทนเซตของการจับบนสองดานหรือสามดานที่ตางกัน อีกทั้งยัง
แสดงถึงการจดัวางนิ้วระหวางการจับในเซตเดียวกนัดวย เสนเชื่อมระหวางจุดยอดแสดงถึงการ
สลับนิ้วระหวางการจับที่อยูในเซตการจับของสองจุดยอดที่เกี่ยวของ ดังนั้นสิง่ทีเ่ราตองการในการ
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สรางกราฟการสลับนิ้วคือจุดยอดและเสนเชื่อมทัง้หมดในกราฟ จุดยอดนั้นหาไดจากการ
คํานวณหาเซตของการจับทีม่ีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรบนแตละสองดานและสามดาน  ในขณะที่
เสนเชื่อมระหวางสองจุดยอดสามารถหาไดจากการซอนทับกนัของเซตการจับทีถู่กแทนดวยจุด
ยอดทั้งสอง  

การสรางกราฟการสลับนิ้วสําหรับการจับแบบคอนเคอรเรนทอยูบนพืน้ฐานทาง
ทฤษฎีการจับซึ่งทาํใหเราสามารถแทนเซตของการจับแบบคอนเคอรเรนทไดดวยพื้นที่บนระนาบ 
พื้นที่นี้แสดงถงึความสามารถในการจัดวางนิว้ระหวางการจับแบบคอนเคอรเรนทใด ๆ บนพืน้ที่
เดียวกนั  เราระบุการสลับนิว้ที่เปนไปไดจากพืน้ที่ซึ่งทับซอนกนั  โดยในหวัขอตอไปจะแสดงถึงการ
แทนเซตของการจับแบบคอนเคอรเรนทดวยพืน้ที่ดังกลาว 

3.2 การแทนการจับแบบคอนเคอรเรนท 

โดยทั่วไปคอนฟกุเรชนัของการจับดวยสามนิ้วบนดานทัง้สามทีก่ําหนดไวแลวนัน้  
สามารถเขยีนในรูปของระยะหางระหวางนิ้วกับจุดเริ่มตนของดานที่เกีย่วของ นัน่คือเราตองการใช
สามตัวแปรในการเขียนระบคุอนฟกุเรชนัของการจับ  แตการจับแบบคอนเคอรเรนทตามทฤษฎีบท 
6 นั้นมีคุณสมบัติทางเรขาคณิตที่อนุญาตใหใชจุดบนระนาบในการระบุคอนฟกุเรชนัของการจับได 
นั่นคือการใชสองตัวแปรในการระบุคอนฟกุเรชันของการจับ เพื่อประกอบการอธิบาย ใหพิจารณา
รูปที่ 8 โดยขอกําหนดให cba EEE ,,  คือ ดานสามดานที่เวกเตอรตัง้ฉากภายใน สแปนทางบวก
ในระนาบดวยมุม θ   (เปนไปตามเงื่อนไข Pc ในทฤษฎีบท 6) พิจารณาจดุ 0x  เมื่อฉายกรวยเสียด
ทานจากจุดนีใ้นทิศทางตรงขามกับเวกเตอรตั้งฉากภายในของแตละดานลงบนดานที่สัมพนัธกัน  
จะไดผลลัพธเปนสวนของเสนตรงดังรูปที ่8(a)  แทนสวนของเสนตรงนี้ดวย cba EEE ′′′ ,,  หาก
พิจารณาการจับบนตําแหนง cba xxx ,,  ใด ๆ บนสวนของเสนตรงทั้งสามนี้  จะเห็นวากรวยเสยีด
ทานสองดานที่มี cba xxx ,,  เปนจุดยอดจะตัดกันไดเปนพืน้ทีซ่ึ่งมี 0x  อยูภายในเสมอ (รูปที่ 
8(b))  ดังนั้นจดุ cba xxx ,,  ใด ๆ ที่อยูใน cba EEE ′′′ ,,  ตามลาํดับ  จะสอดคลองกับเงื่อนไข Pa ใน
ทฤษฎีบท 6 ทาํใหเราสามารถแทนเซตของการจับแบบคอนเคอรเรนทดวยจุด 0x  ได   

 ทฤษฎบีท 7 เงื่อนไขเพยีงพอสําหรับการจบัดวยสามนิว้เพื่อทาํการจับแบบคอน
เคอรเรนทคือ เวกเตอรตั้งฉากภายในของสามดานทีถู่กจบัสแปนทางบวกบนระนาบดวยมุม θ  
และมีจุด 0x  ซึ่งถานาํมาใชเปนจุดยอดของการวาดกรวยเสยีดทานไปในทิศทางตรงขามกับ
เวกเตอรตั้งฉากภายในจะตดักับดานทั้งสาม 
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 นอกจากนี้จุด 0x  ที่สอดคลองกับทฤษฎีบท 7 ยังสงผลใหไดสวนของเสนตรง 

cba EEE ′′′ ,,  เปนบริเวณสมัผัสอิสระ  ซึง่นิ้วสามารถวางตัวอยูที่ตําแหนงใด ๆ ในบริเวณนี้จะทําให
เกิดการจับเปนแบบคอนเคอรเรนทเสมอ  สําหรับสามดานที่กาํหนดใหนี ้ เราจะขอเรียกเซตของจดุ 

0x   ที่เปนไปไดทัง้หมดวา โฟกสัเซลล (focus cell)  ของดาน ba EE , และ cE  เพื่อความสะดวกใน
การอางถึงจะขอแทนโฟกัสเซลลของทัง้สามดานนี้ดวยสญัลักษณ cbaF ,,  การหาโฟกัสเซลลนี้ทาํได
โดยการคํานวณหาอนิเตอรเซกชันของพืน้ที่สามพืน้ที ่ ซึง่แตละพืน้ทีห่าไดจากการยูเนียนกนัของ
กรวยเสียดทานสองดานที่มจีุดยอดเปนจดุทุกจุดบนแตละดานที่ถูกจบั (บริเวณที่แรเงาในรูปที่ 8 
(c) แสดงโฟกสัเซลล)  ดวยวิธีสรางโฟกัสเซลลที่กลาวมา  จะเห็นไดวาการฉายกรวยเสียดทานจาก
ตําแหนงใด ๆ ในโฟกัสเซลลดวยทิศทางตรงขามกับเวกเตอรตั้งฉากภายในของแตละดานทีถู่กจับ 
จะทําใหไดบริเวณสัมผัสอิสระเสมอ  ดงันัน้โฟกัสเซลลจงึสามารถแทนเซตของการจบัแบบคอน
เคอรเรนทได  และโฟกัสเซลลนี้เองที่ถกูเขียนใหอยูในรูปของจุดยอดในกราฟการสลับนิ้ว      

 
รูปที่ 8 โฟกัสเซลลสําหรับการจับแบบคอนเคอรเรนท 

3.3 การสลับนิ้วสาํหรับการจับแบบคอนเคอรเรนท 

การสลับนิว้ระหวางสองการจับสามารถทาํไดเมื่อเซตของสองการจับนัน้มีสวนที่
ซอนทับกัน สาํหรับการจับแบบคอนเคอรเรนทแลวเซตของการจับที่กลาวถงึคือ โฟกสัเซลล ดังนั้น
การสลับนิว้ระหวางการจับแบบคอนเคอรเรนทจงึเกิดขึ้นในสวนที่เปนอนิเตอรเซกชนัของโฟกัส
เซลลทั้งสอง  พิจารณาสองโฟกัสเซลล cbaF ,, (รูปที่ 9(a)) และ dbaF ,, (รูปที่ 9(b)) ซึ่งมีสวนที่ซอนทบั
กันดังรูปที่ 9 กําหนดให q  เปนจุดที่อยูในโฟกัสเซลลทั้งสอง หรือกลาวอีกนัยหนึง่วา จุด qอยูใน
เซตของการจบัแบบคอนเคอรเรนทบนสามดาน cba EEE ,,  และอีกสามดาน dba EEE ,,  สมมติ
ใหนิว้ 1, 2 และ 3 วางอยูบนดาน ba EE , และ cE  เพือ่ทําการจับแบบคอนเคอรเรนทที่ถูกแทนดวย
จุด q  จะเหน็วาเราสามารถเปลี่ยนการจับนี้เพื่อใหเปนการจับแบบคอนเคอรเรนทบนดาน ba EE ,

(a) (b) (c) 

. 

cE′  
bE′  

aE′  aE′  

bE′  cE′  

aE  

bE  cE  

0x  

aE  

bE  cE  

cbaF ,,  

0x  

ax  

bx  cx  
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และ dE ดวยการวางตาํแหนงนิว้ 4 บนจุดใด ๆ ในสวนของเสนตรงที่เกิดจากการตัดกันระหวาง
ดาน dE  กับกรวยเสียดทานทีถู่กวาดยอนกลับ ณ จุด q  ได (รูปที่ 9(c))  เมื่อนิ้ว 4 ถกูวางอยูบน
ดาน dE  จะสามารถยกนิว้ 3 ออกจากดาน cE  ได กระบวนการดังกลาวนี้สงผลใหเกิดการสลับนิ้ว
จากการจับแบบคอนเคอรเรนทบนดาน cba EEE ,,  ดวยนิว้ 1, 2, 3 ไปเปนการจับแบบคอนเคอร
เรนทบนดาน dba EEE ,,  ดวยนิว้ 1, 2, 4 ดังนัน้จึงสรุปไดวา การสลับนิ้วระหวางการจับแบบคอน
เคอรเรนทจะเกิดขึ้นไดตรงสวนที่โฟกัสเซลลทั้งสองซอนทับกนั และดานทีถู่กจับระหวางสองการจบั
นี้มีดานที่ตางกันหนึง่ดานเทานัน้ 

 
รูปที่ 9 การสลบันิ้วสาํหรับการจับแบบคอนเคอรเรนท 

3.4 การจัดวางนิว้สาํหรับการจับแบบคอนเคอรเรนท 

การสลับนิว้ไมสามารถกระทาํไดหากโฟกัสเซลลของการจับแบบคอนเคอรเรนท
ทั้งสองไมมีสวนที่ซอนทับกนัดังแสดงในรูปที่ 10(a) เราจะสังเกตเห็นวา φ=∩ edbcba FF ,,,,   ดังนั้น
จึงไมมีโอกาสที่จะทําการสลบันิ้วระหวางการจับแบบคอนเคอรเรนทบนดาน cba EEE ,,  กับการ
จับแบบคอนเคอรเรนทบนดาน eeb EEE ,,  แตถึงกระนั้นหากเราสมมติใหจุด 1q  อยูในโฟกัสเซลล

cbaF ,,  และ dbaF ,,  ซึง่สามารถทําการสลับนิ้วเพื่อเปลี่ยนเปนการจับบนดาน dba EEE ,,  ได 
หลังจากการสลับนิ้วแลวหากสามารถปรับเปล่ียนตําแหนงของนิ้วซึ่งเกิดการจับที่แทนดวยจุด 1q  
ใหเปนการจับที่แทนดวยจุด 2q  ในพืน้ที่ edbdba FF ,,,, ∩ จะสงผลใหสามารถทําการสลับนิ้วจาก
การจับบนดาน dba EEE ,,  เปนการจับบนดาน eeb EEE ,, ตามตองการได 

กระบวนการเปลี่ยนการจับที่แทนดวยจุด 1q  ใหเปนการจับที่แทนดวยจดุ 2q  
โดยทีท่ั้งสองจดุนี้อยูในโฟกสัเซลลเดียวกนัคือการจัดวางนิว้นัน่เอง การจัดวางนิ้วสามารถทาํได
ดวยการเลื่อนนิ้ว หมนุนิ้ว หรือการสลับนิ้วในบริเวณสัมผัสอิสระ โดยเชื่อมั่นไดวาในระหวาง
กระบวนการดงักลาวนี ้การจับวัตถุยงัคงคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรตลอดทั้งกระบวนการ ดงัแสดง

4 

3 

Fa,b,c  ∩ Fa,b,d 

Fa,b,d 
Fa,b,c 

q q q 

Ea Ea 
Ea Eb Eb 

Eb 

Ec Ec 
Ed Ed 

1
2 

(a) (b) (c) 

. . 
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ในรูปที่ 10(b) ซึ่งกําหนดใหจดุ 1q  และ 2q  อยูในโฟกัสเซลล dbaF ,, ทัง้คู เมื่อเราวาดกรวยเสียด
ทานในทิศทางตรงขามกบัเวกเตอรตั้งฉากของดานทัง้สามที่จุด 1q ไปตัดกับดานทั้งสามสงผลใหได
บริเวณสัมผัสอิสระ aE′ , bE′ , dE′  และทาํเชนเดยีวกนันี้กับจุด 2q  ไดบริเวณสัมผัสอิสระ aE ′′ , 

bE ′′ , dE ′′  เร่ิมดวยการจับเริ่มตนโดยนิ้วทั้งสามอยูที่ตําแหนง aa E′∈x  , bb E′∈x  และ dd E′∈x  
ซึ่งถูกแทนดวยจุด 1q แลวทําการเคลื่อนยายนิ้วจากตําแหนง ix ไปยัง ),, ( dbaiEE iii =′′∩′∈′x  
จะเหน็ไดวาการจับในตําแหนง ),, ( dbaii =′x สามารถแทนดวยจุด 2q  นอกจากนี้ยงัมัน่ใจไดวา
การจับวัตถยุังคงคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรตลอดขั้นตอนการเคลื่อนที่ของนิว้ในบรเิวณสัมผัส
อิสระที่เกิดจากจุด 1q  นอกเหนือจากการเปลี่ยนตําแหนงของนิ้วดวยการเลื่อนนิว้ หรือหมุนนิว้แลว
ยังสามารถนําการสลับนิว้มาใชในแตละบริเวณสัมผัสอิสระได โดยทําการวางนิ้วที่ไมเกี่ยวของกับ
การจับในขณะนั้นไว ณ ตาํแหนง ix′  แลวยกนิ้วที่ตําแหนง ix  ออก แตดวยขอกําหนดของจํานวน
นิ้วที่ใชในการจับแบบคอนเคอรเรนท ทําใหมีเพียงนิว้เดียวที่ไมเกี่ยวของกับการจับแบบคอนเคอร
เรนทในขณะใด ๆ การสลับนิ้วจงึทาํไดในบริเวณสัมผัสอิสระเดียวเทานั้นในเวลาใดเวลาหนึง่ และ
ดวยความตอเนื่องในโฟกัสเซลลเดียวกนัทาํใหทุกจุดในโฟกัสเซลลมจีดุใกลเคียงเสมอ  ซึง่การวาด
กรวยเสียดทานในทิศทางตรงขามกับเวกเตอรตั้งฉากของดานทัง้สามที่มีจุดยอดคือจุดใกลเคียงกนั
ยอมไดบริเวณสัมผัสอิสระทีซ่อนทับกัน ดังนั้นเราจึงสามารถทาํการจัดวางนิว้ระหวางการจับที่ถกู
แทนดวยจุดใด ๆ ในโฟกัสเซลลเดียวกนัไดเสมอ 

 
รูปที่ 10 การจัดวางนิ้วสาํหรบัการจับแบบคอนเคอรเรนท 

3.5 การคํานวณหากราฟการสลับนิ้วสําหรับการจับแบบคอนเคอรเรนท 

เซตของการจบัแบบคอนเคอรเรนทที่ตองการคํานวณหาคือโฟกัสเซลล การที่เรา
จะสามารถคํานวณหาทุกโฟกัสเซลลส่ิงที่ตองคํานงึถงึก็คอืดานของวัตถหุลายเหลีย่มสามดานใด ๆ 
ที่สอดคลองกบัทฤษฎีบท 7 วิธีหนึง่ทีท่ําไดคือ  นาํทกุ ๆ สามดานมาทาํการทดสอบวาตรงตาม

. 
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เงื่อนไขของทฤษฎีบท 7 หรือไม แตเราสามารถลดจํานวนของสามดานที่จะทาํการพิจารณาไดดวย
การนาํเงื่อนไขที่วา เวกเตอรตั้งฉากของทัง้สามดานตองสแปนทางบวกบนระนาบดวยมุม θ  โดย
ในหวัขอนี้จะกลาวถงึอัลกอริทึมในการหาสามดานที่สอดคลองกับทฤษฎีบท 7  

อัลกอริทึมที่ขอนําเสนอนี้อาศัยโครงสราง EdgeStruct เพื่อใชเก็บขอมลูเกี่ยวกับ
แตละดานประกอบดวย (1) id  คือตัวเลขเฉพาะของแตละดาน และ (2)  normalAngle  เปนมุม
ระหวางเวกเตอรตั้งฉากของดานนัน้กบัแกน x ในหนวยเรเดียนมีคาจาก 0 ถึง π2  ขอมูลทีรั่บเขา
มาคือแถวลาํดับ allEdge[1..n] ซึ่งเก็บ EdgeStruct ของทุกดาน อัลกอริทึมนี้เร่ิมดวยการจัดเรยีง 
allEdge ในลาํดับที่เพิ่มข้ึนของคา normalAngle แลวสรางแถวลาํดบั upper[1..m1] เพื่อเกบ็ทกุ 
EdgeStruct ที่มีคา normalAngle อยูในชวง ),0[ π  และแถวลําดับ lower[1..m2] เก็บทกุ 
EdgeStruct ที่อยูนอกชุดลาํดับ upper แลวทาํการจัดเรียง upper ในลําดับที่เพิ่มข้ึนของคา 
normalAngle และทาํการจัดเรียง lower ในลําดับที่ลดลงของคา normalAngle (ใชเวลา )(nO

เนื่องจาก upper และ lower ถูกสรางจาก allEdge ซึ่งถกูจัดเรียงมาแลว) แลวทําตามขั้นตอนดัง
จะขออธิบายดวยรหัสเทียมดังนี ้
 
1: for i = 1 to m1  do 
2:  α = upper[i].normalAngle 
3: j = 1 
4: while j ≤ m2 and lower[j].normalAngle > α + π + 2θ  do 
5:  β = lower[j].normalAngle 
6:  for each k such that 
   allEdge[k].normalAngle > β - π + 2θ  and 
   allEdge[k].normalAngle < α + π - 2θ  do 
7:   generate candidate triple of edges: 
   {upper[i].id, lower[j].id, allEdge[k].id} 
8:  j = j + 1 

อัลกอริทึมนีท้าํการเลือกเวกเตอรตั้งฉากมาหนึ่งเวกเตอรเพื่อจํากัดขอบเขตของ
การเลือกเวกเตอรตั้งฉากเวกเตอรถัดไป โดยทําการเลือกเวกเตอรตั้งฉากตัวแรกจาก upper 
(บรรทัดที่ 1) และเลือกเวกเตอรตั้งฉากที่สองจาก lower (บรรทัดที่ 4) ตามหลกัทีว่าเวกเตอรสาม
เวกเตอรที่สแปนทางบวกบนระนาบดวยมุม θ  จะไมอยูในครึ่งวงกลมเดียวกนั เมื่อเวกเตอรตั้งฉาก
เวกเตอรแรกถกูเลือกแลว เวกเตอรตั้งฉากเวกเตอรที่สองตองทํามุมกับเวกเตอรแรกนอยกวา 

θπ 2−  ซึ่งคือการเลือกเวกเตอรตั้งฉากเวกเตอรทีส่องในครึ่งวงกลมลางและอยูภายนอกกรวยทีม่ี
กึ่งกลางคือเวกเตอรที่มีทิศทางตรงกนัขามกับเวกเตอรตั้งฉากเวกเตอรแรกดวยครึ่งมุม θ2   (รูปที่ 
11(b)) สงผลใหไดสองพืน้ทีซ่ึ่งเวกเตอรตั้งฉากเวกเตอรที่สองมีสิทธิท์ีจ่ะถูกเลือก (พืน้ที ่ A และ B 
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ในรูปที่ 11) แตพื้นที่ที่มีคามมุนอยกวา (พืน้ที ่B) ไมจําเปนตองใหความสนใจเนื่องจากการเลือก
เวกเตอรตั้งฉากเวกเตอรที่สองจากพืน้ทีน่ีท้ําใหไดเวกเตอรตั้งฉากเวกเตอรที่สามซึง่เคยถูกเลือกมา
ในการพิจารณารอบกอนหนานี้แลว ทําใหเกิดการพิจารณาสามเวกเตอรเดียวกันซ้าํอีกครั้ง ดงันัน้
เวกเตอรที่สองจึงทาํการเลือกจากพื้นที ่ A เทานั้น หลังจากทาํการเลือกเวกเตอรตั้งฉากสอง
เวกเตอรแลว การเลือกเวกเตอรที่สามจะถูกจํากัดขอบเขตดวยขอกําหนดของการสแปนทางบวก
บนระนาบดวยมุม θ  ของทั้งสามเวกเตอร (บรรทัดที่ 6 และพื้นที ่C ในรูปที่ 11(c)) หลังจากทาํการ
เลือกเวกเตอรตั้งฉากของทัง้สามดานขั้นตอนตอไปคือการหาโฟกัสเซลลของการจับบนสามดานนัน้
ดังไดกลาวไวในหวัขอที่  3.2 

 
รูปที่ 11 การเลือกเวกเตอรตั้งฉากของสามดานสาํหรับการจับแบบคอนเคอรเรนท 

เมื่อไดครบทุกจุดยอดในกราฟที่ระบทุุกการจับแบบคอนเคอรเรนทแลว ส่ิงตอง
คํานวณหาตอไปคือเสนเชื่อมระหวางจุดยอดในกราฟ เนื่องจากวิทยาพนธนี้กาํหนดใหมือหุนยนต
มีนิ้วจาํนวนสีน่ิ้ว ดังนั้นจุดยอดสองจุดที่จะนํามาพิจารณาหาเสนเชื่อมตองแทนสองการจับที่มีดาน
ตางกนัหนึง่ดาน โดยสองจดุยอดนั้นจะเชือ่มตอกันเมื่อโฟกัสเซลลที่สมัพันธกับจุดยอดทั้งสองมี
สวนที่ซอนทับกัน  ตําแหนงของนิ้วที่สามารถทําการสลับนิ้วระหวางการจับของสองจดุยอดหาได
จากการพิจารณาจุดที่อยูในอินเตอรเซกชนัของทัง้สองโฟกัสเซลล  การจับที่แทนดวยจุดดังกลาว
จะสามารถรักษาตําแหนงของสองนิ้วในขณะที่สามารถสลับนิ้วที่สามเพื่อเปลี่ยนการจับ  
นอกจากนี้แตละจุดยอดในกราฟยงัแสดงถึงความสามารถในการจัดวางนิ้วระหวางการจับทีถู่ก
แทนดวยจุดในโฟกัสเซลลเดียวกนัดวย  ที่ทาํเชนนี้ไดเพราะความตอเนื่องในโฟกัสเซลลทําให
สามารถรักษาการจับแบบคอนเคอรเรนทไดโดยรักษาตําแหนงของสองนิ้วและเลื่อนตาํแหนงของ
นิ้วที่สามอยางตอเนื่องในบริเวณสัมผัสอิสระ 

i 

j θ2
B A 

θ2  

upper 

lower π2  0  π  
θ2 θ2  

θ2
θ2  

C 
i 

j 

(b) (a) (c) 
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บทที่  4 

 
กราฟการสลับนิ้วสําหรับการจับดวยสองนิ้วและการจับแบบขนาน 

ในบทนี้จะขอกลาวถึงการคาํนวณกราฟการสลับนิ้วสาํหรับการจับอีกสองแบบที่
เหลือคือ การจับดวยสองนิว้ในหัวขอที ่ 4.1 และการจับแบบขนานในหัวขอที ่ 4.2  การจับดวยสอง
นิ้วถือวามีบทบาทที่สําคัญในฐานะที่เปนตัวเชื่อมโยงระหวางการจับแบบคอนเคอรเรนทและการ
จับแบบขนาน  ซึง่การจับทัง้สองแบบนี้ไมสามารถทําการสลับนิ้วระหวางกนัไดโดยตรงดวยเงื่อนไข
ของเวกเตอรตัง้ฉากสาํหรับการจับแบบคอนเคอรเรนทและการจับแบบขนานทาํใหเวกเตอรตั้งฉาก
สองเวกเตอรใด ๆ ทีท่ําการจบัแบบคอนเคอรเรนทไมสอดคลองกับเงื่อนไขของการจบัแบบขนาน 
การจับดวยสองนิว้จึงถูกนํามาเปนตัวกลางในการสลับนิว้  ดงันัน้การสลับนิ้วระหวางการจับใด ๆ 
จึงเปนไปตามแผนภาพในรูปที่ 12 

 
รูปที่ 12 แผนภาพการสลับนิ้ว 

คอนฟกุเรชนัของการจับดวยสองนิว้ถูกระบดุวยจุดบนระนาบเหมือนกบัการจับ
แบบคอนเคอรเรนท  ทําใหการสลับนิ้วระหวางการจับดวยสองนิว้และการจับแบบคอนเคอรเรนท
หาไดจากการตัดกันของโฟกัสเซลล  ในขณะที่คอนฟกุเรชันของการจับแบบขนานถกูระบุดวย
ตําแหนงบนดานทั้งสาม  สงผลใหเซตของการจับแบบขนานที่แทจริงเปนปริมาตรในสามมิติทีม่ี
ความซับซอนในการคํานวณ  วทิยานพินธนี้จงึขอเสนอวิธีการหาเซตของการจับแบบขนาน  โดย
พิจารณาการวางตวัของดานทัง้สามแทนการหาเซตของการจับแบบขนานโดยตรงในหวัขอที่  4.2.1  
และดวยความแตกตางของการระบุคอนฟกุเรชนัของการจับดวยสองนิ้วและการจับแบบขนาน  
วิทยานิพนธนีจ้ึงขอเสนอวิธกีารสลับนิว้ระหวางการจับทัง้สองแบบนี้ในหัวขอที ่ 4.2.2 

4.1 กราฟการสลบันิ้วสาํหรับการจับดวยสองนิ้ว 

การจับดวยสองนิว้ถือวามีความสาํคัญเนือ่งจากใชนิว้จาํนวนนอยกวา สงผลให
การสลับนิว้มีโอกาสเกิดขึ้นไดมากกวาการจับดวยสามนิว้ อีกทั้งการจบัดวยสองนิ้วยังสามารถทํา

concurrent 
grasps 

2-fingered 
grasps 

parallel 
grasps 
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การเชื่อมโยงการจับแบบคอนเคอรเรนทและการจับแบบขนานซึ่งไมสามารถทําการสลับนิ้วระหวาง
การจับสองแบบนี้ไดโดยตรง  หวัขอที่  4.1.1 จะกลาวถึงการระบุคอนฟกุเรชันของการจับดวยสอง
นิ้วดวยจุดบนระนาบ  จากนัน้จะขอกลาวถึงการสลับนิว้ในหวัขอที่  4.1.2 นอกจากการสลับนิ้ว
ระหวางการจบัดวยสองนิ้วแลว ยงัจะขอกลาวถึงการสลับนิ้วระหวางการจับดวยสองนิว้และการจับ
แบบคอนเคอรเรนท  ตามดวยการจัดวางนิว้ในหัวขอที ่ 4.1.3 และหัวขอที่  4.1.4 จะอธบิายถงึ
วิธีการคํานวณกราฟการสลับนิ้วสาํหรับการจับดวยสองนิว้ 

4.1.1 การแทนการจับดวยสองนิ้ว 

การจับดวยสองนิว้สามารถถูกแทนดวยจดุบนระนาบดวยการดัดแปลงเพยีง
เล็กนอยจากการแทนการจับแบบคอนเคอรเรนท เพื่อความเขาใจขอใหพิจารณารูปที่ 13(a) ซึ่ง
แสดงการจับดวยสองนิ้วที่จดุ ax  บนดาน aE และจุด bx บนดาน bE  ตามทฤษฎีบท 3 เมื่อ
พิจารณาถึงเงือ่นไขที่เสนเชือ่มระหวางจุดสองจุดนี้จะตองวางตัวอยูในกรวยเสียดทางสองดานทัง้
สองกรวย เงื่อนไขนี้เปนจริงเมื่อนํากรวยเสยีดทานสองดานทั้งสองกรวยมาวาดทีจุ่ดเดียวกนัแลวมี
สวนตัดกนัดังกรวย 2

∩C ที่แรเงาในรูปที่ 13(b) หรือกลาวอีกนัยหนึง่วาการที่จะมีสวนตัดกันของ
กรวยเสียดทานก็ตอเมื่อเวกเตอรตั้งฉากของสองดานที่เกีย่วของทํามมุกันอยูในชวง 

)2,2( θπθπ +−  และกรวย 2
∩C  นีท้ําใหเราสามารถทาํการแทนการจับสองนิ้วดวยจุดบนระนาบ

โดยการวาดกรวย 2
∩C  ที่มจีุดยอดคือจุด 0x  ไปตัดกับดานที่ถกูจับทัง้สองดานแลวไดสวนของ

เสนตรง aE′ และ bE′  ซึ่งสวนของเสนตรงสองเสนนี้ก็คือบริเวณสัมผัสอิสระตามที ่[5] ไดกลาวไว
นั่นเอง (รูปที่ 13(c)) โดยไมวานิ้วจะวางอยูที่ตําแหนงใดในบริเวณสัมผัสอิสระยอมเปนการจับดวย
สองนิว้ที่สอดคลองกับทฤษฎีบท 3 เสมอ  ดังนัน้จุด 0x  จงึสามารถแทนเซตของการจับดวยสองนิ้ว
ได และขอสรุปเปนทฤษฎีบทดังนี ้

ทฤษฎบีท 8 เงื่อนไขจําเปนและเพียงพอสาํหรับจุดจับสองจุดเพื่อใหเกิดการจับที่
อยูในสภาพสมดุลคือ เวกเตอรทั้งสองที่ตั้งฉากกับดานทีส่ัมผัสและมีทศิทางพุงเขาหาเนื้อวัตถุทาํ
มุมกันอยูในชวง )2,2( θπθπ +−  และมีจุด 0x  ซึ่งถานาํมาใชเปนจุดยอดของการวาดกรวย 2

∩C  
จะตัดกับดานทั้งสอง   

ส่ิงที่มีความสมัพันธระหวางการจับดวยสองนิว้และจุดยอดในกราฟคอืเซตของ
การจับดวยสองนิว้บนสองดานทีก่ําหนดให  ซึ่งเซตนี้คอืพื้นที่บนระนาบที่ครอบคลมุตําแหนง 0x  ที่
สอดคลองกับทฤษฎีบท 8 สําหรับสองดานนั้น  เราจะขอเรียกพืน้ที่ดงักลาววา โฟกัสเซลล ของดาน 

aE และ bE   ขอแทนโฟกัสเซลลนี้ดวยสัญลักษณ baF ,  การหาโฟกัสเซลลนี้ทาํไดโดยการ
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คํานวณหาอนิเตอรเซกชันของสองพืน้ที่ซึ่งแตละพื้นที่หาไดจากการยูเนียนกนัของกรวย 2

∩C  ที่มจีุด
ยอดคือทุกจุดของแตละดานที่ถูกจับ (บริเวณที่แรเงาในรูปที่ 13(d) แสดงโฟกัสเซลล)  ดวยวิธีสราง
โฟกัสเซลลที่กลาวมาจะเห็นไดวาการวาดกรวย 2

∩C  ทีม่ีจุดยอดคือตําแหนงใด ๆ ในโฟกัสเซลลไป
ตัดกับดานที่ถกูจับ จะทาํใหไดบริเวณสัมผัสอิสระเสมอ  ดังนัน้โฟกัสเซลลจึงสามารถแทนเซตของ
การจับดวยสองนิว้  และโฟกัสเซลลนี้เองคือพื้นที่บนระนาบที่มีความสัมพันธกับจุดยอดในกราฟ
การสลับนิว้ 

 
รูปที่ 13 การสรางโฟกัสเซลลสําหรับการจบัดวยสองนิ้ว : กรวยเสียดทานสองดาน 2 กรวยแทนดวย 

กรวยทีม่ีเสนขอบสีดํา และเสนประ 

4.1.2 การสลับนิ้วสาํหรับการจับดวยสองนิ้ว 

การสลับนิว้สําหรับการจับดวยสองนิว้สามารถทําไดระหวางการจับสองนิ้วดวย
กันเอง หรือระหวางการจับดวยสองนิ้วและการจับดวยสามนิ้ว  ทั้งแบบคอนเคอรเรนทและแบบ
ขนาน  เมื่อพิจารณาถึงขอกาํหนดในวทิยานิพนธนี้คือการใชมือหุนยนตที่มีส่ีนิว้ สงผลใหสามารถ
ทําการสลับนิว้ระหวางการจับดวยสองนิว้บนสองดานที่ตางกันไดเสมอ ดังนั้นจุดยอดในกราฟที่
แทนการจับดวยสองนิ้วทุกจุดยอดจึงมีเสนเชื่อมระหวางกันเสมอ  

คอนฟกุเรชนัของการจับดวยสองนิว้และการจับแบบคอนเคอรเรนทถูกระบุดวย
รูปแบบเดียวกนัคือจุดบนระนาบ ดังนั้นการสลับนิ้วระหวางการจับดวยสองนิว้และการจับแบบ
คอนเคอรเรนทจึงสามารถอธิบายดวยการพิจารณาโฟกสัเซลล caF , และ dcbF ,,  โดยที่  

caF , ∩ dcbF ,, φ≠  ดังรูปที ่14 ซึ่งมีจุดq เปนจุดที่อยูในบริเวณ caF , ∩ dcbF ,,  นั่นหมายความวา q  
อยูในเซตของการจับดวยสองนิว้บนดาน aE และ cE  อีกทั้งยังอยูในเซตของการจับแบบคอนเคอร
เรนทบนดาน cb EE , และ dE  เร่ิมจากการจับดวยสองนิว้ทีถู่กแทนดวยจุด q  โดยนิ้ว 1 และ 2 บน

(b) (a) 

2
∩C  

Ea 

Eb 

2
∩C  

x0 

bE′  

aE′  

Eb

Ea 

(c) (d) 

Fa,b 
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ดาน aE และ cE  เหน็ไดชัดวาเราสามารถทําการจับแบบคอนเคอรเรนทบนดาน cb EE ,  และ dE

ดวยการวางนิว้ 3 และ 4 ลงบนตําแหนงใด ๆ ในสวนของเสนตรงที่เกิดจากการวาดกรวยเสียดทาน
ที่จุด q  ยอนกลับไปในทิศทางตรงขามกับเวกเตอรตั้งฉากของดาน bE และ dE เพื่อใหตัดกับดาน
ทั้งสองแลวไดสวนของเสนตรงดังกลาว เมือ่นิ้ว 3 และ 4 ถูกวางอยูบนดาน bE และ dE นิ้ว 1 
สามารถยกออกจากดาน aE ได สงผลใหเกิดการสลับนิ้วจากการจับดวยสองนิว้บนดาน aE และ 

cE ไปเปนการจับแบบคอนเคอรเรนทบนดาน cb EE , และ dE   สิง่ที่ตองคํานงึถงึอีกจดุหนึง่คือ
ตําแหนงของนิว้บนดานที่ถูกจับรวมกนัระหวางการจับดวยสองนิว้และการจับแบบคอนเคอรเรนท 
พิจารณารูปที่ 14(c) ซึ่งทําการวาดกรวยเสยีดทานยอนกลับไปยังดาน cE  ที่เปนดานรวมระหวาง
สองการจับนี้  จะเหน็ไดวาสวนของเสนตรง cE′  ที่เกิดจากการตัดกันของกรวย 2

∩C กับดาน cE  
เปนเซตยอยของสวนของเสนตรงที่เกิดจากการตัดกันระหวางกรวยเสยีดทานทีถู่กวาดในทิศ
ทางตรงขามกบัเวกเตอรตั้งฉากของดาน cE  กับดาน cE  ดังนัน้นิว้ 1 จะตองวางตวัอยูใน cE′  จึง
จะสามารถทาํการสลับนิว้ได จากการกลาวถึงลาํดับของการสลับนิว้ขางตน สงผลใหได
ความสัมพันธระหวางเสนเชือ่มในกราฟการสลับนิ้วกับเซตของการจับดวยสองนิ้วและการจับแบบ
คอนเคอรเรนท ซึง่เซตนีห้าไดจากการตัดกันของสองโฟกสัเซลลที่มีดานรวมกนัหนึง่ดานนัน่เอง 

 
รูปที่ 14 การสลับนิ้วระหวางการจับดวยสองนิว้และการจับแบบคอนเคอรเรนท 

4.1.3 การจัดวางนิว้สาํหรับการจับดวยสองนิ้ว 

การสลับนิว้ระหวางการจับดวยสองนิ้วและสามนิว้ในบางครั้งอาจไมสามารถ
กระทําไดทันทหีลังจากการสลับนิ้วครั้งกอนหนา ยกตวัอยางดงัรูปที ่15(a) หากตองการทาํการ
สลับนิ้วระหวางการจับดวยสองนิว้ทีถู่กแทนดวยจุด 1q บนดาน aE และ bE  เพือ่ใหเปนการจบั
แบบคอนเคอรเรนทบนดาน cb EE , และ dE จะเหน็วาไมสามารถทาํไดทันทีเนื่องจากจุด 1q ไมอยู
ในโฟกัสเซลลของดาน cb EE , และ dE  ดังนัน้หากเราทําการเปลี่ยนแปลงการจับดวยสองนิ้วที่ถกู

(b) (a) (c) 

q . . . 
q q 

Fa,c Fb,c,d 

Fa,c ∩ Fb,c,d 

Ea 

Ec Ec

Eb
Ed

Ea 

Ec 

Eb 
Ed 1 

2 

3
4

cE′  
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แทนดวยจุด 1q ไปเปนการจับทีถู่กแทนดวย 2q ซึ่งอยูใน baF ,  และ dcbF ,,  กจ็ะสามารถทาํการสลับ
นิ้วเพื่อใหเปลีย่นเปนการจับแบบคอนเคอรเรนทบนดาน cb EE , และ dE ตามตองการได  ซึ่งการ
เปลี่ยนการจับที่ถูกแทนดวยจุด 1q ไปเปนการจับที่ถูกแทนดวย 2q ซึ่งอยูในโฟกัสเซลลเดียวกันก็
คือ การจัดวางนิว้นัน่เอง  

การจัดวางนิ้วคือการเปลี่ยนแปลงการจับใดๆ ที่ถูกแทนดวยจุดในโฟกสัเซลล
เดียวกนัโดยอาศัยหลกัการของบริเวณสัมผัสอิสระ ซึ่งสามารถทําการจัดวางนิว้ไดโดยการเลื่อนนิว้ 
หมุนนิว้ หรือการสลับนิ้วภายในบริเวณสมัผัสอิสระ ทาํใหมั่นใจไดวาในระหวางกระบวนการจัดวาง
นิ้ว  การจับก็ยงัคงคุณสมบัตฟิอรซโคลสเชอรอยูตลอด ดังจะอธิบายโดยอาศัยรูปที ่15(b) ซึ่งแสดง
การจับทีถู่กแทนดวยจุด 1q และ 2q โดยทั้งสองจดุนี้อยูในโฟกสัเซลล baF ,  ทั้งคู  เมื่อเราวาดกรวย 

2
∩C ที่จุด 1q ไปตัดกับดาน aE และ bE ทําใหไดบริเวณสัมผัสอิสระ aE′  และ bE′  เชนเดียวกนักับจุด 
2q เมื่อวาดกรวย 2

∩C  ไปตัดกับทั้งสองดานนัน้ทาํใหไดบริเวณสัมผัสอิสระ aE ′′  และ bE ′′ สมมติให
นิ้วทั้งสองวางตัวอยูที่ตําแหนง aa E′∈x  และ bb E′∈x  นิ้วทัง้สองสามารถเคลื่อนยายจาก
ตําแหนง ix  ไปยงั ), ( baiEE iii =′′∩′∈′x  ทาํใหเราสามารถทาํการจดัวางนิ้วเพื่อเปล่ียนการจับ
ที่แทนดวยจุด 1q ไปเปนการจับที่ถูกแทนดวยจุด 2q  โดยในระหวางกระบวนการเปลี่ยนตําแหนง
ของนิ้ว การจับนั้นยังคงคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรในบริเวณสัมผัสอิสระที่เกิดจากจุด 1q อยูตลอด  
และดวยเหตุผลที่วาพืน้ที่ของโฟกัสเซลลนัน้มีความตอเนื่องกนั ดังนัน้เราจึงสามารถทําการจัดวาง
นิ้วระหวางการจับที่ถูกแทนดวยจุดใด ๆ ในโฟกัสเซลลเดียวกนัไดเสมอ 

 
รูปที่ 15 การจัดวางนิ้วสาํหรบัการจับดวยสองนิว้ 

 

 

(b) (a) aa EE ′′∩′  

Fa,b 

q1 q2 

bb EE ′′∩′  
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4.1.4 การคํานวณหากราฟการสลับนิ้วสําหรับการจับดวยสองนิว้ 

ในกรณีการจบัดวยสองนิ้ว  สิ่งที่มีความสมัพันธกับจุดยอดในกราฟคอืโฟกัสเซลล  
และสิ่งที่ตองคาํนงึถงึกอนที่จะทําการคํานวณโฟกัสเซลลคือเวกเตอรตั้งฉากของสองดาน  หากการ
ทํามมุของเวกเตอรทั้งสองสอดคลองกับทฤษฎีบท 8 จึงจะทําการคํานวณหาโฟกัสเซลลของการจับ
บนสองดานนัน้  

อัลกอริทึมนี้ใชขอมูลแถวลาํดับ allEdge[1..n] ซึ่งเกบ็ EdgeStruct ของทุกดาน 
โดยทําการจัดเรียง allEdge ในลําดับที่เพิม่ข้ึนของคา normalAngle แลวสรางแถวลําดับ 
upper[1..m1] เพื่อเก็บทกุ EdgeStruct ทีม่ีคา normalAngle อยูในชวง ),0[ π  และแถวลาํดับ 
lower[1..m2] เก็บทุก EdgeStruct ที่อยูนอกชุดลําดับ upper ซึ่ง upper และ lower ไดถูก
จัดเรียงในลาํดับที่เพิ่มข้ึนของคา normalAngle เรียบรอยแลว ตอจากนัน้ทาํตามขัน้ตอนดังจะขอ
อธิบายดวยรหัสเทยีมดังนี ้
 
1: i = 1 
2: while i ≤ n  and allEdge[i].normalAngle < π + 2θ  do 
3:  α = allEdge[i].normalAngle 
4: if α  < 2θ  do 
5:  j = m1 
6:  k = 1 
7:  while upper[j].normalAngle > α + π - 2θ 
8:   generate candidate couple of edges: 
   {allEdge[i].id, upper[j].id} 
9:   j = j – 1 
10:  while lower[k].normalAngle < α + π + 2θ 
11:   generate candidate couple of edges: 
   {allEdge[i].id, lower[k].id} 
12:   k = k + 1 
13: else   
14:  for each j such that 
15:   lower[j].normalAngle > α + π - 2θ  and 
16:   lower[j].normalAngle < α + π + 2θ  do 
17:   generate candidate couple of edges: 
   {allEdge[i].id, lower[j].id} 
18: i = i + 1 

เร่ิมดวยการเลือกเวกเตอรตั้งฉากแรกจาก allEdge (บรรทัดที่ 1) เวกเตอรที่สอง
จะถูกกาํหนดใหอยูภายในกรวยที่มกีึ่งกลางคือเวกเตอรทีม่ีทิศทางตรงกนัขามกบัเวกเตอรแรกดวย
คร่ึงมุม θ2 ดังรูปที่ 16(a) หากเวกเตอรนีท้ํามมุกับแกน x  นอยกวา θ2  จะเห็นวาการเลือก
เวกเตอรที่สองจําตองพจิารณาเวกเตอรตัง้ฉากที่อยูใน upper ดวยดังรูปที่ 16(b) (บรรทัดที่ 4 ถงึ 
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12) นอกเหนือจากกรณนีี้แลวเวกเตอรที่สองจะอยูใน lower เทานั้น  เพือ่ไมใหเกิดการเลือกสอง
เวกเตอรที่เคยทําการพิจารณามากอนหนานี ้(บรรทัดที่ 13 ถึง 17) และจะเหน็วาการเลือกเวกเตอร
ตั้งฉากแรกนั้น  เราสามารถใหความสนใจเฉพาะเวกเตอรที่ทาํมุมกับแกน x  นอยกวา θπ 2+ ก็
เพียงพอ  เพราะหากเราเลือกเวกเตอรแรกที่นอกเหนือจากขอบเขตนี้จะไมเหลือเวกเตอรใน lower  
ที่ทาํมุมกับเวกเตอรแรกอยูในชวง )2,2( θπθπ +−  ดังรูปที่ 16(c) (บรรทัดที่ 2) หลังจากเลือก
เวกเตอรตั้งฉากของทัง้สองดานแลว นาํทัง้สองดานดงักลาวนี้มาคาํนวณหาโฟกัสเซลล หากมี
โฟกัสเซลลนัน่หมายถงึการมจีุดยอดในกราฟซึ่งแทนการจบับนสองดานนี ้

 
รูปที่ 16 การเลือกเวกเตอรตั้งฉากของสองดานสาํหรับการจับดวยสองนิ้ว 

เมื่อเราไดทุกโฟกัสเซลลสาํหรับการจับดวยสองนิว้  ส่ิงทีต่องคํานวณหาตอคือเสน
เชื่อมในกราฟการสลับนิว้  สําหรับการจับดวยสองนิ้วสองแบบใด ๆ จะมีเสนเชื่อมระหวางกันเสมอ  
แตสําหรับการจับดวยสองนิว้และการจับแบบคอนเคอรเรนท  จะมีเสนเชื่อมระหวางจุดยอดที่แทน
การจับสองแบบนี้ก็ตอเมื่อ  การจับทัง้สองมีดานตางกนัหนึง่ดาน  และโฟกัสเซลลของการจับทั้ง
สองมีสวนทีซ่อนทับกัน  ซึง่สวนที่ซอนทับกันของโฟกัสเซลลเปนสิง่ที่ส่ือถึงความสามารถในการ
สลับนิ้วระหวางการจับทั้งสอง 

4.2 กราฟการสลบันิ้วสาํหรับการจับแบบขนาน 

นอกจากการจบัแบบคอนเคอรเรนทแลว การจับดวยนิ้วจาํนวนสามนิ้วอีกกรณีคือ
การจับแบบขนาน การจับแบบขนานถูกแทนดวยตําแหนงบนดานทัง้สามที่เกี่ยวของ  โดยมี
ขอกําหนดตาง ๆ ดงัจะขอกลาวในหวัขอที ่ 4.2.1 ดวยขอกําหนดนีจ้ะทาํการเสนอวิธหีาเซตของการ
จับแบบขนานซึ่งมีความสัมพันธกับจุดยอดในกราฟการสลับนิ้ว  จากนั้นจะขอกลาวถึงการสลับนิว้
สําหรับการจับแบบขนานในหัวขอที ่ 4.2.2  ซึ่งในหวัขอนีจ้ะแสดงถึงการสลับนิ้วระหวางการจับ
แบบขนานดวยกันเอง  รวมถึงการสลับนิว้ระหวางการจบัแบบขนานและการจับดวยสองนิว้  แต
ดวยการระบุคอนฟกเุรชันทีต่างกนัของการจับทั้งสองแบบนี้  ทาํใหการคํานวณการสลับนิ้วตอง

θ2 θ2  

(b) (a) (c) 

i 

θ2
θ2

i θ2
θ2

i 
θ2

π  
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อาศัยการแปลงการระบุคอนฟกุเรชนัของการจับดวยสองนิ้วใหอยูในรูปของตําแหนงบนดานที่
เกี่ยวของ  ในหัวขอที ่ 4.2.3  จะเสนอการจดัวางนิ้ว  และหัวขอที ่ 4.2.4 จะอธิบายถึงวธิีการ
คํานวณหากราฟการสลับนิว้สําหรับการจบัแบบขนาน 

4.2.1 เงื่อนไขเพียงพอสําหรับการจับแบบขนาน 

การจับแบบขนานถูกระบุดวยคอนฟกุเรชนัของการจับดวยสามนิว้บนดานทัง้สาม
ซึ่งสามารถเขยีนในรูปของระยะหางระหวางนิ้วกบัจุดเริ่มตนของดานที่เกี่ยวของ นัน่คือการใชสาม
ตัวแปรเพื่อระบุคอนฟกุเรชนัของการจับแบบขนาน  แตการคํานวณเซตของการจับจากปริมาตรใน
สามมิติโดยตรงมีความซับซอน  ดงันัน้ในหัวขอนีจ้ะกลาวถงึเพียงเงื่อนไขเพียงพอสาํหรับการจับ
แบบขนานดวยการพจิารณาการวางตัวของดานจับ  เพือ่ระบุวาการจบัแบบขนานบนสามดานที่
กําหนดใหมีความเปนไปไดหรือไม  

การจับแบบขนานคือการจบัดวยสามนิว้ที่สอดคลองกบัทฤษฎีบท 5 ซึ่งทฤษฎีบท
นี้แบงออกเปน 2 เงื่อนไขคือ  เงื่อนไขที่เกีย่วของกับการขนานกนัของแนวแรง และเงือ่นไขที่
เกี่ยวของกับตําแหนงสัมผัส โดยเงื่อนไขที่เกี่ยวของกับการขนานกันของแนวแรงคือ มีเสนในกรวย
เสียดทานสองดานทีจุ่ดสัมผัสทั้งสามขนานกนั นั่นหมายความวาเมื่อวาดกรวยเสียทานสองดานทั้ง
สามกรวยไวทีจุ่ดเดียวกนัแลวตองมีสวนตดักันดังกรวยที่แรเงาในรูปที่ 17(a) จึงจะสามารถหาเสน
ในกรวยเสียดทานสองดานทั้งสามที่ขนานกนัได การตดักันของกรวยเสียดทานทั้งสามขึ้นอยูกับ
ขอกําหนดของมุมระหวางเวกเตอรที่เปนแกนกลางของกรวยเสียดทาน  รูปที ่17(b) แสดงการวาด
กรวยเสียดทานสองดานสองกรวยไวที่จุดยอดเดียวกนั จะเหน็ไดชัดวากรวยเสียดทานทั้งสองจะมี
สวนที่ตัดกันกต็อเมื่อเวกเตอรกึ่งกลางของกรวยทัง้สองทาํมุมกนัไมเกนิ θ2   สาํหรับการจับแบบ
ขนานนัน้ทาํการพิจารณาเวกเตอรสามเวกเตอร  สองเวกเตอรคือเวกเตอรตั้งฉากของดานทีท่ํามมุ
กันไมเกนิ θ2   และอีกหนึ่งเวกเตอรคือเวกเตอรที่มีทิศทางตรงขามกับเวกเตอรตั้งฉากของอีกดาน
ที่เหลือ (ตําแหนงนิ้วที่วางตวัอยูบนดานนีจ้ะถูกเรียกวาจดุสัมผัสกลาง)  หากทัง้สามเวกเตอรนีท้ํา
มุมกันไมเกนิ θ2  กรวยเสียดทานสองดานทั้งสามกรวยจะมสีวนที่ตัดกันแนนอน  กรวยที่เกิดจาก
การตัดกันของกรวยเสียดทานสองดานทั้งสามกรวยนีม้คีวามเกี่ยวของกับเงื่อนไขของจุดสัมผัสใน
การจับแบบขนาน เพื่อความสะดวกในการอางถงึจึงขอกําหนดใหกรวยนี้แทนดวย PC∩   คร่ึงมุม
ของกรวย PC∩  แทนดวยสัญลักษณ  P

∩θ และแทนเวกเตอรที่เปนกึ่งกลางของ PC∩  ดวย P
∩m ดังรูป

ที่ 17(c) 
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รูปที่ 17 การตัดกันของกรวยเสียดทานสองดานสําหรับการจับแบบขนาน : กรวยเสียดทานสอง

ดาน 3 กรวยแทนดวย กรวยที่มีเสนขอบสีดํา สีเทา และเสนประ 

นอกจากขอกาํหนดของแนวแรงแลว ทฤษฎีบท 5 ยังกลาวถงึเงื่อนไขของตําแหนง
บนดานทัง้สามที่สามารถทาํการจับแบบขนาน  พิจารณารูปที่ 18 ทีจุ่ด 0x  แบงระนาบออกเปน
สองสวนดวยเสนซึ่งทํามุม P

∩θ  และ P
∩−θπ  กับเวกเตอร P

∩m เรียกระนาบฝงซายที่ถกูแรเงาวา 
ระนาบดานซาย  และอกีระนาบอยูฝงขวาของเสนซึง่ทํามมุ P

∩−θ  และ P
∩+θπ  กับเวกเตอร P

∩m

เรียกระนาบนีว้า ระนาบดานขวา  ซึ่งระนาบทัง้สองจะถกูนําไปใชในการพิจารณาเงือ่นไขตาง ๆ 
ตอไป 

 
รูปที่ 18 ระนาบดานซายและดานขวาทีจ่ดุ 0x  

ทฤษฎบีท 9 เงื่อนไขเพยีงพอสําหรับการจบัดวยนิว้จํานวนสามนิว้เพื่อใหอยูใน
สภาพสมดุลดวยแรงที่ขนานกันโดยแรงที่จดุสัมผัสทั้งสามไมเปนศูนยคือ มีสวนที่ตดักันของกรวย
เสียดทานสองดานทีจุ่ดสัมผัสทั้งสาม และจุดสัมผัสอีกสองจุดอยูในระนาบที่ตางกนัของจุดสัมผัส

θ 

P
∩θ  

(a) (b) (c) 

θ 

P
∩m  

PC∩  

P
∩m  

P
∩θ  

P
∩θ  

0x  
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กลาง  กําหนดใหจุดสัมผัสที่อยูในระนาบดานซายเรียกวา จุดสัมผัสซาย  และจุดสมัผัสที่อยูใน
ระนาบดานขวาเรียกวา จุดสัมผัสขวา (รูปที่ 19) 

จากทฤษฎีบทนี้แสดงถงึการแทนการจับแบบขนานดวยตําแหนงของนิว้บนดาน
ทั้งสาม ซึ่งตําแหนงของนิว้ ix  บนแตละดานถูกกําหนดดวยระยะทาง il จากจุดเริ่มตนของดาน
ดังนี้ ||)( iiiiiii l sdsdsx −−+=  และ cbai ,,= โดย is  คือจุดเริ่มตนของดาน และ id คือ
จุดปลายของดาน  ดังนั้นเซตของการจับแบบขนานที่สอดคลองกับทฤษฎีบท 9 จงึเปนปริมาตรใน
ปริภูมิที่มี cba lll ,, เปนองคประกอบ  

 
รูปที่ 19 การกาํหนดชื่อของจุดสัมผัสสําหรับการจับแบบขนาน  

สิ่งที่เราตองคาํนวณหาคือเซตของการจับแบบขนานบนสามดานทีก่ําหนดใหเพื่อ
ทําการระบุจุดยอดในกราฟการสลับนิ้วสาํหรับการจับบนสามดานนี้ แตการหาเซตของการจับที่ถกู
แทนดวยระยะทางจากจุดเริ่มตนของสามดานโดยตรงตองอาศัยการคํานวณที่ซับซอน  ดังนั้น
วิทยานิพนธนีจ้ึงขอเสนอเงื่อนไขเพียงพอสาํหรับทดสอบสามดานทีก่ําหนดใหวาสามารถทาํการจบั
แบบขนานไดหรือไม  กําหนดให aE  คือดานที่จุดสัมผัสกลางวางตัวอยู  โดยมีอีกสองดานที่เหลือ
คือ bE และ cE   พิจารณารูปที่ 20(a) จะเหน็ไดวาหากมีสวนของเสนตรง bb EE ⊂′ และ 

cc EE ⊂′  อยูในระนาบดานซายของจดุเริ่มตน as และระนาบดานขวาของจุดปลาย ad ตามลาํดับ  
ซึ่งรับรองไดวาสามารถหาจุดสัมผัสบนดานทั้งสามที่ทาํการจับแบบขนานตามทฤษฎบีท 9 ไดเสมอ  
และเปนสิ่งที่บงบอกวาเซตของการจับแบบขนานของสามดานนัน้ไมเปนเซตวาง  แตเงื่อนไขนีท้ํา
ใหการจับแบบขนานดวยสามดานดังตัวอยางในรูปที ่20(b) ขาดหายไป อยางไรกต็ามการจับ
บางสวนที่หายไปนั้นคือการจับดวยสองนิว้นัน่เอง ดังนัน้วทิยานพินธนี้จึงขอละความสนใจการจับ
แบบขนานทีน่อกเหนือจากการจับในรูปที ่20(a)  

จุดสัมผัสกลาง 

จุดสัมผัสซาย 
จุดสัมผัสขวา 
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รูปที่ 20 การทดสอบเซตของการจับแบบขนาน 

เมื่อเรารูแลววาเซตของการจับแบบขนานสําหรับสามดานนั้นมีอยูจริง  สิง่ที่ตอง
คํานึงถึงในการสลับนิ้วคือ  ตําแหนงของนิว้บนดานที่สามารถทาํการสลับนิ้วได  ซึ่งจะกลาวใน
หัวขอถัดไป  แตในสวนนี้จะขอกลาวถงึการหาตําแหนงของนิว้สําหรับการจับแบบขนาน  เนื่องจาก
ในวทิยานพินธนี้ไมไดทําการหาเซตของการจับแบบขนานโดยตรง  ดงันัน้การหาตาํแหนงของนิว้
บนทัง้สามดานจึงขอใชวธิีการสุมตําแหนง  เมื่อไดตําแหนงที่ทาํการสุมบนดานทัง้สามแลวนาํไป
ทดสอบวาสอดคลองกับทฤษฎีบท 9 หรือไม หากไมสอดคลองจะตองทําการสุมตําแหนงใหม
จนกวาจะไดตาํแหนงที่สามารถทาํการจับแบบขนานได 

4.2.2 การสลับนิ้วสาํหรับการจับแบบขนาน 

การสลับนิว้ระหวางการจับสองแบบที่ตางกันจะทําไดเมือ่เซตของตําแหนงบนดาน
รวมของการจับทั้งสองมีสวนที่ซอนทับกนั  แตวทิยานพินธนี้ไมไดทําการคํานวณหาเซตของการจับ
แบบขนานโดยตรง จงึขอเสนอวิธีคาํนวณหาการสลับนิว้ระหวางการจับแบบขนาน โดยการสลับนิ้ว
มีอยู 3 กรณีคือ การสลับจุดสัมผัสกลาง การสลับจุดสัมผัสที่ไมใชจุดสมัผัสกลาง และการสลับจุด
สัมผัสที่ไมใชจดุสัมผัสกลางแตเปลี่ยนสถานะของจุดสัมผัสกลาง  และในสวนทายของหวัขอนี้จะ
กลาวถึงการสลับนิ้วระหวางการจับแบบขนานและการจับดวยสองนิ้ว 

กอนอื่นจะขอกลาวถึงการสลับจุดสัมผัสกลาง  รูปที่ 21 แสดงการสลับนิ้วจากการ
จับบนดาน aE , bE  และ cE  ไปเปนการจับบนดาน bE , cE  และ dE  หากมีสวนของเสนตรง 

bb EE ⊂′  ที่อยูในระนาบดานซายของจุด as  และ ds  รวมถึงการมีสวนของเสนตรง cc EE ⊂′  ที่
อยูในระนาบดานขวาของ ad  และ dd  จะเหน็ไดวาสามารถทาํการสลับนิ้วไดแนนอน โดยวาง
ตําแหนงสองนิ้วที่ไมถูกสลบัในสวนของเสนตรง bE′  และ cE′  แลววางนิว้ที่ไมไดทําการจับใน

P
∩m  

sa 
P
∩θ  

da 
Ea

Eb 

Ec 

cE′  

bE′  
P
∩m  
P
∩θ  

da 
Ea

Eb 

Ec 

cE′  

(a) (b) 

sa 
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ขณะนั้น ณ ตาํแหนงใด ๆ บนดาน dE หลังจากนัน้ยกนิ้วที่อยูบนดาน aE ออก สงผลใหเกิดการ
สลับนิ้จากการจับบนดาน aE , bE  และ cE ไปเปนการจับบนดาน bE , cE  และ dE  โดยระหวาง
กระบวนการสลับนิ้วการจับวัตถุยังคงคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรอยูตลอด 

 
รูปที่ 21 การสลับจุดสัมผัสกลาง 

การสลับจุดสมัผัสที่ไมใชจุดสัมผัสกลางใน รูปที่ 22 แสดงการสลับนิ้วจากดาน 
cE ไปยังดาน dE  โดยมีดาน aE , bE  เปนดานทีถู่กจับรวมกนั  และจดุบนดาน aE  เปนจุดสัมผัส

กลาง หากมีสวนของเสนตรง cE′และ dE′  อยูในระนาบดานซายของ as ทั้งคู หรืออยูในระนาบ
ดานขวาของ ad  ทั้งคูดังรูปที่ 22  จะสามารถทําการสลับนิว้ไดเสมอดวยการวางนิ้วหนึง่บน cE′  
แลววางนิว้ที่ไมไดทําการจับลงบน dE′   นิว้ที่อยูบน cE′  จะถูกยกออกได  ทําใหเกิดการสลับนิ้ว
ระหวางการจบัแบบขนานบนดาน aE , bE  และ cE  ไปเปนการจับบนดาน bE , cE  และ dE  

 
รูปที่ 22 การสลับจุดสัมผัสทีไ่มใชจุดสัมผัสกลาง 

กรณีสุดทายคอืการสลับจุดสัมผัสที่ไมใชจดุสัมผัสกลางแตเปลี่ยนสถานะของจุด
สัมผัสกลางดังแสดงการสลบันิ้วจากการจบับนดาน ba EE , และ cE  ไปเปนการจบับนดาน 

ca EE ,  และ dE ในรูปที่ 23 จุดสัมผัสกลางบนดาน aE สําหรับการจับเร่ิมตนถูกเปลีย่นเปนจุด
สัมผัสซายสาํหรับการจับปลายทาง การสลับนิ้วในลักษณะนี้สามารถเกิดขึ้นไดเสมอ เนื่องจาก
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เงื่อนไขเพยีงพอในการพิจารณาเซตของการจับแบบขนานบนสามดานทําใหสามารถมั่นใจไดวา
การจับบนดาน ba EE , และ cE จะมีสวนของเสนตรง bE′ และ cE′  เสมอ ในขณะที่การจบั
ปลายทางบนดาน ca EE ,  และ dE จะมีสวนของเสนตรง aE′ และ dE′  เสมอ หากตองการทําการ
เปลี่ยนการจับดวยการสลับนิ้วจากดาน ba EE , และ cE  ไปเปนการจับบนดาน ca EE ,  และ dE

สามารถทําไดโดยการจัดวางนิว้ทัง้สามใหอยูใน aE′ , bE′ และ cE′  ซึ่งรับรองไดวาสามารถหา
ตําแหนงของนิว้บนดาน dE  เพื่อทําการจับแบบขนานรวมกบัดาน aE และ cE  ไดเสมอดวยการ
วางนิว้ที่ไมเกีย่วของกับการจับเริ่มตนบนสวนของเสนตรง dE′   ทาํใหเราสรุปไดวาการสลับนิ้วดวย
การสลับจุดสมัผัสที่ไมใชจุดสัมผัสกลางแตเปลี่ยนสถานะของจุดสัมผัสกลางสามารถทําไดเสมอ 

 
รูปที่ 23 การสลับจุดสัมผัสทีไ่มใชจุดสัมผัสกลางแตเปลี่ยนสถานะของจดุสัมผัสกลาง 

สําหรับการสลับนิ้วระหวางการจับดวยสองนิ้วและการจับแบบขนานตางจากการ
สลับนิ้วระหวางการจับดวยสองนิว้และการจับแบบคอนเคอรเรนท เนื่องการจับดวยสองนิว้ถูกแทน
ดวยจุดบนระนาบ ในขณะที่การจับแบบขนานถูกแทนดวยตําแหนงบนดานทัง้สาม เพื่อที่จะ
สามารถคาํนวณหาการสลับนิ้วระหวางการจับสองแบบนี้ จงึตองทําการเปลี่ยนเซตของการแทน
การจับดวยสองนิว้จากจุดบนระนาบเปนเซตของการแทนการจับดวยตําแหนงบนดานทีท่าํการจบั 
เมื่อพิจารณาการวาดกรวย  2

∩C  ที่ทุกจุดในโฟกัสเซลลเพื่อไปตัดกับดานทีถู่กจับจะไดบริเวณ
สัมผัสอิสระเสมอ ดวยเหตุนีเ้ราจึงหาเซตของจุดบนทั้งสองดานที่สามารถทาํการจับดวยสองนิ้วได
โดยการวาดกรวย 2

∩C  ทีทุ่กจุดในโฟกัสเซลลเพื่อใหไปตัดกบัสองดานที่ถกูจับสวนของเสนตรงที่
เกิดจากการตดักันนี้คือเซตของทุกจุดบนดานทีท่าํการจบัดวยสองนิ้วไดดังรูปที่ 24 

การทดสอบวาการจับดวยสองนิว้สามารถทําการสลับนิว้ไปเปนการจบัแบบขนาน
ไดหรือไมนั้น ทําโดยการพิจารณาตามจาํนวนดานที่รวมกันระหวางการจับดวยสองนิ้วและการจับ
แบบขนาน กรณีแรกคือกรณีที่การจับทัง้สองมีดานรวมกนัหนึ่งดาน เชน หากเราตองการเปลี่ยน
การจับบนดาน aE และ bE ไปเปนการจับบนดาน bE , cE และ dE  สิ่งทีต่องทําก็คือ หาเซตของ
การจับดวยสองนิว้บนดาน bE  ซึ่งเปนดานรวมกันของทัง้สองการจับ เซตนี้คือสวนของเสนตรง bE′  

Ea

Eb 
bE′  

Ec 

cE′  

Ed 
dE′  aE′  
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ในรูปที่ 24 นั่นเอง แลวนํา bE′ , cE และ dE ไปทดสอบวาสามารถทําการจับแบบขนานไดหรือไม 
(หัวขอที ่ 4.2.1) หากทาํการจบัแบบขนานไดนั่นหมายความวาการสลับนิ้วระหวางสองการจับนี้
สามารถทําได  และยงัแสดงถึงการมีเสนเชือ่มระหวางจุดยอดในกราฟที่แทนการจับทั้งสองแบบนี้
ดวย  อีกกรณหีนึง่ทีเ่กิดขึ้นไดคือ  กรณีทีท่ัง้สองการจับมดีานรวมกันสองดาน  ดงัรูปที่ 25 แสดง
การสลับนิว้ระหวางการจับบนดาน aE และ bE ไปเปนการจับบนดาน aE , bE และ cE  ซึ่งชัดเจนวา
การสลับนิว้ระหวางการจับทัง้สองนี้สามารถทําไดเสมอเนื่องจากทุกตาํแหนงบน aE สามารถทาํ
การจับแบบขนานรวมกับตําแหนงใด ๆ บน bE ′′ , cE ′′  ซึ่งเปนสวนของเสนตรงที่อยูในระนาบ
ดานซายและดานขวาของดาน aE  ตามลําดบั  และในขณะเดียวกนัยงัสามารถทําการจับดวยสอง
นิ้วบนสวนของเสนตรง aE′  และ bE′  ที่เกิดจากการวาดกรวย 2

∩C  ณ จุดใด ๆ ในโฟกัสเซลลไปตัด
กับดาน aE  และ bE  ไดดวย 

 
รูปที่ 24 การเปลี่ยนการแทนการจับดวยสองนิว้จากจุดบนระนาบเปนการแทนการจบัดวยตําแหนง

บนดาน 

 
รูปที่ 25 การสลับนิ้วระหวางการจับดวยสองนิว้และการจับแบบขนานเมื่อทั้งสองการจับมีดาน

รวมกันสองดาน 
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การสลับนิว้ไมอาจเกิดขึ้นไดหากตาํแหนงที่ทาํการจับวตัถุนั้นไมเหมาะสม  ใน

สวนนี้จึงขอกลาวถงึการหาตําแหนงของนิว้เพื่อทําการสลับนิ้วระหวางการจับดวยสองนิว้ และการ
จับแบบขนาน เมื่อพิจารณาถึงการระบุคอนฟกเุรชันของการจับทัง้สองแบบนี้ จะเหน็วาการจับดวย
สองนิว้ถูกระบดุวยจุดบนระนาบ ในขณะที่การจับแบบขนานถูกระบดุวยตําแหนงบนดาน ดังนัน้
การที่จะหาตําแหนงของการจับที่อยูในอินเตอรเซกชันของเซตการจับทัง้สองจงึตองคาํนงึถงึการ
ระบุการจับเพยีงวธิีใดวิธหีนึง่ โดยจะขอใชวิธีการแปลงโฟกัสเซลลของการจับดวยสองนิว้ใหอยูใน
รูปเซตของตําแหนงบนดานที่ถูกจับเพื่อใหการพิจารณาเซตของการจับเปนแบบเดียวกัน  ในการ
อธิบายการหาตําแหนงเพื่อทาํการสลับนิ้วขอใหพิจารณาการสลับนิว้จากการจับดวยสองนิว้บน
ดาน aE  และ bE  ไปเปนการจับแบบขนานบนดาน bE , cE  และ dE  สามารถทาํไดดวยการวาด
กรวย 2

∩C บนทุกจดุใน baF , ไปตัดกับดาน bE  แลวไดสวนของเสนตรง bE′  ดังรูปที ่26(a) ซึ่งสวน
ของเสนตรงนีค้ือเซตของตําแหนงบนดาน bE  ที่สามารถหาการจับดวยสองนิว้รวมกับดาน aE ได
เสมอ  หลังจากนัน้ทาํการสุมหาตาํแหนงของการจับแบบขนานบนดาน cE , dE และสวนของ
เสนตรง bE′  เมื่อไดตําแหนงของการจับแบบขนานแลว สิง่ทีต่องหาคือตําแหนงของการจับดวยสอง
นิ้ว กําหนดให bx  คือตําแหนงบนสวนของเสนตรง bE′  ที่ไดจากการสุม เราสามารถหาตาํแหนงบน
ดาน aE  ทีท่าํการจับดวยสองนิว้รวมกับตําแหนง bx  ไดดวยการวาดกรวย 2

∩C  ไปตัดกับดาน aE  
สงผลใหไดสวนของเสนตรง aE′ ที่ทกุตําแหนงบนสวนของเสนตรงนี้สามารถทําการจับดวยสองนิว้
รวมกับตําแหนง bx ไดเสมอดังรูปที่ 26(b) ซึ่งตําแหนงทัง้สีส่ามารถใชในการสลับนิว้เพือ่เปลี่ยน
การจับได 

 
รูปที่ 26 การคํานวณตําแหนงในการสลับนิว้ระหวางการจับดวยสองนิว้ และการจับแบบขนาน 

การสลับนิว้สําหรับการจับแบบขนานทีก่ลาวมาทัง้หมดมีความสมัพนัธกับกราฟ
การสลับนิว้โดยแบงเปนสองกรณีคือ  การสลับนิ้วระหวางการจับแบบขนานดวยกันเอง  หาก
สามารถทําการสลับนิ้วระหวางสองการจับที่มีนิว้ตางกนัหนึง่นิว้ นัน่หมายถงึการมีเสนเชื่อม
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ระหวางจุดยอดในกราฟสองจุดที่แทนการจับแบบขนานทั้งสอง อีกกรณีหนึง่คือ  การสลับนิ้ว
ระหวางการจบัแบบขนานและการจับดวยสองนิว้  หากสามารถทําการสลับนิ้วได  เสนเชื่อม
ระหวางจุดยอดของการจับแบบขนานและการจับดวยสองนิว้นีย้อมมอียูเชนกัน  แตบางครั้งการ
สลับนิ้วอาจไมสามารถทาํไดทันที ยงัตองอาศัยการจัดวางนิ้วอนัจะกลาวในหวัขอถัดไป 

4.2.3 การจัดวางนิว้สาํหรับการจับแบบขนาน 

การจัดวางนิ้วสําหรับการจับแบบขนานมีความยืดหยุนสงู เนื่องจากการจับแบบ
ขนานตามทฤษฎีบท 9 อนญุาตใหจุดสัมผัสซายอยูที่ตาํแหนงใด ๆ ในระนาบดานซายของจุด
สัมผัสกลาง และจุดสัมผัสขวาอยูที่ตําแหนงใด ๆ ในระนาบดานขวาของจุดสัมผัสกลาง  

การจัดวางนิ้วนั้นอาจตองมกีารสลับสถานะของนิ้วดงัรูปที่ 27  นิว้ที่เคยเปนจุด
สัมผัสซายสามารถเปลี่ยนสถานะเปนจุดสัมผัสขวา  และเชนเดียวกนันิว้ที่เคยเปนจุดสัมผัสขวา
สามารถเปลี่ยนสถานะเปนจดุสัมผัสซาย  ในขณะที่จุดสมัผัสกลางอยูที่ตําแหนงเดิม ปญหาที่
เกิดขึ้นคือ  หากเราทาํการเปลี่ยนตําแหนงของนิ้วดวยการเลื่อนนิว้ หรือหมุนนิว้เพยีงอยางเดยีวจะ
ทําใหจุดสัมผัสซายและจุดสัมผัสขวาตองผานกรวย PC∩  ซึง่ไมสอดคลองกับเงื่อนไขในทฤษฎีบท 9 
แตปญหานี้สามารถแกไดดวยการสลับนิ้วดังรูปที่ 27 การจับแบบขนานในรูปที่ 27(a) สามารถ
เปลี่ยนเปนการจับในรูปที่ 27(e) ไดดวยการวางนิว้ 4 บนดาน cE  ดังรูปที่ 27(b) โดยยงัคงการจับ
ดวยนิว้ 1,2 และ 3 อยู หลงัจากนั้นนํานิ้ว 2 ออกเพื่อเปลี่ยนเปนการจับแบบขนานดวยนิว้ 1, 3 และ 
4 ดังรูปที่ 27(c) แลวนํานิ้ว 2 มาวางที่อีกดานของกรวยดังรูปที่ 27(d) ในขณะทีท่ําการจับดวยนิ้ว 
1, 3 และ 4 และขั้นตอนสุดทายทาํการยกนิ้ว 3 ออกเพื่อทําการจับแบบขนานดวยนิว้ 1, 2 และ 4  
เห็นไดวาลําดบัการสลับนิว้ดังกลาวนีย้ังคงสภาพการจบัที่มีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรดวยการจบั
แบบขนานตลอด  ดังนั้นจงึสามารถทําการจัดวางนิ้วเพือ่เปลี่ยนการจบัแบบขนานบนสามดาน
เดียวกนัไดเสมอ 

4.2.4 การคํานวณหากราฟการสลับนิ้วสําหรับการจับแบบขนาน 

ในสวนนี้จะขอเสนออัลกอริทมึในการเลือกเวกเตอรตั้งฉากของสามดานที่จะนาํไป
พิจารณาความเปนไปไดในการจับแบบขนาน โดยอาศยัขอกําหนดของมุมระหวางเวกเตอรตั้งฉาก
ทั้งสามที่ไดเคยกลาวไวในหวัขอที่  4.2.1 
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รูปที่ 27 การสลับนิ้วเพื่อสลับสถานะของจุดสัมผัสซายและจุดสัมผัสขวา 

เร่ิมดวยการรับขอมูลแถวลาํดับ  allEdge[1..n] ซึ่งเกบ็ EdgeStruct ของทกุดาน 
แลวทําการจัดเรียง allEdge ในลําดับที่เพิม่ข้ึนของคา normalAngle หลังจากนั้นทาํการเลือก
เวกเตอรตั้งฉากสามเวกเตอรจาก allEdge ดังรหัสเทียม 
 
1: for i = 1 to n  do 
2:  α = allEdge[i].normalAngle 
3: j = (i + 1) mod n 
4: while allEdge[j].normalAngle < α + 2θ  do 
5:  β = allEdge[j].normalAngle 
6:  for each k such that 
   allEdge[k].normalAngle > β + π - 2θ  and 
   allEdge[k].normalAngle < α + π + 2θ  do 
7:   generate candidate triple of edges: 
   { allEdge[i].id, allEdge[j].id, allEdge[k].id} 
8:  j = (j + 1) mod n  

ขั้นแรกทําการเลือกเวกเตอรตั้งฉากแรกจาก allEdge สงผลใหการเลือกเวกเตอร
ที่สองถกูจํากดัใหทํามุมกับเวกเตอรแรกนอยกวา θ2 ดวยคา normalAngle ที่มากกวาเวกเตอร
แรกดังรูปที่ 28(a) จะเห็นวาเมื่อเวกเตอรแรกที่ถูกเลือกมีคา normalAngle ตั้งแต θπ 22 −  เปน
ตนไป   ขอบเขตของการเลือกเวกเตอรทีส่องจะมีสวนที่ล้ํากลบัเขาไปใน  allEdge  ซึง่มีคา 
normalAngle นอยกวาเวกเตอรแรกดังรูปที่ 28(b) ดังนั้นดัชนี  j ของการเลือกเวกเตอรที่สองจึงมี
โอกาสที่จะเกนิ n แลววนกลับไปเร่ิมที่ 1 (บรรทัดที่ 3 และ 8) หลังจากทําการเลือกเวกเตอรตั้งฉาก
สองเวกเตอรแลว เวกเตอรทีส่ามจะถูกกาํหนดใหอยูในขอบเขต )2,2( θπαθπβ ++−+  ดัง
สวนที่ถูกแรเงาในรูปที ่28(c) จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขของมุมระหวางสามเวกเตอรตั้งฉากที่มี
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โอกาสทําการจับแบบขนานได  เมื่อเราเลอืกครบทั้งสามดานแลวนําไปพิจารณาการมีอยูของเซต
การจับแบบขนานบนสามดานนั้นดวยวธิทีี่กลาวไวในหวัขอที่  4.2.1 หากเซตของการจับแบบขนาน
มีอยูจริง  แสดงวาจุดยอดในกราฟการสลับนิ้วที่แทนการจับบนสามดานนีย้อมมีอยูดวย ขัน้ตอน
สุดทายคือการหาเสนเชื่อมระหวางจุดยอดสองจุดยอดทีแ่ทนการจับแบบขนานสองแบบ  หรือจุด
ยอดหนึง่จุดยอดแทนการจับแบบขนานและอีกจุดยอดแทนการจับดวยสองนิ้ว  สําหรับการ
พิจารณาเสนเชื่อมระหวางการจับแบบขนานจะทาํก็ตอเมื่อการจับทั้งสองแบบนี้มีดานตางกนัหนึง่
ดาน  ในขณะที่การพิจารณาเสนเชื่อมระหวางการจับแบบขนานและการจับดวยสองนิว้จะทําก็
ตอเมื่อการจับทั้งสองแบบมดีานรวมกันอยางนอยหนึง่ดาน  ถาเราสามารถทําการสลับนิ้วระหวาง
สองการจับนี้ได (หัวขอที่  4.2.2) นั่นหมายความวาเสนเชื่อมระหวางสองจุดยอดนี้มอียูเชนกัน  

 
รูปที่ 28 การเลือกเวกเตอรตั้งฉากของสองดานสาํหรับการจับดวยสองนิ้ว 

กราฟการสลับนิ้วที่สมบูรณทาํใหเราสามารถหาลาํดับของการเปลีย่นตาํแหนง
ของนิ้วจากการจับหนึง่เปนการจับอ่ืนไดดวยการคนในกราฟ  ในวทิยานพินธนี้ใชวิธีการคนตาม
แนวกวางเพื่อใหไดเสนทางที่ส้ันที่สุด  โดยสิ่งที่ตองกระทํากอนทําการคนในกราฟคอืการระบุจุด
ยอดที่แทนการจับเริ่มตน และจุดยอดที่แทนการจับเปาหมาย หลังจากนัน้จึงทําการคนหาเสนทาง
ระหวางสองจดุยอดนี้ เสนทางที่ไดแสดงถงึความสามารถในการสลับนิ้วระหวางสองการจับ  ซึง่ถกู
แทนดวยจุดยอดสองจุดที่มีเสนเชื่อมระหวางกนั  แตบางครั้งการสลับนิว้ระหวางสองการจับอาจไม
สามารถทําไดโดยตรง  จึงตองอาศัยกระบวนการจัดวางนิ้วเพื่อใหนิ้วอยูในตําแหนงที่เหมาะสมใน
การทาํการสลบันิ้ว  ดวยกระบวนการเหลานี้ทาํใหเราสามารถทาํการหาลําดับของการเปลี่ยน
ตําแหนงของนิว้เพื่อเปลีย่นการจับเริ่มตนเปนการจับบนดานที่ตองการไดดวยการคนในกราฟ 
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บทที่  5 

 
การทดลองและผลการทดลอง 

บทนีก้ลาวถึงการทดลองวิธกีารคํานวณหากราฟการสลบันิ้ว ตัวอยางที่ใชในการ
ทดลองคือวัตถุหลายเหลี่ยมที่มีจาํนวนดานตาง ๆ กนั  โดยทําการพิจารณาผลการทดลองในแง
จํานวนองคประกอบที่ตอเนือ่งกันของกราฟการสลับนิ้วสําหรับแตละประเภทการจบั จากนัน้จึงทาํ
การวิเคราะหและสรุปผลการทดลองทั้งหมด 

5.1 วิธีการทดลอง 

วิทยานิพนธนีท้ําการทดลองการคํานวณหากราฟการสลบันิ้วดวยการเขียน
โปรแกรมเพื่อจําลองการทดลอง โปรแกรมที่ใชในการทดลองเขียนดวยภาษาซีบวกบวก โดยใช
ไลบรารีลีดา  [21] ในการคํานวณทางเรขาคณิต  การทํางานของโปรแกรมทั้งหมดถกูวัดเวลาดวย
การใชคอมพวิเตอรสวนบุคคลที่มีความเร็วของหนวยประมวลผลที ่1.8 พันลานเฮิรซ 

วัตถุหลายเหลีย่มทีน่ํามาใชในการทดลองมีจํานวนดาน 15, 20, 25, 30, 35 และ 
40 ดังรูปที่ 29 โดยกาํหนดใหคร่ึงมุมของกรวยเสียดทานมีขนาด 10 องศา 

 
รูปที่ 29 วัตถุหลายเหลีย่มที่ใชในการทดลอง 

(a) (b) (c) 

(e) (f) (d) 
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การทดลองจะแบงออกเปนหาสวนคือ การคํานวณกราฟการสลับนิว้สําหรับการ

จับแบบคอนเคอรเรนทหรือการจับแบบขนานเพยีงแบบใดแบบหนึ่ง การคํานวณกราฟการสลับนิ้ว
สําหรับการจับแบบคอนเคอรเรนทหรือการจับแบบขนานรวมกับการจับดวยสองนิ้ว และการ
คํานวณกราฟการสลับนิว้สําหรับการจับทั้งสามแบบ  เกณฑที่ใชในการทดลองคือจํานวนจุดยอด 
จํานวนเสนเชือ่ม และจํานวนองคประกอบที่ตอเนื่องกนัของกราฟการสลับนิ้ว เพื่อเปนตัวบงชี้ถงึ
ประสิทธิภาพในการเปลีย่นแปลงการจับบนดานที่ตางกนั  

5.2 ผลการทดลอง 

ผลของการคํานวณกราฟการสลับนิ้วสําหรบัการจับแบบคอนเคอรเรนท แสดงใน
ตารางที่ 1 สําหรับการจับแบบขนานเพยีงแบบเดียวแสดงในตารางที ่2  กรณีทีน่าสนใจคือการนํา
การจับดวยสองนิว้มาพิจารณารวมการจบัดวยสามนิว้ สาเหตทุี่ไมแสดงผลการคํานวณกราฟการ
สลับนิ้วสาํหรบัการจับดวยสองนิว้เพราะการจับดวยสองนิว้ทกุแบบสามารถทําการสลับนิ้วระหวาง
กันไดเสมอจํานวนองคประกอบที่ตอเนื่องกนัในกราฟการสลับนิ้วสาํหรบัการจับดวยสองนิว้เพยีง
อยางเดยีวจงึเปนองคประกอบเดียว แตการจับดวยสองนิ้วถกูนาํมาพจิารณาเพื่อสรางความ
ตอเนื่องระหวางการจับแบบคอนเคอรเรนทดวยกันเองดงัตารางที ่3 การจับแบบขนานดวยกนัเอง
ดังตารางที่ 4 รวมถึงการจับแบบคอนเคอรเรนทและการจับแบบขนานดังแสดงในตารางที ่5 

 

ตารางที่ 1 ผลการทดลองสาํหรับการจับคอนเคอรเรนท 

จํานวนดาน จํานวนจุดยอด จํานวนเสนเชือ่ม จํานวนองคประกอบ เวลา(วนิาที) 

15 43 96 1 0.7 

20 77 156 6 1.36 

25 185 691 2 3.73 

30 407 2099 1 10.75 

35 550 3033 2 15.95 

40 736 4580 1 28.53 
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ตารางที่ 2 ผลการทดลองสาํหรับการจับแบบขนาน 

จํานวนดาน จํานวนจุดยอด จํานวนเสนเชือ่ม จํานวนองคประกอบ เวลา(วนิาที) 

15 3 1 2 0.01 

20 12 7 5 0.01 

25 37 57 5 0.02 

30 27 39 3 0.02 

35 64 109 5 0.03 

40 106 215 8 0.09 

     

ตารางที่ 3 ผลการทดลองสาํหรับการจับแบบคอนเคอรเรนทและการจบัดวยสองนิ้ว 

จํานวนดาน จํานวนจุดยอด จํานวนเสนเชือ่ม จํานวนองคประกอบ เวลา(วนิาที) 

15 53 243 1 0.95 

20 89 351 3 1.75 

25 206 1415 2 5.17 

30 429 3162 1 13.56 

35 576 4315 2 18.53 

40 773 7056 1 29.28 
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ตารางที่ 4 ผลการทดลองสาํหรับการจับแบบขนานและการจับดวยสองนิว้ 

จํานวนดาน จํานวนจุดยอด จํานวนเสนเชือ่ม จํานวนองคประกอบ เวลา(วนิาที) 

15 13 55 1 0.13 

20 24 101 1 0.2 

25 58 436 1 0.69 

30 49 390 1 0.61 

35 90 714 1 1.17 

40 143 1439 1 2.16 

     

ตารางที่ 5 ผลการทดลองสาํหรับการจับทกุแบบ 

จํานวนดาน จํานวนจุดยอด จํานวนเสนเชือ่ม จํานวนองคประกอบ เวลา(วนิาที) 

15 56 253 1 0.97 

20 101 386 3 1.94 

25 243 1641 2 5.48 

30 456 3321 1 13.20 

35 640 4704 2 20.01 

40 879 7829 1 30.33 
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นอกจากผลการคํานวณกราฟการสลับนิว้แลว ยังจะขอนําเสนอตัวอยางการ

เปลี่ยนตําแหนงของนิ้วที่ไดจากการจําลองการทดลอง  เร่ิมจากการเปลี่ยนตําแหนงของนิ้วเมื่อ
พิจารณาการจับแบบคอนเคอรเรนทเพยีงแบบเดียวดงัรูปที่ 30 แสดงการเปลี่ยนจากการจับแบบ
คอนเคอรเรนทในรูปที่ 30(a) เพื่อใหเปนการจับในรูปที ่30(l) โดยสวนที่แรเงาแสดงถึงการตัดกัน
ของกรวยเสยีดทาน   การจบัดวยสามนิว้อีกกรณีหนึง่คอืการจับแบบขนาน  โดยตัวอยางการ
เปลี่ยนตําแหนงของนิ้วสาํหรับการจับแบบขนานแสดงดังรูปที่ 31  นอกจากการจับดวยสามนิ้ว  
การจับดวยสองนิว้ถือวามีความสาํคัญเพราะ  เมื่อนาํการจับดวยสองนิ้วมาพจิารณารวมกับการ
จับแบบคอนเคอรเรนทดังรูปที่ 32  แสดงการเปลี่ยนจากการจับเริ่มตนเปนการจับจดุหมายที่
เหมือนกนักับรูปที่ 30  จะพบวาการจับดวยสองนิว้ชวยลดจํานวนครั้งในการสลับนิ้วเพื่อเปลี่ยน
การจับได  จากจํานวนครั้งในการสลับนิ้ว 4 คร้ังสําหรับการเปลี่ยนการจับในรูปที่ 30  เหลือแค
เพียง 2 คร้ังสาํหรับการจับในรูปที่ 32  ในบางครั้งการจบัดวยสองนิ้วยังจะทําการเชื่อมโยงการจบั
สองแบบที่ไมสามารถทําการสลับนิ้วระหวางกนัได  ดงัแสดงการจับแบบขนานในรูปที่ 33(a) ซึ่งไม
มีเสนทางในกราฟที่เชื่อมตอไปยังการจับแบบขนานในรปูที่ 33(i) แตการจับทัง้สองแบบนี้สามารถ
เชื่อมโยงกนัดวยการสลับนิว้ที่นาํการจับดวยสองนิ้วมาพิจารณารวมกับการจับแบบขนานดังแสดง
ในรูปที่ 33  นอกจากนี้การจบัดวยสองนิ้วยังมีบทบาทสาํคัญในฐานะที่เปนสะพานเชื่อมโยงการจบั
แบบคอนเคอรเรนทและการจับแบบขนานดังแสดงในรูปที่ 34  ซึ่งการจบัทั้งสองแบบนี้ไมมีโอกาส
ทําการสลับนิว้ระหวางกนัไดหากไมนําการจับดวยสองนิว้มาพิจารณา  โดยเสนประแสดงถึงเสน
เชื่อมระหวางจุดสัมผัสสองจุดสําหรับการจับดวยสองนิว้  และการคํานวณหาเสนทางในกราฟ
ระหวางการจบัเริ่มตนและการจับจุดหมายใชเวลาไมเกนิ 0.1 วินาท ี
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รูปที่ 30 ตัวอยางการเปลี่ยนตําแหนงนิว้เมือ่พิจารณาการจับแบบคอนเคอรเรนท 

(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 

(g) (h) (i) 

(j) (k) (l) 
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รูปที่ 31 ตัวอยางการเปลี่ยนตําแหนงนิว้เมือ่พิจารณาการจับแบบขนาน 

 
รูปที่ 32 ตัวอยางการเปลี่ยนตําแหนงนิว้เมือ่พิจารณาการจับแบบคอนเคอรเรนทและการจับดวย

สองนิว้ 

(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 

(a) (b) 

(c) (d) 



                            
                                                                                                                                                              48 

 

 
รูปที่ 33 ตัวอยางการเปลี่ยนตําแหนงนิว้เมือ่พิจารณาการจับแบบขนานและการจับดวยสองนิ้ว 

(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 

(g) (h) (i) 
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รูปที่ 34 ตัวอยางการเปลี่ยนตําแหนงนิว้เมือ่พิจารณาการจับทุกแบบ 

5.3 วิเคราะหและสรุปผลการทดลอง 

จากผลการทดลองพบวากราฟการสลับนิ้วสําหรับการจับแบบคอนเคอรเรนท
คอนขางมีความสมบูรณในตวัเองคือ  มีจาํนวนองคประกอบที่ตอเนื่องกนัในกราฟเพียง 1 หรือ 2 
องคประกอบเทานั้น แสดงถงึการวางตัวของโฟกัสเซลลที่เชื่อมตอกนั  นัน่คือโฟกัสเซลลของการจบั
ที่มีดานตางกนัหนึ่งดานมีสวนที่ซอนทับกนั  และตอเนื่องเปนบริเวณทีเ่ชื่อมติดกันเปน 1 หรือ  2 
องคประกอบตามจํานวนองคประกอบของกราฟการสลับนิ้ว  ยกเวนวัตถุตัวอยางทีม่ีจํานวนดาน 
20 ดานมีจาํนวนองคประกอบที่ตอเนื่องกนัถึง 6 สวน ทัง้นี้คาดวานาจะเปนผลจากรปูทรงของวัตถุ
หลายเหลีย่มในรูปที่ 29(b) ที่มีจํานวนดานนอย และความยาวของแตละดานคอนขางสัน้ จงึทาํให
โฟกัสเซลลของการจับมีขนาดเล็กตามไปดวย และมีผลกระทบตอบริเวณที่ซอนทับกนัของโฟกัส
เซลลระหวางการจับบนดานที่ตางกนั 

เมื่อพิจารณาผลการคํานวณกราฟการสลับนิ้วสาํหรับการจับแบบขนาน พบวา
จํานวนที่พบนัน้นอยเมื่อเทียบกับการจับแบบคอนเคอรเรนท เนื่องจากจํานวนดานของวัตถทุี่มี
ทิศทางขนานกันคอนขางนอย อีกทั้งเงื่อนไขการพิจารณาเซตของการจับแบบขนานมีความ
เครงครัดสูง นอกจากนี้จํานวนเสนเชื่อมในกราฟการสลับนิ้วถือวานอยมาก ดวยเหตุผลเดิมคือ

(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 
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เงื่อนไขที่ใชพจิารณาการจับแบบขนาน ดังนัน้จึงสงผลตอจํานวนองคประกอบที่ตอเนื่องในกราฟซึ่ง
ถือวามากเมื่อเทียบกบัจํานวนจุดยอดในกราฟ 

สําหรับกรณีทีพ่ิจารณาการคํานวณกราฟการสลับนิว้สําหรับการจับแบบคอน
เคอรเรนท การจับแบบขนาน รวมถึงการจบัดวยสองนิ้ว จากผลการทดลองเหน็ไดชัดวาการจับดวย
สองนิว้มีบทบาทที่สําคัญในการสรางความตอเนื่องในกราฟ โดยเฉพาะระหวางการจับแบบขนาน
ดวยกนัเอง ทีส่ามารถกลาวไดเชนนี้เพราะจํานวนองคประกอบที่ตอเนือ่งกันในกราฟเปน
องคประกอบเดียวเมื่อนําการจับดวยสองนิว้เขามาพิจารณารวมกับการจับแบบขนาน อีกทัง้การ
จับดวยสองนิว้ยังมีสวนในการเชื่อมโยงจุดยอดของการจบัแบบคอนเคอรเรนทดวย เห็นไดจากผล
การทดลองของวัตถหุลายเหลี่ยมที่ม ี20 ดาน  นอกจากนี้ในการพิจารณาการจับทุกแบบพบวา 
จํานวนการจับแบบคอนเคอรเรนทมจีํานวนมากที่สุด ทําใหเวลาที่ใชในการคํานวณการจับแบบ
คอนเคอรเรนทมากที่สุดดวย เหตุที่การคํานวณการจับแบบคอนเคอรเรนทใชเวลานานเพราะการ
หาอนิเตอรเซกชันของโฟกัสเซลลมีความซบัซอนสูง เมื่อเทียบกับการหาเซต และอนิเตอรเซกชัน
ของเซตสําหรบัการจับแบบอื่น 

โดยสรุปแลวผลการทดลองแสดงใหเห็นวาการจับที่ควรใหความสนใจมากที่สุด
คือการจับแบบคอนเคอรเรนท เนื่องจากไดกราฟการสลับนิ้วที่ถือไดวามีความสมบูรณสูง สงผลให
การเปลี่ยนการจับแบบหนึง่ใหเปนการจับอีกแบบบนดานที่ตางกนัมีโอกาสเกิดขึ้นไดสูง แตมี
ผลกระทบคือ เวลาที่ใชในการคํานวณสูงตามไปดวย  สาํหรับการจับแบบขนานถือวามีบทบาท
นอยที่สุดดวยขอจํากัดที่เครงครัดทําใหความสมบูรณของกราฟการสลบันิ้วนอยกวาการจับแบบอืน่ 
นอกจากการจบัดวยสามนิว้  การจับดวยสองนิว้ถือวามีความสาํคัญในฐานะที่เปนตัวเชื่อมโยง
ความตอเนื่องในกราฟโดยเฉพาะในกรณทีี่นาํการจับดวยสองนิ้วมาพิจารณารวมกับการจับแบบ
ขนาน  จึงไมควรละความสนใจการจับประเภทนี้   
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บทที่  6 

 
สรุปการวิจัย ขอเสนอแนะ และงานวิจัยในอนาคต 

6.1 สรุปการวิจัย 

ในยุคปจจุบนัการนาํหุนยนตมาใชงานแทนมนษุยเปนทีแ่พรหลาย  เราสามารถ
พบเหน็ในงานอุตสาหกรรมตาง ๆ เชน การประกอบรถยนต  การประกอบเครื่องใชไฟฟา เปนตน  
โดยทั่วไปความสามารถของหุนยนตเหลานี้ อาศยัการโปรแกรมขอตอใหอยูในตําแหนงทีก่ําหนดไว 
เมื่อเปรียบเทยีบกับความสามารถของมนษุยในการหยบิจับส่ิงของในชีวิตประจําวัน  ยงัถือวา
หางไกลกนัมาก  ความพยายามของนักวิจยัที่จะทําใหหุนยนตมีความสามารถในการจัดวัตถุ  เร่ิม
จากงานใชหุนยนตสอดวัตถลุงชอง (peg-in-hole) [22] , [23]  มนุษยเราแกปญหานีไ้ดอยาง
งายดาย แตเปนเรื่องตรงขามสําหรับหุนยนต  งานวิจัยดานการจัดวัตถุในมือหุนยนตมีเนื้อหาลึกซึ้ง  
ประกอบไปดวยงานวจิัยสวนยอย ๆ  สวนทีไ่ดรับความสนใจมากคือเร่ืองของจลนศาสตรและ
พลศาสตรที่เกีย่วกับการจับ   งานวิจัยดานจลนศาสตรของการจับครอบคลุมถึงความสัมพนัธ
ระหวางการเคลื่อนที่ของขอตอนิ้วและการเคลื่อนที่ของนิว้  และความสมัพันธระหวางการเคลื่อนที่
ของนิ้วและผวิสัมผัส [24]   เมื่อกลาวถึงงานวิจยัดานจลนศาสตร  มักจะสมมติใหมอืหุนยนต
สามารถควบคุมการเคลื่อนที่ของขอตอเพือ่ใหอยูในตําแหนงที่ตองการได  แตการที่ขอตอจะ
เคลื่อนที่ไดนัน้เกิดจากการออกแรงหรือแรงบิดที่ขอตอ  งานวิจยัดานพลศาสตร (dynamics) [25]  
จึงเขามามีสวนในการคํานวณหาความสัมพันธระหวางแรงที่มีผลตอการเคลื่อนที่ของขอตอ  เมื่อ
ไดความสัมพนัธระหวางแรงและการเคลือ่นที่ของขอตอ  ปญหาที่เกดิควบคูกันมาคือ  ตองออกแรง
เทาไรขอตอถึงจะเคลื่อนที่ไดตามตองการ  งานวิจยัดานการควบคุม (control) [26] จึงถูกนํามาใช
ในการควบคุมแรงหรือแรงบิดที่ขอตอ  เพือ่กําหนดตําแหนงในการเคลื่อนที่และแรงของนิ้วที่กระทาํ
ตอส่ิงแวดลอม   ถงึแมจลนศาสตรและพลศาสตรเกี่ยวกับการจับจะเปนสวนทีจ่ําเปนในการจัด
วัตถุในมือ การจัดวัตถุในมือที่มีประสิทธิภาพและเปนไปตามความตองการ จะเกิดขึน้ไดยังตอง
อาศัยการวางแผนในระดับบน อันไดแกการวางแผนเพือ่หาตําแหนงจับที่มีเสถียรภาพ  ในปจจบุัน
งานวิจยัที่เกี่ยวของกับการวางแผนเพื่อหาตําแหนงจับถอืวายงัไดรับความสนใจนอย เมื่อเทียบกบั
งานวิจยัสวนอืน่ที่เกี่ยวกับการจัดวัตถุในมือ  วทิยานพินธนี้จึงมุงนําเสนอประเด็นนี้เปนหลกั    โดย
พิจารณาการจับที่มีความสามารถในการตานทานการรบกวนจากแรงภายนอก  หรือเรียกวาการ
จับที่มีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรนั่นเอง  วิทยานิพนธนีไ้ดนําเสนอวิธกีารคํานวณหาลําดับการ
เปลี่ยนคอนฟกุเรชันของการจับบนดานทีต่างกนัของวัตถุหลายเหลี่ยมดวยมือหุนยนตที่มีส่ีนิ้ว โดย
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อาศัยโครงสรางที่นาํเสนอในวทิยานพินธคือโครงสรางกราฟการสลับนิ้ว  เพื่อใชในการคนหาลาํดับ
ในการเปลีย่นตําแหนงของนิว้ที่คงสภาพการจับที่มีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรอยูตลอด และไดทํา
การทดลองวิธทีี่นาํเสนอดวยการจําลองการทดลอง 

ในบทที่ 3 และบทที่ 4 ของวทิยานพินธไดทําการนาํเสนอวิธีการคาํนวณกราฟการ
สลับนิ้วดวยการคํานวณทางเรขาคณิต  แตละจุดยอดในกราฟบงบอกถึงเซตของการจับบนดานที่
ตาง ๆ กัน  แสดงความสามารถในการจัดวางนิ้วระหวางการจับทีถู่กแทนดวยจุดยอดเดียวกนัโดย
อาศัยขอดีของบริเวณสัมผัสอิสระ และเสนเชื่อมระหวางจุดยอดบงบอกถึงความสามารถในการ
สลับนิ้วระหวางการจับที่แทนดวยจุดยอดสองจุดที่มีเสนเชื่อม  วทิยานพินธนี้ใหความสนใจการจับ
สามประเภทคอื การจับแบบคอนเคอรเรนท  การจับแบบขนาน และการจับดวยสองนิ้ว  ปญหา
ของการคํานวณกราฟการสลับนิ้วสาํหรับการจับแบบคอนเคอรเรนทและการจับดวยสองนิว้
สามารถทําใหงายขึน้ดวยการระบุคอนฟกุเรชันการจับในรูปของจุดบนระนาบ สงผลใหเซตของการ
จับเปนรูปหลายเหลี่ยมคือโฟกัสเซลลนัน้เอง   การนาํโฟกสัเซลลมาใชในการคํานวณเซตของการ
จับมีขอไดเปรียบตรงที่เซตของการจับบนดานที่ตางกันอยูในปริภูมิเดียวกนั  การคํานวณการ
ซอนทับกันของเซตการจับแบบคอนเคอรเรนทหรือการจบัดวยสองนิ้วจึงสามารถหาไดจากการ
คํานวณการตดักันของโฟกสัเซลลไดโดยตรง  และดวยคุณสมบัติความตอเนื่องในโฟกัสเซลล  ทํา
ใหการจัดวางนิ้วเพื่อเปลี่ยนการจับในโฟกสัเซลลเดียวกนัสามารถเกิดขึ้นไดเสมอ  ในขณะที่การจบั
แบบขนานถูกระบุดวยตําแหนงบนดาน  การคํานวณการจับแบบขนานจงึอยูในปริภูมิสามมิติทีม่ี
ระยะหางจากจุดเริ่มตนของดานทัง้สามเปนองคประกอบ  อีกทั้งในการคํานวณการซอนทับกันของ
เซตการจับเพือ่หาการสลับนิ้วยงัตองทําการกําจัดตัวแปรของดานที่ตางกันซึ่งมีความซับซอนใน
การคํานวณสงู  ดงันัน้วิทยานิพนธนี้จึงเสนอวิธกีารคํานวณการจับแบบขนานดวยวธิีที่ทาํการ
พิจารณาบางกรณีของการจบัแบบขนาน  เพื่อหลกีเลี่ยงการคํานวณบนปริภูมิสามมติิโดยตรง  แต
วิธีทีน่ําเสนอใชเงื่อนไขทีม่ีความเครงครัดสูง  ทาํใหจาํนวนการจับแบบขนานและการสลับนิ้วบน
สามดานที่ตางกันมีจํานวนนอย  นัน่คือจุดยอดและเสนเชื่อมในกราฟการสลับนิว้สําหรับการจับ
แบบขนานมีจาํนวนนอย  ทาํใหกราฟการสลับนิ้วสาํหรบัการจับแบบขนานแบงแยกออกเปนหลาย
องคประกอบ ถึงกระนั้นก็ตามปญหาเรื่ององคประกอบในกราฟสามารถแกดวยการนาํการจับดวย
สองนิว้มาพิจารณารวมกับการจับแบบขนาน  การคํานวณกราฟการสลับนิ้วที่เสร็จสมบูรณทําให
เราสามารถทาํการหาลาํดับการเปลี่ยนตําแหนงของนิว้เพื่อเปลี่ยนการจับเริ่มตนไปเปนการจับ
เปาหมายไดดวยการคนหาเสนทางในกราฟการสลับนิ้ว 
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งานวิจยัในวิทยานพินธนีม้ีความเกี่ยวของอยางมากกับงานวิจัยดานอืน่ๆ ของการ

จัดวัตถุในมือ  เพื่อประโยชนในการพิจารณาขอจํากัด และการพฒันาตอยอด จึงสมควรที่จะ
กลาวถึงงานวจิัยที่สนับสนนุและรองรับวิทยานพินธนี้คือ  

1. งานวิจยัเกี่ยวกับการจับที่มคีุณสมบัติฟอรซโคลสเชอร ถือเปนพื้นฐานสําคัญ
ของวิทยานิพนธนี ้เพราะวทิยานพินธนี้ใหความสนใจในการหาลาํดบัการเปลี่ยนตาํแหนงของนิ้ว  
โดยในขณะทีท่ําการเปลี่ยนตําแหนงนิว้การจับวัตถุจะตองมีเสถยีรภาพอยูตลอด ซึง่การจับทีม่ี
เสถียรภาพที่วทิยานพินธนีน้าํมาพิจารณาคือการจับที่มคีุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรดังงานวจิัย [5] 
เสนอเงื่อนไขสําหรับการจับวตัถุหลายเหลีย่มดวยสองนิ้ว และ [8] เสนอเงื่อนไขสําหรับการจับวัตถุ
หลายเหลีย่มดวยสามนิ้ว  นอกจากงานวจิัยสองงานนี ้[27] , [28] ไดทําการเสนอวธิีการคํานวณ
การจับทีม่ีคุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรและฟอรมโคลสเชอรดวยการพจิารณาคอนเวกซฮัลล 
(convex hull) ในปริภูมิของแรงและแรงบิด  โดยอาศัยเงื่อนไขที่กลาวไวใน [29] วา การจับทีม่ี
คุณสมบัติฟอรซโคลสเชอรคือ  การจับทีม่ีจุดกําเนิดอยูภายในคอนเวกซฮัลลในปรภูิมิของแรงและ
แรงบิดที่จุดสัมผัส  ในงานวจิัยนี้ไดเสนอวธิีการทดสอบจุดกําเนิดวาอยูภายในคอนเวกซฮัลล
หรือไม  โดยวธิีที่นาํเสนอคือการเฉือนคอนเวกซฮัลลดวยระนาบที่ผานจุดกําเนิดเพื่อแปลงปญหา
ลงไปในปริภูมทิี่มีมิติต่ํากวา  ซึ่งขอไดเปรียบของการคํานวณการจับดวยวิธนีี้คือ การพิจารณาการ
จับโดยไมขึ้นกบัขอกําหนดของจํานวนนิว้  แตขอจํากัดคือการคํานวณคอนเวกซฮัลลบนปริภูมิ
หลายมิติที่มีความซับซอน  และขอกําหนดดานจํานวนนิ้วของมือหุนยนตในปจจุบนั  การพิจารณา
การจับโดยอาศัยเงื่อนไขตามงานวจิัย [5] , [8] จึงเพยีงพอสําหรับงานในวิทยานิพนธนี ้

2. งานวิจยัดานจลนศาสตร งานวิจยัทางดานนีถ้ือเปนงานวิจัยที่มีความสําคัญ 
เนื่องจากจลนศาสตรของขอตอนิ้ว และจลนศาสนตรของผิวสัมผัส ถือวาเปนขอกาํหนดในการ
คํานวณหาความสัมพันธระหวางแรงกบัการเคลื่อนที่ของนิว้และวัตถ ุเพื่อใหไดการเคลื่อนที่ของนิว้
ใหอยูในตาํแหนงที่ตองการบนผิววัตถุ  นอกจากนี้ขอกําหนดทางจลศาสตรของนิ้วทีต่องคํานงึถงึใน
การเคลื่อนที่ของนิว้คือ บริเวณทํางานของนิ้ว  การหลกีเลี่ยงการชนหรอืไขวกันของนิว้  และใน
กระบวนการหมุนนิว้  ดังงานวิจัย [30] ไดเสนอการคํานวณความเปนไปในการที่มือหุนยนตจะ
สามารถทําการจับวัตถุในคอนฟกเุรชันที่ตองการโดยสอดคลองกับขอกําหนดทางจลนศาสตร  และ
จลนศาสตรของผิวสัมผัสยังถูกนาํมาใชเพือ่การคํานวณการเคลื่อนที่ของนิว้ดวยการหมุนนิว้และ
ตําแหนงทีเ่ปลีย่นไปของจุดสมัผัสดังแสดงใน [24] , [20] 
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3. งานวิจยัดานพลศาสตร  โดยมากการคํานวณทางดานจลนศาสตรมักจะ

กําหนดใหขอตอนิ้วสามารถเคลื่อนที่ไดตามตองการในสภาวะแวดลอมจริง  งานวิจยัดาน
พลศาสตรจึงตองนํามาใชในการอธิบายการเคลื่อนของนิ้ว รวมถงึการออกแรงบิดทีข่อตอเพื่อใหนิว้
ออกแรงหรือแรงบิดตอวัตถทุี่สอดคลองกบัขอกําหนดของการจับ  ดงันั้นงานวิจยัดานนี้จึงมี
ความสัมพันธโดยตรงกับการหมุนนิ้วดงัปรากฏใน [31] หรือการเลื่อนนิ้วใน [19] , [32]  นอกจากนี้
ส่ิงที่ตองคาํนงึคือการมีเสถียรภาพของการจับในระบบพลวัตรซึ่งถูกเสนอไวในงานวจิัย [33] 

4. งานวิจยัดานระบบเสมือนสถิต (quasi-static)  นอกจากการพจิารณาการ
เคลื่อนที่ของนิว้ดวยระบบพลวัตรแลว  ระบบเสมือนสถติยังสามารถนาํมาใชพิจารณาการเคลื่อนที่
ของนิ้ว ไมวาจะดวยการหมนุนิว้ หรือเลื่อนนิว้  โดยเฉพาะการเลื่อนนิว้พบวาการที่จะทําใหนิว้เกิด
การเลื่อนบนผวิวัตถุไดเมื่อแนวแรงวางตัวอยูที่ขอบของกรวยเสียดทาน  แตเมื่อเกิดการเคลื่อนที่ส่ิง
ที่เปลี่ยนไปคือสัมประสิทธิ์ความเสยีดทาน  โดยตองนาํคาสัมประสิทธิค์วามเสยีดทานจลนมาใชใน
การคํานวณ  ซึ่งมีคานอยกวาคาสมัประสทิธิ์ความเสียดทานสถิต  ดังนั้นกรวยเสยีดทานจลนจึงมี
ขนาดเล็กกวา   สงผลใหมีชวงจงัหวะหนึง่ที่แนวแรงอยูนอกกรวยเสยีดทานจลน  งานวิจยัดานนี้จงึ
ถือวาชวงจังหวะดังกลาวนี้เปนชวงสั้น ๆ และหลังจากนั้นระบบสามารถปรับตัวเขาสูความมี
เสถียรภาพดวยการเคลื่อนทีข่องนิ้วที่ความเร็วต่ําและคงที่  ทาํใหการพจิารณาการจับที่มี
เสถียรภาพสามารถทาํไดเสมือนอยูในระบบสถิต  งานวิจัยดานระบบเสมือนสถิตถูกเสนอใน [34] 
และการวางแผนการเคลื่อนที่ของนิว้ในระบบเสมือนสถติปรากฏใน [35]   

5. งานวิจยัเกี่ยวกับมือหุนยนต  งานวิจยัดานนี้ถือเปนสิ่งที่ขาดไมไดหากเรา
ตองการใหหุนยนตทาํการจบัหรือจัดการกบัวัตถุในมือ  โดยมีความสมัพันธโดยตรงกบังานวิจยั
ดานการจัดวัตถุในมือในฐานะที่รูปจําลองของมือหุนยนตถูกนาํมาใชในการศึกษาทางจลนศาสตร
ของนิ้ว จลศาสตรของผิวสัมผัส รวมถงึบริเวณทํางานของมือหุนยนตดวย ยกตัวอยาง งานวิจยั  
[36] ไดนํามือดีแอลอารสองมาศึกษาทาทางในการจับวตัถุ และงานวจิัย [37] , [38] นํามือยทูาห
และเอ็มไอทีมาใชในการจัดวัตถุ   

6. การคํานวณทางเรขาคณิต  ถือเปนพื้นฐานการคํานวณที่ใชในวิทยาพนธนี ้ 
เนื่องจากการคํานวณทางเรขาคณิตถูกนํามาใชการคํานวณทางดานตาง ๆ เชน เวกเตอร มุม การ
ตัดกันของสวนของเสนตรง การตัดกันของวัตถุหลายเหลีย่ม (รูปทรงของโฟกัสเซลลเปนวัตถหุลาย
เหลี่ยม) เปนตน ดังแสดงใน [39] 
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6.2 ขอเสนอแนะ 

ในหวัขอนี้จะขอกลาวถึงแนวทางการแกไขขอจํากัดตาง ๆ ที่เกิดขึ้นในวิทยานิพนธ  
ขอจํากัดที่เห็นไดชัดเจนจากการทดลองคือ  ขอจํากัดทางเงื่อนไขของการจับแบบขนานมีความ
เครงครัดสูง สงผลใหจุดยอดและเสนเชื่อมในกราฟที่ไดจากการคํานวณการจับแบบขนานมีจํานวน
นอย  ดังนั้นสิง่ที่ควรจะตองทําการแกไขเปนจุดหลกัคือการคํานวณกราฟการสลับนิ้วสาํหรับการ
จับแบบขนาน  ซึง่สามารถทาํไดดวยการคาํนวณหาเซตของการจับแบบขนานโดยตรง  เพื่อใหการ
คํานวณครอบคลุมการจับแบบขนานทกุกรณีที่เปนไปได 

แมการคํานวณการจับแบบคอนเคอรเรนทจะครอบคลุมกรณีทั้งหมด  แตจากการ
ทดลองพบวาใชเวลาสงูมากเมื่อเทยีบกับการจับประเภทอื่น เนื่องจากความซับซอนในปญหาการ
คํานวณการตดักันของโฟกสัเซลล  ปญหานี้สามารถแกไดโดยอาศัยวธิีการสุมจุดบนระนาบ (วิธนีี้
ไดนําเสนอไวในงานวิจัยการวางแผนการจบัวัตถุทรงหลายหนาที่ไดรับการตีพิมพ)  หากโฟกัสเซลล
ใดมีจุดนี้อยูภายใน  นั่นหมายความวาโฟกัสเซลลนัน้ ๆ มีสวนที่ซอนทบักันแนนอน ถึงแมการ
แกปญหาดวยการสุมจุดจะชวยลดปญหาและเวลาการคาํนวณการตัดกันของโฟกัสเซลลได  แต
การสุมจุดที่ไมครอบคลุมพื้นที่บนระนาบอาจทาํใหไดการจับแบบคอนเคอรเรนทไมครบทุกกรณี  
ดังนัน้การศึกษาเกีย่วกบัการสุมจึงเปนสิ่งที่ควรทาํการศึกษาและวิจัยเพิ่มเติมหากตองการนําวิธี
ดังกลาวมาใช

6.3 งานวจิัยในอนาคต 

งานวิจยัในอนาคตที่นาสนใจคือ การเพิ่มขอกําหนดในการคนในกราฟ เชน 
ขอกําหนดทางจลนศาสตรของนิว้และผิวสมัผัส บริเวณทาํงานของนิ้ว เปนตน เนื่องจากสิ่งที่ไดจาก
การคนในกราฟสลับนิว้คือ เซตของการจับที่เปนไปได ดังนั้นการเลือกการจับที่ดีที่สุดในเซตคําตอบ
ตามขอกําหนดตาง ๆ จงึเปนประเด็นที่ไมควรละความสนใจ  เชน การจับที่มีบริเวณสัมผัสอิสระที่
กวางที่สุด [5] , [8]  การจับทีอ่อกแรงนอยทีสุ่ดเพื่อตานทานแรงกระทาํจากภายนอก [40]  การจับ
ที่มีจุดเซนทรอยด (centroid) ของจุดสัมผัสใกลกับจุดศูนยถวงของวัตถุมากที่สุด [8] , [28] เพื่อลด
ผลกระทบจากแรงโนมถวงและแรงเฉื่อยที่เกิดจากการเคลื่อนของมือหุนยนต  และอีกประเด็นหนึง่
ที่ควรทาํการวจิัยตอยอดคือการหาวิธกีารคํานวณหาลาํดับการเปลี่ยนคอนฟกุเรชนัสาํหรับวัตถุ
ชนิดอื่น ๆ เชน วัตถทุรงหลายหนา วัตถุผวิโคง เปนตน
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