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กำรออกแบบระบบจ ำนวนมีผลต่อประสิทธิภำพกำรค ำนวณในระบบคอมพิวเตอร์  หนึ่งใน
งำนวิจัยทำงด้ำนระบบจ ำนวนที่โดดเด่นและมีผู้อ้ำงถึงบ่อยครั้งคือระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำย  
ระบบจ ำนวนนี้อนุญำตให้ใช้ทั้งตัวเลขบวกและตัวเลขลบในกำรแสดงจ ำนวน  อีกทั้งยังก ำหนดให้
สมำชิกของชุดตัวเลขมีจ ำนวนมำกกว่ำค่ำฐำน ท ำให้ระบบจ ำนวนนี้มีสมบัติซ้ ำซ้อนและสำมำรถเขียน
รูปแบบแทนจ ำนวนได้มำกกว่ำหนึ่งรูปแบบ ซึ่งมีข้อดีคือควำมสำมำรถในกำรจ ำกัดกำรแพร่ของตัวทด
ในระหว่ำงกำรค ำนวณ ท ำให้ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยนี้ถูกน ำไปประยุกต์ใช้เพ่ือลดเวลำในกำร
ค ำนวณให้น้อยลงได ้

ระบบจ ำนวนใหม่ที่น่ำสนใจที่น ำแนวคิดของระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยไปประยุกต์ใช้
เรียกว่ำ กำรเข้ำรหัสอำร์เอน ระบบจ ำนวนนี้ถูกเสนอข้ึนเพื่อลดเวลำที่สูญเสียไปในระหว่ำงขั้นตอนกำร
ปัดเศษ ส ำหรับขั้นตอนกำรปัดเศษของระบบจ ำนวนนี้สำมำรถท ำได้เพียงแค่ตัดรูปแบบแทนจ ำนวน ณ 
ต ำแหน่งใด ๆ ก็ตำม ซึ่งรูปแบบแทนจ ำนวนใหม่ที่ได้จะมีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับวิธีกำรปัดเศษแบบรำวด์
ทูเนียเรสท์เสมอ แนวคิดเรื่องกำรปัดเศษของกำรเข้ำรหัสอำร์เอนนี้เหมำะสมที่จะน ำไปประยุกต์ใช้เพ่ือ
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แบบเชื่อมตรงที่ค ำตอบที่ผลิตออกไปจำกขั้นตอนก่อนหน้ำสำมำรถน ำไปใช้ในกำรค ำนวณในขั้นตอน
ต่อไปได้ทันที โดยไม่จ ำเป็นต้องรอกำรปัดเศษให้เสร็จเรียบร้อยเสียก่อน แต่อย่ำงไรก็ตำมกำรเข้ำรหัส
อำร์เอนนี้ยังไม่รองรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรง 

ในงำนวิจัยนี้เรำได้เสนอระบบจ ำนวนใหม่เรียกว่ำระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะซึ่งสำมำรถ
ท ำงำนได้ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวกและจ ำนวนเต็มลบ โดยระบบจ ำนวนใหม่นี้เปลี่ยนมำใช้ตัวเลข
ตรรกยะแทนกำรใช้เฉพำะจ ำนวนเต็มในกำรแสดงจ ำนวน  ซึ่งกำรเลือกใช้ตัวเลขตรรกยะท ำให้เรำ
สำมำรถออกแบบรูปแบบแทนจ ำนวนที่เหมำะสมกับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงและยังคงสมบัติกำรปัด
เศษแบบกำรเข้ำรหัสอำร์เอน ส ำหรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงในระบบจ ำนวนใหม่นี้สำมำรถแสดง
ด้วยกำรแปลงชุดตัวเลขโดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงที่มีค่ำควำมหน่วง รวมถึงเรำยังพิสูจน์ให้
เห็นว่ำจ ำนวนใด ๆ สำมำรถถูกแปลงให้มำอยู่ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะได้ 
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Designing number system can affect the performance of computation in a 
computer system. Among many researches purposed, signed-digit number system is one of 
the most well-known systems. A digit in this number system can have a positive and negative 
sign to represent a number. The advantage of this number system is an ability to limit a carry 
propagation during a computation which can be applied to reduce a computational time. 

There is an interesting number system that applies the concept of signed-digit 
number system. It is called Round-to-Nearest-Coding (RN-Coding). An idea of this number 
system is to reduce unnecessary time consumption during a rounding process. A rounding 
process in RN-Coding can be done by truncating at any position of a number representation 
(a sequence of digits). The obtained number representation always has the same numerical 
value as a rounding to the nearest. The concept of rounding process in RN-coding is suitable 
to be applied to a problem that frequently needs a rounding process especially in a pipeline 
or on-line computation manner. If there is no need to wait for a rounding process during an 
on-line computation, then each output digit can be passed to the next computation 
immediately. However, a RN-Coding does not support an on-line computation. 

In this dissertation, we propose a novel number system called rational digit set 
number system which can work in positive integer and negative integer base. Our system 
uses rational digits to represent a number instead of only integer digits. The idea is that using 
rational digits allow us to do a rounding by truncation like RN-Coding and it also supports an 
on-line computation manner. On-line elementary arithmetic computation in our system can 
be performed by an on-line digit set conversion using an on-line finite automaton with an 
on-line delay. Moreover, we can prove that any number can have a representation in our 
system. 
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1. บทน า 

กำรค ำนวณเชิงเลขคณิต (arithmetic computation) แบบพ้ืนฐำนที่เรำนิยมใช้กัน คือกำร
ค ำนวณแบบล ำดับ (sequential computation) ส ำหรับกำรบวก ลบ และคูณ สำมำรถผลิตค ำตอบที
ละหนึ่งต ำแหน่งโดยกำรพิจำรณำตัวเลข (digit) ทีละหนึ่งตัว เริ่มจำกต ำแหน่งทำงขวำสุดที่มีค่ำ
นัยส ำคัญต่ ำสุด (least significant digit first) แต่ในกำรหำรจะพิจำรณำตัวเลขเริ่มจำกต ำแหน่ง
ทำงซ้ำยสุดที่มีค่ำนัยส ำคัญสูงสุด (most significant digit first) กำรค ำนวณแบบล ำดับนั้นมีข้อดีใน
เรื่องของกำรใช้ทรัพยำกรน้อย แต่ประสิทธิภำพในกำรค ำนวณจะขึ้นอยู่กับขนำดของจ ำนวน ยิ่ง
จ ำนวนมีขนำดใหญ่ก็ยิ่งใช้เวลำในกำรค ำนวณมำกขึ้นตำมไปด้วย 

กำรค ำนวณเชิงเลขคณิตอีกแบบหนึ่ง คือกำรค ำนวณแบบขนำน (parallel computation) 
ที่ตัวเลขในทุกต ำแหน่งสำมำรถท ำกำรค ำนวณไปพร้อมกันได้ ท ำให้ใช้เวลำในกำรค ำนวณคงที่ 
(constant time) ระบบจ ำนวนที่สำมำรถรองรับกำรค ำนวณแบบขนำนนั้นต้องเป็นระบบจ ำนวนที่มี
สมบัติซ้ ำซ้อน (redundant properties) หมำยถึง จ ำนวนบำงจ ำนวนสำมำรถมีรูปแบบแทนจ ำนวน
ได้มำกกว่ำหนึ่งรูปแบบ เพ่ือช่วยจ ำกัดกำรแพร่ของตัวทด (carry propagation) ในระหว่ำงกำร
ค ำนวณได้ ส ำหรับระบบจ ำนวนที่นิยมน ำมำประยุกต์ใช้กับกำรค ำนวณแบบขนำน คือระบบจ ำนวน
แบบมีเครื่องหมำย (signed-digit number system) ซึ่งใช้ชุดตัวเลข (digit set) ประกอบด้วยตัวเลข
แบบมีเครื่องหมำย (signed-digit) [1, 2] เช่น ระบบจ ำนวนฐำนสอง จะใช้ชุดตัวเลขที่เป็นจ ำนวนเต็ม
ระหว่ำง -1 ถึง 1 เป็นต้น แต่อย่ำงไรก็ตำม กำรค ำนวณแบบล ำดับและกำรค ำนวณแบบขนำน
จ ำเป็นต้องทรำบขนำดของจ ำนวนที่จะน ำมำประมำณผลที่แน่นอนจึงจะเริ่มกำรค ำนวณได้ ซึ่งไม่
เหมำะสมกับบำงปัญหำในปัจจุบันที่จ ำนวนมีขนำดใหญ่เกินกว่ำที่ทรัพยำกรของคอมพิวเตอร์ที่มีอยู่
อย่ำงจ ำกัดสำมำรถจัดเก็บได้  

กำรค ำนวณแบบเชื่อมตรง (on-line computation) ถูกเสนอขึ้นปี ค.ศ. 1975 โดย เออเสก
โกแวค (Ercegovac) และ ทริวิดี (Trivedi) [3, 4] ซึ่งประกอบด้วยฐำนจ ำนวนเต็มและใช้ชุดตัวเลข
แบบสมมำตร กำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงมีลักษณะกำรค ำนวณแบบล ำดับโดยเริ่มจำกตัวเลขใน
ต ำแหน่งที่มีค่ำนัยส ำคัญสูงสุดในทิศทำงเดียวกันทั้งกำรบวก ลบ คูณ และหำร กำรค ำนวณสำมำรถ
ผลิตผลลัพธ์ในต ำแหน่งนั้นได้ทันทีโดยไม่ต้องรออ่ำนตัวเลขในต ำแหน่งถัดไป ท ำให้ไม่จ ำเป็นต้อง
จัดเก็บตัวเลขที่จะน ำมำค ำนวณทั้งหมดก่อนเริ่มกำรค ำนวณ ผลลัพธ์ในต ำแหน่งที่ผลิตออกมำได้นั้น
สำมำรถน ำไปใช้ในกำรค ำนวณขั้นตอนต่อไปได้ทันที ซึ่งสอดคล้องกับวิธีกำรค ำนวณแบบท่อตรง 
(pipeline computation) ทั้งนี้ระบบจ ำนวนที่สำมำรถน ำมำประยุกต์ใช้กับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรง
จะต้องมีสมบัติซ้ ำซ้อนด้วย งำนวิจัยทำงด้ำนกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงได้มีผู้เสนอแนวทำงใหม่ ๆ ใน
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กำรพัฒนำให้รองรับกำรท ำงำนกับฐำน (base) อ่ืน ๆ ที่ไม่ใช่จ ำนวนเต็มบวก ได้แก่ จ ำนวนเต็มลบ 
จ ำนวนจริง และจ ำนวนเชิงซ้อน รวมถึงออกแบบกำรลดค่ำควำมหน่วงเชื่อมตรง (on-line delay) ที่
จ ำเป็นต้องใช้กับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรง [5, 6] และในปี ค.ศ. 2016 ได้มีกำรน ำงำนของเออเสก
โกแวคและทริวิดีมำปรับปรุงให้อยู่ในรูปทั่วไป โดยรองรับฐำนจ ำนวนจริงและจ ำนวนเชิงซ้อน อีกท้ังใช้
ชุดตัวเลขที่ประกอบด้วยจ ำนวนจริงหรือจ ำนวนเชิงซ้อนด้วย [7, 8]    

กำรค ำนวณทั้งสำมวิธีที่กล่ำวไปแล้วนั้นได้มีกำรน ำมำประยุกต์ใช้ร่วมกับกำรออกแบบระบบ
จ ำนวนที่นอกเหนือจำกฐำนสองหรือฐำนสิบและใช้ชุดตัวเลขที่แตกต่ำงกัน (non-standard number 
systems) โดยมีงำนวิจัยที่ศึกษำถึงข้อดีและข้อด้อยของระบบจ ำนวนแบบต่ำง ๆ เช่น เนื้อที่ที่ใช้ใน
กำรเก็บตัวเลข เวลำที่ใช้ในกำรค ำนวณ ควำมคลำดเคลื่อนจำกกำรปัดเศษ กำรน ำแนวคิดไปออกแบบ
วงจรกำรค ำนวณ เป็นต้น ตัวอย่ำงของระบบจ ำนวน ได้แก่ ระบบจ ำนวนฐำนสำมที่ใช้ชุดตัวเลขเป็น
จ ำนวนเต็มระหว่ำง -1 ถึง 1 มีข้อดีในเรื่องของควำมคลำดเคลื่อนจำกกำรปัดเศษที่น้อยเมื่อ
เปรียบเทียบกันระบบจ ำนวนอ่ืน [9, 10] ระบบจ ำนวนฐำนเป็นจ ำนวนเต็มลบ มีข้อดีในเรื่องของ
ควำมสำมำรถในกำรแสดงค่ำลบโดยไม่จ ำเป็นต้องใช้ชุดตัวเลขที่เป็นจ ำนวนเต็มลบ ท ำให้สำมำรถลด
จ ำนวนตัวเลขในชุดตัวเลขลงได้ [11, 12]  ระบบจ ำนวนฐำนเป็นจ ำนวนจริง  [13-16] และระบบ
จ ำนวนฐำนเป็นจ ำนวนเชิงซ้อน เช่น ระบบจ ำนวนเชิงซ้อนของคนุท (Knuth) [17] ซึ่งใช้ฐำน 2𝑖 
ระบบจ ำนวนเชิงซ้อนของเพนนีย์ (Penney) [18] ซึ่งใช้ฐำน −1 + 𝑖 เป็นต้น กำรออกแบบระบบ
จ ำนวนและเลือกใช้วิธีกำรค ำนวณที่เหมำะสมนั้นส่งผลอย่ำงมำกต่อควำมถูกต้องและประสิทธิภำพใน
กำรค ำนวณ 

ส ำหรับปัญหำในปัจจุบันที่มีควำมซับซ้อนและต้องกำรกำรค ำนวณที่มีประสิทธิภำพสูง เช่น 
ปัญหำที่ข้อมูลเป็นจ ำนวนที่มีขนำดใหญ่มำก (very large number) หรือปัญหำที่ต้องกำรควำม
คลำดเคลื่อนของค ำตอบน้อยที่สุด (inexact arithmetic) ซึ่งทั้งสองปัญหำเกิดจำกควำมต้องกำรใน
กำรจัดเก็บและประมวลผลข้อมูลในปัจจุบันที่เพ่ิมสูงขึ้น แต่ทรัพยำกรและควำมสำมำรถของ
คอมพิวเตอร์มีจ ำกัด จึงเป็นที่มำของงำนวิจัยหลำกหลำยแขนง เช่น งำนวิจัยทำงด้ำนเลขคณิตแบบ
ช่วง (interval arithmetic) [19] ที่เปลี่ยนวิธีกำรเก็บจ ำนวนที่มีควำมละเอียดของเลขทศนิยมที่ใหญ่
เกินกว่ำคอมพิวเตอร์สำมำรถจัดเก็บได้ให้อยู่ในรูปแบบของช่วง ซึ่งช่วงประกอบด้วยค่ำต่ ำสุดและ
ค่ำสูงสุด กำรค ำนวณแบบช่วงนั้นสำมำรถรับประกันได้ว่ำผลลัพธ์ที่ถูกต้องจะปรำกฎอยู่ภำยในช่วงของ
ค ำตอบอย่ำงแน่นอน ท ำให้สำมำรถหลีกเลี่ยงปัญหำเกี่ยวกับควำมผิดพลำดในกำรปัดเศษได้ (round-
off error) [20, 21] นอกจำกนี้ งำนวิจัยทำงด้ำนกำรออกแบบรูปแบบแทนจ ำนวน (number 
representation) ที่เหมำะสมกับจ ำนวนแบบช่วงยังสำมำรถช่วงลดเนื้อที่ที่ใช้ในกำรเก็บช่วงได้อีกด้วย 
[22-25] และงำนวิจัยทำงด้ำนกำรออกแบบวิธีแสดงช่วงที่สำมำรถลดควำมกว้ำงของช่วงในระหว่ำง
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ขั้นตอนกำรค ำนวณลงได้ [26-28] เพรำะกำรค ำนวณของช่วงโดยทั่วไปนั้น เมื่อน ำช่วงมำค ำนวณ
ต่อเนื่อง ผลลัพธ์ที่ได้อำจจะได้ช่วงที่มีควำมกว้ำงมำกเกินไป จึงไม่เป็นประโยชน์ต่อกำรน ำไปใช้งำน 

งำนวิจัยอีกแขนงหนึ่งที่เรำสนใจในงำนวิจัยนี้ คือกำรออกแบบระบบจ ำนวนที่สำมำรถ
รับประกันได้ว่ำ รูปแบบแทนจ ำนวนที่ท ำกำรปัดเศษ (rounding) แล้วยังคงให้ผลลัพธ์ที่มีควำม

คลำดเคลื่อนน้อยที่สุดเท่ำที่ระบบจ ำนวนจะแสดงค่ำได้ ระบบจ ำนวนนี้มีชื่อว่ำ ระบบรูปแบบแทน
จ ำนวนรำวด์ทเูนียเรสท์ (round-to-nearest number representation system) หรือกำรเข้ำรหัส
อำร์เอน (RN-Coding) ถูกเสนอขึ้นครั้งแรกในปี ค.ศ. 2005 โดย คอร์เนอรับ (Kornerup) และ มูล
เลอร์ (Muller) [29] มีกฎท่ีส ำคญัคือ กำรก ำหนดให้ชดุตวัเลขประกอบด้วยตวัเลขท่ีเป็นจ ำนวนเต็ม
ระหว่ำง −𝛽

2
 ถึง 𝛽

2
 โดยท่ี 𝛽 คือค่ำฐำน และไม่ว่ำจะท ำกำรตดั (truncation) รูปแบบแทนจ ำนวน 

𝑋 = 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥𝑗𝑥𝑗−1… ณ ต ำแหน่ง 𝑗 ใด ๆ ก็ตำม รูปแบบแทนจ ำนวนในส่วนท่ีถูกตดัออกไป 
คือ 𝑥𝑗−1𝑥𝑗−2… จะต้องมีคำ่เชิงตวัเลข (numerical value) ไม่เกิน 𝛽𝑗

2
 เสมอ นัน่คือ เม่ือเรำท ำกำร

ตดัรูปแบบแทนจ ำนวน ณ ต ำแหน่งใดก็ตำม มีผลเทียบเท่ำกับกำรปัดเศษแบบรำวด์ทูเนียเรสท์
นัน่เอง ข้อดีอีกประกำรหนึ่งของระบบจ ำนวนนีคื้อ ปอ้งกนัปัญหำของปัดเศษสองครัง้ท่ีให้ผลลพัธ์
แตกตำ่งกนั (double rounding) [30] ตวัอยำ่ง ถ้ำเรำต้องกำรปัดเศษ 5.46 ให้เป็นจ ำนวนเตม็ โดย
ใช้กำรปัดเศษครัง้เดียวจะให้ผลลพัธ์เท่ำกบั 5 แตถ้่ำเรำปัดเศษทศนิยมทีละหนึ่งต ำแหน่งจะได้ผล
ลพัธ์เท่ำกบั 6 งำนวิจัยของกำรเข้ำรหสัอำร์เอนถูกพัฒนำต่อมำให้รองรับกำรด ำเนินกำรพ้ืนฐำนทำง
เลขคณิต (fundamental arithmetic operations) [31] และรองรับรูปแบบแทนจ ำนวนของเลข

ทศนิยม (floating point representation) [32] อิงตำมมำตรฐำน IEEE754-2008 [33] ตัวอย่ำง
ของลกัษณะงำนท่ีสำมำรถน ำข้อดีของระบบจ ำนวนนีม้ำใช้งำนได้อย่ำงเต็มท่ี คือกำรประมวลผล
สัญญำณ (signal processing) ซึ่งเป็นงำนท่ีต้องมีกำรค ำนวณท่ีต่อเน่ืองและมีกำรปัดเศษท่ี
บ่อยครัง้ในระหว่ำงกำรค ำนวณ แต่อย่ำงไรก็ตำมกำรเข้ำรหสัอำร์เอนไม่สำมำรถท ำกำรค ำนวณ
แบบเช่ือมตรงได้ เน่ืองจำกระบบจ ำนวนก ำหนดให้ใช้ตวัเลขท่ีเป็นจ ำนวนเต็มระหว่ำง −𝛽

2
 ถึง 𝛽

2
  ท ำ

ให้ผลลพัธ์ของกำรค ำนวณอำจมีรูปแบบแทนจ ำนวนย่อย 𝑥𝑗−1𝑥𝑗−2… ท่ีมีคำ่เกิน 𝛽
𝑗

2
 ได้ กำรแก้ไข

นัน้จะต้องกระจำยตัวทดไปยังต ำแหน่งทำงซ้ำยซึ่งเป็นต ำแหน่งท่ีมีค่ำนัยส ำคญัสูงกว่ำ และไม่
สอดคล้องกบัวิธีกำรค ำนวณแบบเช่ือมตรง 

ดงันัน้ในงำนวิจยันี ้เรำได้เสนอระบบจ ำนวนใหมท่ี่มีสมบตักิำรปัดเศษแบบกำรเข้ำรหสัอำร์
เอน และหลีกเล่ียงปัญหำของกำรเกิดกำรแพร่ของตวัทดไปยงัต ำแหน่งทำงซ้ำยโดยใช้ชุดตวัเลขท่ี
เป็นจ ำนวนตรรกยะ (rational number) โดยระบบจ ำนวนใหม่นีส้ำมำรถท ำงำนได้ภำยใต้ฐำนท่ี
เป็นจ ำนวนเต็มบวกและจ ำนวนเต็มลบ รวมถึงออกแบบอลักอริทึมกำรค ำนวณแบบเช่ือมตรงโดย
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แปลงเป็นปัญหำกำรแปลงชุดตวัเลขแบบเช่ือมตรง (on-line digit set conversion) และน ำออโต
มำตนัจ ำกดัแบบเช่ือมตรง (on-line finite automaton) มำประยกุต์ใช้ในอลักอริทึมกำรแปลงชุด
ตวัเลขแบบเช่ือมตรงด้วย 

1.1 วัตถุประสงค์ของงานวิจัย 

 เสนอรูปแบบทั่วไปของชุดตัวเลขตรรกยะส ำหรับกำรเข้ำรหัสอำร์เอนและรองรับกำรค ำนวณ
แบบเชื่อมตรงได้ 

1.2 ขั้นตอนของการท าวิจัย 

1) ออกแบบระบบจ ำนวนใหม่ที่มีสมบัติในกำรปัดเศษแบบกำรเข้ำรหัสอำร์เอนและรองรับกำร

ค ำนวณแบบเชื่อมตรง โดยหลีกเลี่ยงกำรใช้ชุดตัวเลขที่ประกอบด้วยตัวเลขท่ีมีค่ำเท่ำกับ ± 𝛽

2
 

และเลือกใช้ตัวเลขที่สำมำรถลดทอนค่ำน้ ำหนัก (weight) ในแต่ละต ำแหน่งได้ อีกท้ังยังแสดง

ค่ำเชิงตัวเลขได้เทียบเท่ำ ± 𝛽

2
 ซึ่งวิธีกำรที่น ำมำใช้ในงำนวิจัยนี้คือกำรใช้ตัวเลขที่เป็นจ ำนวน

ตรรกยะ เช่น ตัวเลข 1
2
 ที่สำมำรถแสดงค่ำ 3 ในฐำน 𝛽 = 6 ได้เป็น (

1

2
0)6 

2) ออกแบบระบบจ ำนวนใหม่ให้สำมำรถท ำงำนภำยใต้ฐำนที่เป็นทั้งจ ำนวนเต็มบวกและจ ำนวน
เต็มลบ โดยก ำหนดให้ชุดตัวเลขส ำหรับฐำนใด ๆ มีจ ำนวนตัวเลขมำกกว่ำ |𝛽| เพ่ือให้ระบบ
จ ำนวนใหม่มีสมบัติซ้ ำซ้อน ซึ่งเป็นสิ่งจ ำเป็นส ำหรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรง 

3) ออกแบบอัลกอริทึมกำรเข้ำรหัสอำร์เอนแบบเชื่อมตรง โดยใช้แนวคิดของออโตมำตันจ ำกัด
แบบเชื่อมตรงมำประยุกต์ใช้ 

4) พิสูจน์ควำมถูกต้องของระบบจ ำนวนใหม่ที่ประกอบด้วยชุดตัวเลขตรรกยะ รวมถึงอัลกอริทึม
กำรเข้ำรหัสอำร์เอนแบบเชื่อมตรง 

1.3 ขอบเขตของงานวิจัย 

1) ออกแบบรูปแบบทั่วไปของระบบจ ำนวนที่มีสมบัติกำรปัดเศษแบบกำรเข้ำรหัสอำร์เอนและ
รองรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรง 

2) ออกแบบอัลกอริทึมกำรเข้ำรหัสอำร์เอนแบบเชื่อมตรงโดยใช้วิธีกำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อม
ตรงที่รองรับกำรบวกและกำรคูณด้วยจ ำนวนเต็มบวก 

1.4 ประโยชน์ที่ได้รับจากงานวิจัย 

ได้รูปแบบทั่วไปของระบบจ ำนวนใหม่ที่มีสมบัติในกำรปัดเศษแบบกำรเข้ำรหัสอำร์เอนและ
รองรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรง โดยสำมำรถท ำงำนภำยใต้ฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มบวกและจ ำนวนเต็ม
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ลบ ซึ่งมีประโยชน์ต่อกำรน ำไปประยุกต์ใช้กับปัญหำในปัจจุบันที่จ ำนวนที่ต้องกำรน ำมำค ำนวณมี
ขนำดใหญ่และต้องกำรกำรปัดเศษที่บ่อยครั้ง ท ำให้สำมำรถลดเวลำที่ต้องใช้ในกำรค ำนวณให้น้อยลง
ได ้

1.5 ผลงานวิจัยที่ได้รับการเผยแพร่ 

รำยชื่อผลงำนวิจัยที่ได้รับกำรตีพิมพ์ในวำรสำรวิชำกำรระดับนำนำชำติดังนี้ 

1) P. Thienprapasith and A. Surarerks, "On-line Digit Set Conversion for Rational 
Digit Number," Engineering Journal (EJ), 2017. 

รำยชื่อผลงำนวิจัยที่ได้รับกำรตีพิมพ์ในกำรประชุมวิชำกำรระดับนำนำชำติดังนี้ 

1) P. Thienprapasith and A. Surarerks, "Flexible interval representation system 
in negative binary base," in 2016 8th International Conference on 
Knowledge and Smart Technology (KST), 2016, pp. 190-195. 

2) P. Thienprapasith and A. Surarerks, "Rational Digit Set for On-line Addition," 
in The 13th International Joint Conference on Computer Science and 
Software Engineering (JCSSE2016), Khon Kaen, Thailand, 2016. 
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2. ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

2.1 ระบบจ านวนซ้ าซ้อน 

ระบบจ ำนวนซ้ ำซ้อน (redundant number system) เป็นระบบจ ำนวนประเภทหนึ่งที่มี
จ ำนวนตัวเลขในชุดตัวเลขมำกกว่ำค่ำฐำน ท ำให้มีสมบัติพิเศษเรียกว่ำ สมบัติซ้ ำซ้อน นั่นคือจ ำนวน
บำงจ ำนวนสำมำรถมีรูปแบบแทนจ ำนวนได้มำกกว่ำหนึ่งรูปแบบ ข้อดีของระบบจ ำนวนนี้คือ
ควำมสำมำรถในกำรจ ำกัดกำรแพร่ของตัวทดในระหว่ำงกำรค ำนวณได้ ท ำให้สำมำรถน ำไปประยุกต์ใช้
กับกำรค ำนวณแบบขนำนหรือกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงได้ ทั้งนี้จะขอกล่ำวถึงระบบจ ำนวนดั้งเดิม 
(conventional number system) ที่ไม่มีสมบัติซ้ ำซ้อนก่อน ดังนิยำมต่อไปนี้ 

นิยามที่ 1 (ระบบจ ำนวนดั้งเดิม) 

ระบบจ ำนวนดั้งเดิมประกอบด้วยฐำน 𝛽 ทีม่ีค่ำเป็นจ ำนวนเต็ม 𝛽 ≥ 2 และมีชุดตัวเลข 𝒟 =
{0,1, … , 𝛽 − 1} ซึ่งสำมำรถเขียนรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥𝑛−1𝑥𝑛−2…)𝛽 โดย
ที่ 𝑥𝑖 ∈ 𝒟 และ 𝑖 ≤ 𝑛 

นิยามที ่2 (ค่ำเชิงตัวเลข) 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…)𝛽 ของระบบจ ำนวน โดยที่ 𝑥𝑖 ∈ 𝒟 เมื่อ 
𝒟 = {0,1, … , 𝛽 − 1} และ 𝑖 ≤ 𝑛 สำมำรถหำค่ำเชิ งตัวเลข (numerical value) ‖𝑋‖ ได้ดั ง
สมกำรต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖𝛽
𝑖

𝑛

𝑖=−∞

 

 ตัวอย่ำงของชุดตัวเลขในระบบจ ำนวนดั้งเดิมภำยใต้ฐำนสองถึงฐำนห้ำสำมำรถแสดงได้ใน
ตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 1 ตัวอย่ำงชุดตัวเลขในระบบจ ำนวนแบบดั้งเดิม 

ฐาน 𝜷 ชุดตัวเลข 𝓓 

2 {0, 1} 

3 {0, 1, 2} 

4 {0, 1, 2, 3} 

5 {0, 1, 2, 3, 4} 
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ตัวอย่างที่ 1 ก ำหนดให้ระบบจ ำนวนประกอบด้วยฐำน 𝛽 = 3 และชุดตัวเลข 𝒟 = {0,1,2} จงหำค่ำ
เชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (21200)3  

 จ ำนวน 𝑋 = (21200)3 สำมำรถค ำนวณค่ำเชิงตัวเลขได้ดังสมกำรต่อไปนี้ 

                   (21201)3 = (2×3
4) + (1×33) + (2×32) + (0×31) + (0×30) 

                                      = 207 

 ดังนั้นค่ำเชิงตัวเลขของรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (21200)3 ภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 มีค่ำ

เท่ำกับ 207            □ 

ตัวอย่างที่ 2 จงเขียนรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 ภำยใต้ฐำน 𝛽 = 6 และชุดตัวเลข 𝒟 = {0,1,2, 3, 4, 5}  
ที่มีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับ 2252  
 ค่ำเชิงตัวเลข 2252 สำมำรถเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนในระบบจ ำนวนดั้งเดิมภำยใต้ฐำน 
𝛽 = 6 ได้คือ 

(2252)10 = (14232)6 

□ 

 

จำกที่กล่ำวไปแล้วในข้ำงต้นว่ำ ระบบจ ำนวนซ้ ำซ้อนจะมีจ ำนวนตัวเลขในชุดตัวเลขมำกกว่ำ
ค่ำฐำน จึงมีแนวคิดในกำรปรับปรุงระบบจ ำนวนดั้งเดิมให้กลำยเป็นระบบจ ำนวนซ้ ำซ้อนอยู่สองวิธี วิธี
แรกคือกำรเพ่ิมตัวเลขที่มีค่ำมำกกว่ำ 𝛽 − 1 เข้ำไปในชุดตัวเลข เช่น ระบบจ ำนวนสะสมตัวทด 
(stored-carry number system) ที่มีชุดตัวเลข 𝒟 = {0,1, … , 𝛽} วิธีที่สองคือกำรใช้ตัวเลขแบบมี
เครื่องหมำยในชุดตัวเลข เช่น ระบบจ ำนวนสะสมตัวยืม (stored-borrow number system) ที่มีชุด
ตัวเลข 𝒟 = {−1,0,1,… , 𝛽 − 1} และเรำจะเรียกระบบจ ำนวนที่ใช้ตัวเลขแบบมีเครื่องหมำยว่ำ 
“ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำย” ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยที่มีผู้อ้ำงอิงถึงบ่อยครั้งถูกเสนอ
โดย อวีเซียนีส (Avizienis) [1] ดังนิยำมต่อไปนี้ 

นิยามที่ 3 (ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำย) 

ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยประกอบด้วยฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็ม  𝛽 ≥ 2 และมีชุดตัวเลข 

𝒟 = {−𝑎, … , −1,0,1, …𝑎} โดยที่ 𝑎 เป็นจ ำนวนเต็มที่อยู่ระหว่ำง 𝛽
2
≤ 𝑎 < 𝛽 

หมายเหตุ กำรเขียนตัวเลขแบบมีเครื่องหมำย นิยมเขียนโดยใช้สัญลักษณ์ 𝑎̅ แทนตัวเลข −𝑎 
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ตัวอย่ำงของชุดตัวเลขในระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยภำยใต้ฐำนสองถึงฐำนสี่ จะสังเกตได้
ว่ำบำงฐำนสำมำรถมีชุดตัวเลขได้มำกกว่ำหนึ่งแบบดังแสดงในตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 2 ตัวอย่ำงชุดตัวเลขในระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำย 

ฐาน 𝜷 ชุดตัวเลข 𝓓 

2 {1̅, 0, 1} 

3 {2̅, 1̅, 0, 1, 2} 

4 {2̅, 1̅, 0, 1, 2} 

4 {3̅, 2̅, 1̅, 0, 1, 2, 3} 

 

 ส ำหรับตัวอย่ำงกำรหำรูปแบบแทนจ ำนวนของระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยภำยใต้ฐำนที่
แตกต่ำงกันคือ 𝛽 = 3 และ 𝛽 = 4 แต่ใช้ชุดตัวเลขเดียวกันคือ 𝒟 = {2̅, 1̅, 0,1,2} แสดงใน
ตัวอย่ำงที่ 3 และตัวอย่ำงที่ 4 

ตัวอย่างที่ 3 ก ำหนดให้ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยประกอบด้วยฐำน 𝛽 = 3 และชุดตัวเลข 
𝒟 = {2̅, 1̅, 0,1,2} จงเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนที่มีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับ 𝑋 = (218)10  
 จ ำนวน 𝑋 = (218)10 สำมำรถเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนที่อยู่ในระบบจ ำนวนแบบมี
เครื่องหมำยภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 ได้มำกกว่ำหนึ่งรูปแบบ คือ 

(218)10 = (101̅011̅)3 = (101̅002)3 

□ 

ตัวอย่างที่ 4 ก ำหนดให้ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยประกอบด้วยฐำน 𝛽 = 4 และชุดตัวเลข 
𝒟 = {2̅, 1̅, 0,1,2} จงเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนที่มีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับ 𝑋 = (1890)10  
 จ ำนวน 𝑋 = (1890)10 สำมำรถเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนที่อยู่ในระบบจ ำนวนแบบมี
เครื่องหมำยภำยใต้ฐำน 𝛽 = 4 ได้มำกกว่ำหนึ่งรูปแบบ คือ 

(1890)10 = (21̅1202)4 = (21̅1212̅)4 

□ 

จุดเด่นที่ส ำคัญของระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยที่อวีเซียนีสได้เสนอไว้ คือควำมสำมำรถ
ในกำรบวกแบบขนำนที่ไม่มีกำรแพร่ของตัวทด (carry-free addition) เนื่องจำกก ำหนดให้ตัวทดเป็น
จ ำนวนเต็มระหว่ำง -1 ถึง 1 และผลบวกชั่วครำว (interim sum) ของแต่ละต ำแหน่งมีค่ำระหว่ำง 
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−𝑎 + 1 ถึง 𝑎 − 1 ท ำให้ผลลัพธ์สุดท้ำยที่เกิดจำกกำรรวมตัวทดและผลบวกชั่วครำวจะเป็นตัวเลขที่
อยู่ในชุดตัวเลข 𝒟 เสมอ ซึ่งแน่นอนว่ำจะไม่มีกำรผลิตตัวทดใหม่อีกด้วย 

ต่อมำ พำร์ฮำมี (Parhami) [2] ได้ศึกษำภำพรวมของระบบจ ำนวนซ้ ำซ้อนและเสนอนิยำม
ของระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยทั่วไป (generalized signed-digit number system) ซึ่งชุด
ตัวเลขไม่จ ำเป็นต้องสมมำตร ไว้ดังนิยำมต่อไปนี้ 

นิยามที่ 4 (ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยทั่วไป) 

ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยทั่วไปประกอบด้วยฐำน 𝛽 ≥ 2 โดยที่ 𝛽 เป็นจ ำนวนเต็มบวก และชุด
ตัวเลข 𝒟 = {−𝑎,−𝑎 + 1,… , 0, … . , 𝑏 − 1, 𝑏} โดย 𝑎 และ 𝑏 เป็นจ ำนวนเต็มที่ 𝑎, 𝑏 ≥ 0 และ 
𝑎 + 𝑏 + 1 > 𝛽  

 ส ำหรับตัวอย่ำงของระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยทั่วไปที่มีควำมแตกต่ำงของชุดตัวเลขที่ไม่
จ ำเป็นต้องสมมำตรแสดงในตัวอย่ำงที่ 5 และตัวอย่ำงท่ี 6 

ตัวอย่างที่ 5 ก ำหนดให้ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยทั่วไปประกอบด้วยฐำน 𝛽 = 3 และชุด
ตัวเลข 𝒟 = {2̅, 1̅, 0,1} จงเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนที่มีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับ 𝑋 = (218)10  
 จ ำนวน 𝑋 = (218)10 สำมำรถเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนที่อยู่ในระบบจ ำนวนแบบมี
เครื่องหมำยทั่วไปภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 ได้มำกกว่ำหนึ่งรูปแบบ คือ 

(218)10 = (101̅011̅)3 = (1002̅2̅1̅)3 

□ 

ตัวอย่างที่ 6 ก ำหนดให้ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยทั่วไปประกอบด้วยฐำน 𝛽 = 5 และชุด
ตัวเลข 𝒟 = {2̅, 1̅, 0,1,2, 3} จงเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนที่มีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับ 𝑋 = (1589)10 
 จ ำนวน 𝑋 = (1589)10 สำมำรถเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนที่อยู่ในระบบจ ำนวนแบบมี
เครื่องหมำยทั่วไปภำยใต้ฐำน 𝛽 = 5 ได้มำกกว่ำหนึ่งรูปแบบ คือ 

(1589)10 = (231̅2̅1̅)5 = (232̅31̅)5 

□ 

2.2 การแปลงชุดตัวเลข 

กำรแปลงชุดตัวเลข คือกำรแปลงรูปแบบของจ ำนวนที่แสดงด้วยชุดตัวเลขหนึ่งไปยังอีกชุด
ตัวเลขหนึ่งที่แตกต่ำงกัน โดยที่ค่ำของจ ำนวนไม่เปลี่ยนแปลง งำนวิจัยนี้จะสนใจเฉพำะกำรแปลงชุด
ตัวเลขภำยใต้ฐำน 𝛽 เดียวกัน [34, 35] โดยก ำหนดให้ 𝐸 และ 𝒟 เป็นชุดตัวเลขจ ำกัดที่แตกต่ำงกัน 
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และ 𝛽 เป็นฐำนที่เป็นได้ท้ังจ ำนวนจริงและจ ำนวนเชิงซ้อน กำรแปลงชุดตัวเลขจำกชุดตัวเลข 𝐸 ไปยัง
ชุดตัวเลข 𝒟 ภำยใต้ฐำน 𝛽 สำมำรถเขียนเป็นฟังก์ชันกำรแปลงได้ดังนี้ 

𝜆: 𝐸ℕ → 𝒟ℕ 

โดยที่  𝐸ℕ และ 𝒟ℕ คือเซตของค ำอนันต์  (infinite word) จะได้ว่ ำส ำหรับทุก  ๆ 𝑋 ∈ 𝐸ℕ, 
‖𝜆(𝑋)‖ = ‖𝑋‖ 

 กำรแปลงชุดตัวเลขนั้นสำมำรถน ำไปใช้อธิบำยกำรบวกและกำรคูณด้วยจ ำนวนเต็มได้ โดยใน
กำรบวกนั้นสำมำรถเทียบได้กับกำรแปลงจำกชุดตัวเลข 𝐸 = {𝑒 ∈ ℤ|2𝑎 ≤ 𝑒 ≤ 2𝑏} ไปยังชุด
ตัวเลข 𝒟 = {𝑑 ∈ ℤ|𝑎 ≤ 𝑑 ≤ 𝑏} และกำรคูณด้วยจ ำนวนเต็ม 𝑚 นั้นเทียบได้กับกำรแปลงชุด
ตัวเลข 𝐸 = {𝑒 ∈ ℤ|𝑚𝑎 ≤ 𝑒 ≤ 𝑚𝑏} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {𝑑 ∈ ℤ|𝑎 ≤ 𝑑 ≤ 𝑏} ภำยใต้ฐำน
เดียวกนั โดยตัวอย่ำงของกำรแปลงชุดตัวเลขภำยใต้ฐำน 𝛽 = 2 แสดงในตัวอย่ำงต่อไปนี้  

ตัวอย่างที่ 7 กำรบวกกันของจ ำนวน 𝑋 = 100110 และ 𝑌 = 010111 ภำยใต้ฐำน 𝛽 = 2 โดยใช้
วิธีกำรแปลงชุดตัวเลข 
 กำรบวกกันของเลขสองจ ำนวนสำมำรถพิจำรณำเป็นกำรแปลงชุดตัวเลขภำยใต้ฐำน 𝛽 = 2 
จำกชุดตัวเลข 𝐸 = {0,1,2} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {0,1} ได้ โดยกำรแปลงผลลัพธ์จำก 110221 ไป
ยัง 111101 ได้ดังนี ้

1  0  0  1  1  0          𝑋 
0  1  0  1  1  1 +      𝑌 

1  1  0  2  2  1          𝑋 + 𝑌 
1  1  1  1  0  1 

□ 

2.3 ออโตมาตันจ ากัดแบบเชื่อมตรง 

กำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงในระบบชุดตัวเลขตรรกยะนี้จะถูกแปลงเป็นปัญหำกำรแปลงชุด
ตัวเลขและแสดงอยู่ในรูปแบบของออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง ซึ่งออโตมำตันที่น ำมำประยุกต์ใช้ใน
งำนวิจัยนี้คือ ออโตมำตำชนิดเปลี่ยนตัวแปร (transducer) หรือเรียกว่ำออโตมำตำเชิงล ำดับ 
(sequential automata) โดยออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง  [36, 37] นี้มีควำมสำมำรถในกำร
แปลงชุดตัวเลข จำกชุดตัวเลขน ำเข้ำ (input digit set) 𝐸 ไปยังชุดตัวเลขน ำออก (output digit set) 
𝒟 และมีจ ำนวนสถำนะ (state) 𝑄 ที่จ ำกัด รวมถึงมีลักษณะพิเศษที่แตกต่ำงออโตมำตันชนิดอ่ืนคือค่ำ
ควำมหน่วงในกำรท ำงำน ซึ่งสำมำรถอธิบำยด้วยกรำฟระบุชื่อและทิศทำง (directed labeled 
graph) ดังนิยำมต่อไปนี้ 
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นิยามที่ 5 (ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง) 

ออโตมำตันจ ำกั ดแบบเชื่ อมตรง  𝒜 = (𝑄, 𝐸×(𝒟 ∪ 𝜀), 𝑞0, 𝐹) และมี ค่ ำควำมหน่ ว ง  𝑘 
ประกอบด้วย 4 ส่วน ดังนี้ 

𝑄 คือชุดจ ำกัดของสถำนะ (a finite set of states) 

𝐸 คือชุดจ ำกัดของตัวเลขน ำเข้ำ (a finite set of input digits) 𝒟 คือชุดจ ำกัดของ
ตัวเลขน ำออก (a finite set of output digits) และ 𝜀 คือค ำว่ำง (an empty 
word) 

𝑞0 คือสถำนะเริ่มต้น (an initial state) 

𝐹 คือชุดจ ำกัดของเส้นเชื่อม (a finite set of edges) ที่อยู่ในรูปของ  𝑝
𝑥/𝑦
→ 𝑞  โดยที่ 

𝑥 ∈ 𝐸 และ 𝑦 ∈ 𝒟 

ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงมีลักษณะพิเศษ คือมีค่ำควำมหน่วงเป็นจ ำนวนเต็ม 𝑘 โดยที่
ทุกวิถี (path) ควำมยำว 𝑘 ที่เริ่มจำกสถำนะเริ่มต้น 𝑞0 จะเป็นดังนี ้

 

𝑞0
𝑥1/𝜀
→  𝑞1

𝑥2/𝜀
→  𝑞2…

𝑥𝑘/𝜀
→  𝑞𝑘 

 

ส ำหรับ 𝑥𝑖 ∈ 𝐸 และ 𝑖 ≤ 𝑘 ทั้งนี้ออโตมำตำจะอ่ำนตัวเลขเข้ำมำ 𝑘 ตัวแรกโดยยังไม่ผลิตตัวเลข
ผลลัพธ์ออกไป หลังจำกนั้นเมื่ออ่ำนตัวเลขเข้ำมำหนึ่งตัว จะผลิตตัวเลขผลลัพธ์ออกมำหนึ่งตัว เป็น
เช่นนี้ต่อเนื่องกันไป โดยในทำงปฏิบัติเรำจะสมมติให้ตัวเลขน ำเข้ำ 𝑘 ตัวแรกมีค่ำเท่ำกับ 0 เพ่ือที่เมื่อ
เรำอ่ำนตัวเลขที่เป็นข้อมูลน ำเข้ำตัวแรกแล้ว สำมำรถผลิตผลลัพธ์ตัวแรกออกมำได้ทันที ดังนั้นเส้น
เชื่อมของออโตมำตันจะอยู่ในรูปของ 

𝑝
𝑥/𝑦
→ 𝑞 

โดยที่ 𝑥 ∈ 𝐸 และ 𝑦 ∈ 𝒟 

 เมื่อออโตมำตันอ่ำนตัวเลขน ำเข้ำจนครบและหยุดที่สถำนะ 𝑞𝑗 จะมีกำรเพ่ิมนิยำมของฟังก์ชัน
สิ้นสุด (terminal function) 𝜔 ∶ 𝑄 → 𝒟∗ ซึ่งฟังก์ชันนี้มีหน้ำที่ในกำรเพ่ิมผลลัพธ์ที่เป็นตัวเลข 𝑘 ตัว
เข้ำไปในส่วนท้ำยของผลลัพธ์ที่ผลิตออกมำก่อนหน้ำ ส ำหรับตัวอย่ำงในกำรแปลงชุดตัวเลขโดยใช้ออ
มำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงแสดงในตัวอย่ำงต่อไปนี้ 
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ตัวอย่างท่ี 8 จงหำผลลัพธ์ของกำรแปลงชุดตัวเลขจำกชุดตัวเลข 𝐸 = {2̅, 1̅, 0, 1, 2} ไปยังชุดตัวเลข 
𝒟 = {1̅, 0, 1} ภำยใต้ฐำน 𝛽 = 2 โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง เมื่อก ำหนดให้จ ำนวน 
𝑋 = 21̅0122̅ ซ่ึง 𝑥𝑖 ∈ 𝐸 และก ำหนดค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 2  

 กำรแปลงชุดตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = 21̅0122̅ ภำยใต้ฐำน 𝛽 = 2 ที่ใช้ชุดตัวเลข 𝐸 =
{2̅, 1̅, 0, 1, 2} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 0, 1} โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงที่มีค่ ำ
ควำมหน่วง 𝑘 = 2 ดังรูปที่ 1 สำมำรถแสดงกำรแปลงได้ดังนี้ 
 

0
 2  /  1
→    2̅  

1̅  /   1̅
→    1̅  

0  /  0
→    2̅  

1  /  1̅
→    1 

2  /  1
→    0 

2̅  /  0
→    2̅ 

 

ผลลัพธ์ชั่วครำวที่ได้คือ 𝑌 = 11̅01̅10 ซึ่งยังไม่ใช่ผลลัพธ์สุดท้ำย เนื่องจำกออโตมำตันหยุด
กำรท ำงำนที่สถำนะ 𝑞 = 2̅ และมีกำรก ำหนดค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 2 จึงต้องท ำกำรนิยำมฟังก์ชัน
สิ้นสุด 𝜔 ∶ 𝑄 → 𝒟∗ ได้เป็น 𝜔(2̅) = 1̅0 โดยเรำจะน ำตัวเลข 1̅0 ไปต่อท้ำยที่ผลลัพธ์ชั่วครำวได้
เป็นผลลัพธ์สุดท้ำยคือ 𝑌 = 11̅01̅101̅0 ซึ่งมีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับจ ำนวน 𝑋 = 21̅0122̅ คือ 54 
โดยสำมำรถค ำนวณได้ดังสมกำรต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

5

𝑖=0
 

 = (2×25) + (1̅×24) + (0×23) + (1×22) + (2×21) + (2̅×20) 

 = 64 − 16 + 0 + 4 + 4 − 2 

 = 54 

‖𝑌‖ = ∑ 𝑦𝑖×𝛽
𝑖

7

𝑖=0
 

 = (1×2
7) + (1̅×26) + (0×25) + (1̅×24) + (1×23) + (0×22)

+ (1̅×21) + (0×20) 

 = 128 − 64 + 0 − 16 + 8 + 0 − 2 + 0 

 = 54 

□ 
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รูปที่ 1 กำรแปลงชุดตัวเลข 𝐸 = {2̅, 1̅, 0, 1, 2} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 0, 1} ภำยใต้ฐำน 𝛽 = 2 

ของออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงซึ่งใช้ค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 2 [37] 

2.4 การเข้ารหัสอาร์เอน 

กำรเข้ำรหัสอำร์เอนหรือระบบรูปแบบแทนจ ำนวนรำวด์ทูเนียเรสท์เป็นระบบจ ำนวนแบบมี
เครื่องหมำยประเภทหนึ่ง จุดเด่นของระบบจ ำนวนนี้ คือกำรปัดเศษในระบบจ ำนวนนี้สำมำรถท ำได้
โดยกำรตัดล ำดับของตัวเลข (sequence of digit) ส่วนที่เหลือของรูปแบบแทนจ ำนวน ณ ต ำแหน่งที่
ต้องกำรทิ้งไป ซึ่งเปรียบเทียบได้กับขั้นตอนกำรปัดเศษแบบรำวด์ทูเนียเรสท์นั่นเอง ส ำหรับระบบ
จ ำนวนที่สอดคล้องกับแนวคิดนี้ถูกกล่ำวไว้โดยคนุท [38] คือระบบจ ำนวนฐำนสำมแบบสมมำตร 
(balance ternary system) ที่มีค่ำฐำน 𝛽 = 3 และชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 0, 1} ต่อมำในปี ค.ศ. 2004 
คอร์เนอรับและมูลเลอร์ [39] ได้เสนอกำรเข้ำรหัสอำร์เอนในรูปทั่วไปภำยใต้ฐำน 𝛽 ≥ 2 ดังนิยำม
ต่อไปนี้ 

นิยามที ่6 (การเข้ารหัสอาร์เอน) 

ระบบจ ำนวนที่ประกอบด้วยฐำน 𝛽 มีค่ำจ ำนวนเต็มที่ 𝛽 ≥ 2 และชุดตัวเลข 𝒟 = {−𝛽 + 1, −𝛽 +
2, … ,0, … , 𝛽 − 2, 𝛽 − 1} จะได้ว่ำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…)𝛽 จะ
เป็นกำรเข้ำรหัสอำร์เอน ก็ต่อเมื่อ ส ำหรับทุก ๆ 𝑗 ≤ 𝑛 

| ∑ 𝑥𝑖𝛽
𝑖

𝑗−1

𝑖=−∞

| ≤
1

2
𝛽𝑗 
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นั่นคือ ถ้ำเรำตัดรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 ณ ต ำแหน่ง 𝑗 จะได้รูปแบบแทนจ ำนวนหลังจำกกำร
ตัด คือ 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥𝑗 ซึ่งมีค่ำเชิงตัวเลขใกล้เคียงกับ 𝑋 ที่สุดเท่ำที่สำมำรถแสดงได้ในระบบ 

 ตัวอย่ำงของกำรเข้ำรหัสอำร์เอนของค่ำ 𝜋 ภำยใต้ฐำน 𝛽 = 10 และใช้ชุดตัวเลข 𝒟 =
{5̅, 4̅, … , 0, … , 4, 5} คือ 3.1424̅1̅33̅5̅44̅1̅02̅1̅3… 

ลักษณะ (characterization) ของรูปแบบแทนจ ำนวนที่น่ำสนใจของระบบจ ำนวนนี้ มีดังนี้ 

• ฐำน 𝛽 ที่เป็นจ ำนวนเต็มคี่ รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…)𝛽 

จะเป็นกำรเข้ำรหัสอำร์เอน ก็ต่อเมื่อ ทุก ๆ 𝑖 ≤ 𝑛, −𝛽+1
2
≤ 𝑥𝑖 ≤

𝛽−1

2
 

• ฐำน 𝛽 ที่เป็นจ ำนวนเต็มคู่ รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…)𝛽 
จะเป็นกำรเข้ำรหัสอำร์เอน ก็ต่อเมื่อ 

1. ทุก ๆ 𝑖 ≤ 𝑛,
−𝛽

2
≤ 𝑥𝑖 ≤

𝛽

2
 

2. ถ้ำ |𝑥𝑖| =
𝛽

2
 แล้วตัวเลขทำงขวำตัวแรกที่ไม่ใช่ศูนย์จะต้องมีเครื่องหมำยตรง

ข้ำมกับ 𝑥𝑖 

ตัวอย่างที่ 9 จงหำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (103)10 ที่เป็นกำรเข้ำรหัสอำร์เอนภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 
และฐำน 𝛽 = 2 

ชุดตัวเลข 𝒟 ของฐำน 𝛽 = 3 และฐำน 𝛽 = 2 เป็นชุดตัวเลขเดียวกัน คือ 𝒟 = {1̅, 0,1} 
แต่มีวิธีเขียนรูปแบบแทนจ ำนวนที่แตกต่ำงกัน ดังนี้ 

รูปแบบแทนจ ำนวนของ 𝑋 = (103)10 ภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 คือ (111̅11)3 

รูปแบบแทนจ ำนวนของ 𝑋 = (103)10 ภำยใต้ฐำน 𝛽 = 2 คือ (101̅01001̅)2 และ 
(101̅0101̅1)2 

□ 

จำกตัวอย่ำงที่ 9 รูปแบบแทนจ ำนวนภำยใต้ฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มคี่นั้น สำมำรถมีรูปแบบ
แทนจ ำนวนได้เพียงรูปแบบเดียว ในส่วนของรูปแบบแทนจ ำนวนภำยใต้ฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มคู่นั้น
สำมำรถมีได้สองรูปแบบ โดยคอร์เนอรับและมูลเลอร์ได้ยกตัวอย่ำงอัลกอริทึมกำรแปลงระหว่ำงระบบ
จ ำนวนฐำนสองดั้งเดิมที่ไม่ใช่จ ำนวนซ้ ำซ้อน (conventional non-redundant binary system) 
และกำรเข้ำรหัสอำร์เอน ไว้ดังนี้ 
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2.4.1 การแปลงจากระบบจ านวนฐานสองไปยังการเข้ารหัสอาร์เอนฐานสอง 

 กำรแปลงจำกระบบจ ำนวนฐำนสองดั้งเดิมที่ไม่ใช่จ ำนวนซ้ ำซ้อน ซึ่งมีชุดตัวเลข 𝒟 = {0,1} 
ไปยังกำรเข้ำรหัสอำร์เอน ที่มีชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 0,1} สำมำรถท ำได้โดยใช้กำรเข้ำรหัสของบูธ 
(Booth recoding) [40] ซึ่งมีข้อดีคือ รูปแบบจ ำนวนที่ได้จำกกำรเข้ำรหัสจะมีกำรตัวเลขที่ไม่ใช่ศูนย์
สลับเครื่องหมำยกันเสมอ และกำรแปลงสำมำรถค ำนวณแบบขนำนหรือแบบเชื่อมตรงได้ 

 ก ำหนดให้รูปแบบแทนจ ำนวนของระบบจ ำนวนฐำนสอง 𝑋 คือ 

𝑋 = 𝑑𝑛𝑑𝑛−1…𝑑𝑗 

โดยที่ 𝑑𝑘 = 0,1 และ 𝑗 < 𝑛 

 ก ำหนดให้รูปแบบแทนจ ำนวนของกำรเข้ำรหัสอำร์เอนของจ ำนวน 𝑋 คือ 

𝛿𝑛+1𝛿𝑛…𝛿𝑗 

โดยที่ 𝛿𝑘 = 𝑑𝑘−1 − 𝑑𝑘 และ 𝑑𝑗 = 0 ส ำหรับกรณีที่เป็นรูปแบบแทนจ ำนวนที่จ ำกัด 

 ทั้งนี้ตัวอย่ำงกำรแปลงจำก 𝑋 = 100101101 ไปยังกำรเข้ำรหัสอำร์เอน 11̅011̅101̅11̅ 
สำมำรถแสดงได้ดังนี้ 

ตำรำงที่ 3 ตัวอย่ำงกำรแปลงจำก 𝑋 = 100101101 ไปยังกำรเข้ำรหัสอำร์เอน 11̅011̅101̅11̅ 
ตัวเลข 𝑑𝑘 ที่ท ำกำรเลื่อน
ไปทำงซ้ำยหนึ่งต ำแหน่ง 

1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 

ตัวเลข 𝑑𝑘  1 0 0 1 0 1 1 0 1 

ตัวเลข 𝛿𝑘 1 1̅ 0 1 1̅ 1 0 1̅ 1 1̅ 

 

2.4.2 การแปลงจากการเข้ารหัสอาร์เอนฐานสองไปยังระบบจ านวนฐานสอง 

กำรแปลงจำกกำรเข้ำรหัสอำร์เอนฐำนสองไปยังระบบจ ำนวนฐำนสองนั้นไม่สำมำรถท ำกำร
ค ำนวณแบบขนำนหรือแบบเชื่อมตรงได้ ดังตัวอย่ำง  

ถ้ำต้องกำรแปลงกำรเข้ำรหัสอำร์เอน  

100000000 

ไปยังระบบจ ำนวนฐำนสอง จะได้ผลลัพธ์ คือ  

100000000 
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แต่ถ้ำต้องกำรแปลงกำรเข้ำรหัสอำร์เอน 

100000001̅ 

ไปยังระบบจ ำนวนฐำนสอง 

011111111 

 ดังนั้น ถ้ำกำรเข้ำรหัสอำร์เอนมีตัวเลข 0 ติดกันเป็นจ ำนวนมำก ในขั้นตอนกำรแปลง
จ ำเป็นต้องตรวจสอบตัวเลข 0 ไปเรื่อย ๆ เพ่ือหำว่ำมีตัวเลขตัวถัดไปที่ไม่ใช่ 0 ที่จะส่งผลต่อผลลัพธ์
ของกำรแปลงหรือไม่ ทั้งนี้กำรแปลงสำมำรถท ำได้โดยกำรแปลงจำกขวำมำซ้ำย (right-to-left 
process) โดยใช้ออโตมำตำชนิดเปลี่ยนตัวแปรดังรูปต่อไปนี้ 

 
รูปที่ 2 ออโตมำตำชนิดเปลี่ยนตัวแปรส ำหรับฐำนสอง อ้ำงอิงจำก [39] 

 
 ส ำหรับกำรแปลงจำกระบบจ ำนวนฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มคู่บวกไปยังกำรเข้ำรหัสอำร์เอนใน
ฐำนเดียวกัน ซึ่งสำมำรถท ำกำรค ำนวณแบบขนำนหรือแบบเชื่อมตรงได้นั้น สำมำรถสรุปได้ดังนี้ 

 ก ำหนดให้รูปแบบแทนจ ำนวนที่ต้องกำรแปลง คือ 

𝑋 = 𝑑𝑛𝑑𝑛−1…𝑑𝑗 

โดยที่ 0 ≤ 𝑑𝑖 ≤ 𝛽 − 1 และ 𝑑𝑗−1 = 0 

 ก ำหนดให้ 𝑐𝑘 มีค่ำ 

𝑐𝑘+1 = {
1   ถ้ำ 𝑑𝑘 ≥

𝛽

2

0   ถ้ำ 𝑑𝑘 <
𝛽

2

 

โดยที่ 𝑐𝑗 = 0 จะได้ว่ำตัวเลข 𝛿𝑘 ของกำรเข้ำรหัสอำร์เอน สำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำร 

𝛿𝑘 = 𝑑𝑘 + 𝑐𝑘 − 𝛽𝑐𝑘+1 
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 แต่อย่ำงไรก็ตำม กำรแปลงจำกระบบจ ำนวนฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มคี่บวกไปยังกำรเข้ำรหัส
อำร์เอนนั้นไม่สำมำรถท ำได้กำรแปลงแบบขนำนหรือแบบเชื่อมตรงได้ เนื่องจำกเรำไม่สำมำรถควบคุม
ขอบเขตกำรแพร่ของตัวทดในระหว่ำงกำรแปลงได้ ดังตัวอย่ำง 

 ถ้ำต้องกำรแปลงระบบจ ำนวนฐำนสำมที่มีชุดตัวเลข 𝒟 = {0,1,2} ที่มีรูปแบบแทนจ ำนวน 
คือ 

111111112 

 ไปยังกำรเข้ำรหัสอำร์เอนที่มีชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 0,1} จะได้เป็น 

11̅1̅1̅1̅1̅1̅1̅1̅ 

ส ำหรับงำนวิจัยเกี่ยวกับกำรเข้ำรหัสอำร์เอนที่ได้รับกำรพัฒนำต่อเนื่องมำจนถึงปัจจุบัน
สำมำรถสรุปได้ดังนี้ 

ค.ศ. 2004 [41] เสนออัลกอริทึมกำรบวก คูณ และยกก ำลัง พร้อมทั้งออกแบบวงจรกำร
ค ำนวณของรูปแบบแทนจ ำนวนที่เป็นกำรเข้ำรหัสอำร์เอนฐำนสอง 

ค.ศ. 2005 [42] เสนออัลกอริทึมกำรคูณของรูปแบบแทนจ ำนวนที่เป็นกำรเข้ำรหัสอำร์เอน
ฐำนสองแบบต่ำง ๆ ได้แก่ กำรคูณโดยใช้กำรเข้ำรหัสของบูธด้วยฐำนสองและฐำนสี่ 

ค.ศ. 2006 [43] เสนอวิธีกำรเข้ำรหัสอำร์เอนฐำนสองอีกแบบหนึ่งที่จัดเก็บในรูปแบบของ
คู่ล ำดับที่ประกอบด้วย ทูคอมพลีเมนต์ (two’s complement) และบิตส ำหรับใช้ในกำรพิจำรณำกำร
ปัดเศษ (round-bit) เรียกว่ำ กำรเข้ำรหัสคำโนนิคัล (canonical encoding) 

 ค.ศ. 2011-2012 [31, 32, 44] ได้เสนออัลกอริทึมกำรบวก ลบ และคูณส ำหรับรูปแบบแทน
จ ำนวนที่เป็นกำรเข้ำรหัสคำโนนิคัลและศึกษำกำรน ำไปประยุกต์ใช้กับรูปแบบกำรแทนจ ำนวนทศนิยม 
(floating-point representation) 

 งำนวิจัยที่ผ่ำนมำทั้งหมดที่เกี่ยวกับกำรเข้ำรหัสอำร์เอนนั้น จะเน้นไปทำงด้ำนกำรท ำงำน
ภำยใต้ฐำนสองเป็นหลัก ได้แก่ กำรแปลงระหว่ำงกำรเข้ำรหัสแบบทูคอมพลีเมนต์และกำรเข้ำรหัสอำร์
เอน รวมถึงออกแบบอัลกอริทึมกำรบวก กำรลบ และกำรคูณ แต่ยังไม่มีกำรศึกษำกำรท ำงำนภำยใต้
ฐำนอ่ืนนอกเหนือจำกฐำนสอง เช่น ฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มคี่ ฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มลบ เป็นต้น รวมถึง
ยังไม่มีกำรน ำกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงมำประยุกต์ใช้กับกำรเข้ำรหัสอำร์เอน ซึ่งจะมีประโยชน์อย่ำง
มำกต่อปัญหำที่เป็นจ ำนวนขนำดใหญ่และต้องกำรกำรปัดเศษที่บ่อยครั้ง เช่น กำรประมวลผล
สัญญำณ เป็นต้น 
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 แต่อย่ำงไรก็ตำม กำรออกแบบกำรเข้ำรหัสอำร์เอนเดิมนั้น ไม่สำมำรถท ำกำรค ำนวณแบบ
เชื่อมตรงได้ โดยเฉพำะฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มคี่ซึ่งไม่มีสมบัติซ้ ำซ้อน หรือฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มคู่บวกก็
อำจเกิดปัญหำในกำรจ ำกัดขอบเขตกำรแพร่ของตัวทดในระหว่ำงกำรค ำนวณได้ ซึ่งจะอธิบำยใน
ตัวอย่ำงต่อไปนี้ 

ตัวอย่างท่ี 10 จงหำผลบวกระหว่ำงจ ำนวน 𝑋 = 10000001 และ 𝑌 = 20000002 ภำยใต้ฐำน 
𝛽 = 6 และชุดตัวเลข 𝒟 = {3̅, 2̅, 1̅, 0,1,2,3} โดยใช้กำรแปลงชุดตัวเลข 
 ผลบวกระหว่ำงจ ำนวน 𝑋 = 10000001 และ 𝑌 = 20000002 โดยใช้กำรแปลงชุด
ตัวเลขนั้น จะได้ผลลัพธ์ของกำรบวกกันหลักต่อหลักเท่ำกับ 30000003 ซึ่งยังไม่ตรงกับรูปแบบแทน

จ ำนวนที่ถูกต้อง (เนื่องจำกตัวเลขในต ำแหน่งแรกซ้ำยสุดมีค่ำเท่ำกับ 𝛽
2
= 3 และตัวเลขทำงขวำตัว

แรกที่ไม่ใช่ 0 คือ 3 ซึ่งมีเครื่องหมำยเดียวกัน) วิธีกำรแก้ไขจ ำเป็นต้องเปลี่ยนตัวเลขในต ำแหน่งแรก
ซ้ำยสุดและเกิดตัวทดไปทำงซ้ำย นั่นคือ เปลี่ยนตัวเลขจำก 3 เป็น 13̅ จะได้ผลลัพธ์ที่ถูกต้องคือ 

13̅0000003 และรูปแบบแทนจ ำนวนมีควำมยำวเพ่ิมข้ึนหนึ่งหลัก       □ 

 

แต่ในกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรง เรำไม่สำมำรถทรำบได้ว่ำเมื่อเรำอ่ำนเจอตัวเลข 3 และตำม
ด้วยตัวเลข 0 ต่อเนื่องกัน ตัวเลขถัดไปที่ไม่ใช่ 0 จะส่งผลกระทบต่อตัวเลข 3 ตัวแรกที่อยู่ซ้ำยสุด
หรือไม่ ซึ่งเรำไม่สำมำรถใช้วิธีกำรเปลี่ยนตัวเลขจำก 3 เป็น 13̅ รอไว้ก่อนได้ เพรำะอำจจะมีกรณีที่
ผลลัพธ์นั้นถูกต้องอยู่แล้ว เช่น 300000003̅  เป็นต้น จำกปัญหำดังกล่ำวท ำให้กำรเข้ำรหัสอำร์เอน
เดิมนั้นไม่รองรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงที่จะผลิตตัวเลขผลลัพธ์ที่มีค่ำนัยส ำคัญสูงสุดออกมำก่อน
เสมอ จึงเป็นที่มำของงำนวิจัยนี้ที่จะออกแบบระบบจ ำนวนใหม่ที่ยังคงสมบัติของกำรปัดเศษแบบกำร
เข้ำรหัสอำร์เอนและรองรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงด้วย 
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3. ระบบจ านวนชุดตัวเลขตรรกยะภายใต้ฐานจ านวนเต็มบวก 

ในงำนวิจัยนี้เรำต้องกำรออกแบบระบบจ ำนวนที่มีควำมสำมำรถในกำรปัดเศษแบบกำร
เข้ำรหัสอำร์เอนและยังต้องสำมำรถรองรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงได้ เนื่องจำกกำรเข้ำรหัสอำร์เอน
นั้นก ำหนดให้ใช้ชุดตัวเลขที่ประกอบด้วยจ ำนวนเต็มซึ่งมีค่ำไม่เกินครึ่งหนึ่งของค่ำฐำน ถึงแม้กำร
เข้ำรหัสอำร์เอนจะมีสมบัติซ้ ำซ้อนในฐำนจ ำนวนเต็มคู่ซึ่งเป็นหนึ่งในสมบัติที่จ ำเป็นต่อกำรค ำนวณ
แบบเชื่อมตรง แต่ส ำหรับฐำนจ ำนวนเต็มคี่นั้นไม่มีสมบัติซ้ ำซ้อนด้วย ท ำให้ในฐำนจ ำนวนเต็มคี่ไม่
สำมำรถท ำกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงได้ อีกท้ังกำรเข้ำรหัสอำร์เอนยังอนุญำตให้ใช้ตัวเลขที่มีค่ำเท่ำกับ
ครึ่งหนึ่งของค่ำฐำนด้วย เช่น ฐำน 𝛽 = 10 ใช้ชุดตัวเลข 𝒟 = {5̅, 4̅, 3̅, 2̅, 1̅, 0,1,2,3,4,5} เป็นต้น 
ซึ่งกำรอนุญำตให้ใช้ตัวเลข 5 และ 5̅ ในฐำน 𝛽 = 10 มำใช้ในกำรค ำนวณจะเกิดปัญหำในกำร
ตัดสินใจส ำหรับกำรส่งตัวทดไปยังหลักถัดไปหรือกำรรอรับตัวทดใหม่จะก ำลังเข้ำมำ อีกทั้งยังต้องท ำ
ให้ผลลัพธ์จำกกำรค ำนวณยังคงอยู่ในรูปแบบที่ถูกต้องของกำรเข้ำรหัสอำร์เอนด้วย จึงเกิดเป็นปัญหำ
ของงำนวิจัยนี้  

เรำได้เสนอวิธีกำรแก้ปัญหำดังกล่ำวโดยเสนอระบบจ ำนวนใหม่ที่ใช้ชุดตัวเลขที่ประกอบด้วย
ตัวเลขตรรกยะเรียกว่ำ ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ ซึ่งกำรเลือกใช้ตัวเลขตรรกยะนั้นสำมำรถ
หลีกเลี่ยงกำรใช้ตัวเลขที่มีค่ำเป็นครึ่งหนึ่งของค่ำฐำนในฐำนจ ำนวนเต็มคู่ได้และยังสำมำรถเพ่ิมจ ำนวน
ตัวเลขเข้ำไปในชุดตัวเลขเพื่อท ำให้เกิดสมบัติซ้ ำซ้อนในฐำนจ ำนวนเต็มคี่ได้อีกด้วย ระบบจ ำนวนใหม่นี้
สำมำรถท ำงำนได้ภำยใต้ฐำนที่เป็นจ ำนวนเต็มบวกและจ ำนวนเต็มลบ อีกทั้งยังรองรับสมบัติกำรปัด
เศษแบบกำรเข้ำรหัสอำร์เอนและสำมำรถท ำกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงได้ โดยในบทนี้จะกล่ำวถึงกำร
ท ำงำนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวกดังนิยำมต่อไปนี้ 

นิยามที ่7 (ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวก) 

ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะประกอบด้วยฐำน  𝛽 ≥ 2 และชุดตัวเลข  𝒟 = {−𝛼,−𝛼 +
1

2
, … ,0, … , 𝛼 − 1

2
, 𝛼} โดยที่ 𝛼 = 𝛽+(𝛽 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 จ ำนวน 𝑋 ใด ๆ สำมำรถแสดงเป็นรูปแบบแทน

จ ำนวน 𝑋 = (𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…)𝛽 โดยที่ 𝑥𝑖 ∈ 𝒟 และ 𝑖 ≤ 𝑛 

 กำรปัดเศษแบบรำวด์ทูเนียเรสท์ของจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2… 

สำมำรถท ำได้โดยกำรตัดรูปแบบแทนจ ำนวน ณ ต ำแหน่ง 𝑗 (𝑗 ≤ 𝑛) ใด ๆ โดยที่ 

| ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

𝑗−1

𝑖=−∞

| <
|𝛽|𝑗

2
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รูปแบบแทนจ ำนวนใหม่ 𝑋′ = 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥𝑗 จะมีค่ำเชิงตัวเลขเทียบเท่ำกำรท ำกำรปัดเศษแบบ
รำวด์ทเูนียเรสท์นั่นเอง อีกทั้งยังคงรูปแบบที่ถูกต้องของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ ตัวอย่ำงชุด

ตัวเลขตรรกยะในระบบจ ำนวนนี้แสดงดังตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 4 ตัวอย่ำงชุดตัวเลขตรรกยะของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวก 

ฐาน 𝜷 ชุดตัวเลข 𝓓 

2 {
1̅

2
, 0,

1

2
} 

3 {1̅,
1̅

2
, 0,

1

2
, 1} 

4 {1̅,
1̅

2
, 0,

1

2
, 1} 

5 {
3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} 

6 {
3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} 

  

จำกตำรำงที่ 4 จะสังเกตได้ว่ำตัวเลขตรรกยะแต่ละตัวในชุดตัวเลข 𝒟 ในฐำนใด ๆ จะมีค่ำ
ห่ำงกันเท่ำกับ 1

2
 เสมอ และในบำงฐำน 𝛽 ที่ติดกันจะใช้ชุดตัวเลข 𝒟 เดียวกันได้ เช่น ฐำน 𝛽 = 3 

และฐำน 𝛽 = 4 จะได้ใช้ชุดเลขเดียวกันคือ 𝒟 = {1̅, 1̅
2
, 0, 1

2
, 1} เป็นต้น ส ำหรับกำรพิสูจน์ควำม

สมบูรณ์ของระบบจ ำนวนที่น ำเสนอใหม่นี้จะแสดงในหัวข้อถัดไป 

 

3.1 ความสมบูรณ์ของระบบจ านวนชุดตัวเลขตรรกยะภายใต้ฐานจ านวนเต็มบวก 

หลังจำกที่เรำเสนอนิยำมของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะแล้ว ต่อไปเรำจะพิสูจน์ควำม
สมบูรณ์ (completeness) ของระบบจ ำนวนใหม่โดยแสดงให้เห็นว่ำจ ำนวนใด ๆ สำมำรถมีรูปแบบ
แทนจ ำนวนในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะได้ ส ำหรับทฤษฎีบทต่อไปนี้จะกล่ำวถึงกำรแปลง
จ ำนวนใด ๆ มำยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนเดียวกัน 

 

ทฤษฎีบทที่ 1 (ควำมสมบูรณ์ของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวก)  

จ ำนวนใด ๆ สำมำรถมีรูปแบบแทนจ ำนวนในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็ม
บวกเดียวกันได้ 
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พิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 1 : ส ำหรับกำรพิสูจน์ทฤษฎีบทนี้ เรำเสนออัลกอริทึมกำรแปลงแบบขนำนจำก
จ ำนวนใด ๆ ไปยังรูปแบบแทนจ ำนวนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวก
เดียวกัน โดยอัลกอริทึมที่ 1 รองรับกำรแปลงภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่บวก และอัลกอริทึมที่ 2 รองรับ
กำรแปลงภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่บวก 

 

3.1.1 การแปลงส าหรับฐานจ านวนเต็มคู่บวก 

 กำรแปลงแบบขนำนของจ ำนวนใด ๆ มำยังรูปแบบแทนจ ำนวนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลข
ตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่บวกนั้น เริ่มจำกท ำกำรอ่ำนตัวเลขน ำเข้ำ 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…    
(𝑥𝑖 เป็นจ ำนวนเต็มที่มีค่ำ 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛽 − 1 และ 𝑖 ≤ 𝑛) เข้ำมำพร้อมกันในทุกต ำแหน่ง หลังจำก
นั้นในทุกต ำแหน่งจะผลิตตัวทด 𝑐𝑖+1 ออกไปยังต ำแหน่งทำงซ้ำยเพ่ือเป็นกำรลดค่ำของตัวเลขน ำเข้ำ 

𝑥𝑖 ให้อยู่ในขอบเขตที่สำมำรถรับตัวทด 𝑐𝑖 ที่เข้ำมำได้ซึ่ง 𝑐𝑖 ∈ {0,
1

2
, 1} ดังนั้นจะได้ตัวเลขน ำออก

ชั่วครำว 𝑦𝑛+1𝑦𝑛…𝑦0. 𝑦−1𝑦−2 โดยที่ 𝑦𝑖 มีค่ำเท่ำกับ −𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 จะสังเกตได้ว่ำ 𝑦𝑖 

ยังมีค่ำเกินขอบเขตที่ก ำหนดในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะจึงต้องท ำกำรแปลงแบบขนำนอีกรอบ

หนึ่งโดยก ำหนดตัวทดคือ 𝑐𝑖 ∈ {0,
1

2
} จะได้ผลลัพธ์สุดท้ำยที่ถูกต้องคือ 𝑧𝑛+2𝑧𝑛+1…𝑧0. 𝑧−1𝑧−2 

โดยที่ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 ซึ่งอยู่ในขอบเขตที่ก ำหนดของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะในนิยำมที่ 7 
ส ำหรับขั้นตอนกำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มคู่บวกจะเป็นดังอัลกอริทึมท่ี 1 

อัลกอริทึมที ่1 (กำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มคู่บวก) 

input  𝑋 = 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…    where 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛽 − 1 (Integer) 

output 𝑍 = 𝑧𝑛+2𝑧𝑛+1…𝑧0. 𝑧−1𝑧−2…  where −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 (Rational) 
begin 

            𝑐𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 = 0 

            for all (𝑖 ≤ 𝑛) 

     if 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛼   then  𝑐𝑖+1 = 0 endif 

     if 𝛼 + 1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤

𝛽

2
+ 𝛼   then  𝑐𝑖+1 =

1

2
  endif 

     if 𝛽
2
+ 𝛼 +

1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛽 − 1  then  𝑐𝑖+1 = 1 endif 

                 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 
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            𝑦𝑛+1 = 𝑐𝑛+1 

            for all (𝑖 ≤ 𝑛 + 1) 

     if −𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ α −

1

2
  then  𝑐𝑖+1 = 0 endif 

if 𝛼 ≤ 𝑦𝑖 ≤ α + 1   then  𝑐𝑖+1 =
1

2
  endif 

                  𝑧𝑖 = 𝑦𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 
             𝑧𝑛+2 = 𝑐𝑛+2 

end 

พิสูจน์อัลกอริทึมที่ 1: ในกำรพิสูจน์นี้ เรำจะแสดงให้เห็นถึงควำมถูกต้อง (correctness) และ
สมเหตุสมผล (validation) ของอัลกอริทึมท่ี 1 

1) การพิสูจน์ความถูกต้อง (proof of correctness) 

 ส ำหรับกำรพิสูจน์นี้เรำจะแสดงให้เห็นว่ำผลลัพธ์จำกกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 ไปยังจ ำนวน 𝑍 จะ
ยังคงให้ค่ำเชิงตัวเลขที่เท่ำกัน ‖𝑋‖ = ‖𝑍‖ 

‖𝑋‖ = 𝑥𝑛𝛽𝑛 + 𝑥𝑛−1𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = (𝑥𝑛𝛽
𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽

𝑛+1) + (𝑥𝑛−1𝛽
𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽

𝑛) + ⋯+ (𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛

+ 𝑐𝑛−1𝛽
𝑛−1+. . ) 

 = 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + (𝑥𝑛𝛽

𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛) + (𝑥𝑛−1𝛽
𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽

𝑛

+ 𝑐𝑛−1𝛽
𝑛−1) + ⋯ 

 = 𝑐𝑛+1𝛽𝑛+1 + (𝑥𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽 + 𝑐𝑛)𝛽𝑛 + (𝑥𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽 + 𝑐𝑛−1)𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = 𝑦𝑛+1𝛽𝑛+1 + 𝑦𝑛𝛽𝑛 + 𝑦𝑛−1𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = (𝑦𝑛+1𝛽
𝑛+1 − 𝑐𝑛+2𝛽

𝑛+2) + (𝑥𝑛𝛽
𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽

𝑛+1) + ⋯+ (𝑐𝑛+2𝛽
𝑛+2

+ 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛+. . ) 

 = 
𝑐𝑛+2𝛽

𝑛+2 + (𝑦𝑛+1𝛽
𝑛+1 − 𝑐𝑛+2𝛽

𝑛+2 + 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1) + (𝑦𝑛𝛽

𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1

+ 𝑐𝑛𝛽
𝑛) +⋯ 

 = 𝑐𝑛+2𝛽
𝑛+2 + (𝑦𝑛+1 − 𝑐𝑛+2𝛽 + 𝑐𝑛+1)𝛽

𝑛+1 + (𝑦𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽 + 𝑐𝑛)𝛽
𝑛 +⋯ 

 = 𝑧𝑛+2𝛽
𝑛+2 + 𝑧𝑛+1𝛽

𝑛+1 + 𝑧𝑛𝛽
𝑛 +⋯ 

 = ‖𝑍‖ 

2) การพิสูจน์ความสมเหตุสมผล (proof of validation)  

ในกำรพสิูจน์จะแสดงให้เห็นว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 เรำแบ่งกำรพิสูจน์นี้ออกเป็นสองส่วนดังนี้ 
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ส่วนที ่1: ตัวเลขน ำเข้ำ 𝑥𝑖 จะถูกแปลงไปยังตัวเลขน ำออกชั่วครำว 𝑦𝑖 โดยที่ 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛽 − 1 และ 
−𝛼 +

1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 ซึ่งก ำหนดให้ 𝛼 = 𝛽

4
 เนื่องจำก 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 และ 𝑐𝑖 ∈

{0, 1
2
, 1} จะได้ว่ำ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝑐𝑖+1𝛽 − 𝑐𝑖 

กรณีที่ 1: 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛼 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 0 และ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑐𝑖 ดังนั้น 𝑐𝑖 ≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 𝑐𝑖  เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈
{0, 1

2
, 1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ท้ังหมดมีค่ำเท่ำกับ 0 ≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 

กรณีที่ 2: 𝛼 + 1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤

𝛽

2
+ 𝛼 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 1

2
 และ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝛽

2
− 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 1

2
+ c𝑖 ≤ y𝑖 ≤ 𝛼 + 𝑐𝑖 

เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0, 12, 1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 +
1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 

กรณีที่ 3: 𝛽
2
+ 𝛼 +

1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛽 − 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 1 และ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝛽 − 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 1

2
+ 𝑐𝑖 ≤ 𝑦𝑖 ≤ −1 + 𝑐𝑖 

เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0, 12, 1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 +
1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 0 

จำกทั้งสำมกรณีของส่วนที่หนึ่ง เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ −𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 

ส่วนที่ 2: ตัวเลขน ำออกชั่วครำว 𝑦𝑖 บำงตัวอำจจะมีค่ำเกินกว่ำที่ก ำหนดในระบบจ ำนวนชุดตัวเลข
ตรรกยะ ดังนั้นจึงต้องท ำกำรจัดกำรตัวเลขส่วนเกินออกโดยแปลงตัวเลขน ำออกชั่วครำว 𝑦𝑖 ไปยัง
ตัวเลขน ำออก 𝑧𝑖 ซึ่งรับประกันได้ว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ α ทั้งนี้ 𝑧𝑖 = 𝑦𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 และ 𝑐𝑖 ∈
{0, 1

2
} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝑐𝑖+1𝛽 − 𝑐𝑖 

กรณีที่ 1: −𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ α −

1

2
 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 0 และ 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 1

2
+ c𝑖 ≤ 𝑧𝑖 ≤ α −

1

2
+ 𝑐𝑖 

เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0, 12} จะได้ว่ำ 𝑧𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 + 1

2
≤ 𝑧𝑖 ≤ α 

กรณีที่ 2: 𝛼 ≤ 𝑦𝑖 ≤ α + 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 =
1

2
 และ 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖 +

𝛽

2
− 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + c𝑖 ≤ 𝑧𝑖 ≤ −α + 1 + 𝑐𝑖 

เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0, 12} จะได้ว่ำ 𝑧𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ −α +
1

2
 

จำกทั้งสองกรณีของส่วนที่สอง เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 ซึ่งมีค่ำอยู่ในขอบเขตที่

ก ำหนดของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่บวก     ■ 
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 ส ำหรับตัวอย่ำงของกำรแปลงจ ำนวนใด ๆ ให้มำอยู่ในระบบแทนจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ
นั้นแสดงในตัวอย่ำงที่ 11 และตัวอย่ำงที่ 12 โดยตัวอย่ำงที่ 11 จะเป็นกำรแปลงจำกระบบจ ำนวน
ดั้งเดิมภำยใต้ฐำน 𝛽 = 2 และใช้ชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1} ให้มำอยู่ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะที่

ใช้ชุดตัวเลข 𝒟′ = {1̅
2
, 0,

1

2
} ภำยใต้ฐำนเดียวกัน ส่วนตัวอย่ำงที่ 12 จะเป็นกำรแปลงภำยใต้ฐำน 

𝛽 = 4 จำกชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2, 3} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟′ = {1̅, 1̅
2
, 0,

1

2
, 1} 

ตัวอย่างที่ 11 ก ำหนดให้ฐำน 𝛽 = 2 จงหำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (1011)2 ในระบบจ ำนวนชุด
ตัวเลขตรรกยะ 

จำกอัลกอริทึมที่ 1 รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (1011)2 ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่บวก 
𝛽 = 2 และชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1} สำมำรถแปลงไปยังรูปแบบแทนจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

𝑍 = (
1

2

1̅

2

1

2
0
1̅

2
0)2 โดยมีชุดตัวเลข 𝒟′ = {1̅

2
, 0,

1

2
} ภำยใต้ฐำนเดียวกัน ซึ่งขั้นตอนกำรแปลงแสดง

ดังตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 5 ตัวอย่ำงกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 = (1011)2 ไปยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 0 0 1 0 1 1 

ตัวทด 𝐶 0 
1

2
 0 

1

2
 

1

2
 0 

ผลลัพธ์ชั่วครำว 𝑌 0 
1

2
 0 

1

2
 

1

2
 0 

ตัวทด 𝐶 
1

2
 0 

1

2
 

1

2
 0 0 

ผลลัพธ์ 𝑍 
1

2
 

1̅

2
 

1

2
 0 

1̅

2
 0 

ทั้งนี้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = (1011)2 และจ ำนวน 𝑍 = (1
2

1̅

2

1

2
0
1̅

2
0)2 ภำยใต้ฐำน 

𝛽 = 2 สำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำรดังต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

3

𝑖=0
 

 = (1×23) + (0×22) + (1×21) + (1×20) 

 = 11 

‖𝑍‖ = ∑ 𝑧𝑖×𝛽
𝑖

5

𝑖=0
 

 = (
1

2
×25) + (

1̅

2
×24) + (

1

2
×23) + (0×22) + (

1̅

2
×21) + (0×20) 
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 = 11 

 จะเห็นได้ว่ำผลลัพธ์ที่ได้จำกกำรแปลงจ ำนวนด้วยอัลกอริทึมที่ 1 ให้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 

𝑋 และ 𝑍 ที่มีค่ำเท่ำกัน            □ 

ตัวอย่างที่ 12 ก ำหนดให้ฐำน 𝛽 = 4 จงหำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (2301)4 ในระบบจ ำนวนชุด
ตัวเลขตรรกยะ 

จำกอัลกอริทึมที่ 1 รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (2301)4 ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่บวก 
𝛽 = 4 และชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2, 3} สำมำรถแปลงไปยังรูปแบบแทนจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

𝑍 = (
1

2
11̅

1

2
1̅)4 โดยมีชุดตัวเลข 𝒟′ = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ภำยใต้ฐำนเดียวกัน ซึ่งขั้นตอนกำรแปลง

แสดงดังตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 6 ตัวอย่ำงกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 = (2301)4 ไปยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 0 2 3 0 1 

ตัวทด 𝐶 
1

2
 

1

2
 0 0 0 

ผลลัพธ์ชั่วครำว 𝑌 
1

2
 

1

2
 1 0 1 

ตัวทด 𝐶 0 
1

2
 0 

1

2
 0 

ผลลัพธ์ 𝑍 
1

2
 1 1̅ 

1

2
 1̅ 

ทั้งนี้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = (2301)4 และจ ำนวน 𝑍 = (1
2
11̅

1

2
1̅)4 ภำยใต้ฐำน 

𝛽 = 4 สำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำรดังต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

3

𝑖=0
 

 = (2×43) + (3×42) + (0×41) + (1×40) 

 = 177 

‖𝑍‖ = ∑ 𝑧𝑖×𝛽
𝑖

4

𝑖=0
 

 = (
1

2
×44) + (1×43) + (1̅×42) + (

1

2
×41) + (1̅×40) 

 = 177 
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 จะเห็นได้ว่ำผลลัพธ์ที่ได้จำกกำรแปลงจ ำนวนด้วยอัลกอริทึมที่ 1 ให้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 

𝑋 และ 𝑍 ที่มีค่ำเท่ำกัน           □ 

 

3.1.2 การแปลงส าหรับฐานจ านวนเต็มคี่บวก 

 อัลกอริทึมกำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มคี่บวกนั้น จะมีขั้นตอนกำรแปลงคล้ำยกับอัลกอริทึมกำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับฐำน
จ ำนวนเต็มคู่บวก แต่ในฐำนจ ำนวนเต็มคี่บวกนี้สำมำรถแปลงจ ำนวนให้ได้รูปแบบแทนจ ำนวนในระบบ
ชุดตัวเลขตรรกยะในขั้นตอนเดียวเมื่อเปรียบเทียบกับสองขั้นตอนในฐำนจ ำนวนเต็มคู่บวก เนื่องจำก
ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่บวกนั้นมีกำรใช้จ ำนวนตัวเลขตรรกยะในชุดตัวเลขที่มำกกว่ำในฐำนจ ำนวน
เต็มคู่บวกจึงสำมำรถจัดกำรเรื่องกำรกระจำยตัวทดออกไปและรับตัวทดเข้ำได้ดีกว่ำ จึงส่งผลให้ผล
ลัพธ์ที่ได้จำกกำรแปลงไม่มีตัวเลขตรรกยะเกินกว่ำขอบเขตที่ก ำหนดของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรก
ยะในนิยำมที่ 7 ส ำหรับอัลกอริทึมกำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ
ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่บวกจะเป็นดังอัลกอริทึมท่ี 2 

อัลกอริทึมที ่2 (กำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มค่ีบวก) 

input   𝑋 = 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…  where 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛽 − 1 (Integer) 

output 𝑍 = 𝑧𝑛+1𝑧𝑛…𝑧0. 𝑧−1𝑧−2…      where −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 (Rational) 

begin 

            𝑐𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 = 0 

            for all (𝑖 ≤ 𝑛) 

     if 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛼 − 1  then  𝑐𝑖+1 = 0 endif 

     if 𝛼 − 1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤

𝛽

2
+ 𝛼 − 1   then  𝑐𝑖+1 =

1

2
  endif 

     if 𝛽
2
+ 𝛼 − 1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛽 − 1  then  𝑐𝑖+1 = 1 endif 

                  𝑧𝑖 = 𝑥𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 
            𝑧𝑛+1 = 𝑐𝑛+1 

end 
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พิสูจน์อัลกอริทึมที่ 2 : ในกำรพิสูจน์นี้เรำจะแสดงให้เห็นถึงควำมถูกต้อง (correctness) และ
สมเหตุสมผล (validation) ของอัลกอริทึมท่ี 2 

1) การพิสูจน์ความถูกต้อง (proof of correctness) 

 ส ำหรับกำรพิสูจน์นี้เรำจะแสดงให้เห็นว่ำผลลัพธ์จำกกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 ไปยังจ ำนวน 𝑍 จะ
ยังคงให้ค่ำเชิงตัวเลขที่เท่ำกัน ‖𝑋‖ = ‖𝑍‖ 

‖𝑋‖ = 𝑥𝑛𝛽𝑛 + 𝑥𝑛−1𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = (𝑥𝑛𝛽
𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽

𝑛+1) + (𝑥𝑛−1𝛽
𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽

𝑛) + ⋯+ (𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛

+ 𝑐𝑛−1𝛽
𝑛−1+. . ) 

 = 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + (𝑥𝑛𝛽

𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛) + (𝑥𝑛−1𝛽
𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽

𝑛

+ 𝑐𝑛−1𝛽
𝑛−1) + ⋯ 

 = 𝑐𝑛+1𝛽𝑛+1 + (𝑥𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽 + 𝑐𝑛)𝛽𝑛 + (𝑥𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽 + 𝑐𝑛−1)𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = 𝑧𝑛+1𝛽𝑛+1 + 𝑧𝑛𝛽𝑛 + 𝑧𝑛−1𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = ‖𝑍‖ 

2) การพิสูจน์ความสมเหตุสมผล (proof of validation) 

 ในกำรพสิูจน์นี้จะแสดงให้เห็นว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 เริ่มจำกตัวเลขน ำเข้ำ 𝑥𝑖 จะถูกแปลงไปยัง
ตัวเลขน ำออก 𝑧𝑖 โดยที่ 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛽 − 1 และ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 ซึ่งก ำหนดให้ 𝛼 = 𝛽+1

4
 เนื่องจำก 

𝑧𝑖 = 𝑥𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 และ 𝑐𝑖 ∈ {0, 12, 1} จะได้ว่ำ 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝑐𝑖+1𝛽 − 𝑐𝑖 

กรณีที่ 1: 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛼 − 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 0 และ 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑐𝑖 ดังนั้น 𝑐𝑖 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 − 1 + 𝑐𝑖 เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈
{0, 1

2
, 1} จะได้ว่ำ 𝑧𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ 0 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 

กรณีที่ 2: 𝛼 − 1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤

𝛽

2
+ 𝛼 − 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 1

2
 และ 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝛽

2
− 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + c𝑖 ≤ z𝑖 ≤ 𝛼 − 1 + 𝑐𝑖 

เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0, 12, 1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 

กรณีที่ 3: 𝛽
2
+ 𝛼 − 1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛽 − 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 1 และ 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝛽 − 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 𝑐𝑖 ≤ 𝑧𝑖 ≤ −1 + 𝑐𝑖 
เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0, 12, 1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 0. 
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จำกทั้งสำมกรณี เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 ซึ่งมีค่ำอยู่ในขอบเขตที่ก ำหนดของ

ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่บวก       ■ 

  

ตัวอย่ำงกำรแปลงระบบจ ำนวนดั้งเดิมไปยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน

เต็มคี่บวก 𝛽 = 3 จำกชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2} ไปยังชุดตัวเลขตรรกยะ 𝒟′ = {1̅, 1̅
2
, 0,

1

2
, 1} 

แสดงในตัวอย่ำงที่ 13 ส่วนอีกตัวอย่ำงหนึ่งคือตัวอย่ำงที่ 14 จะแสดงกำรแปลงจ ำนวนภำยใต้ฐำน 

𝛽 = 5 จำกชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2, 3, 4} ไปยังชุดตัวเลขตรรกยะ 𝒟′ = {3̅
2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} 

ตัวอย่างที่ 13 ก ำหนดให้ฐำน 𝛽 = 3 จงหำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (1022)3 ในระบบจ ำนวนชุด
ตัวเลขตรรกยะ 

จำกอัลกอริทึมที่ 2 รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (1022)3 ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่บวก 
𝛽 = 3 และใช้ชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2} สำมำรถแปลงไปยังรูปแบบแทนจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

𝑍 = (
1

2

1̅

2
101̅)3 โดยใช้ชุดตัวเลข 𝒟′ = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ภำยใต้ฐำนเดียวกัน ซึ่งขั้นตอนกำรแปลง

แสดงดังตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 7 ตัวอย่ำงกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 = (1022)3 ไปยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 0 1 0 2 2 

ตัวทด 𝐶 
1

2
 0 1 1 0 

ผลลัพธ์ 𝑍 
1

2
 

1̅

2
 1 0 1̅ 

ทั้งนี้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน  𝑋 = (1022)3 และจ ำนวน 𝑍 = (1
2

1̅

2
101̅)3 ภำยใต้ฐำน 

𝛽 = 3 สำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำรดังต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

3

𝑖=0
 

 = (1×33) + (0×32) + (2×31) + (2×30) 

 = 35 

‖𝑍‖ = ∑ 𝑧𝑖×𝛽
𝑖

4

𝑖=0
 

 = (
1

2
×34) + (

1̅

2
×33) + (1×32) + (0×31) + (1̅×30) 
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 = 35 

 จะเห็นได้ว่ำผลลัพธ์ที่ได้จำกกำรแปลงจ ำนวนด้วยอัลกอริทึมที่ 2 ให้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 

𝑋 และ 𝑍 ที่มีค่ำเท่ำกัน           □ 

ตัวอย่างที่ 14 ก ำหนดให้ฐำน 𝛽 = 5 จงหำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (4210)5 ในระบบจ ำนวนชุด
ตัวเลขตรรกยะ 

จำกอัลกอริทึมที่ 2 รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (4210)5 ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่บวก 
𝛽 = 5 และใช้ชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2, 3, 4} สำมำรถแปลงไปยังรูปแบบแทนจ ำนวนชุดตัวเลขตรรก

ยะ 𝑍 = (1 1̅
2
0
3̅

2
0)5 โดยใช้ชุดตัวเลข 𝒟′ = {3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} ภำยใต้ฐำนเดียวกัน ซึ่งขั้นตอน

กำรแปลงแสดงดังตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 8 ตัวอย่ำงกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 = (4210)5 ไปยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 0 4 2 1 0 

ตัวทด 𝐶 1 
1

2
 

1

2
 0 0 

ผลลัพธ์ 𝑍 1 
1̅

2
 0 

3̅

2
 0 

ทั้งนี้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = (4210)5 และจ ำนวน 𝑍 = (1 1̅
2
0
3̅

2
0)5 ภำยใต้ฐำน 

𝛽 = 5 สำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำรดังต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

3

𝑖=0
 

 = (4×53) + (2×52) + (1×51) + (0×50) 

 = 555 

‖𝑍‖ = ∑ 𝑧𝑖×𝛽
𝑖

4

𝑖=0
 

 = (1×54) + (
1̅

2
×53) + (0×52) + (

3̅

2
×51) + (0×50) 

 = 555 

จะเห็นได้ว่ำผลลัพธ์ที่ได้จำกกำรแปลงจ ำนวนด้วยอัลกอริทึมที่ 2 ให้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 

𝑋 และ 𝑍 ที่มีค่ำเท่ำกัน           □ 
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3.2 การค านวณแบบเชื่อมตรงส าหรับระบบจ านวนชุดตัวเลขตรรกยะภายใต้ฐานจ านวนเต็มบวก 

 ส ำหรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็ม
บวกนั้นเป็นดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบทที่ 2 (กำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มบวก)  

กำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวกสำมำรถ
ค ำนวณได้โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงที่มีค่ำควำมหน่วงเป็นจ ำนวนเต็ม  𝑘 และจ ำนวน
สถำนะเท่ำกับ 𝛽𝑘 

พิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 2: ในกำรพิสูจน์นี้เรำได้แปลงเรื่องกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงเป็นปัญหำกำรแปลง
ชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรง โดยเรำเสนออัลกอริทึมกำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงของระบบชุดตัวเลข
ตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวก อัลกอริทึมนี้สำมำรถแสดงได้โดยออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง 
ซ่ึงมีค่ำควำมหน่วงเป็นจ ำนวนเต็ม 𝑘 และจ ำนวนสถำนะเท่ำกับ 𝛽𝑘 ดังแสดงในอัลกอริทึมท่ี 3 

อัลกอริทึมที่ 3 (กำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน
จ ำนวนเต็มบวก) 

Input  𝑋 = 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…    where −𝛾 ≤ 𝑥𝑖 ≤ γ (Rational) 
output  𝑍 = 𝑧𝑛+k𝑧𝑛+𝑘−1… where −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ α (Rational) 

begin 

𝑚 =
𝛾

𝛼
 

𝑞𝑛+𝑘 = 0 (initial state) 

𝑔 ≥
(−𝛼)(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 

   𝑗 = 𝑛 

    while 𝑗 ≤ 𝑛 do 

𝑧𝑗+𝑘 ≤
−𝑔+(𝑞𝑗+𝑘×𝛽)+𝑥𝑗

𝛽𝑘
 

𝑞𝑗+𝑘−1 = (𝑞𝑗+𝑘×𝛽 + 𝑥𝑗) − (𝑧𝑗+𝑘×𝛽
𝑘) 

𝑗 = 𝑗 − 1 

enddo 

end 



 

 

31 

 ก่อนที่เรำจะท ำกำรพิสูจน์อัลกอริทึมที่ 3 นั้น เรำจะเสนอบทตั้ง (lemma) ที่ 1 ถึงบทตั้งที่ 3 
ส ำหรับใช้ในกำรพิสูจน์อัลกอริทึมที่ 3 ทั้งนี้บทตั้งที่ 1 แสดงให้เห็นว่ำค่ำของสถำนะที่ใช้ในออโตมำตัน
จ ำกัดแบบเชื่อมตรงมีขอบเขตที่พิสูจน์ได้และมีจ ำนวนสถำนะจ ำกัด ส่วนบทตั้งที่ 2 จะพิสูจน์ว่ำจ ำนวน
สถำนะท่ีจ ำเป็นต้องใช้ส ำหรับกำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงโดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง
มีค่ำเท่ำกับ 𝛽𝑘 และบทตั้งที่ 3 จะบรรยำยถึงกำรได้มำซึ่งสมกำรค่ำควำมหน่วง 𝑘 

 เรำจะเริ่มจำกกำรอธิบำยวิธีกำรสร้ำงออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงส ำหรับกำรแปลงชุด
ตัวเลขแบบเชื่อมตรง ก ำหนดให้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง 𝒜 = (𝑄, 𝐸×𝒟), 0, 𝐹) โดยที่ 𝑄 
คือชุดของสถำนะจ ำกัด 𝐸 = {−𝛾,… , 𝛾} คือชุดตัวเลขน ำเข้ำจ ำกัด  𝒟 = {−𝛼,… , 𝛼} คือชุด
ตัวเลขน ำออกจ ำกัด 0 คือสถำนะเริ่มต้น และ 𝐹 คือ ชุดของกำรส่งผ่ำน (transition) ซึ่งกำรส่งผ่ำน
ระหว่ำงสถำนะสำมำรถแสดงได้ดังนี้ 

𝑞𝑗+𝑘
𝑥𝑗/𝑧𝑗+𝑘
→     𝑞𝑗+𝑘−1 

โดยที่ 𝑞𝑗+𝑘 และ 𝑞𝑗+𝑘−1 เป็นสมำชิกของ 𝑄 และ 𝑥𝑗 คือตัวเลขน ำเข้ำ 𝑧𝑗+𝑘 คือตัวเลขน ำออก ทั้งนี้
เรำสำมำรถพิสูจน์ได้ว่ำจ ำนวนของสถำนะ 𝑞 มีจ ำกัด โดยแสดงให้เห็นว่ำค่ำของสถำนะ 𝑞 อยู่ใน
ขอบเขตที่จ ำกัด ดังบทตั้งท่ี 1 

บทตั้งท่ี 1 

สถำนะ 𝑞 ใด ๆ ของชุดสถำนะ 𝑄 ส ำหรับออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงจะมีค่ำจ ำกัดและอยู่ใน
ขอบเขต   (−𝛼)(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
≤ 𝑞 ≤ 𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 เสมอ 

พิสูจน์:  

สมมติให้ 𝑙 และ 𝑢 เป็นค่ำต่ ำสุดและค่ำสูงสุดของสถำนะ 𝑞 ∈ 𝑄 

𝑙 ≤ 𝑞 ≤ 𝑢      (1) 

เรำนิยำมให้ 𝑄 = {𝑙, 𝑙 + 1

2
, … ,0, … , 𝑢 − 1

2
, 𝑢} ค่ำฐำน 𝛽 ≥ 2 และสถำนะ 𝑞𝑗+𝑘−1 ถูกนิยำมโดย

สมกำรต่อไปนี้  

𝑞𝑗+𝑘−1 = (𝑞𝑗+𝑘𝛽 + 𝑥𝑗) − (𝑧𝑗+𝑘𝛽
𝑘)         (2) 

จำกสมกำรที ่(1) และสมกำรที่ (2) จะได้ว่ำ 

𝑙 ≤ (𝑞𝑗+𝑘𝛽 + 𝑥𝑗) − (𝑧𝑗+𝑘𝛽
𝑘) ≤ 𝑢 

ทั้งนี้ตัวเลขน ำออก 𝑧𝑗+𝑘 สำมำรถค ำนวณได้จำกอสมกำรต่อไปนี้ 
−𝑢+(𝑞𝑗+𝑘𝛽+𝑥𝑗)

𝛽𝑘
≤ 𝑧𝑗+𝑘 ≤

−𝑙+(𝑞𝑗+𝑘𝛽+𝑥𝑗)

𝛽𝑘
            (3) 
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จำกอสมกำรที่ (3) เรำสำมำรถค ำนวณค่ำ 𝑙 ได้จำกอสมกำรต่อไปนี้ 

𝑧𝑗+𝑘 ≤
−𝑙+(𝑞𝑗+𝑘𝛽+𝑥𝑗)

𝛽𝑘
 

ก ำหนดให้  𝑧𝑗+𝑘 = −𝛼, 𝑞𝑗+𝑘 = 𝑙, 𝑥𝑗 = 𝑚(−𝛼), 𝑚 = 𝛾

𝛼
 และ 𝛼 = 𝛽+(𝛽𝑚𝑜𝑑2)

4
 จะได้ว่ำ 

𝑙 ≥ (−𝛼)(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
          (4) 

จำกอสมกำรที่ (3) ค่ำ 𝑢 สำมำรถถูกค ำนวณได้จำกอสมกำรต่อไปนี้ 

𝑧𝑗+𝑘 ≥
−𝑢+(𝑞𝑗+𝑘𝛽+𝑥𝑗)

𝛽𝑘
 

ก ำหนดให้ 𝑧𝑗+𝑘 = 𝛼, 𝑞𝑗+𝑘 = ℎ, 𝑥𝑗 = 𝑚(𝛼) และ 𝑚 = 𝛾

𝛼
 จะได้ว่ำ 

𝑢 ≤ 𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
           (5) 

จำกอสมกำรที่ (4) และอสมกำรที่ (5) สำมำรถสรุปได้ว่ำชุดของสถำนะ 𝑄 มีจ ำนวนสมำชิกที่จ ำกัด
และมีค่ำสถำนะ 𝑞 อยู่ในขอบเขตต่อไปนี้ 

(−𝛼)(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
≤ 𝑞 ≤

𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
    ■ 

ส ำหรับกำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน
จ ำนวนเต็มบวกในอัลกอริทึมที่ 3 นี้ สถำนะ 𝑞 ไม่จ ำเป็นต้องใช้ทุกสถำนะใน 𝑄 ในที่นี้เรำก ำหนดให้ 
𝑔=𝑙 และสำมำรถค ำนวณ ℎ ได้เป็น ℎ = 𝛽𝑘(𝛽−2𝛼−1)−𝛽+2𝛼𝑚+1

2(𝛽−1)
 ซึ่งจ ำนวนสถำนะ 𝑞 มีค่ำเท่ำกับ 𝛽𝑘 

ก็เพียงพอต่อกำรท ำงำน ดังบทตั้งท่ี 2 

บทตั้งที่ 2 

จ ำนวนสถำนะ 𝑞 ที่ใช้ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวกมีค่ำเท่ำกับ 𝛽𝑘 

พิสูจน์:  

ก ำหนดให้  𝑔 = (−𝛼)(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 และ ℎ = 𝛽𝑘(𝛽−2𝛼−1)−𝛽+2𝛼𝑚+1

2(𝛽−1)
  

จะได้ว่ำจ ำนวนสถำนะทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ  

2|𝑔| + 2|ℎ| + 1 = 2 |
(−𝛼)(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 | + 2 |

𝛽𝑘(𝛽−2𝛼−1)−𝛽+2𝛼𝑚+1

2(𝛽−1)
 | + 1 

                               =
4𝛼𝛽𝑘−4𝛼𝑚+2𝛽𝑘+1−4𝛼𝛽𝑘−2𝛽𝑘−2𝛽+4𝛼𝑚+2+2𝛽−2

2(𝛽−1)
 

                               =
2𝛽𝑘+1−2𝛽𝑘

2(𝛽−1)
 

                               =
𝛽𝑘2(𝛽−1)

2(𝛽−1)
 

                               = 𝛽𝑘 

■ 
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บทตั้งที่ 3 

ค่ำควำมหน่วง 𝑘 ของออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้

ฐำนจ ำนวนเต็มบวกมีค่ำเท่ำกับ 𝑘 ≥ log𝛽(
1+4𝛼𝑚−𝛽

1+4𝛼−𝛽
) 

พิสูจน์: 

จำกบทตั้งที่ 2 จะได้ว่ำ จ ำนวนสถำนะ 𝑞 มีค่ำเท่ำกับ 𝛽𝑘 ดังนั้นจ ำนวนสถำนะที่เป็นไปได้ระหว่ำง
สถำนะ 𝑙 และ 𝑢 คือ 

2|𝑙| + 2|𝑢| + 1 ≥ 𝛽𝑘 

จำกบทตั้งที่ 1 จะได้ว่ำ 𝑙 ≥ (−𝛼)(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 และ 𝑢 ≤ 𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 นั่นคือ 

2|
(−𝛼)(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
|+ 2|

𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
|+ 1 ≥ 𝛽𝑘 

2𝛼𝛽𝑘−2𝛼𝑚+2𝛼𝛽𝑘−2𝛼𝑚+𝛽−1

𝛽−1
 ≥ 𝛽𝑘 

4𝛼𝛽𝑘−4𝛼𝑚+𝛽−1

𝛽−1
 ≥ 𝛽𝑘 

4𝛼𝛽𝑘 − 4𝛼𝑚 + 𝛽 − 1 ≥ 𝛽𝑘+1 − 𝛽𝑘 
𝛽𝑘 + 4𝛼𝛽𝑘 − 𝛽𝑘+1 ≥ 1 + 4𝛼𝑚 − 𝛽 
𝛽𝑘(1 + 4𝛼 − 𝛽) ≥ 1 + 4𝛼𝑚 − 𝛽 

𝛽𝑘 ≥ 1+4𝛼𝑚−𝛽

1+4𝛼−𝛽
 

𝑘 ≥ log𝛽(
1+4𝛼𝑚−𝛽

1+4𝛼−𝛽
) 

■ 

พิสูจน์อัลกอริทึมที่ 3: จำกบทตั้งที่ 1 จะได้ว่ำสถำนะ 𝑞 ที่เป็นไปได้มีค่ำอยู่ระหว่ำง 𝑙 ≤ 𝑞 ≤ 𝑢 โดย
ที่ 𝑙 ≥ (−𝛼)(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 และ 𝑢 ≤ 𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 จำกบทตั้งที่ 3 เรำจะแสดงให้เห็นว่ำค่ำควำมหน่วง 𝑘 เพียงพอ

ต่อกำรสร้ำงตัวเลข 𝑘 หลักสุดท้ำยของผลลัพธ์ ซึ่งเรำแบ่งกำรพิสูจน์ออกเป็นสองส่วนดังนี้ 

ส่วนที่ 1: เรำจะแสดงให้เห็นว่ำ (−𝛼)𝛽𝑘−1 + (−𝛼)𝛽𝑘−2 +⋯+ (−𝛼) ≤ 𝑙 

𝛽𝑘+1 ≥ 𝛽𝑘 
𝛽𝑘+1 − 𝛽𝑘 ≥ 𝛽𝑘 

𝛽𝑘+1 − 𝛽𝑘 − 𝛽 + 1 ≥ 𝛽𝑘 −𝑚 

(𝛽𝑘 − 1)(𝛽 − 1) ≥ 𝛽𝑘 −𝑚 

𝛽𝑘 − 1 ≥ 𝛽𝑘−𝑚

𝛽−1
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(−𝛼)(𝛽𝑘 − 1) ≤ (−𝛼)(𝛽
𝑘−𝑚

𝛽−1
) 

(−𝛼)𝛽𝑘 − (−𝛼) ≤ −𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 

(−𝛼)𝛽𝑘−1 + (−𝛼)𝛽𝑘−2 +⋯+ (−𝛼) ≤ −𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 

ส่วนที่ 2: เรำจะแสดงให้เห็นว่ำ 𝛼𝛽𝑘−1 + 𝛼𝛽𝑘−2 +⋯+ 𝛼 ≥ 𝑢 

𝛽𝑘+1 ≥ 𝛽𝑘 
𝛽𝑘+1 − 𝛽𝑘 ≥ 𝛽𝑘 

𝛽𝑘+1 − 𝛽𝑘 − 𝛽 + 1 ≥ 𝛽𝑘 −𝑚 

(𝛽𝑘 − 1)(𝛽 − 1) ≥ 𝛽𝑘 −𝑚 

𝛽𝑘 − 1 ≥ 𝛽𝑘−𝑚

𝛽−1
 

𝛼(𝛽𝑘 − 1) ≥ 𝛼(𝛽
𝑘−𝑚

𝛽−1
) 

𝛼𝛽𝑘 − 𝛼 ≥ 𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 

𝛼𝛽𝑘−1 + 𝛼𝛽𝑘−2 +⋯+ 𝛼 ≥ 𝛼(𝛽𝑘−𝑚)

𝛽−1
 

จำกส่วนที่ 1 และส่วนที่ 2 สำมำรถสรุปได้ว่ำค่ำควำมหน่วง 𝑘 เพียงพอต่อกำรผลิตตัวเลข 𝑘 หลัก
สุดท้ำยของผลลัพธ์ที่ได้จำกออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้

ฐำนจ ำนวนเต็มบวก             ■ 

 

 ตัวอย่ำงกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงโดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงของระบบจ ำนวนชุด
ตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวกจะแสดงในตัวอย่ำงที่ 15 และตัวอย่ำงที่ 16 โดยตัวอย่ำงที่ 
15 จะเป็นตัวอย่ำงของกำรบวกกันของจ ำนวนสองจ ำนวนภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 ซึ่งสำมำรถค ำนวณได้
ด้วยวิธีกำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงโดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงที่ก ำหนดค่ำ  𝑚 = 2 
และค ำนวณค่ำควำมหน่วงแบบเชื่อมตรงได้เป็น 𝑘 = 1 พร้อมทั้งแสดงกำรปัดเศษโดยกำรตัดรูปแบบ
แทนจ ำนวนในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะด้วย 

ตัวอย่างที่ 15 ก ำหนดให้จ ำนวน 𝑋 = (12̅0 3
2
.
1

2
2
1̅

2
)3 โดยที่ 𝑋 ∈ 𝐸∗ จงหำผลลัพธ์ของกำรแปลงชดุ

ตัวเลขแบบเชื่อมตรงของจ ำนวน 𝑋 จำกชุดตัวเลข 𝐸 = {2̅, 3̅
2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2} ไปยังชุดตัวเลข 

𝒟 = {1̅,
1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัด

แบบเชื่อมตรง 
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 จำกอัลกอริทึมที่ 3 กำรแปลงชุดตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = (12̅0 3
2
.
1

2
2
1̅

2
)3 สำมำรถแสดงได้

ด้วยออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงและค ำนวณค่ำ 𝑚 = 2 ส่วนค่ำควำมหน่วง 𝑘 สำมำรถค ำนวณได้

จำกบทตั้งที่  3 ซึ่ งได้ค่ำ 𝑘 = 1 ดังนั้นกำรแปลงจ ำนวน𝑋 = (12̅0 3
2
.
1

2
2
1̅

2
)3 จำกชุดตัวเลข 

𝐸 = {2̅,
3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรก

ยะภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงดังรูปที่ 3 สำมำรถแสดงได้กรำฟต่อไปนี้ 

0
 1  /  

1

2
→    

−1

2
 
2̅  /   1̅
→    

−1

2
 
0  /  

1̅

2
→    0 

3

2
  /  
1

2
→    0  

    
1

2
  /  0

→     
1

2
 
2  /  1
→     

1

2
 

1̅

2
  /  
1

2
→     

−1

2
 

 ภำยหลังจำกที่อ่ำนตัวเลขน ำเข้ำของจ ำนวน 𝑋 ทั้งหมดแล้ว ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง

จะผลิตผลลัพธ์ชั่วครำวออกมำคือ 1
2
1̅
1̅

2

1

2
0.1

1

2
 ขั้นตอนสุดท้ำยส ำหรับกำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อม

ตรงนี้คือกำรเพ่ิมตัวเลข 𝑘 หลักสุดท้ำยเข้ำไปยังผลลัพธ์ชั่วครำว เนื่องจำกเรำใช้ค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 1 
และสถำนะสุดท้ำยที่จบกำรท ำงำนของออโตมำตันคือ 𝑞 = −1

2
 ดังนั้นเรำจะนิยำมฟังก์ชันสิ้นสุด 

𝜔:𝑄 → 𝒟∗ ได้เป็น 𝜔 (−1
2
) =

1̅

2
  โดยเรำจะน ำตัวเลข 1̅

2
 ไปต่อท้ำยที่ผลลัพธ์ชั่วครำว จะได้ว่ำ

ผลลัพธ์สุดท้ำยคือ 1
2
1̅
1̅

2

1

2
0.1

1

2

1̅

2
  ซึ่งมีค่ำเชิงตัวเลขประมำณ 10.87037 

 กำรปัดเศษในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะสำมำรถท ำได้โดยกำรตัดรูปแบบแทนจ ำนวน ณ 
ต ำแหน่งที่ต้องกำรทิ้งไป ซึ่งเทียบเท่ำกับกำรปัดเศษแบบรำวด์ทูเนียเรสท์นั่นเอง เนื่องจำกตัวเลขที่
อนุญำตให้ใช้ในรูปแบบแทนจ ำนวนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะจะมีค่ำน้อยกว่ำครึ่งหนึ่งของ
ค่ำฐำน (𝛽

2
) เสมอ ในตัวอย่ำงนี้ 𝛽

2
 =1.5 แต่ตัวเลขที่มีค่ำมำกที่สุดที่อนุญำตให้ใช้ในระบบคือ 1 ทั้งนี้

ตัวอย่ำงของกำรตัดรูปแบบแทนจ ำนวนพร้อมทั้งแสดงค่ำเชิงตัวเลขจะเป็นดังตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 9 ตัวอย่ำงกำรปัดเศษของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวก 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑍 ค่ำเชิงตัวเลข 

    
1

2
1̅
1̅

2

1

2
0.1
1

2

1̅

2
 10.87037 

    
1

2
1̅
1̅

2

1

2
0.1
1

2
 10.88889 

    
1

2
1̅
1̅

2

1

2
0.1 10.83333 

□ 
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รูปที่ 3 ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 ค่ำ 𝑚 = 2 และค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 1 

 
ส ำหรับตัวอย่ำงที่ 16 จะเป็นตัวอย่ำงของกำรคูณภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 โดยน ำตัวตั้งมำคูณด้วย

จ ำนวนเต็ม 𝑚 = 5 ซึ่งสำมำรถค ำนวณได้ด้วยวิธีกำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงโดยใช้ออโตมำตัน
จ ำกัดแบบเชื่อมตรงท่ีค ำนวณค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 2 

 

ตัวอย่างที่ 16 ก ำหนดให้จ ำนวน 𝑋 = (4 1̅
2

7

2
0
3

2
5)3 โดยที่ 𝑋 ∈ 𝐸∗ จงหำผลลัพธ์ของกำรแปลงชุด

ตัวเลขแบบเชื่อมตรงของจ ำนวน 𝑋 จำกชุดตัวเลข 𝐸 = {5̅, 9̅
2
, … , 0, … ,

9

2
, 5} ไปยังชุดตัวเลข 

𝒟 = {1̅,
1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัด

แบบเชื่อมตรง 

 จ ำนวน 𝑋 = (4 1̅
2

7

2
0
3

2
5)3 มีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับ 1035.5 กำรแปลงชุดตัวเลขจำกชุด

ตัวเลข E = {5̅, 9̅
2
, … , 0, … ,

9

2
, 5} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลข

ตรรกยะภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงซึ่งมีค่ำ 𝑚 = 5 และค่ำควำมหน่วง 
𝑘 = 2 ซึ่งสำมำรถค ำนวณได้จำกบทตั้งที่ 3 เรำจะแสดงกำรสร้ำงออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงดัง
อัลกอริทึมที่  3 โดยตัวเลขน ำออก 𝑧𝑗+𝑘 สำมำรถถูกค ำนวณได้จำกตัวเลขน ำเข้ำ 𝑥𝑗 และค่ำ
สถำนะปัจจุบัน 𝑞𝑗+𝑘ซึ่งแสดงได้ดังอสมกำรต่อไปนี้ 

𝑧𝑗+𝑘 ≤
−𝑙 + (𝑞𝑗+𝑘×𝛽) + 𝑥𝑗

𝛽𝑘
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โดยที่ 𝑙 = −2 จะได้ว่ำ 

𝑧𝑗+𝑘 ≤
2 + (𝑞𝑗+𝑘×3) + 𝑥𝑗

32
 

สถำนะถัดไปคือ 𝑞𝑗+𝑘−1 สำมำรถค ำนวณได้ดังสมกำร 

𝑞𝑗+𝑘−1 = ((𝑞𝑗+𝑘×3) + 𝑥𝑗) − (𝑧𝑗+𝑘×9) 

ดังนั้นกำรแปลงชุดตัวเลขโดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงด้วยค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 2 สำมำรถ
แสดงได้ดังกรำฟต่อไปนี้ 

0
 4  /  

1

2
→    

−1

2
 

1̅

2
  /  0

→   − 2 

7

2
  /  
1̅

2
→    2 

0  /  
1

2
→    

3

2
 

3

2
  /  
1

2
→    

3

2
 
5  /  1
→     

1

2
 

 ภำยหลังจำกที่อ่ำนตัวเลขน ำเข้ำของจ ำนวน 𝑋 ทั้งหมดแล้ว ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง

จะผลิตผลลัพธ์ชั่วครำวออกมำคือ 1
2
0
1̅

2

1

2

1

2
1 เนื่องจำกสถำนะสุดท้ำยของออโตมำตันหยุดที่สถำนะ 

𝑞 =
1

2
 และค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 2 เรำจะนิยำมฟังก์ชันสิ้นสุด 𝜔:𝑄 → 𝒟∗ ได้เป็น 𝜔 (1

2
) = 0

1

2
 ซึ่ง

เมื่อเรำน ำตัวเลข 0 1
2
 ไปต่อท้ำยผลลัพธ์ชั่วครำว จะได้ผลลัพธ์สุดท้ำยที่ถูกต้องคือ 1

2
0
1̅

2

1

2

1

2
10

1

2
    □ 
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4. ระบบจ านวนชุดตัวเลขตรรกยะภายใต้ฐานจ านวนเต็มลบ 

ในบทที่ 4 นี้ เรำจะกล่ำวถึงส่วนขยำยของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะที่สำมำรถท ำงำนได้
นอกเหนือจำกฐำนจ ำนวนเต็มบวก นั่นคือฐำนจ ำนวนเต็มลบ ส ำหรับฐำนจ ำนวนเต็มลบนั้นจะมีสิ่งที่
ต้องค ำนึงถึงคือ ค่ำน้ ำหนัก (weight) ในแต่ละต ำแหน่ง (position) ของรูปแบบแทนจ ำนวนจะมี
เครื่องหมำยบวกและเครื่องหมำยลบสลับกันไป ซึ่งกำรออกแบบอัลกอริทึมส ำหรับกำรค ำนวณจะต้อง
สำมำรถจัดกำรกับเครื่องหมำยที่สลับกันในแต่ละต ำแหน่งได้ ทั้งนี้เรำได้ด ำเนินกำรปรับปรุงนิยำมของ
ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะให้รองรับฐำนจ ำนวนเต็มลบดังนิยำมท่ี 8 

นิยามที ่8 (ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ) 

ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะประกอบด้วยฐำน  |𝛽| ≥ 2 และชุดตัวเลข 𝒟 = {−𝛼,−𝛼 +
1

2
, … ,0, … , 𝛼 − 1

2
, 𝛼} โดยที่ 𝛼 = |𝛽|+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 จ ำนวน 𝑋 ใด ๆ สำมำรถแสดงเป็นรูปแบบแทน

จ ำนวน 𝑋 = (𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…)𝛽 โดยที่ 𝑥𝑖 ∈ 𝒟 และ 𝑖 ≤ 𝑛 

 

ส ำหรับตัวอย่ำงของชุดตัวเลขที่ใช้ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ
ตั้งแต่ฐำน 𝛽 = −2 ถึง 𝛽 = −6 แสดงดังตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 10 ตัวอย่ำงชุดตัวเลขตรรกยะของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ 

ฐาน 𝜷 ชุดตัวเลข 𝓓 

-2 {
1̅

2
, 0,

1

2
} 

-3 {1̅,
1̅

2
, 0,

1

2
, 1} 

-4 {1̅,
1̅

2
, 0,

1

2
, 1} 

-5 {
3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} 

-6 {
3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} 

 

จะสังเกตได้ว่ำชุดตัวเลขในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน −𝛽 และฐำน 𝛽 จะใช้
ชุดตัวเลขเดียวกัน ในส่วนของกำรพิสูจน์ควำมสมบูรณ์ของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน
จ ำนวนเต็มลบนั้นจะกล่ำวถึงในหัวข้อถัดไป 
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4.1 ความสมบูรณ์ระบบจ านวนชุดตัวเลขตรรกยะภายใต้ฐานจ านวนเต็มลบ 

เรำได้น ำอัลกอริทึมที่ 1 และอัลกอริทึมท่ี 2 คืออัลกอริทึมกำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับ
ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่บวกและจ ำนวนเต็มคี่บวกมำปรับปรุงให้
รองรับกำรท ำงำนภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ นอกจำกนี้ยังได้ท ำกำรเปลี่ยนเครื่องหมำยของตัวทดจำก

เดิมที่ประกอบด้วย {0, 1
2
, 1} เป็น  {0, 1̅

2
, 1̅} ส ำหรับกำรพิสูจน์ควำมสมบูรณ์ของระบบจ ำนวนชุด

ตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบเป็นดังทฤษฎีบทที่ 3 

ทฤษฎีบทที่ 3 (ควำมสมบูรณ์ของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ) 

จ ำนวนใด ๆ  สำมำรถมีรูปแบบแทนจ ำนวนในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ
ได้ 

พิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 3: ส ำหรับกำรพิสูจน์ทฤษฎีบทนี้ เรำได้น ำอัลกอริทึมที่ 1 และอัลกอริทึมที่ 2 ของ
ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวกมำปรับปรุงให้รองรับกำรแปลงจ ำนวนใด ๆ 
ให้อยู่ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบดังอัลกอริทึมที่ 4 ซึ่งรองรับฐำน
จ ำนวนเต็มคูล่บและอัลกอริทึมท่ี 5 รองรับฐำนจ ำนวนเต็มคี่ลบ 

 

4.1.1 การแปลงส าหรับฐานจ านวนเต็มคู่ลบ 

กำรแปลงแบบขนำนของจ ำนวนใด ๆ มำยังรูปแบบแทนจ ำนวนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลข
ตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่ลบนั้นจะมีวิธีกำรแปลงคล้ำยกับกำรแปลงในฐำนจ ำนวนเต็มคู่บวกใน
อัลกอริทึมที่ 1  เริ่มจำกท ำกำรอ่ำนตัวเลขน ำเข้ำ 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…    (𝑥𝑖 เป็นจ ำนวนเต็มที่
มีค่ำ 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ |𝛽| − 1 และ 𝑖 ≤ 𝑛) เข้ำมำพร้อมกันในทุกต ำแหน่ง หลังจำกนั้นในทุกต ำแหน่งจะ
ผลิตตัวทด 𝑐𝑖+1 ออกไปยังต ำแหน่งทำงซ้ำยเพ่ือเป็นกำรลดค่ำของตัวเลขน ำเข้ำ 𝑥𝑖 ให้อยู่ในขอบเขตที่
สำมำรถรับตัวทด 𝑐𝑖 ที่เข้ำมำได้ ส ำหรับตัวทดที่ใช้ในกำรแปลงภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่ลบนี้จะเปลี่ยน

มำใช้ตัวทดที่มี เครื่ องหมำยลบ นั่นคือ 𝑐𝑖 ∈ {0,
1̅

2
, 1̅} ดั งนั้นจะได้ตัว เลขน ำออกชั่ วครำว 

𝑦𝑛+1𝑦𝑛…𝑦0. 𝑦−1𝑦−2 โดยที่ 𝑦𝑖 มีค่ำเท่ำกับ −𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 จะสังเกตได้ว่ำ 𝑦𝑖 ยังมีค่ำ

เกินขอบเขตที่ก ำหนดในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะจึงต้องท ำกำรแปลงแบบขนำนอีกรอบหนึ่ง

โดยก ำหนดให้ตัวทดคือ 𝑐𝑖 ∈ {0,
1̅

2
 } จะได้ผลลัพธ์สุดท้ำยที่ถูกต้องคือ 𝑧𝑛+2𝑧𝑛+1…𝑧0. 𝑧−1𝑧−2 

โดยที่ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 ซึ่งอยู่ในขอบเขตที่ก ำหนดของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะในนิยำมที่ 8 
ส ำหรับขั้นตอนกำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มคู่ลบจะเป็นดังอัลกอริทึมท่ี 4 
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อัลกอริทึมที ่4 (กำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มคู่ลบ) 

input  𝑋 = 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…    where 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ |𝛽| − 1 (Integer) 

output 𝑍 = 𝑧𝑛+2𝑧𝑛+1…𝑧0. 𝑧−1𝑧−2…  where −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 (Rational) 

begin 

            𝑐𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 = 0 

            for all (𝑖 ≤ 𝑛) 

     if 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛼 + 1   then  𝑐𝑖+1 = 0 endif 

     if 𝛼 + 3

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ |

𝛽

2
| + 𝛼 + 1    then  𝑐𝑖+1 = −

1

2
 endif 

if |𝛽
2
| + 𝛼 +

3

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ |𝛽| − 1   then  𝑐𝑖+1 = −1 endif 

     𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 
            𝑦𝑛+1 = 𝑐𝑛+1 

            for all (𝑖 ≤ 𝑛 + 1) 

     if −𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼    then  𝑐𝑖+1 = 0 endif 

     if 𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1   then  𝑐𝑖+1 = −

1

2
 endif 

                  𝑧𝑖 = 𝑦𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 
             𝑧𝑛+2 = 𝑐𝑛+2 

end 

พิสูจน์อัลกอริทึมที่ 4: ในกำรพิสูจน์นี้ เรำจะแสดงให้เห็นถึงควำมถูกต้อง (correctness) และ
สมเหตุสมผล (validation) ของอัลกอริทึมท่ี 4 

1) การพิสูจน์ความถูกต้อง (proof of correctness) 

 ส ำหรับกำรพิสูจน์นี้เรำจะแสดงให้เห็นว่ำผลลัพธ์จำกกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 ไปยังจ ำนวน 𝑍 จะ
ยังคงให้ค่ำเชิงตัวเลขที่เท่ำกัน ‖𝑋‖ = ‖𝑍‖ 

‖𝑋‖ = 𝑥𝑛𝛽𝑛 + 𝑥𝑛−1𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = (𝑥𝑛𝛽
𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽

𝑛+1) + (𝑥𝑛−1𝛽
𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽

𝑛) + ⋯+ (𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛

+ 𝑐𝑛−1𝛽
𝑛−1+. . ) 
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 = 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + (𝑥𝑛𝛽

𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛) + (𝑥𝑛−1𝛽
𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽

𝑛

+ 𝑐𝑛−1𝛽
𝑛−1) + ⋯ 

 = 𝑐𝑛+1𝛽𝑛+1 + (𝑥𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽 + 𝑐𝑛)𝛽𝑛 + (𝑥𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽 + 𝑐𝑛−1)𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = 𝑦𝑛+1𝛽𝑛+1 + 𝑦𝑛𝛽𝑛 + 𝑦𝑛−1𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = (𝑦𝑛+1𝛽
𝑛+1 − 𝑐𝑛+2𝛽

𝑛+2) + (𝑥𝑛𝛽
𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽

𝑛+1) + ⋯+ (𝑐𝑛+2𝛽
𝑛+2

+ 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛+. . ) 

 = 
𝑐𝑛+2𝛽

𝑛+2 + (𝑦𝑛+1𝛽
𝑛+1 − 𝑐𝑛+2𝛽

𝑛+2 + 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1) + (𝑦𝑛𝛽

𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1

+ 𝑐𝑛𝛽
𝑛) +⋯ 

 = 𝑐𝑛+2𝛽
𝑛+2 + (𝑦𝑛+1 − 𝑐𝑛+2𝛽 + 𝑐𝑛+1)𝛽

𝑛+1 + (𝑦𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽 + 𝑐𝑛)𝛽
𝑛 +⋯ 

 = 𝑧𝑛+2𝛽
𝑛+2 + 𝑧𝑛+1𝛽

𝑛+1 + 𝑧𝑛𝛽
𝑛 +⋯ 

 = ‖𝑍‖ 

2) การพิสูจน์ความสมเหตุสมผล (proof of validation)  

ในกำรพิสูจน์จะแสดงให้เห็นว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 เรำได้แบ่งกำรพิสูจน์อัลกอริทึมนี้ออกเป็น
สองส่วนดังต่อไปนี้  

ส่วนที ่1: ตัวเลขน ำเข้ำ 𝑥𝑖 จะถูกแปลงไปยังตัวเลขน ำออกชั่วครำว 𝑦𝑖 โดยที่ 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ |𝛽| − 1 และ 
−𝛼 +

1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 ซึ่งก ำหนดให้ 𝛼 = |

𝛽

4
| เนื่องจำก 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 และ 𝑐𝑖 ∈

{0,−1
2
, −1} จะได้ว่ำ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝑐𝑖+1𝛽 − 𝑐𝑖 

กรณีที่ 1: 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛼 + 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 0 และ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑐𝑖 ดังนั้น 𝑐𝑖 ≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 + 𝑐𝑖  เนื่องจำก 
𝑐𝑖 ∈ {0,−

1

2
, −1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ท้ังหมดมีค่ำเท่ำกับ −1 ≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 

กรณีที่ 2: 𝛼 + 3

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ |

𝛽

2
| + 𝛼 + 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = −12 และ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝛽

2
− 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 3

2
+ c𝑖 ≤ y𝑖 ≤ 𝛼 +

1 + 𝑐𝑖 เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0, −12 , −1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 +
1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤

𝛼 + 1 

กรณีที่ 3: |𝛽
2
| + 𝛼 +

3

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ |𝛽| − 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = −1 และ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝛽 − 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 3

2
+ 𝑐𝑖 ≤ 𝑦𝑖 ≤ −1 +

𝑐𝑖 เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0,−12, −1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ท้ังหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 +
1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ −1 

จำกทั้งสำมกรณีของส่วนที่หนึ่ง เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ −𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 
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ส่วนที ่ 2: ตัวเลขน ำออกชั่วครำว 𝑦𝑖 บำงตัวอำจจะมีค่ำเกินกว่ำที่ก ำหนดในระบบจ ำนวนชุดตัวเลข
ตรรกยะ ดังนั้นจึงต้องท ำกำรจัดกำรตัวเลขส่วนเกินออกโดยแปลงตัวเลขน ำออกชั่วครำว 𝑦𝑖 ไปยัง
ตัวเลขน ำออก 𝑧𝑖 ซึ่งรับประกันได้ว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ α ทั้งนี ้ 𝑧𝑖 = 𝑦𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 และ 𝑐𝑖 ∈
{0,−1

2
} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝑐𝑖+1𝛽 − 𝑐𝑖 

กรณีที่ 1: −𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 0 และ 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 1

2
+ c𝑖 ≤ 𝑧𝑖 ≤ α + 𝑐𝑖 

เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0,−12} จะได้ว่ำ 𝑧𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ α 

กรณีที่ 2: 𝛼 + 1

2
≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝛼 + 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = −
1

2
 และ 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖 −

𝛽

2
− 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 1

2
+ c𝑖 ≤ 𝑧𝑖 ≤ −α +

1 + 𝑐𝑖 เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0, −12} จะได้ว่ำ 𝑧𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ −α + 1 

จำกทั้งสองกรณีของส่วนที่สอง เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 ซึ่งมีค่ำอยู่ในขอบเขตท่ี

ก ำหนดของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่ลบ      ■ 

 

 ตัวอย่ำงกำรหำรูปแบบแทนจ ำนวนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็ม
คู่ลบดังอัลกอริทึมที่ 4 แสดงในตัวอย่ำงที่ 17 และตัวอย่ำงที่ 18 ส ำหรับกำรแปลงจ ำนวนภำยใต้ฐำน 

𝛽 = −2 จำกชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1} ไปยังชุดตัวเลขตรรกยะ 𝒟′ = { 1̅
2
, 0,

1

2
} แสดงในตัวอย่ำงที่ 17 

ส่วนในตัวอย่ำงที่ 18 จะเป็นกำรแปลงจำกชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} ไปยังชุดตัวเลขตรรกยะ 

𝒟′ = {
3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} ภำยในฐำน 𝛽 = −6 

 

ตัวอย่างท่ี 17 ก ำหนดให้ฐำน 𝛽 = −2 จงหำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (1101)−2 ในระบบจ ำนวน
ชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่ลบ 

จำกอัลกอริทึมที่ 4 รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (1101)−2 ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่ลบ 
𝛽 = −2 และชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1} สำมำรถแปลงไปยังรูปแบบแทนจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

𝑍 = (
1̅

2

1̅

2
0
1̅

2
0)−2 โดยมีชุดตัวเลขตรรกยะ 𝒟′ = { 1̅

2
, 0,

1

2
} ภำยใต้ฐำนเดียวกัน ซึ่งขั้นตอนกำร

แปลงแสดงดังตำรำงต่อไปนี้ 
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ตำรำงที่ 11 ตัวอย่ำงกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 = (1101)−2 ไปยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 0 1 1 0 1 

ตัวทด 𝐶 0 0 0 0 0 

ผลลัพธ์ชั่วครำว 𝑌 0 1 1 0 1 

ตัวทด 𝐶 1̅

2
 

1̅

2
 0 

1̅

2
 0 

ผลลัพธ์ 𝑍 1̅

2
 

1̅

2
 0 

1̅

2
 0 

 

ทั้งนี้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = (1101)−2 และจ ำนวน 𝑍 = (1̅
2

1̅

2
0
1̅

2
0)−2 ภำยใต้ฐำน 

𝛽 = −2 สำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำรดังต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

3

𝑖=0
 

 = (1×−23) + (1×−22) + (0×−21) + (1×−20) 

 = −8 + 4 + 0 + 1 

 = −3 

‖𝑍‖ = ∑ 𝑧𝑖×𝛽
𝑖

4

𝑖=0
 

 = (
1̅

2
×−24) + (

1̅

2
×−23) + (0×−22) + (

1̅

2
×−21) + (0×−20) 

 = −8 + 4 + 0 + 1 + 0 

 = −3 

จะเห็นได้ว่ำผลลัพธ์ที่ได้จำกกำรแปลงจ ำนวนด้วยอัลกอริทึมที่ 4 ให้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 

𝑋 และ 𝑍 ที่มีค่ำเท่ำกัน           □ 

ตัวอย่างท่ี 18 ก ำหนดให้ฐำน 𝛽 = −6 จงหำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (1523)−6 ในระบบจ ำนวน
ชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคู่ลบ 

จำกอัลกอริทึมท่ี 4 รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (1523)−6 ภำยใตฐ้ำนจ ำนวนเต็มคู่ลบและชุด
ตัว เลข  𝒟 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} สำมำรถแปลงไปยั ง รูปแบบแทนจ ำนวนชุดตัว เลขตรรกยะ           
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𝑍 = (001̅
3

2
0)−6 โดยมีชุดตัวเลขตรรกยะ 𝒟′ = {3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} ภำยใต้ฐำนเดียวกัน ซึ่ง

ขั้นตอนกำรแปลงแสดงดังตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 12 ตัวอย่ำงกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 = (1523)−6 ไปยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 0 1 5 2 3 

ตัวทด 𝐶 0 
1̅

2
 0 

1̅

2
 0 

ผลลัพธ์ชั่วครำว 𝑌 0 
1

2
 2 

3

2
 0 

ตัวทด 𝐶 0 
1̅

2
 0 0 0 

ผลลัพธ์ 𝑍 0 0 1̅ 
3

2
 0 

ทั้งนี้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = (1523)−6 และจ ำนวน 𝑍 = (001̅ 3
2
0)−6 ภำยใต้ฐำน 

𝛽 = −6 สำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำรดังต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

3

𝑖=0
 

 = (1×−63) + (5×−62) + (2×−61) + (3×−60) 

 = −216 + 180 − 12 + 3 

 = −45 

‖𝑍‖ = ∑ 𝑧𝑖×𝛽
𝑖

4

𝑖=0
 

 = (0×−64) + (0×−63) + (1̅×−62) + (
3

2
×−61) + (0×−60) 

 = 0 + 0 − 36 − 9 + 0 

 = −45 

จะเห็นได้ว่ำผลลัพธ์ที่ได้จำกกำรแปลงจ ำนวนด้วยอัลกอริทึมที่ 4 ให้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 

𝑋 และ 𝑍 ที่มีค่ำเท่ำกัน           □ 
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4.1.2 การแปลงส าหรับฐานจ านวนเต็มคี่ลบ 

กำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่ลบ
นั้น จะมีขั้นตอนกำรแปลงเพียงหนึ่งขั้นตอนคล้ำยกับอัลกอริทึมกำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับ

ฐำนจ ำนวนเต็มคี่บวก แตกต่ำงกันที่ก ำหนดให้ใช้ตัวทด 𝑐𝑖 มีเครื่องหมำยลบคือ 𝑐𝑖 ∈ {1̅,
1̅

2
, 0} 

ผลลัพธ์ที่ได้จำกแปลงมีตัวเลขอยู่ในขอบเขตที่ก ำหนดของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน
จ ำนวนเต็มลบในนิยำมที่ 8 ส ำหรับอัลกอริทึมกำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับระบบจ ำนวนชุด
ตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่ลบจะเป็นดังอัลกอริทึมท่ี 5 

อัลกอริทึมที่ 5 (กำรแปลงจ ำนวนแบบขนำนส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มค่ีลบ) 

input   𝑋 = 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…𝑥0. 𝑥−1𝑥−2…  where 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ |𝛽| − 1 (Integer) 

output 𝑍 = 𝑧𝑛+1𝑧𝑛…𝑧0. 𝑧−1𝑧−2…      where −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 (Rational) 

begin 

            𝑐𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 = 0 

            for all (𝑖 ≤ 𝑛) 

     if 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛼    then  𝑐𝑖+1 = 0 endif 

     if 𝛼 + 1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ |

𝛽

2
| + 𝛼    then  𝑐𝑖+1 = −

1

2
 endif 

if |𝛽
2
| + 𝛼 +

1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ |𝛽| − 1   then  𝑐𝑖+1 = −1 endif 

                  𝑧𝑖 = 𝑥𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 
            𝑧𝑛+1 = 𝑐𝑛+1 

end 

พิสูจน์อัลกอริทึมที่ 5: ในกำรพิสูจน์นี้ เรำจะแสดงให้เห็นถึงควำมถูกต้อง (correctness) และ
สมเหตุสมผล (validation) ของอัลกอริทึมท่ี 5 

1) การพิสูจน์ความถูกต้อง (proof of correctness) 

 ส ำหรับกำรพิสูจน์นี้เรำจะแสดงให้เห็นว่ำผลลัพธ์จำกกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 ไปยังจ ำนวน 𝑍 จะ
ยังคงให้ค่ำเชิงตัวเลขที่เท่ำกัน ‖𝑋‖ = ‖𝑍‖ 

‖𝑋‖ = 𝑥𝑛𝛽𝑛 + 𝑥𝑛−1𝛽𝑛−1 +⋯ 
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 = (𝑥𝑛𝛽
𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽

𝑛+1) + (𝑥𝑛−1𝛽
𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽

𝑛) + ⋯+ (𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛

+ 𝑐𝑛−1𝛽
𝑛−1+. . ) 

 = 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + (𝑥𝑛𝛽

𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽
𝑛+1 + 𝑐𝑛𝛽

𝑛) + (𝑥𝑛−1𝛽
𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽

𝑛

+ 𝑐𝑛−1𝛽
𝑛−1) + ⋯ 

 = 𝑐𝑛+1𝛽𝑛+1 + (𝑥𝑛 − 𝑐𝑛+1𝛽 + 𝑐𝑛)𝛽𝑛 + (𝑥𝑛−1 − 𝑐𝑛𝛽 + 𝑐𝑛−1)𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = 𝑧𝑛+1𝛽𝑛+1 + 𝑧𝑛𝛽𝑛 + 𝑧𝑛−1𝛽𝑛−1 +⋯ 

 = ‖𝑍‖ 

2) การพิสูจน์ความสมเหตุสมผล (proof of validation) 

 ในกำรพสิูจน์นี้จะแสดงให้เห็นว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 เริ่มจำกตัวเลขน ำเข้ำ 𝑥𝑖 จะถูกแปลงไปยัง
ตัวเลขน ำออก 𝑧𝑖 โดยที่ 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ |𝛽| − 1 และ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 ซึ่งก ำหนดให้ 𝛼 = |𝛽|+1

4
 เนื่องจำก 

𝑧𝑖 = 𝑥𝑖 − (𝑐𝑖+1×𝛽) + 𝑐𝑖 และ 𝑐𝑖 ∈ {0,−12, −1} จะได้ว่ำ 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝑐𝑖+1𝛽 − 𝑐𝑖 

กรณีที่ 1: 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝛼 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = 0 และ 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑐𝑖 ดังนั้น 𝑐𝑖 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 + 𝑐𝑖 เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈
{0,−1

2
, −1} จะได้ว่ำ 𝑧𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −1 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 

กรณีที่ 2: 𝛼 + 1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ |

𝛽

2
| + 𝛼 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = −12 และ 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝛽

2
− 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 1 + c𝑖 ≤ z𝑖 ≤ 𝛼 − 𝑐𝑖 

เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0,−12, −1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 

กรณีที่ 3: |𝛽
2
| + 𝛼 +

1

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ |𝛽| − 1 

จำกอัลกอริทึมจะได้ว่ำ 𝑐𝑖+1 = −1 และ 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝛽 − 𝑐𝑖 ดังนั้น −𝛼 + 1 + 𝑐𝑖 ≤ 𝑧𝑖 ≤ −1 +
𝑐𝑖 เนื่องจำก 𝑐𝑖 ∈ {0,−12, −1} จะได้ว่ำ 𝑦𝑖 ที่เป็นไปได้ทั้งหมดมีค่ำเท่ำกับ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ −1 

 จำกทั้งสำมกรณี เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝛼 ซึ่งมีค่ำอยู่ในขอบเขตที่ก ำหนดของ

ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่ลบ       ■ 

 ตัวอย่ำงกำรแปลงจ ำนวนใด ๆ ให้มำอยู่ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มค่ีลบสำมำรถแสดงได้ในตัวอย่ำงที่ 19 และตัวอย่ำงท่ี 20 โดยตัวอย่ำงที่ 19 จะอธิบำยถึงกำรแปลง
จ ำนวนภำยใต้ฐำน 𝛽 = −3 จำกชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2} ไปยังชุดตัวเลขตรรกยะ 𝒟′ =

{1̅,
1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ส ำหรับตัวอย่ำงที่ 20 จะกล่ำวถึงกำรแปลงจ ำนวนภำยใต้ฐำน 𝛽 = −7 จำกชุดตัวเลข 

𝒟 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} ไปยังชุดตัวเลขตรรกยะ 𝒟′ = {2̅, 3̅
2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2} 



 

 

47 

ตัวอย่างที่ 19 ก ำหนดให้ฐำน 𝛽 = −3 จงหำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (2012)−3 ในระบบจ ำนวน
ชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่ลบ 

จำกอัลกอริทึมที่ 5 รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (2012)−3 ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่ลบ 
𝛽 = −3 และใช้ชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2} สำมำรถแปลงไปยังรูปแบบแทนจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

𝑍 = (
1̅

2

1

2
0
1

2

1

2
)−3 โดยใช้ชุดตัวเลข 𝒟′ = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ภำยใต้ฐำนเดียวกัน ซึ่งขั้นตอนกำรแปลง

แสดงดังตำรำงต่อไปนี้ 

 

ตำรำงที่ 13 ตัวอย่ำงกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 = (2012)−3 ไปยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 0 2 0 1 2 

ตัวทด 𝐶 1̅

2
 0 0 

1̅

2
 0 

ผลลัพธ์ 𝑍 1̅

2
 

1

2
 0 

1

2
 

1

2
 

 

ทั้งนี้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = (2012)−3 และจ ำนวน 𝑍 = (1̅
2

1

2
0
1

2

1

2
)−3 ภำยใต้ฐำน 

𝛽 = −3 สำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำรดังต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

3

𝑖=0
 

 = (2×−33) + (0×−22) + (1×−31) + (2×−30) 

 = −54 + 0 − 3 + 2 

 = −55 

‖𝑍‖ = ∑ 𝑧𝑖×𝛽
𝑖

4

𝑖=0
 

 = (
1̅

2
×−34) + (

1

2
×−33) + (0×−32) + (

1

2
×−31) + (

1

2
×−30) 

 = −40.5 − 13.5 + 0 − 1.5 + 0.5 

 = −55 

จะเห็นได้ว่ำผลลัพธ์ที่ได้จำกกำรแปลงจ ำนวนด้วยอัลกอริทึมที่ 5 ให้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 

𝑋 และ 𝑍 ที่มีค่ำเท่ำกัน           □ 
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ตัวอย่างที่ 20 ก ำหนดให้ฐำน 𝛽 = −7 จงหำรูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (3062)−7 ในระบบจ ำนวน
ชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่ลบ 

จำกอัลกอริทึมที่ 5 รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 = (3062)−7 ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มคี่ลบ 
𝛽 = −7 และใช้ชุดตัวเลข 𝒟 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} สำมำรถแปลงไปยังรูปแบบแทนจ ำนวนชุด

ตัวเลขตรรกยะ 𝑍 = (1̅
2

1̅

2
1̅1̅2)−7 โดยใช้ชุดตัวเลข 𝒟′ = {2̅, 3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2} ภำยใต้ฐำน

เดียวกัน ซึ่งขั้นตอนกำรแปลงแสดงดังตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 14 ตัวอย่ำงกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 = (3062)−7 ไปยังระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑋 0 3 0 6 2 

ตัวทด 𝐶 1̅

2
 0 1̅ 0 0 

ผลลัพธ์ 𝑍 1̅

2
 

1̅

2
 1̅ 1̅ 2 

 

ทั้งนี้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = (3062)−7 และจ ำนวน 𝑍 = (1̅
2

1̅

2
1̅1̅2)−7 ภำยใต้ฐำน 

𝛽 = −7 สำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำรดังต่อไปนี้ 

‖𝑋‖ = ∑ 𝑥𝑖×𝛽
𝑖

3

𝑖=0
 

 = (3×−73) + (0×−72) + (6×−71) + (2×−70) 

 = −1029 + 0 − 42 + 2 

 = −1069 

‖𝑍‖ = ∑ 𝑧𝑖×𝛽
𝑖

4

𝑖=0
 

 = (
1̅

2
×−74) + (

1̅

2
×−73) + (1̅×−72) + (1̅×−71) + (2×−70) 

 = −1200.5 + 171.5 − 49 + 7 + 2 

 = −1069 

จะเห็นได้ว่ำผลลัพธ์ที่ได้จำกกำรแปลงจ ำนวนด้วยอัลกอริทึมที่ 5 ให้ค่ำเชิงตัวเลขของจ ำนวน 

𝑋 และ 𝑍 ที่มีค่ำเท่ำกัน           □ 
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4.2 การค านวณแบบเชื่อมตรงส าหรับระบบจ านวนชุดตัวเลขตรรกยะภายใต้ฐานจ านวนเต็มลบ 

 เนื่องจำกวิธีกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงของของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน
จ ำนวนเต็มลบนั้น จะมีควำมซับซ้อนกว่ำกำรค ำนวณภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวกเพรำะค่ำน้ ำหนัก 
(weight) ของแต่ละต ำแหน่งของรูปแบบแทนจ ำนวนจะมีกำรสลับเครื่องหมำยบวกและเครื่องหมำย
ลบ ท ำให้ขั้นตอนกำรพิจำรณำกำรผลิตตัวเลขน ำออก จะต้องสอดคล้องกับต ำแหน่งที่ก ำลังผลิตตัวเลข
น ำออกด้วย ส ำหรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มลบนั้นเป็นดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบทที่ 4 (กำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มลบ)  

กำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบสำมำรถ
ค ำนวณได้โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงที่มีค่ำควำมหน่วงเป็นจ ำนวนเต็ม  𝑘 และจ ำนวน
สถำนะเท่ำกับ |𝛽|𝑘 

พิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 4: ในกำรพิสูจน์นี้เรำได้แปลงเรื่องกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงเป็นปัญหำกำรแปลง
ชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงเช่นเดียวกับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ
ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มบวก อัลกอริทึมนี้สำมำรถแสดงได้โดยออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง ซึ่งมีค่ำ
ควำมหน่วงเป็นจ ำนวนเต็ม 𝑘 และจ ำนวนสถำนะเท่ำกับ |𝛽|𝑘 ดังแสดงในอัลกอริทึมท่ี 6 

อัลกอริทึมที่ 6 (กำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน
จ ำนวนเต็มลบ) 

Input  𝑋 = 𝑥𝑛𝑥𝑛−1…    where −𝛾 ≤ 𝑥𝑖 ≤ γ (Rational) 

output  𝑍 = 𝑧𝑛+k𝑧𝑛+𝑘−1… where −𝛼 ≤ 𝑧𝑖 ≤ α (Rational) 

begin 

𝑚 =
𝛾

𝛼
 

𝑞𝑛+𝑘 = 0 (initial state) 

𝑔 =
−|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

   𝑗 = 𝑛 

    while 𝑗 ≤ 𝑛 do 
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   if 𝑘 = 𝑒𝑣𝑒𝑛 then  

𝑧𝑗+𝑘 ≤
−𝑔+(𝑞𝑗+𝑘×𝛽)+𝑥𝑗

|𝛽|𝑘
 

𝑞𝑗+𝑘−1 = (𝑞𝑗+𝑘×𝛽 + 𝑥𝑗) − (𝑧𝑗+𝑘×|𝛽|
𝑘) 

   if 𝑘 = 𝑜𝑑𝑑 then  

𝑧𝑗+𝑘 ≤
−𝑔+(𝑞𝑗+𝑘×𝛽)+𝑥𝑗

|𝛽|𝑘
 

    𝑧𝑗+𝑘 = −𝑧𝑗+𝑘 

𝑞𝑗+𝑘−1 = (𝑞𝑗+𝑘×𝛽 + 𝑥𝑗) − (−𝑧𝑗+𝑘×|𝛽|
𝑘) 

 

𝑗 = 𝑗 − 1 

enddo 

end 

 ส ำหรับกำรพิสูจน์อัลกอริทึมที่ 6 นั้น เรำได้เสนอชุดสถำนะ 𝑄 ใหม่ที่ใช้ส ำหรับระบบจ ำนวน
ชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบดังนิยำมท่ี 9 รวมถึงเสนอบทตั้งท่ี 4 และบทตั้งที่ 5 เพ่ือใช้
ในกำรพิสูจน์อัลกอริทึมที่ 6 นี้ ในบทตั้งที่ 4 จะแสดงถึงจ ำนวนสถำนะที่ใช้ในออโตมำตันจ ำกัดแบบ
เชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบมีค่ำเท่ำกับ |𝛽|𝑘 
นอกจำกนี้ ส่วนบทตั้งที่ 5 จะแสดงถึงค่ำควำมหน่วงที่จ ำเป็นต้องใช้ส ำหรับออโตมำตันจ ำกัดแบบ
เชื่อมตรงของจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบนี้ 

นิยามที่ 9 

ชุดสถำนะ 𝑄 ส ำหรับออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงของระบบชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวน
เต็มลบสำมำรถนิยำมได้สองชุดสถำนะดังนี้ 

𝑄1 = {
−|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
, … ,

|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−2

4
} 

𝑄2 = {
−|𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)+2

4
, … ,

|𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
} 

บทตั้งที่ 4 

จ ำนวนสถำนะ 𝑞 ที่ใช้ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบมีค่ำเท่ำกับ |𝛽|𝑘 

พิสูจน์ : จำกนิยำมที่  9 กรณี เลือกใช้ชุดสถำนะ 𝑄1 จะได้ว่ ำค่ำของสถำนะต่ ำสุดคือ 𝑔 =
−|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 และค่ำสถำนะสูงสุด ℎ = |𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−2

4
  โดยที่ 𝑔 ≤ 𝑞 ≤ ℎ และ 𝑞 ∈ 𝑄1 

ทั้งนี้จ ำนวนสถำนะทั้งหมดของออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงนี้มีค่ำดังสมกำรต่อไปนี้ 
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2|𝑔| + 2|ℎ| + 1 = 2 |
−|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 | + 2 |

|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−2

4
 | + 1 

                               =
2|𝛽|𝑘−2(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)+2|𝛽|𝑘+2(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−4

4
+ 1 

                               =
4|𝛽|𝑘−4+4

4
 

                               = |𝛽|𝑘 

ส ำหรับกรณีเลือกใช้ชุดสถำนะ 𝑄2  จะได้ว่ำค่ำของสถำนะต่ ำสุดคือ 𝑔 = −|𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)+2

4
 และค่ำ

สถำนะสูงสุด ℎ = |𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
  โดยที่ 𝑔 ≤ 𝑞 ≤ ℎ และ 𝑞 ∈ 𝑄2 โดยจ ำนวนสถำนะทั้งหมดของ

ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงนี้มีดังสมกำรต่อไปนี้ 

2|𝑔| + 2|ℎ| + 1 = 2 |
−|𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)+2

4
 | + 2 |

|𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 | + 1 

                               =
2|𝛽|𝑘+2(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−4+2|𝛽|𝑘−2(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
+ 1 

                               =
4|𝛽|𝑘−4+4

4
 

                               = |𝛽|𝑘 

 จำกทัง้สองกรณีสรุปได้ว่ำ จ ำนวนสถำนะ 𝑞 ที่ใช้ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้

ฐำนจ ำนวนเต็มลบมีค่ำเท่ำกับ |𝛽|𝑘         ■ 

บทตั้งที่ 5 

ค่ำควำมหน่วง 𝑘 ของออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้

ฐำนจ ำนวนเต็มลบมีค่ำเท่ำกับ 𝑘 ≥ log|𝛽|(
(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)(−1+𝛽+𝑚)+|𝛽|𝑚+2

1+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)
) 

พิสูจน์: จำกอสมกำร 

−ℎ + (𝑞𝑗+𝑘𝛽) + 𝑥𝑗
|𝛽|𝑘

≤ 𝑧𝑗+𝑘 ≤ 𝛼 

ก ำหนดให้ 𝛼 = |𝛽|+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
, ℎ =

|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−2

4
, 𝑞𝑗+𝑘 =

−|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
  

และ 𝑥𝑗 = 𝑚×𝛼 จะได้ว่ำ 

−(|𝛽|
𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−2

4
) + (−|𝛽|

𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)
4

)𝛽 + (|𝛽|+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)
4

)𝑚

|𝛽|𝑘
≤
|𝛽|+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

−(
|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−2

4
) + (

−|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
)𝛽 + (

|𝛽|+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
)𝑚 ≤

|𝛽||𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)|𝛽|𝑘

4
 

−|𝛽|𝑘 − (|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2) + 2 − 𝛽|𝛽|𝑘 + 𝛽(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2) + 𝑚|𝛽| + 𝑚(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)
≤ |𝛽||𝛽|𝑘 + (|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)|𝛽|𝑘 

|𝛽|𝑘 + (|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)|𝛽|𝑘

≥ −(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2) + 2 + (|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)𝛽 + |𝛽|𝑚 + (|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)𝑚 

|𝛽|𝑘 ≥
−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)+2+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)𝛽+|𝛽|𝑚+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)𝑚

1+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)
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|𝛽|𝑘 ≥
(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)(−1+𝛽+𝑚)+|𝛽|𝑚+2

1+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)
 

𝑘 ≥ log|𝛽|(
(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)(−1+𝛽+𝑚)+|𝛽|𝑚+2

1+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)
) 

ดังนั้นค่ำควำมหน่วง 𝑘 ของออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลข

ตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบมีค่ำเท่ำกับ 𝑘 ≥ log|𝛽|(
(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)(−1+𝛽+𝑚)+|𝛽|𝑚+2

1+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)
)   ■ 

พิสูจน์อัลกอริทึมที่ 6: จำกบทตั้งท่ี 4 และบทตั้งท่ี 5 เรำจะแสดงให้เห็นว่ำค่ำควำมหน่วง 𝑘 เพียงพอ
ต่อกำรสร้ำงตัวเลข 𝑘 หลักสุดท้ำยของผลลัพธ์ กำรพิสูจน์แบ่งออกเป็นสองส่วนดังนี้ 

ส่วนที่ 1: จำกกำรพิสูจน์อัลกอริทึมที่ 3 จะได้ว่ำ (−𝛼)𝛽𝑘−1 + (−𝛼)𝛽𝑘−2 +⋯+ (−𝛼) ≤ 𝑙 เรำ

จะแสดงให้เห็นว่ำ 𝑙 ≤ 𝑔 โดยเลือกใช้ชุดตัวเลข 𝑄1 ที่มีค่ำสถำนะต่ ำสุด 𝑔 = −|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

−|𝛽|𝑘+1 ≤ −|𝛽|𝑘+1 
−|𝛽|𝑘+1 + |𝛽|𝑚 − |𝛽|𝑘(|𝛽|𝑚𝑜𝑑2) + 𝑚(|𝛽|𝑚𝑜𝑑2) ≤ −|𝛽|𝑘+1 + |𝛽|(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2) + |𝛽|𝑘 − (|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2) 
−|𝛽|𝑘+1+|𝛽|𝑚−|𝛽|𝑘(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)+𝑚(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 ≤ −|𝛽|𝑘+1+|𝛽|(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)+|𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

(−|𝛽|−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2))(|𝛽|𝑘−𝑚)

4
 ≤ −|𝛽|𝑘+1+|𝛽|(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)+|𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

−𝛼(|𝛽|𝑘−𝑚) ≤ (−|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2))(|𝛽|−1)
4

 

−𝛼(|𝛽|𝑘−𝑚)

|𝛽|−1
 ≤ −|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

𝑙 ≤ 𝑔 

ดังนั้นในส่วนที่ 1 สำมำรถสรุปได้ว่ำ (−𝛼)𝛽𝑘−1 + (−𝛼)𝛽𝑘−2 +⋯+ (−𝛼) ≤ 𝑔 

ส่วนที่ 2: จำกกำรพิสูจน์อัลกอริทึมที่ 3 จะได้ว่ำ 𝛼𝛽𝑘−1 + 𝛼𝛽𝑘−2 +⋯+ 𝛼 ≥ 𝑢 เรำจะแสดงให้

เห็นว่ำ 𝑢 ≥ ℎ โดยเลือกใช้ชุดตัวเลข 𝑄2 ที่มีค่ำสถำนะสูงสุด ℎ = |𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

|𝛽|𝑘+1 ≥ |𝛽|𝑘+1 
|𝛽|𝑘+1 − |𝛽|𝑚 + |𝛽|𝑘(|𝛽|𝑚𝑜𝑑2) − 𝑚(|𝛽|𝑚𝑜𝑑2) ≥ |𝛽|𝑘+1 − |𝛽|(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2) − |𝛽|𝑘 + (|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2) 
|𝛽|𝑘+1−|𝛽|𝑚+|𝛽|𝑘(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−𝑚(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 ≥ |𝛽|𝑘+1−|𝛽|(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

(|𝛽|+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2))(|𝛽|𝑘−𝑚)

4
 ≥ |𝛽|𝑘+1−|𝛽|(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)−|𝛽|𝑘+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

𝛼(|𝛽|𝑘−𝑚) ≥ (|𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2))(|𝛽|−1)
4

 

𝛼(|𝛽|𝑘−𝑚)

|𝛽|−1
 ≥ |𝛽|𝑘−(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 

𝑢 ≥ ℎ 

ดังนั้นในส่วนที่ 2 สำมำรถสรุปได้ว่ำ 𝛼𝛽𝑘−1 + 𝛼𝛽𝑘−2 +⋯+ 𝛼 ≥ ℎ 
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จำกส่วนที่ 1 และส่วนที่ 2 สำมำรถสรุปได้ว่ำค่ำควำมหน่วง 𝑘 เพียงพอต่อกำรผลิตตัวเลข 𝑘 

หลักสุดท้ำยของผลลัพธ์ที่ได้จำกออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ

ภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ           ■ 

  

ส ำหรับตัวอย่ำงกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน
จ ำนวนเต็มลบแสดงในตัวอย่ำงที่ 21 และตัวอย่ำงที่ 22 ในตัวอย่ำงที่ 21 จะเป็นตัวอย่ำงของกำรบวก
กันของจ ำนวนสองจ ำนวนภำยใต้ฐำน 𝛽 = −3 ด้วยวิธีกำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงซึ่งเป็นกำร

แปลงชุดตัวเลขจำกชุดตัวเลข 𝐸 = {2̅, 3̅
2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1}  

โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง เมื่อก ำหนดค่ำ 𝑚 = 2 และค ำนวณค่ำควำมหน่วงแบบเชื่อม
ตรงได้เป็น 𝑘 = 1 พร้อมทั้งแสดงกำรปัดเศษโดยกำรตัดรูปแบบแทนจ ำนวนในระบบจ ำนวนชุดตัวเลข
ตรรกยะในตัวอย่ำงนี้ด้วย 

ตัวอย่างที่ 21 ก ำหนดให้จ ำนวน 𝑋 = (2̅ 3
2
21. 1̅1̅

1

2
)−3 โดยที่ 𝑋 ∈ 𝐸∗ จงหำผลลัพธ์ของกำรแปลง

ชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงของจ ำนวน 𝑋 จำกชุดตัวเลข 𝐸 = {2̅, 3̅
2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2} ไปยังชุดตัวเลข 

𝒟 = {1̅,
1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน 𝛽 = −3 โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัด

แบบเชื่อมตรงภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ 
จำกอัลกอริทึมท่ี 6 กำรแปลงชุดตัวเลขของจ ำนวน 𝑋 = (2̅ 3

2
21. 1̅1̅

1

2
)−3 สำมำรถแสดงได้

ด้วยออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงและค ำนวณค่ำ 𝑚 = 2 ส่วนค่ำควำมหน่วง 𝑘 สำมำรถค ำนวณได้
จำกบทตั้งที่ 5 ซึ่งได้ค่ำ 𝑘 = 1 ดังนั้นกำรแปลงจ ำนวน 𝑋 = (2̅ 3

2
21. 1̅1̅

1

2
)−3 จำกชุดตัวเลข 

𝐸 = {2̅,
3̅

2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรก

ยะภำยใต้ฐำน 𝛽 = −3 โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบดังรูปที่ 4 
สำมำรถแสดงได้กรำฟต่อไปนี้ 

0
 2̅  /  

1

2
→    

−1

2
 

3

2
  /   1̅

→    0 
2  /  

1̅

2
→    

1

2
 
1  /  0
→    

−1

2
 
1̅  /  0
→    

1

2
   
1̅  /  1
→     

1

2
  

1

2
  /  
1

2
→     

1

2
 

 ภำยหลังจำกที่อ่ำนตัวเลขน ำเข้ำของจ ำนวน 𝑋 ทั้งหมดแล้ว ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง

จะผลิตผลลัพธ์ชั่วครำวออกมำคือ 1
2
1̅
1̅

2
00.1

1

2
 ขั้นตอนสุดท้ำยส ำหรับกำรแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อม

ตรงนี้คือกำรเพ่ิมตัวเลข 𝑘 หลักสุดท้ำยเข้ำไปยังผลลัพธ์ชั่วครำว เนื่องจำกเรำใช้ค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 1 
และสถำนะสุดท้ำยที่จบกำรท ำงำนของออโตมำตันคือ 𝑞 = 1

2
 ดังนั้นเรำจะนิยำมฟังก์ชันสิ้นสุด 

𝜔:𝑄 → 𝒟∗ ได้เป็น 𝜔 (1
2
) =

1

2
  โดยเรำจะน ำตัวเลข 1

2
 ไปต่อท้ำยที่ผลลัพธ์ชั่วครำว จะได้ว่ำผลลัพธ์

สุดท้ำยคือ 1
2
1̅
1̅

2
00.1

1

2

1

2
  ซึ่งมีค่ำเชิงตัวเลขประมำณ 62.703702          
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กำรปัดเศษในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบสำมำรถท ำได้โดยกำร
ตัดรูปแบบแทนจ ำนวน ณ ต ำแหน่งที่ต้องกำรทิ้งไป ซึ่งเทียบเท่ำกับกำรปัดเศษแบบรำวด์ทเูนียเรสท์
นั่นเอง เนื่องจำกตัวเลขที่อนุญำตให้ใช้ในรูปแบบแทนจ ำนวนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะจะมี
ค่ำน้อยกว่ำครึ่งหนึ่งของค่ำฐำน (|𝛽|

2
) เสมอ ในตัวอย่ำงนี้ |𝛽|

2
 =1.5 แต่ตัวเลขที่มีค่ำมำกที่สุดที่อนุญำต

ให้ใช้ในระบบคือ 1 ทั้งนี้ตัวอย่ำงของกำรตัดรูปแบบแทนจ ำนวนพร้อมทั้งแสดงค่ำเชิงตัวเลขจะเป็นดัง
ตำรำงต่อไปนี้ 

ตำรำงที่ 15 ตัวอย่ำงกำรปัดเศษของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ 

รูปแบบแทนจ ำนวน 𝑍 ค่ำเชิงตัวเลข 

      
1

2
1̅
1̅

2
00.1

1

2

1

2
 62.703702 

      
1

2
1̅
1̅

2
00.1

1

2
 62.722222 

      
1

2
1̅
1̅

2
00.1 62.666667 

□ 

 
รูปที่ 4 ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงภำยใต้ฐำน 𝛽 = −3 ค่ำ 𝑚 = 2 และค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 1 
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ตัวอย่ำงต่อไปจะเป็นตัวอย่ำงของกำรน ำจ ำนวนในระบบชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน 
𝛽 = −4  ม ำ คู ณ ด้ ว ย จ ำ น ว น เ ต็ ม  𝑚 = 7 ซึ่ ง แ ส ด ง ด้ ว ย ก ำ ร แ ป ล ง ชุ ด ตั ว เ ล ข  𝐸 =

{7̅,
13̅̅̅̅

2
, … , 0, … ,

13

2
, 7} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1} โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง

และค ำนวณค่ำควำมหน่วงแบบเชื่อมตรงได้เป็น 𝑘 = 3 

ตัวอย่างท่ี 22 ก ำหนดให้จ ำนวน 𝑋 = (5 7̅
2

1̅

2
107̅)−4 โดยที่ 𝑋 ∈ 𝐸∗ จงหำผลลัพธ์ของกำรแปลงชุด

ตัวเลขแบบเชื่อมตรงของจ ำนวน 𝑋 จำกชุดตัวเลข 𝐸 = {7̅, 13̅̅̅̅
2
, … , 0, … ,

13

2
, 7} ไปยังชุดตัวเลข 

𝒟 = {1̅,
1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน 𝛽 = −4 โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัด

แบบเชื่อมตรงภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ 

จ ำนวน 𝑋 = (5 7̅
2

1̅

2
107̅)−4 มีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับ -5975 กำรแปลงชุดตัวเลขจำกชุด

ตัวเลข E = {7̅, 13̅̅̅̅
2
, … , 0, … ,

13

2
, 7} ไปยังชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1} ในระบบจ ำนวนชุด

ตัวเลขตรรกยะภำยใต้ฐำน 𝛽 = −4 โดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบ
ซึ่งมีค่ำ 𝑚 =7 และค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 3 ซึ่งสำมำรถค ำนวณได้จำกบทตั้งที่ 5 เรำจะแสดงกำรสร้ำง
ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงดังอัลกอริทึมที่ 6 โดยตัวเลขน ำออก 𝑧𝑗+𝑘 สำมำรถถูกค ำนวณได้จำก
ตัวเลขน ำเข้ำ 𝑥𝑗 และค่ำสถำนะปัจจุบัน 𝑞𝑗+𝑘ซึ่งแสดงได้ดังอสมกำรต่อไปนี้ 

𝑧𝑗+𝑘 ≤
−𝑔 + (𝑞𝑗+𝑘×𝛽) + 𝑥𝑗

|𝛽|𝑘
 

โดยที่สถำนะ 𝑔 = −16.0 และสถำนะ ℎ = 15.5 จะได้ว่ำ 

𝑧𝑗+𝑘 ≤
16 + (𝑞𝑗+𝑘×−4) + 𝑥𝑗

|−4|3
 

ส ำหรับค่ำควำมหน่วง 𝑘 ที่เป็นเลขคี่ เรำจะท ำกำรสลับเครื่องหมำยของ 𝑧𝑗+𝑘 เพ่ือหักล้ำงกับกำรสลับ
เครื่องหมำยของค่ำน้ ำหนักในแต่ละต ำแหน่งของฐำนจ ำนวนเต็มลบ ดังนั้น 

𝑧𝑗+𝑘 = −𝑧𝑗+𝑘 

สถำนะถัดไปคอื 𝑞𝑗+𝑘−1 สำมำรถค ำนวณได้ดังสมกำร 

𝑞𝑗+𝑘−1 = ((𝑞𝑗+𝑘×−4) + 𝑥𝑗) − (−𝑧𝑗+𝑘×|−4|
3) 

ดังนั้นกำรแปลงชุดตัวเลขโดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงภำยใต้ฐำนจ ำนวนเต็มลบด้วยค่ำ
ควำมหน่วง 𝑘 = 3 สำมำรถแสดงได้ดังกรำฟต่อไปนี้ 

0
 5  /  0
→    5  

7̅

2
  /  
1

2
→    

17

2
 

1̅

2
  /  
1

2
→    

−5

2
 
1  /  0
→    11 

0  /  
1

2
→   − 12 

7̅  /  
1̅

2
→     9 
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 ภำยหลังจำกที่อ่ำนตัวเลขน ำเข้ำของจ ำนวน 𝑋 ทั้งหมดแล้ว ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง

จะผลิตผลลัพธ์ชั่วครำวออกมำคือ 0 1
2

1

2
0
1

2

1̅

2
 เนื่องจำกสถำนะสุดท้ำยของออโตมำตันหยุดที่สถำนะ 

𝑞 =9 และค่ำควำมหน่วง 𝑘 = 3 เรำจะนิยำมฟังก์ชันสิ้นสุด 𝜔:𝑄 → 𝒟∗ ได้เป็น 𝜔(9) = 1

2
01 

เมื่อเรำน ำตัวเลข 1
2
01 ไปต่อท้ำยผลลัพธ์ชั่วครำว จะได้ผลลัพธ์สุดท้ำยที่ถูกต้องคือ 0 1

2

1

2
0
1

2

1̅

2

1

2
01 มี

ค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับ -5975             □  
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5. สรุปผลงานวิจัยและข้อเสนอแนะ 

5.1 สรุปผลงานวิจัย 

ในงำนวิจัยนี้เรำได้เสนอระบบจ ำนวนใหม่ที่ชุดตัวเลขประกอบด้วยตัวเลขตรรกยะเรียกว่ำ
ระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ ซึ่งสำมำรถท ำงำนได้ภำยใต้ฐำน 𝛽 ที่เป็นจ ำนวนเต็มบวกและจ ำนวน
เต็มลบ  โดยใช้ชุดตัวเลขตรรกยะ 𝒟 = {−𝛼,−𝛼 + 1

2
, … ,0, … , 𝛼 − 1

2
, 𝛼} และตัวเลขตรรกยะ 

𝛼 =
|𝛽|+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
  ข้อดีของกำรเลือกใช้ตัวเลขตรรกยะคือ เรำสำมำรถออกแบบให้แต่ละสมำชิก

ของชุดตัวเลข 𝒟 มีค่ำน้อยกว่ำ |𝛽|
2

 ได้เสมอ ท ำให้กำรปัดเศษ ณ ต ำแหน่งใด ๆ เปรียบเสมือนกำรปัด
เศษแบบรำวด์ทเูนียเรสท์นั่นเอง ซึ่งสอดคล้องสมบัติกำรปัดเศษของกำรเข้ำรหัสอำร์เอน รวมถึงเรำยัง
สำมำรถเพ่ิมจ ำนวนตัวเลขเข้ำไปในชุดตัวเลขเพ่ือให้ระบบจ ำนวนมีควำมซ้ ำซ้อนและสำมำรถท ำกำร
ค ำนวณแบบเชื่อมตรงได้ ทั้งนี้เรำได้พิสูจน์ควำมสมบูรณ์ของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะโดยแสดง
ให้เห็นว่ำจ ำนวนใด ๆ สำมำรถมีรูปแบบแทนจ ำนวนในระบบนี้ได้ นอกจำกนี้เรำยังได้เสนออัลกอริทึม
กำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงส ำหรับระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ โดยแปลงเป็นปัญหำกำรแปลงชุดตัว
เลขที่สำมำรถแสดงได้ด้วยออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรง ซึ่งพิสูจน์ให้เห็นในงำนวิจัยนี้แล้วว่ำออโตมำ
ตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะสำมำรถท ำงำนได้ด้วยจ ำนวนสถำนะ

เท่ำกับ |𝛽|𝑘 โดยที่ 𝑘 คือค่ำควำมหน่วงแบบเชื่อมตรงซึ่งมีค่ำเท่ำกับ 𝑘 ≥ log𝛽(
1+4𝛼𝑚−𝛽

1+4𝛼−𝛽
) ในฐำน

จ ำนวนเต็มบวกและมีค่ำเท่ำกับ 𝑘 ≥ log|𝛽|(
(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)(−1+𝛽+𝑚)+|𝛽|𝑚+2

1+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)
) ในฐำนจ ำนวนเต็มลบ 

 

5.2 บทวิเคราะห์และข้อเสนอแนะ 

เนื่องจำกระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะที่เรำได้น ำเสนอในงำนวิจัยนี้ได้ก ำหนดให้ระบบ
สำมำรถท ำงำนได้ภำยใต้ฐำน 𝛽 ที่เป็นได้ทั้งจ ำนวนเต็มบวกและจ ำนวนเต็มลบ โดยออกแบบชุดตัวเลข
เป็นแบบสมมำตร ดังนั้นจึงมีจ ำนวนตัวเลขตรรกยะภำยในชุดตัวเลขเท่ำกับ |𝛽| + 1 ตัวส ำหรับฐำนคู่
และ |𝛽| + 2 ตัวส ำหรับฐำนคี่ ถ้ำเรำสนใจในกรณีของกำรลดจ ำนวนตัวเลขตรรกยะของชุดตัวเลขให้
น้อยลงนั้น เรำไม่สำมำรถลดจ ำนวนตัวเลขตรรกยะในชุดตัวเลขส ำหรับฐำนคู่ได้เนื่องจำกมีค่ำน้อยที่สุด
ที่ท ำให้ระบบจ ำนวนมีสมบัติซ้ ำซ้อนและเป็นสิ่งจ ำเป็นต่อกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรง แต่ส ำหรับฐำนคี่
ซึ่งมีจ ำนวนตัวเลขตรรกยะในชุดตัวเลขมำกกว่ำฐำนคู่จ ำนวนหนึ่งตัวนั้นอำจสำมำรถลดจ ำนวนตัวเลข
ตรรกยะให้น้อยลงเท่ำกับฐำนคู่ได้ หนึ่งในวิธีที่สำมำรถท ำได้คือกำรออกแบบให้ชุดตัวเลขเป็นแบบ
อสมมำตร นั่นคือก ำหนดให้ชุดตัวเลขตรรกยะมีสมำชิกค่ำเอียงไปทำงฝั่งลบหรือฝั่งบวก เช่น จำกเดิมที่

ชุดตัวเลขตรรกยะแบบสมมำตรส ำหรับฐำน 𝛽 = 5 คือ 𝒟 = {3̅
2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} ก็เปลี่ยนเป็นชุด
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ตัวเลขตรรกยะแบบอสมมำตร คือ 𝒟 = {3̅
2
, 1̅,

1̅

2
, 0,

1

2
, 1} หรือ 𝒟 = {1̅, 1̅

2
, 0,

1

2
, 1,

3

2
} ซึ่งสำมำรถ

ลดจ ำนวนตัวเลขตรรกยะที่ใช้ในชุดตัวเลขลงจำกเดิม 7 ตัวเหลือเพียง 6 ตัว เป็นต้น แต่อย่ำงไรก็ตำม
กำรเลือกใช้ชุดตัวเลขตรรกยะแบบอสมมำตรจะต้องท ำกำรออกแบบอัลกอริทึมกำรแปลงจ ำนวนใด ๆ 
ให้มำอยู่ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะแบบอสมมำตรใหม่ รวมถึงออกแบบอัลกอริทึมกำรค ำนวณ
แบบเชื่อมตรงใหม่ด้วย เพรำะกำรที่เรำไม่มีคู่ของตัวเลขตรรกยะที่มีทั้งค่ำบวกและค่ำลบให้เลือกใช้  
อำจส่งผลต่อควำมสำมำรถในกำรจ ำกัดขอบเขตกำรแพร่ของตัวทดในระหว่ำงกำรค ำนวณและ
จ ำเป็นต้องเพ่ิมค่ำควำมหน่วงที่ใช้ในออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงด้วย 

นอกจำกนี้เรำได้ออกแบบให้ชุดตัวเลขของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะประกอบด้วย  
ตัวเลขที่มีค่ำต่อเนื่องกัน โดยประกอบด้วยตัวเลขจ ำนวนเต็มและเพ่ิมตัวเลขตรรกยะเข้ำมำซึ่งมี

ระยะห่ำงระหว่ำงตัวเลขที่เท่ำกันคือ 1
2
 ถ้ำเรำเปรียบเทียบประสิทธิภำพในด้ำนต่ำง ๆ ระหว่ำงชุด

ตัวเลขของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะคือ 𝒟1 = {−𝛼,−𝛼 +
1

2
, … , 0, … , 𝛼 −

1

2
, 𝛼} โดยที่ 

𝛼 =
|𝛽|+(|𝛽| 𝑚𝑜𝑑 2)

4
 กับชุดตัวเลขแบบสมมำตรของระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยประเภทที่ใช้

จ ำนวนตัวเลขน้อยที่สุดคือ 𝒟2 = {⌊
−𝛽

2
⌋ , ⌊

−𝛽

2
⌋ + 1,… , 0, … , ⌈

𝛽

2
⌉ − 1, ⌈

𝛽

2
⌉} เมื่อก ำหนดให้ฐำน 

𝛽 = 2 จะได้ว่ำชุดตัวเลขของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะคือ 𝒟1 = {
1̅

2
, 0,

1

2
} และชุดตัวเลขของ

ระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำยคือ 𝒟2 = {1̅, 0, 1} จะสังเกตได้ว่ำถึงแม้ชุดตัวเลข 𝒟1 จะ

ประกอบด้วยตัวเลขที่มีค่ำต่ ำสุดคือ 1̅
2
 และค่ำสูงสุดคือ 1

2
 ซึ่งมีค่ำน้อยกว่ำตัวเลขในชุดตัวเลข 𝒟2 ที่มี

ค่ำต่ ำสุดคือ −1 และค่ำสูงสุดคือ 1 อยู่ครึ่งหนึ่ง แต่ไม่ได้ส่งผลต่อขนำดควำมยำวของรูปแบบแทน
จ ำนวนของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะที่จ ำเป็นต้องเพ่ิมข้ึนสองเท่ำตำมไปด้วยเมื่อเปรียบเทียบกับ
จ ำนวนเดียวกันในระบบจ ำนวนแบบมีเครื่องหมำย ในควำมจริงแล้วควำมยำวของรูปแบบแทนจ ำนวน
จะเพ่ิมข้ึนไม่เกินหนึ่งหลักเท่ำนั้น  

กำรออกแบบให้ระยะห่ำงของตัวเลขตรรกยะในชุดตัวเลขของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะ

มีค่ำมำกกว่ำหรือน้อยกว่ำ 1
2
 นั้น เช่น ฐำน 𝛽 = 2 ก ำหนดให้ระยะห่ำงระหว่ำงตัวเลขในชุดตัวเลขคือ 

1

3
 ตัวอย่ำงของชุดตัวเลขคือ 𝒟 = {1̅

3
, 0,

1

3
} หรือฐำน 𝛽 = 5 ก ำหนดให้ระยะห่ำงระหว่ำงตัวเลขในชุด

ตัวเลขคือ 1
4
 จะได้ตัวอย่ำงของชุดตัวเลขคือ 𝒟 = {3̅

4
,
2̅

4
,
1̅

4
, 0,

1

4
,
2

4
,
3

4
} เป็นต้น เรำจะต้องค ำนึงถึง

ควำมสมบูรณ์ของระบบในกำรแสดงจ ำนวนใด ๆ ได้ทุกจ ำนวน ซึ่งอำจส่งผลต่อควำมสิ้นเปลืองที่จะ
เกิดข้ึนกับกำรที่ต้องใช้จ ำนวนตัวเลขตรรกยะในชุดตัวเลขท่ีเพ่ิมขึ้นเพ่ือให้เพียงพอต่อกำรแสดงจ ำนวน
ต่ำง ๆ และจะส่งผลต่อขนำดควำมยำวของรูปแบบแทนจ ำนวนที่จ ำเป็นต้องเพ่ิมขึ้นตำมไปด้วย 
นอกจำกนี้ถ้ำเกิดเหตุกำรณ์ที่มีกำรใช้ตัวเลขในระบบที่เพ่ิมมำกขึ้นก็ย่อมส่งผลกระทบต่ออัลกอริทึม
กำรแปลงที่อำจจะต้องเพ่ิมขั้นตอนกำรแปลงและจัดกำรกับตัวทดที่เพ่ิมขึ้นในระบบ รวมถึ งกำร
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ปรับปรุงอัลกอริทึมกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงที่อำจจะต้องเพ่ิมค่ำควำมหน่วงหรือจ ำนวนสถำนะของ
ออโตมำตันด้วย 

ส ำหรับกำรขยำยควำมสำมำรถของระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะให้รองรับฐำนอ่ืน ๆ 
นอกเหนือจำกฐำนจ ำนวนเต็ม เช่น จ ำนวนเชิงซ้อน อำจใช้แนวคิดของกำรเพ่ิมจ ำนวนเชิงซ้อนเข้ำไป
ในชุดตัวเลขตรรกยะหรือใช้ชุดตัวเลขที่ประกอบด้วยตัวเลขตรรกยะและก ำหนดให้ฐำนมีค่ำเป็น
จ ำนวนเชิงซ้อนแทน กำรท ำเช่นนี้จะเพ่ิมควำมสำมำรถให้ระบบสำมำรถแสดงค่ำของจ ำนวนเชิงซ้อน
ได้ซึ่งแตกต่ำงจำกระบบเดิมที่แสดงค่ำได้เฉพำะจ ำนวนจริง แต่อย่ำงไรก็ตำมในอัลกอริทึมกำรแปลง
จ ำนวนจำกระบบจ ำนวนอ่ืน ๆ อำจใช้วิธีรวมกำรพิจำรณำส่วนจริง (real part) และส่วนจินตภำพ 
(imaginary part) เข้ำด้วยกันหรือจะแยกกันพิจำรณำก็ได้ ซึ่งจะขึ้นอยู่กับวิธีกำรจัดกำรตัวทดที่เกิดขึ้น
ในระหว่ำงขั้นตอนกำรแปลง รวมถึงในกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงโดยใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อม
ตรงจะต้องจัดกำรกับเศษเหลือหรือค่ำของสถำนะในแต่ละขั้นตอนกำรค ำนวณ โดยอำจจะรวมส่วน
จริงและส่วนจินตภำพไว้ในสถำนะเดียวกัน หรือจะแยกสถำนะกัน ซึ่งส่งผลต่อจ ำนวนสถำนะและค่ำ
ควำมหน่วงที่จ ำเป็นต้องใช้แตกต่ำงกันด้วย 

ทั้งนี้วิธีกำรออกแบบชุดตัวเลขแบบต่ำง ๆ จะส่งผลต่อประสิทธิภำพของอัลกอริทึมที่ใช้ในกำร
แปลงจ ำนวนใด ๆ ในระบบจ ำนวนอ่ืนมำยังระบบจ ำนวนที่เรำก ำลังออกแบบอยู่ด้วย ถ้ำพิจำรณำใน
ด้ำนของเวลำที่ใช้ในกำรแปลงก็ขึ้นอยู่กับว่ำระบบจ ำนวนที่เรำก ำลังออกแบบมีควำมสำมำรถในกำร
แปลงจ ำนวนแบบอนุกรม กำรแปลงแบบขนำน หรือกำรแปลงแบบเชื่อมตรง ซึ่งจะเกี่ยวข้องกับ
ควำมสำมำรถในกำรจัดกำรและจ ำกัดกำรแพร่ของตัวทดในระหว่ำงขั้นตอนกำรแปลง ถ้ำเรำสำมำรถ
ออกแบบให้ระบบจ ำนวนสำมำรถท ำกำรแปลงแบบขนำนได้ จะช่วยประหยัดเวลำในกำรแปลงลงไป
ได้มำก และสำมำรถน ำไปประยุกต์ใช้ร่วมกับระบบจ ำนวนแบบอ่ืน ๆ ในระหว่ำงกำรค ำนวณได้ 
เนื่องจำกแต่ละระบบจ ำนวนมีจุดเด่นจุดด้อยที่เหมำะสมกับกำรน ำไปประยุกต์ใช้กับปัญหำที่แตกต่ำง
กันออกไป ดังนั้นในระหว่ำงข้ันตอนกำรค ำนวณ ถ้ำเรำพบว่ำมีระบบจ ำนวนอื่นที่มีประสิทธิภำพในกำร
ท ำงำนกับปัญหำนั้น ๆ ได้ดีกว่ำและคุ้มค่ำต่อกำรเสียเวลำแปลงจ ำนวนกลับไปกลับมำ ก็เป็นอีกหนึ่ง
แนวทำงท่ีควรพิจำรณำ 

ในส่วนของขั้นตอนกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะนั้น เรำได้
แปลงปัญหำของกำรค ำนวณเป็นปัญหำกำรแปลงชุดตัวเลขและใช้ออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงมำ
ประยุกต์ใช้ ซึ่งจำกที่กล่ำวไปในบทก่อนหน้ำนี้เกี่ยวกับองค์ประกอบต่ำง ๆ ของออโตมำตันจ ำกัดแบบ
เชื่อมตรงที่จ ำเป็นต้องค ำนึงถึงในระหว่ำงขั้นตอนกำรออกแบบอัลกอริทึมกำรค ำนวณ เช่น จ ำนวน
สถำนะที่จ ำเป็นต้องใช้ในระหว่ำงขั้นตอนกำรค ำนวณ กำรหำค่ำควำมหน่วงแบบเชื่อมตรงที่มีค่ำเป็น
จ ำนวณเต็มบวก เป็นต้น สิ่งส ำคัญที่ต้องค ำนึงถึงในระหว่ำงขั้นตอนกำรออกแบบอัลกอริทึมกำร
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ค ำนวณแบบเชื่อมตรงคือ ออโตมำตันจะต้องใช้จ ำนวนสถำนะในระหว่ำงกำรค ำนวณมำกน้อยเพียงใด 
สำมำรถระบุขอบเขตของค่ำสถำนะได้หรือไม่ ถ้ำเรำสำมำรถพิสูจน์ได้ว่ำจ ำนวนสถำนะมีค่ำจ ำกัดก็จะ
สะดวกต่อกำรน ำไปประยุกต์เพ่ือพัฒนำเป็นฮำร์ดแวร์ต่อไป กำรพิสูจน์เรื่องขอบเขตของค่ำสถำนะที่
เป็นไปได้ในระหว่ำงกำรท ำงำนของออโตมำตันนั้นจะมีปัจจัยที่เกี่ยวข้อง คือ ค่ำฐำน (𝛽) ค่ำต่ ำสุดและ
ค่ำสูงสุดของตัวเลขตรรกยะที่อนุญำตให้มีในชุดตัวเลข (±𝛼) ขนำดจ ำนวนเท่ำของชุดตัวเลขน ำเข้ำ 
(𝑚) และค่ำควำมหน่วงแบบเชื่อมตรง (𝑘) ทั้งนี้ตัวแปรส ำคัญที่ส่งผลอย่ำงมำกต่อผลลัพธ์จำกสมกำร
กำรค ำนวณขอบเขตของสถำนะของออโตมำตันจ ำกัดแบบเชื่อมตรงที่ใช้ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลข
ตรรกยะคือ ค่ำควำมหน่วงแบบเชื่อมตรง (𝑘) เนื่องจำกในสมกำรกำรค ำนวณนั้น ตัวแปร 𝑘 อยู่ในรูป
ของ |𝛽|𝑘 ดังนั้น ค่ำ 𝑘 ยิ่งมำกก็ยิ่งส่งผลต่อค่ำขอบเขตของสถำนะมำกขึ้นตำมไปด้วย 

ปัจจัยที่เกี่ยวข้องกับสมกำรกำรหำค่ำควำมหน่วงแบบเชื่อมตรง 𝑘 คือ ค่ำฐำน (𝛽) ค่ำต่ ำสุด
และค่ำสูงสุดของตัวเลขตรรกยะที่อนุญำตให้มีในชุดตัวเลข (±𝛼) และขนำดจ ำนวนเท่ำของชุดตัวเลข
น ำเข้ำ (𝑚) โดยตัวแปรที่ส่งผลมำกที่สุดต่อค่ำของสมกำรกำรหำค่ำควำมหน่วงแบบเชื่อมตรง 𝑘 คือ 
ค่ำ 𝑚 ในที่นี้ตัวแปร 𝑚 ยิ่งมีค่ำมำกก็ยิ่งส่งผลต่อกำรเพ่ิมขึ้นของค่ำ 𝑘 ตำมไปด้วย แต่อย่ำงไรก็ตำมค่ำ
ของ 𝑘 ไม่ได้เพ่ิมขึ้นแปรผันตรงกับค่ำ 𝑚 เนื่องจำกสมกำรที่ใช้ในกำรค ำนวณหำค่ำ 𝑘 เป็นสมกำร
ลอกำริทึม ดังนั้นค่ำ 𝑘 จึงเพ่ิมขึ้นเป็นฟังก์ชันลอกำริทึม ทั้งนี้ปัจจัยที่มีต่อกำรพิสูจน์ว่ำค่ำ 𝑘 ที่น้อย
ที่สุดที่เพียงพอต่อกำรท ำงำนของออโตมำตันคือค่ำใด อำจขึ้นอยู่กับค่ำเศษเหลือหรือค่ำของสถำนะที่
ได้จำกกำรค ำนวณในแต่ละรอบ ซึ่งจะต้องสอดคล้องกับค่ำสถำนะที่อนุญำตให้มีในออโตมำตัน 
นอกจำกนี้ค่ำสถำนะดังกล่ำวจะต้องสำมำรถแสดงได้โดยใช้ตัวเลขตรรกยะไม่เกิน 𝑘 ตัว โดยที่ตัวเลข
ตรรกยะท่ีใช้จะต้องมีอยู่ในชุดตัวเลขของระบบด้วย  

 นอกจำกนี้เรื่องของกำรปัดเศษในระบบจ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะที่เรำได้เสนอไปนั้น กำรปัด
เศษด้วยวิธีกำรตัดรูปแบบแทนจ ำนวน ณ ต ำแหน่งที่ต้องกำร อำจไม่สำมำรถรับประกันได้ว่ำจะไม่มี
รูปแบบแทนจ ำนวนอื่นที่มีค่ำเชิงตัวเลขใกล้เคียงกับค่ำตั้งต้นมำกกว่ำภำยใต้ควำมยำวของรูปแบบแทน

จ ำนวนที่เท่ำกัน เช่น รูปแบบแทนจ ำนวนภำยใต้ฐำน 𝛽 = 3 และชุดตัวเลข 𝒟 = {1̅, 1̅
2
, 0,

1

2
, 1} คือ 

1.1
1

2
1 มีค่ำเชิงตัวเลขประมำณ 1.42593 ถ้ำเรำตัดตัวเลขทำงขวำสุดของรูปแบบแทนจ ำนวนออกไป

หนึ่งตัว จะได้เป็น 1.1 1
2
  ซ่ึงมีค่ำเชิงตัวเลขประมำณ 1.38888 แต่อย่ำงไรก็ตำมเรำสำมำรถหำรูปแบบ

แทนจ ำนวนอ่ืนที่มีควำมยำวของรูปแบบแทนจ ำนวนที่เท่ำกันและสำมำรถแสดงค่ำเชิงตัวเลขได้
ใกล้เคียงกับ 1.42593 มำกกว่ำ นั่นคือ 1.11 ซึ่งมีค่ำเชิงตัวเลขประมำณ 1.44444 

ในส่วนของกำรเปรียบเทียบสมบัติต่ำง ๆ ระหว่ำงระบบจ ำนวนที่เรำน ำเสนอใหม่คือ ระบบ
จ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะกับกำรเข้ำรหัสอำร์เอนของเดิมนั้น สิ่งที่ทั้งสองระบบจ ำนวนมีเหมือนกันคือ
สมบัติกำรปัดเศษแบบรำวด์ทูเนียเรสท์ ซึ่งกำรปัดเศษสำมำรถท ำได้โดยกำรตัดส่วนของรูปแบบแทน
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จ ำนวนทิ้งไป ณ ต ำแหน่งที่ต้องกำร ผลลัพธ์จำกกำรตัดคือรูปแบบแทนจ ำนวนที่มีค่ำเชิงตัวเลขเท่ำกับ
กำรปัดเศษแบบรำวด์ทูเนียเรสท์ แต่สิ่งที่แตกต่ำงกันของสองระบบจ ำนวนนี้คือ กำรคงสมบัติกำรปัด
เศษแบบรำวด์ทูเนียเรสท์ของรูปแบบแทนจ ำนวนในระหว่ำงขั้นตอนกำรค ำนวณ เนื่องจำกในฐำนคู่

บวกนั้นกำรเข้ำรหัสอำร์เอนอนุญำตให้ใช้ตัวเลขจ ำนวนเต็มที่มีค่ำน้อยที่สุดคือ −𝛽
2

 และค่ำสูงสุดคือ 𝛽
2
 

ซึ่งตัวเลขทั้งสองตัวนี้เองที่เป็นอุปสรรคต่อกำรผลิตผลลัพธ์จำกกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงให้มีรูปแบบ
แทนจ ำนวนที่ถูกต้องตรงตำมกำรเข้ำรหัสอำร์เอน เนื่องจำกไม่สำมำรถควบคุมกำรแพร่ของตัวทดไม่ให้
กระทบไปถึงตัวเลขหลักทำงซ้ำยสุดในระหว่ำงขั้นตอนกำรค ำนวณได้ แต่ในระบบจ ำนวนชุดตัวเลข

ตรรกยะอนุญำตให้ใช้ตัวเลขที่มีค่ำต่ ำสุดคือ −𝛽
4

 และค่ำสูงสุดคือ 𝛽
4
 ซึ่งตัวเลขทั้งสองตัวมีค่ำน้อยกว่ำ

ครึ่งหนึ่งของค่ำฐำน ท ำให้สำมำรถออกแบบกำรค ำนวณไม่ให้เกิดตัวทดแพร่ไปจนถึงหลักทำงซ้ำยสุด
ได้ ส่งผลให้ผลลัพธ์ที่ได้จำกกำรค ำนวณยังคงอยู่ในรูปแบบที่ถูกต้องของระบบจ ำนวนชุดตัวเลข  
ตรรกยะและมีสมบัติกำรปัดเศษแบบรำวด์ทูเนียเรสท์ ทั้งนี้ส ำหรับฐำนคี่บวกนั้นกำรเข้ำรหัสอำร์เอน
เป็นระบบจ ำนวนที่ไม่มีสมบัติซ้ ำซ้อน จึงไม่รองรับกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงอยู่แล้ว  แต่ในระบบ
จ ำนวนชุดตัวเลขตรรกยะมีกำรเพ่ิมตัวเลขตรรกยะเข้ำไปในชุดตัวเลข ท ำให้เกิดสมบัติซ้ ำซ้อนขึ้นใน
ระบบและเพียงพอต่อกำรออกแบบอัลกอริทึมกำรค ำนวณแบบเชื่อมตรงให้สำมำรถท ำงำนได้
เหมือนกับฐำนคู่บวก 
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