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บทคั ดย่อ ภาษาไทย 
 กิตติภพ พละการ : แนวทางใหม่ในการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน โดยการใช้ค่า

เศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อน. ( Alternative Redundant Residue Number System 
Construction with Redundant Residue Representations) อ.ที่ปรึกษาหลัก : ผศ. 
ดร.อรรถสิทธิ์ สุรฤกษ์ 

  
ระบบจ้านวนเศษเหลือ เป็นระบบการแทนจ้านวนเต็มที่สามารถแทนจ้านวนเต็มขนาด

ใหญ่ด้วยจ้านวนเต็มที่มีค่าน้อยกว่าหลาย ๆ จ้านวน การค้านวณผลบวกและผลคูณในระบบ
ดังกล่าวสามารถท้าได้อย่างรวดเร็ว ท้าให้ระบบจ้านวนเศษเหลือถูกน้ามาใช้อย่างแพร่หลายในงาน
ต่าง ๆ เช่น การประมวลผลสัญญาณ งานด้านการสื่อสารและเครือข่าย และการเข้ารหัสลับ เป็นต้น 
ระบบจ้านวนเศษเหลือได้ถูกพัฒนาเป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน ซึ่งสามารถตรวจจับและ
แก้ไขความผิดพลาดได้ ท้าให้เหมาะกับงานที่ต้องการความสามารถในการทนต่อความผิดพร่อง 
ปัจจุบันมีแนวทางหลัก 2 แนวทางในการแปลงจากระบบจ้านวนเศษเหลือให้เป็นระบบจ้านวนเศษ
เหลือซ ้าซ้อน วิทยานิพนธ์นี จะเสนอแนวทางใหม่ในการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน  โดย
การใช้ค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อน วิธีการที่น้าเสนอนี ท้าให้การประมวลผลบางอย่างสามารถท้าได้
รวดเร็วขึ น เช่น การแปลงจ้านวนในรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็ม และการตรวจจับความ
ผิดพลาด เป็นต้น นอกจากนี ยังท้าให้ระบบสามารถเปรียบเทียบค่าจ้านวนเต็มในรูปของเศษเหลือ
ได้รวดเร็วมากขึ นด้วย อย่างไรก็ตามวิธีการที่น้าเสนอท้าให้ใช้เวลาในการค้านวณผลบวกและผลคูณ
มากขึ น วิทยานิพนธ์นี ได้ท้าการเปรียบเทียบข้อดีและข้อจ้ากัดของวิธีการแปลงจากระบบจ้านวน
เศษเหลือให้เป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนแบบต่าง ๆ เพ่ือให้ผู้ที่สนใจสามารถน้าไปพัฒนา
ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนให้มีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ น 
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Residue number system (RNS) is a number representation system that 

represents a large integer with several smaller integers. Due to its ability to perform 
addition and multiplication in parallel, RNS is widely used in signal processing, 
communication, and cryptography. To extend the ability of RNS, redundant residue 
number system (RRNS), which has abilities to detect and correct errors, is proposed 
to be used in fault tolerant applications. Currently, there are two major ways to 
construct RRNS from RNS. This thesis proposes an alternative way to do the 
construction by using redundant residue representations. Our proposed RRNS can 
perform certain operations more efficiently, for example, backward conversion and 
error detection, and can also perform a complex RNS operation, namely, 
comparing the values between two RRNS representations. However, it would have 
more costs to perform addition and multiplication on our RRNS. We also compare 
our work to the two previous works, and discuss their advantages and drawbacks. 
Further investigations are required to improve the performance of the proposed 
RRNS. 
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บทที่ 1 
บทน า 

1.1 ที่มาและความส าคัญของปัญหา 

ระบบจ้านวนเศษเหลือ (residue number system – RNS) เป็นระบบการแทนจ้านวนเต็ม
โดยใช้เศษเหลือจากการหารจ้านวนเต็มนั นด้วยตัวหารชุดหนึ่ง ระบบจ้านวนเศษเหลือนี มีข้อดีหลาย
ประการ เช่น เศษเหลือที่ใช้แทนจ้านวนเต็มจะมีค่าน้อยกว่าจ้านวนเต็มนั นมาก เมื่อน้ามาใช้ในการ
ค้านวณค่าต่าง ๆ จะท้าให้การค้านวณท้าได้รวดเร็ว โดยเฉพาะการบวกและการคูณ และการค้านวณ
ค่าเศษเหลือของตัวหารตัวหนึ่งไม่ส่งผลกระทบกับการค้านวณของตัวหารตัวอ่ืน ท้าให้สามารถใช้การ
ค้านวณแบบขนานในระบบจ้านวนเศษเหลือได้ ดังได้กล่าวไว้ใน [1] [2] เป็นต้น 

จากข้อดีของระบบจ้านวนเศษเหลือที่กล่าวมา ท้าให้ระบบจ้านวนเศษเหลือถูกน้ามาใช้อย่าง
แพร่หลายในงานต่าง ๆ ที่เน้นการค้านวณการบวกและการคูณเป็นหลัก เช่น การประมวลผลสัญญาณ 
งานด้านการสื่อสารและเครือข่าย และการเข้ารหัสลับ เป็นต้น มีหลายการใช้งานที่ต้องการให้ระบบ
จ้านวนเศษเหลือมีความสามารถในการทนต่อความผิดพร่อง (fault tolerant) ตัวอย่างเช่น ในการ
ค้านวณบนระบบฝังตัว วงจรของระบบฝังตัวนั นมีความซับซ้อนและยากต่อการตรวจสอบความถูกต้อง
ของการท้างาน การตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาดที่เกิดขึ นจึงมีความส้าคัญ ด้วยเหตุผลนี จึงท้าให้
ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน (redundant residue number system – RRNS) ถูกคิดขึ น โดย
ระบบดังกล่าวมีความสามารถในการตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาดที่เกิดขึ นได้  

บาร์ซิ (Barsi) และ เมสตรินิ (Maestrini) [3] ได้พัฒนาระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนขึ น โดย
พวกเขาใช้วิธีการเพ่ิมตัวหารซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบจ้านวนเศษเหลือ ท้าให้ระบบดังกล่าวมีสมบัติเป็น
ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน มีงานวิจัยมากมายที่น้าแนวคิดของ บาร์ซิ และ เมสตรินิ ไปพัฒนาต่อ 
[4] [5] [6] [7] ข้อจ้ากัดของวิธีการนี คือ ต้องมีการเพิ่มตัวหารซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบ 

นอกจากวิธีของ บาร์ซิ และ เมสตรินิ แล้ว ยังมีอีกวิธีหนึ่งที่สามารถแปลงระบบจ้านวน 
เศษเหลือให้เป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนได้ แคตติ (Katti) [8] ได้น้าเสนอระบบจ้านวน 
เศษเหลือที่ตัวหารไม่จ้าเป็นต้องเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน การใช้ตัวหารตามแบบของแคตติจะ
สามารถแปลงระบบจ้านวนเศษเหลือให้มีสมบัติเป็ นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนได้ โดย 
ไม่จ้าเป็นต้องมีการเพ่ิมตัวหารซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบ ข้อจ้ากัดของตัวหารตามงานวิจัยของแคตติคือ 
จะต้องใช้ตัวหารที่มีค่ามาก 

การเพ่ิมตัวหารและการใช้ตัวหารที่มีค่ามาก ซึ่งเป็นข้อจ้ากัดของการสร้างระบบจ้านวน  
เศษเหลือซ ้าซ้อนของบาร์ซิ – เมสตรินิและของแคตตินั น จะท้าให้วงจรของระบบมีขนาดใหญ่ขึ น [1] 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2 

งานวิจัยนี จึงต้องการที่จะน้าเสนอแนวทางใหม่ในการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน โดยการใช้
ค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อน ซึ่งคาดว่าวิธีการใหม่ที่เสนอนี จะท้าให้ข้อจ้ากัดที่ได้กล่าวไว้ข้างต้นหมด
ไปได ้

1.2 วัตถุประสงค์ 

เพ่ือน้าเสนอแนวทางใหม่ในการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน โดยการใช้ค่าเศษเหลือที่
มีความซ ้าซ้อน ซึ่งในการเพ่ิมความซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบที่เสนอนี  จะต้องไม่มีการเพ่ิมตัวหาร และ
ต้องใช้ตัวหารที่มีค่าไม่มาก การวัดประสิทธิภาพของระบบที่เสนอจะใช้การเปรียบเทียบกับงานวิจัย
ของบาร์ซิ – เมสตรินิ [3] และของแคตติ [8] 

1.3 ขั้นตอนการด าเนินงานวิจัย 

ขั นตอนการด้าเนินงานวิจัยประกอบด้วย 4 ข้อ ดังนี  
1.3.1 การออกแบบวิธีการน้าค่าเศษเหลือซ ้าซ้อนมาใช้กับระบบจ้านวนเศษเหลือ ขั นตอนนี จะต้อง

ออกแบบว่า จะใช้ค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อนค่าใด ในกรณีใดบ้าง และจะมีวิธีการน้าค่า 
เศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อนไปรวมกับระบบจ้านวนเศษเหลืออย่างไร เพ่ือให้ระบบมีสมบัติเป็น
ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน 

1.3.2 การออกแบบขั นตอนวิธีในการค้านวณบนระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่คิดขึ น ขั นตอนนี จะ
เป็นการออกแบบขั นตอนวิธีต่าง ๆ ที่จ้าเป็นส้าหรับการค้านวณบนระบบจ้านวนเศษเหลือ
ซ ้าซ้อน ซึ่งประกอบด้วย การแปลงจ้านวนเต็มให้อยู่ในรูปเศษเหลือ การแปลงรูปเศษเหลือ
กลับเป็นจ้านวนเต็ม การบวก การคูณ และการตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาด 

1.3.3 การพิสูจน์ขั นตอนวิธีต่าง ๆ ที่เสนอ ว่าสามารถท้างานได้ถูกต้อง  ขั นตอนนี จะท้าการพิสูจน์
ขั นตอนวิธีที่ได้จากขั นตอนที่ 1.3.2 ว่าสามารถท้างานได้ถูกต้องและมีความสอดคล้องกัน 

1.3.4 การวัดประสิทธิภาพ เพ่ือเปรียบเทียบกับระบบจ้านวนเศษเหลือจากการทบทวนวรรณกรรม 
ขั นตอนนี จะก้าหนดข้อเปรียบเทียบต่าง ๆ เพ่ือน้าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่คิดขึ น มา
เปรียบเทียบกับระบบจ้านวนเศษเหลือแบบเดิม ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของบาร์ซิ  – 
เมสตรินิ และระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของแคตติ 
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1.4 ขอบเขตการด าเนินงาน 

ขอบเขตการด้าเนินงานประกอบด้วย 2 ข้อ ดังนี  
1.4.1 ระบบจ้านวนเศษเหลือที่พิจารณาในงานวิจัยนี จะรองรับการแทนช่วงจ้านวนเต็มที่ไม่ติดลบ

และเริ่มต้นด้วย 0 เท่านั น 
1.4.2 การด้าเนินการค้านวณที่พิจารณา ประกอบด้วย การแปลงจากจ้านวนเต็มให้อยู่ในรูป 

เศษเหลือ การแปลงจากรูปเศษเหลือให้กลับเป็นจ้านวนเต็ม การบวก การคูณ และ  
การตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาด 

1.5 ประโยชน์ที่ได้รับจากงานวิจัย 

ประโยชน์ที่ได้รับจากงานวิจัยนี มี 3 ข้อ ได้แก่ 
1.5.1 ได้ขั นตอนวิธี ในการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน โดยการใช้ค่าเศษเหลือที่มี 

ความซ ้าซ้อน ซึ่งในการเพ่ิมความซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบที่เสนอนี  จะใช้ตัวหารที่มีค่าไม่มาก 
และไม่มีการเพ่ิมตัวหาร 

1.5.2 ผู้ที่ต้องการน้าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนไปใช้งาน มีทางเลือกมากขึ นในการเลือกระบบ
จ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนให้เหมาะสมกับความต้องการของผู้ใช้ 

1.5.3 งานวิจัยนี จะเป็นแนวทางในการพัฒนาระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้ าซ้อนอ่ืน ๆ และ 
ระบบจ้านวนอื่น ๆ ต่อไป 

1.6 ผลงานวิจัยที่ได้รับการเผยแพร่ 

Phalakarn, K. and A. Surarerks, Alternative redundant residue number system 
construction with redundant residue representations. in 2018 3rd International 
Conference on Computer and Communication Systems (ICCCS). 2018. IEEE. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 2 
ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 

ในบทนี  จะกล่าวถึงนิยามและทฤษฎีต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับระบบจ้านวนเศษเหลือ และรหัสที่
สามารถตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาดได้ ซึ่งจะใช้ในการอธิบายงานวิจัยของบาร์ซิ – เมสตรินิ และ
ของแคตติในบทถัดไป 

2.1 พื้นฐานทางคณิตศาสตร์ที่เกี่ยวข้อง 

พื นฐานทางคณิตศาสตร์ที่เกี่ยวข้องกับงานวิจัยนี จะอยู่ในหัวข้อทฤษฎีจ้านวนเรื่องการหาร
และเศษจากการหาร เพ่ือให้เข้าใจได้ตรงกัน จึงขอก้าหนดนิยามและสัญลักษณ์ต่าง ๆ ดังนี  

นิยาม 1 ก้าหนดให้ a เป็นจ้านวนจริงใด ๆ สัญลักษณ์ a แทน จ้านวนเต็มที่มีค่ามากที่สุดที่น้อยกว่า
หรือเท่ากับ a 

นิยาม 2 (เศษจากการหาร) ก้าหนดให้ a เป็นจ้านวนเต็ม และ m เป็นจ้านวนเต็มบวก เศษจาก 

การหาร a ด้วย m ซึ่งแทนด้วยสัญลักษณ์ |a|m มีค่าเท่ากับ a – ( a / m  m ) 

นิยาม 3 (ความสัมพันธ์สมภาค) ก้าหนดให้ a และ b เป็นจ้านวนเต็ม และ m เป็นจ้านวนเต็มบวก  
a และ b จะมีความสัมพันธ์สมภาค (congruence) บนตัวหาร m ซึ่งแทนด้วยสัญลักษณ์  

a  b (mod m) ก็ต่อเมื่อ |a|m = |b|m 

ตัวอย่าง 4 เศษจากการหารจ้านวนเต็ม 33 และ 18 ด้วย 5 มีค่าเท่ากับ |33|5 และ |18|5 ซึ่งทั งคู่มีค่า
เท่ากับ 3 จ้านวนเต็มทั งสองมีความสัมพันธ์สมภาคบนตัวหาร 5 ซึ่งแทนด้วยสัญลักษณ์  

33  18 (mod 5) เนื่องจาก |33|5 = |18|5 = 3 □ 

นิยาม 5 (ตัวหารร่วมมาก) ก้าหนดให้ a และ b เป็นจ้านวนเต็มที่ไม่ติดลบ จ้านวนเต็มบวก m จะ
เป็นตัวหารร่วมมาก (greatest common divisor – GCD) ของ a และ b ซึ่งแทนด้วยสัญลักษณ์  
m = GCD (a, b) ก็ต่อเมื่อ m เป็นจ้านวนเต็มบวกที่มีค่ามากที่สุดที่ |a|m = |b|m = 0 
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นิยาม 6 (ตัวคูณร่วมน้อย) ก้าหนดให้ a และ b เป็นจ้านวนเต็มที่ไม่ติดลบ จ้านวนเต็มบวก m จะ
เป็นตัวคูณร่วมน้อย (least common multiple – LCM) ของ a และ b ซึ่งแทนด้วยสัญลักษณ์  
m = LCM (a, b) ก็ต่อเมื่อ m เป็นจ้านวนเต็มบวกที่มีค่าน้อยท่ีสุดที่ |m|a = |m|b = 0 

ตัวอย่าง 7 ตัวหารร่วมมากของ 12 และ 15 เขียนแทนด้วย GCD (12, 15) มีค่าเท่ากับ 3 เนื่องจาก 3 
เป็นจ้านวนเต็มบวกท่ีมีค่ามากที่สุดทีท่้าให้สมการ |12|m = |15|m = 0 เป็นจริง 

ตัวคูณร่วมน้อยของ 12 และ 15 เขียนแทนด้วย LCM (12, 15) มีค่าเท่ากับ 60 เนื่องจาก 60 

เป็นจ้านวนเต็มบวกท่ีมีค่าน้อยที่สุดทีท่้าให้สมการ |m|12 = |m|15 = 0 เป็นจริง □ 

นิยาม 8 (จ านวนเฉพาะสัมพัทธ์) ก้าหนดให้ a และ b เป็นจ้านวนเต็มบวก a และ b เป็น 
จ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน ก็ต่อเมื่อ GCD (a, b) = 1 

ตัวอย่าง 9 จ้านวนเต็ม 9, 10 และ 11 เป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กันทั งหมด เนื่องจาก GCD (9, 10) 
= GCD (9, 11) = GCD (10, 11) = 1 แต่จ้านวนเต็ม 7 และ 14 ไม่เป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน 

เนื่องจาก GCD (7, 14) = 7 □ 

นิยาม 10 (สัญลักษณ์ของผลบวกและสัญลักษณ์ของผลคูณ) สัญลักษณ์ของผลบวกสามารถเขียน
ได้ว่า ∑(i=1,...,k) ai = a1 + a2 + ... + ak และสัญลักษณ์ของผลคูณสามารถเขียนได้ว่า ∏(i=1,...,k) ai  

= a1  a2  ...  ak 

2.2 ระบบจ านวนเศษเหลือ 

ระบบจ้านวนเศษเหลือ (residue number system – RNS) เป็นระบบการแทนจ้านวนเต็ม
โดยใช้เศษเหลือจากการหารจ้านวนเต็มนั นด้วยตัวหารชุดหนึ่ง ต่อไปนี จะเป็นนิยามและทฤษฎีบท 
ต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้อง รายละเอียดเพิ่มเติมสามารถดูได้ที่ [1] [2] 

นิยาม 11 (ระบบจ านวนเศษเหลือ) ระบบจ้านวนเศษเหลือจะถูกก้าหนดด้วยล้าดับของตัวหาร 
(moduli sequence) และช่วงของจ้านวนเต็มที่ต้องการแทน 

ล้าดับของตัวหาร คือล้าดับ (m1, m2, ..., mk) ซึ่งประกอบด้วยจ้านวนเต็มบวก k จ้านวน  
ทุกจ้านวนเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กันทั งหมด 
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ระบบจ้านวนเศษเหลือนี จะสามารถแทนจ้านวนเต็มได้ Mk = ∏(i=1,...,k) mi จ้านวน 
ความหมายว่าช่วงจ้านวนเต็มที่ระบบสามารถแทนได้คือ N ถึง N + Mk – 1 โดยในงานนี จะใช้ N = 0 

ระบบจ้านวนเศษเหลือนี จะแทนจ้านวนเต็ม X ด้วยล้าดับของเศษจากการหาร (x1, x2, ..., xk) 
= (|X|m1, |X|m2, ..., |X|mk) ซึ่งเกิดจากการน้าจ้านวนเต็ม X หารด้วยตัวหารแต่ละตัวในล้าดับของ
ตัวหาร รูปแบบการแทนจ้านวนเต็มทั งหมดจะมี Mk รูปแบบที่แตกต่างกัน 

ตัวอย่าง 12 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือ ที่มีล้าดับของตัวหารเป็น (2, 3, 5, 7) ระบบจ้านวน 

เศษเหลือนี จะสามารถแทนจ้านวนเต็มได้ 2  3  5  7 = 210 จ้านวน ซึ่งจะใช้แทน 
จ้านวนเต็ม 0 ถึง 209 จ้านวนเต็ม 117 สามารถแทนด้วยล้าดับของเศษจากการหาร  

(|117|2, |117|3, |117|5, |117|7) = (1, 0, 2, 5) □ 

จะเห็นได้ว่าระบบจ้านวนเศษเหลือมีความแตกต่างกับระบบจ้านวนที่อ้างอิงต้าแหน่ง 
(positional number system) เช่น ระบบเลขฐาน (radix/base) เนื่องจากระบบจ้านวนเศษเหลือ
ไม่มีการใช้ค่าประจ้าต้าแหน่ง และค่าเศษเหลือที่มีค่ามากไม่ได้หมายความว่าจ้านวนเต็มนั นจะ  
มีค่ามากตามไปด้วย ด้วยสาเหตุนี ท้าให้การเปรียบเทียบความมากกว่าน้อยกว่าบนระบบจ้านวน 
เศษเหลือท้าได้ไม่สะดวก 

การค้านวณบนระบบจ้านวนเศษเหลือจะเกิดขึ นแยกกันระหว่างเศษเหลือของแต่ละตัวหาร 
ซึ่งเป็นผลมาจากสมบัติของความสัมพันธ์สมภาค ทฤษฎีบท 13 จะน้าไปสู่วิธีการบวก ลบ และคูณ  
บนระบบจ้านวนเศษเหลือในทฤษฎีบท 14 ส้าหรับการด้าเนินการหารด้วยทฤษฎีบท 13 และ 
ทฤษฎีบท 14 นั น จะต้องมีการหาตัวผกผันการคูณก่อน และจะได้ผลหารถูกต้องเมื่อเป็นการหาร  
ลงตัวเท่านั น จึงท้าให้การหารบนระบบจ้านวนเศษเหลือท้าได้ไม่สะดวก 

ทฤษฎีบท 13 ก้าหนด a, b, c และ d เป็นจ้านวนเต็ม และ m เป็นจ้านวนเต็มบวก ถ้า  

a  b (mod m) และ c  d (mod m) จะได้ว่า a  c  b  d (mod m) เมื่อ  แทน 
การด้าเนินการบวก ลบ หรือคูณ 

ทฤษฎีบท 14 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือ ที่มีล้าดับของตัวหาร (m1, m2, ..., mk) โดย mi  
แต่ละตัวเป็นจ้านวนเต็มบวกและเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กันทั งหมด และจ้านวนเต็ม X และ Y ซึ่ง
แสดงในระบบจ้านวนเศษเหลือนี ได้เป็น (x1, x2, ..., xk) และ (y1, y2, ..., yk) ตามล้าดับ จะได้ว่า  

|X  Y|Mk สามารถแทนในรูปเศษเหลือได้เป็น (|x1  y1|m1, |x2  y2|m2, ..., |xk  yk|mk) เมื่อ  
แทนการด้าเนินการบวก ลบ หรือคูณ 
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ตัวอย่าง 15 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือ ที่มีล้าดับตัวหารเป็น (11, 13, 17, 19) และจ้านวนเต็ม 
179 กับ 203 ที่มีการแทนในรูปเศษเหลือเป็น (3, 10, 9, 8) และ (5, 8, 16, 13) ตามล้าดับ  
การค้านวณผลบวกและผลคูณในรูปเศษเหลือสามารถค้านวณได้เป็น (|3 + 5|11, |10 + 8|13,  

|9 + 16|17, |8 + 13|19) = (8, 5, 8, 2) และ (|3  5|11, |10  8|13, |9  16|17, |8  13|19)  
= (4, 2, 8, 9) ผลลัพธ์จากการด้าเนินการตรงกับรูปเศษเหลือของจ้านวนเต็ม 382 และ 36337 ซึ่ง

เป็นผลบวกและผลคูณของ 179 และ 203 ตามล้าดับ □ 

จากตัวอย่าง 15 จะเห็นได้ว่า ค่าเศษเหลือในแต่ละตัวหารมีค่าน้อยเมื่อเทียบกับจ้านวนเต็ม
ตั งต้น การค้านวณสามารถท้าได้รวดเร็ว เกิดขึ นแยกกันระหว่างตัวหาร ไม่มีการทดค่าจากตัวหารหนึ่ง
ไปอีกตัวหารหนึ่ง และทุกตัวหารสามารถค้านวณได้พร้อมกัน ข้อดีต่าง ๆ เหล่านี ท้าให้ระบบจ้านวน
เศษเหลือถูกน้าไปใช้ในการประมวลผลสัญญาณ งานด้านการสื่อสารและเครือข่าย และการเข้า 
รหัสลับ ซึ่งการค้านวณส่วนใหญ่เป็นการบวก ลบ และคูณ 

นอกจากการด้าเนินการบวก ลบ และคูณแล้ว อีกหนึ่งการด้าเนินการที่ส้าคัญในระบบจ้านวน
เศษเหลือคือการแปลงจ้านวนในรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็ม ทฤษฎีบทที่เป็นที่รู้จักกันดีที่ใช้ใน
การแปลงคือ ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน (Chinese remainder theorem – CRT) นอกจากนี ยังมี
วิธีการอ่ืน ๆ เช่น การแปลงฐานผสม (mixed radix conversion – MRC) [9] เป็นต้น แต่จะไม่ลง
รายละเอียดวิธีอ่ืน ๆ ในที่นี  

ทฤษฎีบท 16 (ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน) ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือ ที่มีล้าดับของตัวหาร 
(m1, m2, ..., mk) โดย mi แต่ละตัวเป็นจ้านวนเต็มบวกและเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กันทั งหมด และ
จ้านวนเต็มซึ่งแสดงในระบบจ้านวนเศษเหลือ (x1, x2, ..., xk) เราสามารถแปลงจ้านวนในรูปแบบ
จ้านวนเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็มได้โดยใช้สมการดังต่อไปนี  

𝑋 = |∑(𝑖=1,…,𝑘)(𝑎𝑖
𝑀𝑘

𝑚𝑖
𝑥𝑖)|

𝑀𝑘

 

โดย ai เป็นตัวผกผันการคูณของ (Mk / mi) บนตัวหาร mi นั่นคือ ai เป็นจ้านวนเต็มที่  

ai (Mk / mi)  1 (mod mi) 

ตัวอย่าง 17 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือที่มีล้าดับของตัวหารเป็น (2, 3, 5, 7) และจ้านวนที่แสดง
ในรูปเศษเหลือในระบบนี ได้เป็น (1, 0, 2, 5) เราสามารถค้านวณค่าตัวผกผันการคูณทั งสี่ค่าได้เป็น  
a1 = 1, a2 = 1, a3 = 3 และ a4 = 4 ดังนั นจ้านวนเต็มที่สอดคล้องกับรูปเศษเหลือ (1, 0, 2, 5) คือ 

117 จากการค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน □ 
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3.3 รหัสที่สามารถตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาดได้ 

หัวข้อนี จะน้าเสนอความรู้จากทฤษฎีรหัส (coding theory) เพ่ือใช้ในการอธิบายรหัสที่
สามารถตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาดได้ (error detection and correction code) นิยาม 
ค้าส้าคัญต่าง ๆ มีดังนี  รายละเอียดเพิ่มเติมสามารถดูได้ที่ [10] 

นิยาม 18 (อักษรรหัส และ รหัส) ก้าหนดเซตของจ้านวนเต็ม A และจ้านวนเต็มบวก n สมาชิกใน
เซต An เรียกว่าอักษรรหัส (codeword) ที่มีความยาว n  

รหัส (code) ที่มีความยาว n เป็นเซตย่อย (subset) ของ An การเลือกว่าอักษรรหัสใดจะ
เป็นสมาชิกของรหัส จะขึ นอยู่กับการน้ารหัสนั นไปใช้งาน 

นิยาม 19 (ระยะทางแฮมมิง) เมื่อพิจารณาอักษรรหัสที่มีความยาวเท่ากัน (x1, x2, ..., xk) และ  
(y1, y2, ..., yk) ระยะทางแฮมมิง (Hamming distance) ระหว่างอักษรรหัสทั งสอง มีค่าเท่ากับ

จ้านวนต้าแหน่งที่ xi  yi ส้าหรับทุก 1 ≤ i ≤ k  
ในการค้านวณระยะทางแฮมมิงของรหัส ให้ค้านวณระยะทางแฮมมิงระหว่างอักษรรหัสทุกคู่

ที่อยู่ในรหัสนั น ระยะทางแฮมมิงที่น้อยที่สุดจากการค้านวณนี จะเป็นระยะทางแฮมมิงของรหัส 

ตัวอย่าง 20 ก้าหนดเซตของจ้านวนเต็ม A = {0, ..., 5} ตัวอย่างของอักษรรหัสที่มีความยาว 4 ซึ่งเป็น
สมาชิกของ A4 เช่น c1 = (1, 0, 2, 5), c2 = (3, 0, 0, 4) และ c3 = (2, 3, 0, 2) เป็นต้น และก้าหนด
รหัส C = {c1, c2, c3} ซึ่งเป็นเซตย่อยของ A4 ระยะทางแฮมมิงระหว่าง c1 กับ c2 มีค่าเท่ากับ 3, 
ระหว่าง c1 กับ c3 มีค่าเท่ากับ 4 และระหว่าง c2 กับ c3 มีค่าเท่ากับ 3 ดังนั นระยะทางแฮมมิงของ
รหัส C จึงมีค่าเท่ากับ 3 ซึ่งเป็นระยะทางแฮมมิงที่น้อยที่สุดจากการค้านวณระยะทางแฮมมิงระหว่าง

อักษรรหัสทุกคู่ในรหัส C □ 

นิยามและทฤษฎีบทถัดไป จะแสดงความสัมพันธ์ระหว่างระยะทางแฮมมิงของรหัสกับสมบัติ
การตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาดของรหัสนั น 

นิยาม 21 ก้าหนดอักษรรหัส c = (c1, c2, ..., ck) ความผิดพลาด p ต้าแหน่งเป็นการบวกอักษรรหัส
ดังกล่าวกับความผิดพลาด e = (..., 0, ..., e1, ..., 0, ..., ep, ..., 0, ...) ซึ่งความผิดพลาด e นี จะมี p 
ต้าแหน่งที่เป็นจ้านวนเต็มที่มีค่าไม่เท่ากับ 0 และต้าแหน่งอ่ืน ๆ มีค่าเป็น 0 ผลลัพธ์จากการบวกจะ
เป็นอักษรรหัสที่มีความผิดพลาด c’ = c + e การบวกที่ใช้อาจแตกต่างกันตามการน้ารหัสไปใช้งาน 
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ทฤษฎีบท 22 [10] ก้าหนดรหัส C ที่มีค่าระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d และอักษรรหัส c ซึ่งเป็นสมาชิก
ของ C หากมีความผิดพลาดเกิดขึ นกับอักษรรหัส c ไม่เกิน d – 1 ต้าแหน่ง จากความผิดพลาด e 
อักษรรหัสที่มีความผิดพลาด c’ = c + e จะไม่เป็นสมาชิกของ C นั่นคือระบบจะสามารถตรวจจับ
ความผิดพลาดได้ หากมีความผิดพลาดเกิดขึ นกับอักษรรหัสไม่เกิน d – 1 ต้าแหน่ง 

นอกจากนี  ระบบยังสามารถแก้ไขความผิดพลาดได้ หากมีความผิดพลาดเกิดขึ นกับ 

อักษรรหัสไม่เกิน (d – 1) / 2 ต้าแหน่ง ในการแก้ไขความผิดพลาดของอักษรรหัส c’ ให้แก้ไขเป็น
อักษรรหัส c ซึ่งเป็นสมาชิกของรหัส C และมีระยะทางแฮมมิงระหว่าง c’ กับ c น้อยที่สุด อักษรรหัส 
c ที่ เป็นไปตามเงื่อนไขนี จะมีเพียงแบบเดียวเท่านั น หลักในการแก้ไขนี เรียกว่าหลักการ  
ความควรจะเป็นสูงสุด (maximum likelihood principle) 

ตัวอย่าง 23 ก้าหนดอักษรรหัส c1 = (1, 0, 2, 5), c2 = (3, 0, 0, 4), c3 = (2, 3, 0, 2) และรหัส  
C = {c1, c2, c3} ซึ่งมีค่าระยะทางแฮมมิงเท่ากับ 3 นั่นคือเราสามารถตรวจจับความผิดพลาดได้ หากมี
ความผิดพลาดเกิดขึ นกับอักษรรหัสไม่เกิน 3 – 1 = 2 ต้าแหน่ง เช่น หากได้รับอักษรรหัส  
c’ = c2 + (1, 0, 0, 0) = (4, 0, 0, 4) และ c” = c3 + (0, 0, 2, 3) = (2, 3, 2, 5) เราจะทราบว่ามี
ความผิดพลาดเกิดขึ น เนื่องจาก c’ และ c” ไม่เป็นสมาชิกของรหัส C 

เราสามารถแก้ไขความผิดพลาดได้ หากมีความผิดพลาดเกิดขึ นกับอักษรรหัสไม่เกิน  

(3 – 1) / 2 = 1 ต้าแหน่ง หากได้รับอักษรรหัส c’ = (4, 0, 0, 4) เราจะทราบว่ามีความผิดพลาด
เกิดขึ น เนื่องจาก c’ ไม่เป็นสมาชิกของรหัส C ในการแก้ไขความผิดพลาด ให้แก้ไขเป็นอักษรรหัส  
(3, 0, 0, 4) เนื่องจากเป็นอักษรรหัสที่เป็นสมาชิกของรหัส C และมีระยะทางแฮมมิงจากอักษรรหัส 
c’ น้อยที่สุด 

หากได้รับอักษรรหัส c” = (2, 3, 2, 5) เราจะทราบว่ามีความผิดพลาดเกิดขึ น เนื่องจาก c” 
ไม่เป็นสมาชิกของรหัส C แต่เนื่องจาก c” เกิดจากความผิดพลาด 2 ต้าแหน่ง ในการแก้ไข 
ความผิดพลาด จะพบว่า c” มีระยะห่างจาก c1 และ c3 น้อยที่สุดเท่ากัน ในกรณีนี จึงสามารถ

ตรวจจับความผิดพลาดได้ แต่ไม่สามารถแก้ไขความผิดพลาดได้ □ 

ระบบจ้านวนเศษเหลือสามารถมองในมุมของทฤษฎีรหัสได้ โดยการแทนจ้านวนเต็มหนึ่ง
จ้านวนในรูปเศษเหลือเทียบเท่าได้กับอักษรรหัส และเซตของการแทนจ้านวนเต็มที่เป็นไปได้ทั งหมด
เทียบเท่าได้กับรหัส 

ตัวอย่าง 24 ก้าหนดให้เซต A เป็นเซตของตัวเลข {0, 1, ..., 6} ตัวอย่างของอักษรรหัสที่มีความยาว
เท่ากับ 4 เช่น c1 = (1, 0, 2, 5) และ c2 = (3, 2, 6, 4) เมื่อพิจารณารหัส C ส้าหรับระบบจ้านวน 
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เศษเหลือที่ใช้ล้าดับตัวหารเป็น (2, 3, 5, 7) จะได้ว่าอักษรรหัส c1 อยู่ในรหัส C แต่อักษรรหัส c2  

ไม่อยู่ในรหัส C จากนิยาม 11 จะได้ว่ารหัส C ประกอบด้วยอักษรรหัสทั งสิ น 210 อักษรรหัส □ 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 3 
งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

ในบทนี  จะกล่าวถึงงานวิจัยเกี่ยวกับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน (redundant residue 
number system – RRNS) ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนเป็นระบบจ้านวนเศษเหลือที่มีลักษณะ
พิเศษ ค้าอธิบายกว้าง ๆ ของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนเป็นดังนี  

ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนเป็นระบบจ้านวนเศษเหลือประเภทหนึ่ง ซึ่งจากรูปแบบ
ทั งหมดในการแทนจ้านวนเต็มด้วยเศษเหลือ จะมีการแทนบางแบบที่ไม่ถูกน้ามาใช้ ผลของการไม่ใช้
รูปเศษเหลือบางแบบ เมื่อมองในมุมของทฤษฎีรหัส จะเป็นการลดขนาดเซตรหัสลง ซึ่งเมื่อค้านวณ
ระยะทางแฮมมิงของระบบ จะท้าให้ค่าระยะทางแฮมมิงเพ่ิมมากขึ น และท้าให้ระบบมีความสามารถ
ในการตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาด 

ค้าว่า “ซ ้าซ้อน (redundant)” ในที่นี  ไม่ได้หมายความว่า จ้านวนเต็มหนึ่งจ้านวนจะมี 
การแทนในรูปเศษเหลือได้มากกว่าหนึ่งแบบ แต่หมายถึง จากรูปแบบการแทนที่เป็นไปได้ทั งหมด  
จะมีการแทนบางรูปแบบที่ไม่ถูกน้ามาใช้งาน 

ตัวอย่าง 25 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือที่ใช้ล้าดับตัวหาร (2, 3, 5, 7) โดยปกติแล้วระบบนี จะ
สามารถแทนจ้านวนเต็มได้ 210 จ้านวน และระยะทางแฮมมิงของระบบจะมีค่าเท่ากับ 1 หากน้า
ระบบนี มาแทนจ้านวนเต็มเพียงสี่จ้านวน คือ 0 ถึง 3 ซึ่งเขียนในรูปเศษเหลือได้ว่า (0, 0, 0, 0),  
(1, 1, 1, 1), (0, 2, 2, 2) และ (1, 0, 3, 3) ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนนี จะมีระยะทางแฮมมิงเป็น 
3 ซึ่งจะท้าให้สามารถตรวจจับความผิดพลาดได้ เมื่อมีความผิดพลาดเกิดขึ นไม่เกิน 2 ต้าแหน่งและ

สามารถแก้ไขความผิดพลาดได้เมื่อมีความผิดพลาดเกิดขึ นไม่เกิน 1 ต้าแหน่ง □ 

จากตัวอย่าง 25 จะพบปัญหา เช่น จะใช้ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนแทนช่วงจ้านวนเต็ม
ใดจึงจะเหมาะสม และระยะทางแฮมมิงที่ได้มีค่าเป็นอย่างไร จากการทบทวนวรรณกรรม พบว่ามี
งานวิจัยสองงาน ได้แก่งานวิจัยของบาร์ซิ – เมสตรินิ [3] และงานวิจัยของแคตติ [8] ที่เสนอแนวทาง 
การแปลงระบบจ้านวนเศษเหลือให้เป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน โดยงานวิจัยทั งสองงานนี ได้
พิสูจน์สมบัติของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนไว้อย่างชัดเจน 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 12 

3.1 งานวิจัยของบาร์ซิ – เมสตรินิ 

ก่อนหน้างานวิจัยของบาร์ซิและเมสตรินิ มีงานวิจัยที่ได้เสนอแนวคิดเกี่ยวกับระบบจ้านวน
เศษเหลือซ ้าซ้อนไว้อยู่แล้ว แต่งานวิจัยของบาร์ซิและเมสตรินิเป็นงานวิจัยแรกที่เสนอระบบจ้านวน
เศษเหลือซ ้าซ้อนอย่างเป็นระบบ และมีการพิสูจน์สมบัติการตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาดไว้อย่าง
ชัดเจน งานวิจัยนี ได้เสนอให้เพ่ิมตัวหารซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบ โดยไม่เพ่ิมช่วงการแทนจ้านวนเต็ม
ทั งหมดท่ีเป็นไปได้ ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของบาร์ซิและเมสตรินิเป็นดังนี  

นิยาม 26 (ระบบจ านวนเศษเหลือซ้ าซ้อน โดยการใช้ล าดับตัวหารซ้ าซ้อน [3]) ระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ ้าซ้อน โดยการใช้ล้าดับตัวหารซ ้าซ้อน จะมีล้าดับตัวหารสองชุด คือ ล้าดับตัวหารข้อมูล 
(information moduli sequence) (m1, m2, ..., mk) ซึ่งมีการใช้งานตามระบบจ้านวนเศษเหลือ
ปกติ และล้าดับตัวหารซ ้าซ้อน (redundant moduli sequence) (mk+1, mk+2, ..., mk+r) ซึ่งจะเพ่ิม
ความซ ้าซ้อนให้กับระบบ เงื่อนไขในการเลือกล้าดับตัวหารคือ ตัวหารทุกตัวจากทั งสองล้าดับต้องเป็น
จ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กันทั งหมด และตัวหารทุกตัวในล้าดับตัวหารซ ้าซ้อนต้องมีค่ามากกว่าตัวหาร 
ในล้าดับตัวหารข้อมูล 

ระบบจ้านวนเศษเหลือโดยทั่วไปที่ใช้ล้าดับตัวหาร (m1, ..., mk, mk+1, ..., mk+r) จะสามารถ

แทนจ้านวนเต็มได้ทั งหมด Mn = Mk  Mr = ∏(i=1,...,k) mi  ∏(j=k+1,...,k+r) mj จ้านวน ส้าหรับระบบ
จ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน จะใช้ล้าดับตัวหารเดียวกันนี ในการแทนจ้านวนเต็มเพียง Mk = ∏(i=1,...,k) mi 
จ้านวนเท่านั น โดยช่วงจ้านวนเต็มที่ระบบสามารถแทนได้ [0, Mk) จะเรียกว่าช่วงที่เป็นไปตามกฎ 
(legitimate range) และช่วงจ้านวนเต็มที่ไม่น้ามาใช้ [Mk, Mn) จะเรียกว่าช่วงที่ไม่เป็นไปตามกฎ 
(illegitimate range) 

ทฤษฎีบทต่อไปนี  เป็นทฤษฎีบทส้าคัญส้าหรับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนประเภทนี   
มีที่มาจากทฤษฎีบท 22 บทพิสูจน์ของทฤษฎีบทนี สามารถดูได้ใน [3] 

ทฤษฎีบท 27 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน ที่ใช้ล้าดับตัวหาร (m1, ..., mk, mk+1, ..., mk+r) 
ตามนิยาม 26 ตัวหารซ ้าซ้อนจะเพ่ิมระยะทางแฮมมิงของระบบให้มีค่าเท่ากับ r + 1  

ก้าหนดให้จ้านวนเต็ม X อยู่ในช่วงที่เป็นไปตามกฎ [0, Mk) ถ้ามีความผิดพลาดเกิดขึ นกับ 
รูปเศษเหลือของ X อย่างน้อย 1 ต้าแหน่ง แต่ไม่เกิน r ต้าแหน่ง เมื่อแปลงรูปเศษเหลือของ X ที่มี
ข้อผิดพลาดกลับเป็นจ้านวนเต็ม จะได้ค่าอยู่ในช่วงที่ไม่เป็นไปตามกฎ [Mk, Mn) 
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การแทนจ้านวนเต็มในรูปเศษเหลือ การด้าเนินการบวก การคูณ และการแปลงจากรูป  
เศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็มบนระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนประเภทนี  สามารถท้าได้ในลักษณะ
เดียวกันกับระบบจ้านวนเศษเหลือแบบปกติ การตรวจจับความผิดพลาดสามารถท้าได้โดยตรวจสอบ
ว่าจ้านวนเต็มอยู่ในช่วงที่เป็นไปตามกฎหรือไม่ และการแก้ไขความผิดพลาดสามารถท้าได้โดยใช้
หลักการความควรจะเป็นสูงสุด มีงานวิจัยต่าง ๆ พยายามปรับปรุงวิธีการตรวจจับและแก้ไข 
ความผิดพลาดให้มีประสิทธิภาพดีขึ น [4] [5] [6] [7] แต่จะไม่ลงรายละเอียดในที่นี  

ตัวอย่าง 28 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน โดยมีล้าดับตัวหารข้อมูล (5, 7, 8, 9) และล้าดับ
ตัวหารซ ้าซ้อน (11, 13) ในกรณีระบบจ้านวนเศษเหลือปกติ ระบบนี ควรจะแทนจ้านวนเต็มได้ทั งหมด 

5  7  8  9  11  13 = 360360 จ้านวน แต่ในกรณีของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนนี   

จะใช้เพียง 5  7  8  9 = 2520 จ้านวน ช่วงที่เป็นไปตามกฎคือ [0, 2520) ช่วงที่ไม่เป็นไปตาม
กฎคือ [2520, 360360) และได้ค่าระยะทางแฮมมิงเป็น 3 

ตัวอย่างการแทนจ้านวนเต็มในรูปเศษเหลือ เช่น จ้านวนเต็ม 2345 สามารถแทนในรูป 
เศษเหลือได้เป็น (0, 0, 1, 5, 2, 5) หากมีความผิดพลาดเกิดขึ นกับการแทนจ้านวนเต็ม เช่น ระหว่าง
การส่งข้อมูล การแทนในรูปเศษเหลือเกิดความผิดพลาด 1 ต้าแหน่ง เป็น (3, 0, 1, 5, 2, 5) เมื่อแปลง
กลับเป็นจ้านวนเต็มจะได้ค่า 290633 ซึ่งอยู่ในช่วงที่ไม่เป็นไปตามกฎ การแก้ไขความผิดพลาด
สามารถใช้หลักการความควรจะเป็นสูงสุด ซึ่งจะได้ว่ารูปเศษเหลือ (0, 0, 1, 5, 2, 5)  เป็นการแทน
จ้านวนเต็มที่ถูกต้อง เพราะรูปเศษเหลือนี อยู่ในช่วงที่เป็นไปตามกฎ และมีระยะทางแฮมมิงห่างจาก 

(3, 0, 1, 5, 2, 5) น้อยที่สุด □ 

3.2 งานวิจัยของแคตติ 

นอกจากงานวิจัยของบาร์ซิและเมสตรินิแล้ว ยังมีอีกงานวิจัยหนึ่งที่เกี่ยวกับระบบจ้านวน  
เศษเหลือซ ้าซ้อน แคตติ [8] ได้เสนอระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ตัวหารไม่จ้าเป็นต้องเป็นจ้านวน
เฉพาะสัมพัทธ์กัน โดยระบบที่เขาเสนอไม่ต้องมีการเพ่ิมตัวหารซ ้าซ้อน  การใช้ล้าดับตัวหารที่ 
ไม่จ้าเป็นต้องเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กันนั น จะท้าให้มีรูปเศษเหลือบางแบบที่ไม่สามารถใช้งานได้ 
แต่การที่รูปเศษเหลือบางแบบไม่สามารถใช้งานได้ อาจเพ่ิมหรือไม่เพ่ิมระยะทางแฮมมิงให้กับระบบ 
ก็ได้ พิจารณาตัวอย่างต่อไปนี  

ตัวอย่าง 29 ก้าหนดล้าดับตัวหารที่ไม่เป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน (6, 12, 15) ระบบจ้านวน 
เศษเหลือที่ใช้ล้าดับตัวหารนี จะสามารถแทนจ้านวนเต็มได้ LCM (6, 12, 15) = 60 จ้านวน สาเหตุที่
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ไม่สามารถแทนจ้านวนเต็มได้ 6  12  15 = 1080 จ้านวน เนื่องจากมีรูปเศษเหลือบางแบบที่จะ
ผิดเงื่อนไขความสัมพันธ์สมภาค เช่น รูปเศษเหลือ (0, 1, 2) เพราะไม่สามารถแก้ระบบความสัมพันธ์ 

X  0 (mod 6), X  1 (mod 12) และ X  2 (mod 15) ได้ อย่างไรก็ตาม ระบบจ้านวน 

เศษเหลือนี มีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ 1 □ 

ในการใช้งานระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ตัวหารไม่จ้าเป็นต้องเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์
กัน เมื่อผู้ใช้ก้าหนดล้าดับตัวหารแล้ว ผู้ใช้สามารถเลือกช่วงจ้านวนเต็มที่ต้องการแทนหรือระยะทาง
แฮมมิงของระบบได้ หากเลือกให้ช่วงจ้านวนเต็มที่ต้องการแทนมีขนาดใหญ่ ค่าระยะทางแฮมมิงของ
ระบบจะมีค่าน้อย ในทางกลับกัน ถ้าเลือกให้ระยะทางแฮมมิงของระบบมีค่ามาก ช่วงจ้านวนเต็มที่
ระบบสามารถแทนได้จะมีขนาดเล็กลง ความสัมพันธ์นี เป็นไปตามทฤษฎีบท 30 สังเกตว่าทฤษฎีบทนี 
จะครอบคลุมทฤษฎีบท 27 จากงานของบาร์ซิและเมสตรินิ 

ทฤษฎีบท 30 (ระบบจ านวนเศษเหลือซ้ าซ้อนที่ตัวหารไม่จ าเป็นต้องเป็นจ านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน 
[8]) ก้าหนดล้าดับตัวหารที่ไม่จ้าเป็นต้องเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน (m1, m2, ..., mk) ให้
สัญลักษณ์ Sc แทนเซตของวิธีการเลือกตัวหาร c ตัวจากทั งหมด k ตัว ให้ค้านวณค่าตัวคูณร่วมน้อย
ของแต่ละสมาชิกใน Sc ได้เป็นล้าดับของตัวคูณร่วมน้อย (l1, l2, ..., ln) โดย n = k! / (c! (k–c)!) และ
ให้ Lc = min (l1, l2, ..., ln) แทนค่าตัวคูณร่วมน้อยที่น้อยที่สุดที่ค้านวณได้ ถ้าใช้ล้าดับตัวหารนี แทน
จ้านวนเต็ม Lc จ้านวน ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ได้จะมีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ k–c+1  
ในทางกลับกัน หากต้องการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่มีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d ให้สร้าง
เซต Sk–d+1 

จากทฤษฎีบท 30 การเลือกให้ระบบสามารถแทนจ้านวนเต็มเพียง Lc จ้านวน จากทั งหมด 
LCM (m1, m2, ..., mk) จ้านวน จะเป็นการเพ่ิมความซ ้าซ้อนของระบบ และเพ่ิมระยะทางแฮมมิง
ให้กับระบบ ตัวอย่างการน้าทฤษฎีบท 30 มาใช้ในการเลือกช่วงจ้านวนเต็มที่ต้องการแทนหรือ
ระยะทางแฮมมิงของระบบเป็นดังนี  

ตัวอย่าง 31 ก้าหนดล้าดับตัวหารที่ไม่เป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน (6, 10, 12, 15) ระบบจ้านวน
เศษเหลือที่ใช้ล้าดับตัวหารนี สามารถแทนจ้านวนเต็มได้ LCM (6, 10, 12, 15) = 60 จ้านวน โดยจะมี
ค่าระยะทางแฮมมิงเท่ากับ 1 

ในการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ระยะทางแฮมมิงมีค่ามากกว่า 1 ถ้าทดลองสร้าง 
S2 ได้เป็น {(6, 10), (6, 12), (6, 15), (10, 12), (10, 15), (12, 15)} และค้านวณค่าตัวคูณร่วมน้อย
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ของแต่ละสมาชิกได้เป็นล้าดับ (30, 12, 30, 60, 30, 60) ดังนั น L2 แทนค่าตัวคูณร่วมน้อยที่มีค่าน้อย
ที่สุดคือ min (30, 12, 30, 60, 30, 60) = 12 ถ้าใช้ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนนี แทนจ้านวนเต็ม 
12 จ้านวน จะได้ระบบที่มีค่าระยะทางแฮมมิงเท่ากับ 4 – 2 + 1 = 3 

อีกกรณีหนึ่ง ถ้าต้องการระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่มีค่าระยะทางแฮมมิงเท่ากับ 2 ให้
สร้าง S4–2+1 = S3 = {(6, 10, 12), (6, 10, 15), (6, 12, 15), (10, 12, 15)} และค้านวณค่า 
ตัวคูณร่วมน้อยของแต่ละสมาชิกได้เป็นล้าดับ (60, 30, 60, 60) ดังนั น L3 แทนค่าตัวคูณร่วมน้อยที่มี
ค่าน้อยที่สุดคือ min (60, 30, 60, 60) = 30 ถ้าใช้ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนนี แทนจ้านวนเต็ม 

30 จ้านวน จะได้ระบบที่มีค่าระยะทางแฮมมิงเท่ากับ 2 ตามท่ีต้องการ □ 

ในการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ตัวหารไม่จ้าเป็นต้องเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์
กัน งานวิจัยของแคตติได้อธิบายวิธีการแปลงระบบจ้านวนเศษเหลือแบบเดิมที่ใช้ล้าดับตัวหาร  
(m1, m2, ..., mk) ให้เป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่มีค่าระยะทางแฮมมิงเป็น k – 1  
อย่างไรก็ตาม จากการศึกษางานวิจัยของแคตติ และทฤษฎีบท 30 ผู้วิจัยสามารถอนุมานวิธีการแปลง
ระบบจ้านวนเศษเหลือแบบเดิมให้เป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของแคตติที่มีระยะทางแฮมมิง  
ค่าอ่ืน ๆ ได้ดังนี  

ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือที่ตัวหารแต่ละตัวเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน ถ้าต้องการ
ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนแบบแคตติที่มีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d ให้สร้างล้าดับตัวหารใหม่จาก
ล้าดับตัวหารเดิม ล้าดับตัวหารใหม่นี จะมีจ้านวนตัวหารเท่ากับล้าดับตัวหารเดิม โดยตัวหารใหม่แต่ละ
ตัวเกิดจากการน้าตัวหารเดิมที่แตกต่างกัน d ตัวมาคูณกัน และตัวหารเดิมจะต้องถูกใช้เป็นตัวคูณ
ทั งหมด d ครั งพอดี พิจารณาตัวอย่างต่อไปนี  

ตัวอย่าง 32 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือที่ใช้ล้าดับตัวหาร (2, 3, 5, 7) ซึ่งเป็นจ้านวนเฉพาะ

สัมพัทธ์กัน ระบบนี จะสามารถใช้แทนจ้านวนเต็มได้ 2  3  5  7 = 210 จ้านวน และมีระยะทาง
แฮมมิงเท่ากับ 1 

ถ้าต้องการระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนแบบแคตติที่มีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ 2 ให้สร้าง
ล้าดับตัวหารใหม่ที่เกิดจากการน้าตัวหารเดิมสองตัวมาคูณกัน และตัวหารเดิมแต่ละตัวจะถูกน้ามา

เป็นตัวคูณสองครั งพอดี ได้เป็น (2  5, 2  7, 3  5, 3  7) = (10, 14, 15, 21) ล้าดับตัวหาร

ใหม่อาจสร้างได้มากกว่าหนึ่งแบบ อีก 2 ล้าดับที่เป็นไปได้คือ (2  3, 2  5, 3  7, 5  7)  

= (6, 10, 21, 35) และ (2  3, 2  7, 3  5, 5  7) = (6, 14, 15, 35) 
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ถ้าต้องการระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนแบบแคตติที่มีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ 3 ให้สร้าง
ล้าดับตัวหารใหม่ที่เกิดจากการน้าตัวหารเดิมสามตัวมาคูณกัน และตัวหารเดิมแต่ละตัวจะถูกน้ามา

เป็นตัวคูณสามครั งพอดี ซึ่งก็คือ (2  3  5, 2  3  7, 2  5  7, 3  5  7)  
= (30, 42, 70, 105)  

สังเกตว่าเมื่อค้านวณตามทฤษฎีบท 30 จะพบว่าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนทั งสองระบบ 

สามารถแทนจ้านวนเต็มได้ 210 จ้านวนเหมือนกับระบบจ้านวนเศษเหลือเดิม □ 

3.3 เปรียบเทียบข้อดีและข้อจ ากัด 

ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของบาร์ซิ – เมสตรินิ และระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของ
แคตติ มีข้อดีและข้อจ้ากัดที่แตกต่างกัน การน้างานวิจัยของบาร์ซิ – เมสตรินิมาใช้ จะต้องมีการเพ่ิม
ตัวหารซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบ ส่วนงานวิจัยของแคตตินั น ไม่มีการเพ่ิมตัวหารซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบ 
แต่สังเกตได้ว่าตัวหารที่ใช้นั นจะมีค่ามากเมื่อเปรียบเทียบกับระบบจ้านวนเศษเหลือเดิมและระบบของ
บาร์ซิ – เมสตรินิ ตารางที่ 1 สรุปข้อดีและข้อจ้ากัดของระบบทั งสอง รวมถึงระบบจ้านวนเศษเหลือ
แบบเดิม เครื่องหมาย  ในตารางแสดงข้อดีของระบบนั น ๆ 

ตารางที่ 1 ข้อเปรียบเทียบของระบบจ้านวนเศษเหลือ 3 ระบบ 
ข้อเปรียบเทียบ ระบบจ้านวนเศษเหลือ ระบบจ้านวนเศษเหลือ

ซ ้าซ้อนของบาร์ซ–ิเมสตริน ิ
ระบบจ้านวนเศษเหลือ

ซ ้าซ้อนของแคตต ิ

สามารถตรวจจับและแก้ไข
ความผิดพลาดได ้

   

ไม่ต้องเพิ่มตัวหารซ ้าซ้อน    
ตัวหารมคี่าน้อย    

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 4 
วิธีการด าเนินงาน 

4.1 แนวคิดในการด าเนินงาน 

จากตารางที่ 1 จะเห็นได้ว่าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนทั งสองแบบมีข้อดีและข้อจ้ากัดที่
แตกต่างกัน การเพ่ิมตัวหารและการใช้ตัวหารที่มีค่ามาก จะท้าให้วงจรของระบบมีขนาดใหญ่ขึ น [1] 
งานวิจัยนี จึงต้องการจะเสนอแนวทางในการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนแบบใหม่ ซึ่งไม่มี
ข้อจ้ากัดเหมือนกับงานวิจัยที่เคยมีการเสนอมาแล้ว 

ผู้วิจัยได้สังเกตว่าการเพ่ิมความซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบจ้านวนเศษเหลือสามารถท้าได้สามวิธี
คือ การเพ่ิมตัวหารซ ้าซ้อน การเพ่ิมค่าของตัวหารให้มีค่ามาก และอีกวิธีหนึ่งคือการเพ่ิมรูปแบบของ
เศษเหลือที่ใช้ในการแทนจ้านวนเต็ม ซึ่งยังไม่มีงานวิจัยใดที่น้าวิธีการสุดท้ายนี มาใช้ ข้อสังเกตนี จึง
น้ามาสู่แนวคิดของงานวิจัย คือการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน โดยการใช้ค่าเศษเหลือที่มี
ความซ ้าซ้อน เพ่ือให้เห็นภาพมากขึ น ให้พิจารณาตัวอย่างของค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อนดังนี  

ตัวอย่าง 33 โดยทั่วไป การหารด้วย 2 จะมีเศษเหลือสองแบบคือ 0 และ 1 ถ้าก้าหนดให้สามารถใช้
ค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อนได้ เราอาจจะใช้ค่าเศษเหลือมากกว่าสองแบบ ตัวอย่างเช่น ถ้าใช้ค่า  
0, 1, 2 และ 3 เป็นเศษเหลือจากการหารด้วย 2 จะได้ว่าเศษจากการหาร 7 ด้วย 2 อาจเป็น 1 หรือ 
3 ก็ได้ สังเกตว่าเศษที่น้ามาใช้นั นจะมีความสัมพันธ์สมภาคบนตัวหารที่ใช้ เช่นในตัวอย่างนี  1 และ 3 

มีความสัมพันธ์สมภาคบนการหารด้วย 2 □ 

ในมุมของระบบจ้านวนเศษเหลือ ค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อนจะท้าให้จ้านวนเต็มสามารถ
เขียนในรูปเศษเหลือได้มากกว่าหนึ่งแบบ การเลือกใช้งานรูปเศษเหลือบางแบบ และเลือกไม่ใช้งาน  
รูปเศษเหลืออ่ืน ๆ จะเป็นการเพ่ิมความซ ้าซ้อนให้กับระบบ ซึ่งจะเพ่ิมระยะทางแฮมมิงของระบบ และ
ท้าให้ระบบมีความสามารถในการตรวจจับและแก้ไขข้อผิดพลาดได้ พิจารณาตัวอย่างระบบจ้านวน
เศษเหลือซ ้าซ้อน โดยการใช้ค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อนดังนี  

ตัวอย่าง 34 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือที่ใช้ล้าดับตัวหาร (2, 3, 5) ซึ่งเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์
กัน โดยปกติแล้วระบบจ้านวนเศษเหลือนี จะต้องแทนจ้านวนเต็ม 7 ด้วยรูปเศษเหลือ (1, 1, 2) ถ้ามี
การใช้ค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อน เช่น ให้เศษเหลือที่เป็นไปได้จากการหารด้วย 2 ได้แก่  
0, 1, 2 และ 3 และเศษเหลือที่เป็นไปได้จากการหารด้วย 3 ได้แก่ 0, 1, 2, 3, และ 4 ส่วนเศษเหลือ 
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ที่เป็นไปได้จากการหารด้วย 5 ให้คงไว้เป็น 0, 1, 2, 3 และ 4 ตามเดิม จ้านวนเต็ม 7 จะแทนได้สี่
รูปแบบ ได้แก่ (1, 1, 2), (3, 1, 2), (1, 4, 2) และ (3, 4, 2) เป็นต้น หากเลือกใช้รูปเศษเหลือเพียง
หนึ่งรูปแบบ และไม่ใช้สามรูปแบบที่เหลือ จะเป็นการเพ่ิมความซ ้าซ้อนและระยะทางแฮมมิงให้กับ

ระบบได้ ส้าหรับการแทนจ้านวนเต็มอ่ืน ๆ จะเป็นในลักษณะเดียวกัน  □ 

จากตัวอย่าง 34 จะเห็นว่า ระบบที่เสนอมีสมบัติเป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนโดย 
ไม่ต้องเพ่ิมตัวหารซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบ และไม่ต้องเพ่ิมค่าของตัวหารให้มีค่ามากขึ น ท้าให้ระบบที่
เสนอเป็นไปตามจุดประสงค์ที่ตั งไว้ แต่การใช้ค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อนอาจท้าให้การค้านวณของ
ระบบมีความซับซ้อนมากขึ นได้ 

เพ่ือให้การเสนอระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่คิดขึ นเป็นไปได้อย่างถูกต้อง จะขออธิบาย
แนวคิดในการแบ่งรูปแบบการแทนจ้านวนเต็มด้วยเศษเหลือออกเป็นกลุ่มย่อย ๆ และหลังจากนั นจะ
น้าการแบ่งกลุ่มนี ไปใช้สร้างเป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนต่อไป ซึ่งจะประกอบด้วยขั นตอนวิธีใน
การแปลงจ้านวนเต็มให้อยู่ในรูปเศษเหลือ การแปลงรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็ม การบวก  
การคูณ การตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาด และการเปรียบเทียบค่าในรูปเศษเหลือ 

4.2 แนวคิดในการแบ่งรูปแบบการแทนจ านวนเต็มด้วยเศษเหลือออกเป็นกลุ่มย่อย 

จากหัวข้อที่ 4.1 จะพบปัญหาว่า ถ้าก้าหนดล้าดับตัวหารและค่าอ่ืน ๆ ที่จ้าเป็นมาให้ จะ
เลือกใช้ค่าเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อนค่าใดบ้าง ด้วยเหตุนี  แนวคิดในการแบ่งรูปแบบการแทน 
จ้านวนเต็มด้วยเศษเหลือออกเป็นกลุ่มย่อย ๆ จึงเกิดขึ น 

จากทฤษฎีบท 27 เมื่อก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือที่ใช้ล้าดับตัวหาร (m1, m2, ..., mk) 
หากต้องการระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่มีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d โดยไม่ต้องเพ่ิมตัวหาร
ซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบ เราสามารถแบ่งตัวหารที่ได้มาออกเป็นล้าดับตัวหารข้อมูล (m1, ..., mk–d+1) 
และล้าดับตัวหารซ ้าซ้อน (mk–d+2, ..., mk) จะเห็นได้ว่าจ้านวนเต็มที่ระบบสามารถแทนได้ ลดลงจาก 
∏(i=1,...,k) mi เป็น ∏(i=1,...,k–d+1) mi 

เพ่ือให้ระบบสามารถแทนจ้านวนเต็มได้ ∏(i=1,...,k) mi จ้านวนเท่าเดิม ขอให้สังเกตว่าการแทน 
กลุ่มของจ้านวนเต็ม ∏(i=1,...,k–d+1) mi จ้านวน จะได้ระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d ดังนั น หากเราแบ่ง 
จ้านวนเต็มที่มีอยู่ทั งหมด ∏(i=1,...,k) mi จ้านวน ออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ ∏(i=1,...,k–d+1) mi จ้านวน และให้
หมายเลขกับแต่ละกลุ่ม เมื่อระบุหมายเลขกลุ่มที่ต้องการ เราก็จะสามารถแทนจ้านวนเต็ม  
∏(i=1,...,k–d+1) mi จ้านวนในกลุ่มนั นได ้โดยมีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d เมื่อรวมรูปเศษเหลือที่มีอยู่และ
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หมายเลขกลุ่มเข้าด้วยกัน ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ได้ก็จะสามารถแทนจ้านวนเต็มได้  
∏(i=1,...,k) mi จ้านวน และมีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d 

เพ่ือให้เข้าใจได้ตรงกันและสะดวกในการอธิบายต่อไป ขอก้าหนดนิยามต่าง ๆ ดังนี  

นิยาม 35 (หมายเลขกลุ่มของระบบจ านวนเศษเหลือ) ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือ ที่มีล้าดับของ
ตัวหาร (m1, m2, ..., mk) โดย mi แต่ละตัวเป็นจ้านวนเต็มบวกและเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน
ทั งหมด และ mi < mi+1 ส้าหรับทุกค่า i ในช่วง 1 ≤ i ≤ k–1 

จากรูปแบบการแทนจ้านวนเต็มทั งหมด Mk = ∏(i=1,...,k) mi จ้านวน จะแบ่งรูปเศษเหลือ
ออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ E = ∏(i=1,...,k–d+1) mi จ้านวน จะได้ว่ามีจ้านวนกลุ่มทั งสิ น G = Mk / E กลุ่ม 

ก้าหนดให้หมายเลขกลุ่มของจ้านวนเต็ม X มีค่าเท่ากับ X / E 

ภาพรวมของนิยาม 35 สามารถแสดงได้ดังรูปที่ 1 

 

รูปที่ 1 การค้านวณจ้านวนรูปเศษเหลือในแต่ละกลุ่ม และจ้านวนกลุ่มที่ได้ ตามนิยาม 35 

ตัวอย่าง 36 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือที่มีล้าดับตัวหารเป็น (2, 3, 5) ซึ่งระบบนี สามารถแทน
จ้านวนเต็มได้ 30 จ้านวน หากต้องการให้ระบบมีระยะทางแฮมมิงเป็น 2 สามารถแบ่งล้าดับตัวหาร
ออกเป็นล้าดับตัวหารข้อมูล (2, 3) และล้าดับตัวหารซ ้าซ้อน (5) วิธีการนี จะท้าให้ระบบสามารถแทน 
จ้านวนเต็มได้เพียง 6 จ้านวนเท่านั น 

เพ่ือให้ระบบสามารถแทนจ้านวนเต็มได้ 30 จ้านวน จะท้าการแบ่งรูปเศษเหลือออกเป็นกลุ่ม 
เมื่อค้านวณค่าตามนิยาม 35 จะได้ว่ารูปแบบการแทนจ้านวนเต็มด้วยเศษเหลือของระบบที่เสนอ จะ
ถูกแบ่งออกเป็นกลุ่มละ E = 6 จ้านวน และมีทั งหมด G = 5 กลุ่ม 

เมื่อค้านวณหมายเลขกลุ่มตามนิยาม 35 จะได้ว่ารูปเศษเหลือที่แทนจ้านวนเต็ม 5 จะอยู่ใน

กลุ่มหมายเลข 5 / 6 = 0 และรูปเศษเหลือที่แทนจ้านวนเต็ม 20 จะอยู่ในกลุ่มหมายเลข  

20 / 6 = 3 สังเกตว่าหมายเลขกลุ่มจะมีค่าตั งแต่ 0 จนถึง G–1 □ 
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4.3 การแปลงจ านวนเต็มให้อยู่ในรูปเศษเหลือ 

เมื่อได้หมายเลขกลุ่มจากหัวข้อที่ 4.2 แล้ว ขั นตอนต่อไปจะเป็นการน้าหมายเลขกลุ่มที่ได้ มา
รวมกับระบบจ้านวนเศษเหลือที่มีอยู่เดิม เพ่ือให้กลายเป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน ขั นตอนวิธี
ในการแปลงจ้านวนเต็มให้อยู่ในรูปเศษเหลือของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ เป็นไปตามรูป
ที่ 2 

 
Algorithm 1 Converting integer into RRNS 
representation with redundant residue representations 

 
Input: pairwise co-prime moduli sequence (m1, ..., mk), 

Hamming distance d, and integer X 
Output: RRNS representation of X as (x1, ..., xk) 
 1: for i = 1 to k do 

 2:  xi  | X |mi 
 3: end for 

 4: E  Π(i=1,...,k–d+1) mi 

 5: g   X / E  
 6: for i = 1 to d do 

 7:  xi  xi + g  mi 
 8: end for 
 9: return (x1, ..., xk) 

 

รูปที่ 2 ขั นตอนวิธีในการแปลงจ้านวนเต็มให้อยู่ในรูปเศษเหลือ 
ของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 

ขั นตอนวิธีตามรูปที่ 2 สามารถอธิบายได้ดังนี  ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือ ที่มีล้าดับของ
ตัวหาร (m1, m2, ..., mk) โดย mi แต่ละตัวเป็นจ้านวนเต็มบวกและเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน
ทั งหมด และ mi < mi+1 ส้าหรับทุกค่า i ในช่วง 1 ≤ i ≤ k–1 ก้าหนดให้ระยะทางแฮมมิงของระบบ
จ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ต้องการมีค่าเท่ากับ d และจ้านวนเต็มที่ต้องการแปลงคือ X 

ในบรรทัดที่ 1 – 3 จะท้าการค้านวณรูปเศษเหลือของ X ในระบบจ้านวนเศษเหลือปกติก่อน 

จากนั นในบรรทัดที่ 4 – 5 จะท้าการค้านวณหมายเลขกลุ่มของ X ซึ่งมีค่าเท่ากับ X / E และใน
บรรทัดที่ 6 – 8 จะท้าการรวมหมายเลขกลุ่มเข้าไปในค่าของเศษเหลือ d ตัวแรก โดยคูณหมายเลข
กลุ่มกับตัวหารแต่ละตัว แล้วบวกเข้ากับเศษเหลือที่ได้จากบรรทัดที่ 1 – 3 เมื่อรวมหมายเลขกลุ่มเข้า
กับค่าเศษเหลือ d ตัวแรกครบแล้ว ก็เป็นอันเสร็จสิ นขั นตอนวิธี 
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จะเห็นว่ารูปเศษเหลือจากขั นตอนวิธีในรูปที่ 2 มีความสัมพันธ์สมภาคกับรูปเศษเหลือที่ได้
จากระบบจ้านวนเศษเหลือปกติ ทฤษฎีบทต่อไปนี จะแสดงว่าขั นตอนวิธีที่น้าเสนอ จะให้ระบบจ้านวน
เศษเหลือซ ้าซ้อนที่มีระยะทางแฮมมิงมากกว่าหรือเท่ากับ d จริง 

ทฤษฎีบท 37 ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ได้จากขั นตอนวิธีในรูปที่ 2 มีระยะทางแฮมมิงมากกว่า
หรือเท่ากับ d 

บทพิสูจน์ ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือ ที่มีล้าดับของตัวหาร (m1, m2, ..., mk) โดย mi แต่ละตัว
เป็นจ้านวนเต็มบวกและเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กันทั งหมด และ mi < mi+1 ส้าหรับทุกค่า i ในช่วง 
1 ≤ i ≤ k–1 และก้าหนดค่า d เป็นข้อมูลน้าเข้าของขั นตอนวิธี จะแสดงให้เห็นว่า เมื่อเลือก 
จ้านวนเต็ม X และ Y ที่มีค่าไม่เท่ากัน และอยู่ในช่วง [0, Mk) รูปเศษเหลือของ X และ Y ที่ได้จาก
ขั นตอนวิธีจะมีระยะทางแฮมมิงมากกว่าหรือเท่ากับ d เสมอ แบ่งการพิสูจน์เป็น 2 กรณี ได้แก่ 

กรณีที่ 1 ถ้า X และ Y มีหมายเลขกลุ่มเท่ากัน จากทฤษฎีบท 27 จะได้ว่าการใช้ระบบ
จ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่มีล้าดับตัวหารข้อมูล (m1, ..., mk–d+1) และล้าดับตัวหารซ ้าซ้อน  
(mk–d+2, ..., mk) แทนจ้านวนเต็มในช่วง [N, N+E) เมื่อ N เป็นจ้านวนเต็มใด ๆ และ E =  
∏(i=1,...,k–d+1) mi จะมีระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d และเนื่องจาก X และ Y มีหมายเลขกลุ่มเท่ากัน 
ดังนั น X และ Y มีค่าต่างกันไม่เกิน E และระยะทางแฮมมิงระหว่างรูปเศษเหลือของ X และ Y ก็
จะต้องมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับ d ด้วย เมื่อบวกหมายเลขกลุ่มเข้าไปในรูปเศษเหลือของ X และ Y 
ระยะทางแฮมมิงก็ยังคงมากกว่าหรือเท่ากับ d 

กรณีที่ 2 ถ้า X และ Y มีหมายเลขกลุ่มที่ต่างกัน จากบรรทัดที่ 6 – 8 ของขั นตอนวิธี มีการ
บวกหมายเลขกลุ่มเข้ากับเศษเหลือ d ตัวแรก พิจารณาตัวหาร mi ถ้าหมายเลขกลุ่มของ X คือ gX 

และหมายเลขกลุ่มของ Y คือ gY จะได้รูปเศษเหลือของ X และ Y เป็น |X|mi + gX  mi และ  

|Y|mi + gY  mi ตามล้าดับ และเนื่องจาก gX ไม่เท่ากับ gY และ |X|mi กับ |Y|mi มีค่าน้อยกว่า mi 

ดังนั น |X|mi + gX  mi ต้องมีค่าไม่เท่ากับ |Y|mi + gY  mi สรุปได้ว่ารูปเศษเหลือ d ตัวแรกของ X 
และ Y แตกต่างกัน นั่นคือระยะทางแฮมมิงระหว่างรูปเศษเหลือของ X และ Y มีค่ามากกว่าหรือ
เท่ากับ d 

จากทั ง 2 กรณีสามารถสรุปได้ว่ารูปเศษเหลือของ X และ Y จะมีระยะทางแฮมมิงมากกว่า
หรือเท่ากับ d เสมอ ดังนั นระยะทางแฮมมิงของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนจึงมากกว่าหรือเท่ากับ 
d ด้วย  
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จากขั นตอนวิธีในรูปที่ 2 จะเห็นได้ว่าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ ไม่มีการเพ่ิม
ตัวหารซ ้าซ้อนเข้าไปในระบบ และไม่ต้องเพ่ิมค่าของตัวหาร และจะเห็นได้ว่าเศษเหลือของตัวหาร d 
ตัวแรกสามารถมีค่ามากกว่าตัวหารได้ นั่นคือเราได้เพ่ิมรูปเศษเหลือที่มีความซ ้าซ้อนเข้าไปนั่นเอง 
เพ่ือให้เห็นภาพมากยิ่งขั น ขอยกตัวอย่างต่อไปนี  

ตัวอย่าง 38 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือที่มีล้าดับตัวหาร (2, 3, 5) ถ้าต้องการให้ระยะทางแฮมมิง
ของระบบมีค่าเป็น 2 จากตัวอย่าง 36 จะได้ค่า E = 6 และ G = 5 เมื่อพิจารณาจ้านวนเต็มแต่ละ
จ้านวน จะสามารถค้านวณหมายเลขกลุ่ม และรูปเศษเหลือในระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนตาม

ขั นตอนวิธีในรูปที่ 2 ได้ดังตารางที่ 2 □ 

ตารางที่ 2 ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่น้าเสนอ เมื่อก้าหนดล้าดับตัวหารเป็น (2, 3, 5)  
และก้าหนดระยะทางแฮมมิงเป็น 2 

จ้านวนเต็ม รูปเศษเหลือปกต ิ หมายเลขกลุ่ม รูปเศษเหลือจากขั นตอนวิธีในรูปที ่2 
0 (0, 0, 0) 0 (0, 0, 0) 

1 (1, 1, 1) 0 (1, 1, 1) 
2 (0, 2, 2) 0 (0, 2, 2) 
3 (1, 0, 3) 0 (1, 0, 3) 
4 (0, 1, 4) 0 (0, 1, 4) 
5 (1, 2, 0) 0 (1, 2, 0) 

6 (0, 0, 1) 1 (2, 3, 1) 
7 (1, 1, 2) 1 (3, 4, 2) 
... ... ... ... 
11 (1, 2, 1) 1 (3, 5, 1) 

12 (0, 0, 2) 2 (4, 6, 2) 
... ... ... ... 

17 (1, 2, 2) 2 (5, 8, 2) 
18 (0, 0, 3) 3 (6, 9, 3) 
... ... ... ... 
23 (1, 2, 3) 3 (7, 11, 3) 
24 (0, 0, 4) 4 (8, 12, 4) 

... ... ... ... 
28 (0, 1, 3) 4 (8, 13, 3) 

29 (1, 2, 4) 4 (9, 14, 4) 
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4.4 การแปลงรูปเศษเหลือกลับเป็นจ านวนเต็ม 

เนื่องจากขั นตอนวิธีในการแปลงจ้านวนเต็มให้อยู่ในรูปเศษเหลือของระบบที่เสนอ ได้คง
ความสัมพันธ์สมภาคของจ้านวนเต็มตั งต้นและเศษเหลือแต่ละตัว ดังนั นการแปลงรูปเศษเหลือกลับ
เป็นจ้านวนเต็มสามารถใช้ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนกับค่าเศษเหลือทุกตัวได้ เหมือนกับระบบจ้านวน
เศษเหลือปกติ 

อย่างไรก็ตาม จากการสังเกตตารางที่ 2 จะพบว่า ในระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 
เมื่อก้าหนดตัวหาร k ตัว และก้าหนดระยะทางแฮมมิงให้มีค่าเท่ากับ d ค่าเศษเหลือ k–d+1 ตัวแรก
ของรูปเศษเหลือในแต่ละกลุ่มจะมีรูปแบบเหมือนกัน และในแต่ละกลุ่มค่ าเศษเหลือ k–d+1 ตัวแรก
ของรูปเศษเหลือจะมีรูปแบบที่ไม่ซ ้ากัน ทั งนี เนื่องจากเราได้แบ่งกลุ่มของรูปเศษเหลือออกเป็นกลุ่มละ 
E = ∏(i=1,...,k–d+1) mi จ้านวน 

จากสมบัติของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ได้กล่าวไป ท้าให้การใช้หมายเลขกลุ่มและ  
ค่าเศษเหลือ k–d+1 ตัวแรก เพียงพอต่อการระบุจ้านวนเต็มแต่ละตัว การแปลงรูปเศษเหลือกลับเป็น
จ้านวนเต็มจึงใช้การค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนกับค่าเศษเหลือ k–d+1 ตัวแรกเท่านั น  
ไม่จ้าเป็นต้องค้านวณกับค่าเศษเหลือทั ง k ตัวเหมือนกับระบบเดิม ขั นตอนวิธีในการแปลงรูป 
เศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็มสามารถแสดงได้ดังรูปที่ 3 

 
Algorithm 2 Converting RRNS representation with 
redundant residue representations to integer 

 
Input: pairwise co-prime moduli sequence (m1, ..., mk), 

Hamming distance d, and RRNS representation of X 
as (x1, ..., xk) 

Output: integer value of X 

 1: h  CRT(m1, ..., mk–d+1., x1, ..., xk–d+1) 

 2: g   x1 / m1  

 3: E  Π(i=1,...,k–d+1) mi 

 4: X  h + g  E 
 5: return X 

 

รูปที่ 3 ขั นตอนวิธีในการแปลงรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็ม 
ของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 

ขั นตอนวิธีตามรูปที่ 3 สามารถอธิบายได้ดังนี  ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือ ที่มีล้าดับของ
ตัวหาร (m1, m2, ..., mk) โดย mi แต่ละตัวเป็นจ้านวนเต็มบวกและเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน
ทั งหมด และ mi < mi+1 ส้าหรับทุกค่า i ในช่วง 1 ≤ i ≤ k–1 ก้าหนดให้ระยะทางแฮมมิงของระบบ
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จ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนมีค่าเท่ากับ d และรูปเศษเหลือที่ต้องการแปลงกลับเป็นจ้านวนเต็มคือ  
(x1, x2, ..., xk) 

ในบรรทัดที่ 1 จะท้าการค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน ได้เป็นอันดับของรูป 
เศษเหลือในกลุ่มที่รูปเศษเหลือนั นอยู่ บรรทัดที่ 2 ท้าการค้านวณหมายเลขกลุ่ม บรรทัดที่ 3 – 4 
ค้านวณค่าจ้านวนเต็ม X โดยหาผลคูณระหว่างจ้านวนรูปเศษเหลือในแต่ละกลุ่ม (E) และจ้านวนกลุ่ม
ที่อยู่ก่อนหน้า เมื่อบวกด้วยอันดับของรูปเศษเหลือในกลุ่มที่รูปเศษเหลือนั นอยู่ ก็จะได้อันดับของรูป
เศษเหลือนั นเทียบกับรูปเศษเหลือทั งหมดที่เป็นไปได้ ซึ่งมีค่าเท่ากับค่าจ้านวนเต็มของรูปเศษเหลือนั น 
เพ่ือให้เห็นภาพได้ชัดเจนมากขึ น พิจารณาตัวอย่างการท้างานตามขั นตอนวิธีดังนี  

ตัวอย่าง 39 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนเช่นเดียวกันกับตัวอย่าง 38 เมื่อต้องการแปลงรูป
เศษเหลือ (3, 5, 1) กลับเป็นจ้านวนเต็ม ตามขั นตอนวิธีในรูปที่ 3 จะค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือ

ของจีน เพ่ือแก้ความสัมพันธ์สมภาค x  3 (mod 2) และ x  5 (mod 3) ซึ่งจะได้ค้าตอบเป็น  

x = 5 และค้านวณหมายเลขกลุ่มจาก g = 3 / 2 = 1 ให้สังเกตว่ารูปเศษเหลือ (3, 5, 1) อยู่เป็น

อันดับที่ 5 ในกลุ่มหมายเลข 1 ดังนั นรูปเศษเหลือ (3, 5, 1) จึงอยู่เป็นอันดับที่ x + g  E =  

5 + 1  6 = 11 ในระบบ ซึ่งหมายความว่ารูปเศษเหลือ (3, 5, 1) แทนค่าจ้านวนเต็ม 11 ด้วย □ 

4.5 การบวก 

เนื่องจากขั นตอนวิธีในการแปลงจ้านวนเต็มให้อยู่ในรูปเศษเหลือของระบบที่เสนอ ได้คง
ความสัมพันธ์สมภาคของจ้านวนเต็มตั งต้นและเศษเหลือแต่ละตัว ดังนั นการบวกก็อาจจะสามารถใช้
หลักการของทฤษฎีบท 14 ได้ แต่เนื่องจากระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ มีการรวมหมายเลข
กลุ่มเข้าไปในรูปแบบการแทนจ้านวนเต็มด้วยเศษเหลือ ดังนั นการด้าเนินการบวกจะต้องมีความ
ซับซ้อนมากกว่าเดิม ขอให้พิจารณาทฤษฎีบทต่อไปนี  

ทฤษฎีบท 40 มีขั นตอนวิธีการค้านวณผลบวกของรูปเศษเหลือ ส้าหรับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน
ที่เสนอ 
บทพิสูจน์ ขั นตอนวิธีการค้านวณผลบวกของรูปเศษเหลือเป็นไปตามขั นตอนวิธีในรูปที่ 4 
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Algorithm 3 Addition operation for proposed RRNS 

 
Input: pairwise co-prime moduli sequence (m1, ..., mk), 

Hamming distance d, RRNS representations of X 
and Y as (x1, ..., xk) and (y1, ..., yk) 

Output: RRNS representation of Z = X + Y as (z1, ..., zk) 
 1: for i = 1 to k do 

 2:  zi  | xi + yi |mi 
 3: end for 

 4: E   Π(i=1,...,k–d+1) mi 

 5: G   Π(i=k–d+2,...,k) mi 

 6: gx   x1/m1  

 7: gy   y1/m1  

 8: hx  CRT(m1, ..., mk–d+1, x1, ..., xk-d+1) 

 9: hy  CRT(m1, ..., mk–d+1, y1, ..., yk–d+1) 

10: gz  gx + gy 
11: if hx + hy ≥ E then 

12:  gz  | gz + 1 |G 
13: end if 
14: for i = 1 to d do 

15:  zi  zi + gz  mi 

16: end for 
17: return (z1, ..., zk) 

 

รูปที่ 4 ขั นตอนวิธีในการค้านวณผลบวกของรูปเศษเหลือ ของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 

ขั นตอนวิธีตามรูปที่ 4 สามารถอธิบายได้ดังนี  ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือ ที่มีล้าดับของ
ตัวหาร (m1, m2, ..., mk) โดย mi แต่ละตัวเป็นจ้านวนเต็มบวกและเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กัน
ทั งหมด และ mi < mi+1 ส้าหรับทุกค่า i ในช่วง 1 ≤ i ≤ k–1 ก้าหนดให้ระยะทางแฮมมิงของระบบ
จ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนมีค่าเท่ากับ d และรูปเศษเหลือของจ้านวนเต็ม X และ Y ที่ต้องการหา
ผลบวกคือ (x1, x2, ..., xk) และ (y1, y2, ..., yk) ตามล้าดับ 

ในบรรทัดที่ 1 – 3 จะท้าการหาผลบวกตามทฤษฎีบท 14 เช่นเดียวกันกับระบบจ้านวน 
เศษเหลือปกติ การค้านวณในลักษณะนี จะท้าให้คงความสัมพันธ์สมภาคของจ้านวนเต็มตั งต้นและ 
เศษเหลือแต่ละตัว จากนั นจะท้าการค้านวณหมายเลขกลุ่มของผลบวก บรรทัดที่  4 – 9 เป็น 
การค้านวณค่า E = ∏(i=1,...,k–d+1) mi, G = ∏(i=k–d+2,...,k) mi และหมายเลขกลุ่มและอันดับในกลุ่มของ X 
และ Y ตามล้าดับ บรรทัดที่ 10 – 13 จะท้าการค้านวณหมายเลขกลุ่มของผลบวก โดยหมายเลขกลุ่ม
ของผลบวก จะมีค่าเท่ากับผลรวมของหมายเลขกลุ่มของ X และ Y แต่มีโอกาสร้อยละ 50 ที่ผลรวม
ของอันดับในกลุ่มของ X และ Y จะมีค่าตั งแต่ E ขึ นไป ในกรณีนี จะต้องบวก 1 เข้าไปที่หมายเลขกลุ่ม
ของผลบวกด้วย ทั งนี ผลรวมของอันดับในกลุ่มของ X และ Y จะมีค่าไม่ถึง 2E เนื่องจากอันดับในกลุ่ม
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ของ X และ Y มีค่าได้ตั งแต่ 0 ถึง E–1 เงื่อนไขที่กล่าวมาสามารถเขียนได้ตามที่แสดงในบรรทัดที่ 11 
และสามารถอธิบายได้ด้วยสมการดังนี  

เนื่องจาก  X  = gx  E + hx 

 Y  =  gy  E + hy 
 Z  =  X + Y 

ดังนั น gz  =  Z / E 

  =  gx + gy +  (hx + hy) / E  
และเนื่องจาก 0 ≤ hx + hy < 2E 

ดังนั น 0 ≤  (hx + hy) / E  ≤ 1 

เมื่อได้หมายเลขกลุ่มของผลบวกแล้ว บรรทัดที่ 14 – 16 จะน้าหมายเลขกลุ่มไปรวมกับรูป
เศษเหลือที่ได้จากบรรทัดที่ 1 – 3 และได้ผลลัพธ์สุดท้ายเป็นรูปเศษเหลือของผลบวกในระบบจ้านวน
เศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอตามที่ต้องการ  

เพ่ือให้เห็นภาพได้ชัดเจนมากขึ น พิจารณาตัวอย่างการท้างานตามขั นตอนวิธีดังนี  

ตัวอย่าง 41 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนเช่นเดียวกันกับตัวอย่าง 38 พิจารณาการบวก
ระหว่าง 11 และ 15 ซึ่งมีรูปเศษเหลือเป็น (3, 5, 1) และ (5, 6, 0) ตามล้าดับ ในบรรทัดที่ 1 – 3 จะ
ท้าการบวกตามทฤษฎีบท 14 ได้ผลบวกในเบื องต้นเป็น (0, 2, 1) ในบรรทัดที่ 4 – 9 ค้านวณค่า 
ต่าง ๆ ได้ E = 6, G = 5, gx = 1, gy = 2, hx = 5, hy = 3 และในบรรทัดที่ 10 ค้านวณหมายเลข
กลุ่มของผลบวกได้ gz = gx + gy = 3 เมื่อพิจารณาเงื่อนไขในบรรทัดที่ 11 อันดับในกลุ่มของ 11 และ 
15 มีค่าเป็น 5 และ 3 ตามล้าดับ ผลรวมของอันดับมีค่าเท่ากับ 8 ซึ่งมากกว่าหรือเท่ากับ E จึงต้อง
เพ่ิมค่า gz อีก 1 ท้าให้ได้ gz = 4 และสุดท้าย บรรทัดที่ 14 – 16 น้าหมายเลขกลุ่ม gz = 4 มารวมกับ
ผลบวกในเบื องต้น (0, 2, 1) ได้เป็นผลลัพธ์สุดท้าย (8, 14, 1) ซึ่งตรงกับรูปเศษเหลือของ 26 ตาม

ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ □ 

4.6 การคูณ 

การคูณในระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ มีแนวคิดคล้ายกับการบวก แต่การค้านวณ
หมายเลขกลุ่มของผลคูณจะมีความซับซ้อนมากกว่า 
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ทฤษฎีบท 42 มีขั นตอนวิธีการค้านวณผลคูณของรูปเศษเหลือ ส้าหรับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน
ที่เสนอ 
บทพิสูจน์ ขั นตอนวิธีการค้านวณผลคูณของรูปเศษเหลือเป็นไปตามขั นตอนวิธีในรูปที่ 5  

 
Algorithm 4 Multiplication operation for proposed 
RRNS 

 
Input: pairwise co-prime moduli sequence (m1, ..., mk), 

Hamming distance d, RRNS representations of X 
and Y as (x1, ..., xk) and (y1, ..., yk) 

Output: RRNS representation of Z = X  Y as (z1, ..., zk) 
 1: for i = 1 to k do 

 2:  zi  | xi  yi |mi 
 3: end for 

 4: E   Π(i=1,...,k–d+1) mi 

 5: G   Π(i=k–d+2,...,k) mi 

 6: gx   x1/m1  

 7: gy   y1/m1  

 8: hx  CRT(m1, ..., mk–d+1, x1, ..., xk-d+1) 

 9: hy  CRT(m1, ..., mk–d+1, y1, ..., yk–d+1) 

10: gz  | gx gy E + gx hy + gy hx +  hx hy /E  |G 
11: for i = 1 to d do 

12:  zi  zi + gz  mi 

13: end for 
14: return (z1, ..., zk) 

 

รูปที่ 5 ขั นตอนวิธีในการค้านวณผลคูณของรูปเศษเหลือ ของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 

การท้างานของขั นตอนวิธีในรูปที่ 5 จะคล้ายกับขั นตอนวิธีในรูปที่ 4 ขอให้สังเกตว่าบรรทัดที่ 
1, 3 – 9 และ 11 – 14 ของขั นตอนวิธีในรูปที่ 5 เหมือนกับขั นตอนวิธีในรูปที่ 4 ส่วนที่แตกต่างกันคือ
บรรทัดที่ 2 เป็นการค้านวณผลคูณในเบื องต้นตามทฤษฎีบท 14 และบรรทัดที่ 10 ซึ่งเป็นการค้านวณ
หมายเลขกลุ่มของผลคูณ ส้าหรับแนวคิดในการค้านวณหมายเลขกลุ่มของผลคูณสามารถอธิบายได้
ด้วยสมการในลักษณะเดียวกันกับขั นตอนวิธีในรูปที่ 4 ดังนี  

เนื่องจาก  X  = gx  E + hx 

 Y  =  gy  E + hy 

 Z  =  X  Y 
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ดังนั น gz  =  Z / E 

  =  ( gx  E + hx) (gy  E + hy) / E 

  = gx gy E + gx hy + gy hx + hx hy / E  

เพ่ือให้เห็นภาพได้ชัดเจนมากขึ น พิจารณาตัวอย่างการท้างานตามขั นตอนวิธีดังนี  

ตัวอย่าง 43 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนเช่นเดียวกันกับตัวอย่าง 38 พิจารณาการคูณ
ระหว่าง 3 และ 7 ซึ่งมีรูปเศษเหลือเป็น (1, 0, 3) และ (3, 4, 2) ตามล้าดับ ในบรรทัดที่ 1 – 3 จะท้า
การคูณตามทฤษฎีบท 14 ได้ผลคูณในเบื องต้นเป็น (1, 0, 1) ในบรรทัดที่ 4 – 9 ค้านวณค่า 
ต่าง ๆ ได้ E = 6, G = 5, gx = 0, gy = 1, hx = 3, hy = 1 ในบรรทัดที่ 10 ค้านวณหมายเลขกลุ่มของ
ผลคูณตามสมการได้ gz = 3 และสุดท้าย บรรทัดที่ 11 – 13 น้าหมายเลขกลุ่ม gz = 3 มารวมกับ
ผลบวกในเบื องต้น (1, 0, 1) ได้เป็นผลลัพธ์สุดท้าย (7, 9, 1) ซึ่งตรงกับรูปเศษเหลือของ 21 ตาม

ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ □ 

4.7 การตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาด 

จากทฤษฎีบท 22 ถ้าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่มีล้าดับตัวหาร (m1, m2, ..., mk) มี
ระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d ระบบจะสามารถตรวจจับความผิดพลาดได้ หากมีความผิดพลาดเกิดขึ น 
ไม่เกิน d – 1 ต้าแหน่ง และระบบยังสามารถแก้ไขความผิดพลาดได้ หากมีความผิดพลาดเกิดขึ น 

ไม่เกิน (d – 1) / 2 ต้าแหน่ง ในการแก้ไขความผิดพลาดจะใช้หลักการที่เรียกว่าหลักการ 
ความควรจะเป็นสูงสุด (maximum likelihood principle) 

เนื่องจากมีการเพ่ิมข้อมูลหมายเลขกลุ่มเข้าไปในรูปเศษเหลือ จึงสามารถน้าหมายเลขกลุ่มนี 
มาช่วยในการตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาดได้ ขั นตอนการตรวจจับความผิดพลาดจะเริ่มจาก  
การตรวจสอบหมายเลขกลุ่มของค่าเศษเหลือ d ตัวแรกก่อน ในกรณีที่หมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้จาก
ค่าเศษเหลือ d ตัวแรกไม่ตรงกัน จะสามารถสรุปได้ทันทีว่ามีความผิดพลาดเกิดขึ นกับรูปเศษเหลือที่
ก้าลังตรวจสอบ ขอให้สังเกตว่าในกรณีนี ระบบสามารถท้างานได้รวดเร็ว การที่ระบบมีค่าระยะทาง
แฮมมิง d ที่มาก จะท้าให้เมื่อมีความผิดพลาดเกิดขึ น จะมีโอกาสสูงที่หมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้จาก
ค่าเศษเหลือ d ตัวแรกจะไม่ตรงกัน และระบบจะสามารถตรวจพบได้อย่างรวดเร็ว 

ในกรณีที่หมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้จากค่าเศษเหลือ d ตัวแรกตรงกันทั งหมด ยังไม่สามารถ
สรุปได้ว่าไม่มีความผิดพลาดเกิดขึ นกับรูปเศษเหลือท่ีก้าลังตรวจสอบ ให้ท้าการแปลงรูปเศษเหลือกลับ
เป็นจ้านวนเต็มตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน โดยใช้ค่าเศษเหลือทั ง k ตัว เมื่อได้ค่าจ้านวนเต็มแล้ว 
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ให้ตรวจสอบว่าหมายเลขกลุ่มของจ้านวนเต็มนั นตรงกับหมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้จากค่าเศษเหลือ 
d ตัวแรกหรือไม่ ถ้าตรงกัน แสดงว่าไม่มีความผิดพลาดเกิดขึ น แต่ถ้าหากไม่ตรงกัน แสดงว่ามี 
ความผิดพลาดเกิดขึ นกับรูปเศษเหลือ ขั นตอนวิธีที่กล่าวมา สามารถเขียนได้ตามรูปที่ 6 

 
Algorithm 5 Error detection process for proposed RRNS 

 
Input: pairwise co-prime moduli sequence (m1, ..., mk), 

Hamming distance d, and RRNS representations  
(x1, ..., xk) 

Output: Error detection result 
 1: for i = 1 to d do 

 2:  gi   xi /mi  
 3: end for 
 4: if all gi are not the same then 
 5:  return “Error detected” 
 6: end if 

 7: X  CRT(m1, ..., mk, x1, ..., xk) 

 8: E   Π(i=1,...,k–d+1) mi 

 9: gx   X/E  
10: if gx is not equal to other gi then 
11:  return “Error detected” 
12: end if 
13: return “No error detected” 

 

รูปที่ 6 ขั นตอนวิธีในการตรวจจับความผิดพลาด ของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 

ทฤษฎีบท 44 ขั นตอนวิธีในรูปที่ 6 สามารถท้างานได้ถูกต้องกับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 
บทพิสูจน์ แบ่งการพิสูจน์เป็น 2 กรณีดังนี  

ในกรณีที่หมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้จากค่าเศษเหลือ d ตัวแรกไม่ตรงกัน เราสามารถสรุปได้
ทันทีว่ามีความผิดพลาดเกิดขึ นกับรูปเศษเหลือ เนื่องจากผลลัพธ์ที่ถูกต้องของการประมวลผลทั งหมด 
ได้แก่ การแปลงจ้านวนเต็มให้อยู่ในรูปเศษเหลือ การบวก และการคูณ จะต้องมีหมายเลขกลุ่มที่
ค้านวณได้จากค่าเศษเหลือ d ตัวแรกตรงกัน 

ในกรณีที่หมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้จากค่าเศษเหลือ d ตัวแรกตรงกัน สมมติให้จ้านวนเต็ม
ของรูปเศษเหลือก่อนที่จะเกิดความผิดพลาดมีค่าเท่ากับ X หมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้ตรงกันมีค่า
เท่ากับ g และเมื่อแปลงรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็มตามขั นตอนวิธีในบรรทัดที่ 7 ได้ผลลัพธ์เป็น
จ้านวนเต็ม X’  

หากมีความผิดพลาดเกิดขึ นอย่างน้อย 1 ต้าแหน่ง แต่ไม่เกิน d–1 ต้าแหน่ง ตามทฤษฎีบท 
27 จะได้ว่า |X – X’| ≥ E นั่นคือ X และ X’ ต้องมีหมายเลขกลุ่มที่ต่างกัน และเนื่องจากหมายเลข
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กลุ่มที่ค้านวณได้จากค่าเศษเหลือทั ง d ตัวตรงกัน จึงสามารถสรุปได้ทันทีว่า หมายเลขกลุ่ม g ที่
ค้านวณได้ตรงกันนั น เป็นหมายเลขกลุ่มที่ถูกต้องของ X (เพราะความผิดพลาดเกิดขึ นไม่เกิน d–1 
ต้าแหน่ง จึงไม่สามารถท้าให้หมายเลขกลุ่มของเศษเหลือ d ตัวแรกเปลี่ยนไปทั งหมดได้) หากพบว่า
หมายเลขกลุ่มของ X’ ไม่ตรงกับ g จึงสามารถสรุปได้ทันทีว่ามีความผิดพลาดเกิดขึ น 

จากทั ง 2 กรณี สามารถสรุปได้ว่าขั นตอนวิธีในรูปที่ 6 สามารถท้างานได้ถูกต้องกับระบบ
จ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ  

ขั นตอนวิธีในรูปที่ 6 สามารถปรับปรุงให้มีประสิทธิภาพมากขึ นได้ โดยในกรณีที่หมายเลข
กลุ่มของเศษเหลือ d ตัวแรกตรงกัน จะแปลงรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็มตามขั นตอนวิธีใน 
รูปที่ 3 และจะน้าจ้านวนเต็มที่ได้มาตรวจสอบความสัมพันธ์สมภาคกับเศษเหลือ (xk–d+2, ..., xk) ว่า
ตรงกันหรือไม่ ถ้าตรงกัน แสดงว่าไม่มีความผิดพลาดเกิดขึ น แต่ถ้าหากไม่ตรงกัน แสดงว่ามี  
ความผิดพลาดเกิดขึ นกับรูปเศษเหลือ วิธีนี จะท้าให้ลดการค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนจาก
เดิมต้องใช้ค่าเศษเหลือ k ตัว ลดลงเป็น k–d+1 ตัว ขั นตอนวิธีที่กล่าวมา สามารถเขียนได้ตามรูปที่ 7 

 
Algorithm 6 Improved error detection process for 
proposed RRNS 

 
Input: pairwise co-prime moduli sequence (m1, ..., mk), 

Hamming distance d, and RRNS representations  
(x1, ..., xk) 

Output: Error detection result 
 1: for i = 1 to d do 

 2:  gi   xi /mi  
 3: end for 
 4: if all gi are not the same then 
 5:  return “Error detected” 
 6: end if 

 7: h  CRT(m1, ..., mk–d+1., x1, ..., xk–d+1) 

 8: E  Π(i=1,...,k–d+1) mi 

 9: X  h + g1  E 
10: for i = k–d+2 to k do 
11:  if (X mod mi) ≠ xi then 
12:   return “Error detected” 
13:  end if 
14: end for 
15: return “No error detected” 

 

รูปที่ 7 ขั นตอนวิธีในการตรวจจับความผิดพลาดฉบับปรับปรุง  
ของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 
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ทฤษฎีบท 45 ขั นตอนวิธีในรูปที่ 7 สามารถท้างานได้ถูกต้องกับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 
บทพิสูจน์ พิจารณาเฉพาะกรณีที่หมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้จากค่าเศษเหลือ d ตัวแรกตรงกัน สมมติ
ให้จ้านวนเต็มของรูปเศษเหลือก่อนที่จะเกิดความผิดพลาดมีค่าเท่ากับ X หมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้
ตรงกันมีค่าเท่ากับ g และเมื่อแปลงรูปเศษเหลือที่มีความผิดพลาด (x’1, x’2, ..., x’k) กลับเป็น 
จ้านวนเต็มตามขั นตอนวิธีในบรรทัดที่ 7 – 9 ได้ผลลัพธ์เป็นจ้านวนเต็ม X’ 

การแปลงรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็มโดยใช้การค้านวณจากหมายเลขกลุ่มและ 
ค่าเศษเหลือ k–d+1 ตัวแรก (x’1, x’2, ..., x’k–d+1) โดยไม่สนใจค่าเศษเหลือ d–1 ตัวที่เหลือ ตาม
ขั นตอนวิธีในบรรทัดที่ 7 – 9 เป็นการตีความว่า X’ มีหมายเลขกลุ่มเดียวกันกับ X คือหมายเลขกลุ่ม
เท่ากับ g เมื่อค้านวณรูปเศษเหลือของ X และ X’ โดยไม่รวมหมายเลขกลุ่มเข้าไป ตามทฤษฎีบท 27 
จะได้ว่ารูปเศษเหลือท่ียังไม่รวมหมายเลขกลุ่มเข้าไปนี  จะมีระยะทางแฮมมิงระหว่างกันตั งแต่ d ขึ นไป 
แต่เนื่องจาก X’ เกิดจากความผิดพลาดไม่เกิน d–1 ต้าแหน่งจาก X ดังนั นเป็นไปไม่ได้ที่ X’ จะมี
หมายเลขกลุ่มเท่ากับ g นั่นคือ ในกลุ่ม g รูปเศษเหลือ k–d+1 ตัวแรก (x’1, x’2, ..., x’k–d+1) จะต้อง
ไม่ตามด้วยเศษเหลือ (x’k–d+2, ..., x’k) เมื่อน้า X’ มาตรวจสอบความสัมพันธ์สมภาคกับเศษเหลือ 
(x’k–d+2, ..., x’k) จะต้องเกิดความผิดพลาดขึ นอย่างแน่นอน  

อีกวิธีการหนึ่งในการตรวจจับความผิดพลาดคือ ในกรณีที่หมายเลขกลุ่มที่ค้านวณได้จาก 

ค่าเศษเหลือ d ตัวแรกตรงกัน และหมายเลขกลุ่มมีค่าเท่ากับ g ให้น้ารูปเศษเหลือของ g  E ไปลบ
ออกจากรูปเศษเหลือที่ต้องการตรวจสอบ การท้าเช่นนี จะเป็นการแปลงระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน
ที่เสนอ ให้กลายเป็นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของบาร์ซิและเมสตรินิ หลังจากนั น สามารถใช้
วิธีการในงานวิจัยต่าง ๆ [3] [4] [5] [6] [7] ในการตรวจจับความผิดพลาดได้ 

ตัวอย่าง 46 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่มีล้าดับตัวหาร (5, 7, 8, 9, 11, 13) และ
ระยะทางแฮมมิงเท่ากับ 3 จะได้ว่าระบบสามารถตรวจจับความผิดพลาดได้ d – 1 = 2 ต้าแหน่ง  
ในตัวอย่างนี จะอธิบายการตรวจจับความผิดพลาดโดยใช้รูปเศษเหลือของ 5678 คือ (13, 15, 22, 8, 
2, 10) 

ในกรณีที่รูปเศษเหลือเกิดความผิดพลาดเป็น (15, 15, 22, 8, 2, 10) เมื่อค้านวณหมายเลข
กลุ่มที่เศษเหลือ d = 3 ตัวแรก จะได้หมายเลขกลุ่มเป็น 3, 2 และ 2 ตามล้าดับ เมื่อหมายเลขกลุ่ม 
ไม่ตรงกัน จึงสามารถสรุปได้ทันทีว่ามีข้อผิดพลาดเกิดขึ น 

ในกรณีที่รูปเศษเหลือเกิดความผิดพลาดเป็น (14, 15, 22, 8, 2, 10) เมื่อค้านวณหมายเลข
กลุ่มที่เศษเหลือ d = 3 ตัวแรก จะได้หมายเลขกลุ่มเป็น 2 ทั งหมด การที่หมายเลขกลุ่มตรงกันยัง 
ไม่เพียงพอที่จะสรุปว่าไม่มีข้อผิดพลาดเกิดขึ น จึงต้องตรวจสอบต่อไป 
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ถ้าใช้ขั นตอนวิธีการตรวจจับข้อผิดพลาดตามรูปที่ 6 เมื่อน้าค่าเศษเหลือทั ง 6 ตัว (14, 15, 
22, 8, 2, 10) มาค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน จะได้จ้านวนเต็มคือ 221894 ซึ่งจ้านวนเต็ม
นี ไม่ได้มีหมายเลขกลุ่มเท่ากับ 2 ดังนั นจึงสรุปได้ว่ามีข้อผิดพลาดเกิดขึ น 

ถ้าใช้ขั นตอนวิธีการตรวจจับข้อผิดพลาดตามรูปที่ 7 เมื่อน้าค่าเศษเหลือ 4 ตัวแรก (14, 15, 
22, 8) มาค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน จะได้จ้านวนเต็มคือ 134 ซึ่งเป็นอันดับของรูป 

เศษเหลือในกลุ่มท่ี 2 ดังนั นจะได้จ้านวนเต็มของรูปเศษเหลือนี คือ h + g  E = 134 + 2  2520 = 
5174 เมื่อน้า 5174 ไปหารด้วยตัวหาร 11 และ 13 จะได้เศษเหลือเท่ากับ 4 และ 0 ตามล้าดับ ซึ่งไม่
ตรงกับค่าเศษเหลือ 2 ตัวหลัง (2, 10) ดังนั นจึงสรุปได้ว่ามีข้อผิดพลาดเกิดขึ น 

อีกวิธีหนึ่งคือน้ารูปเศษเหลือ (14, 15, 22, 8, 2, 10) มาลบออกด้วยรูปเศษเหลือของค่า  

g  E = 2  2520 = 5040 ซึ่งก็คือ (10, 14, 16, 0, 2, 9) ได้เป็น (4, 1, 6, 8, 0, 1) จากนั นจึงใช้วิธี
ในงานวิจัยอ่ืน ๆ เพ่ือตรวจสอบข้อผิดพลาดที่เกิดขึ นกับรูปเศษเหลือ (4, 1, 6, 8, 0, 1) ในระบบที่มี

ล้าดับตัวหารข้อมูลเป็น (5, 7, 8, 9) และล้าดับตวัหารซ ้าซ้อนเป็น (11, 13)  □ 

ส้าหรับการแก้ไขความผิดพลาด จะใช้วิธีการที่คล้ายกับการตรวจจับความผิดพลาด เนื่องจาก

ระบบจะสามารถแก้ไขข้อผิดพลาดได้เมื่อมีความผิดพลาดเกิดขึ นไม่เกิน (d – 1) / 2 ต้าแหน่ง 
ดังนั นเราสามารถหาหมายเลขกลุ่มที่ถูกต้องได้ โดยพิจารณาหมายเลขกลุ่มของเศษเหลือ d ตัวแรก 
และเลือกหมายเลขกลุ่มที่ปรากฏมากที่สุด หมายเลขกลุ่มนั นจะต้องเป็นหมายเลขกลุ่มที่ถูกต้อง 

หลังจากนั น ให้น้ารูปเศษเหลือของ g  E ไปลบออกจากรูปเศษเหลือที่ต้องการแก้ไข และใช้วิธีการ

ในงานวิจัยต่าง ๆ [3] [4] [5] [6] [7] ในการแก้ไขความผิดพลาด สุดท้ายจึงน้ารูปเศษเหลือของ g  E 
ไปบวกเข้ากับรูปเศษเหลือที่แก้ไขแล้ว ได้เป็นผลลัพธ์การแก้ไขรูปเศษเหลือตามท่ีต้องการ 

4.8 การเปรียบเทียบค่าในรูปเศษเหลือ 

โดยปกติแล้ว การเปรียบเทียบค่าในระบบจ้านวนเศษเหลือเป็นสิ่งที่ท้าได้ยาก แต่การเพ่ิม
หมายเลขกลุ่มเข้าไปในรูปเศษเหลือท้าให้การเปรียบเทียบค่าในรูปเศษเหลือท้าได้สะดวกมากขึ น ใน
การเปรียบเทียบรูปเศษเหลือของจ้านวนเต็ม X และ Y ซึ่งก็คือ (x1, x2, ..., xk) และ (y1, y2, ..., yk) 
เราสามารถเปรียบเทียบหมายเลขกลุ่มของ X และ Y ก่อน หากหมายเลขกลุ่มของ X และ Y แตกต่าง
กัน ค่าที่มีหมายเลขกลุ่มมากกว่าก็จะมีค่ามากกว่า จะเห็นได้ว่าถ้ามีจ้านวนกลุ่มมาก โอกาสที่ X และ 
Y จะอยู่ต่างกลุ่มกันก็มีมากขึ น ท้าให้การเปรียบเทียบเป็นไปได้รวดเร็ว ส้าหรับในกรณีที่หมายเลขกลุ่ม
เท่ากัน ให้เปรียบเทียบอันดับของรูปเศษเหลือในกลุ่มตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน โดยใช้ค่า  
เศษเหลือ k–d+1 ตัวแรก พิจารณาขั นตอนวิธีตามรูปที่ 8 และตัวอย่างการเปรียบเทียบค่าดังนี  
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Algorithm 7 Value comparison process for proposed 
RRNS 

 
Input: pairwise co-prime moduli sequence (m1, ..., mk), 

Hamming distance d, RRNS representations of X 
and Y as (x1, ..., xk) and (y1, ..., yk) 

Output: Comparison result 

 1: gx   x1 /m1  

 2: gy   y1 /m1  
 3: if gx > gy then 
 4:  return “X > Y” 
 5: end if 
 6: if gx < gy then 
 7:  return “X < Y” 
 8: end if 

 9: hx  CRT(m1, ..., mk–d+1., x1, ..., xk–d+1) 

10: hy  CRT(m1, ..., mk–d+1., y1, ..., yk–d+1) 
11: if hx > hy then 
12:  return “X > Y” 
13: end if 
14: if hx < hy then 
15:  return “X < Y” 
16: end if 
17: return “X = Y” 

 

รูปที่ 8 ขั นตอนวิธีในการเปรียบเทียบค่าในรูปเศษเหลือ ของระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ 

ตัวอย่าง 47 ก้าหนดระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่มีล้าดับตัวหาร (2, 3, 5, 7) และระยะทาง 
แฮมมิงมีค่าเท่ากับ 2 ถ้าต้องการเปรียบเทียบค่าของรูปเศษเหลือ (3, 5, 2, 5) และ (4, 6, 3, 1) ให้เริ่ม
จากการค้านวณหมายเลขกลุ่มก่อน จะเห็นว่าหมายเลขกลุ่มของรูปเศษเหลือทั งสองคือ 1 และ 2 
ตามล้าดับ ดังนั นสามารถสรุปได้ว่าค่าของรูปเศษเหลือ (3, 5, 2, 5) น้อยกว่า (4, 6, 3, 1) เมื่อ
พิจารณาค่าท่ีเป็นจ้านวนเต็มจะพบว่าค่าของรูปเศษเหลือทั งสองคือ 47 และ 78 ตามล้าดับ 

ถ้าต้องการเปรียบเทียบค่าของรูปเศษเหลือ (7, 9, 1, 6) และ (6, 10, 0, 2) ให้เริ่มจาก 
การค้านวณหมายเลขกลุ่มก่อน จะเห็นว่าหมายเลขกลุ่มของรูปเศษเหลือทั งสองคือ 3 เท่ากัน จึง
ค้านวณอันดับในกลุ่มเป็นขั นตอนต่อไป พบว่าอันดับในกลุ่มของรูปเศษเหลือทั งสองคือ 21 และ 10 
ตามล้าดับ ดังนั นสามารถสรุปได้ว่าค่าของรูปเศษเหลือ (7, 9, 1, 6) มากกว่า (6, 10, 0, 2) เมื่อ

พิจารณาค่าท่ีเป็นจ้านวนเต็มจะพบว่าค่าของรูปเศษเหลือทั งสองคือ 111 และ 100 ตามล้าดับ □ 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 5 
สรุปผลการวิจัย และข้อเสนอแนะ 

ในบทนี  จะท้าการประเมินระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่ เสนอ และน้าระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ มาเปรียบเทียบกับระบบจ้านวนเศษเหลือแบบเดิม ระบบจ้านวนเศษเหลือ
ซ ้าซ้อนของบาร์ซิ – เมสตรินิ และระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของแคตติ ด้วยข้อเปรียบเทียบต่าง ๆ 

5.1 การประเมินระบบจ านวนเศษเหลือซ้ าซ้อนที่เสนอ 

จากบทที่ 4 จะเห็นได้ว่าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอรองรับการค้านวณต่าง ๆ ที่
จ้าเป็น มีบางการประมวลผลที่สามารถลดจ้านวนเศษเหลือที่ใช้ในการค้านวณ เมื่อเปรียบเทียบกับ
ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนอ่ืน ๆ เช่น การแปลงจ้านวนในรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็ม และ
การตรวจจับความผิดพลาด เป็นต้น นอกจากนี การเปรียบเทียบค่าในรูปเศษเหลือยังสามารถท้าได้
สะดวกมากขึ นด้วย อย่างไรก็ตามวิธีในการค้านวณผลบวกและผลคูณมีความซับซ้อนมากขึ น 

จากขั นตอนวิธีการบวกและการคูณในรูปที่ 4 และรูปที่ 5 จะเห็นว่าการค้านวณต้องใช้เวลา
มากขึ น เนื่องจากมีการแปลงรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็มด้วยทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน อย่างไร 
ก็ตาม บางส่วนของการค้านวณนี สามารถค้านวณค่าไว้ก่อนล่วงหน้าได้ และสามารถใช้การประมวลผล
แบบขนานเพ่ือช่วยลดเวลาในการค้านวณได้ 

ระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ มีข้อสังเกตในการเลือกค่าระยะทางแฮมมิงอยู่บาง
ประการ การเลือกระยะทางแฮมมิงให้มีค่าเท่ากับ d จะท้าให้การค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือของ
จีน ใช้ค่าเศษเหลือ k–d+1 ตัว ดังนั นการเลือกระยะทางแฮมมิง d ให้มีค่ามาก จะท้าให้จ้านวนค่า 
เศษเหลือที่ต้องใช้ในการค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนลดลง การค้านวณผลบวกและผลคูณ
ก็จะท้าได้รวดเร็วขึ น นอกจากนี  ในการแบ่งกลุ่มของรูปเศษเหลือ จะได้จ้านวนกลุ่มทั งหมด  
∏(i=k–d+2,...,k) mi กลุ่ม การเลือกระยะทางแฮมมิง d ให้มีค่ามาก จะท้าให้มีจ้านวนกลุ่มของรูป 
เศษเหลือมาก ซึ่งจะส่งผลให้เมื่อเกิดข้อผิดพลาดกับรูปเศษเหลือ มีโอกาสมากขึ นที่หมายเลขกลุ่มที่
ค้านวณได้จากค่าเศษเหลือ d ตัวแรกจะมีค่าไม่ตรงกัน และท้าให้ตรวจจับความผิดพลาดได้รวดเร็ว 
การที่มีจ้านวนกลุ่มมาก ยังส่งผลให้การเปรียบเทียบค่าในรูปเศษเหลือสามารถท้าได้รวดเร็วขึ นด้วย ใน
ขณะเดียวกัน การที่ระยะทางแฮมมิง d มีค่ามาก ก็จะส่งผลให้จ้านวนบิตที่ใช้ในการเก็บรูปเศษเหลือมี
ค่ามาก (จะแสดงการค้านวณในหัวข้อถัดไป) ผู้ที่สนใจน้าระบบจ้านวนเศษเหลือที่น้าเสนอไปปรับใช้ 
ควรค้านึงถึงผลกระทบต่าง ๆ ที่จะเกิดขึ นจากการเลือกค่าระยะทางแฮมมิงด้วย 
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5.2 การเปรียบเทียบจ านวนบิตที่ใช้ 

หัวข้อนี จะท้าการเปรียบเทียบจ้านวนบิตที่ใช้ในการเก็บรูปเศษเหลือของระบบจ้านวน  
เศษเหลือแบบต่าง ๆ ก้าหนดให้ล้าดับตัวหารที่จะพิจารณาคือ (m1, m2, ... mk) โดย mi แต่ละตัวเป็น
จ้านวนเต็มบวกและเป็นจ้านวนเฉพาะสัมพัทธ์กันทั งหมด และ mi < mi+1 ส้าหรับทุกค่า i ในช่วง  
1 ≤ i ≤ k–1 ส้าหรับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน ก้าหนดให้มีค่าระยะทางแฮมมิงเท่ากับ d และ
เพ่ือให้สะดวกในการเปรียบเทียบ ก้าหนดให้ E = ∏(i=1,...,k–d+1) mi และ G = ∏(i=k–d+2,...,k) mi 

ส้าหรับระบบจ้านวนเศษเหลือปกติ ระบบสามารถแทนค่าจ้านวนเต็มได้ ∏(i=1,...,k) mi = EG 
รูปแบบ และมีค่าระยะทางแฮมมิงเป็น 1 จ้านวนบิตที่ใช้ในการเก็บรูปเศษเหลือสามารถประมาณได้
เท่ากับ log2(m1) + log2(m2) + ... + log2(mk) = log2(∏(i=1,...,k) mi) = log2(EG) 

ส้าหรับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของบาร์ซิ – เมสตรินิ จ้านวนบิตที่ใช้ในการเก็บรูป 
เศษเหลือสามารถประมาณได้เท่ากับ log2(EG) เช่นเดียวกับระบบจ้านวนเศษเหลือปกติ แต่ระบบ
สามารถแทนค่าจ้านวนเต็มได้เพียง ∏(i=1,...,k–d+1) mi = E รูปแบบ และมีค่าระยะทางแฮมมิงเป็น d 

ส้าหรับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของแคตติ จากวิธีการสร้างในทฤษฎีบท 30 ที่ว่า ให้
สร้างล้าดับตัวหารใหม่จากล้าดับตัวหารเดิม ล้าดับตัวหารใหม่นี จะมีจ้านวนตัวหารเท่ากับล้าดับตัวหาร
เดิม โดยตัวหารใหม่แต่ละตัวเกิดจากการน้าตัวหารเดิมที่แตกต่างกัน d ตัวมาคูณกัน และตัวหารเดิม
จะต้องถูกใช้เป็นตัวคูณทั งหมด d ครั งพอดี ดังนั นเมื่อคิดจ้านวนบิตแล้ว จ้านวนบิตที่ใช้ในการเก็บ 
รูปเศษเหลือสามารถประมาณได้เท่ากับ log2(∏(i=1,...,k) mi

d) = log2(E
dGd) โดยระบบสามารถแทนค่า

จ้านวนเต็มได้ ∏(i=1,...,k) mi = EG รูปแบบ และมีคา่ระยะทางแฮมมิงเป็น d 
ส้าหรับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอ เมื่อแบ่งรูปเศษเหลือออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ E = 

∏(i=1,...,k–d+1) mi จ้านวน จะได้ทั งหมด G = ∏(i=k–d+2,...,k) mi กลุ่ม ในการรวมหมายเลขกลุ่มเข้าไปในรูป 
เศษเหลือ จะท้าการบวกผลคูณของหมายเลขกลุ่มกับตัวหารเข้าไปในค่าเศษเหลือ d ตัวแรก ดังนั น

เมื่อพิจารณาค่าเศษเหลือตัวที่ 1 ถึง d ค่าเศษเหลือที่เป็นไปได้ส้าหรับเศษเหลือแต่ละตัวจะมี G  mi 
รูปแบบ ส่วนค่าเศษเหลือตัวที่ d+1 ถึง k แต่ละตัวยังคงเป็นได้ mi รูปแบบดังเดิม ดังนั นจ้านวนบิตที่

ใช้ในการเก็บรูปเศษเหลือสามารถประมาณได้เท่ากับ log2(G  m1) + ... + log2(G  md) + 

log2(md+1) + ... + log2(mk) = log2(∏(i=1,...,d) Gmi  ∏(i=d+1,...,k) mi) = log2(EGd+1) โดยระบบ
สามารถแทนค่าจ้านวนเต็มได้ ∏(i=1,...,k) mi = EG รูปแบบ และมีค่าระยะทางแฮมมิงเป็น d 

การเปรียบเทียบจ้านวนบิตที่ใช้ สามารถสรุปได้ดังตารางที่ 3 
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ตารางที่ 3 การเปรียบเทียบจ้านวนบิตที่ใช้ในการเก็บรูปเศษเหลือ 
ของระบบจ้านวนเศษเหลือทั ง 4 ระบบ 

ข้อเปรียบเทียบ 
ระบบจ้านวน 

เศษเหลือ 

ระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ า้ซ้อน

ของบาร์ซิ–เมสตริน ิ

ระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ า้ซ้อน

ของแคตต ิ

ระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ า้ซ้อน 

ที่เสนอ 
รูปแบบจ้านวนเต็มที่
สามารถแทนได ้

EG E EG EG 

ระยะทางแฮมมิง 1 d d d 
จ้านวนบิตที่ใช้ใน
การเก็บรูปเศษเหลือ 

log2(EG) log2(EG) log2(E
dGd) log2(EGd+1) 

จากค่าต่าง ๆ จะเห็นว่าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอใช้จ้านวนบิตมากกว่าระบบ
จ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของบาร์ซิ–เมสตรินิ ในทุกกรณี แต่จ้านวนเต็มที่ระบบที่เสนอสามารถแทนได้
ก็มากกว่าเช่นกัน เมื่อเปรียบเทียบกับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของแคตติ ระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอจะใช้จ้านวนบิตน้อยกว่าเมื่อ EdGd > EGd+1 หรือก็คือ Ed-1 > G อสมการนี มี
โอกาสสูงที่จะเป็นจริง เนื่องจากการเลือกล้าดับตัวหาร มักเลือกให้ตัวหารแต่ละตัวมีค่าใกล้เคียงกัน 
[11] ดังนั นระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอจะใช้จ้านวนบิตน้อยกว่าระบบจ้านวนเศษเหลือ
ซ ้าซ้อนของแคตติในเกือบทุกกรณ ี

5.3 ข้อเปรียบเทียบอ่ืน ๆ 

ระบบจ้านวนเศษเหลือทั งหมดท่ีได้กล่าวมา มีข้อดีและข้อจ้ากัดที่แตกต่างกัน ตารางที่ 4 สรุป
ข้อดีและข้อจ้ากัดของระบบต่าง ๆ โดยเครื่องหมาย  ในตารางแสดงข้อดีของระบบนั น ๆ หัวข้อที่
พิจารณาได้แก่ความสามารถในการตรวจจับและแก้ไขความผิดพลาด ค่าของตัวหารและเศษเหลือใน
ระบบ และประสิทธิภาพในการค้านวณต่าง ๆ 
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ตารางที่ 4 ข้อเปรียบเทียบของระบบจ้านวนเศษเหลือทั ง 4 ระบบ 

ข้อเปรียบเทียบ 
ระบบจ้านวน 

เศษเหลือ 

ระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ า้ซ้อน

ของบาร์ซิ–เมสตริน ิ

ระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ า้ซ้อน

ของแคตติ 

ระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ า้ซ้อน 

ที่เสนอ 

สามารถตรวจจับและแก้ไข
ความผิดพลาดได ้

    

ไม่ต้องเพิ่มตัวหารซ ้าซ้อน     
ตัวหารมคี่าน้อย     
เศษเหลือท่ีเก็บมีค่าน้อย     

สามารถท้าการค้านวณพื นฐาน
ได้รวดเร็ว     

สามารถเปรยีบเทียบค่าในรูป
เศษเหลือไดร้วดเร็ว 

    

5.4 สรุปผลการวิจัย และข้อเสนอแนะ 

ผู้วิจัยได้เสนอแนวทางใหม่ในการสร้างระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อน โดยการใช้ค่าเศษเหลือ
ที่มีความซ ้าซ้อน วิธีการนี ได้ใช้แนวคิดการแบ่งรูปเศษเหลือออกเป็นกลุ่มย่อย ๆ และใช้ค่าเศษเหลือ
เพ่ิมเติมจากที่ใช้กันโดยทั่วไป วิธีการที่เสนอนี  ไม่ต้องมีการเพ่ิมตัวหารเหมือนกับระบบจ้านวน 
เศษเหลือซ ้าซ้อนของบาร์ซิ–เมสตรินิ และใช้ตัวหารที่มีค่าไม่มาก เมื่อเปรียบเทียบกับระบบจ้านวน
เศษเหลือซ ้าซ้อนของแคตติ ค่าท่ีมีผลต่อประสิทธิภาพของระบบที่เห็นได้ชัดเจนคือค่าระยะทางแฮมมิง 
ซึ่งผู้ที่ต้องการน้าระบบที่เสนอไปปรับใช้ ควรเลือกใช้ค่าต่าง ๆ ให้เหมาะสมกับงานที่ต้องการ 

เมื่อเปรียบเทียบกับระบบจ้านวนเศษเหลืออ่ืน ๆ บางขั นตอนวิธีของระบบจ้านวนเศษเหลือ
ซ ้าซ้อนที่เสนอสามารถลดจ้านวนเศษเหลือที่ต้องใช้ในการค้านวณตามทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนได้ 
เช่น การแปลงรูปเศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็ม เป็นต้น การเพ่ิมหมายเลขกลุ่มเข้าไปในรูปเศษเหลือ 
ท้าให้สามารถตรวจจับข้อผิดพลาด และเปรียบเทียบค่าในรูปเศษเหลือได้รวดเร็วมากขึ น และเมื่อ
เปรียบเทียบกับระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนของแคตติ ที่มีจ้านวนรูปแบบการแทนจ้านวนเต็ม
เท่ากัน พบว่าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอใช้จ้านวนบิตในการแทนรูปเศษเหลือน้อยกว่า
ระบบของแคตติในเกือบทุกกรณี อย่างไรก็ตาม ขั นตอนวิธีในการบวกและการคูณของระบบที่เสนอมี
ความซับซ้อนมากกว่าระบบจ้านวนเศษเหลืออ่ืน ๆ 

ส้าหรับประเด็นที่สามารถน้าระบบจ้านวนเศษเหลือซ ้าซ้อนที่เสนอไปพัฒนาต่อ ได้แก่  
การปรับปรุงขั นตอนวิธีการบวกและการคูณ ให้สามารถท้างานได้ถูกต้อง โดยไม่ต้องแปลงรูป  
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เศษเหลือกลับเป็นจ้านวนเต็ม หรืออาจจะปรับแนวคิดของหมายเลขกลุ่ม และวิธีการรวมหมายเลข
กลุ่มเข้าไปในรูปเศษเหลือ เพ่ือให้สามารถท้าการบวกและการคูณได้ง่ายขึ นก็ได้ 
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