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การเพ่ิมความเร็วในการแก้ปัญหาความสอดคล้องแบบบูลนั้นสามารถท าได้ด้วยการใช้สมบัติของ
ความสมมาตร หนึ่งในเทคนิคที่ใช้ประโยชน์จากความสมมาตรคือการหักล้างความสมมาตรพลวัต  
ซึ่งโดยปกติแล้วจะท าโดยการเพ่ิมประพจน์เลือกที่สมมาตรกับประพจน์เลือกที่ถูกเรียนรู้ลงไปใน
นิพจน์บูลีนด้วย วิทยานิพนธ์ฉบับนี้จัดท าขึ้นเพ่ือท าให้เทคนิคการหักล้างความสมมาตรพลวัต
สามารถหักล้างความสมมาตรได้ เป็นจ านวนที่ เป็นเอกซ์โพเนนเชียลฟังก์ชันและใช้ พ้ืนที่
หน่วยความจ าเป็นฟังก์ชันพหุนามของข้อมูลน าเข้า โดยใช้แนวคิดของประพจน์เลือกต่อเติมในกรณี
ที่กลุ่มความสมมาตรประกอบด้วยความสมมาตรแบบแถว วิทยานิพนธ์ฉบับนี้จะแสดงให้เห็นว่า
ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เคซึ่งจ าเป็นส าหรับการเผยแพร่ประพจน์เลือกเดี่ยวสามารถแก้ได้ในเวลาที่
เป็นฟังก์ชันพหุนามเมื่อกลุ่มความสมมาตรเป็นความสมมาตรแบบแถว  ผู้จัดท ายังได้ท าการศึกษา
สมบัติของกลุ่มความสมมาตรที่มีความสมมาตรแบบแถวเป็นกลุ่มย่อยปกติ  เช่น การแยกตัว
ประกอบเป็นผลคูณของความสมมาตรแบบแถวที่เป็นกลุ่มย่อยปกติ  และความเป็นเอกลักษณ์ของ
การแยกตัวประกอบ เนื่องด้วยสมบัติเหล่านี้ ทางผู้จัดท าจึงได้เสนอวิธีการสร้างกลุ่มย่อยที่สามารถ
หาผลเฉลยได้ และเทคนิคการเล็มต้นไม้ค้นหาที่สมบูรณ์และสามารถท าได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุ
นามส าหรับปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เคภายใต้กลุ่มย่อยที่เราได้เสนอ และในส่วนสุดท้าย ผู้จัดท าได้
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Symmetries in Boolean satisfiability problems (SAT) can be used 

for speeding-up solving the problems. One of the techniques that makes use 
of them is dynamic symmetry breaking. This technique often operates by 
adding symmetric versions of the learned clauses into the clause database. This 
thesis aims to achieve the coverage of exponentially many symmetries while using 
only polynomial size of space. To acquire our goal, we used the notion of 
augmented clauses in the cases of symmetry groups that contain a row symmetry 
group. We showed in this research that under the row symmetry groups, the 
search problems necessary for performing unit propagation could be solved in 
polynomial-time. Such a problem is called the k-transporters problems. We also 
explored some properties of the groups that contains row symmetry groups as 
normal subgroups. These properties include the factorizations of the group into 
products of row symmetry normal subgroup and the uniqueness of this 
factorization. Taking advantages of these properties we introduced the construction 
of solvable subgroups. And then, we devised a complete lexicographic pruning 
technique for the k-transporter problems that could be done in polynomial-time 
under our constructed subgroup. Lastly, we discussed some aspect of the 
implementation and some of its implications. 
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บทที่ 1 บทน า 
1.1 ที่มาและความส าคัญของปัญหา 
ในหลาย ๆ กรณีของปัญหาความสอดคล้องแบบบูลนั้นมีสมบัติพิเศษที่เรียกว่าความสมมาตรอยู่ ซึ่ง
ความสมมาตรเหล่านี้สามารถน ามาใช้ช่วยเพิ่มความเร็วในการแก้ปัญหาในกรณีเหล่านี้ได้ เนื่องจาก
ความสมมาตรในนิพจน์บูลีน (Boolean formula) นั้นสามารถถูกนิยามได้โดยการเรียงสับเปลี่ยนสัญ
พจน์ (literal) ที่เป็นไปตามแบบแผนของพีชคณิตแบบบูล กล่าวคือการเรียงสับเปลี่ยนดังกล่าวมี
สมบัติการสลับที่ (commute) กับนิเสธของสัญพจน์ โดยที่นิพจน์ผลลัพธ์จากการเรียงสับเปลี่ยนยังคง
เดิม ผลกระทบจากความสมมาตรในนิพจน์บูลีนที่ส าคัญประการหนึ่งคือ ผลที่เกิดกับการก าหนดค่า
ความจริง (truth assignment) แบบต่าง ๆ เนื่องจากผลลัพธ์จากการเรียงสับเปลี่ยนการก าหนดค่า
ความจริงใด ๆ ด้วยความสมมาตรของนิพจน์บูลีนจะให้ค่าความจริงเดียวกันเมื่อท าการแทนค่าลงใน
นิพจน์บูลีนดังกล่าวเสมอ จะเรียกการก าหนดค่าความจริงที่เกิดจากการเรียงสับเปลี่ยนด้วยความ
สมมาตรกับการก าหนดค่าความจริงหนึ่ง ๆ ว่าเป็น การก าหนดค่าความจริงที่สมมาตรกับการ
ก าหนดค่าความจริงนั้น  ความสัมพันธ์ระหว่างการก าหนดค่าความจริง ที่ถูกก าหนดโดยความสมมาตร
กันนั้นก่อให้เกิดชั้นสมมูล (equivalence class) ขึ้นในเซตของการก าหนดค่าความจริง และเนื่องจาก
การก าหนดค่าความจริงในภายในคลาสเดียวกันสมมาตรกัน ดังนั้นสมาชิกในคลาสใด ๆ จะเป็น
ค าตอบของปัญหาก็ต่อเมื่อทุก ๆ สมาชิกในคลาสนั้นเป็นค าตอบเช่นกัน ท าให้ในการค้นหาค าตอบนั้น
สามารถท าได้โดยทดสอบสมาชิกเพียงตัวเดียวจากแต่ละคลาสก็เพียงพอ [1] 

ในช่วงแรกเริ่มนั้น ความสมมาตรถูกน ามาใช้ประโยชน์โดยการท า การหักล้างความสมมาตร
แบบสถิต (static symmetry breaking) โดยการเพ่ิม เงื่อนไขบังคับ (constraints) ที่ไม่สมมาตรลง
ไปในนิพจน์บูลีน โดยที่เงื่อนไขบังคับเหล่านี้จะเป็นจริงเพียงกรณีเดียวของการก าหนดค่าความจริงใน
แต่ละคลาสที่เกิดจากความสมมาตร โดยเงื่อนไขที่นิยมใช้คือ เงื่อนไขบังคับการจัดเรียงแบบ
พจนานุกรม (lexicographical constraints) ที่ก าหนดว่าสมาชิกในแต่ละคลาสจะเป็นจริงได้ก็ต่อเมื่อ
เป็นสมาชิกล าดับแรกสุดเมื่อน ามาเรียงล าดับตามการจัดเรียงตามแบบพจนานุกรมเท่านั้น ([2], [3], 
[4]) อย่างไรก็ตาม ในหลาย ๆ กรณี การสร้างเงื่อนไขท่ีสามารถหักล้างความสมมาตรได้อย่างสมบูรณ์
นั้นจ าเป็นต้องใช้เงื่อนไขบังคับ จ านวนมาก 

ต่อมา ความสมมาตรถูกน ามาปรับใช้ในระหว่างการค้นหาเพ่ือยับยั้งการค้นหาในส่วนที่
สมมาตรกับส่วนที่เคยค้นไปแล้ว โดยที่วิธีการเหล่านี้จ าเป็นที่จะต้องท าการดัดแปร ตัวแก้ปัญหาความ
สอดคล้องแบบบูล (SAT solver) ซึ่งวิธีการเหล่านี้สามารถถูกจัดหมวดหมู่ออกเป็น 3 หมวดตามส่วน
ของตัวแก้ปัญหาที่ถูกแก้ไข 
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วิธีการในหมวดแรก เป็นการแก้ไขกระบวนการแตกก่ิงในการค้นหาดังเช่นใน [5] โดยในที่นี้ 
ในขั้นตอนการเลือกก าหนดค่าให้ตัวแปรในแต่ละขั้นของการค้นหา จะท าการแตกก่ิงอิงกับจ านวนของ
ตัวแปรที่สามารถเปลี่ยนกันได้ (interchangeable variables) ที่ถูกก าหนดให้เป็นจริงในแต่ละข้ัน 
แทนการแตกก่ิงอิงกับค่าความจริงของแต่ละตัวแปรในแต่ละขั้น ข้อจ ากัดของวิธีการนี้คือสามารถใช้ได้
กับเฉพาะ ความสมมาตรตัวแปร (variable symmetry) เท่านั้น 

ในหมวดต่อมาเป็นการต่อเติมกระบวนการ การเผยแพร่ประพจน์เลือกเดี่ยว (unit 
propagation) ใน ตัวแก้ปัญหาแบบเรียนรู้ประพจน์เลือกโดยข้อขัดแย้ง (conflict driven clause 
learning SAT solver) โดยในแต่ละครั้งที่เกิดการเผยแพร่ประพจน์เลือกเดี่ยวขึ้น จะท าการเผยแพร่
ประพจน์เลือกท่ีสมมาตรกันตามความสมมาตรของนิพจน์บูลีนภายใต้การก าหนดค่าความจริงใน
ขณะเดียวกัน ([6], [7]) อย่างไรก็ตาม การค านวณหาความสมมาตรทั้งหมดของนิพจน์บูลีนนั้นอาจท า
ให้สิ้นเปลืองเวลามากเกินไปได้ 

หมวดสุดท้ายเป็นการต่อเติม กระบวนการเรียนรู้ประพจน์เลือก (clause learning) โดยที่
เมื่อตวัแก้ปัญหาท าการเพ่ิมประพจน์เลือกใหม่ลงไปในนิพจน์บูลีน ประพจน์เลือกท่ีสมมาตรกันก็จะถูก
เพ่ิมเข้าไปด้วยเช่นกัน ([8], [9], [10]) ข้อควรระวังส าหรับเทคนิคนี้อยู่ที่การเพ่ิมประพจน์เลือกจ านวน
มากเกินไปจะท าให้กระบวนการแก้ปัญหาช้าลงได้ 

งานวิจัยนี้น าเสนอวิธีการใหม่ในการต่อเติมกระบวนการเรียนรู้ประพจน์เลือกโดยการใช้
แนวคิดของ ประพจน์เลือกต่อเติม (augmented clause) [11],[12] แทนเซตของประพจน์เลือกท่ี
สมมาตรกัน โดยที่การใช้ประพจน์เลือกต่อเติมจะท าให้ภาระงานย่อยต่าง ๆ เช่น การเผยแพร่
ประพจน์เลือกเดี่ยว กลายเป็นปัญหาการค้นหาการเรียงสับเปลี่ยนที่ท าให้เซตหนึ่งกลายเป็นเซตย่อย
ของอีกเซตหนึ่ง ซึ่งปัญหานี้เป็นปัญหา เอ็นพีแบบยาก (NP-Hard) งานวิจัยนี้จึงเสนอการเพ่ิม
ประสิทธิภาพในกรณีท่ีกลุ่มความสมมาตรเป็นผลคูณของ ความสมมาตรแถว (row symmetry) 
เพ่ือให้สามารถค้นหาค าตอบของปัญหาย่อยได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม 
 

1.2 วัตถุประสงค์ 
งานวิจัยนี้จัดท าขึ้นเพ่ือน าเสนอวิธีการประยุกต์ใช้ ประพจน์เลือกต่อเติม และ เทคนิคการหักล้างความ
สมมาตรโดยการต่อเติมขั้นตอนการเรียนรู้ประพจน์เลือก งานวิจัยนี้จะเน้นไปที่การหักล้างความ
สมมาตรที่มีความสมมาตรแบบแถวอยู่ด้วย โดยที่วิธีการที่เสนอจะต้องสามารถหักล้างความสมมาตร
ได้เป็นจ านวนที่เป็นเอกซ์โพเนนเชียลฟังก์ชันและใช้พ้ืนที่หน่วยความจ าเป็นฟังก์ชันพหุนามของข้อมูล
น าเข้า นอกจากนี้ยังต้องสามารถหักล้างความสมมาตรแบบแถวอย่างสมบูรณ์ ได้อย่างสมบูรณ์ และ
ภาระงานย่อยในการเพ่ิมความเร็วการแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เคสามารถท างานเสร็จในเวลาที่เป็น
ฟังก์ชันพหุนาม 
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1.3 ขอบเขตการวิจัย 
1. งานวิจัยนี้จะครอบคลุมวิธีการในทางทฤษฎีของ ขั้นตอนการแยกโคเซต เทคนิคการเพ่ิม

ประสิทธิภาพโดยใช้ดับเบิลโคเซต และการแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เคภายใต้กลุ่มความ
สมมาตรแบบแถวอย่างสมบูรณ์ 

2. กลุ่มความสมมาตรที่สนใจ จะต้องมีกลุ่มความสมมาตรแบบแถวอย่างสมบูรณ์เป็นกลุ่มย่อย
ปกติอยู่ด้วย  

3. ความซับซ้อนเชิงพ้ืนที่และเวลาจะถูกวิเคราะห์ในทางทฤษฎี โดยจะพิสูจน์ว่าสามารถท างาน
จบโดยใช้พ้ืนที่เป็นฟังก์ชันพหุนามของขนาดของข้อมูลน าเข้าหรือไม่ 

 
1.4 ขั้นตอนและวิธีการวิจัย 

1. ศึกษาความรู้และงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
2. ศึกษาสมบัติของกลุ่มการเรียงสับเปลี่ยนแบบแถว 
3. ออกแบบอัลกอริทึมในการแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เค 
4. วิเคราะห์ประสิทธิภาพเชิงเวลาและพ้ืนที่ของอัลกอริทึม 
5. จัดท าเอกสารและวิทยานิพนธ์ 

 

 
Figure 7 แสดงขั้นตอนการวิจัย 

 
 
 
 

Aug-60 Sep-60 Oct-60 Nov-60 Dec-60 Jan-61 Feb-61 Mar-61 Apr-61

ศกึษาความรู้และงานวิจยัที่เกี่ยวข้อง

ศกึษากลุม่การเรียงสบัเปลีย่นแบบแถว

ออกแบบอลักอริทมึในการแก้ปัญหาตวัขนย้ายล าดบัที่เค

วิเคราะห์ประสทิธิภาพเชิงเวลาและพืน้ท่ีของอลักอริทมึ

จดัท าเอกสารและวิทยานิพนธ์
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1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับจากการวิจัย 
1. สามารถใช้เป็นทางเลือกหนึ่งในการหักล้างความสมมาตรโดยการต่อเติมกระบวนการเรียงรู้

ประพจน์เลือก 
2. สามารถใช้เป็นแนวทางในการพัฒนาการหักล้างความสมมาตรโดยการต่อเติมกระบวนการ

เรียนรู้ประพจน์เลือก ให้มีประสิทธิภาพในการหักล้างความสมมาตรทัดเทียมกับเทคนิคใน
การหักล้างความสมมาตรแบบสถิตในกรณีของความสมมาตรแบบแถว 

3. สามารถน าเทคนิคการแยกโคเซตไปประยุกต์ใช้กับกลุ่มของความสมมาตรแบบอื่น ๆ ได้ 
 
1.6 ผลงานตีพิมพ์จากวิทยานิพนธ์ 
ส่วนหนึ่งของงานวิจัยนี้ได้รับการตีพิมพ์ในรายงานการประชุมวิชาการระดับนานาชาติ 
 
 Treethanyaphong, T., & Surarerks, A., Dynamic symmetry breaking in SAT using 
augmented clauses with a polynomial-time lexicographic pruning, European 
Conference on Electrical Engineering and Computer Science (EECS), 2018. 
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บทที่ 2 ทฤษฎีและงานวจัิยที่เกี่ยวข้อง 
 
ในบทที่ 2 นี้จะกล่าวถึงทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับงานวิจัยนี้ โดยจะแบ่งเป็น 2 ส่วนด้วยกัน
ได้แก่ ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง และงานวิจัยที้เกี่ยวข้อง โดยในส่วนแรกนั้นจะกล่าวถึงความรู้พ้ืนฐานที่จ าเป็น
ในงานวิจัยชิ้นนี้ และในส่วนที่สองนั้นจะกล่าวถึงงานวิจัยต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกัน 
 
2.1 ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 
ในบทย่อยนี้จะกล่าวถึงทฤษฎีที่เกี่ยวข้องในงานวิจัยนี้ แบ่งเป็น ทฤษฎีที่เกี่ยวข้องกับปัญหาความ
สอดคล้องแบบบูล ตัวแก้ปัญหาความสอดคล้องแบบบูล สมบัติเบื้องต้นที่เกี่ยวข้องกับกลุ่มเรียง
สับเปลี่ยน ความสมมาตรในปัญหาความสอดคล้องแบบบูล และปัญหาที่เกี่ยวข้องในกลุ่มเรียง
สับเปลี่ยน 
 

2.1.1 ปัญหาความสอดคล้องแบบบูล 
ปัญหาความสอดคล้องแบบบูลประกอบไปด้วย ตัวแปรบูลีน (Boolean variable) ซึ่งประกอบกันเป็น
นิพจน์บูลีนโดยตัวด าเนินการบูลีน และการก าหนดค่าความจริงให้กับตัวแปรเหล่านี้ ซึ่งส่วนประกอบ
เหล่านี้ถูกนิยามได้ดังต่อไปนี้ 

นิยาม 2.1.1.1 ก าหนดให้ 𝑉 เป็นเซตจ ากัดที่ไม่ใช่เซตว่างของ ตัวแปรบูลีน 

• สัญพจน์ คือ 𝑥 หรือ ¬𝑥 เมื่อ 𝑥 ∈ 𝑉 

• ประพจน์เลือก คือ สัญพจน์ที่ถูกเชื่อมด้วย ตัวด าเนินการหรือ ซึ่งแทนด้วยเครื่องหมาย 

+ เช่น ¬𝑥 + 𝑦 เมื่อ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

• นิพจน์บูลีน คือ ประพจน์เลือกท่ีถูกเชื่อมด้วย ตัวด าเนินการและ ซึ่งแทนด้วยการเขียน
ติดกัน เช่น  

(¬𝑥 + 𝑦)(𝑥 + ¬𝑦) เมื่อ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

• การก าหนดค่าความจริง คือ เซตของสัญพจน์ที่ถูกก าหนดค่าให้เป็นจริง เช่น สมมติว่า 

𝑉 = {𝑥, 𝑦, 𝑧} การก าหนดค่าความจริง {𝑥, ¬𝑦} หมายความว่า 𝑥 มีค่าความ

จริงเป็นจริงและ 𝑦 มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
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ปัญหาความสอดคล้องแบบบูลคือปัญหาที่ว่าด้วยการตัดสินว่านิพจน์บูลีนหนึ่ง ๆ จะมีการก าหนดค่า
ความจริงที่ท าให้นิพจน์ดังกล่าวเป็นจริงหรือไม่ ตัวอย่างเช่น  
 

พิจารณาตารางค่าความจริงของ (¬𝑥 + 𝑦)(𝑥 + ¬𝑦)  
 

𝑥 𝑦 (¬𝑥 + 𝑦)(𝑥 + ¬𝑦) 
𝑇 𝑇 𝑇 
𝑇 𝐹 𝐹 
𝐹 𝑇 𝐹 
𝐹 𝐹 𝑇 

Table 1 ตารางแสดงค่าความจริงของ (¬𝑥 + 𝑦)(𝑥 + ¬𝑦) 

จะพบว่ามีการก าหนดค่าความจริงที่ท าให้เป็นจริง อาทิเช่น {𝑥, 𝑦} และ {¬𝑥, ¬𝑦} เป็นต้น 
ในทางกลับกัน พิจารณาตารางค่าความจริงของ  

(𝑥 + 𝑦)(𝑥 + ¬𝑦)(¬𝑥 + 𝑦)(¬𝑥 + 𝑦)(¬𝑥 + ¬𝑦) 
 

𝑥 𝑦 (𝑥 + 𝑦)(𝑥 + ¬𝑦)(¬𝑥 + 𝑦)(¬𝑥 + 𝑦)(¬𝑥 + ¬𝑦) 
𝑇 𝑇 𝐹 
𝑇 𝐹 𝐹 
𝐹 𝑇 𝐹 
𝐹 𝐹 𝐹 

Table 2 ตารางแสดงค่าความจริงของนิพจน์บูลีน 
จะพบว่าไม่มีการก าหนดค่าความจริงใด้ที่ท าให้นิพจน์บูลีนนี้เป็นจริง 
 

2.1.2 ตัวแก้ปัญหาแบบเรียนรู้ประพจน์เลือกโดยข้อขัดแย้ง 
ในงานวิจัย [13] ได้เสนอตัวแก้ปัญหาเหล่านี้ทีใ่ช้อัลกอรึทึมประเภท การค้นหาและย้อนรอย 
(backtracking search algorithm) ในการแก้ปัญหา โดยที่การแตกก่ิงของต้นไม้ค้นหาแต่ละครั้งจะ
อิงกับค่าความจริงที่ถูกก าหนดให้กับตัวแปรบูลีนแต่ละตัว หรืออีกนัยหนึ่งคือ แต่ละปมของต้นไม้
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ค้นหาจะถูกก ากับโดยเซตของสัญพจน์ที่แทนการก าหนดค่าความจริง และเซตดังกล่าวจะต้องเป็นเซต
ย่อยแท้ของปมลูก ตัวอย่างเช่นในรูปที่ 1 แสดงตัวอย่างต้นไม้ค้นหาของปัญหาที่มี 3 ตัวแปร  

 
Figure  1 ตัวอย่างต้นไม้ค้นหา 

นอกจากนี้ยังใช้เทคนิคท่ีส าคัญอีก 2 เทคนิค ได้แก่ 
 

2.1.2.1 การเผยแพร่ประพจน์เลือกเดี่ยว 
จะเกิดขึ้นเมื่อ การก าหนดค่าความจริงท าให้มีประพจน์เลือกท่ีมี สัญพจน์ที่ไม่ถูกก าหนดค่าเหลืออยู่
เพียง 1 ตัว และที่เหลือถูกแทนค่าเป็นเท็จ หรือที่เรียกว่า ประพจน์เลือกเดี่ยว ตัวอย่างเช่น  

การก าหนดค่าความจริง 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ท าให้ประพจน์เลือก 

𝐶 = ¬𝑎 + ¬𝑏 + 𝑑 กลายเป็นประจพน์เลือกเดี่ยวเนื่องจาก ¬𝑎 และ ¬𝑏 เป็น

เท็จและ 𝑑 ยังไม่ถูกก าหนดค่า 
จะพบว่าเมื่อมีประพจน์เลือกเดี่ยวเกิดข้ึน สัญพจน์ที่เหลืออยู่ในประพจน์เลือกดังกล่าวจะต้องถูก
ก าหนดค่าให้เป็นจริงเท่านั้นจึงจะท าให้การก าหนดค่าความจริงที่ต่อเติมจากการก าหนดค่าในปัจจุบัน 
มีโอกาสที่จะท าให้นิพจน์บูลีนตั้งต้นเป็นจริง ท าให้ตัวแก้ปัญหาสามารถเลือกค่าให้ตัวแปรบูลีนดังกล่าว
ได้ทันทีโดยไม่จ าเป็นต้องแตกกิ่ง ดังเช่นในรูปที่ 2 แสดงตัวอย่างการท างานของกระบวนการเผยแพร่
ประพจน์เลือกเดี่ยว 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 8 

 
Figure 2 ตัวอย่างการเผยแพร่ประพจน์เลือก 

2.1.2.2 การเรียนรู้ประพจน์เลือก  
จะเกิดขึ้นเมื่อในขั้นตอนของการเผยแพร่ประพจน์เลือกเดี่ยวท าให้เกิด ข้อขัดแย้ง (conflict) คือ เกิด
ประพจน์เลือกท่ีเป็นเท็จขึ้นมา ตัวแก้ปัญหาจะท าการวิเคราะห์การก าหนดค่าความจริงที่ก่อให้เกิดข้อ
ขัดแย้งนี้ จากนั้นจะสร้างประพจน์เลือกที่รับประกันว่าจะไม่ท าให้เกิดข้อขัดแย้งนี้ขึ้นมาอีก ซึ่ง
ประพจน์เลือกเหล่านี้จะเป็นเงื่อนไขจ าเป็นของนิพจน์บูลีนตั้งต้น จากนัน้จึงเพ่ิมลงไปในนิพจน์บูลีนตั้ง
ต้น ดังเช่นในรูปที่ 3 แสดงตัวอย่างการท างานของกระบวนการเรียนรู้ประพจน์เลือก 

 
Figure 3 ตัวอย่างการเรียนรู้ประพจน์เลือก 

 
ตัวอย่างที่ 1 ก าหนดให้  

T = (¬x1 + x2)(¬x1 + x3 + x7)(¬x2 + ¬x3 + x4) 
(¬x4 + x5 + x8)(¬x4 + x6 + x9)(¬x5 + ¬x6) 
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 และให้ 𝐴 แทนการก าหนดค่าความจริง 
ตัวอย่างการค้นหาสามารถแสดงได้ดังต่อไปนี้ 

ที่ความลึก 1 เลือก 𝑥7 เป็น เท็จ จะได้ 

 𝐴 = {¬𝑥7} 
ทีค่วามลึก 2 เลือก x8 เป็น เท็จ จะได้ 

 𝐴 = {¬𝑥7, ¬𝑥8} 
ทีค่วามลึก 3 เลือก x9 เป็น เท็จ จะได้ 

 A = {¬x7, ¬x8, ¬x9} 
ทีค่วามลึก 4 เลือก x1 เป็น จริง จะได้ 

 A = {¬x7, ¬x8, ¬x9, x1} 
 จะพบว่า  

(¬x1 + x2) และ (¬x1 + x3 + x7) เป็นประพจน์เลือกเดี่ยว  
โดยมี  

𝑥2 และ x3 เป็นสัญพจน์ที่ยังไม่ถูกก าหนดค่าตามล าดับ  

ตัวแก้ปัญหาจะท าการเพิ่ม 𝑥2 และ 𝑥3 ลงไปใน 𝐴 จะได้ 

 A = {¬x7, ¬x8, ¬x9, x1, x2, x3} 
 จะพบว่า 

 (¬x2 + ¬x3 + x4) เป็นประพจน์เลือกเดี่ยว 
โดยมี  

x4 เป็นสัญพจน์ที่ยังไม่ถูกก าหนดค่า  

ตัวแก้ปัญหาจะท าการเพิ่ม 𝑥4 ลงไปใน 𝐴 จะได้ 

A = {¬x7, ¬x8, ¬x9, x1, x2, x3, x4} 
จะพบว่า 

(¬𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥8) และ (¬x4 + x6 + x9) เป็นประพจน์เลือกเดี่ยว 
โดยมี  

𝑥5 และ 𝑥6 เป็นเป็นสัญพจน์ที่ยังไม่ถูกก าหนดค่าตามล าดับ  

ตัวแก้ปัญหาจะท าการเพิ่ม 𝑥5 และ 𝑥6 ลงไปใน 𝐴 จะได้ 

A = {¬x7, ¬x8, ¬x9, x1, x2, x3, x4, x5, x6} 
จะพบว่า  

(¬x5 + ¬x6) เป็นเท็จ จะได้ว่า 
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การเลือก {¬x7, ¬x8, ¬x9, ¬x1} ท าใด้เกิดข้อขัดแย้ง 

ตัวแก้ปัญหาจะท าการเพิ่มประพจน์เลือก (x7 + x8 + x9 + ¬x1) ลงไปในนิพจน์บูลีน 

*การเพ่ิม (x7 + x8 + x9 + ¬x1) ลงไปจะท าให้ตัวแก้ปัญหาไมท่ าการค้นหาภายใต้ปมที่มี 

{¬x7, ¬x8, ¬x9, ¬x1} เป็นเซตย่อยของ 𝐴 เนื่องจากการเผยแพร่ประพจน์เลือกจะรับรอง

ว่า (x7 + x8 + x9 + ¬x1) จะไม่เป็นเท็จ 
 
 
 
 

2.1.3 กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 
จากนิยามของความสมมาตรของนิพจน์บูลีนที่ก าหนดให้เป็น การเรียงสับเปลี่ยนสัญพจน์ ที่มีสมบัติ
การสลับที่กับตัวด าเนินการนิเสธ และไม่ท าให้นิพจน์บูลีนเปลี่ยนแปลง เราจะพบว่าเซตของความ
สมมาตรทั้งหมดเป็นกลุ่มภายใต้ตัวด าเนินการประกอบฟังก์ชัน (composition operator) กลุ่มท่ีเกิด
จากการเรียงสับเปลี่ยนและตัวด าเนินการประกอบฟังก์ชันมีชื่อเรียกโดยทั่วไปว่า กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 
(Permutation group)  

 

นิยาม 2.1.3.1 ส าหรับการเรียงสับเปลี่ยน 𝜙 ใด ๆ บนเซตจ ากัด Ω ใด ๆ ที่ไม่ใช่เซตว่าง จะเขียน

แทนด้วยฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและท่ัวถึง 𝜙:Ω → Ω และจะเขียนแทน 𝜙(𝑥) ด้วย 𝑥𝜙 
 

นิยาม 2.1.3.2 ตัวด าเนินการประกอบฟังก์ชัน ∘ จะนิยามโดย ส าหรับฟังก์ชัน 𝑓: 𝐴 → 𝐵, 

 𝑔: 𝐵 → 𝐶 จะให้ 𝑓 ∘ 𝑔(𝑥) ≔ 𝑔(𝑓(𝑥)) ส าหรับทุก ๆ  x ∈ A และจะเขียนฟังก์ชัน

ผลลัพธ์ 𝑓 ∘ 𝑔(𝑥) แทนด้วย 𝑓 ∘ 𝑔 หรือ 𝑓𝑔 
 
ส าหรับการเรียงสับเปลี่ยนบนเซตจ ากัดใด ๆ จะสามารถเขียนแทนได้ด้วย วัฏจักร (cycle) 

ของสมาชิกของเซตดังกล่าวที่เกิดข้ึนจากการเรียงสับเปลี่ยน 

นิยาม 2.1.3.3 ให้ 𝛺 เป็นเซตจ ากัดที่ไม่ใช่เซตว่าง และ 𝑓 เป็นการเรียงสับเปลี่ยนบน 𝛺 

1. ส าหรับ 𝑐 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑙} ⊆ 𝛺 จะเรียก 𝑐 ว่าเป็น วัฎจักรของ 𝑓 เมื่อ 

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥(𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑙)+1 และจะเขียนแทนด้วย (𝑥1𝑥2 ⋯𝑥𝑙) 

2. ให้ 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑚 เป็นวัฏจักรทั้งหมดของ 𝑓 ที่มีสมาชิกมากกว่า 1 ตัว จะเขียน

แทน 𝑓 ด้วย 𝑐1𝑐2 ⋯𝑐𝑚 
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ตัวอย่างเช่น ให้ Ω = {1,2,3,4,5,6} และ 𝑓 นิยามโดย 

𝑓(1) = 3,    𝑓(2) = 5, 
𝑓(3) = 4,    𝑓(4) = 1, 
𝑓(5) = 2,    𝑓(6) = 6 

จะเขียนแทน 𝑓 ได้ด้วย (134)(25) 
 
 
 

นิยาม 2.1.3.4 กลุ่ม (group) 𝐺 คือคู่อันดับ (𝐺,×) ของเซต 𝐺 ที่ไม่ใช่เซตว่างและตัวด าเนินการ

ทวิภาค × โดยมีสมบัติดังต่อไปนี้ 
1. สมบัติปิด (closure)  

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 𝑎 × 𝑏 ∈ 𝐺 
2. สมบัติการเปลี่ยนหมู่ (associativity) 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺,     𝑎 × (𝑏 × 𝑐) = (𝑎 × 𝑏) × 𝑐  
3. มีเอกลักษณ์ (identity element) 

∃𝑒∀𝑎 ∈ 𝐺,        𝑎 × 𝑒 = 𝑒 × 𝑎 = 𝑎 
4. มีตัวผกผัน (inverse element) 

∀𝑎∃𝑎−1 ∈ 𝐺,   𝑎 × 𝑎−1 = 𝑎−1 × 𝑎 = 𝑒 
 

*หมายเหต ุเพือ่ความกระชบัจะเขียนแทน 𝑎 × 𝑏 ดว้ย 𝑎𝑏 
 

กลุม่ทางคณิตศาสตร์นัน้มีสมบตัทิางโครงสร้างท่ีส าคญัมากมาย สมบตัเิบือ้งต้นดงัตอ่ไป
เป็น เป็นสมบตัิท่ีส าคญัและถกูใช้ประโยชน์ในวิทยานิพนธ์ฉบบันี ้

 

นิยาม 2.1.3.5 กลุ่ม 𝐻 เป็น กลุ่มย่อย (subgroup) ของกลุ่ม 𝐺 เมื่อ 𝐻 ⊆ 𝐺 และ 𝐻 เป็นกลุ่ม

ภายใต้ตัวด าเนินการทวิภาคของ 𝐺 และจะเขียนแทนด้วย 𝐻 ≤ 𝐺 
 

นิยาม 2.1.3.6 ส าหรับ 𝐻 ≤ 𝐺 และ 𝑔 ∈ 𝐺 จะเรียกเซต {𝑔ℎ | ℎ ∈ 𝐻} และ {ℎ𝑔 | ℎ ∈

𝐻} ว่า โคเซตซ้าย (left coset) และ โคเซตขวา (right coset) และเขียนแทนด้วย 𝑔𝐻 และ 𝐻𝑔 
ตามล าดับ 
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ทฤษฎีบทย่อย 2.1.3.7 ให้ 𝐻 ≤ 𝐺 และ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 จะได้ว่า 

1. ถ้า 𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 ≠ ∅ แล้ว 𝑎𝐻 = 𝑏𝐻 

2. ถ้า 𝐻𝑎 ∩ 𝐻𝑏 ≠ ∅ แล้ว 𝐻𝑎 = 𝐻𝑏 
พิสูจน์ 

ส าหรับข้อ 1 ให้ 𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 ≠ ∅ ดังนั้นมี ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 ที่ท าให้ 𝑎ℎ1 = 𝑏ℎ2 

ดังนั้น 𝑎 = 𝑏ℎ2ℎ1
−1 

ดังนั้น 𝑎𝐻 ⊆ 𝑏𝐻 

ในท านองเดียวกัน 𝑏𝐻 ⊆ 𝑎𝐻 

ดังนั้น 𝑎𝐻 = 𝑏𝐻 

ในท านองเดียวกันข้อ 2 จึงเป็นจริง       ∎ 
 

ทฤษฎีบทย่อย 2.1.3.8 ให้ 𝐻 ≤ 𝐺, 𝑔 ∈ 𝐺 แล้ว |𝑔𝐻| = |𝐻𝑔| = |𝐻| 
พิสูจน์ 

ให้ 𝜙: 𝑔𝐻 → 𝐻 นิยามโดย 𝜙(ℎ) = 𝑔−1ℎ จะพิสูจน์ว่า 𝜙 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อ
หนึ่งและทั่วถึง 

1. สมมติให้มี ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 ที ่𝜙(ℎ1) = 𝜙(ℎ2)  

จะได้ว่า 𝑔−1ℎ1 = 𝑔−1ℎ2 ดังนั้น ℎ1 = 𝑔𝑔−1ℎ1 = 𝑔𝑔−1ℎ2 = ℎ2 

ดังนั้น 𝜙 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

2. ส าหรับ ℎ′ ∈ 𝐻 ใด ๆ จะได้ว่า 𝑔ℎ′ ∈ 𝑔𝐻  

ดังนั้น 𝜙(𝑔ℎ′) = 𝑔−1𝑔ℎ′ = ℎ′ 

ดังนั้น 𝜙 เป็นฟังก์ชันทั่วถึง 

ในท านองเดียวกัน 𝜙′: 𝐻𝑔 → 𝐻 นิยามโดย 𝜙′(ℎ) = ℎ𝑔−1 เป็นฟังก์ชันหนึ่ง

ต่อหนึ่งและทั่วถึง         ∎ 
 

นิยาม 2.1.3.9 ส าหรับกลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 บนเซต Ω จะเรียกเซต 𝑥𝐺 = {𝑥𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} 

ส าหรับ 𝑥 ∈ Ω ว่าออร์บิทของ 𝑥 ภายใต้ 𝐺 
 

ทฤษฎีบทย่อย 2.3.10 ถ้า 𝑥𝐺 ∩ 𝑦𝐺 ≠ ∅ แล้ว 𝑥𝐺 = 𝑦𝐺  
พิสูจน์  
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สมมติให ้𝑥𝐺 ∩ 𝑦𝐺 ≠ ∅ จะได้ว่ามี 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 ที่ท าให้ 𝑥𝑔1 = 𝑦𝑔2  

ดังนั้น 𝑥 = 𝑦𝑔2𝑔1
−1

 จะได้ว่า 𝑥𝐺 ⊆ 𝑦𝐺  

ในท านองเดียวกัน 𝑦𝐺 ⊆ 𝑥𝐺  

ดังนั้น 𝑥𝐺 = 𝑦𝐺         ∎ 
 
 

นิยาม 2.1.3.11 ส าหรับกลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 บนเซต Ω จะเรียกเซต 𝐺𝑥 ส าหรับ 𝑥 ∈ Ω ซ่ึง

นิยามโดย 𝐺𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑥𝑔 = 𝑥}  ว่าสเตบิไลเซอร์ของ 𝑥 ภายใต้ 𝐺 
 

ทฤษฎีบทย่อย 2.1.3.12 ถ้า 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω และ 𝑥 ∈ Ω แล้ว  𝐺𝑥 ≤ 𝐺 
พิสูจน์ 

1. 𝐺𝑥 มีสมบัติปิดเนื่องจาก ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺𝑥 แล้ว 𝑥𝑎𝑏 = (𝑥𝑎)𝑏 = 𝑥𝑏 = 𝑥 

2. 𝐺𝑥 มีสมบัติการเปลี่ยนหมู่เนื่องจาก 𝐺𝑥 ⊆ 𝐺 

3. 𝐺𝑥 มีเอกลักษณ์เนื่องจาก 𝑥𝑒 = 𝑥 

4. 𝐺𝑥 มีตัวผกผันเนื่องจาก ถ้า 𝑎 ∈ 𝐺𝑥 แลว้ 𝑥𝑎−1
= (𝑥𝑎)𝑎−1

= 𝑥 ∎ 
 

ทฤษฎีบทย่อย 2.1.3.13 ถ้า 𝑔 ∈ 𝐺 โดยที่ 𝑥𝑔 = 𝑦 จะได้ว่า 𝑥𝑔′
= 𝑦 ก็ต่อเมื่อ 𝑔′ ∈

𝐺𝑥𝑔 
พิสูจน์ 

เห็นได้ชัดว่าถ้า 𝑔′ ∈ 𝐺𝑥𝑔 แล้ว 𝑥𝑔′
= 𝑦 

สมมติให้ 𝑥𝑔′
= 𝑦 จะได้ว่า 𝑥𝑔′𝑔−1

= 𝑥 ดังนั้น 𝑔′ ∈ 𝐺𝑥𝑔  ∎ 
 

ทฤษฎีบทย่อย 2.1.3.14 |𝐺| = |𝑥𝐺||𝐺𝑥| 
พิสูจน์ 

ให้ 𝑆𝑦 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑥𝑔 = 𝑦} ส าหรับ 𝑦 ∈ 𝑥𝐺  

เห็นได้ชัดว่าถ้า 𝑔 ∈ 𝑆𝑦 แล้ว 𝑔 ∉ 𝑆𝑦′   เมื่อ 𝑦′ ≠ 𝑦 

จะได้ว่า |𝐺| = ∑ |𝑆𝑦|𝑦∈𝑥𝐺  

แต่จากทฤษฎีบทย่อย 2.1.3.13 จะได้ว่า 𝑆𝑦 = 𝐺𝑥𝑔′ ส าหรับบาง 𝑔′ 

และจากทฤษฎีบทย่อย 2.1.3.8 จะได้ว่า |𝑆𝑦| = |𝐺𝑥𝑔
′| = |𝐺𝑥| 
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ดังนั้น |𝐺| = |𝑥𝐺||𝐺𝑥|       ∎  
 

นิยาม 2.1.3.15 ส าหรับ 𝑁 ≤ 𝐺 จะเรียก 𝑁 ว่า กลุ่มย่อยปกติ (normal subgroup) ของ 𝐺 

เมื่อ  𝑔𝑁 = 𝑁𝑔 ส าหรับทุก ๆ 𝑔 ∈ 𝐺 และจะเขียนแทนด้วย 𝑁 ⊴ 𝐺 
 

นิยาม 2.1.3.16 ส าหรับ 𝑁 ⊴ 𝐺 กลุ่มท่ีเกิดจากเซตของทุก ๆ โคเซตของ 𝑁 ใน 𝐺 กับตัว

ด าเนินการ คูณกันของเซต ซึ่งนิยยามโดย ส าหรับ 𝐻,𝐾 ⊆ 𝐺,𝐻𝐾 = {ℎ𝑘 | ℎ ∈

𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾} จะเรียกกลุ่มดังกล่าวว่า กลุ่มผลหาร (quotient group) และเขียนแทนด้วย 𝐺/𝑁 
 

นิยาม 2.1.3.17 ส าหรับกลุ่ม 𝐺 ใด ๆ จะเรียก 𝐺 ว่าเป็น กลุ่มอาบีเลียน (Abelian group) เมื่อ 𝐺 

มีสมบัติการสลับที่ (commutativity) กล่าวคือ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 
 

นิยาม 2.1.3.18 ส าหรับกลุ่ม 𝐺0 ใด ๆ จะเรียก 𝐺0 ว่าเป็น กลุ่มท่ีสามารถหาผลเฉลยได้ (solvable 

group) เมื่อมี กลุ่มย่อย 𝐺1, 𝐺2,⋯ , 𝐺𝑛 โดยที่  

1. 𝐺𝑖+1 ⊴ 𝐺𝑖 ,   0 ≤ 𝑖 < 𝑛 
2. 𝐺𝑖/𝐺𝑖+1  เป็น กลุ่มอาบีเลียน ส าหรับทุก ๆ 0 ≤ 𝑖 < 𝑛 

3. 𝐺𝑛 มีสมาชิกเพียงตัวเดียว 
 

นิยาม 2.1.3.19 ส าหรับ 𝑆 ⊆ 𝐺 จะให้ < 𝑆 > แทนกลุ่มที่ถูกก่อก าเนิดโดย 𝑆 โดยที่ < 𝑆 > 
ถูกนิยามโดย 

1. ∀𝑠 ∈ 𝑆,    𝑠, 𝑠−1 ∈ < 𝑆 > 
2. ถ้า 𝑠1, 𝑠2 ∈< 𝑆 > แล้ว 𝑠1𝑠2 ∈ < 𝑆 > 

และจะเรียก 𝑆 ที่ก่อก าเนิด 𝐺 ว่าเป็น เซตก่อก าเนิด (generator set) ของ 𝐺 
 

นิยาม 2.1.3.20 ให้ 𝐺 และ 𝐻 เปน็กลุ่ม จะเรียกฟังก์ชัน 𝜙: 𝐺 → 𝐻 โดยที่  ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 

𝜙(𝑔1𝑔2) = 𝜙(𝑔1)𝜙(𝑔2) ว่า โฮโมมอร์ฟิซึม (Homomorphism) 
 

นิยาม 2.1.3.21 ให้ 𝐺 และ 𝐻 เปน็กลุ่ม และ 𝜙: 𝐺 → 𝐻 เป็นโฮโมมอร์ฟิซึม จะให้ 

 ker(𝜙) = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝜙(𝑔) = 𝑒} 
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นิยาม 2.1.3.22 ให้ 𝐺 และ 𝐻 เปน็กลุ่ม และ 𝜙: 𝐺 → 𝐻 เป็นโฮโมมอร์ฟิซึม จะเรียก 𝜙 ว่าไอ

โซมอร์ฟิซึม (Isomorphism) เมื่อ 𝜙 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและท่ัวถึง และจะเรียก 𝐺 ว่า ไอ

โซมอร์ฟิก (Isomorphic) กับ 𝐻 เมื่อ มีไอโซมอร์ฟิซึมจาก 𝐺 ไปหา 𝐻 และจะเขียนแทนด้วย 

𝐺 ≅ 𝐻 
 

นิยาม 2.1.3.23 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω จะเรียก 𝐺 ว่าเป็นกลุ่มถ่ายทอด 

(transitive) บน Ω เมื่อ 𝑥𝐺 = Ω ส าหรบั 𝑥 ∈ Ω ใด ๆ 
 

นิยาม 2.1.3.24 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนและเป็นกลุ่มถ่ายทอดบนเซต Ω จะเรียก 𝐵 ⊆ Ω 

ว่าบล็อคเม่ือ ส าหรับ 𝑔 ∈ 𝐺 ใด ๆ ถ้า 𝐵 ∩ 𝐵𝑔 ≠ ∅ แล้ว 𝐵 = 𝐵𝑔และจะเรียก 𝐺 ว่าพ

ริมิติฟ (primitive) บทเซต Ω เมื่อ ถ้า 𝐵 เป็นบล็อคใด ๆ ของ 𝐺 แล้ว 𝐵 = Ω หรือ |𝐵| = 1 
 

2.1.4 ความสมมาตรในปัญหาความสอดคล้องแบบบูล 
ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงนิยามและสมบัติที่ส าคัญเบื้องต้นของความสมมาตรในปัญหาความสอดคล้อง
แบบบูล ประกอบด้วยสมบัติที่ส าคัญ 2 ประการคือ การก าหนดค่าความจริงที่สมมาตรกันจะให้ค่า
ความจริงเดียวกันเสมอเมื่อท าการแทนค่า และประพจน์เลือกท่ีสมมาตรกับประพจน์เลือกที่เป็น
เงื่อนไขจ าเป็นก็จะเป็นเงื่อนไขจ าเป็นด้วย ซึ่งสมบัติเหล่านี้สามารถน ามาใช้ลดเวลาการค้นหาได้โดย
การหลีกเลี่ยงการค้นหาการก าหนดค่าความจริงที่สมมาตรกับการก าหนดค่าที่ถูกค้นหาไปแล้ว หรือท า
การเพ่ิมประพจน์เลือกท่ีสมมาตรกับประพจน์เลือกท่ีถูกเรียนรู้ลงไปในนิพจน์บูลีนด้วย เป็นต้น 
 

นิยาม 2.1.4.1 ส าหรับการเรียงสับเปลี่ยนสัญพจน์ 𝜙 ใด ๆ การท าการเรียงสับเปลี่ยน 𝜙 บน 
ประพจน์เลือก, นิพจน์บูลีน และ การก าหนดค่าความจริง จะถูกนิยามดังต่อไปนี้ 

1. ส าหรับประพจน์เลือก 𝐶 = 𝑙1 + 𝑙2 ⋯𝑙𝑚 จะให้ผลลัพธ์ของการเรียงสับเปลี่ยน 𝐶 

ด้วย 𝜙 คือ 𝑙1
𝜙

+ 𝑙2
𝜙

⋯𝑙𝑚
𝜙  และจะเขียนแทนด้วย 𝐶𝜙 

2. ส าหรับนิพจน์บูล 𝐹 = 𝐶1𝐶2 ⋯𝐶𝑛  จะให้ผลลัพธ์ของการเรียงสับเปลี่ยน 𝑇 ด้วย 𝜙 

คือ 𝐶1
𝜙
𝐶2

𝜙
⋯𝐶𝑚

𝜙  และจะเขียนแทนด้วย 𝑇𝜙 

3. ส าหรับการก าหนดค่าความจริง 𝐴 = {𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑘} จะให้ผลลัพธ์ของการเรียง

สับเปลี่ยน 𝐴 ด้วย 𝜙 คือ {𝑙1
𝜙
, 𝑙2

𝜙
, ⋯ , 𝑙𝑘

𝜙
} และจะเขียนแทนด้วย 𝐴𝜙  
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นิยาม 2.1.4.2 ให้ 𝑇 เป็นนิพจน์บูลีนและ 𝑙 เป็นสัญพจน์ใด ๆ 𝜙 จะเป็นความสมมาตรของ 𝑇 เมื่อ

𝑇𝜙 = 𝑇 และ 𝜙(¬𝑙) = ¬𝜙(𝑙) 
 
 
 
ตัวอย่างเช่น 

ส าหรับนิพจน์บูลีน 𝑇 = (𝑥 + ¬𝑦 + 𝑧)(¬𝑥 + 𝑦 + 𝑧)  

การเรียงสับเปลี่ยน 𝜌 = (𝑥¬𝑦)(¬𝑥𝑦)(𝑦¬𝑥)(¬𝑦𝑥)  

ถือว่าเป็นความสมมาตรหนึ่งของ 𝑇 เนื่องจาก 𝑇𝜌 = 𝑇 และ 𝑝(¬𝑙) = ¬𝑝(𝑙) ส าหรับทุก 

ๆ สัญพจน์ 𝑙 
 

เซตของความสมมาตรทั้งหมดของนิพจน์บูลีนใด ๆ จะเป็นกลุ่มภายใต้ตัวด าเนินการประกอบ
ฟังก์ชัน ตัวอย่างเช่น 

เซตของความสมมาตรทั้งหมดของ 𝑇 = (𝑥 ∨ ¬𝑦 ∨ 𝑧) ∧ (¬𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧) 
ได้แก่เซตที่ประกอบด้วย 

การเรียงสับเปลี่ยน 𝑒 = ()  

การเรียงสับเปลี่ยน 𝑠 = (𝑥𝑦)(¬𝑥¬𝑦)  

การเรียงสับเปลี่ยน 𝑛 = (𝑥¬𝑥)(𝑦¬𝑦) 

และการเรียงสับเปลี่ยน 𝜌 = (𝑥¬𝑦)(¬𝑥𝑦)(𝑦¬𝑥)(¬𝑦𝑥) 
จะพบว่าเซตดังกล่าวเป็นกลุ่มภายใต้ตัวด าเนินการประกอบฟังก์ชัน 

 

ทฤษฎีบท 2.1.4.3 ก าหนดให้ 𝑇 เป็นนิพจน์บูลีน 𝐴 เป็นการก าหนดค่าความจริง และ 𝜎 เป็นความ

สมมาตรของ 𝑇 จะได้ว่า 𝐴𝜎  ท าให้ 𝑇 เป็นจริงก็ต่อเมื่อ 𝐴 ท าให้ 𝑇 เป็นจริง [1] 
 

ทฤษฎีบทนี้กล่าวว่า การก าหนดค่าความจริงที่สมมาตรกันจะให้ค่าความจริงเดียวกันเสมอ

เมือ่แทนลงในนิพจน์บูลีนตั้งต้น หรืออีกนัยหนึ่งคือ ออร์บิท 𝐴𝐺  ของ 𝐴 ภายใต้ กลุ่มความสมมาตร 

𝐺 ของ 𝑇 ให้ค่าความจริงเดียวกันเสมอ 
ท าให้ การตรวจสอบสมาชิกเพียงตัวเดียวในออร์บิทก็เพียงพอที่จะบอกค่าความจริงของทุก ๆ สมาชิก
ในออร์บิทดังกล่าว 
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ทฤษฎีบท 2.1.4.4 ก าหนดให้ 𝑇 เป็นนิพจน์บูลีน 𝑐 เป็นประพจน์เลือก และ 𝜎 เป็นความสมมาตร

ของ 𝑇 จะได้ว่า ถ้า 𝑇 ⊨ 𝑐 แล้ว 𝑇 ⊨ 𝑐𝜎 กล่าวคือ 𝑐 เป็นจริงในทุก ๆ การก าหนดค่าความจริง

ที่ท าให้ 𝑇 เป็นจริง แล้ว 𝑐𝜎  ก็จะเป็นจริงเช่นเดียวกัน 
 

ทฤษฎีบทนี้ ยืนยันว่าประพจน์เลือกท่ีสมมาตรกับประพจน์เลือกที่เป็นเงื่อนไขจ าเป็นของ 𝑇 
จะเป็น เงื่อนไขจ าเป็นด้วยเช่นกันเสมอ 
ตัวอย่างเช่น  

พิจารณานิพจน์บูลีน 𝑇 = (¬𝑥 + 𝑦)(¬𝑦 + 𝑧)(¬𝑧 + 𝑥) 

จะพบว่าการเรียงสับเปลี่ยน 𝜎 = (𝑥𝑦𝑧)(¬𝑥¬𝑦¬𝑧) เป็นความสมมาตรของ 𝑇 

และจากตารางค่าความจริงจะพบว่า (¬𝑥 + 𝑧) เป็นเงื่อนไขที่จ าเป็นของ 𝑇 และ 

(¬𝑦 + 𝑥) = (¬𝑥 + 𝑦)𝜎 ก็เป็นเงื่อนไขจ าเป็นด้วย 
 

𝑥 𝑦 𝑧 (¬𝑥 + 𝑦)(¬𝑦 + 𝑧)(¬𝑧 + 𝑥) (¬𝑥 + 𝑦) (¬𝑦 + 𝑧) 

𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 
𝑇 𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 𝐹 
𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 
𝑇 𝐹 𝐹 𝐹 𝐹 𝑇 
𝐹 𝑇 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇 
𝐹 𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 𝐹 
𝐹 𝐹 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇 
𝐹 𝐹 𝐹 𝑇 𝑇 𝑇 

Table 3 ตารางแสดงค่าความจริง 
 

ประเภทของความสมมาตรที่ส าคัญประเภทหนึ่งคือความสมมาตรแถวซึ่งเป็นการเรียง
สับเปลี่ยนที่เกิดจากการเรียงสับเปลี่ยนแถวในเมทริกซ์ของสัญพจน์ ที่เป็นความสมมาตรของนิพจน์
บูลีนด้วยเช่นกัน ตัวอย่างเช่น 

ส าหรับนิพจน์บูลีน   𝑇 = (𝑥 + ¬𝑦 + 𝑧)(¬𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

และเมทริกซ์           𝑀 = [
𝑥 𝑦

¬𝑥 ¬𝑦] 

การเรียงสับเปลี่ยน 𝜎 = (𝑥¬𝑥)(𝑦¬𝑦) เป็นความสมมาตรแบบแถวเนื่องจาก 𝜎 

เกิดจากการสลับแถวที่ 1 และ 2 ของ 𝑀 และ 𝜎 เป็นความสมมาตรของ 𝑇 
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2.1.5 ประพจน์เลือกต่อเติม 
ประพจน์เลือกต่อเติมคือ ออร์บิทของประพจน์เลือกใด ๆ ภายใต้กลุ่มเรียงสับเปลี่ยนที่น ามาท าการต่อ
เติมประพจน์เลือกดังกล่าว [12] ตัวอย่างเช่น 

ประพจน์เลือกต่อเติมของ 𝐶 = (𝑥 + 𝑧) ด้วยกลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 ที่ถูกก่อก าเนิด

โดย การเรียงสับเปลี่ยน (𝑥𝑦)(¬𝑥¬𝑦) และ (𝑥¬𝑥)(𝑦¬𝑦) คือเซตของ
ประพจน์เลือก 

{(𝑥 + 𝑧), (𝑦 + 𝑧), (¬𝑥 + 𝑧), (¬𝑦 + 𝑧)} 
และจะเขียนแทนด้วย (𝐶, 𝐺) 

 
2.1.5.1 ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เค (k-transporter problem) 

ในงานวิจัย [14] ได้แสดงให้เห็นว่าในการปรับใช้ประพจน์เลือกต่อเติมกับตัวแก้ปัญหาแบบเรียนรู้
ประพจน์เลือกโดยข้อขัดแย้ง นั้นจ าเป็นที่จะต้องท าการต่อเติมกระบวนการเผยแพร่ประพจน์เลือก
เดี่ยว เนื่องจากตัวแก้ปัญหาต้องตรวจสอบว่า ออร์บิทของประพจน์เลือกนั้นมีประพจน์เลือกเดี่ยว
เกิดข้ึนหรือไม่ ซึ่งปัญหาดังกล่าวสามารถอธิบายได้ด้วย ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เค ซึ่งเป็นปัญหา เอ็น
พีแบบยาก 
 

นิยาม 2.1.5.1.1 ก าหนดให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบน เซตจ ากัดที่ไม่ใช่เซตว่าง 𝛺 ปัญหาตัวขน

ย้ายล าดับที่เค  𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) คือปัญหาดังต่อไปนี้ 

ข้อมูลน าเข้า:  𝐶, 𝐴, 𝑈 ⊆ 𝛺, กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 และ จ านวนนับ 𝑘 

ผลลัพธ์:       𝑔 ∈ 𝐺 โดยที่ |𝐶𝑔 ∩ 𝐴| ≤ 𝑘 และ 𝐶𝑔 ∩ 𝑈 = ∅ หรือ ล้มเหลวเมื่อไม่มี 

𝑔 ที่ตรงตามเง่ือนไข 
 

เมื่อให้ Ω เป็นเซตของสัญพจน์, 𝐺 เป็นกลุ่มความสมมาตรของนิพจน์บูลีน, 𝐶 เป็นประพจน์

เลือก, 𝐴 เป็นเซตของสัญพจน์ที่ยังไม่ถูกก าหนดค่า และ 𝑈 เป็นเซตที่แทนการก าหนดค่าความจริง 

และ 𝑘 = 1 ปัญหานี้จะเทียบได้กับการตรวจสอบว่า ประพจน์เลือกต่อเติม (𝐶, 𝐺) มีประพจน์

เลือกเดี่ยวหรือประพจน์เลือกที่เป็นเท็จเกิดขึ้นภายใต้การก าหนดค่าความจริง 𝑈 หรือไม่ 
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2.1.5.2 การแยกโคเซต (coset decomposition) 

ส าหรับการแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เค นั้นจะใช้การค้นหาในกลุ่ม โดยการใช้วิธีการแยกโคเซต 
ดังต่อไปนี้  

ก าหนดให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบน เซต Ω = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} โดยที่ 𝑛 ≥ 1  

การแยกโคเซตท าได้โดย พิจารณา กลุ่มย่อย 𝐺 = 𝐺0 ≥ 𝐺1 ≥ 𝐺2 ≥ ⋯ ≥ 𝐺𝑛 โดยที่ 

𝐺𝑖+1 = (𝐺𝑖)𝑥𝑖+1
 โดยที่ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

1. ในขั้นแรก 𝐺 = 𝐺0 จะถูกแยกออกเป็น โคเซตขวาของ 𝐺1 

2. ในขั้นที่ 𝑖 แต่ละโคเซตขวาของ 𝐺𝑖 จะถูกแยกออกเป็น โคเซตขวาของ 𝐺𝑖+1  
 

นิยาม 2.1.5.2.1 ต้นโครงสร้างของกลุ่ม 𝐺 ที่เกิดจากการแยกโคเซต เป็นไปตามนิยามดังต่อไปนี้ 

1. ที่รากของต้นไม้การแยกโคเซตคือปมที่แทน 𝐺0 

2. ปมลูกของปมที่ความลึก 𝑖 คือปมที่แทน โคเซตขวาของ 𝐺𝑖+1 ทั้งหมดท่ีเป็นเซตย่อยของโค
เซตที่ปมดังกล่าว 

 
ตัวอย่างเช่น 

ต้นไม้การแยกโคเซตของกลุ่ม 𝑆𝑦𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) กลุ่มของการเรียงสับเปลี่ยนทั้งหมดบนเซต 

{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} ดังที่แสดงในรูปที่ 4 

 
Figure 4 แสดงต้นไม้การแยกโคเซตของกลุ่ม 𝑆𝑦𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) [14] 
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2.1.5.3 เทคนิคการเพิ่มประสิทธิภาพการแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เค 

เทคนิคนี้เป็นการใช้ประโยชน์จากความจริงที่ว่า ส าหรับ 𝐻 = 𝐺𝐶 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝐶𝑔 = 𝐶} 

และ 𝐾 = 𝐺𝐴,𝑈 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝐴𝑔 = 𝐴,𝑈𝑔 = 𝑈} แล้ว สมาชิกใด ๆ ใน ดับเบิลโค

เซต 𝐻𝑔𝐾 = {ℎ𝑔𝑘 | ℎ ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾} ส าหรับ 𝑔 ∈ 𝐺 ใด ๆ จะเป็นค าตอบก็ต่อเมื่อ 

𝑔 เป็นค าตอบ [14] 

การเพ่ิมประสิทธิภาพสามารถท าได้โดยการตัดแต่งต้นไม้การแยกโคเซตของ 𝐺 โดยการตัด

ต้นไม้ย่อยที่โคเซต 𝐶′𝑖  ที่ปมรากไม่มี 𝑔 ∈ 𝐶′𝑖  ที่อยู่เป็นอันดับแรกสุดในดับเบิลโคเซต 𝐻𝑔𝐾 
ในการเรียงล าดับแบบพจนานุกรม ซึ่งถูกนิยามโดย การเรียงล าดับของสัญพจน์ โดยที่ ส าหรับ การ

เรียงสับเปลี่ยน 𝑔1, 𝑔2 จะกล่าวว่า 𝑔1 < 𝑔2 เมื่อมี สัญพจน์ 𝑙𝑖  ที่ 𝑔1(𝑙𝑖) < 𝑔2(𝑙𝑖) 

และ 𝑔1(𝑙𝑗) = 𝑔2(𝑙𝑗) ส าหรับทุก ๆ สัญพจน์ 𝑙𝑗 < 𝑙𝑖  
 

2.1.6 ปัญหาในกลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 
ปัญหาในกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนที่ส าคัญและจ าเป็นในงานวิจัยฉบับนี้ มีหลายปัญหาที่ยังไม่พบวิธีการ
แก้ปัญหาที่สามารถท าได้เสร็จในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามของขนาดของข้อมูลน าเข้า โดยปัญหาที่
ส าคัญที่สุดที่เกี่ยวข้องกับงานวิจัยนี้คือ ปัญหาการค้นหาสตริงน้อยสุดตามการเรียงล าดับแบบ
พจนานุกรมภายใต้กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน (String lexicographic placement) ซึ่งเป็นปัญหาเอ็นพี
แบบยาก แต่อย่างไรก็ตามในบางล าดับปัญหานี้สามารถแก้ได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามเม่ือกลุ่ม
การเรียงสับเปลี่ยนเป็นกลุ่มที่สามารถหาผลเฉลยได้ [15] 
  

นิยาม 2.1.6.1 ให้ Σ เป็นเซตจ ากัดที่ไม่ใช่เซตว่าง จะเรียกฟังก์ชัน 𝑠: {1, 2, … , 𝑛} → Σ ว่า 

สตริง (String) บนเซตของตัวอักษร Σ และ 𝑠 มีความยาว 𝑛 
 

นิยาม 2.1.6.3 ให้ 𝑠1, 𝑠2 เป็นสตริงบนเซต Σ ที่มีความยาว 𝑛 จะเรียก 𝑠1 ว่ามีล าดับตาม

พจนานุกรมน้อยกว่า 𝑠2 หรือเขียนแทนด้วย 𝑠1 < 𝑠2 เมื่อ ∃𝑚 ∈ {1, 2, … , 𝑛} 

𝑠1(𝑖) = 𝑠2(𝑖), ∀ 𝑖 < 𝑚 และ 𝑠1(𝑚) < 𝑠2(𝑚) 
 

นิยาม 2.1.6.3 ให้ 𝑠 เป็นสตริงที่มีความยาว 𝑛 และ 𝜎 ∈ 𝐺 เป็นสมาชิกในกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบน

เซต {1, 2, … , 𝑛} จะนิยามการกระท าของ 𝐺 บนสตริง 𝑠 โดย 𝑠𝜎(𝑖) = 𝑠(𝑖𝜎
−1

) 
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 จากนิยามข้างต้น ปัญหาการค้นหาสตริงน้อยสุดตามการเรียงล าดับแบบพจนานุกรมภายใต้
กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน จะถูกนิยามดังนี้ 

นิยาม 2.1.6.4 ก าหนดให้ 𝛴 ≠ ∅ เป็นเซตจ ากัดของตัวอักษร 𝑠 เป็นสตริงบน 𝛴 ที่มีความยาว 𝑛 

𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบน {1, 2, … , 𝑛} และ 𝑠𝐺 = {𝑠𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} เป็นออร์บิทของ 

𝑠 ภายใต้ 𝐺 ปัญหา 𝑃𝑙𝑎𝑐𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡(𝑠, 𝐺) คือปัญหาดังต่อไปนี้ 

ข้อมูลน าเข้า: สตริง 𝑠 และเซตก่อก าเนิดของกลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 

ผลลัพธ์:  สมาชิก 𝑔 ทุกตัวใน 𝐺 ที่ท าให้ 𝑠𝑔 มีล าดับตามพจนานุกรมน้อยที่สุดใน 𝑠𝐺  
 

 นอกจากนี้ปัญหาการหาสเตบิไลเซอร์ของเซตและปัญหาการหาอินเตอร์เซกชันของกลุ่มเรียง
สับเปลี่ยนยังเป็นปัญหาที่จ าเป็นต้องใช้ในงานวิจัยนี้ แต่เนื่องจากปัญหาทั้งคู่นี้เป็นปัญหาที่สมมูลกัน 
[16] และปัญหาสเตบิไลเซอร์ของเซตนั้นสามารถลดรูปไปเป็นปัญหาการค้นหาสตริงน้อยสุดตามการ
เรียงล าดับแบบพจนานุกรมภายใต้กลุ่มเรียงสับเปลี่ยนได้ จึงท าให้ทั้ง 2 ปัญหานี้สามารถแก้ได้ในเวลา
ที่เป็นฟังก์ชันพหุนามเมื่อกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนเป็นกลุ่มท่ีสามารถหาผลเฉลยได้ อย่างไรก็ตามปัญหา
เหล่านี้ยังไม่สามารถแก้ได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามในกรณีทั่วไป 
 

นิยาม 2.1.6.5 ก าหนดให้ G เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω และ A ⊆ Ω ปัญหาการหาสเต

บิไลเซอร์ของเซต Stab(A, G) คือปัญหาดังต่อไปนี้ 

ข้อมูลน าเข้า: เซตย่อย A ของ Ω และกลุ่มเรียงสับเปลี่ยน G บน Ω 

ผลลัพธ์:  {g ∈ G | Ag = A} 
 

นิยาม 2.1.6.6 ก าหนดให้ G1, G2 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω ปัญหาอินเตอรเ์ซกชันของ

กลุ่ม Intersection(G1, G2) คือปัญหาดังต่อไปนี้ 

ข้อมูลน าเข้า: กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน G1, G2 บน Ω 

ผลลัพธ์:  G1 ∩ G2 
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2.2 งานวิจัยท่ีเกี่ยวข้อง 
งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับงานวิจัยฉบับนี้ จะแบ่งออกเป็น 3 หมวดส าคัญคือ งานวิจัยจ าพวก การต่อเติม
กระบวนการเรียนรู้ประพจน์เลือกด้วยความสมมาตร ได้แก่ [8], [6], [10] งานวิจัยเกี่ยวกับการใช้
ประพจน์ต่อเติม ได้แก่ [12], [14] และงานวิจัยที่ใช้ประโยชน์จากความสมมาตรแบบแถว 
 

2.2.1 การต่อเติมกระบวนการเรียนรู้ประพจน์เลือกด้วยความสมมาตร 
งานวิจัยในหมวดนี้มีพื้นฐานมาจาก การที่ประพจน์เลือกที่ถูกเรียนรู้โดยตัวแก้ปัญหาจะเป็นเงื่อนไข
จ าเป็นเสมอ ประกอบกับ ทฤษฎีบทที่ 2 จึงท าให้ประพจน์เลือกที่สมมาตรกับประพจน์เลือกเหล่านี้ 
เป็นเงื่อนไขจ าเป็นด้วยเช่นกัน และการเพ่ิมประพจน์เลือกท่ีสมมาตรกันเหล่านี้ลงไปจะท าให้ไม่เกิดข้อ
ขัดแย้งที่สมมาตรกันข้ึนมาอีก 

อย่างไรก็ตามการเพ่ิมประพจน์เลือกจ านวนมากลงไปจะท าให้การค้นหาช้าลงได้และอาจท า
ให้เกิดปัญหาหน่วยความจ าไม่พอได้ นอกจากนี้ โดยทั่วไปแล้วประพจน์ที่สมมาตรกันมักจะมีจ านวน
มาก จึงท าให้เทคนิคเหล่านี้จ าเป็นต้องมีวิธีการจัดการ การเพ่ิมประพจน์เลือกเพ่ือหลีกเลี่ยงปัญหา
เหล่านี้ 

 
ในงานวิจัย [8] ได้ท าการจ าลอง การหดตัวของซีคอฟ (Zykov contraction) ในการ

แก้ปัญหา การระบายสีกราฟ (graph coloring) ที่ถูกเข้ารหัสเป็นปัญหาความสอดคล้องแบบบูล โดย
การดัดแปลงประพจน์เลือกที่ถูกเรียนรู้จากข้อขัดแย้ง โดยการจ าการหดตัวของซีคอฟ ที่ท าให้เกิดข้อ
ขัดแย้งนั้น ซึ่งประพจน์เลือกที่ถูกดัดแปลงดังกล่าว จะสมมูลกับการเพ่ิมออร์บิทของประพจน์เลือกตั้ง
ต้นภายใต้ความสมมาตรที่เกิดจากการสลับสี  

วิธีการนี้ท าให้สามารถก าจัดความสมมาตรทั้งหมดที่การการสลับสีได้ โดยที่ประพจน์เลือกท่ี
ถูกดัดแปลงแล้วมีขนาดเป็นฟังก์ชันพหุนามของขนาดของประพจน์เลือกตั้งต้นและจ านวนของตัวแปร
บูลีน อย่างไรก็ตามวิธีการนี้สามารถใช้ได้เฉพาะกับปัญหาการระบายสีกราฟเท่านั้น 
 

ในงานวิจัย [6] ได้ท าการเพ่ิมผลลัพธ์ของการเรียงสับเปลี่ยนประพจน์เลือกท่ีถูกเรียนรู้ด้วย
สมาชิกในเซตก่อก าเนิดลงไปด้วย ซึ่งจะมีเซตก่อก าเนิดทีม่ีขนาดเป็นลอการิทึมฟังก์ชันของขนาดของ
กลุ่มท่ีถูกสร้างขึ้นเสมอ ท าให้จ านวนประพจน์เลือกท่ีถูกเพ่ิมเข้าไปเป็นฟังก์ชันพหุนามของจ านวน
ประพจน์เลือกท่ีเกิดจากข้อขัดแย้ง และ จ านวนของตัวแปรบูลีน ส่งผลให้สามารถลดเวลาการท างาน
ลงได้อย่างมีนัยส าคัญในหลาย ๆ ปัญหา  
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ต่อมาใน [10] ได้ท าการเพ่ิมประพจน์เลือกท่ีสมมาตรกันโดยสมาชิกของเซตก่อก าเนิดเพียง
เฉพาะกับประพจน์เลือกที่เป็นสาเหตุของการท า การเผยแพร่ประพจน์เลือกเดี่ยว และท าการลบ
ประพจน์เลือกเหล่านี้ออกไปจากนิพจน์บูล เมื่อตัวแก้ปัญหาท าการย้อนรอยกลับไปก่อนที่จะเกิดการ
เผยแพร่ขึ้น  

วิธีการนี้จะใช้พ้ืนที่หน่วยความจ าน้อยกว่าใน [9] เนื่องจากประพจน์เลือกท่ีสมมาตรจะถูก
เพ่ิมลงไปเฉพาะกับประเลือกที่ท าให้เกิดการเผยแพร่เท่านั้นซึ่งมีจ านวนไม่เกิน จ านวนของตัวแปรบูลีน 
ท าให้วิธีการนี้เกิดปัญหาหน่วยความจ าไม่พอน้อยกว่า [9] ในขณะที่ยังคงท างานได้เร็วกว่า [9] ใน
หลาย ๆ ปัญหา ([10]) 
 

2.2.2 การใช้ประพจน์เลือกต่อเติม 
ใน [12] ได้เสนอสมบัติในทางทฤษฎีของการใช้ประพจน์เลือกต่อเติมกับตัวแก้ปัญหาที่ใช้ ดีพีแอล
แอลอัลกอรึทึม (Davis–Putnam–Logemann–Loveland algorithm : DPLL algorithm) ซึ่งเป็น
อัลกอริทึมพ้ืนฐานของตัวแก้ปัญหาในปัจจุบัน  

งานวิจัยนี้เสนอการดัดแปลงตัวแก้ปัญหาให้ท างานกับประพจน์เลือกต่อเติมได้ โดยเน้นที่การ
ดัดแปลงกระบวนการท า เรสโซลูชัน (resolution) ซึ่งเป็นกระบวนการที่เทียบได้กับการเรียนรู้
ประพจน์เลือกในตัวแก้ปัญหาปัจจุบัน ให้รองรับการใช้ประพจน์เลือกต่อเติม  

งานวิจัยนี้ได้แสดงให้เห็นว่า ประพจน์เลือกต่อเติมสามารถใช้แทนที่เซตของประพจน์เลือกท่ีมี
ขนาดเป็นฟังก์ชันชี้ก าลังของจ านวนตัวแปรได้ นอกจากนี้ ยังสามารถพิสูจน์ ปัญหารังนกพิราบ และ 
ปัญหาการทาสีกลุ่มพรรคพวก (clique coloring) ได้ด้วยการพิสูจน์ที่มีความยาวเป็นฟังก์ชันพหุนาม
ของขนาดของปัญหาได้ ซึ่งเป็นไปไม่ได้ในระบบการพิสูจน์แบบเรสโซลูชันธรรมดา 

ในงานวิจัยที่ [13] ได้พิจารณารายละเอียดต่าง ๆ ในการปรับแก้ตัวแก้ปัญหาแบบดีพีแอล
แอลให้ใช้งานกับประพจน์เลือกต่อเติมได้ โดยในงานวิจัยนี้ได้เน้นไปที่การปรับปรุง การเผยแพร่
ประพจน์เลือกเดี่ยว และการท าเรสโซลูชัน  

โดยที่ในขั้นตอนการเผยแพร่ประพจน์เดี่ยวนั้นจ าเป็นที่จะต้องแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่ 0 
และ 1 ซึ่ง งานวิจัยนี้ได้ เสนอวิธีการแก้ปัญหานี้โดยการค้นหาโดยการแยกโคเซต นอกจากนี้ยังได้
เสนอเทคนิคส าหรับการเพ่ิมความเร็วในการคน้หาโดยการตัดแต่งต้นไม้ค้นหา โดยการพิจารณาโคเซต, 
บล็อค และดับเบิลโคเซต 

อย่างไรก็ตามเทคนิคท่ีใช้ดับเบิลโคเซตนั้นจ าเป็นที่จะต้องแก้ปัญหาสเตบิไลเซอร์ของเซตซึ่ง
ยังไม่มีอัลกอริทึมที่สามารถแก้ปัญหานี้ได้ ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามในทุกกรณี 
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2.2.3 การใช้ประโยชน์จากความสมมาตรแบบแถว 
ใน [17] ได้แสดงให้เห็นว่า กลุ่มของความสมมาตรแบบแถวอย่างสมบูรณ์ ซึ่งเป็นกลุ่มของความ
สมมาตรแบบแถวที่บรรจุทุก ๆ การเรียงสับเปลี่ยนแถวที่เป็นไปได้ สามารถถูกหักล้างได้อย่างสมบูรณ์
โดยการเพ่ิมเงื่อนไขบังคับที่ท าการเรียงล าดับแถวของเมทริกซ์ กล่าวคือ  

ส าหรับกลุ่มความสมมาตรแบบแถวอย่างสมบูรณ์ 𝑅𝑀 บนเมทริกซ์ 𝑀 ขนาด 𝑚 × 𝑛  

เงื่อนไขบังคับ 𝑟𝑖 ≤ 𝑟𝑖+1 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 เมื่อ 𝑟𝑖  คือแถวของ 𝑀  

จะมี 𝐴′ ∈ 𝐴𝑅𝑀  เพียงหนึ่งเดียวเท่านั้นส าหรับแต่ละการก าหนดค่าความจริง 𝐴 ที่เป็นจริงตาม
เงื่อนไขบังคับนี้ โดยแนวคิดนี้ได้ถูกน ามาใช้กับการหักล้างความสมมาตรแบบสถิต ในการแก้ปัญหา
ความสอดคล้องแบบบูล ใน [18]  
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บทที่ 3 การหักล้างความสมมาตรพลวัตในปัญหาความสอดคล้องแบบบูลโดยใช้
ประพจน์เลือกต่อเติมพร้อมด้วยการเล็มต้นไม้ค้นหาในเวลาเชิงพหุนาม 

 
ในบทนี้จะกล่าวถึงแนวคิดในการแก้ปัญหาและการปรับปรุงวิธีการในงานวิจัยก่อนหน้า ในแง่มุมต่าง ๆ 
ที่เก่ียวข้องกับงานวิจัยชิ้นนี้ ซึ่งจะถูกแบ่งออกเป็น 4 หัวข้อได้แก่ 
 

3.1 ความสมมาตรแบบแถวและกลุ่มย่อยปกติ 
ความสมมาตรแบบแถวคือความสมมาตรที่สามารถแทนได้ด้วยการเรียงสับเปลี่ยนแถวของเมทริกซ์
ของสัญพจน์ ในบทย่อยนี้จะกล่าวถึงสมบัติต่าง ๆ ของกลุ่มความสมมาตรที่มีกลุ่มความสมมาตรแบบ
แถวเป็นกลุ่มย่อยปกติ 
 

นิยาม 3.1.1 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด จะนิยามเมทริกซ์ของสัญพจน์โดยฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

𝑀: {1,… ,𝑚} × {1,… , 𝑛} → 𝐿 และจะเรียก 𝑀 ว่าเป็นเมทริกซ์ที่มี 𝑚 แถวและมี 𝑛 
หลัก 
 
 ในนิยาม 3.1.1 เป็นการแทนเมทริกซ์โดยฟังก์ชันระบุสมาชิกในเมทริกซ์ที่อยู่ในแถวและหลัก
ใด ๆ ของเมทริกซ์ ตัวอย่างเช่น ส าหรับเมทริกซ์ต่อไปนี้ 

[
𝑥 𝑦

¬𝑦 ¬𝑥] 

𝑀(1,1) = 𝑥 และ 𝑀(2,2) = ¬𝑥 เป็นต้น 
 

นิยาม 3.1.2 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด 𝑀 เป็นเมทริกซ์ของสัญพจน์ และ Ω เป็นเรนจ์ของ 

𝑀 จะเรียกการเรียงสับเปลี่ยน 𝜎 ว่า ความสมมาตรแบบแถวเมื่อส าหรับคู่อันดับ (𝑖1, 𝑗1) และ 

(𝑖2, 𝑗2)    ใด ๆ ในโดเมนของ 𝑀 

1. 𝑀(𝑖1, 𝑗1)
𝜎 = 𝑀(𝑖′, 𝑗1) 

2. ถ้า 𝑖1 = 𝑖2 และ 𝑀(𝑖1, 𝑗1)
𝜎 = 𝑀(𝑖1

′ , 𝑗1
′), 𝑀(𝑖2, 𝑗2)

𝜎 =

𝑀(𝑖2
′ , 𝑗2

′ ) แล้ว 𝑖1
′ = 𝑖2

′  

3. 𝑙𝜎 = 𝑙 เมื่อ 𝑙 ∈ 𝐿 − Ω 
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จากนิยาม 3.1.2 ความสมมาตรแบบแถวจะกล่าวได้ว่าเป็นการเรียงสับเปลี่ยนแถวของเมท
ริกซ์เนื่องจากในข้อ 1 ของนิยามกล่าวว่า ผลลัพธ์ของการเรียงสับเปลี่ยนสมาชิกในหลักใด ๆ จะยังคง
อยู่ในหลักเดิมเสมอ และข้อ 2 กล่าวว่าสมาชิกในแถวเดียวกันจะถูกเรียงสับเปลี่ยนไปอยู่ในแถว
เดียวกันเสมอ ตัวอย่างเช่น ส าหรับเมทริกซ์ 

[
𝑥 𝑦

¬𝑦 ¬𝑥] 

จะกล่าวว่า 𝜎 = (𝑥¬𝑦)(𝑦¬𝑥) เป็นความสมมาตรแบบแถวของ 𝑀 เนื่องจาก สมาชิกใน
หลักใด ๆ ถูกเรียงสับเปลี่ยนไปยังหลักเดิม และสมาชิกในแถวเดียวกันถูกเรียงสับเปลี่ยนไปยังแถว

เดียวกัน และจะเห็นว่า 𝜎 เป็นการสลับแถวที่ 1 และ 2 ของ 𝑀 
 

ทฤษฎีบทย่อย 3.1.3 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด 𝑀 เป็นเมทริกซ์ของสัญพจน์ 𝛺 เป็นเรนจ์

ของ 𝑀 และ 𝑅𝑀 เป็นเซตของความสมมาตรแบบแถวทั้งหมดของ 𝑀 แล้ว 𝑅𝑀 เป็นกลุ่มภายใต้
ตัวด าเนินการประกอบฟังก์ชัน 
พิสูจน์ 

1. จะพิสูจน์ว่า 𝑅𝑀 มีสมบัติปิด สมมติให้ 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅𝑀  

จากนิยามข้อ 1 ของความสมมาตรแบบแถว ส าหรับ (𝑖, 𝑗) ใด ๆ ในโดเมนของ 𝑀  

𝑀(𝑖, 𝑗)𝑟1𝑟2 = 𝑀(𝑖′, 𝑗)𝑟2 = 𝑀(𝑖′′, 𝑗) 
จากนิยามข้อ 2 ของความสมมาตรแบบแถว จะได้ว่า ส าหรับ (𝑖, 𝑗1), (𝑖, 𝑗2) ใด ๆ 

ในโดเมนของ 𝑀 

𝑀(𝑖, 𝑗1)
𝑟1 = 𝑀(𝑖′, 𝑗1),𝑀(𝑖, 𝑗2)

𝑟2 = 𝑀(𝑖′, 𝑗2) 
ดังนั้น 

𝑀(𝑖, 𝑗1)
𝑟1𝑟2 = 𝑀(𝑖′′, 𝑗1),𝑀(𝑖, 𝑗2)

𝑟1𝑟2 = 𝑀(𝑖′′, 𝑗2) 
จากนิยามข้อ 3 ของความสมมาตรแบบแถว จะได้ว่า ส าหรับ 𝑙 ∈ 𝐿 − 𝛺 ใด ๆ 

𝑙𝑟1𝑟2 = 𝑙𝑟2 = 𝑙 
ดังนั้น 𝑟1𝑟2 ∈ 𝑅𝑀 

2. 𝑅𝑀 มีสมบัติการเปลี่ยนหมู่เนื่องจากตัวด าเนินการประกอบฟังก์ชันมีสมบัติการเปลี่ยน
หมู่ 

3. 𝑅𝑀 มีเอกลักษณ์เนื่องจาก 𝑒(𝑙) = 𝑙, ∀𝑙 ∈ 𝐿 เป็นความสมมาตรแบบแถว 

4. จะพิสูจน์ว่า 𝑅𝑀 มีตัวผกผัน สมมติให้  𝑟 ∈ 𝑅𝑀 และ 𝑆𝑦𝑚(𝐿) เป็นกลุ่มของ

การเรียงสับเปลี่ยนทั้งหมดบนเซต 𝐿  

จะได้ว่า 𝑟 ∈ 𝐿 และ |𝑆𝑦𝑚(𝐿)| = |𝐿|! 
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พิจารณาล าดับ [𝑟, 𝑟2, 𝑟3, … , 𝑟|𝐿|!+1]  

จากหลักรังนกพิราบจะมี 𝑟𝑖 = 𝑟𝑗  โดยที่ 𝑖 ≠ 𝑗 โดยไม่เสียนัยทัว่ไป ให้ 𝑖 < 𝑗 

จะได้ว่า 𝑒 = 𝑟𝑗−𝑖  ถ้า 𝑗 − 𝑖 = 1 จะได้ว่า 𝑟 = 𝑒  

ดังนั้น 𝑟−1 = 𝑒 ∈ 𝑅𝑀 

แต่ถ้า 𝑗 − 𝑖 > 1 จะได้ว่า 𝑟𝑗−𝑖−1 = 𝑟−1  

แต่เนื่องจาก 𝑅𝑀 มีสมบัติปิด ดังนั้น 𝑟−1 ∈ 𝑅𝑀    ∎ 
 

นิยาม 3.1.4 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด และ 𝑀 เป็นเมทริกซ์ของสัญพจน์ จะเรียกกลุ่มของ

ความสมมาตรแบบแถวทั้งหมดของ 𝑀 ว่า กลุ่มความสมมาตรแบบแถวของ 𝑀 
 

บทตั้ง 3.1.5 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด 𝑀 เป็นเมทริกซ์ของสัญพจน์ 𝑅 เป็นกลุ่มความ

สมมาตรแบบแถวของ 𝑀 และ 𝐺 ≤ 𝑆𝑦𝑚(𝐿) ถ้า 𝑅 ⊴ 𝐺, 𝑔 ∈ 𝐺 และ 𝑙 ∈ 𝐿 แล้ว 

จะมี 𝑙′ ∈ 𝐿 ที่ท าให้ 𝑙𝑅𝑔 = 𝑙′𝑅 
พิสูจน์ 

เนื่องจาก  𝑅 ⊴ 𝐺 จะได้ว่า 𝑅𝑔 = 𝑔𝑅 ดังนั้น 𝑙𝑅𝑔 = 𝑙𝑔𝑅 = (𝑙𝑔)𝑅  

ดังนั้น 𝑙′ = 𝑙𝑔         ∎ 
 

บทตั้งท่ี 3.1.5 ได้กล่าวว่าถ้ากลุ่มความสมมาตรแบบแถว 𝑅 เป็นกลุ่มย่อยปกติของกลุ่มเรียง

สับเปลี่ยน G ใด ๆ แล้วสมาชิกใน 𝐺 จะท าการเรียงสับเปลี่ยนออร์บิทของ 𝑅 ไปเป็นออร์บิทของ 𝑅 

ด้วยเสมอ และเนื่องจาก ออร์บิทของ 𝑅 ภายในเมทริกซ์คือคอลัมน์ ดังนั้นจะกล่าวได้ว่า การเรียง

สับเปลี่ยนของ 𝐺 รักษาความเป็นคอลัมน์ของเมทริกซ์ 
 

นิยาม 3.1.6 ให้ 𝑀 เป็นเมทริกซ์ของสัญพจน์ จะก าหนดให้ 𝜌𝑀(𝑀(𝑖, 𝑗)) = 𝑖 
 

บทตั้ง 3.1.7 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด 𝑀 เป็นเมทริกซ์ของสัญพจน์ที่มีอย่างน้อย 3 แถว 

𝑅 เป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวของ 𝑀 และ 𝐺 ≤ 𝑆𝑦𝑚(𝐿) ถ้า 𝑅 ⊴ 𝐺, 𝑔 ∈ 𝐺 

𝑥, 𝑦 ∈ Ω  และ 𝜌𝑀(𝑥) = 𝜌𝑀(𝑦) แล้ว 𝜌𝑀(𝑥𝑔) = 𝜌𝑀(𝑦𝑔) 
พิสูจน์ 
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จะพิสูจน์โดยข้อขัดแย้ง  

สมมติให้ 𝜌(𝑥𝑔) ≠ 𝜌(𝑦𝑔) จะแสดงว่ามี 𝑟 ∈ 𝑅 ที่ท าให้ 𝑔𝑟𝑔−1 ∉ 𝑅 

ให้ 𝑔1 นิยามโดย 𝑔1(𝜌𝑀(𝑙𝑥)) = 𝜌𝑀(𝑙𝑥
𝑔
) ส าหรับทุก ๆ 𝑙𝑥 ∈ 𝑥𝑅   

ให้ 𝑔2 นิยามโดย 𝑔2 (𝜌𝑀(𝑙𝑦)) = 𝜌𝑀(𝑙𝑦
𝑔
) ส าหรับทุก ๆ 𝑙𝑦 ∈ 𝑦𝑅  

เนื่องจาก ออร์บิทของ 𝑅 ภายใน 𝑀 คือ คอลัมน์ของ 𝑀 ท าให้ 

จากบทตั้ง 3.1.5 จะได้ว่า ทุก ๆ 𝑙𝑥
𝑔 และ 𝑙𝑦

𝑔
  จะอยู่ในคอลัมน์เดียวกันกับ 𝑥𝑔และ 𝑦𝑔 

ตามล าดับ และเนื่องจาก 𝑔 เป็นการเรียงสับเปลี่ยน ดังนั้น 𝑔1, 𝑔2 เป็นการเรียง

สับเปลี่ยนบน {1,2, … ,𝑚} เมื่อ 𝑚 เป็นจ านวนแถวของ 𝑀 และ 𝑔1 ≠ 𝑔2 

ให้ 𝑟1
′ นิยามโดย 𝑟1

′(𝜌𝑀(𝑙𝑥)) = 𝜌𝑀(𝑙𝑥
𝑟) ส าหรับทุก ๆ 𝑙𝑥 ∈ 𝑥𝑅  และ 𝑟 ∈

𝑅 

ให้ 𝑟2
′ นิยามโดย 𝑟2

′ (𝜌𝑀(𝑙𝑦)) = 𝜌𝑀(𝑙𝑦
𝑟) ส าหรับทุก ๆ 𝑙𝑦 ∈ 𝑦𝑅  และ 𝑟 ∈

𝑅 
จะได้ว่า 𝑟1

′ = 𝑟2
′ และให้ 𝑟′ แทน 𝑟1

′ และ 𝑟2
′ 

ส าหรับ 𝑟 ∈ 𝑅 ใด ๆ 

ให้ 𝜙1 นิยามโดย 𝜙1(𝜌𝑀(𝑙𝑥)) = 𝜌𝑀(𝑙𝑥
𝑔𝑟𝑔−1

) ส าหรับทุก ๆ 𝑙𝑥 ∈ 𝑥𝑅  
และ  

ให้ 𝜙2 นิยามโดย 𝜙2 (𝜌𝑀(𝑙𝑦)) = 𝜌𝑀(𝑙𝑦
𝑔𝑟𝑔−1

) ส าหรับทุก ๆ 𝑙𝑦 ∈ 𝑦𝑅  

จะได้ว่า 𝜙1 = 𝑔1𝑟
′𝑔1

−1 และ 𝜙2 = 𝑔2𝑟
′𝑔2

−1 แต่เนื่องจาก 𝑔1 ≠ 𝑔2 

จะได้ว่า 𝑔2
−1𝑔1 ≠ 𝑒 ดังนั้นมี 𝑖, 𝑗 ที่ 𝑖 ≠ 𝑗 และ 𝑖𝑔2

−1𝑔1 = 𝑗  

แต่ 𝑀 มีอย่างน้อย 3 แถว 

ดังนั้นเลือก 𝑟 ∈ 𝑅 ที่สลับแถวที่ 𝑗 กับแถวที่ 𝑘 โดยที่ 𝑘 ≠ 𝑖, 𝑗  

จะได้ว่า 𝑖𝑟
′−1𝑔2

−1𝑔1𝑟′
= 𝑖𝑔2

−1𝑔1𝑟′
= 𝑗𝑟′

= 𝑘   

ดังนั้น 𝑟′−1𝑔2
−1𝑔1𝑟

′ ≠ 𝑔2
−1𝑔1 ดังนั้น 𝑔1𝑟

′𝑔1
−1 ≠ 𝑔2𝑟

′𝑔2
−1 

ดังนั้น 𝜙1 ≠ 𝜙2 ดังนั้น 𝑔𝑟𝑔−1 ∉ 𝑅 เนื่องจากไม่เป็นไปตามนิยามข้อ 2 ของ 
นิยาม 3.1.2 

ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้ง        ∎ 
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บทตั้ง 3.1.7 กล่าวว่าถ้า 𝐺 มีกลุ่มความสมมาตรแบบแถว 𝑅 เป็นกลุ่มย่อยปกติแล้วการ

เรียงสับเปลี่ยนของ 𝐺 จะต้องรักษาความเป็นแถวของเมทริกซ์ด้วย 

นิยาม 3.1.8 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด 𝑀 เป็นเมทริกซ์ของสัญพจน์ Ω เป็นเรนจ์ของ 𝑀 

และ 𝐺 ≤ 𝑆𝑦𝑚(𝐿) จะให้ 

𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝜌𝑀(𝑙𝑔) = 𝜌𝑀(𝑙), ∀𝑙 ∈ Ω} 
 

ทฤษฎีบทย่อย 3.1.9 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) เป็นกลุ่มภายใต้ตัวด าเนินการประกอบฟังก์ชัน 
พิสูจน์ 

1. StabM(𝐺) มีสมบัติปิดเนื่องจาก ส าหรับ 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) ใด ๆ  

จะได้ว่า ส าหรับ 𝑙 ∈ Ω ใด ๆ 𝜌𝑀(l𝑠1𝑠2) = 𝜌𝑀(𝑙𝑠1) = 𝜌𝑀(𝑙)  

ดังนั้น 𝑠1𝑠2 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) 

2. StabM(𝐺) มีสมบัติการเปลี่ยนหมู่เนื่องจากตัวด าเนินการประกอบฟังก์ชันมีสมบัติ
การเปลี่ยนหมู่  

3. 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) มีเอกลักษณ์เนื่องจาก ส าหรับ 𝑙 ∈ Ω ใด ๆ 𝑙𝑒 = 𝑙 

4. 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) มีตัวผกผันเนื่องจาก 𝐺 เป็นกลุ่มจ ากัดและ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) มีสมบัติ

ปิด          ∎ 
 

บทตั้ง 3.1.10 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด 𝑀 เป็นเมทริกซ์ของสัญพจน์ที่มีอย่างน้อย 3 แถว 

𝑅 เป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวของ 𝑀 และ 𝐺 ≤ 𝑆𝑦𝑚(𝐿) ถ้า 𝑅 ⊴ 𝐺แล้ว 

𝐺 = 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺)𝑅 
พิสูจน์ 

ให้ 𝑥 อยู่ในเรนจ์ของ 𝑀 จะได้ว่าส าหรับ 𝑔 ∈ 𝐺 ใด ๆ  

ให้ 𝑔′ นิยามโดย 𝑔′(𝜌𝑀(𝑙𝑥)) = 𝜌𝑀(𝑙𝑥
𝑔
) ส าหรับ 𝑙𝑥 ∈ 𝑥𝑅  ใด ๆ 

จากบทตั้ง 3.1.5 จะได้ว่า ทุก ๆ 𝑙𝑥
𝑔 จะอยู่ในคอลัมน์เดียวกันกับ 𝑥𝑔 

ให้ 𝜙 นิยามโดย 𝜙(𝜌𝑀(𝑙𝑥)) = 𝜌𝑀(𝑙𝑥
𝑔𝑟−1

) ส าหรับ 𝑙𝑥 ∈ 𝑥𝑅  และ 𝑟 ∈

𝑅 ใด ๆ 

แต่เนื่องจาก 𝑅 เป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวของ 𝑀  

ดังนั้นมี 𝑟 ∈ 𝑅 ที่ท าให้ 𝜙(𝑖) = 𝑖 
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จากบทตั้ง 3.1.7 จะได้ว่าส าหรับ 𝑙 ในเรนจ์ของ 𝑀 ใด ๆ ที่ 𝜌𝑀(𝑙𝑥) = 𝜌𝑀(𝑙) 

𝜌𝑀 (𝑙𝑥
𝑔𝑟−1

) = 𝜌𝑀(𝑙𝑔𝑟−1
)  

แต่เนื่องจาก 𝜙(𝑖) = 𝑖 ดังนั้น 𝜌𝑀(𝑙𝑥) = 𝜌𝑀(𝑙𝑥
𝑔𝑟−1

)  

ดังนั้น 𝜌𝑀(𝑙𝑔𝑟−1
) = 𝜌𝑀(𝑙) ดังนั้น 𝑔𝑟−1 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) 

ดังนั้น 𝑔 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺)𝑅  

ดังนั้น 𝐺 = 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺)𝑅 เนื่องจาก 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺)𝑅 ⊆ G   ∎ 
 

บทตั้งท่ี 3.1.10 กล่าวว่าถ้า G มีกลุ่มความสมมาตรแบบแถว 𝑅 เป็นกลุ่มย่อยปกติแล้ว 𝐺 

จะสามารถถูกแยกตัวประกอบเป็นผลคูณของ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺)𝑅 ได ้
 

ทฤษฎีบทย่อย 3.1.11  ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด 𝑀 เป็นเมทริกซ์ของสัญพจน์ที่มีอย่าง

น้อย 3 แถว 𝑅 เป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวของ 𝑀 และ 𝐺 ≤ 𝑆𝑦𝑚(𝐿) ถ้า 𝑅 ⊴ 𝐺 

แล้วส าหรับ 𝑟 ∈ 𝑅 และ 𝑠 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) ใด ๆ  

𝑟𝑠 = 𝑠𝑟 
พิสูจน์ 

จะพิสูจน์ว่า 𝑙𝑟𝑠 = 𝑙𝑟𝑠 ส าหรับ 𝑙 ที่อยู่ในเรนจ์ของ 𝑀 ใด ๆ 

ส าหรับ (𝑖, 𝑗) ใด ๆ ในโดเมนของ 𝑀 จะได้ว่า 𝑀(𝑖, 𝑗)𝑟 = 𝑀(𝑖′, 𝑗)  

แต่เนื่องจาก 𝑠 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) ดังนั้น 𝑀(𝑖′, 𝑗)𝑠 = 𝑀(𝑖′, 𝑗′) 

แต่จากบทตั้ง 3.1.5 จะได้ว่า 𝑀(𝑖, 𝑗)𝑟𝑠 จะต้องอยู่ในคอลัมน์เดียวกันกับ 𝑀(𝑖, 𝑗)𝑠 

และ 𝑠 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀(𝐺) ดังนั้น 𝑀(𝑖, 𝑗)𝑠 = M(i, j′)  
แตเ่นื่องจากข้อ 2 ของนิยามของความสมมาตรแบบแถว 

จะได้ว่า 𝑀(𝑖, 𝑗′)𝑟 = 𝑀(𝑖′, 𝑗′)  

ดังนั้น 𝑀(𝑖, 𝑗)𝑟𝑠 = 𝑀(𝑖, 𝑗)𝑠𝑟 ส าหรับทุก ๆ สมาชิกในเรนจ์ของ 𝑀 

ดังนั้น 𝑟𝑠 = 𝑠𝑟         ∎ 
 

ทฤษฎีบท 3.1.12 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด 𝐺 ≤ 𝑆𝑦𝑚(𝐿) 𝑀1, 𝑀2 เป็นเมทริกซ์

ของสัญพจน์ที่มีอย่างน้อย 3 แถว และ 𝑅1, 𝑅2 เป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวของ 𝑀1, 𝑀2 

ตามล าดับ ถ้า 𝑅1, 𝑅2 ⊴ 𝐺 แล้ว 𝑅2 ≤ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀1(𝐺) 
พิสูจน์  
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จะพิสูจน์โดยข้อขัดแย้ง  

สมมติให้มี 𝑙1, 𝑙2 ในเรนจ์ของ 𝑀1 ที่ 𝜌𝑀1
(𝑙1) ≠ 𝜌𝑀1

(𝑙2) โดยที่ 𝑙2 ∈ 𝑙1
𝑅2   

กรณีท่ี 1 มี 𝑙 ที่ |𝑙𝑅1 ∩ 𝑙𝑅2| > 1 

พิจารณา 𝑙𝑅2  จะได้ว่า 𝑙𝑅1 ⊆ 𝑙𝑅2  เนื่องจากถ้ามี 𝑙′ ∈ 𝑙𝑅1 − 𝑙𝑅2  แล้วจะได้ว่า จะ

สามารถเลือก 𝑟1 ∈ 𝑅1 ที่สลับ 𝑙 และ 𝑙′ ซึ่งจะท าให้มี 𝑟2 ∈ 𝑅2 ที่ 𝑟1
−1𝑟2𝑟1 ∉

𝑅2 
ในท านองเดียวกัน 𝑙𝑅2 ⊆ 𝑙𝑅1  ดังนั้น 𝑙𝑅1 = 𝑙𝑅2   

แต่จากบทตั้ง 3.1.7 จะสรุปได้ว่าส าหรับ 𝑥 ใด ๆ ในเรนจ์ของ 𝑀1 จะถูกเรียงสับเปลี่ยนโดย 

𝑅2 เนื่องจาก 𝑥 จะต้องอยู่ในแถวเดียวกันกับบางสมาชิกใน 𝑙𝑅1   

ในท านองเดียวกันจะได้ว่า 𝑥𝑅1 = 𝑥𝑅2   

ดังนั้น {𝑥𝑅1  | 𝑥 ∈ Ω1} ⊆ {𝑥𝑅2  | 𝑥 ∈ Ω2} เมื่อ Ω1, Ω2 เป็นเรนจ์ของ 

𝑀1, 𝑀2 ตามล าดับ 

ในท านองเดียวกัน {𝑥𝑅2  | 𝑥 ∈ Ω2} ⊆ {𝑥𝑅1  | 𝑥 ∈ Ω1}  

ดังนั้น {𝑥𝑅1  | 𝑥 ∈ Ω1} = {𝑥𝑅2  | 𝑥 ∈ Ω2} จะได้ว่า 𝑅1 = 𝑅2 
ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้ง 

กรณีท่ี 2 ส าหรับทุก ๆ 𝑙 แล้ว |𝑙𝑅1 ∩ 𝑙𝑅2| = 1 

พิจารณา 𝑙2
𝑅1  จะได้ว่ามี 𝑙3 ∈ 𝑙2

𝑅1  โดยที่ 𝜌𝑀1
(𝑙3) ≠ 𝜌𝑀1

(𝑙2), 𝜌𝑀1
(𝑙1) 

เลือก 𝑟1 ∈ 𝑅1 ที่ท าการสลับแถวของ 𝑙2 และ 𝑙3 จะได้ว่ามี 𝑟2 ∈ 𝑅2 ที่ท าให้  

𝑟1
−1𝑟2𝑟1 ∉ 𝑅2 ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้ง     ∎ 

 

ทฤษฎีบท 3.1.12 กล่าวว่าเราจะสามารถแยกตัวประกอบ 𝐺 ได้ออกเป็นผลคูณของกลุ่ม

ความสมมาตรแบบแถว 𝑅𝑖 ทุก ๆ กลุ่มท่ีเป็นกลุ่มย่อยปกติของ 𝐺 กับกลุ่มเศษเหลือที่เกิดจาก

อินเตอร์เซกชันของ 𝑆𝑡𝑎𝑏𝑀𝑖
(𝐺) และจากทฤษฎีบทย่อย 3.1.11 จะท าให้สามารถแยกตัว

ประกอบได้แบบเดียวเท่านั้น 
 
3.2 ตัวขนย้ายล าดับท่ีเคกับความสมมาตรแบบแถว 

ส าหรับปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เค 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) ในกรณีที่กลุ่มของความสมมาตร 

𝐺 เป็นความสมมาตรแบบแถว และ 𝐶 ⊆ 𝑀 โดยที่ 𝑀 เป็นเมทริกซ์ที่ถูกเรียงสับเปลี่ยนโดย 𝐺  
ปัญหานี้สามารถถูกเปลี่ยนเป็นปัญหาการก าหนดงาน (Assignment Problem) ได้ดังต่อไปนี้ 
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นิยาม 3.2.1 ให้ 𝐿 เป็นเซตของสัญพจน์ทั้งหมด 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบน 𝐿 และเป็นกลุ่มความ

สมมาตรแบบแถว 𝐴,𝑈 ⊆ 𝐿, 𝐶 ⊆ 𝑀 และ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวกหรือศูนย์ จะให้ 

𝐵𝑖𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑡𝑒(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) แทนกราฟสองส่วน (bipartite graph) ดังต่อไปนี้ 

1. ส าหรับเมทริกซ์ที่มี 𝑚 แถว สร้างกราฟสองส่วน ที่มี 2𝑚 ปม โดยที่แต่ละส่วนมีจ านวน 𝑚 

ปม ให้ 𝑉1, 𝑉2 แทนเซตของปมในส่วนแรกและส่วนที่สองตามล าดับ 

2. ส าหรับน้ าหนักของเส้นเชื่อม {𝑣𝑖 , 𝑣′𝑗} โดยที่ 𝑣𝑖 ∈ 𝑉1, 𝑣𝑗
′ ∈ 𝑉2 จะมีค่าเป็น 𝑘 +

1 เมื่อ มีสมาชิกใน 𝐶 ที่อยู่ในแถวที่ 𝑖 ที่อยู่ในคอลัมน์เดียวกันกับสมาชิกใน 𝑈 ที่อยู่ในแถว

ที่ 𝑗 และมีค่าเท่ากับจ านวนสมาชิกใน 𝐶 ที่อยู่ในแถวที่ 𝑖 ที่อยู่ในคอลัมน์เดียวกันกับสมาชิก

ใน 𝐴 ที่อยู่ในแถวที่ 𝑗 ในกรณีอ่ืน ๆ 
 
ตัวอย่างเช่น 

เมทริกซ์ 𝑀 = [

𝑥1,1 𝑥1,2 𝑥1,3
𝑥2,1 𝑥2,2 𝑥2,3
𝑥3,1 𝑥3,2 𝑥3,3

] 

           𝐶 = {𝑥1,2, 𝑥2,1}   𝑈 = {𝑥1,2, 𝑥2,1, 𝑥3,3} 
           𝐴 = {𝑥1,3, 𝑥2,2}   𝑘 = 1 
จะสร้างกราฟได้ดังรูปที่ 5 
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Figure 5 แสดงกราฟ 2 ส่วน 𝐵𝑖𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑡𝑒(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) 

 

นิยาม 3.2.2 ให้ 𝐵(𝑉1, 𝑉2, 𝐸) เป็นกราฟสองส่วน โดยที่ 𝑉𝑖  แทนเซตของจุดยอดในแต่ละส่วน

และ 𝐸 แทนเซตของเส้นเชื่อมและ 𝑤 แทนฟังก์ชันน าหนักของเส้นเชื่อม จะเรียกฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

𝑓: 𝑉1 → 𝑉2 ว่าการก าหนดงาน (Assignment) เมื่อ {𝑣, 𝑓(𝑣)} ∈ 𝐸, ∀𝑣 ∈ 𝑉1 และจะ

ให้ 𝑤(𝑓) = ∑ 𝑤({𝑣, 𝑓(𝑣)})𝑣∈𝑉1
  

 

ทฤษฎีบท 3.2.3 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) จะมีค าตอบก็ต่อเมื่อมีการก าหนดงาน 𝑓 ในกราฟ 

𝐵𝑖𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑡𝑒(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) ที ่𝑤(𝑓) ≤ 𝑘   
พิสูจน์ 

ให้ 𝑓 เป็นการก าหนดงานใน 𝐵𝑖𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑡𝑒(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) โดยที่ 𝑤(𝑓) ≤ 𝑘 

จะได้ว่าถ้าให้ 𝜙 ∈ 𝐺 เป็นการเรียงสับเปลี่ยนแถวที่ก าหนดโดย 

𝜙(𝜌(𝑣)) = 𝜌(𝑓(𝑣))  
เมื่อ 𝜌(𝑣) แทนแถวของปม 𝑣 แล้ว |𝐶𝜙 ∩ 𝐴| ≤ 𝑘 และ 𝐶𝜙 ∩ 𝑈 = ∅ 

ดังนั้น 𝜙 เป็นค าตอบของ 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) 
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ในทางกลับกัน ให้ 𝜙 เป็นค าตอบของ 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘)  

จะได้ว่าถ้าให้ 𝑓 เป็นการก าหนดงานใน 𝐵𝑖𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑡𝑒(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) ที่ก าหนดโดย 

𝑓(𝑣𝑖) = 𝑣𝜙(𝑖)
′  เมื่อ 𝑣𝑖  แทนปมท่ีของแถว 𝑖 จะได้ว่า 𝑤(𝑓) ≤ 𝑘  ∎ 

 

จากทฤษฎีบท 3.2.3 จะพบว่าค าตอบของ 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) สามารถ
ตรวจสอบได้จาก ค าตอบของปัญหาการก าหนดงานของกราฟที่ถูกสร้างขึ้น โดยที่ 

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) จะมีค าตอบก็ต่อเมื่อมีการก าหนดงานที่น้ าหนักรวมของเส้นเชื่อมที่

ถูกเลือกมีค่าน้อยกว่าหรือเท่ากับ 𝑘 หรืออีกนัยหนึ่งคือเมื่อการก าหนดงานที่มีน้ าหนักรวมน้อยที่สุด มี

น้ าหนักรวมไม่เกิน 𝑘 
ตัวอย่างเช่น 

ในรูปที่ 5 จะพบว่าการก าหนดงาน 𝑓 โดยที่ 

𝑓(𝑣1) = 𝑣3
′  𝑓(𝑣2) = 𝑣1

′  𝑓(𝑣3) = 𝑣2
′  

มีน้ าหนักเท่ากับ 0 ซ่ึงมีค่าน้อยที่สุด ดังนั้นจะเห็นว่าการเรียงสับเปลี่ยน 𝜙 ∈ 𝐺 โดยที่ 

𝜙(𝑀(1, 𝑖)) = 𝑀(3, 𝑖)  𝜙(𝑀(2, 𝑖)) = 𝑀(1, 𝑖)  
𝜙(𝑀(3, 𝑖)) = 𝑀(2, 𝑖)  𝑖 = 1,2,3 

ท าให้ 𝐶𝜙 = {𝑥1,2, 𝑥2,1}
𝜙

= {𝑥3,1, 𝑥1,1}  

ท าให้ |𝐶𝜙 ∩ 𝐴| = |{𝑥3,1, 𝑥1,1} ∩ {𝑥1,3, 𝑥2,2}| = 0 และ 

𝐶𝜙 ∩ 𝑈 = {𝑥3,1, 𝑥1,1} ∩ {𝑥1,2, 𝑥2,1, 𝑥3,3} = ∅  
ดังนั้น 𝜙 เป็นค าตอบของ 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) 
 
การแปลงปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เคในกรณีท่ีกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนเป็นกลุ่มความสมมาตร

แบบแถวให้กลายเป็นปัญหาการหาการก าหนดงานที่มีน้ าหนักรวมน้อยสุด ท าให้ปัญหาตัวขนย้ายฯ ใน
กรณีนี้สามารถหาค าตอบได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามของขนาดของข้อมูลน าเข้า เนื่องจากปัญหา
การหาการก าหนดงานที่มีน้ าหนักรวมน้อยสุดนั้น เป็นปัญหาที่สามารถแก้ได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุ
นาม 
 
3.3 กลุ่มย่อยที่สามารถหาผลเฉลยได้ 
จากบทย่อยที่ 3.1 จะพบว่ากลุ่มเรียงสับเปลี่ยนที่มีกลุ่มความสมมาตรแบบแถวเป็นกลุ่มย่อยปกตินั้น
จะสามารถแยกตัวประกอบได้เป็นผลคูณของกลุ่มความสมมาตรแบบแถวและกลุ่มเศษเหลือ ทว่า 
โดยปรกติแล้วกลุ่มความสมมาตรแบบแถวจะไม่เป็นกลุ่มที่สามารถหาผลเฉลยได้ เนื่องจากความจริงที่
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เป็นที่รู้จักกันโดยทั่วไปในทฤษฎีกลุ่มที่ว่า กลุ่มของการเรียงสับเปลี่ยนทั้งหมดของสิ่งของ n สิ่ง โดยที่ 
n มากกว่า 5 เป็นกลุ่มท่ีไม่สามารถหาผลเฉลยได้ ท าให้กลุ่มเรียงสับเปลี่ยนที่มีกลุ่มความสมมาตรแบบ
แถวเป็นกลุ่มย่อยปกติมักจะไม่เป็นกลุ่มย่อยที่สามารถหาผลเฉลยได้ ดังนั้นในบทย่อยนี้จึงเสนอวิธีการ
สร้างกลุ่มย่อยที่เป็นกลุ่มที่สามารถหาผลเฉลยได้ของกลุ่มความสมมาตรแบบแถว 
 

นิยาม 3.3.1 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω และ Σ เป็นเซตจ ากันที่ไม่ใช่เซตว่าง  

1. จะให้ 𝐺𝑖 , ∀𝑖 ∈ Σ เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω × Σ โดยที่  

𝐺𝑖 = {𝑔𝑖  | ∀𝑔 ∈ 𝐺} และ 𝑔𝑖นิยามโดย ∀𝑥 ∈ Ω, ∀j ∈ Σ, j ≠ i 

(𝑥, 𝑖)𝑔𝑖
= (𝑥𝑔, 𝑖) และ (𝑥, 𝑗)𝑔𝑖

= (𝑥, 𝑗) 

2. จะให้ 𝐺Σ เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบทเซต Σ × Ω โดยที่ 𝐺Σ = {𝑔Σ | ∀𝑔 ∈

𝐺} และ 𝑔Σ นิยามโดย ∀(𝑘, 𝑥) ∈ Σ × Ω (𝑘, 𝑥)𝑔Σ
= (𝑘, 𝑥𝑔) 

 

นิยาม 3.3.2 ให้ 𝐺 และ 𝑆 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω และ Σ ตามล าดับ จะให้ 𝐺 ≀ 𝑆 

เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω × Σ ที่ก่อก าเนิดโดย (⋃ 𝐺𝑖
𝑖∈Σ ) ∪ 𝑆Ω 

 

นิยาม 3.3.3 ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก จะให้ 𝐶𝑛 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต 

 Ω = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−1} ที่ก่อก าเนิดโดย {𝑔} โดยที่ 𝑥𝑖
𝑔

= 𝑥𝑖+1 𝑚𝑜𝑑 𝑛  

∀𝑥𝑖 ∈ Ω 
 

นิยาม 3.3.4 ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก จะให้ 𝑤𝑟(𝑛) เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนโดยที่ 

1. 𝑤𝑟(𝑛) = 𝐶𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเฉพาะ 

2. 𝑤𝑟(𝑛) = 𝑤𝑟(𝑛/𝑝) ≀ 𝐶𝑝 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนประกอบและ 𝑝 เป็นจ านวน

เฉพาะที่มากท่ีสุดที่หาร 𝑛 ลงตัว 
 

จากนิยามจะพบว่า กลุ่มย่อย 𝑊 ที่ก่อก าเดินโดย ⋃ 𝑤𝑟(𝑛/𝑝)𝑥𝑖
0≤𝑖<𝑝  เป็นกลุ่ม

ย่อยปกติของ 𝑤𝑟(𝑛) และ 𝑤𝑟(𝑛)/𝑊 ≅ 𝐶𝑝 ซ่ึง 𝐶𝑝 เป็นกลุ่มอาบีเลียน นอกจากนี้จะ

เห็นว่า 𝑊 = ∏ 𝑤𝑟(𝑛/𝑝)𝑥𝑖  0≤𝑖<𝑝  ท าให้สามารถพิสูจน์โดยอุปนัยทางคณิตศาสตร์ได้ไม่

ยากว่า 𝑤𝑟(𝑛) เป็นกลุ่มย่อยที่สามารถหาผลเฉลยได้ 
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นิยาม 3.3.5 ต้นไม้ 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛)) จะนิยามโดย 

1. ให้แต่ละปมแทนกลุ่มย่อยของ 𝑤𝑟(𝑛) 

2. ถ้า 𝑛 เป็นจ านวนเฉพาะ 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛)) มีเพียงปมเดียวซึ่งแทน 𝐶𝑛 

3. ถ้า 𝑛 เป็นจ านวนประกอบ 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛)) จะประกอบด้วยปมรากซ่ึงแทน 

𝐶𝑝 และต้นไม้ย่อย 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛/𝑝)) ทั้งหมด 𝑝 ต้น ซึ่งแทนแต่ละ 

𝑤𝑟(𝑛/𝑝)𝑥𝑖  
4. ปมราก 𝐶𝑝 ของ 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛)) มีเส้นเชื่อมไปยังปมรากของทุก ๆ ต้นไม้ย่อย 

𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛/𝑝)) โดยแต่ละเส้นเชื่อมแทน 𝑥𝑖 
 

5.  
Figure 6 แสดงต้นไม้  𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(12)) 

รูปที่ 4 แสดงต้นไม้ 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛)) โดยแต่ละปมจะแทนกลุ่มท่ีถูกก่อก าเนิดโดย
กลุ่มย่อยที่ถูกแทนด้วยทุก ๆ ปมที่อยู่ในต้นไม้ย่อยของปมนั้น ๆ 
 

นิยาม 3.3.6 ให้ 𝑅 เป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวของเมทริกซ์ 𝑀 ที่มี 𝑛 แถวและ 𝑚 หลัก ให้ 

Ω เป็นเซตที่ถูกเรียงสับเปลี่ยนโดย 𝑤𝑟(𝑛) และ 𝜙 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและทั่วถึงจาก Ω ไป

ยังแถวของ 𝑀 จะให้ 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒(𝑅, 𝜙) แทนเซต 

{𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟′(𝜙(𝑥)) = 𝜙(𝑥𝑔), ∃𝑔 ∈ 𝑤𝑟(𝑛), ∀𝑥 ∈ Ω} 
เมื่อ 𝑟′ นิยามโดย 𝑟′(𝜌𝑀(𝑙)) = 𝜌𝑀(𝑙𝑟) ส าหรับทุก ๆ 𝑙 ในเรนจ์ของ 𝑀 
 

จากนิยาม 3.3.6 จะพบว่า 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒(𝑅, 𝜙) ≅ 𝑤𝑟(𝑛) ดังนั้น 

𝑠𝑜𝑙𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒(𝑅, 𝜙) เป็นกลุ่มย่อยของ 𝑅 ที่เป็นกลุ่มที่สามารถหาผลเฉลยได้  
ตัวอย่างเช่น 
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พิจารณา  

𝑀 =

[
 
 
 
 
 
1
2
3
4
5
6]
 
 
 
 
 

 

ให้ 𝑅 แทนกลุ่มความสมมาตรแบบแถวของ 𝑀 และ {0,1} × {0,1,2} เซตที่ถูกเรียง

สับเปลี่ยนโดย 𝑤𝑟(6) 

ให้ 𝜙 นิยามโดย 𝜙((𝑖, 𝑗)) = 𝑖 + 2𝑗 + 1 จะได้ว่า 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒(𝑅, 𝜙) คือกลุ่มที่ถูก

ก่อก าเนิดโดย{(12), (34), (56), (135)(246)} 
 
3.4 วิธีการแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เค 
ในบทย่อยนี้จะกล่าวถึงวิธีการแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เคโดยการแยกโคเซตและการเล็มต้นไม้
ค้นหาของการแยกโคเซตโดยเทคนิคการเรียงลับดับตามพจนานุกรม 

ในการแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เค 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) นั้น จะท าโดยการ

ตรวจสอบสมาชิกทุก ๆ ตัวใน 𝐺 ว่าตรงตามเงื่อนไขหรือไม่ ดังเช่นอัลกอริทึมต่อไปนี้ 
 

อัลกอริทึม 3.4.1  

ข้อมูลน าเข้า: กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 เซต 𝐶, 𝐴, 𝑈 จ านวนเต็ม 0 ≤ 𝑘 

Procedure: 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘)  

 For each 𝑔 ∈ 𝐺 do 

  If |𝐶𝑔 ∩ 𝐴| ≤ 𝑘 & 𝐶𝑔 ∩ 𝑈 = ∅  

Return 𝑔 
 

ในขั้นตอนการตรวจสอบสมาชิกของ 𝐺 นั้นจ าเป็นต้องท าการแจงนับ (enumerate) สมาชิก

ภายใน 𝐺 ซึ่งในกรณีของกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนสามารถท าได้โดยการแยกโคเซต ท าให้อัลกอริทึม 3.4.1 

สามารถเขียนได้เป็นอัลกอริทึมต่อไปนี้ เมื่อก าหนดให้ Ω เป็นเซตที่ถูกเรียงสับเปลี่ยนโดย 𝐺 
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นิยาม 3.4.2 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มและ 𝐻 ≤ 𝐺 จะเรียกเซต 𝑇𝑙  และ 𝑇𝑟 ว่าเส้นตัดขวางทางซ้ายและ

ขวา (left and right transversal) ของ 𝐻 ใน 𝐺 ตามล าดับ เมื่อ 𝑇𝑙  และ 𝑇𝑟 อินเตอร์เซกกับ

สมาชิกเพียงตัวเดียวของแต่ละโคเซตทางซ้ายและขวาของ 𝐻 ใน 𝐺 ตามล าดับ 
 
อัลกอริทึม 3.4.3 

 ข้อมูลน าเข้า: กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 เซต 𝐶, 𝐴, 𝑈 จ านวนเต็ม 𝑘 ≥ 0 

Procedure: 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘)  

 If 𝐺 มี 𝑔 ∈ 𝐺 โดยที่ 𝑔 ≠ 𝑒 do  

  𝑥 ← 𝑙 ∈ Ω  โดยที่มี 𝑔 ∈ 𝐺 ที่ท าให้ 𝑙𝑔 ≠ 𝑙 

  𝑇 ← 𝑇𝑙  เมื่อ 𝑇𝑙  เป็นเส้นตัดขวางทางซ้ายของ 𝐺𝑥 ใน 𝐺 

  For each 𝑔′ ∈ 𝑇 do 

   𝐴𝑛𝑠 ←  𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝐺𝑥 , 𝐶
𝑔′

, 𝐴, 𝑈, 𝑘)  
   If 𝐴𝑛𝑠 ไม่ล้มเหลว do 

    Return 𝐴𝑛𝑠 
  Return ล้มเหลว 
 Else do  

If |𝐶𝑔 ∩ 𝐴| ≤ 𝑘 & 𝐶𝑔 ∩ 𝑈 = ∅ do 

Return 𝑔 
  Else do 
   Return ล้มเหลว 

 
โดยทั่วไปแล้วสมาชิกของกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนมักจะมีจ านวนเป็นเอกซ์โพเนนเชียลฟังก์ชันของ

จ านวนสมาชิกของเซตที่ถูกเรียงสับเปลี่ยนท าให้อัลกอริทึม 3.4.3 มักจะใช้เวลาเป็นเอกซ์โพเนนเชียล

ฟังก์ชันด้วย อย่างไรก็ตามจากงานวิจัย [14] จะพบว่าถ้า 𝐻 = 𝐺𝐶  และ 𝐾 = 𝐺𝐴,𝑈 แล้ว

ส าหรับ 𝑔 ∈ 𝐺 ใด ๆ จะเป็นค าตอบก็ต่อเมื่อสมาชิกทุก ๆ ตัวใน 𝐻𝑔𝐾 เป็นค าตอบด้วย ท าให้

เมื่อท าการตรวจสอบว่า 𝑔 เป็นค าตอบหรือไม่ก็เพียงพอส าหรับแต่ละดับเบิลโคเซต 𝐻𝑔𝐾 
 

ทฤษฎีบทย่อย 3.4.4 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มและ 𝐻,𝐾 ≤ 𝐺 แล้วส าหรับ 𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺 ใด ๆ ถ้า           

𝑔′ ∈ 𝐻𝑔𝐾 แล้ว 𝐻𝑔′𝐾 = 𝐻𝑔𝐾 
พิสูจน์ 
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 ให้ 𝑔′ ∈ 𝐻𝑔𝐾 จะได้ว่ามี ℎ ∈ 𝐻 และ 𝑘 ∈ 𝐾 ที่ 𝑔′ = ℎ𝑔𝑘  

 ดังนั้นส าหรับ ℎ′ ∈ 𝐻 และ 𝑘′ ∈ 𝐾 ใด ๆ ℎ′𝑔′𝑘′ = ℎ′ℎ𝑔𝑘𝑘′ 

 ดังนั้น 𝐻𝑔′𝐾 ⊆ 𝐻𝑔𝐾 

 แต่เนื่องจาก ℎ′𝑔𝑘′ = ℎ′ℎ−1ℎ𝑔𝑘𝑘−1𝑘′  

 ดังนั้น 𝐻𝑔𝐾 ⊆ 𝐻𝑔′𝐾 

 ดังนั้น 𝐻𝑔′𝐾 = 𝐻𝑔𝐾       ∎ 
 

จากทฤษฎีบทย่อย 3.4.4 จะพบว่าความสัมพันธ์ 𝑔′~𝑔 ที่นิยามโดย 𝑔′ ∈ 𝐻𝑔𝐾 เป็น
ความสัมพันธ์สมมูล ดังนั้นดับเบิลโคเซตจึงเป็นชั้นสมมูลของความสัมพันธ์นี้ จึงท าให้การตรวจสอบ
สมาชิกเพียงตัวเดียวจากแต่ละชั้นสมมูลจึงเพียงพอที่จะตอบปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เค 

 ดับเบิลโคเซตนั้นสามารถถูกตีความได้เป็นออร์บิทของกลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐻 × 𝐾 บน

สมาชิกของกลุ่ม 𝐺 ดังนิยามต่อไปนี้ 
 

นิยาม 3.4.5 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω  𝐻,𝐾 ≤ 𝐺 จะให้กลุ่ม 𝐻 × 𝐾 แทน

กลุ่มของคู่อันดับ (ℎ, 𝑘) และตัวด าเนินการทวิภาค  

(ℎ1, 𝑘1)(ℎ2, 𝑘2) = (ℎ1ℎ2, 𝑘1𝑘2) 
 

นิยาม 3.4.6 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω  𝐻,𝐾 ≤ 𝐺 ให้ 𝑃 ≤ 𝐻 × 𝐾  จะให้ 

𝑃 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบน 𝐺 โดยที่ 𝑔(ℎ,𝑘) = ℎ−1𝑔𝑘 ส าหรับ 𝑔 ∈ 𝐺 และ 

(ℎ, 𝑘) ∈ 𝑃 
 

ในการเลือกตัวแทนจากแต่ละดับเบิลโคเซตส าหรับกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนนั้นสามารถท าได้โดย
การเลือกสมาชิกอันดับแรกสุดจากการเรียงล าดับตามพจนานุกรม 
 

นิยาม 3.4.7 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซตจ ากัด Ω ส าหรับ 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 ใด ๆ จะให้ 

𝑔1 < 𝑔2 เมื่อม ี𝑥 ∈ Ω ที ่𝑔1(𝑥) < 𝑔2(𝑥) และ 𝑔1(𝑥
′) = 𝑔2(𝑥′)  

ส าหรับทุก ๆ  𝑥′ < 𝑥 
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บทตั้ง 3.4.8 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซตจ ากัด Ω, 𝐻,𝐾 < 𝐺 และ 𝑃 ≤ 𝐻 × 𝐾 

แล้วส าหรับ 𝑔 ∈ 𝐺 ใด ๆ จะม ี𝑔′ ∈ 𝑔𝑃 ที่ส าหรับ 𝑔′′ ∈ 𝑔𝑃 ใด ๆ ที่ถ้า 𝑔′′ ≠ 𝑔′ แล้ว       

𝑔′ < 𝑔′′ 
พิสูจน์ 

ให้ 𝑥0 ∈ Ω เป็นสมาชิกที่น้อยที่สุดใน Ω ที่มี 𝑓0 ∈ 𝑂0 = 𝑔𝑃  ที่ 𝑥0
𝑓0 ≠ 𝑥0 

เลือก 𝑔𝑥0
 ใน 𝑂0 ที่ 𝑥0

𝑔𝑥0  มีค่าน้อยท่ีสุด 

ส าหรับ 𝑛 ใด ๆ 

ให้ 𝑂𝑛+1 = 𝑂𝑛 ∩ 𝐺𝑥𝑛
𝑔𝑥𝑛

 

เลือก 𝑥𝑛+1 ∈ Ω ที่น้อยที่สุดที่มี 𝑓𝑛+1 ∈ 𝑂𝑛+1 ที่ 𝑥𝑛+1
𝑓𝑛+1 ≠ 𝑥𝑛+1

𝑔𝑥𝑛  

เลือก 𝑔𝑥𝑛+1
 ใน 𝑂𝑛+1 ที่ 𝑥𝑛+1

𝑔𝑥𝑛+1  มีค่าน้อยท่ีสุด 

ให้ 𝑚 เป็นจ านวนเต็มที่น้อยที่สุดที่ท าให้  

ส าหรับทุก ๆ 𝑥 ∈ Ω, 𝑥𝑓 = 𝑥𝑔𝑥𝑚  ส าหรับทุก ๆ 𝑓 ∈ 𝑂𝑚+1 

จะได้ว่า 𝑔𝑥𝑚
< 𝑔′′ ∈ 𝑔𝑃  ส าหรับทุก ๆ 𝑔′′ ≠ 𝑔𝑥𝑚

   ∎ 
 

ปัญหาส าคัญของการลดจ านวนการค้นหาโดยใช้ตัวแทนของดับเบิลโคเซต 𝐻𝑔𝐾 ประการ

หนึ่งคือการค านวนหา 𝐻 และ 𝐾 ซึ่งเป็นสเตบิไลเซอร์ของเซต ท าให้การค านวนหากลุ่มย่อยเหล่านี้
โดยทั่วไปไม่สามารถท าได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม ด้วยเหตุนี้งานวิจัยนี้จึงเลือกใช้กลุ่มย่อยที่
สามารถหาผลเฉลยได้เนื่องจากสเตบิไลเซอร์ของเซตสามารถค านวนได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามใน

กรณีนี ้นอกจากนี้เมื่อ 𝐻 เป็นกลุ่มที่สามารถหาผลเฉลยได้แล้ว ในงานวิจัย [16] ได้กล่าวว่าจะ

สามารถค านวนหา 𝑝 ∈ 𝑃 ทั้งหมดท่ีท าให้ 𝑔𝑝 = 𝑔′ ได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามส าหรับบาง

การเรียงล าดับของสมาชิกใน Ω 

ในกรณีที่กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 สามารถแยกตัวประกอบเป็นผลคูณของกลุ่มความสมมาตร

แบบแถวนั้น การแจกแจงสมาชิกใน 𝐺 นั้นจะสามารถท าได้โดยการแจกแจงสมาชิกของตัวประกอบ

แต่ละตัวของ 𝐺 ตามล าดับ แทนการแยกโคเซตของทั้งกลุ่ม 𝐺  
 
 
 

นิยาม 3.4.9 ให้ 𝐺 = 𝑅1𝑅2 ⋯𝑅𝑚 โดยที่ 𝑅𝑖 เป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวของเมทริกซ์ 

𝑀𝑖  ส าหรับ 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 ใด ๆ จะให้ 𝑔1 < 𝑔2 เมื่อมี 𝑖 และ 𝑥 ในเมทริกซ์ 𝑀𝑖  ที่ท าให้ 
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𝜌𝑀𝑖
(𝑔1(𝑥)) <  𝜌𝑀𝑖

(𝑔2(𝑥)) และ ส าหรับ 𝑥′ ∈ 𝑀𝑖  และ 𝑦 ∈ 𝑀𝑗  ใด ๆ โดยที่  

𝜌𝑀𝑖
(𝑥′) < 𝜌𝑀𝑖

(𝑥) และ 𝑗 < 𝑖  

𝜌𝑀𝑖
(𝑔1(𝑥′)) =  𝜌𝑀𝑖

(𝑔2(𝑥′)) และ 𝜌𝑀𝑗
(𝑔1(𝑦)) =  𝜌𝑀𝑗

(𝑔2(𝑦))  

กล่าวอีกนัยหนึ่งคือ เรียงล าดับสมาชิกใน 𝐺 ตามการเรียงสับเปลี่ยนแถวของทุก ๆ เมทริกซ์ 
 

บทตั้ง 3.4.10 ให้ 𝐺 = 𝑅1𝑅2 ⋯𝑅𝑚 โดยที่ 𝑅𝑖 เป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวของเมทริกซ์ 

𝑀𝑖 ,  𝐻,𝐾 ≤ 𝐺 และ 𝑃 ≤ 𝐻 × 𝐾 แล้วส าหรับ 𝑔 ∈ 𝐺 ใด ๆ จะม ี𝑔′ ∈ 𝑔𝑃 ที่

ส าหรับ 𝑔′′ ∈ 𝑔𝑃 ใด ๆ ที่ถ้า 𝑔′′ ≠ 𝑔′ แล้ว 𝑔′ < 𝑔′′ 
พิสูจน์ 

ให้  𝑃1 = 𝑃 

ให้ ϕ1 เป็นโฮโมมอร์ฟิซึมจาก 𝐺 ไปยัง 𝑆𝑦𝑚(𝑛1) เมื่อ 𝑛1 เป็นจ านวนแถวของ 𝑀1 

และ 𝑆𝑦𝑚(𝑛1) เป็นกลุ่มของการเรียงสับเปลี่ยนแถวทั้งหมดของ 𝑀1 

ให้ 𝑂1 = {𝜙1(𝑔
′′) | ∀𝑔′′ ∈ 𝑔𝑃1}  

จากบทตั้ง 3.4.8 มี 𝑔1 ∈ 𝑂1 ที่น้อยที่สุด 

ให้ 𝑥1 ∈ 𝑔𝑃 โดยที่ 𝜙1(𝑥1) = 𝑔1 เลือก 𝑔1
′ = 𝑥1 

ส าหรับ 𝑖 > 1 ใด ๆ ให้ 𝑃𝑖 = (Pi−1)𝑔𝑖−1
 

ให้ ϕi เป็นโฮโมมอร์ฟิซึมจาก 𝐺 ไปยัง 𝑆𝑦𝑚(𝑛𝑖) 

ให้ 𝑂𝑖 = {𝜙𝑖(𝑔
′′) | ∀𝑔′′ ∈ (𝑔𝑖−1

′ )𝑃𝑖}  

จากบทตั้ง 3.4.8 มี 𝑔𝑖 ∈ 𝑂𝑖 ที่น้อยที่สุด 

ให้ 𝑥𝑖 ∈ (𝑔𝑖−1
′ )𝑃𝑖  โดยที่ 𝜙𝑖(𝑥𝑖) = 𝑔𝑖  เลือก 𝑔𝑖

′ = 𝑥𝑖 

จะได้ว่า 𝑔𝑛
′  น้อยที่สุดใน 𝑔𝑃        ∎ 

 
ส าหรับการเลือกค้นหาเฉพาะตัวแทนของแต่ละดับเบิลโคเซตสามารถท าได้โดยใช้บทตั้ง 

ดังต่อไปนี้ 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 42 

บทตั้ง 3.4.11 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบนเซต Ω, Δ = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} ⊆ Ω เป็น

เซตของสมาชิก 𝑛 ตัวแรกของ Ω, 𝐺′ = 𝐺𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛
, 𝐻 ≤ 𝐺Δ, 𝐾 ≤ 𝐺Δ𝑔 , 𝑃 ≤

𝐻 × 𝐾 และ 𝑔 ∈ 𝐺 แล้ว 𝐺′𝑔 จะมีสมาชิก 𝑔′ ที่เป็นสมาชิกท่ีน้อยที่สุดใน 𝑔′𝑃  ก็ต่อเมื่อ 

𝑥𝑖
𝑔

= 𝑥𝑖
𝑔𝑙  ส าหรับทุก ๆ    𝑥𝑖 ∈ Δ เมื่อ 𝑔𝑙  เป็นสมาชิกที่น้อยที่สุดใน 𝑔𝑃  

พิสูจน์ 

จะพิสูจน์โดยข้อขัดแย้งว่า ถ้า 𝐺′𝑔 มีสมาชิก 𝑔′ ที่เป็นสมาชิกท่ีน้อยที่สุดใน 𝑔′𝑃  แล้ว     

𝑥𝑖
𝑔

= 𝑥𝑖
𝑔𝑙  ส าหรับทุก ๆ  𝑥𝑖 ∈ 𝛥 เมื่อ 𝑔𝑙  เป็นสมาชิกที่น้อยที่สุดใน 𝑔𝑃  

ให้ 𝑝 ∈ 𝑃 โดยที่ 𝑔𝑙 = 𝑔𝑝 และสมมติให้มี 𝑥𝑗 ∈ Δ ที่น้อยที่สุดที่ 𝑥𝑗
𝑔

≠ 𝑥𝑗
𝑔𝑙  

จะได้ว่า 𝑥𝑗
𝑔

> 𝑥𝑗
𝑔𝑙  เนื่องจาก 𝑔𝑙 ≤ 𝑔 ดังนั้น 𝑔𝑙 < 𝑔 

แต่เนื่องจาก 𝑥𝑖
𝑔𝑙 = 𝑥𝑖

𝑔′𝑝

 และ 𝑥𝑖
𝑔

= 𝑥𝑖
𝑔′

 

ดังนั้น 𝑔′𝑝 < 𝑔′ เกิดข้อขัดแย้ง 

ต่อไปจะพิสูจน์ว่า ถ้า 𝑥𝑖
𝑔

= 𝑥𝑖
𝑔𝑙  ส าหรับทุก ๆ  𝑥𝑖 ∈ 𝛥 เมื่อ 𝑔𝑙  เป็นสมาชิกที่น้อย

ที่สุดใน 𝑔𝑃  แล้ว 𝐺′𝑔 มีสมาชิก 𝑔′ ที่เป็นสมาชิกท่ีน้อยที่สุดใน 𝑔′𝑃  

ให้ 𝑝 ∈ 𝑃 โดยที่ 𝑔𝑝 = 𝑔𝑙  

เนื่องจาก 𝑝 ∈ 𝑃 ดังนั้น 𝑝 = (ℎ, 𝑘) และ 𝑔𝑙 = ℎ−1𝑔𝑘 ส าหรับบาง ℎ ∈ 𝐻 

และ 𝑘 ∈ 𝐾 

จะได้ว่า 𝑔𝑙 = (ℎ−1𝑔𝑘𝑔−1)𝑔  

แต่เนื่องจาก 𝑥𝑖
𝑔

= 𝑥𝑖
𝑔𝑙  ส าหรับทุก ๆ  𝑥𝑖 ∈ 𝛥  

ดังนั้น 𝑥𝑖
ℎ−1𝑔𝑘𝑔−1

= 𝑥𝑖
𝑔𝑙𝑔

−1

= 𝑥𝑖
𝑔𝑔−1

= 𝑥𝑖 ส าหรับทุก ๆ  𝑥𝑖 ∈ 𝛥 

ดังนั้น ℎ−1𝑔𝑘𝑔−1 ∈ G′ ดังนั้น 𝑔𝑙 ∈ 𝐺′𝑔 

ดังนั้นมี 𝑔′ ∈ 𝐺′𝑔 ที่เป็นสมาชิกที่น้อยที่สุดใน 𝑔′𝑃     ∎ 
 

บทตั้ง 3.4.11 สามารถใช้ตรวจสอบโคเซตในระหว่างการแจกแจงสมาชิกของ 𝐺 โดยการ
แยกโคเซต เพ่ือตรวจสอบว่าในแต่ละโคเซตนั้นมีสมาชิกที่น้อยที่สุดในดับเบิลโคเซตหรือไม่ ดังเช่น

อัลกอริทึมดังต่อไปนี้ เมื่อกลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 = 𝑅1𝑅2 ⋯𝑅𝑚 
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อัลกอริทึม 3.4.12 

 ข้อมูลน าเข้า: กลุม่ความสมมาตร 𝑅𝑖
′ ≤ 𝑅𝑖  กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺  𝑔 ∈ 𝐺 เซต 

𝐶, 𝐴, 𝑈 จ านวนเต็ม 𝑘 ≥ 0  

Procedure: 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝑅𝑖
′, 𝐺, 𝑔, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘) 

1 𝑃 ← (𝐺𝐶,Δ × 𝐺𝐴,𝑈,Δ𝑔)
𝑔1,𝑔2,…,𝑔𝑖−1

 เมื่อ Δ คือเซตของแถวที่ถูกก าหนดให้ไม่

ถูกเรียงสับเปลี่ยนโดย 𝑅𝑖 ในขั้นตอนการแยกโคเซต และ 𝑔𝑗 = 𝜙𝑗(𝑔) โดยที่ 𝜙𝑗  เป็นโฮโม

มอร์ฟิซึมจาก 𝐺 ไปยัง 𝑆𝑦𝑚(𝑛𝑗) เมื่อ 𝑛𝑗  เป็นจ านวนแถวของ 𝑀𝑗  และ 𝑆𝑦𝑚(𝑛𝑗) เป็น

กลุ่มของการเรียงสับเปลี่ยนแถวทั้งหมดของ 𝑀𝑗  ส าหรับจ านวนเต็มบวก 𝑗 < 𝑖 ใด ๆ 

2 𝑔𝑙 ← 𝑔′ ∈ 𝑔𝑃  โดยที่ 𝜙𝑖(𝑔
′) ≤ 𝜙𝑖(𝑔

′′) ส าหรับทุก ๆ 𝑔′′ ∈ 𝑔𝑃 

3 If 𝑥𝑔𝑙 ≠ 𝑥𝑔, ∃𝑥 ∈ Δ do 

4  Return ล้มเหลว 

5 If 𝑅𝑖
′ มี 𝑟 ∈ 𝑅𝑖

′ โดยที่ 𝑟 ≠ 𝑒 do 

6  𝑥 ← 𝑙 ∈ 𝑛𝑖 − Δ โดยที่ 𝑙 น้อยทึ่สุดใน 𝑛𝑖 − Δ 

7  𝑇 ← 𝑇𝑥 เมื่อ 𝑇𝑥 เป็นเส้นตัดขวางทางขวาของ (𝑅𝑖
′)𝑥 ใน 𝑅𝑖

′ 

8  For each 𝑔′ ∈ 𝑇 do 

9   𝐴𝑛𝑠 ←  𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠((𝑅𝑖
′)𝑥 , 𝐺, 𝑔′𝑔, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘)  

10   If 𝐴𝑛𝑠 ไม่ล้มเหลว do 

11    Return 𝐴𝑛𝑠 

12  Return ล้มเหลว 

13 Else do 

14  If 𝑖 < 𝑚 do 

15   Return 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝑅𝑖+1, 𝐺, 𝑔, 𝐶, 𝐴, 𝑈, 𝑘)  

16  Else do 

17   If |𝐶𝑔 ∩ 𝐴| ≤ 𝑘 & 𝐶𝑔 ∩ 𝑈 = ∅ do 

18    Return 𝑔 

19   Else do 

20    Return ล้มเหลว 
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ในอัลกอริทึมที่ 3.4.12 นั้นหากแทนที่กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน 𝐺 = 𝑅1𝑅2 ⋯𝑅𝑚 ด้วย      

𝐺′ = 𝑅1
′𝑅2

′ ⋯𝑅𝑚
′   เมื่อ 𝑅𝑖

′ ≅ 𝑤𝑟(𝑛𝑖) จะท าให้การค านวนหา 𝑔𝑙  นั้นสามารถท าได้

ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามเนื่องจาก 𝐺′ เป็นกลุ่มที่สามารถหาผลเฉลยได้ 
นอกจากนี้ เทคนิคการแปลงปัญหาตัวขนย้ายล าดับทีเ่คไปเป็นปัญหาการก าหนดงานในกรณี

ของกลุ่มความสมมาตรแบบแถวยังสามารถน ามาใช้ร่วมกับอัลกอริทึม 3.4.12 ได้โดยท าการแจกแจง

สมาชิกเพียงแค่กลุ่มย่อย 𝑅1
′𝑅2

′ ⋯𝑅𝑚−1
′  ของ 𝐺′ จากนั้นจึงแก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เคใน

กรณีท่ีกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนเป็น 𝑅𝑚 ส าหรับสมาชิกทุก ๆ ตัวใน 𝑅1
′𝑅2

′ ⋯𝑅𝑚−1
′  โดยการแปลง

ปัญหาไปเป็นปัญหาการก าหนดงาน 
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บทที่ 4 บทวิเคราะห์ 
 
ในบทนี้จะกล่าวถึงการวิเคราะห์จ านวนความสมมาตรที่ถูกก าจัดและประสิทธิภาพเชิงพ้ืนที่ของวิธีการ
ที่น าเสนอภายในงานวิจัยฉบับนี้ โดยจะแสดงให้เห็นว่าวิธีการนี้สามารถก าจัดความสมมาตรออกได้
เป็นจ านวนที่เป็นเอกซ์โพเนนเชียลฟังก์ชัน และใช้พ้ืนที่ในการท างานเป็นฟังก์ชันพหุนาม จากนั้นจะ
ท าการวิเคราะห์ประสิทธิภาพเชิงเวลาของการแก้ปัญหาตัวขนย้าย ฯ โดยการนับปมในต้นไม้ค้นหา 
 
4.1 ความสมมาตรที่ถูกก าจัด 
ในบทย่อยนี้จะท าการค านวนจ านวนของความสมมาตรที่ถูกก าจัด โดยกลุ่มความสมมาตรที่สนใจคือ
กลุ่มความสมมาตรที่เป็นผลคูณของกลุ่มความสมมาตรแบบแถว ซึ่งในงานวิจัยนี้จะให้ความสมมาตร
หนึ่ง ๆ ถูกก าจัดออกจากประพจน์เลือกใด ๆ เมื่อประพจน์เลือกผลลัพธ์จากการเรียงสับเปลี่ยนด้วย
ความสมมาตรนั้นถูกเพ่ิมลงไปในนิพจน์บูลีน 
 

นิยาม 4.1.1 ให้ 𝑇 เป็นนิพจน์บูลีน 𝐺 เป็นกลุ่มความสมมาตรของ 𝑇 𝐶 เป็นประพจน์เลือก  

และ 𝐻 ≤ 𝐺 จะให้ 𝐻 เป็นกลุ่มความสมมาตรที่ถูกก าจัดไปจาก 𝐶 เมื่อมีการเพ่ิมประพจน์เลือก

ต่อเติม (𝐶, 𝐻) ลงไปใน 𝑇 
 

ด้วยนิยามของความสมมาตรที่ถูกก าจัดจะพบว่า จ านวนความสมมาตรที่ถูกก าจัดนั้นเท่ากับ
จ านวนของกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนที่ใช้ต่อเติมประพจน์เลือก หรือกล่าวอีกนัยหนึ่งคือกับจ านวนสมาชิก
ของกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนที่เป็นข้อมูลน าเข้าของปัญหาตัวขนย้าย ฯ 
 

ทฤษฎีบทย่อย 4.1.2 ให้ 𝐺 และ 𝑁 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบทเซต Ω และ 𝑆 ตามล าดับจะได้ว่า 

|𝐺 ≀ 𝑁| = |𝐺||𝑆||𝑁| 
พิสูจน์ 

เห็นได้ชัดว่า กลุ่มย่อย 𝐺∗ ที่ก่อก าเนิดโดย ⋃ 𝐺𝑖
𝑖∈S   

มีจ านวนสมาชิก |𝐺∗| = |𝐺||𝑆| 

 และเห็นได้ชัดว่า 𝐺∗ ⊲ 𝐺 ≀ 𝑁 และ (𝐺 ≀ 𝑁)/G∗ ≅ 𝑁Ω ≅ 𝑁 

 ดังนั้น |𝐺 ≀ 𝑁| = |𝐺||𝑆||𝑁|      ∎ 
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ทฤษฎีบทย่อย 4.1.3 ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะที่ซึ่ง ถ้า 𝑑|𝑛 และ 𝑑 ≠ 1 

แล้ว 𝑝 ≤ 𝑑 แล้ว |𝑤𝑟(𝑝𝑛)| ≥ 𝑝𝑛 
พิสูจน์ 

จะพิสูจน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์อย่างเข้มบน 𝑛 

ในกรณีที่ 𝑛 = 1 จะพิสูจน์ว่า |𝑤𝑟(𝑝)| ≥ 𝑝 

จากนิยาม 3.3.4 จะได้ว่า 𝑤𝑟(𝑝) ≅ 𝐶𝑝 ดังนั้น |𝑤𝑟(𝑝)| = 𝑝 ≥ 𝑝 

สมมติให้ |𝑤𝑟(𝑝𝑖)| ≥ 𝑝𝑖  ส าหรับทุก ๆ 𝑖 ≤ 𝑘 ที่ถ้า 𝑑|𝑖 และ 𝑑 ≠ 1 แล้ว 

𝑝 ≤ 𝑑 
จะพิสูจน์ว่า ถ้าส าหรับ 𝑑 ≠ 1 ใด ๆ ที่ 𝑑|(𝑘 + 1) แล้ว 𝑝 ≤ 𝑑 แล้ว  

|𝑤𝑟(𝑝(𝑘 + 1))| ≥ 𝑝(𝑘+1)  
ให้ 𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะที่มากท่ีสุดที่ 𝑞|𝑝(𝑘 + 1)  

จะได้ว่า 𝑝 ≤ 𝑞 และ 𝑞|(𝑘 + 1) 

ดังนั้น 𝑝(𝑘 + 1)/𝑞 = 𝑝𝑚 ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก 𝑚 
จากนิยาม 3.3.4 และทฤษฎีบทย่อย 4.1.2  

จะได้ว่า |𝑤𝑟(𝑝(𝑘 + 1))| = |𝑤𝑟(𝑝𝑚)|𝑞|𝑞| 

แต่เนื่องจาก 𝑘 + 1 = 𝑞𝑚 ดังนั้นส าหรับ 𝑑 ≠ 1 ใด ๆ ที่ 𝑑|𝑚 แล้ว 𝑑|(𝑘 +

1) 
ดังนั้น 𝑝 ≤ 𝑑  

ดังนั้น |𝑤𝑟(𝑝𝑚)| ≥ 𝑝𝑚 

ดังนั้น |𝑤𝑟(𝑝(𝑘 + 1))| ≥ 𝑝𝑚𝑞|𝑝| = 𝑝𝑘+1|𝑞| ≥ 𝑝𝑘+1 ∎ 
 

ทฤษฎีบทย่อย 4.1.4 ให้ 𝑛 เป็นจ านวนประกอบคี่ จะได้ว่า |𝑤𝑟(𝑛)| ≥ 𝑒√𝑛 ln(√𝑛)  
พิสูจน์  

ให้ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะที่น้อยที่สุดที่ 𝑝|𝑛  

จากทฤษฎีบทย่อย 4.1.3 จะได้ |𝑤𝑟(𝑛)| ≥ 𝑝𝑛/𝑝 = 𝑒𝑛 ln(𝑝)/𝑝 

ให้ 𝑓(𝑥) = ln(𝑥)/𝑥 จะได้ว่า 
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
=

1

𝑥2 −
ln(𝑥)

𝑥2  

จะพบว่า 𝑓(𝑥) เป็นฟังก์ชันลดเมื่อ 𝑥 > 𝑒  

แต่จ านวนเฉพาะคี่ 𝑝 ≥ 3 > 𝑒 เสมอ และ 𝑝 ≤ √𝑛 

ดังนั้น 𝑓(𝑝) ≥ 𝑓(√𝑛) 
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ดังนั้น 𝑤𝑟(𝑛) = 𝑒𝑛 ln(𝑝)/𝑝 ≥ 𝑒√𝑛 ln(√𝑛)    ∎ 
 

จากทฤษฎีบทย่อย 4.1.3 จะเห็นว่าในกรณีที่ 𝑛 เป็นจ านวนคู่ จ านวนของความสมมาตรที่ถูก

ก าจัดจะมีอย่างน้อย 2𝑛/2 หรือก็คือ (√2)
𝑛

 ซึ่งเป็นฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลของ 𝑛 นอกจากนี้

ในกรณีที่ 𝑛 เป็นจ านวนประกอบคี่ ทฤษฎีบทย่อย 4.1.4 ได้รับประกันว่าจะมีความสมมาตรที่ถูก

ก าจัดไม่น้อยกว่า 𝑒√𝑛 ln(√𝑛) ซึ่งเป็นเอกซ์โพเนนเชียลฟังก์ชันของ √𝑛 
 

4.2 ความซับซ้อนเชิงพ้ืนที่และเวลา 
ในบทย่อยนี้จะกล่าวถึงความซับซ้อนเชิงพ้ืนที่ของอัลกอริทึม 3.4.12 โดยจะแสดงว่าใช้พ้ืนที่เป็น

ฟังก์ชันพหุนาม และจะท าการวิเคราะห์ความซับซ้อนเชิงเวลาในกรณีที่ประพจน์เลือก 𝐶 มีขนาด
จ ากัด 
 

บทตั้ง 4.2.1 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบทเซต Ω และ 𝐻,𝐾 ≤ 𝐺 เป็นกลุ่มที่สามารถหาผล

เฉลยได้ แล้วส าหรับ 𝑃 ≤ 𝐻 × 𝐾  และ 𝑔 ∈ 𝐺 ใด ๆ แล้ว 𝑃𝑔 สามารถค านวนหาได้โดยใช้
พ้ืนที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม 
พิสูจน์ 

เนื่องจาก 𝐻 เป็นกลุ่มที่สามารถหาผลเฉลยได้ ดังนั้นจาก [16] จะสามารถค านวนหา 𝑝 ∈

𝑃 ทั้งหมดท่ี 𝑔𝑝 ที่น้อยที่สุดใน 𝑔𝑃  ส าหรับบางการเรียงล าดับของสมาชิกใน Ω ได้ใน
เวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม  

ให้ 𝑆 = {𝑝 ∈ 𝑃 | 𝑔𝑝 ≤ 𝑔′, ∀𝑔′ ∈ 𝑔𝑃} จะได้ว่า 𝑆 เป็นโคเซตของ 𝑃𝑔  

ดังนั้น 𝑃𝑔 = 𝑆𝑝−1 

ดังนั้น 𝑃𝑔 สามารถค านวนหาได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม 

ดังนั้น 𝑃𝑔 สามารถค านวนหาได้โดยใช้พื้นที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม   ∎ 
 
จากบทตั้ง 4.2.1 จะท าให้บรรทัดแรกของอัลกอริทึม 3.4.12 ท างานเสร็จในเวลาและพ้ืนที่ ที่

เป็นฟังก์ชันพหุนาม นอกจากนี้พื้นที่ส าหรับใช้ค านวนหา 𝑃 ยังสามารถน ากลับมาใช้ใหม่ได้อีกด้วย 
ในท านองเดียวกันกับบทตั้ง 4.2.1 บรรทัดที่ 2 ของ อัลกอริทึม 3.4.12 ใช้พื้นที่ในการท างาน

เป็นฟังก์ชันพหุนาม 
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ทฤษฎีบทย่อย 4.2.2 ให้ 𝐺 เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนที่สามารถหาผลเฉลยได้บนเซต Ω อัลกอริทึม 

3.4.12 ใช้พื้นที่ในการท างานเป็นฟังก์ชันพหุนามส าหรับบางการเรียงล าดับของสมาชิก Ω 
พิสูจน์ 

จากบทตัง้ 4.2.1 บรรทัดที่ 1 ของอัลกอริทึม 3.4.12 ใช้พ้ืนที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม 
และจาก [16] บรรทัดที่ 2 ของอัลกอริทึม 3.4.12 ใช้พ้ืนที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม ส าหรับบาง

การเรียงล าดับของสมาชิก Ω 
แต่เนื่องจาก อัลกอริทึม 3.4.12 เป็นการท าการค้นหาในแนวลึกของต้นไม้ค้นหาที่เกิดจาก

การแยกโคเซตของแต่ละตัวประกอบ 𝑅𝑖
′ ของ 𝐺 

แต่เนื่องจากความลึกของต้นไม้ค้นหาของ 𝑅𝑖
′ มีค่าไม่เกิน 𝑛𝑖  เมื่อ 𝑛𝑖  เป็นจ านวนแถวที่ 

𝑅𝑖
′ ท าการเรียงสับเปลี่ยน 

ดังนั้นต้นไม้ค้นหาของ 𝐺 มีความลึกไม่เกิน 𝑚𝑛𝑗  เมื่อ 𝑛𝑗  มีค่ามากท่ีสุด 

ดังนั้น อัลกอริทึม 3.4.12 ใช้พ้ืนที่ในการท างานเป็นฟังก์ชันพหุนาม    ∎ 
 

ในการวิเคราะห์ความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึม 3.4.12 นั้น การเรียงล าดับของสมาชิก

ในเซต Ω นั้นมีความส าคัญอย่างมาก เนื่องจากการค านวนหาสมาชิกท่ีน้อยที่สุดในบรรทัดที่ 2 นั้น 

สามารถท าได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามในบางการเรียงล าดับของสมาชิกใน Ω เท่านั้น ซึ่งได้ถูก
นิยามไว้ในงานวิจัย [16] ด้วยเหตุนี้งานวิจัยนี้จึงจะพิจารณาในกรณีของการเรียงล าดับที่ถูกกล่าวถึงใน 
[16] เท่านั้น 
 

นิยาม 4.2.3 [16] ให้ 𝑂 เป็นออร์บิทของ 𝑥 ∈ Ω ใด ๆ ที่ถูกเรียงสับเปลี่ยนโดย 𝐺 จะให้ต้นไม้

โครงสร้าง 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝐺(𝑂) นิยามโดย 

1. 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝐺(𝑂) มีเพียงปมเดียวเมื่อ |𝑂| = 1  

2. ปมรากของ 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝐺(𝑂) แทน 𝑂 

3. ให้ 𝑟 แทนปมรากของ 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝐺(𝑂) ปมลูกแต่ละปมของ 𝑟 คือปมรากของ 

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝐺𝐵𝑖
(𝐵𝑖) ส าหรับ 𝐵𝑖 ∈ 𝐵𝐺  ใด ๆ เมื่อ 𝐵 เป็นบล็อคท่ี 𝐺 พริมิติฟเมื่อ

ท าการเรียงสับเปลี่ยนบนเซต 𝐵𝐺  
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ส าหรับกลุ่มถ่ายทอดใด ๆ จากนิยาม 4.2.3 จะได้ว่าการเรียงล าดับสมาชิกใน Ω ที่ได้จาก

การเรียงล าดับจากซ้ายไปขวาของใบของ 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝐺(Ω) จะท าให้ปัญหาการหาสมาชิกที่น้อยที่สุด

ในดับเบิลโคเซตสามารถแก้ได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามเมื่อ 𝐺 เป็นกลุ่มที่สามารถหาผลเฉลยได้ 

ในกรณีที่กลุ่ม 𝐺 = 𝑤𝑟(𝑛) จะได้ว่ากราฟ 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛)) ไอโซมอร์ฟิกกับกราฟย่อย 

(subgraph) ของปมภายใน (internal nodes) ของ 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑤𝑟(𝑛)(Ω) นอกจากนี้ ส าหรับเซต    

𝑂 ⊆ Ω ที่ถูกแทนด้วยปม 𝑣 ใด ๆ ใน 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑤𝑟(𝑛)(Ω) แล้ว การเรียงสับเปลี่ยนบล็อค

ภายใน 𝑂 ของ 𝐺𝑂 ซึ่งแทนด้วย 

𝐺𝑂
𝑣 = {𝑔′ ∈ 𝑆𝑦𝑚(𝑂𝐵) | ∀𝐵𝑖 ∈ 𝑂𝐵  𝐵𝑖

𝑔′

= 𝐵𝑖
𝑔
 ∃𝑔 ∈ 𝐺𝑂} 

เมื่อ 𝑂𝐵 คือเซตของบล็อคภายใน 𝑂ที่ถูกแทนด้วยปมลูกของ 𝑣 จะไอโซมอร์ฟิกกับกลุ่มย่อย 𝐶𝑝 ที่

ถูกแทนด้วยปม 𝜙(𝑣) เมื่อ 𝜙 คือไอโซมอร์ฟิซึมของกราฟย่อยของปมภายในของ 

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑤𝑟(𝑛)(Ω) ไปยัง 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛)) 
 

บทตั้ง 4.2.4 ให้ 𝑤𝑟(𝑛) เป็นกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนบน Ω และ Δ ⊆ Ω เป็นเซตของสมาชิก 𝑚 

ตัวแรกใน Ω ที่เรียงล าดับโดย 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑤𝑟(𝑛)(Ω) แล้ว |Δ𝑤𝑟(𝑛)| ≤ 𝑛 
พิสูจน์ 

ให้ 𝐺 = 𝑤𝑟(𝑛) จากทฤษฎีบทย่อย 2.1.3.14 จะได้ว่า 
|𝐺|

|𝐺Δ|
= |Δ𝐺| 

กรณีแรก Δ = ∅ หรือ Δ = Ω จะได้ 𝐺Δ = 𝐺 

ดังนั้น |Δ𝐺| = 1 ≤ 𝑛 

ดังนั้นสมมติให้ Δ ⊂ Ω 

พิจารณาปมราก 𝑟 ของ 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝐺(Ω) 

 ให้ Ω𝑟  แทนเซตของบล็อคท่ีถูกแทนด้วยปมลูกของ 𝑟 

และให้ Δ𝑟 = {𝐵 ∈ Ω𝑟  | 𝐵 ⊆ Δ} 

จะได้ว่าถ้า 𝑔 ∈ 𝐺Δ แล้ว Δ𝑟
𝑔

= Δ𝑟  

แต่เนื่องจากการเรียงสับเปลี่ยนของ Ω𝑟  ด้วย 𝐺 ไอโซมอร์ฟิกกับ 𝐶𝑝1
 ที่ถูกแทนด้วยปม 

𝜙(𝑟) ใน 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝐺) เมื่อ 𝜙 เป็นไอโซมอร์ฟิซึมจากกราฟย่อยของปมภายในของ 

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝐺(Ω) ไปยังกราฟ 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝐺) โดยที่ปม 𝜙(𝑣) ของปม 𝑣 ใด ๆ แทน

กลุ่มย่อยซึ่งท าการเรียงสับเปลี่ยน 𝑂 ⊆ Ω ที่ถูกแทนโดยปม 𝑣 

ให้ 𝜋𝑟 เป็นโฮโมมอร์ฟิซึมจาก 𝐺 ไป 𝐶𝑝1
 ที่ก าหนดโดยการเรียงสับเปลี่ยน Ω𝑟  
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และให้ 𝐺Δr
= {𝜋𝑟(𝑔) ∈ 𝐺Δ} ดังนั้นจากจะได้ว่า 𝐺Δr

≤ 𝐶𝑝1
  

แต่เนื่องจาก |𝐶𝑝1
| = 𝑝1 เป็นจ านวนเฉพาะ 

ดังนั้น 𝐺Δ ≤ ker (𝜋𝑟) 

ดังนั้น 𝐺Δ ≤ 𝑊 = ∏ 𝑤𝑟(𝑛/𝑝1)
𝑖 0≤𝑖<𝑝1

 

ดังนั้น 
|𝐺|

|𝐺Δ|
=

|𝐺|

|𝑊|

|𝑊|

|𝐺Δ|
= 𝑝1

|𝑊|

|𝐺Δ|
 

พิจารณาปมลูก 𝑣𝑖  ใด ๆ ของ 𝑟  

จะได้ว่า 𝜙(𝑣𝑖) เป็นปมรากของ 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑤𝑟(𝑛/𝑝1)
𝑖) ตามนิยาม 3.3.5 

แต่เนื่องจากส าหรับ 𝐵𝑖  ที่ถูกแทนด้วย 𝑣𝑖  ใด ๆ  

ถ้า 𝐵𝑖 ⊆ Δ หรือ 𝐵𝑖 ∩ Δ = ∅ แล้ว 𝑤𝑟(𝑛/𝑝1)
𝑖 ≤ 𝐺Δ  

และเนื่องจากมีอย่างมากหนึ่งบล็อค 𝐵𝑗  ที่ 𝐵𝑗 ⊄ Δ และ 𝐵𝑗 ∩ Δ ≠ ∅ 

ให้ Δ𝑣𝑗
= 𝐵𝑗 ∩ Δ และ 𝐺Δ𝑣𝑗

𝑣𝑗
= 𝑤𝑟(𝑛/𝑝)Δ𝑣𝑗

𝑗  

จะได้ว่า 𝐺Δ = (∏ 𝑤𝑟(𝑛/𝑝1)
𝑖

0≤𝑖<𝑝1,𝑖≠𝑗 )𝑤𝑟(𝑛/𝑝1)Δ𝑣𝑗

𝑗  

ดังนั้น 
|𝐺|

|𝐺Δ|
= 𝑝1

|𝑊|

|𝐺Δ|
= 𝑝1

|𝑤𝑟(𝑛/𝑝1)𝑗|

|𝑤𝑟(𝑛/𝑝1)
Δ𝑣𝑗

𝑗
|

 

ในท านองเดียวกันจะได้ว่า 
|𝐺|

|𝐺Δ|
≤ ∏ 𝑝𝑖1≤𝑖≤𝑑  เมื่อ 𝑑 คือความสูงของต้นไม้ 

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝐺) 

ดังนั้น 
|𝐺|

|𝐺Δ|
≤ n ดังนั้น |Δ𝐺| ≤ n       ∎ 

 

ทฤษฎีบท 4.2.5 ให้ 𝐺 = 𝑤𝑟(𝑛) และ |𝐶| = 𝑛𝐶  แล้วจ านวนปมในต้นไม้ค้นหาของ

อัลกอริทึม 3.4.12 มีจ านวนไม่เกิน 𝑛𝑛𝐶+2 
พิสูจน์  

ให้ Δ ⊆ Ω คือเซตของสมาชิก 𝑚  ตัวแรกของ Ω 

ให้ 𝑇 แทนเซตของเส้นตัดขวางทางขวาของ 𝐺𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑚
 ส าหรับ 𝑥𝑖 ∈ Δ 

เนื่องจาก (𝐺𝐶,Δ × 𝑒) ≤ (𝐺𝐶,Δ × 𝐺𝐴,𝑈,Δ𝑔) จะได้ว่า 

ถ้าให้ 𝑁1 = {𝑔(𝐺𝐶,Δ×𝑒)  | 𝑔 ∈ 𝐺}  

และ  𝑁2 = {𝑔
(𝐺𝐶,Δ×𝐺𝐴,𝑈,Δ𝑔)

 | 𝑔 ∈ 𝐺}  
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แล้ว |𝑁2| ≤ |𝑁1| 

แต่เนื่องจาก T ⊆ G ดังนั้นถ้าให้ 𝑁3 = {𝑡
(𝐺𝐶,Δ×𝐺𝐴,𝑈,Δ𝑔)

 | 𝑡 ∈ 𝑇} 

จะได้ว่า |𝑁3| ≤ |𝑁2| ≤ |𝑁1| 

ดังนั้นจ านวนปมที่ความลึก 𝑚 มีจ านวนไม่เกิน |𝑁1| 

แต่เนื่องจากส าหรับ 𝑔 ∈ 𝐺 ใด ๆ 𝑔(𝐺𝐶,Δ×𝑒) = 𝐺𝐶,Δ𝑔 

พิจารณา 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 ที่ 𝐶𝑔1 = 𝐶𝑔2  และ Δ𝑔1 = Δ𝑔2   

จะได้ว่า 𝑔1 ∈ 𝐺𝐶,Δ𝑔2 

ดังนั้น |𝑁1| ≤ |C𝐺||Δ𝐺| 

แต่เนื่องจาก |𝐶𝐺| ≤ 𝑛𝑛𝐶  และจากบทตั้ง 4.2.4 |Δ𝐺| ≤ 𝑛 

ดังนั้น |𝑁1| ≤ 𝑛𝑛𝐶+1 

แต่เนื่องจากต้นไม้ค้นหามีความลึกไม่เกิน 𝑛 

ดังนั้นต้นไม้ค้นหามีปมทั้งหมดไม่เกิน 𝑛𝑛𝐶+2     ∎ 
 

ผลจากทฤษฎีบท 4.2.5 ท าให้เมื่อท าการจ ากัดค่า 𝑛𝐶  จะท าให้ อัลกอริทึม 3.4.12 มีจ านวน

ปมเป็นฟังก์ชันพหุนามของ 𝑛 และเนื่องจากเวลาที่ใช้ในแต่ละปมเป็นฟังก์ชันพหุนามจึงส่งผลให้เวลา

ในการท างานของอัลกอริทึมเป็นฟังก์ชันพหุนามด้วยในกรณีท่ี 𝐺 = 𝑤𝑟(𝑛) 

 ในกรณีที่ G = R1
′ 𝑅2

′ ⋯𝑅𝑚
′ ≅ 𝑤𝑟(𝑛1) × 𝑤𝑟(𝑛2)⋯ 𝑤𝑟(𝑛𝑚) จะ

สามารถพิสูจน์ได้ไม่ยากว่าในการแจกแจงสมาชิกของแต่ละ 𝑅𝑖
′ มีจ านวนปมเป็นฟังก์ชันพหุนามของ 

𝑛 โดยการอ้างว่า (𝑅𝑖
′
𝐶,Δ

× 𝑒) ≤ (𝐺𝐶,Δ × 𝐺𝐴,𝑈,Δ𝑔)
𝑔1,𝑔2,…,𝑔𝑖−1

 แล้วจึงท าการ

พิสูจน์ต่อในท านองเดียวกันกับทฤษฎีบท 4.2.5 
 

ทฤษฎีบทย่อย 4.2.6 ให้ 𝐺 = 𝑆𝑦𝑚(Ω) เป็นกลุ่มของการเรียงสับเปลี่ยนทั้งหมดของ Ω แล้ว

จ านวนปมในต้นไม้ค้นหาของอัลกอริทึม 3.4.12 มีจ านวนไม่น้อยกว่า 2𝑛 
พิสูจน์ 

ให้ Δ𝑚 เป็นเซตของสมาชิก 𝑚 ตัวแรกของ Ω 

ให้ 𝑇 แทนเซตของเส้นตัดขวางทางขวาของ 𝐺𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑚
 ส าหรับ 𝑥𝑖 ∈ Δ𝑚 

เนื่องจาก (𝐺𝐶,Δ × 𝐺𝐴,𝑈,Δ𝑔) ≤ (GΔ × GΔg)  จะได้ว่า 
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ถ้าให้ 𝑁1 = {𝑡
(𝐺𝐶,Δ×𝐺𝐴,𝑈,Δ𝑔)

  | 𝑡 ∈ 𝑇}  

และ  𝑁2 = {𝑡(GΔ×GΔg) | 𝑡 ∈ 𝑇}  

แล้ว |𝑁2| ≤ |𝑁1| 

ดังนั้นจ านวนปมที่ความลึก 𝑚 มีจ านวนไม่น้อยกว่า |𝑁2| 

แต่เนื่องจากส าหรับ 𝑔 ∈ 𝐺 ใด ๆ 𝑔(GΔ×GΔg) = 𝐺Δ𝑔𝐺Δ𝑔𝑔−1𝑔  

และ 𝑔𝐺Δ𝑔𝑔−1 = 𝐺Δ จะได้ว่า 𝑔(GΔ×GΔg) = GΔ𝑔 

ดังนั้น |𝑁2| = |Δ𝐺| = (𝑛
𝑚
) 

ดังนั้นจ านวนปมทั้งหมดจึงมีไม่น้อยกว่า ∑ (𝑛
𝑖
)𝑛

𝑖=0 = 2𝑛    ∎  
 

ในทฤษฎีบทย่อย 4.2.6 นั้นได้แสดงให้เห็นว่าในกรณีที่กลุ่ม 𝐺 ≅ 𝑆𝑦𝑚(𝑛) นั้น 

อัลกอริทึม 3.4.12 จะใช้เวลาในการท างานเป็นฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลของ 𝑛 เป็นอย่างน้อย แสดง
ให้เห็นว่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึม 3.4.12 นั้นขึ้นอยู่กับโครงสร้างของกลุ่มและการ

เรียงล าดับสมาชิกใน Ω เป็นอย่างมาก 
อย่างไรก็ตามเทคนิคการตัดแต่งต้นไม้ค้นหาอ่ืน ๆ ดังเช่นที่ได้ถูกน าเสนอใน [14] นั้นยังคง

สามารถน ามาประยุกต์ใช้ได้กับอัลกอริทึม 3.4.12 ซึ่งอาจท าให้ความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึม 
3.4.12 ลดลงและลดการพ่ึงพาโครงสร้างของกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนลงได้ 
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บทที่ 5 สรุป 
 
งานวิจัยนี้ได้น าเสนอการหักล้างความสมมาตรพลวัตในกรณีท่ีกลุ่มความสมมาตรมีกลุ่มความสมมาตร
แบบแถวเป็นกลุ่มย่อยปกติ โดยการประยุกต์ใช้ประพจน์เลือกต่อเติมซึ่งท าให้จ าเป็นต้องท าการ
แก้ปัญหาตัวขนย้ายล าดับที่เคในการท าการเผยแพร่ประพจน์เลือกเดี่ยว ซึ่งงานวิจัยนี้ได้ท าการศึกษา
สมบัติของกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนที่มีกลุ่มความสมมาตรแบบแถวเป็นกลุ่มย่อยปกติท าให้สามารถสรุปได้
ว่า กลุ่มเรียงสับเปลี่ยนดังกล่าวนั้นสามารถแยกตัวประกอบออกได้เป็นผลคูณของกลุ่มความสมมาตร
แบบแถวและกลุ่มเศษเหลือ ในส่วนของการแก้ปัญหาตัวขนย้าย ฯ นั้น ในกรณีที่กลุ่มความสมมาตร
เป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวปัญหาตัวขนย้าย ฯ จะสามารถถูกแก้ได้ด้วยการแก้ปัญหาการ
มอบหมายงานน้อยสุดซึ่งเป็นปัญหาที่สามารถแก้ได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม ในกรณีทั่วไปที่กลุ่ม
ความสมมาตรเป็นผลคูณของกลุ่มความสมมาตรแบบแถวนั้นปัญหาตัวขนย้าย ฯ จะถูกแก้โดยการแจก
แจงสมาชิกในกลุ่มโดยการแยกโคเซตแล้วจึงท าการตรวจสอบสมาชิกแต่ละตัวว่าเป็นค าตอบหรือไม่ 
โดยในระหว่างการแจกแจงสมาชิกนั้นจะท าการตัดแต่งต้นไม้ค้นหาด้วยการเรียงล าดับความสมมาตร
ตามแบบพจนานุกรมด้วย แต่เนื่องจากการค้นหาสมาชิกน้อยสุดของดับเบิลโคเซตนั้นสามารถท าได้ใน
เวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามในกรณีท่ีกลุ่มเรียงสับเปลี่ยนเป็นกลุ่มที่สามารถหาผลเฉลยได้ งานวิจัยนี้จึง
ได้เสนอวิธีการสร้างกลุ่มย่อยที่สามารถหาผลเฉลยได้ของกลุ่มความสมมาตรแบบแถว นอกจากนี้ยังได้
เสนอวิธีการตัดแต่งต้นไม้ค้นหาโดยการเปรียบเทียบตัวแทนของแต่ละโคเซตและสมาชิกน้อยสุดใน
ดับเบิลโคเซต ซึ่งวิธีการนี้รับรองว่าจะมีเพียงโคเซตที่มีสมาชิกท่ีน้อยที่สุดในดับเบิลโคเซตเท่านั้นที่ผ่าน
เงื่อนไขนี้ 

ในแง่ของประสิทธิภาพของการหักล้างความสมมาตรโดยการใช้ประพจน์เลือกต่อเติมและ
กลุ่มย่อยที่ถูกน าเสนอนั้นจะสามารถแบ่งออกได้เป็นสองประการได้แก่จ านวนความสมมาตรที่ถูก
หักล้างและความซับซ้อนทั้งเชิงพ้ืนที่และเวลาของการแก้ปัญหาตัวขนย้าย ฯ ในส่วนของจ านวนความ
สมมาตรที่ถูกหักล้างนั้นจะขึ้นอยู่กับจ านวนสมาชิกของกลุ่มย่อยท่ีถูกน าเสนอ ซึ่งงานวิจัยนี้ได้พิสูจน์ว่า
กลุ่มย่อยที่น าเสนอนั้นมีสมาชิกอย่างน้อยเป็นเอกซ์โพเนนเชียลฟังก์ชันของรากท่ีสองของจ านวนแถว
เสมอ และในกรณีที่กลุ่มความสมมาตรเป็นกลุ่มความสมมาตรแบบแถวนั้นจะสามารถแก้ได้ด้วยการ
แปลงปัญหาให้เป็นปัญหาการมอบหมายงานน้อยสุดซึ่งท าให้สามารถก าจัดความสมมาตรทั้งหมดได้ใน
เวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนามได้ในกรณีนี้ ในส่วนของความซับซ้อนเชิงพ้ืนที่ของการแก้ปัญหาตัวขนย้าย 
ฯ นั้นสามารถพิสูจน์ได้ว่าเป็นฟังก์ชันของพหุนามเนื่องจากภาระงานย่อยของการแจกแจงสมาชิกนั้น
สามารถท างานเสร็จในเวลาที่เป็นฟังก์ชันพหุนาม ในส่วนของความซับซ้อนเชิงเวลานั้น งานวิจัยนี้ได้
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พิสูจน์ว่าเมื่อประพจน์เลือกน าเข้ามีขนาดจ ากัดแล้วจะท าให้สามารถแก้ปัญหาได้ในเวลาที่เป็นฟังก์ชัน
พหุนามเสมอ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 55 

รายการอ้างอิง 
 
1. Benhamou, B. and L. Sais, Tractability through Symmetries in Propositional 

Calculus. Journal of Automated Reasoning, 1994. 12(1): p. 89-102. 
2. Crawford, J., et al., Symmetry-breaking predicates for search problems. KR, 

1996. 96: p. 148-159. 
3. Aloul, F.A., I.L. Markov, and K.A. Sakallah. Shatter: efficient symmetry-breaking 

for boolean satisfiability. in Proceedings of the 40th annual Design 
Automation Conference. 2003. ACM. 

4. Devriendt, J., et al. Improved static symmetry breaking for SAT. in 
International Conference on Theory and Applications of Satisfiability Testing. 
2016. Springer. 

5. Sabharwal, A., SymChaff: exploiting symmetry in a structure-aware 
satisfiability solver. Constraints, 2009. 14(4): p. 478-505. 

6. Benhamou, B., et al. Dynamic symmetry breaking in the satisfiability problem. 
in Proceedings of the 16th international conference on Logic for 
Programming, Artificial intelligence, and Reasoning. LPAR-16, Dakar, Senegal 
(April 25-may 1, 2010). 2010. 

7. Devriendt, J., et al. Symmetry propagation: Improved dynamic symmetry 
breaking in SAT. in Tools with Artificial Intelligence (ICTAI), 2012 IEEE 24th 
International Conference on. 2012. IEEE. 

8. Schaafsma, B., M.J. Heule, and H. Van Maaren. Dynamic symmetry breaking by 
simulating Zykov contraction. in International Conference on Theory and 
Applications of Satisfiability Testing. 2009. Springer. 

9. Benhamou, B., et al. Enhancing clause learning by symmetry in SAT solvers. in 
2010 22nd International Conference on Tools with Artificial Intelligence. 2010. 
IEEE. 

10. Devriendt, J., B. Bogaerts, and M. Bruynooghe. Symmetric explanation 
learning: Effective dynamic symmetry handling for SAT. in International 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 56 

Conference on Theory and Applications of Satisfiability Testing. 2017. 
Springer. 

11. Dixon, H.E., M.L. Ginsberg, and A.J. Parkes, Generalizing Boolean satisfiability I: 
Background and survey of existing work. Journal of Artificial Intelligence 
Research, 2004. 21: p. 193-243. 

12. Dixon, H.E., et al., Generalizing Boolean satisfiability II: Theory. Journal of 
Artificial Intelligence Research, 2004. 22: p. 481-534. 

13. Zhang, L., et al. Efficient conflict driven learning in a boolean satisfiability 
solver. in Proceedings of the 2001 IEEE/ACM international conference on 
Computer-aided design. 2001. IEEE Press. 

14. Dixon, H.E., et al., Generalizing Boolean satisfiability III: Implementation. 
Journal of Artificial Intelligence Research, 2005. 23: p. 441-531. 

15. Babai, L. and E.M. Luks. Canonical labeling of graphs. in Proceedings of the 
fifteenth annual ACM symposium on Theory of computing. 1983. ACM. 

16. Eugene, M. Permutation groups and polynomial-time computation. in Groups 
and Computation: Workshop on Groups and Computation, October 7-10, 
1991. 1993. American Mathematical Soc. 

17. Flener, P., et al. Symmetry in matrix models. in Proceedings of SymCon. 2001. 
Citeseer. 

18. Devriendt, J., B. Bogaerts, and M. Bruynooghe. BreakIDGlucose: On the 
importance of row symmetry in SAT. in Proceedings 4th International 
Workshop on the Cross-Fertilization Between CSP and SAT. 2014. 

 
 
 

  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บรรณานุกรม 
 

บรรณานุกรม 
 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ประวัติผู้เขียน 
 

ประวัติผู้เขียน 
 

ชื่อ-สกุล นาย เตวิช ตรีธัญญพงศ์ 
วัน เดือน ปี เกิด 9 พฤศจิกายน 2537 
สถานที่เกิด จังหวัดเชียงใหม่ ประเทศไทย 
วุฒิการศึกษา จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
ที่อยู่ปัจจุบัน 99/109 ต าบลสันนาเม็ง อ าเภอสันทราย จังหวัดเชียงใหม่ 50210   

 

 


	บทคัดย่อภาษาไทย
	บทคัดย่อภาษาอังกฤษ
	กิตติกรรมประกาศ
	สารบัญ
	บทที่ 1 บทนำ
	1.1 ที่มาและความสำคัญของปัญหา
	1.2 วัตถุประสงค์
	1.3 ขอบเขตการวิจัย
	1.4 ขั้นตอนและวิธีการวิจัย
	1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับจากการวิจัย
	1.6 ผลงานตีพิมพ์จากวิทยานิพนธ์

	บทที่ 2 ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง
	2.1 ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง
	2.1.1 ปัญหาความสอดคล้องแบบบูล
	2.1.2 ตัวแก้ปัญหาแบบเรียนรู้ประพจน์เลือกโดยข้อขัดแย้ง
	2.1.2.1 การเผยแพร่ประพจน์เลือกเดี่ยว
	2.1.2.2 การเรียนรู้ประพจน์เลือก

	2.1.3 กลุ่มเรียงสับเปลี่ยน
	2.1.4 ความสมมาตรในปัญหาความสอดคล้องแบบบูล
	2.1.5 ประพจน์เลือกต่อเติม
	2.1.5.1 ปัญหาตัวขนย้ายลำดับที่เค (k-transporter problem)
	2.1.5.2 การแยกโคเซต (coset decomposition)
	2.1.5.3 เทคนิคการเพิ่มประสิทธิภาพการแก้ปัญหาตัวขนย้ายลำดับที่เค

	2.1.6 ปัญหาในกลุ่มเรียงสับเปลี่ยน

	2.2 งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง
	2.2.1 การต่อเติมกระบวนการเรียนรู้ประพจน์เลือกด้วยความสมมาตร
	2.2.2 การใช้ประพจน์เลือกต่อเติม
	2.2.3 การใช้ประโยชน์จากความสมมาตรแบบแถว


	บทที่ 3 การหักล้างความสมมาตรพลวัตในปัญหาความสอดคล้องแบบบูลโดยใช้ประพจน์เลือกต่อเติมพร้อมด้วยการเล็มต้นไม้ค้นหาในเวลาเชิงพหุนาม
	3.1 ความสมมาตรแบบแถวและกลุ่มย่อยปกติ
	3.2 ตัวขนย้ายลำดับที่เคกับความสมมาตรแบบแถว
	3.3 กลุ่มย่อยที่สามารถหาผลเฉลยได้
	3.4 วิธีการแก้ปัญหาตัวขนย้ายลำดับที่เค

	บทที่ 4 บทวิเคราะห์
	4.1 ความสมมาตรที่ถูกกำจัด
	4.2 ความซับซ้อนเชิงพื้นที่และเวลา

	บทที่ 5 สรุป
	รายการอ้างอิง
	บรรณานุกรม
	ประวัติผู้เขียน

