
บทที่ 2

การประมาณค่า

จากการสืกษาเรื่องการประมาณค่าองประกอบความแปรปรวน กรณีข้อมูลสมดุล 

ทำให้ทราบว่า ตัวประมาณด้วยวิธีวิเคราะห์ความแปรปรวน(ANOVA) เป็นตัวประมาณท่ีอยู่ในรูป 

กำลังสองโดยมีคุณสมบัติความไม่เอนเอียง และมีความแปรปรวนต่ําสุดในบรรดาตัวประมาณท่ีไม่ 

เอนเอียง(Minimum variance quadratic unbiased) แต่ถึงแม้ตัวประมาณด้วยวิธีวิเคราะห์ความ 

แปรปรวนจะเป็นตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนที่มีคุณสมบัติดังกล่าว แต่พบว่าการ

ประมาณค่าองค์ประกอบความแปรปรวนด้วยวิธีดังกล่าวสามารถมีค่าตํ่ากว่า 0 ซ่ึงขัดกับคุณสมบัติ 

ของพารามิเตอร์(Parameter) ที่จะค่ามากกว่าหรือเท่ากับ 0 เท่าน้ัน ซ่ึงจากปัญหาดังกล่าว Searle 1 

ได้เสนอแนวทางการแก้ปัญหาดังกล่าวไว้อย่างน่าสนใจดังต้อไปน้ี

1. ยอมรับตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนที่มีค่าเป็นลบตัวนั้นว่ามีค่าเป็น 0 

แต่เมื่อนำมาประมาณค่าผลรวมองค์ประกอบความแปรปรวนให้ใช้ค่าที่เป็นลบน้ันนำมาคิดล่งผลให้ 

ผลรวมองค์ประกอบความแปรปรวนมีค่าตํ่ากว่าตัวประมาณองค์ประกอบแต่ละตัว

2. แทนค่าตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนตัวน้ันว่ามีค่าเป็น 0 ซ่ึงจะทำให้คุณ 

สมบัติบางประการของตัวประมาณขาดหายไปโดยเฉพาะคุณสมบัติความไม่เอนเอียง

3. ตัวประมาณที่มีค่าเป็นลบดังกล่าว ถือเป็นตัวบ่งช้ีให้ตัดองค์ประกอบดังกล่าวออกจาก 

ตัวแบบ และทำการประมาณตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนภายใต้ตัวแบบใหม่ต่อไป

4. องค์ประกอบความแปรปรวนที่มีค่าเป็นลบ ถือเป็นการบ่งช้ีความผิดพลาดในตัวแบบ 

และทำการตรวจสอบแหล่งข้อมูลเพ่ือหาตัวแบบใหม่

5. ประมาณค่าตัวประมาณดังกล่าวใหม่โดยใช้วิธีอ่ืนๆ

6. ให้ความหมายว่าตัวประมาณที่เป็นลบดังกล่าวเป็นตัวบ่งช้ีว่าข้อมูลไม่เพียงพอ จึงควร 

ทำการรวบรวมข้อมูลให้มากข้ึนแล้วนำมาวิเคราะห์ หรือใช้ข้อมูลเก่าโดยมีการถ่วงน้ําหนัก(Poole) 

แต่ถ้ายังศงติดลบอยู่ก็ให้ประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนตัวน้ันว่ามีค่าเป็น 0

งานวิจัยในครั้งนี้เป็นการพัฒนาตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวน ของแผนการ

ทดลองล่มลมบูรณ์(CRD) ซ่ึงได้รับอิทธิพลเชิงล่มเฉพาะกรณีข้อมูลสมดุลภายใต้การแก้ปัญหาตัว 

ประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนที่มีค่าเป็นลบโดยกำหนดให้ตัวประมาณดังกล่าวมีค่าเป็น 0

1 Searle 1 S.R.. Linear models. (New York: John Wiley & Sons,1971), pp.407-408.
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ซ่ึงในท่ีน้ีได้แบ่งการสืกษาออกเป็น 2 ส่วนใหญ่ๆด้วยกันคือ ส่วนแรกเป็นการประมาณองค์ประกอบ 

ความแปรปรวนด้วยวิธีพ้ืนฐานท่ีได้นำมาคืกษาในคร้ังน้ีมีท้ังส้ิน 3 วิธี ได้แก่ ตัวประมาณแบบความ 

ควรจะเป็นสูงสุด(Maximum likelihood : ML) 1 ตัวประมาณแบบกำลังลองไม่แปรเปล่ียน

(Invariance quadratic estimator : IQE) และตัวประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุดแบบมีข้อ 

จำกัด(Restricted maximum likelihood : REML) นอกจากนีในส่วนทีสองเป็นการพัฒนาตัว

ประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนตัวใหม่ ภายใต้แนวคิดการเฉล่ียค่าองค์ประกอบความ

แปรปรวนจากวิธีมาตรฐานท่ีกล่าวไว้ข้างต้น โดยเป็นการคืกษาถึงวิธีการเฉล่ียค่าองค์ประกอบท่ี

เหมาะลมเพ่ือให้ได้ตัวประมาณท่ีสามารถนำไปใข้ได้ดีในกรณีคืกษาท้ัวไป ซ่ึงมีรายละเอียดต่างๆ

ตังได้กล่าวไว้ในหัวข้อต่อไป

2.1 ตัวประมาณด้วยวิธีพ้ืนฐาน

ตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนด้วยวิธีพ้ืนฐานซ่ึงคำนวณภายใต้ตัวแบบท่ีเขียน 

ในรูป เว ก เตอร์ตัง ต่อไปน้ี

ตัวแบบ y = l | a + U T + e  (2.1)

เม่ือ V คือเวกเตอร์มีขนาด N X 1

คือเวกเตอร์มีขนาด N X 1 

คือเวกเตอร์มีขนาด N X 1 

คือเวกเตอร์มีขนาด a X 1

คือเมทริกซ์ มีขนาด N X a 

คือค่า scalar 

"1

โดยท่ี I

y
1

e

T

บ

ข = ( ! . ® ! „ )  =

และ

I  ~A / (0 ,a M a) 

e ~ N ( 0 , o l l )
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ตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนด้วยวิธีพ้ืนฐานท่ีใช้ในการสืกษาคร้ังน้ีมีท้ังล้ิน 3 วิธีดังนี้

2.1.า ตัวประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุด(Maximum likelihood : ML)

เน่ืองจากทราบว่า y -  N ( p i  , d{cTglp + a j j n}) ซ่ึง Searle,

Cassella และ McCalloch2 ได้แสดงวิธีการหาตัวประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุดไว่โดย

กำหนดให้ V = d{a>Jn +a>ln}

เม่ือ d แสดงความเป็นเมทริกซ์เส์นทแยงมุม

Jn เมตริกซ์จตุรัสขนาด nxn มีสมาชิกทุกตัวเป็น 1

พบว่า y ,อิสระจาก y  ดังน้ันสามารถเขียนฟังก์ชันความควรจะเป็น(Likelihood function) 

ได้ดังต่อไปน้ี

e x p

L = L (p ,V  y)
( 2 „ H v [w

จาก Searle, Cassella และ McCalloch3 พบว่า (aln +bJn)'1 = —
a

เม่ือ a ร* 0 และ a ร* -nb

a + bn

และยังพบอีกว่า 

เน่ืองจาก

|aln+bJn| = an_1(a-nb)

V = c1 ja2 J n. + a l  |n ) ซ่ึงเป็นการแทนค่า a = a 2e ๖ - a]

จะได้ว่า

และ

■"1- 2 :  2 J ".
° e  +  n i CTtctH  ° e + ni°r )

M  = 0 (® e )n r l(CTe + n iCT0 = a e n*"1̂ n ( a e + n iCTt )

(2 .2)

(2.3)

2 Searle 1 s.R., Cassella,G. and McCalloch.E.c. Variance components. (New York : John Wiley &

Sons,1992), pp.78-83.

3 Ibid., p.443.
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แทนค่า V 1 และ |v| ในฟังก์ชันความควรจะเป็น L (p ,v  I y) ได้ดังน้ี

e x p

U n. V y) =

1
y N

/
f l f

~ 2 y - m i a 7
เก1

V N / d I e °e+n.<*î "y
y - [ i l

~n7

e x p

(2, r  เ ^ 1,-..n  (a2 + ท10;) !  

^ Z Z ( y ,  ■ ฟ ั^ ! ^ (y,-n,ฟ ั
.............. .. i r N - a l l  a , ,V 2

(2ti)n/2ct̂ ( ^ n (a *+ n ,a ’ )
(2.4)

กรณีข้อมูลสมดุล ก1 = ท ดังนัน N = a*n สมการลอการิทึม ของฟังก์ชันความควรจะเป็น 

ได้ดังลมการต่อไปน้ี

I = logL = log{ L(เแ, V I y ) }

=  ~ N l o g ( 2 7 i ) - i ( N ~ a ) l o g a 2 -■ ^lo g (a *  +  n c r2) -— — ̂  -a ;iuyoe -

zz(y<i-ฟ่2 1 1 y  CT2n
2a| 2c f < ay + na2(ÿ,.- ฟ่2

-^N Io g (2 ji)  ^ a ( n - l ) lo g a 2 - | l o g ( a 2 + n a j ) -

Z Z (y « -r f
2 a 2 ๗

เน่ืองจาก 2 เทอม สุดท้ายในสมการ (2.5) สามารถเขียนใหม่ได้(ดย

i K y . - t f
2 a  I

x x f y . - r f - ^ l n f ÿ , - ฬ 2

(2.5)

(2.6)

ทิจารณา £ X ( y ,  - ฟ 2 = zz(y, -Ÿ i +ÿ i  -แ )2

= I X ( y , - ÿ J + I Z ( ÿ , . - ฟ ่2+ 2 I I ( y
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พิจารณา Ç  ท(ÿ 1. -  น)2 = Z  ท(ÿ, -  ÿ_ + ÿ_ -  น)2 พบว่า 0

Z  ท(ÿl -  ÿ..+ÿ.. -  ฟ่2=Z  n(ÿi. -  ÿ.. )2+ Z  ท(ÿ.. -  ฟ่2 + 2Z  n(ÿi. -  ÿ

แทนค่า]T £  (y ;j-น )2 และ £  ท(ÿL-น )2 แทนในลมการ(2.6)ได้ดังน้ี

I Z ( y . - 9 J  - ฟ ่’ -ฟ ่'(O, + n o ; j :

SSE + (1 -  - P ? L 7 ) c z  ท(ÿ,. -  ÿ. + ÿ.. -  น)2 )
CT2 + n a 2 ' *7

SSE+ 2-? -».-- 2 (Xn(ÿi. -  ÿ..)2 +nZ(ÿ„ -  ฟ ่2) + na‘ i

SSE +
a :  + n a :

[sSTr + an(ÿ -น ) 2] (2.7)

แทนค่าสมการ (2.7) ในลมการ (2.5) โดยให้ X = a2+riCT2

I = - 1 N log(27t) - 1  a(n -  l) lo g  a 2 - 1 log X -  IP SSTr
2X

an(y„ -  น)2
2X

หาอนุ'พ้นธ์ย่อย(Partial derivative) ลมการลอการิทึมของฟังก์ชันความควรจะเป็นเทียบ

ก์บพารามิเตอร์ น,(Te และ ^ แล้วกำหนดให้เท่ากับ 0 ได้ดังต่อไปน้ี

d \  __ 2an(ÿ„ -  นx ~ l ) . .. an(ÿ„ -  น) = 0
Ô น 2X X

d \  _ a ( n - l )  SSE _ a ( n - l ) โ 2 SSE
d a 2 -  2 ct2 2 Oç ~~ 2 CTg e a ( n - l )

d \  =  a 1 SSTr 1 an(ÿ - น)2 _ 0
J x = ~ 2 X  2X2 2ÂT

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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จากลมการ (2.8)

an(ÿ.. - ฟ ่. . 0
A

an(ÿ.. - ฟ ่ = 0

any = anu
• _ (2.11) 
A = ÿ..

จากสมการ (2.10) และ (2.11)

-a A  + SSTr + an(ÿ - แ ) 2
23? =

aA = SSTr + an(ÿ - แ ) 2

จากสมการ (2.9)

a ( n - l )
2o!

• SSTr /_ -  \ SSTr^ = m n  + n ( ÿ ^ _ ÿ j  = : 2 l l l
a

^a - 1 N
V

SSE

MSTr
y

=  0
a ( n - l )

SSE _ a( ท - 1)
2ag 2ct2

à2 =
a f S )

= MSE

(2.12)

(2.13)

เน่ืองจากทราบว่า A= a* + na(

ดังน้ันจะได้ว่า

A - gÜ

๙  =
X - à l

1 - -  

a
MSTr-MSE

(2.14)

เน่ืองจากปริภูมิของพารามิเตอร์ เป็นดังน้ี - 0 0 <(1 < 0 0  1 0<Gg<co และ

0  <  a (  < 0 0

- การประมาณค่า |แ พบว่า (แ อิสระจาก à\  และ ๙ ดังน้ัน ML(fa. )= (JL = ^ = ÿ

- การประมาณค่า <32'  พบว่า à]  = MSE เป็นตัวประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุด 

เนื่องจากเป็นค่าประมาณที่ไม่เป็นลบส่วนตัวประมาณ a] คือ à \ ข้ึนอยู่กับ CTg สามารถมีค่าเป็น 

ลบได้
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เนื่องจากตัวประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุดจะต้องได้ตัวประมาณ ท่ีอยู่ภายใต้

ปริภูมิของพารามิเตอf  เน่ืองจาก à]  ข้ึนอยู่กับ à 2' ตังน้ันไม่เพียงแต่แน่ใจว่า à2 อยู่ใน ปริภูมิของ 

พารามิเตอร์ สำหรับ CT2 แต่ตัวประมาณท้ังคู(่ o 2,G 2) ต้องอยู่ใน 2 ปริภูมิ(Space) ท่ีกำหนดโดย 

(a2, ๙) น้ันคือต้องหาเง่ือนไขภายใต้ CT2 = MSE ไม่เป็นตัวประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุด 

ของ CT2 ตังน้ันจึงพิจารณา G - 2  และX ซึ่งสามารถแสดงจตุภาค(Quadrant) ท่ีเป็นบวกตังรูปท่ี 2

จากรูปท่ี 2 พิจารณาท่ีเสํน a2 = X พบว่าถ้า ๙ >  0 มีความหมายว่า X = CT2 + na2

>CT2 ซ่ึงแสดงได้ในพ้ืนท่ีใต้เสํน่ X น้ันคือเม่ือ (x,<72) อยู่ในพ้ืนท่ีค่าประมาณท่ีได้จะเป็นค่า

ประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุด หรืออาจกล่าวได้ว่า เม่ือ ๙  > 0 a 2 = à j  และ

CT2 = à 2e จะไม่เป็นตัวประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุด เม่ือ à]  < 0 ซ่ึงเป็นเม่ือ X < à 2'

เน่ือง'จากกรณี ๙ <0 จะให้ CT2 —0 ซึ่งทำให้ต้องแยกพิจารณาเป็น2 กรณีตังน้ี 

กรณี1 a2 < à 2'

จากสมการ (2.9)

ส a (n - l) ~ 2 SSE -  a(n_1)(~2 -2\
3°e °2'* * 2'  2 ae4 L • a (n -l)J 2S; 1 e e)

กรณี2 CT2 > CT2 เม่ือ X > G2 > à2 > X 

จากสมการ (2.10)
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d \ a f~  SSTr ไ
d X ^ ï r  = ว ?2 k= \ Z .K l a  J

an(ÿ„ - ÿ . . ) 2
2A2

3=t M ) < ' °

เน่ืองจากเราทราบว่า a 2> 0 เม่ือ a2< 0 ดังน้ัน a 2 = 0 ซึ่งสมมูลกับ A'. = £>1 เม่ือ 

C2 < 0 ดังนั้นในการหาดัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุด ของ (a และ Q2 เม่ือ 0 2=0 ได้มา

จากการหาค่าสูงสุดของ ลมการ logL ในขอบเขตระนาบ CT2= A

l(X = ^ ) .  - iN lo g (2 H ) -  ia ( n  -  l) lo g a ; -  | l o g ^  ^  -  an

= -ANIog(27r)-A|Mio9CT; -  SST̂ SSE -

หาอนุพันธ์ย่อยจากสมการลอการิทึมของฟังก์ชันความควรจะเป็น เทียบกับพารามิเตอร์น  

และ a2 แล้วกำหนดให้เท่ากับ0 ได้ดังต่อไปน้ี

dl(A = a : )  = an(ÿ -  น) -
รน Oe

3l(A = a 2 ) _ N SSTr + SSE an(ÿ -  น)2
= ~ ï < + 2a : 2a : =

(2.15)

แทนค่า น= ÿ  ในลมการ (2.15)

ôl(A = a | )  Na2 SSTr + SSE an(ÿ - ÿ  )2
๙  = ~ 2 ๕ + พ ิ + ÎP. =
.-. Na2 =  SSTr + SSE

a 2 = SSTr + SSE SST
N an

(a - l)M S T r  + a (n - l)M S E  _ 
an

(  1ไ 1 r  ท
1 - - MSE + — 1 - -

V n j ท 1 ay
MSTr

= MSE + ̂ <
ร ิ- ธ ์V ay

MSTr -  MSE l  = CT2 + <j( < à ]



ต ังน ื ่นจ ึงสามารถสร ุปไต ้ว ่า

เงื ่อนไข

a _ 1 M S T r> M S E &2* แ ~  f a ~ lM S T r  m s e I / ท
V a ) เ

°eML = MSB

a _ 1 M S T r< M S E
^tML — 0 •

. 2  SST
& eML = ~an

2.1.2 ตัวประมาณแบบกำลังสองไม่แปรเปลียน(เทvariance Quadratic Estimator 

IQE)

เน่ืองจากทราบว่า y -  A/(|4.1 , <7*In + a(v)

โดยท่ี V = uu'
Mathew และ Kelly4 ได้พัฒนาตัวประมาณภายใต้การแปลง ในรูป U = y ซ่ึงจาก

การแจกแจงของ y ทำให้ทราบว่า น -  N (0 ,<7*1 +<7*v j
~ ~q q

โดยท่ี V = z'uu'z

ให้ r = rank(l) = 1

q = N-r = N-1

การแปลงตังกล่าวจะเกิดข้ึนภายใต้ข้อจำกัดว่า Z เป็นเมทริกช์ขนาด N Xq = N X N-1

โดยท่ี z ' l = 0  และ z 'z  = |,

กำหนดให้ ร = rank( V )

เราพิจารณาไต้ว่า V = £ * ,1 E_ (2.16)1 i.i i
เม่ือ g คือจำนวนชุดของ ก, ท่ีแตกต่างกัน

X,>A.2>... > \  เป็นค่าไอเก้น(Eigen value) ของ V ท่ีไม่เท่ากับ 0

ซ่ึงคูณกับ ๓1,๓2,... 1ทาคู เม่ือ ๓1 คือจำนวนระตับของปัจจัยท่ีมีขนาดตัวอย่าง ทi

โดยทราบว่า ทา, = ร = rank(V )
i=i 1
E เป็น ภาพฉาย(Projection)

4 Klly.R.J. and Methew,T.,"Improved estimators of variance components with smaller probability of

negativity,” Journal of the roval statistic Soc. B. 55 (1993) : 897-911.
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นอกจากน้ียังหราบอีกว่า E = I - £ £ 1 โดยท่ี rank(E ) = q - ร  และ q - ร >0
9 + 1  น  9 + 1

เน่ืองจาก น มีการแจกแจงแบบปกติ(Normal) ดังน้ันจึงให้ความสนใจในรูปกำลังลอง

(Quadratic form) น,E u ( i = 1,2.......... g+1) โดยพบว่า รูปแบบดังกล่าวเป็นชุดของตัวสถิติท่ี
เพียงพอตำทีสุด และลมบูรณ์ (Minimal sufficient statistics and complete) ก็ต่อเมือ g = 0 หรือ 

g ะ= 1  ซ่ึงเป็นไปตามการศึกษาของ Olsen 5

จากตารางวิเคราะห์ความแปรปรวน เราสามารถหาค่า ผลรวมกำลังสองของปัจจัย

(Treatmant sum square) กำหนดโดย ^  Eiน และผลรวมกำลังสองความเบี่ยงเบน(Error sum
i=1

square) กำหนดโดย u'e น ดังน้ันจะได้ว่าตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนท่ีเถิด
9 +  1

จากความผันแปรของปัจจัยด้วยวิธีการวิเคราะห์ความแปรปรวนแสดงได้ดังสูตร

&tAN = t r ( v j
j > E iU-

q - s U’ Eg+1u (2.17)

ในกรณีจำนวนตัวอย่างในแต่ละระดับของปัจจัยเท่ากัน(Balance data) ทำให้ทราบว่า

g = 1 ดังนั้นจากลมการ(2.16) และ(2.17) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น

V = k 1E เมือ E เป็นเมทรืกซ์นิจพล(Idempotent matrix) มีลำดับชัน(Rank) = ร■ ; I
-น’ E,น ---- 1— น,E,น I

ร q - s  Jâ*AN =
)

V-

และทำให้ได้ว่า V ( 0  = น 1
A,iS(q -  s) ร k  1 ร

1 2a: 1 2geCTT

(2.18)

(2.19)

à l, เป็นตัวประมาณท่ีไม่เอนเอียง ซึ่งมีความแปรปรวนตํ่าสุดลมํ่าเสมอ(บทiformly

minimum variance unbiased estimator) ของ a ] แต่เป็นทีทราบกันดีว่าไม่มีตัวประมาณดัง

กล่าวสามารถมีค่าเป็นลบ ดังน้ัน 0 ^  จึงไม่เป็นท่ียอมรับจึงได้มีการพัฒนาตัวประมาณที่ให้ค่า

ความคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ย(MSE) ของตัวประมาณต่ํากว่าของ â [̂tAN

พิจารณาตัวประมาณ à-2เ น  U T ( C , h ) -  ไโ-  - U ' E j น -  — T u  f c 2 U
ณ์ Vs q - s  J

เม่ือ c > 0  และ h เป็นจำนวนจริง ซึ่งมีค่าความคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ยดังนี้

น,£2น (2.20)

Olsen, A.,Selly, J. and Birkes, อ. 1 “Invariant quadratic estimation for two variance components," 

Annuals of Statistics 4 (1976): 880.
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ร ) ) - ! ^ : * ‘ . • ร - ^ - . : )  

" : « ( 1 ® * ร ่ะ ะ ) * ,‘ ' " )' } * ” : ( 4 * (‘ - ‘ 1' )  1

+ 2 a î , ^ { 2 | + (1-h X = - l) |

ภายใต้เง่ือนไข MSE(ô2Cc h)) <  MSE(ô ^n) แยกพิจารณาเป็น 3 อสมการดังนี้

+ ( i - h ) 4 <  2q
M s(q-s)

■ ร .£ะ !2A-jS

(2 .22)

(2.23)

(2.24)

จากอสมการ (2.22) -  (2.24) สามารถทำให้กำหนดได้ว่า

ร - 2 ]c0 = max-ฌ,
S + 2

จากอสมการ (2.23) ทำให้ได้ว่า Cq <  C < 1

(2.25)

(2.26)

พบว่า -ถ''''ร = 1 หรือร = 2 1 c0= 0 และอสมการ(2.22)- (2.24)จะให้ C = 0 สำหรับทุก h

- ถ้า c > 0  อสมการ(2.22) จะสมมูลกับ

2 h 2(q-s) (ร + 2Xq-s) 2q
q -s  + 2 ร (q -  s + 2) c2s(q -  s + 2) _

(2.27)

สำหรับ c > 0 และอยู่ภายใต้ช่วงท่ีกำหนดไว้ดังอสมการ (2.26) สามารถหาค่า h ซ่ึงเป็นค่า 

รากท่ี2 ที่เป็นบวกจากอสมการ (2.27) ทำให้ทราบว่า เา0<.< h < h1c โดยท่ี

r6c

hic

q - s f 2 q ( q - s  + 2) , ( q  + 2 ) ใ , ' 2
q - s  + 2 [ c ! ร( q - s ) ! s ( q - s ) j  J

q - s f 2 q ( q - s  + 2) 0 (q + 2 ) l 1/2’
q - s  + 2 1 c s(q -  s)2 ï F s ) J
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จากเงื่อนไขอสมการ (2.24) เม่ือ c0< c < 1  สำหรับ h < 1 ดงน้ันถ้า c > 0  นั้นคือ

h0c < h < min{l,hlc} ทำให้เง่ือนไขในอสมการ (2.22) - (2.24) ยังคงอยู่

c0>0

เม่ือ ร = 1 หรือ ร = 2 และ c0 = 0 พบว่า ไม่ไดให้ค่าต่ําสุดแต่ สำหรับ

เา00 มีค่าตํ่าสุดเมื่อ c = C0 ซ่ึงจะได้ค่าต่ําสุดคือ h0

h _ g -s  f 1 f 2q(q-s + 2Xs + 2)2 2(q + 2)| 1/2 
0 q -s  + 2 | {  (s -2 )2ร(q -s )2 ร(q-s)J

ร >3 ,

(2.28)

ทำให้ได้ผลสรุปเป็นไปตามทฤษฏี 1 ด้งต่อไปน้ี 

ทฤษฏี 1

ให้ c0,h0, h00 และ h,0 ด้งสมการข้างต้น

1) ถ้า ร = 1 หรือ ร = 2 ตัวประมาณ âj(cj0 จะมีรูปแบบท่ีแน่นนอนท่ีให้ค่าความคลาดเคล่ือน 

กำลังสองเฉล่ียน้อยกว่า â2̂  ถ้า C — 0 หรือถ้า h < min{l,hlc} สำหรับทุก C เม่ือ

0 <c < 1

2) ถ้า ร ๘: 3 ตัวประมาณ c((cW จะมีรูปแบบท่ีแน่นนอนท่ีให้ค่าความคลาดเคลื่อนกำลังลอง 

เฉล่ียน้อยกว่า â2̂  ถ้า h0c < h < m in fl,hlc} สำหรับทุก c เม่ือ c0<c<1

การหาตัวประมาณแบบกำลังสองไม่แปรเปลี่ยน(IQE) ซ่ึงไม่เป็นลบ โดยให้ค่า

MSE(â2(CJ0) < MSE(â^ ) ลามารถหาได้ตามเง่ือนไข ถ้าร = 1 หรือร = 2 สำหรับ0 <c < า 

และ h < 0 ถ้า ร > 3 จะเป็นไปตามเง่ือนไขไน บทแทรก 1

บทแทรก 1

สำหรับ ร > 3 มีตัวประมาณแบบกำลังสองไม่แปรเปลี่ยน(IQE) ซ่ึงไม่เป็นลบท่ีให้ค่า MSE 

ต่ํากว่าก็ต่อเม่ือ ( ร - 2)2( q - s ) <  2q(s + 2) ตามเง่ือนไข h0 <0 และตัวประมาณยังคงคุณ 

สมบัติตราบเมื่อ h0 < h < 0 และ Cq < c < min^L, [2q / (q -  sXs + 2)]1/2}

พิสูจน์

สำหรับ ร > 3 ค่าของ ô2(C;h)> 0 ก็ต่อเมื่อ h < 0 ด้งน้ันจากทฤษฏี 1 ข้อ(2) ตัวประมาณ 

ท่ีให้ค่า MSE ต่ํากว่า CT̂  ก็ต่อเมื่อ เา0 <0 ด้งนั้นจากอสมการ (2.28) เา0 < 0 ก็ต่อเม่ือ



2q(q-si-2Xs + 2)i 2(q + 2 ) ' ,  
(ร - 2 )! s(q -s)! s(q-s)
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(2.29)

อสมการ (2.29) ลมมูลกับเง่ือนไข (ร -2 )2 (q -  s) < 2q(s + 2)

ถ้า ( ร - 2)2(q-s)<2q(s + 2) ตังน์น

2q(q-s + 2Xs + 2)2 2(q + 2) .  2q(q- ร + 2 \ร  + 2)2 2(q + 2) 
(ร -  2)2 ร(q -  ร)2 ร(q -  s) 2qs(q- sXs + 2) ร(q -  ร)

(q -s  + 2Xs + 2) 2 q + 2 1
ร(q -s ) ร(q -s ) =

สำหรับ o O ,  ก็ต่อเม่ือ
2q(q-s + 2) 2(q + 2) ^ 1 
c2s(q-s)2 ร(q -s )

ทำให้ง่ายข้ึนไดในรูป c2(q -  sXs + 2Xq -  ร + 2) < 2q(q -  ร + 2) ซึ่งเป็นไปตามสมการ

(2.25) เม่ือ C อยู่ในช่วงc0 <c <min{l,[2q/(q-sXs + 2)]1/2} ท่ีให้ MSE(ô((c„,) <  MSE(â^ ) 

ขณะท่ี ห0c < h < ห1c ซ่ึง ô(W)>0 ตราบเม่ือ h0c < h < 0 จึงเป็นการพิสูจน์บทแทรก 1

ค่าของ" C แทนโดย ๙' เป็นตัวทำ'ไห้ลัมประสิทธิ,'หน้า CT* ของ MSE(âJ(c h)) มี 

ค่าต่ํา และค่าของ h แทนด้วย h* เป็นตัวทำให้สัมประสิทธิ,หน้า Gg ของ MSE(â*(ch)) มีค่าต่ํา 

โดยท่ี Cg < C* < 1 และ h0c < h* < h 11. ทุก c > 0 ท่ีทำให้ MSE( â2(Cjh) ) < MSE(ct2an) 

ตังน้ันจึงกำหนดให้

๙. : ^แทนค่าในสมการ (2.20)

และ h* q -s
q -s  + 2

t̂lQE (ร+ 2)X, ,ร ิ1UElU (q - ร + 2)(q-  ร)
๙£2น (2.30)

พบว่า C* และ h* ยังคงอยู่ในช่วงตามทฤษฎี 1 แต่ตัวประมาณแบบกำลังสองไม่แปรเปล่ียน 

ท่ีได้จากสมการ (2.30) สามารถมีค่าเป็นลบได้ จึงกำหนดเง่ือนไขของตัวประมาณท่ีคำนวณได้ค่า 

เป็นลบให้มีค่าเป็น 0
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ตัวประมาณแบบกำลังสองไม่แปรเปล่ียนของ a l สามารถหาตัวประมาณตังกล่าว 

ไดโดยสอดคล้องกับเง่ือนไขของอสมการ (2.22) - (2.25) ซึ่งตัวประมาณกำลังลองไม่แปรเปลี่ยน

ของ a l สามารถหาได้จากอสมการ (2.22) ซ่ึงเป็นเง่ือนไขให้ลัมประลิทธ้ิค่าเฉล่ียความ คลาด

เคล่ือนกำลังลอง(MSE) หน้า a l ของ â^N มากกว่า â*(ch) ซ่ึงพบว่า

' ’ “ ” ' ^ ๙EîU

ร ่ะ , ,  “ ๙E=u (2-31>

ตังน้ันการหาค่า à |(c111,ซึ่งเป็นตัวประมาณกำลังลอง1ไม่แปรเปล่ียนลามารถหา'ได้ภาย'ใต้การ 

กำหนด h ที่เหมาะสม และพบอีกว่า à \lcM มีค่ามากกว่าหรือเท่ากับ 0 เสมอเพราะฉะน้ันจึงเลือก

h* = q ~ s  เป็นตัวประมาณค่าตัวประมาณกำลังสองไม่แปรเปล่ียนเพื่อประมาณ a l ซ่ึงตัวq-S + 2
ประมาณที่ได้ตังกล่าวสอดคล้องกับการสืกษาฃอง Mathew 1 Sinha and Sutradhar

q - s f  1
‘  elQE q - S  + 2 q - s -u'E2น

ตังน้ี

(2.32)

สำหรับการวิจัยคร้ังน้ีสืกษๆเฉพาะกรณีข้อมูลสมดุล จึงทำให้ทราบว่า ร = a -1 1 

q = a*n-1 1 X = ท และจากสมการที่ (2.30) - (2.32) สรุปสูตรตัวประมาณค่าตัวประมาณ

กำลังลองไม่แปรเปล่ียนในการประมาณค่าองค์ประกอบความแปรปรวนได้ตังน้ี

เง่ือนไข

MSTr > a(n ~ •V  MSE 
a(n - 1 )  + 2 t̂lQE =

a - 1  
(a + l)n

M S T r- a(n-l)
a(n - 1 )  + 2

\

MSE 1
/ = ล (ก -ใ)+ 2

MSTr < ^ n■■ บ)--MSE 
a(n - 1 )  + 2 = a (n - ใ ) + 2

6 Mathew, T. 1Sinha.B.K. and Sutradhar.B.C. Nonnegative Estimation of Variance Components in 

Unbalanced Mixed Models with Two Variance Components . Journal of Multivariate Analysis, 

42 (1992) : 90.
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2.1.3 ตัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุดแบบมีข้อจำกัด(Restricted maximum

likelihood : REML)

การหาตัวประมาณตัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุดแบบมีข้อจำกัดมี ที่มาจาก 
สมการฟังก์ชันภาวะความควรจะเป็นตังสมการ (2.4) เซ่นเดียวกับการหาตัวประมาณความควร

จะเป็นสูงสุดซ่ึงในท่ีน้ีเป็นกรณีข้อมูลสมดุลจึงลามารถเขียนสมการ (2.4) ใหม่ได้ตังน้ี

e x p
y) =

„ V n/2 „ 2{2 a(r‘1)} A / _ 2  1 „ _ 2 ท ั ้

(2.33)

Searle, Cassella and McCalloch 7 ได้แสดงวิธีการหาตัวประมาณตังกล่าวโดยการแทน 

ค่าสมการ(2.7) ในสมการ(2.33) ได้สมการฟังก์ชันความควรจะเป็นตังต่อไปน้ี

e x p
L(P/°e,aJ|y)

h - พ 2 _ 2{ | a{nl>}T2.1Y _ 2 2 ^ /2

e / p -1 SSE 1 SSTr 1 (ÿ - แ)
Og + X x_

an

เมือ X = O g  +  ncrj

h  \an/2 2 f* " '1’(2tc) C T g 1 X*'2

(2.34)

เน่ืองจาก ÿ อิสระจากท้ัง SSE และ SSTr จึงสามารถเขียนฟังก์ชันความควรจะใหม่ได้ตังน้ี

y) = L(pjÿ..) *  L(CTg,aJ|SSE,SSTr)

โดยท่ี
e x p

L(p|ÿ..) =
2A./an

(2.35)

7 Searle , s.R., Cassella,G. and McCalloch.E.C. Variance components. (New York : John Wiley &

Sons, 1992), pp.90-92.
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- 1  [SSE SSTr)"
ว 1 + ก

L(a2, OMISSE, SSTr) =
e X P 2 U l + x \

(2.36)

ข้ันต่อไปเป็นการหาค่าสูงสุดฃองฟังก์ชันความควรจะเป็นจากสมการ (2.36) ภายใต้ข้อ

จำกัดให้พารามิเตอร์อยู่ในปริภูมิของพารามิเตอร์ท่ีต้องการคือ CJ2 >0 , c 2 >0 ซ่ึงเมื่อแปลงเป็น 

สมการลอการิทึมของฟังก์ชันความควรจะเป็น(logL) ได้ดังน้ี 

lR = log L(Gg,aJ|SSE, SSTr)

1 / 1\ 1  ๆ 1. 1 / ^ 1 _ 2  1 / 1*. , SSE SSTr (2.37)
ะ= •ร ิ- (an - 1 flog 271 -  —  log an -  -  a(n -  l) lo g  a i  -  —  a - 1 log X -  — V  — ร̂ ิ—2 V '  s 2 a 2 V / y e 2 V / y  2 2 2 k

เม่ือหาอนุพันธ์ย่อยจากสมการลอการิทึมของฟังก์ชันความควรจะเป็น เทียบกับพารามิเตอร์ 

ทัง 2 ตัวคือ CT2 และ k  แล้วกำหนดให้เท่ากับ 0 จากน้ันทำการแก้สมการหาตัวประมาณได้ดังน้ี

81, a ( n - l )  SSE
d a l  = 2 a l  2 a \  =

. ' .  O^eREML = MSE

แทนค่า X ะ= no]  + aI

a iR _ (a - 1 )  1 SSTr 0
d k  =  2 k  2  k 2

จึงได้ว่า I ^ y  = naj+MSE

น  = £  (MSTr-MSE)

เน่ืองจาก <j2REM1 สามารถมีค่าท่ีเป็นลบได้ แต่ปริภูมิของพารามิเตอร์ ท่ีกำหนดไว้ต้องมีค่า 

มากกว่าหรือเท่ากับ 0 ดังน้ันเราสามารถใช้วิธีเดียวกับวิธีตัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุด มา 

จากการหาค่าสูงสุดของ lR ในสมการ (2.37) ในขอบเขตระนาบ a 2e = X.โดยหาตัวประมาณท่ี 

เหมาะสมของ a ^ ML ในกรณีท่ี à ^ ML < 0 โดย จะทำให้ a2REM1 = 0 ทำให้ตัวประมาณท่ีได้คือ

เง่ือนไข

MSTr > MSE & xREML = (MSTr _  MSE) /n ■ & eREML = MSE

MSTr < MSE & xREML = 0 ■ &eREML= ^ 7 Y
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2.2 ตัวประมาณด้วยวิธีการเฉล่ียค่าองค์ประกอบความแปรปรวน

การสร้างตัวประมาณ องค์ประกอบความแปรปรวนโดยการนำตัวประมาณด้วยวิธีพื้นฐาน

มาเฉลืย (Average) 

สมการตังน้ี
ซ่ึงทำให้ได้ตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนตัวใหม่ท่ีได้จะอยู่ในรูป

= พ1̂ 1 + w 2â? 2+................. + w mâ?m (2.38)

êA = V,^ 1 + V 2Ô26 2 + .. .  ...+V3CTem (2.39)

โดยท่ี ร พ  i = 1 (2.40)

และ Z v i = 1 (2.41)

โดยท่ี ทา คือจำนวนตัวประมาณท่ีนำมาเฉล่ียถ่วงนํ้าหนัก

ตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนท่ีเกิดจากการเฉล่ียถ่วงน้ําหนักท่ีดีภายใต้ข้อ 

จำกัดตังกล่าวน้ันจะเกิดข้ึนได้จากการเลือก พ 1 และ Vi ที่เหมาะสม ซ่ึงสามารถแยกเป็นวิธีใหญ่ๆ 

ได้ 2 วิธีตังน้ี

2.2.1 วิธี'หาค่า al และ t>i ที่เหมาะสม

จากข้อจำกัดในการหาค่า พ 1 และ V, ท่ีกำหนดไว้ในสมการ (2.40) และ (2.41) 

การหาค่า พ 1 และ Vi ท่ีเหมาสมนั้นสามารถหาได้จาก a, และ t> i ที่เหมาะสม โดยอาตัยความ 

สัมพันธ์จากสูตรตังต่อไปน้ี

w i = X "
I » .

V. = J =

2> ,
โดยท่ี

i=l

i =1,2,3... . . . ,m

(2.42)

(2.43)
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ค่า a, และ b; ที่ดีคือค่าที่สามารถบ่งบอกถึงความเหมาะสมของตัวประมาณด้วยวิธีพื้นฐาน 

แต่ละวิธีในกรณีต่างๆน่ันหมายความว่าในแต่ละกรณี ถ้าตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวน 

ด้วยวิธีพื้นฐานตัวใดมีความเหมาะสมจะส่งผลให้ค่า ai และ bj มีค่ามากตามไปด้วย ตังน้ันในการ 

ประมาณค่าเฉล่ียองค์ประกอบความแปรปรวนที่เหมาะสมจึงได้รวบรวมวิธีการหาค่า a. และ b, ท่ีน่า 

สนใจ ไว้ตังต่อไปน้ี

2.2.1.1 วิธีการถ่วงน้ัาหนักท่ีเท่ากัน

วิธีน้ีเป็นการให้น้ัาหนักวิธีท่ีต้องการนำมาเฉล่ียถ่วงน้ําหนักท่ีเท่ากันน่ันคือกำหนดให้

a i =  b ,  = 1

เม่ือ i =1,2,3,. . . 1ทา

โดยท่ี ทา คือจำนวนตัวประมาณท่ีนำมาเฉล่ียถ่วงน้ัาหนัก

2.2.1.2 วิธีการถ่วงน้ัาหนักโดยอาศัยค่าประมาณความแปรปรวนของ ÿ

ในการหาตัวประมาณของค่าพารามิเตอร์|J. ใน ตัวแบบซ่ึงเป็นค่าคาดหวังตัวแปร y จาก 

การประมาณค่า (I โดยพบว่าวิธีกำลังสองน้อยสุดนัยทํเวไป(Generlized least square estimator : 

GLSE) ให้ตัวประมาณค่าพารามิเตอร์ |J, ตัวเดียวกันคือ ÿ  โดยได้กล่าวรายละเอียดไว้ในภาค

ผนวก ข

GLSE(fi)= ÿ..

โดยสามารถหาความแปรปรวนของ ÿ ซ่ึงป็นไปตาม Searle, Cassella and McCalloch 8 ได้ตังน้ี 

Var(ÿ ) = Var(n + X + ë )

= Va r(ï ) + Var(ë ) + 2 C o v (ï, ë  )
4 a า

h
= Var

ฯi=i
a

V y

+ Var
f  a ก e M^it  'i=i i=i an

+ 2Cov

V y

Searle 1 S.R., Cassella,G. and McCalloch.E.c. Variance components. (New York : John Wiley &

Sons,1992), pp.53-54.

8
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เน่ืองจาก

และ

เม่ือ

ดังน้ันจะได้ว่า

Cov(Tl#e,) = 0 

Cov(xi,T1,) = 0 

Cov(eiJ,eiT) = 0

i *  I และ j * j

Var(ÿ )= J r ÇVar(Ti) + - ^ r X I Var(eij) (2.44)

จากสมการ (2.44) เม่ือต้องการประมาณค่าความแปรปรวนของตัวประมาณ ÿ สามารถ 

ทำได้เช่นกันดังน้ี

Var ( ÿ J  = 4  Z Vâr(x, ) + - L  £  Z Var(e, )a2 -ล I a2n2 T T

a" i a ‘ r r  i j
g: g: nô2 + G2- 2 G2 ' e
a + an an

(2.45)

ตัวประมาณที่ดีคือตัวประมาณ'ท่ีมีค่า Vâr (y  ) น้อย ดังน้ันจึงกำหนดให้ aj และ ช1 เป็น 

ค่าผกผันกับค่าการประมาณความแปรปรวนของตัวประมาณ ÿ โดยการแทนค่า C2 และ CT

ตามวิธีการประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนท่ีต้องการนำมาถ่วงน้ัาหนัก

ดังน้ันจึงกำหนดไห้

Î . 2
e

a, = b; = an
nâTi2 + c ei2

(2.46)

เม่ือ i = 1,2,3,.......... 1 ทา

2.2.1.3 วิธีการถ่วงนํ้าหนักโดยอาศัยค่าประมาณความแปรปรวนของตัว

ประมาณองค์ประกอบความแปรปรวน (ประกอบด้วย G2 และ G2 )

ปัจจัยหนึ่งที่สามารถเป็นตัวบ่งบอกถึงความเหมาะสม ของตัวประมาณองค์ประกอบความ 

แปรปรวนในกรณีต่างๆน้ันก็คือ ความแปรปรวนของตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนทั้ง

a 2 และ G2 แต่เป็นที่ทราบกันดีว่าตัวประมาณด้วยวิธีพื้นฐานทีน่ำมาใช้ในการประมาณค่าพารา 

มิเตอร์ CT2 จะถูกกำหนดเป็น 0 ในกรณีท่ีค่าประมาณท่ีได้มีค่าติดลบ ภายใต้เง่ือนไขดังกล่าวจึง 

ล่งผลให้ตัวประมาณ a 2 มีค่าแตกต่างกันในวิธีการประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุด และวิธี 

การประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุดแบบมีข้อจำกัด
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ด้วยเหตุดังกล่าวจึงส่งผลให้ การคำนวณค่าความแปรวนของตัวประมาณองค์ประกอบ

ความแปรปรวนมีความยุ่งยากจะเห็นได้จากสูตรการคำนวณดังน้ี

Var(&ï ) = e[(ôJ )" ]  + [ E(ô 

Var(&l ) = e[(&| y ]  + [ E(â| >f

เน่ืองจาก 

จากการคืกษาฃอง 

ซับซ้อนมาก

(â2)2 j และ [ e(&2)]2 สามารถคำนวณจาการอินทิเกรตภายใต้เง่ือนไขซ่ึง

Yu 1 Searle และ McCulloch พบว่าการคำนวณดังกล่าวมีความยุ่งยากและ

เพ่ือขจัดปัญหาดังกล่าว จึงพิจารณาเฉพาะความแปรปรวนของตัวประมาณค่าองค์

ประกอบความแปรปรวน ภายใต้เง่ือนไข Ô2 > 0 ซ่ึงจาก Searle 9 ทำให้ทราบว่าเม่ือตัว

ประมาณอยู่ในรูปฟังก์ชันเชิงเต้นของค่าเฉล่ียกำลังสอง ซ่ึงเป็นฟังก์ชันเชิงเต้นของรูปแบบกำลังลอง 

(Quadratic forms) ในกรณีข้อมูลสมดุล ภายใต้ข้อกำหนดว่าข้อมูลมีการแจกแจงปกติ(Normality 

assumption) ทำให้ทราบว่า

ดังน้ันจึงทำให้ทราบว่า

Var SS = 2f
E(MS)

Var(SS) = 2f{E(MS)}2

Var(MS) = 5 M (2.47)

พบว่า ถ้า â ^ X k j M S ,  และ Cov(MSj ,MSr ) = 0 โดยท่ี j ^ j '

2Ç k f[E (M S ) ) f
ดังน้ันจาก (2.47) Var(ô2) = — ----------------- (2.48)

เม่ือ j คือ จำนวนค่ากำลังสองเฉลี่ยที่นำมาคำนวณค่าตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวน

9 Searle 1 S .R.. L inear m o d e ls . ( N ew  Y ork : John W iley  & Sons, 1971 ), pp .416 -417 .
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k j คือ ค่าคงท่ีท่ีนำมาคูณกับค่ากำลังสองเฉลี่ยตัวที่ j

MSj คือ ค่ากำลังสองเฉล่ีย

ขันต่อไปเป็นการแสดงการประมาณค่าความแปรปรวน ของตัวประมาณองค์ประกอบความ 

แปรปรวน ท้ัง 2 ตัว โดยอาลัยความสัมพันธ์ตังต่อไปน้ี

จากนิยามพบว่า

Var(MS) = E(MS)2 -  [E(MS)f

แทนค่าสมการ (2.47) ในสมการ (2.49)

e(ms2) = + [e(ms)]2

2 Vf '
f [E(MSff

(2.49)

[e(ms)]2 e(ms2) 
f = 2 + f

ตังน้ัน เป็นตัวประมาณท่ีไม่เอนเอียงของ tE(^ s)]
2 + f  f

จากสมการ (2.47) จึงทำให้ทราบว่า

จากสมการ(2.48)

,.Vâr(MS) = f ^ .

Vâr(cr2) = j
f j + 2

(2.50)

(2.51)

ตังนั้นจึงสามารถประมาณค่าความแปรปรวนของตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวน 

จำแนกตามวิธีการประมาณค่าองค์ประกอบความแปรปรวน ภายใต้ เ ง ื ่ อนไข> 0 ด้วยวิธีพ้ืนฐาน 

ท้ัง 3 วิธี ตังต่อไปน้ี

1) ตัวประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุด(Maximum likelihood : ML)

a) ô l ,  = MSEeML 1

จากสมการ (2.47) จะได้ว่า Var{MSE}= s^y~ = a ^ l )

(2.52)
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จากสมการ (2.50) จะได้ว่า

น " V â K M S E ^ j^ .

_ 2 + a ( n - l )

b) ô'ml
^a-1 
, a

MSTr-MSE^
J

จากสมการ (2.47) จะได้ว่า

a -1
a

MSTr-MSE
y

l j (  ล-1ไ

" ฯ 1 a J Var(MSTr)+Var(MSE)

1 f a - l V 2 ( 4 +  ท 4 ) ๆ 1 2 - :  ]
ท2 < a J a - 1 a ( n - l )

จากสมการ (2.52) และ (2.54) จะได้ว่า MSTr = — 1  
, a - l , ( fre M L + ก&^ )

จากลมการ (2.51) พบว่า

2) ตัวประมาณแบบกำล้งสองไม่แปรเปลียน(เทvariance quadratic estimator

a) ô2elQE = h*MSE

เม่ือ c = a - 1  
a + 1 

N -  a
h* =  ~  -

จากสมการ (2.47) จะได้ว่า Var{ห*MSe } = = ^  c^

(2.53)

(2.54)

(2.55)

: IQE )

(2.56)
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จากสมการ (2.50) จะได้ว่า

Vâr(â^QE)=  Vâr(h*MSE)= h*Var(MSE)
/

2
= h*2

f ~2 V
๐  elQE

2 + a ( n - l )

2 & eIQE
2 + a ( n - l )

b) â2IQE = ̂ - (MSTr-h*MSE) 

จากสมการ (2.47) จะได้ว่า

{var(MSTr)+h*2Var(MSE)}

c*2 ' z f a f + n o ^ r 1 2 h % : l
ท2 { a - 1 a ( n - l )

2c*2 โ (a2 +n  a 2)2 1 ^*2<Je
ท2 a - 1 a ( n - l )

จากสมการ (2.56) และ (2.58) จะได้ว่า MSTr = ^ -  b i

จากสมการ (2.51) พบว่า

Vâr{âJIQE}:

^ 2 ท  2 V
^elQ E  +  T ^ tIQE

V c 2 2 °eIQ E
a + 1 a(n - 1 )  + 2

'  2 ท .  2
®eIQE H *■ °  tIQEV c

a + 1
êlQE

a ( n - l )  + 2

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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3) ตัวประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุดแบบมีฃ้อจำกัด(Restricted 

likelihood : REML)

a )  ^  eREML — M S E

จากสมการ (2.47) จะได้ว่า VarjMSE} = = - ^-° ê

จากสมการ (2.50) จะได้ว่า

,V a r f o EJ=Var(MSE) = 5 ^ .

^ e R E M L
= 2 + a(n -1 )

maximum

(2.60)

(2.61)

b) & ^  = (MSTr-MSE)/n

จากสมการ (2.47) จะได้ว่า

Var{(MSTr -  MSE)/n} = -jL {Var(MSTr) + Var(MSE)}

1 2 ( 4 + ท4  y ] ,  2o«
= ท2 ' a -1 \ w ^ ) \

2 (a2 + no2)2 1 Ge
ท2 a -1 a (n - l) f

(2.62)

จากลมการ (2.60) และ (2.62) จะได้ว่า MSTr = G2REML + nâ2REM1

จากลมการ (2.51) พบว่า

x / â r l r r 2 ไ I eREML +  Ï Ï ^ tREMl )  ^ÔeREML I1 IremlI = - ^  j  ^ 7 1  a (n - l)  + 2j

— ^  f  eREML +  b f r  tREML )  +  eREML 1

=  ท2 I a +  1 a ( n - l )  +  2 | (2.63)

ตังน้ันจึงกำหนด ให้

a, =[v“ar(£y?i)]"1
b, = [vâr(cy|j )] 1

โดยท่ีสามารถสรุปหาสูตร vâr (cr2) และ vâr (ôg) ได้ตังต่อไปน้ี
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วิธีการประมาณ

ML Vâr(â?)
f e i L  + n frxML) 2 1 _____

a + 1

IQE V â r ( c j)  =
_  «2 2c

«2 ก « 2
C eIQE +  a  tlQE

a ( n - l )  + 2

\ 2

ล ิ+ I  + a(n -1 )  + 2

REML V â r(â j) (^eREML tREML )  +  ^ e R
a + 1 a ( n - l )  + 2

Vâ r(âg ) =

Vâr(&e) =

a (ท - 1) + 2

2 & eIQE
a ( n - l ) + 2

Vâr (& *) _  2 ^eREML
~ a ( n - l )  + 2

2.2.2 วิธีค่าสัมบูรณ์ตำสุด(Least absolute value method)

วิธีค่าสัมบูรณ์ต่ําสุดเป็นวิธีการหาค่าเฉล่ียถ่วงน้ําหนักที่เหมาะสม โดยอาศัย

เทคนิคสมการเซิงเส์น(Linear programming technique) แก้ปัญหาสมการเป้าหมายท่ีทำให้ผล 

รวมค่าสัมบูรณ์ของค่าความคลาดเคลื่อนมีค่าตํ่าสุด

วิธีนี้เป็นการหาค่าต่ําสุด (minimize) 

เม่ือ £k =

g K I

^A(k) ~ Cp(k)

CA(k)

โดยท่ี CA(k) คือ ค่าท่ีแท้จริงจากการจำลองข้อมูลในรอบท่ี k 

Cp(k) คือ ค่าพยากรณ์จากการจำลองข้อมูลในรอบท่ี k

เน่ืองจาก รk ไม่มีข้อจำกัดด้านเคร่ืองหมาย จะได้ว่า

เม่ือ e: =

8, =

ek = ek —

°of

0 รk < 0

0

%of

- £k รk < 0

จะได้ว่า 8k X รk = 0
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น่ันคืออย่างน้อย 1 ตัวแปร'โนรk และ รk เท่ากับ 0 เสมอ ตังน้ัน |ek| = sk + £k 

โดยให้ ๆk = ek และ V|/k = รk ตังน้ันสมการเป้าหมาย คือ

หาค่าต่ําสุดของ

a ï  - เ ; พ 1
โดยมีเง่ือนไข ------- —1--------= Tlk - y k

ร -
พ ท ๆ k/M>k > 0

เม่ือ i = 1,2,3,... ....กา

ทา คือ จำนวนตัวประมาณที่นำมาหาค่าเฉล่ียถ่วงน้ําหนัก 

k คือ จำนวนรอบท่ีทำการจำลองข้อมูลเพ่ือหาค่า â^jk ตามวิธีท้ังทา วิธี

โดยจำนวนรอบท่ีต้องจำลองข้อมูลเป็นตัวกำหนดจำนวนสมการเง่ือนไข ซ่ึง'ในท่ีน้ี'จะ

กำหนดให้เท่ากับจำนวนตัวประมาณ ท่ีนำมาเฉล่ียถ่วงน้ําหนัก เพ่ือให้สามารถใช้เทคนิคสมการเชิง 

เต้นเพ่ือหา พ 1 ที่เหมาะลมได้ ซ่ึงในการจำลองข้อมูล 1 รอบจะลามารถหาตัวประมาณ CT̂ ได้ 

ทา ตัว

ตัวอย่างปัญหาในการหาค่า พ  t ด้วยวิธีค่าสัมบูรณ์ต่ําลุด

ประกอบความแปรปรวนจาก 3 วิธีซ่ึงกำหนดตามค่า i ได้ตังน้ี
ตัวประมาณจากวิธี ML 

ตัวประมาณจากวิธี IQEโดยท่ี i = «

ตัวประมาณจากวิธี REML

กรณีเฉล่ียตัวประมาณองค์

หาค่าต่ําสุดของ ZT = ทุ11 + V 11 + ท ุT 2 + V|I12 + ทุ13 + y 13

ภายใต้เง่ือนไข

พ 1&ขท 

พ 1&ข12

+

ฯT
+ พ 3&ข31

พ 3 & ข 32

+ ๆข! 

+ ๆข2

-  Vxl =1

-  V  X 2 =  1+ +
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พ 1Gî _ 2
t13 + พ 2* ;23 + พ 3 * ; 3 3

+  ๆ  X3 -พ ,3 = 1

พ 1+ พ 2 + พ 3 = 1

w i / ๆ * /  V Xk ^ 0

■gw,ô
Ü .2

lik

=  ๆ *  -  V *

ในท่ีน้ีกำหนดให้มีการจำลองข้อมูลซ้ํา 3 คร้ัง (k = 1, 2, 3) และจำนวนตัวประมาณที่นำมา 

เฉล่ียถ่วงน้ําหนักมีท้ังล้ิน 3 ตัว 0 = 1, 2, 3) เพ่ือแทนค่า â 2k ได้'ท้ังล้ิน 9 ตัว แล้วนำมาแทนค่าใน 

สมการเง่ือนไขข้างต้นจากน้ันใช้เทคนิคสมการเชิงเล้น เพ่ือหาค่า พเ ที่เหมาะสม 1 ชุด

สำหรับการหาค่า Vj ก็สามารถทำไต้ในทำนองเดียวกันโดยใช้ข้อมูลชุดเดียวกับท่ีใข้ในการ 

ประมาณค่าหา พเ แต่นำมาคำนวณเพ่ือหาค่า ô 6|k แล้วใช้เทคนิคสมการเชิง หาค่า Vj ตังน้ี

หาค่าต่ําสุดของ Ze = ฤ 61+ บุ/61 + 1ๅ62 + บ ุ/62 + ๆ 63 + บ ุ/63 

ภายใต้เง่ือนไข
«2

โดยท่ี

VjCT v,ôะ - 2 v ,â 2
+ +

° ;
v 2&£22 + v 3 & L

+ V 2 * e 2 3 +
V CT2 v 3 ° e 3 3

+  ๆ  el -  V e l  = 1

+  r le 2  - V e 2  = 1  

= 1+  ๆ e

v1 + v2 + v 3 = 1

Y / ๆ e k / V e k  £  0

^ - g v . ô i
นั2 =  ๆ  ek -  V e k

เม่ือได้ พเ และ V, ท่ีเหมาะสมในชุดแรกแล้ว ทำช้ําเพ่ือให้สามารถหาค่าพเ และ V| ชุด 

ใหม่ ทำซ้ําเช่นน้ีต่อไปจนกระท้ังได้จำนวนชุดของ พเ และ \/เ ตามต้องการ

คำนวณหาค่า พ ิเ  และ VI ซ่ึงเป็น ค่าเฉล่ียของค่าถ่วงน้ําหนักของตัวประมาณองค์ประกอบ 

ความแปรปรวนตัวท่ี i โดยให้เป็นค่าคงท่ีท่ีนำมาใช้เป็นค่าถ่วงน้ีาหนักในกรณีเฉล่ียตัวประมาณองค์
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ประกอบความแปรปรวน ทา ตัว ท่ีมีจำนวนระตับของปัจจัยท่ีใช้โนการทดลอง = a และจำนวนค่า 

สังเกตในแต่ละระตับของปัจจัย = ก โดย พ 1 และ Vi สามารถคำนวณได้ตังน้ี

พ, = é wช (2.64)

V, = t vบ (2.65)

เม่ือ J คือจำนวนชุดของ พ 1 และ V, ท่ีนำมาเฉล่ียหา Wj และ V, มีท้ังสิ้น ท, ชุด

เน่ืองจาก Wj และ V, มีค่าระหว่าง [0,1] ซึ่งสามารถพิจารณาเป็นค่าสัดส่วน(p) โดยการ 

ประมาณค่าสัดส่วนที่ดีน้ันเกิดข้ึนภายใต้ขนาดตัวอย่างท่ีเหมาะสม จึงทำให้ทราบว่า

เม่ือ
E2

E คือ ค่าความผิดพลาดสูงสุด

a คือ ระตับนัยสำคัญ

(2.66)

การคืกษาในคร้ังน้ีกำหนดให้ E = 0.01 1 a =0.1, z x_005=1.645 และ

P = 0.5 (เน่ืองจากใม่ทราบค่า P ตังน้ันเพ่ือให้ครอบคลุมกรณีท่ัวๆไป จึงกำหนดให้ P = 0.5 

เพราะจะทำให้ pq มีค่าสูงสุด) แทนค่าในสมการ (2.66)

๙ = 1.6452(0.5)(0.5)
(0.01)2

6765.06 = 6765

ตังน้ันเม่ือจำนวนระตับของปัจจัยท่ีใชในการทดลอง(a) และจำนวนค่าสังเกตในแต่ละระตับ 

ของปัจจัย(ท) การหาค่า Wi และ V, ต้องเกิดจากการเฉล่ีย พเ และ V| อย่างละ 6765 ชุด แต่ 

เน่ืองจากกรณีจำนวนระตับของปัจจัยท่ีใช้ในการทดลอง = a และจำนวนค่าสังเกตในแต่ละระตับ 

ของปัจจัย ะ= ท แบ่งออกเป็นอีก 5 กรณีย่อยตามค่า k (มีค่า 0.1, 0.5, 1,4, 9) ตังน้ันจึงแบ่ง

ค่า ท' ออกเป็น5 ส่วนทำให้ใต้ว่า

ท' = 6765 
ท = ริ"= 5 = 1353

การหาค่า พเ และ Vi จากสมการ(2.64) และ(2.65) สามารถเขียนใหม่ไต้เป็น
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(2.67)

(2.68)

แทนค่า Wj และ Vi ในสมการ (2.38) และ (2.39) ด้วย พเ และ Vj จากลมการ (2.67) 

และ (2.68) ตามลำดับ เพ่ือให้ได้ตัวประมาณองค์ประกอบความแปรปรวนท่ีเกิดจากการเฉล่ียถ่วง

2.3 เกณฑ์การเปรียบเทียบวิธีการประมาณองค์ประกอบความแปรปรวน

การเปรียบเทียบวิธีการประมาณค่าองค์ประกอบความแปรปรวน โดยใช้ค่าความคลาด

เคล่ือนกำลังสองเฉลี่ย(Mean square error : MSE) ของตัวประมาณ ซ่ึงแยกพิจารณาเป็น 2 กรณี 

ดังสูตรต่อไปน้ี

2.3.1 กรณีการประมาณพารามิเตอร์ CT*

น้ําหนักด้วยวิธีค่าสัมบูรณ์ต่ําสุด

(2.69)

เมอ ร คือ รอบท่ีทำการจำลองข้อมูลซ้ําช่ึงมีท้ังล้ิน ร รอบ

i คือ วิธีที่ใช้ในการประมาณพารามิเตอร์ a 2 (ท้ังวิธีพ้ืนฐาน และวิธีการเฉล่ียค่า

องค์ประกอบความแปรปรวน)

2.3.2 กรณีการประมาณองค์ประกอบความแปรปรวน

เม่ือ ร คือ รอบท่ีทำการจำลองข้อมูลซ้ําซ่ึงมีท้ังล้ิน ร รอบ

i คือ วิธีท่ีใช้ในการประมาณองค์ประกอบความแปรปรวน (ท้ังวิธีพ้ืนฐาน และ 

วิธีการเฉล่ียค่าองค์ประกอบความแปรปรวน)
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