
บทที่ 2
ทฤษฎืและตัวสถิติที่เกี่ยวข้อง

2.1 ข้อสมมติทั่วไปของตัวแบบถดถอยโลจิสติค

ในบทน้ีจะกล่าวถึงข้อสมมติของตัวแบบถดถอยโลจิสติค วิธีการประมาณค่าพารามิเตอร์
ด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงสุด วิธีการถ่วงน้ําหนัก และวิธีปรับแก้เบ้ืองต้น

ในการวิจัยครั้งนี้ข้อมูลที่นำมาพิจารณาจะเป็น( X u , X 21, X 3 , . , . . . , X pj, Y j ) \  i=1,2  ทา
ซ่ึง Yj เป็นตัวแปรตามท่ีมีการแจกแจงแบบ,ทวินามด้วยพารามิเตอร์ก1 และ ท (x ,) และ Xi เป็น 
ตัวแปรอิสระร่วมกัน P ตัวแปร ซ่ึงความน่าจะเป็นท่ีจะเกิดเหตุการณ์ณ์ท่ีสนใจคือ ท-(x,)

ดังน้ันจะทำการแปลงค่า n { x  1) จากช่วง (0,1) เป็นค่าของ logit (tt(x ,)) ท่ีอยู่ในช่วง 
(-oo,oo) ซ่ึงฟังก์ชันการแปลง,โลจิสติคของ ท (x ,) คือ

log it ( ^  (x  1))  =  In x ( x i) = + / ? ,  X , 1. + ... + PpXpi (2.1)

4 x i )  ' e P o + P \*\i+ - + PpXpt

e P o+P \*\1+ ■+ Pp*pi 

7 r ^X '  )  J ç P o + P l* >!+■ ■ ■ +PpXp!

ลามารถเขียนสมการถดถอยโลจิสติคในรูปเมทรกซ์คือ

H ( X )  = X B
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เม่ือ H ( X )

h {x  1) 
^ ( * 2)

**(*») mxl

JT =

1 X |2 x 2|
1 X J 2 X 22

-  x ,>1' 
•- Xp2

B  = P  -

^
 qcï; ••-

J  *1» *2„, - X i mx(p+1) Sa
s

(p + l)x l

ลอการิทึมธรรมชาติของฟังก์ชันความควรจะเป็นสูงสุดในลมการถดถอยโลจิสติค ซ่ึงมี 
ฟังก์ชันความควรจะเป็นของ P m

L  ( p ) = n  พ * /  ))* 0 -  *(*« ))"' -X,

/ ( /? )  =  In z ( / ? )  =  2 { y , I n ^  ( x , ) + (ท, - y 1 ) ln ( l  - 7r(x 1 ))}

=  Z { y >ln 7 rพ + " /  l n ( l - 'T ( x , ) ) - y ,  l n ( l - ; r ( x , ) ) }

P0*P\Xน*  ■■■+P pxpi
J + e Pa*Pixน* PpXp,

_____ 1_______
çPo* P\xน—* PpXpi

\ +  e Pu + P\Xน * *  Pp*p:

çPu*P\xน * - *  Ppxpi

\ + e P +P'X"  + +Prx*

= Ÿ ,y i{ P o + P ix น+ 1 > ,  ln(l + eA l + +  +̂ ' ) (2.2)
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2.2 การประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงสุด

การประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงลุดมีจุดประสงค์เพ่ือหาตัว 
ประมาณพารามิเตอร์ท่ีทำให้ / (/?) มีค่ามากท่ีสุด โดยหาอนุพันธ์เทียบกับพารามิเตอร์

A - A >•■■1 Pp แล้ว'ให้ผลลัพธ์มีค่าเท่ากับศูนย์ จะได้สมการท่ีไม่เป็นเซิงเล้น P+1 ลมการ ซ่ึง 
สามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ได้ด้วยวิธี Newton -  Raphson

วิธี Newton -  Raphson จะหาอนุพันธ์ย่อยของ I (/?) เทียบกับ Po » P \ ’ •••’ Pp เรียกว่า 
Efficient scores ซ่ึงเป็นสมาซิกของเวกเตอร์ บ {ร) ท่ีมีมิติ (p+1)x1

d l ÿ t )  
d f î0 

ร พ _
บ ( B )  =

s M
พ , .

กำหนดเมทริกซ์ H ( B )  เรียกว่า Hessian matrix มีมิติ (p+1)x(p+1) ซ่ึงมีสมาซิกเป็น 
อนุพันธ์ย่อยอันตันสองของ / (/?)

โดยท่ีสมาซิกตัวท่ี (j,k) คือ — ; j,k = 0,1,2.....P
d p jd p k

สามารถหาเวกเตอร์ บ [ ร )  ซ่ึงเป็นเวกเตอร์ท่ีประมาณด้วยความควรจะเป็นสูงสุดของ 
บ {ร )ที่ใช้ Taylor series กระจาย บ { ร )  รอบ 5* ซ่ึง B * อยู่ใกล้  ๆ B  จะ'ได้,ว่า

บ  (B )  « บ ( B ' ) + H { B '  ){B  -  B * )
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โดยนิยามของตัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุดของ B  จะได้ว่า

Slip) = 0 สำหรับ j = 0,1,2.....P

และ £/(#)=0

ดังนัน B  =  B ' -  H ( B ' ) U ( B ' )

ซึ่งชี้นำให้มีการประมาณ i  โดยการคำนวณซํ้าๆ ซึ่งค่าประมาณ B  ณ รอบที่ r+1 คือ

B r+, = B r - H - ' ( B r ) U ( B r ) (2.3)

สำหรับ r = 0,1,2,... ซึ่งเวกเตอร์ B 0 เป็นเวกเตอร์ฃองตัวประมาณเริ่มต้น

2.2.1 วิธี Newton -  Raphson สำหรับตัวแปรอธิบาย 3 ตัว

ข้อมูลประกอบด้วยค่าสังเกตที่เป็นอิสระ กา ค่า คือ (x1j,x2i,x31,y )  ; i = 1,2,__กก ตัวแบบ
เซงเสันโลจลตค คอ

logit( *■ (*,))= Po + A * ] 1  + P i* 1,

-  * ■ ) = 1; ^ น ิ! ว ิ; ; . , ,

หาค่าพารามิเตอร์ Æ จากการคำนวณซํ้าด้วยวิธี Newton-Raphson ด้วยสมการ
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เม่ือ

B  =

A
A
P l
A

U (B ) =

d l{ p )
dPo

P M I
d p

d i jp )
d p

P M
d p 3

และ

ร2'พ ร1!)P) ร2!)P) a2/(/?)
ÔA W A d p 0d p 2 อ/?0ล/?3

a2;(>) ร2'พ ร2!)/!) ร2! (p)
W A o SA, W A W A 3
ร2!)/!) 3 / ฬ ่ a2/(/?)
W A o W A d p j W A
ร2!)P) ร2!)/!) ร2!)/!) 02ฬ ่

.W A o d P M W A 2 อ/?̂

สมาชิกในเวกเตอร์ บ (B ) และ'1นเมท'ริกซ์ H ( B )  หาได้จากอนุพันธ์ของ /(/?) เทียบกับ 
Po » A  » P l » A  จากลมการ (2.2) จะได้ค่า /(/?) ลำหรับตัวแปรอิสระ 3 ตัว

'0 » ) = | > ,  (A, + A * |,  + + &(l + )

m Z- £ />0+/>1*แ+/)2*21+/)]*}1 N
อ/?0 = 1 + e p " + p 'x ' + p ' x ' ‘ + p ' x "  ,

= z  O i - พ * / ) )
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a/Qg)..
dp, /=1V - n . X u

e P»+P\xu+Pixn+P)x>, ' 
1 + e Pti+Pix\+Pixu *P ix><

= £ (> ',*1, -" /* ! ,* ( * /) )

= £*1, น -» ,■ ^))

a/Qg)
a/?2

S/=1 V̂ / *ช - » I X V

e Po+Plxtl+P2x2,+P>x!l N 
I  +  g  A> + f l * l  +P2X2I+P>Xม

= Z (y /*2 / -«1*21* (*/))

= £ * „ ( *  -«#* (*,))

d l ( j î )  « Y  e Po+P\x\l + P2x2,+P>x>l N
d /? 3  =  ^  Z ' * 3'  ” ' * 3'  1 + g A + f l w ^ A * »  ^

= | > , * 3 ,  -  » ,*** (* ,))

= £ * 3 , O', -«,*■ (*/))

d2l{p )
d p i

6  Po+PtxU+Plxli+ P lx},

I  _|_ g  Po + p>x< +P lx2i +P]XV
V

f  gPo+Pix\ l+P lxl l +P lxl i  \̂2

]  - J -  gPo+P\XV+P lX2l+P'>X)l

= “ É  "/*(*> X1- * ( * /) )

3 ! ' W _ _ ÿ „  1 e Po+P\x\i+P lxV+Plxli ^ gPo+PlxU+P lx2i+P ix}i N
2 \

a / ? ,  t r  '  ”
u  1 +  g  Pa+P\x] +P ïx2i +P}xi i  * ' ]  g A > + A JrK + /*2Jt2/ + Æ Jt3,

y

= - Z » ,* î* ( * iX i- 4 0 )
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3 2J M
d p ] = - ± > ’1:

pPn*P\X\ 1+P i*v + P l* ii 

I _|_ Q P ”  + P\X \ * P ixit *P y X , i

(  p P o + P \X \ ,+ P 2X2 i+ P ,x V

I  _j_ gPo+Pไx\ i+P2x2i+Pyx3i

d 2l { p )  _
d p i

x > v
Q Po+P\xli +p2x2i +P lx3i 

I  gPo+P\x\ +fi2x2i+fl3x3i î

 ̂ 0 Po+P\x \ i+p2x2i +p3X3i \ ^

I  _|_ gPo+P\x\ i+P2x2i+P lx3i

=  ~ 1 L n i x l A x ' ) k - * ( x i ) )

d 2l ( p )  d 2l { p )  f
d f ioWx dp,  d p 0 i  '■

, Po + P ,x ,1+/)■ 1X21+ / ) ,XSI

1 + ๙ ■ -X,
r  0  P<1* P \ x น *  P 2X 2 I *  P i X 3l ^

J _̂  g Po*P\xน *P2x2 l*P ix)l

-Ë  */*!!*(*, X1-*■ (*,))

d 2/ ( p )  d 2/ ( p )  f
d p 0d p 2 d p 2d p 0 = i t  '■

7 P o + P l x \ l + P 2 x 2 l + P i x 3l (  pPo*P\xน *P ixit+P>xi,  V N

1 + e P a *  P \ x \ *  P 2X 2 I *  P l x 3เ J Q Po + P\xu + P2X2I+ P i x 3i

= - i » i x u ^ 1X i - a ( x t ))

d % p )  _ d 2i { p )  f n 
d p 0d p ,  d p ,  d p  0 = i t  '

g P a + P lx l l * P 2 x 2 , * P lx2l £ P o+ P \x \ l +P2X2 i+P3X3l ^ 2 >
" 3'  1 + g P a *  P \x \ *  P2X22* Paxน  ~ 3‘

V
1 1 0  Po+ P lX\ l +P2x 2 l+ P ix3l  ̂1 ฯ-^ y 2

-Y j nix, i n (x i \ \ - n { x i ))

d 2l { p )  _ d 2l ( p ) f  1
d p , d p 2 d p 2d p 1 i  '

g P o + P l x น +  P 2 X 2I  + P > X3I '  g P a * P \ x น *  P 2 x 2 i * P 3 x 3, N 2 >

2/ J _j_ g P o + P \ x \ +  P 2 x 2 i +  P l x u  2/ 1 _L 0 P » * P \ X น *  p 2 x 2 ! * P 3 x 3t^  1 - r  e ,/
2

= - £ w ^ f o X l - * ( * i ) )



13

d 2l ( p )  _ d [ l { j 3 )  
ô P P P i ~ c p ^ d p , - Z/ = 1

f (  g P a *  P \* \ ,  + P i x -U* P ixu  V
J _̂  g  P o  + A *I + p ไ x i i  + P i x  i l  ■*1 J g  P o  + P \ x น + P 2x 2i + P i x i i

v '  )

= -£ W5,ฝ, X !-ฝ))

a2/(yg)
ร / พ ่3

= l ! M
= 3 A  3/? 2

(
ท 1x 2i x ) i

\

e P<,+P\x„+P2xll+P>x,1
] Q  P o + P l X \ + P 2 X 2 l + P i X i l

( e  P o * P \ x \ l * P l x 2 l + P i x l , \ 2 ไ
I 0  P o  + P i x น + P z x 2t + P i x น  + e ;  J

= - £  พ 3ฝ ฝ ฝ 1))

นำสมาซิกของเวกเตอร์ ^ ( 5 )  และในเมทริกซ์ ฝ . ร )  ท่ีหามาได้ไปแทนในลมการ(2.4) 

ดังน้ันคำนวณหาค่า A >  A  » A »  Æ ได้จากสมการ

Â +1 = ฝ  - H - ' ( B r ) บ ( B r )

เม่ือ

1--------fcîsf

1
 

รพ
j

A " £ * | ฝ , ฝ , ) )
A [ / ( 5 )  = »=1Â £ * 2 ฝ , - " ฝ , ) )

A . 1 £ * 3,ฝ , - " ฝ , ) )

-£ฝฑ์(I-ฝ))
m = -£",*>,ฝ,X1-ฝ,))

-เฝฝ,X1-ฝ))

-£ฝนฝ,X1-ฝ)) -  - £ฝฝ  X1-ฝ )) 
-£ ^ ฝXI-ฝ)) -  “Zwv'faX1 -ฝ))

- £ พ ฝ ฝ 1  - ฝ ) ) -  - £ ฝ ฝ ฝ ฝ ) )

(2.5)

ถ้าค่าผลต่างระหว่าง f i  ในรอบท่ี r ดับรอบท่ี r+1 มีค่าน้อยมากจนถือว่าไม่แตกต่างดัน 

โดยกำหนดเกณฑ์ว่า f i r  ~  B r+\ \ < 0.0000001 pjๅ B r+1 น้ันจะเป็นค่าท่ียอมรับได้



14

2.2.2 วิธิ Newton -  Raphson ฟ้าหรับตัวแปรอธิบาย 5 ตัว

ข้อมูลประกอบด้วยค่าสังเกตท่ีเป็นอิสระ ทท ค่า คือ (x1i,x2i,x3i,x4i 1 x5i 1 y )  ; i = 1,2,...,m 
ตัวแบบเซิงเสันโลจิสติค คือ

logit( x [ x  j  ) )  =  Po + p\x \i +  P lX 2/ "*■ PlX 3/ P4* 4/ + Psx Si

เม่ือ โ( *1) =
£  A ) + P\xน +P lxl i  + Pyxi i  +P lx4i + p5xรi 

\  +  e &>+P\X\ i+02X2i+faX3i+P4X4i+PsX5i

หาค่าพารามิเตอร์ Po . A . P i> A  » P*. Pi จากการคำนวณซํ้าด้วยวิธี Newton-Raphson 
ด้วยสมการ

Â+, = 5 ,  - H - \ B r )U (B r )

A" «ฒ
p\
Pi รฬ
k £/(*) =
A A )
U  J L5A _

และ

<52/ (ฬ ร % p ) ร 1! ( f i )
^ 0 dPodP\ d p 0d p  5

ร1/ ( ร) d - i ( f l ) d 2l ( f i )
d p p p 0 d p ] d p , d p ,

d % p ) ร2;(/?) Cl) NJ 5
"

d p  5d p 0 à  P M d p ]

(2.6)
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สมาชิกในเวกเตอร์ บ ( B )  และVuเมท'ริกช์ H ( 5 )  หา'ได้'จากอนุ'พันธ์'ของ 1 (0 ) เทียบกับ 

P o> P \’ Pi> A >  P i จากสมการ (2.2) จะได้ค่า I ( 0 )  สำหรับตัวแปรอิสระ 5 ตัว

' ( ฬ = | >  (A , + M ,  + ■ ■ • + -  £ > ,  (1+ « * * * " • * - * * * •  )

หาอนุพันธ์ของ I ( p )  เทียบกับ P O, P , P 2 , 0 , P 4 ,P 5 ได้ในรูป

ร ุ! พ  
พ ,

1 t x A y ,  ~ " A X 1))

ซ่ึงทำไหได้

d l ( p )  _ V V  _ ( Y\

4 P )
d p =  Ê * I  A ,  -  n A x  1) )1 <■=1

g/ พ
d p = Ë X2, ( x  ( * 1))2 i=1

dp . = x * 3 /O', - » ,* ( * , ) )
3 /=1

g/Qg)
d p =  Ê * 4  i ( y /  -« ,* ■ (* ,))

4 /=1

l ÿ  =  ï * ,  ( y , - ฟ * , ) )
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และลามารถหาอนุพันธ์ย่อยอันดับท่ี 2 ได้ในรูป

3
d p ] -*(*/))

ร 2‘พ
d P j d p k :

ซ่ึงทำให้ได้

= - Y j nix jix k A x A - n ( xi))

ร 2เ พ  _ 
d p ] -Ë  nA x A - x { x 1))

a 2! พ  _
d p ] - - - Z n A A x A - 4 x,))

a 2 เ พ
d p 22 = -Ë ",4 *(* ,X i-*(*/))

a 2! พ  _
d p ] - Ÿ . nA A x A - A i ) )

a 1 เ พ  _
d p 42 - J  «1x4>(x,Xl-^(x,))

a 2 เ พ  _
d p ]

เ̂ II d l { p ) / V, / \\
! W A  t i l, w  W )

G9).
d p od p 2

= 0!'(ฬ = Y  x Xi_*(* )) d/?2d/?0 A
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d 2i ( p )  ร ฯ (P )  
พ A  = d p ,d p ,

ป ีป ี)  
a / w < =

ร ฯ (p) ร 2ป ี
พ ) » ,  =  ap,ap,

ร ฯ (p) a2i(p)
ap,ap2 = ap,ap,

ป ีi p )  ( p )
d f i f i P i  ~  S P id p ,

d 2l ( p )  _  d 2l ( p )  
d p ,d p , = d p ,d p ,

d 2l { p )  ^  d 2l ( p )  
d p ,d p , = d p ,d p ,

d 2i ( p )  _  d 2i { p )  
a p 2d p 3 = d p ,d p ,

d 2i { p )  d 2i ( p )  
d p 2d p ,  =  d p ,  d p  2

d 2l ( p )  d 2l { p )  
d p 2d p , = d p 5d p  2

d 2i { p )  d 2i { p )  
d p , d p ,  = d p , d p ,

d 2i { p )  d 2i [ p )  
d p , d p , = d p , d p ,

- = - £ « 1 v t a X 1-*■ (*,))

- = - | ] « , x 4;^ (x ,X l-7 r (x ,) )

= - £ " / * i/ * 2 i 'r fo X 1- * ( * / ) )

= -£ « ,^ ,^ /^  (*, X1-*■ (*,))

= - £ « 1 x „x 4,7r(x, X l- * ( * / ) )

= - £ พ ร , * ( * , » - * พ )

= - £ ^ x2,x4, ^ (x ,X l- ; r (x ,) )

= ^ พ ร ^ , X l - 4 0 )

= - £  พ ^ » - ^ ) )

= - ^ /7,X3,X5,^ (x,X l-^ (.V ,))
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d% p) d2l(0 )
d p  A P  5 ~  d p A P *

นำลมาซิกของเวกเตอร์ บ ( B ) และในเมทริกซ์ H ( B )  ท่ีหามา'ได้ไ,ปแทน'Vuลมการ(2.6) 
ดังน้ันคำนวณหาค่า Â ) > f t \  > $ 2  » A  ’ f t 4 » $5 ได้จากลมการ

*,♦ 1 = ^  - H - \ B r ) U ( B r )

เม่ือ

~ P Ô 1
A

B  = P i

A U ( B )  = i x » (y , - ” A x i ) )

P a

A .
p s h ~ n A x ) )

และ

-ร ๊ฬ ฑ ์0 -ฑ ์ฑ ์)

H{B) = -ZwfaXi-'K*/))
- Z w fo X 1- ฑ์ฑ์) ••• - î /w f o X  1-ฑ์ฑ์) 
- X ”i*iM*,Xi-ฑ์ฑ์) •- - £ w * * fa X i- ฑ์ฑ์)

-ËwK*iXi-*fo)) -X พาฑ์*,x>-ดัฟ่) •■- -i>ré*W(i-*W) (2.7)

ถ้าค่าผลต่างระหว่าง 5  ในรอบท่ี r ดับรอบท่ี r+1 มีค่าน้อยมากจนถือว่าไม่แตกต่างดัน 
โดยกำหนดเกณฑ์ว่า IB r  “ £/-+i| <0.0000001 B r+1 น้ันจะเป็นค่าท่ียอมรับได้
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2.2.3 วิธื Newton -  Raphson สำหรับต้วแปรอธิบาย 7 ตเว

ข้อมูลประกอบด้วยค่าสังเกตท่ีเป็นอิลระ ทา ค่า คือ (X,1,x211 x3i,x4i,x51,x6jlx7.1,y ) ; 
i = า ,2.....m ตัวแบบเซิงเสันโลจิสติค คือ

lo g it (  i ) )  =  f io  +  f i \ x  1/ +  f i i x  2i +  f i i x  3, +  /3ax  41 +  /3} x  5, +  /? 6X  6, +  f37x  7,

เม่ือ
Q Pi) +P lx  1/ +p2Xl i  +P lX3i +P aX4/ +PsX5l +P(>XGi +P l x 7/

\  e Po+P\X\ i+P2X2i+Plx3i+PAxAi+Psx5i+P6X6i+P lx7i

หาค่าพารามิเตอร์ fîo > fit > P l > P i 5 At » A  > A  > P l จากการคำนวณซ้ําด้วยวิธี 
Newton-Raphson ด้วยสมการ

เม่ือ

และ

£,+1 = * ,  - H - \ B f ) U { B r )

โ /น 3 l ( p )  1
Â 9A
À «G»)
f i l U ( B )  = ÔA
f i 4
f i , น )
fie
f i l .

[ 9 A  J

92/(A) d 2l( f i ) d 2l( f i )
9/?0 d fi0d fil fi fiodfil

52/(> ) d 2l( f i ) d 2l( f i )
ร / พ ุ0 d fi; d f i f i f i i

d 2 'i(fi) d 2i( f i ) ร พ ุ่)
d f i l  d  f io 9 /W i d f i l

(2.8)

สมาซิกในเวกเตอร์ U { B )  และในเมทริกซ์ H ( B )  หา'ใด้จากอนุพันธ์'ของ 1 (0 ) เทียบกับ 
Ao> P \’ P i ’ f i l ’ P t ’ f i i ’ fib ’ fi l จากสมการ (2.2) จะได้ค่า I ( f i )  สำหรับตัวแปรอิสระ 7 ตัว
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' ( / » ) = ! > , ( &  + A *»  + ... + ) -  Ë  ", (l + CA *M '* )

หาอนุพันธ์ของ/( /? ) เทียบกับ A)>A> A» A .  A» As. A6> A  ได้!นรูป

Ô/Qg)
ÔA, = £ » ,  - "» * ( *< ))

ซ่ึงทำให้ได้

M a )
ÔA = Z0'/ -"M * /))0 /=1

M a )
ÔA = £ * 1,-O'/ - « ,M *  1))1 <=1

M a )
ÔA = £ * 2 /  O', - " , - * ( * / ) )2 ,=1

M a )
ÔA = £ * 3 /  U  - » / * ( * / ) )

3 <=l

M a )
ÔA = £ * 4, (y, -  « M * , ) )

4 /=1

ÔA = £ jc« 0 'i -  « M * , ) )
5 /=1

Ô/(A)
ÔA = £ * 6 / O', -  « ,M * ,) )

6 i= l

M a )
ÔA = £ * 7,O', - ” ^ 0 , - ) )
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และสามารถหาอนุพันธ์ย่อยอันดับท่ี 2 ได้ในรูป

" T  = - ร ุ๊ท,x]n(x, X1 -  x ( x ,  ))

=  - Ê  ท,X j, x u n ( x ,  X1-  ))d P jd P k  M

ซ่ึงทำให้ได้

= - £  X1 -  4*; ))C'Po i=1

เ ฬ * ( * 1» - * ( * 1))

ๆ ^ -  - Ë ' v & r f e »  - * ( * 1)) 

ไ ^ P  = - Ë « a M * / X 1- * ( * ( ) )  

= - เ> ,4 * ( * ,  Xi -  ))° p ริ i=I

= - X  "/4 4 *  / X1 -  4*/ ))ปีp ริ /-I

^  = - § » , * W * , X i - 4 0 )ปีP  G 1 = 1

= - Y ^ n  1x ]  1ท ( x ,Xl -  w(x,)) 
ปีp  7 /=]
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d 2l{ p )
d p o d p ,

S 2 IM
d p 0d p 2

d ‘l(j3 )  
d p ,d p ,

a 2! ( p )
d p  2d p 0

=  - ^  ท ,x u 7 r { x ,  X l-* - ( * ,) )

= - ร ุ๊n เ พ  (*1X1-*■ (*,))

d 2i{ p )  d 2i{ p )
dP od P i = d p 2d p  0 = - £ '  h x i A x  1X1 -  * ( * /  ))

d 2i{ p )  _  d 2i{ p )  
d p ,d p ,  = d p ,d p , = - J / 7 /x4,7 r (x ,X l-^ (x ,) )

d 2l{ p )  _  d 2l{ p )  
dPod Ps = d p  5d p . = ~Ên‘X5 , * ( * 1-X1- * ( * , ) )

d 2l{ p )  _ d 2l{ p )  
d p 0d p 6 = d p  6d p , = - i> , - * « , * fo X i- * M )

d 2i{ p )  d 2i ( p )
dP od P i = d p  2d p , = - Ê /W r( *<X1- *  พ )

d 2l ( p )  _= d 2l{ p )  
d p ,d p  2 = d/?2 ล/?1

d 2l{ p )  ^  ล2/ (/?) 
d p ,d p 3 =  อ/?3 อ/?1

d2/Çg) _  ล2/ (/?) 
W A  = พ ์/ ? 1

d 2l { p )  _  d 2l ( p )  
dp, dPi = ล/?5 Ô/?!

= - ^ , X,,* 2,7 r(x ,X l-7 r(x ,))

^ Z ^ W ^ f a X 1- * ( * / ) )

พ )

ะ= - ^ , . X1,x 5, ^ ( x ,X l- ^ ( x , ) )

ล2/ (/?) อ2/ (/?)
5/?, ล/?6 ~ อ/?6 อ/?, พ 1-^ ( *<  ))
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d 2i ( p )  d 2i { p )  
d p ,d p , = d p ,d p ,

d 2i { p )  d 2i { p ) 
d p  id  P i = d p ,d p 2

d 2l { p )  d 2l { p ) 
d p  2 d p ,  = d p ,  d p  2

d 2l { p )  d 2l { p )  
d p 2d p 5 = d p , d p ,

d 2l [ p )  d 2l { p )  
d p 2d p 6 = d p 6d p 2

d 2l{ p )  d 2l{ p )  
d p 2d p 7 = d p ,  d p  2

d 2l { p )  d 2l{ p )  
d p ,d p ,  = d p ,d p ,

d 2l { p )  d 2l { p )  
d p ,d p ,  = d p ,d p ,

d 2i { p )  d 2i { p )  
d p ,d p ,  = d p ,d p ,

d 2i { p )  d 2i{ p )  
d p ,d p , = d p ,d p ,

d 2i { p )  d 2i ( p )  
d p ,d p ,  = d p ,d p ,

d 2i { p )  d 2i { p )  
d p ,d p ,  = d p ,d p ,

=-รุ ๊  n 1x \,x i A x , X1 -  H x 1 )) 

= - Z n ,x 2 , v  ( * ,X1 -  x ( x  1 )) 

= ~ 1 L n ix 2ix A A x 1Ï } - ท ix 1)) 

= ~ Y u n ,x 2 , ^ s A x , \ x - ^  1))

= - £ X1 -  *(*1- ))

= - Y , ” ix2,x1 A x, \ \  -  x {x,))

= - Z  - * ( * / ) )

= ~ Y , n,x i , x ร A x  x { x  1))

= - Y , n ix iix ( , A x A -  n ( x i))

^ Z ^ / ^ f o X 1- *  พ )/=1

= ~ t  W/*4,-*5,-*(*/ X1 -  A ,  ))

= - £  - * ( * / ) )
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d 2l{ p )
d p ,d p ,

_  d 2l{ p )  
= d p ^ p 4 = - Y j ” ,x <1x i A x  1X1 -  A x 1 ))

d 2i{ p )
d P A P b

... d 2i{ p )
= d p  bd P  s = -£«/*s rXe A x  1 X1-*(*/))I = 1

■ h M d % p )
= รP, S 5

a’/Qg) a;/(/i)
d p  bd P 7 ~ d p 2d p 6 = -£ */*« *7i*(*, X1-*(*»■ ))

นำสมาชิกของเวกเตอร์ [/(B) และในเมทริกซ์ H ( B )  ท่ีหามา'ใต้โปแทน'โนสมการ(2.8) 
ดังน้ันคำนวณหาค่า p 0 , p , , p 2 , P 2 , P 4 , P 5 , P 6 , P 7 ได้จากลมการ

â r+1 = 5 ,  - H ~ \ B r ) U { B r )

'p  o'
A f j y ,  - » A X 1))
A
A
P .

[/(£) =

i=1
£ * „ . ( *  - ฬ * / ) )  
m

Pi Y -h ,(y , ~ nin ix i))
Pt _/=1

_A

-î/vH ^X 1- ฑ์ฟ่)

H{B) = -ZwfaXM*,))
-ZwX*,Xi-ฑ์*/))

-ZwhXM*,)) ••- -zwîfoX1-^)) 
- | > z ฑ์*,X i-ฑ์ฑ์) -  - Z w ^ i X 1- ฑ์ฟ่)

-E w n f lfo X 1-*{*;)) -  - £ ^ * faXi-*fa))

(2.9)

ถ้าค่าผลต่างระหว่าง 5  ในรอบท่ี r กับรอบท่ี r+1 มีค่าน้อยมากจนถือว่าไม่แตกต่างกัน 
โดยกำหนดเกณฑ์ว่า |Br - B r+1| < 0.0000001 ค่า Br+1 น้ันจะเป็นค่าท่ียอมรับได้
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2.3 การประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีการถ่วงนํ้าหนัก

วิธีการถ่วงนำหนักนีจะเป็นการถ่วงน้ําหนักข้อมูล เม่ือแทนความแตกต่างระหว่างค่าเฉล่ีย 
ความน่า'จะเป็น'ของเหตุการณ์1ท่ีสนใจของประชากร{ น ิ( * 1)) และตัวอย่าง ( ^ ( * 1))

ในปี 1977 Maski และ Lerman แสดงการถ่วงน้ําหนักท่ีข้ึนกับปัจจัยภายนอกของการส่ม 
ตัวอย่างของตัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุด ( Weight Exogenous Sampling Maximum- 
Likelihood Estimator ) ท่ีมีความสัมพันธ์กันอย่างง่าย

ตังนันลอการทึมธรรมชาติของฟังก์ชันความควรจะเป็นของ P  โดยวิธีการถ่วงน้ําหนักคือ

^ ( ^ =

1 พ (P) = In K  (p )  = X  {พ, y , •ท x { x t ) + พ0 (ท,. -  y , ) ๒(1 -  ท(*1 ))}

Z  เพ1>',๒
(  P«+P \*U + -*P p*p, \

^ +eh*b*u*~*p,** J + พ« (« ,-^ )๒
(  e Po+P\xu+ -+ P p xp, \

1+ePo+P\x\t+ -+ Ppxp,

:z j ”w ln
7 e P *+ P \*u + - *P  1, * *  ^

1 น. 0 Po+P l*t,+  * pVl + e J + ^ M - y )  In [ — 1ร ุ. .  L ..,P p * * j (

= ^  {พ,yj(in eflo*/)<x'‘+-+Ppx<" - เท{\ + eP°*P'x'‘* *p,,Xp'))-พ0(ทเ - y,)\n{̂ +ep°*p'x'1* *p,x̂

= I  พ , ( ( A  +  f a ,  +■■■ +  /?,*„)- ln(l + / V *  ))_ w0(„1-  >,1)เท(เ + / •  )) (2.1 0)

โดยท่ี IV เป็นการถ่วงน้ําหนักในกรณีท่ีสนใจ ซ่ึง w =
(*/)

w เป็นการถ่วงน้ําหนักในกรณีท่ีไม,สนใจซ่ึง w0 -
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วิธี Newton -  Raphson จะหาอนุพันธ์ย่อยของ /„,(/?) เทียบกับ/?0,/?1,..., P p เรียกว่า 
Efficient scores ซ่ึงเป็นสมาชิกของเวกเตอร์ บ w(b ) y\มีมิติ (p+1)x1

K ( B )  =

พ ุ

พ ุ

<(/?)
àp 1,

กำหนดเมท'ริกซ์ H v111 (B )  เรียก1ว่า Hessian matrix มีมิติ (p+1)x(p+1) ซ่ึงมีสมาชิกเป็น 
อนุพันธ์ย่อยอันดันสองของ / 111 (/?)

โดยท่ีสมาชิกตัวท่ี (j,k) คือ ; i,k = 0,1,2 P
d P jd P "

สามารถหาเวกเตอร์ Il /w(j§)ซ่ึงเป็นเ'วกเตอร์ท่ีประมาณด้วยความควร'จะเป็นสูงสุดของ 
บ , 1,( b ) y \ใช้ Taylor series กระจาย บ w ( b ) รอบ B *  ซ่ึง B "  อยู่'ใกล้  ๆ พัจะได้ว่า

โดยนิยามของตัวความควรจะเป็นสูงสุดของ B  จะได้ว่า

-  0 สำหรับ j = 0,1,2.... P
d p . ทj  p

และ บ W( B )  = 0

ดังน้ัน B = B ‘ - H ~ \ { B ' ) U W( B ')
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ซ่ึงช้ีนำให้มีการประมาณ 5  โดยการคำนวณซํ้าๅซึ่งค่าประมาณ B  ณรอบที่ r+า คือ

B r+ i= B r - H ; \ B r ) U w( B r ) (2.11)

สำหรับ โ = 0,1 ,2 ,...ซ่ึงเวกเตอร์ B 0 เป็นเวกเตอร์ของตัวประมาณเร่ิมต้น

2.3.1 วิธี Newton -  Raphson ส์าหรับตัวแปรอธิบาย 3 ตัว

ข้อมูลประกอบด้วยค่าสังเกตท่ีเป็นอิสระ ทา ค่า คือ (x1j,x2;,x3i,yi) ; i = 1,2,....ทา ตัวแบบ 
เชิงเส์นโลจิสติค คอ

logit( t t ( x  1) ) = / ? 0 + Z?,* 1, + P 2X 2, + p , x  3,

หาค่าพารามิเตอร์ /?„5 /?,, P 2 , P , จากการคำนวณซึ่าด้วยวิธี Newton-Raphson ด้วยสมการ

B r+] = ê r - H \ ( B r )U w ( B r )

เม่ือ

Po

B  = p \
P i
A

dPo
d l M

U W( B )  = d p
M A P )

d p

d p ,
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และ

ร1น/?) ร2O » ) d % ( p ) 'ร2น /?)
ร/?0 d P M dpodp 2 พ / ? 3

<?£(/?) d \ ( p ) d % ( p ) d \ { p )
อ/?1อ/ฐ0 d p i พ / ? 2 พ / ? 3
9 น ่น ) d 2l \ p ) d \ { p ) d 2i { p )
dp2dp0 d P M d p i d p 2dp3
d \ { p ) 3 % ( f i d \ { p ) ร่2น /?)
น / พ 0 d P M พ / ? 2 d p 2

(2.12)

สมาชิกในเวทเตอร์ บ w ( B )  และในเมทริกซ์ H w ( B ) หาได้จากอนุพันธ์ของ l w ( p )  เทียบ 
กับ P 0 ,/?,, P 2 , P  3 จากสมการ(2.11)จะได้ค่า /น /?) สำหรับตัวแปรอิสระ 3 ตัว

น/?) = Y ^ A i P )  +A*1, +£*2, +Æนุ,)-!ท 0 + e * ' +̂ ) ) - พ0(ท1 - y , )  ln(i+eÆ+M,+^^,, )j

น น ^
3A = ร ั0 /=1

f p Po+P>X,i+P2X21+/},Xy, e Po+P\X\i+P 1X 21+ p,x„ "|\
w ,y ,

V
1 1 -r-* o IT - y . )1 4- 6 Po +P\X\i +Pix21 + p,x„ 1 4- e Po +Ptxll +Plxn +PyX„

I1=1 1 4- e Po+P\Xy,+Pix2i+p,x„ ■ พอ («เ - x  )
,Po+PiX,i +P2x2i +P,x„

I 4- e Po+P<X,l +P1X2i+P,X}l

= (1 - * • ( * , ) ) -  พ«(ท, -  >’1 )« (-Ï, ))

รน/?)
ô/î, - î'l /=1

y
1พ น

V

e Po+P,XU+P2X2,+p,x,1 
1 4- e Po+PlXu+PlX2,+P,X3, ^ n, - y , ) \

e Pa+P,xu+P2x2,+P,x„

1 4- e Po+P\Xu+PlXi,+PyX„ jy

= £  น !J \* l, 0 -  น * , ) ) -  W0 น, -  าว K น * ,  ))

= £ * 1 , น เ X 0 - n  น , )) -  น , - น น , ))



29

d(32

m
I/=1 >พ 2 / 1

V

gPn +P\xu+Pix2i+Pixy.
1 4- eP«+Pixii+P2x2i+P}x>. ~ w0("1- y ,) x 2,

ePa*P\xh+Pl x2i+p>xi,
1 4- çPน* Ptxน* Plx2, *Pyx\,

-y

= z  (w 1 y i x 2i 0 - H x , ) ) -  w0 {”< - y , )x 2 A x i ))

= z  x 2. (W1 y , 0 -  x ( x i )) -  ^0 (ท, -  y , M * /  ))

d l M
d& = z

(
WI y,X i,

V

e P«+P\xU+Plxl,+P,x,,
1 4- gP»*P\xน*P2x2t+p2x2i - %  ( ท , - y, K

^O+^IZ+A^.+Mi
1 + ePo+Pix\i+Pix2i+Pyxyi

ๆ\

J y

= Z  ( " พ *  0 -  * ( * ,  ) ) -  w0 («1- -  y, ) v k  ))

= Z  x 3, K  y/ (1 -  4 X, )) -  w0 (ท, -  y  1M * ,  ))

d / M  f r
d f i  = h ™\y,

r,Po+PlXli+PlXii+0,XM
(1 + ePo+P\x\i+Plx2i+Pyxi,\ 2 -พ0 (« |-> ง

,Po+P<xli+Plxii+P)x,1
(1 + ePo+Plxน+02X2,+P}X)i \2 jy

= - Z  (W1̂  0 -  * ( * /  ) M X, ) + w0 (ท, -  y, X1 - 4 * 1  )M * ,  )) 

= - Z  *■ (*/ X1 -  x ( x ,  ) X ^ y ,  + %  (ท, -  y , ))

d l2M
dfi\ I-,= z

y
To i

V
_ ̂  ĝA, +A*ii »A:*:, +Aj*j,
( l + e‘P«*P\Xน*P2x2i*Pix>t y - M n, - y ,  K (*1,y ° +p\x\i+ P2X2iJr Pyx2i ๆ\

(1 + e'Po+ P\x\i + P2X2i + Pyx3i \2Jy

= “ Z  (WI^ * ,2, 0 - * ( * , - )M * ,)+W0(ท, - y , )x,2,(l - 7z-(x,))tt(x, ))

= - Z  x น-*i x i X1 -  ท (x. 1 )Xw i y , + พ0 (ท, -  y , ))



d l l i f i )  ^
f _^  fit 1+A-XI,+02x2i +fi?xh ( x  x A’+/?|jr" +Ajt3,+A't'" ~ N

à  f i l  ~ h
™\s i X 2i

K
^] gPn+P\x\, +P:X2, +p>*t, ^ 0  v” i S i ) x 2i (1 + g ^ » +A Jr' ' +^ - I2'+A+'< ) 2

= - Ë  (WI y  i x 2 i 0 -* (* ,' ) H X 1) + พ0 («/ -  y ,  ) 4  0 - 71 { x ,  )M *, ))

- Y  x > ( ï ,  X1 - 71 (x  1 )XW1 y, + w 0 (ท, -  y , ))
(=1

d l l i f i )
= z

(
d p i ,=1 V

—(x X +7,2X21 *7,3X31
(] _|_ e Pu+PiXU+PlXli+PiXli Ÿ - ^ 0 { ท ,  - y ,  ) x  3

(x +̂ l*u +̂ 2*2* +̂3*3.
00 +0\xน+02x2i + fi)x2i \ 2(1 + e Y

า \

J /

= - Z  (wiJ'i4  0 -  ta  )M */ )+ น , 0 («1 -  y ,  ) x 3 , (1 - n { x ,  ))tt(x , ))

= ~ Ë  X ^ j T t i x  ■ X l -  7r(x, )X w ,^, + พ0 (ท,. -  J>, ))

^ (ฬ  ô/,:(/?) ^ -  (x ^ f i° +fiiXu+fi2X2i+fi3X3‘ (x ^ 00+P\x\,+02x2,+Pix.31 N
3 /W , 3 /m  t r "ๆ  J/ (] gPo*P\xน*Pixv*Pixv y พ0("เ x ) _|_ gfio+ P\x\!+ Plx2l+ 02xร, ̂ 2

= - Z  ( W 1 y , x น 0 -  x ( x ,  )M */ )+ พ  0 (ท , -  y ,  ) x  น 0 -  n i x > )M * / ))

= - ร *!,*■ (*, X1 -  x ( x i ) ) ( w 1 y ,  +  w 0 (ท, -  y i ))

d i M .  -  dW  -  f
dp0d p 2 = d p 2dp0 = h wi.y, - (x 1 )eA */}'x'1 */>2S1'+AIJ'

(1 + e,Po + P \xน + P lx2i +Pyx)t 2̂ - w 0( n ,- y P (x2, y ° * P,X„+P2X 21+p,x„

(1 + e'A+A*U+Æ*1I+A*J1 \2

=  ~ Ê  ( w > y , x 2 , (1 -  x ( x ,  ) M * / ) + w 0 (ท , -  y ,  > 2, (1 -  tt( x , ) > ( x , ) )

=  ~ T 1v ( x 1X 1 - ^ 1)X w i y  1+ พ0 ( ท , - y , ) )
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dlj(p) _ dl;XP) _
dpadp, dp ,dp0 = z

/ 1
1

J
T V > £ / 11 ไ ( x  + Æ * l f  + 0 2 X 2 I  +  P}xi, N

w\ Si
\

( ]  -1- çP»*P\xน *  Plx2,*P>xM 2̂ Wo(", X J ( ]  4- gA  + A*], + A2*:, + / ? , * „  -j2

= - £  (W1^X3, (l -  «■ (*1- )M *,- ) + พ0 («1- -  J'y )*3, 0 -  «■ (*1- ) ) A X , ))

= ~ Ë  X3,«(*/ X1 -  « (*1- )XW 1 J'y + w 0 ( ท ,  -  y ,  ))

3 ÿ à  - dÇQfldfidft = dppft /=1V
— (xj )e ’̂+A'r|i +AJf2. +03*3. 
(1 4-eA+/ta/+,Axii+0i*>i\2 ~ WM  - y ,  K

(xj +A*2'+Aa
(14 -  gA +/K +Â*2( +A*J( ̂

- \

-y

= “ Ë  (W1 ^ XWX2/ & - « ( * ,  M * /  )+  («, K * 2 /  (l - « (* ; ) M x  ))

= “ É JcwJf2/«'(jf/X1-^ ( * / )X wi ^  +wo(«y ~ x ) )

k(/?) a£(/?) ^ .....
a m  a m = ส ิ, " '1r A

—(x, )gA+/W +A*2i +M/
(1 +^A+A’rif+A-r2.+AJt>; ̂ ~ wo(rç - x k

(x, )๙̂  +̂ X|' +A-12i +A*J,
(1 + eA+̂ jr"+A3'2,+A y y

= ~ Ë  (wiX , * „ * 3, (l - n ( x  1 ))ท (x  1. )+  พ 0 {ท1 -  y ,  ) x ux v  ( l - 7 r ( x ,  ))tt{x , ))

= -£*i,*3 ,«(*,X l-« (*,)X> » '.;> ', +พ0(ท, - y1))

m = m = $ y w ,d m  d m  t i .
- (x, ̂ ^ l i+ A ^ + M /

4-gA+AIi/+A-t2,+Æ-r3/ ~Ÿ -๚){ท, - x k f e y - +/W+A*2,+A%
(1 4-gA+/W+Æt2,+to, y

= ~ Ë  (W1 X,*2/*3/ 0 -  ■ «(*1/ ))« (*1- )+ ^ 0  (พ, -  y ,  ) x 2 i * 3, (l - 7 r ( x ,  ) ) t t { x  1 ))

= “ Ë  *2, *3, « (*, X! -  «(*, )XWIy ,  +  w û (ท , -  y / ))
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นำสมาชิกของเวกเตอร์บ w ( 5 ) และในเมทริกซ์ H w (B ) ท่ีหามาได้ไปแทนในสมการ 
(2.11) ดังน้ันคำนวณหาค่า /?0, /?,, f t 2 , f i s  ได้'จา:ก1ลมการ

*,♦ . = B 1 (.B r ) U w ( B r )

เม่ือ

A
A .

U .(ร ) =

Êfa-ViO -  *(*1))- -  > > (*1))

ร * 1/ (พ'1>'10 - * ( * 1))- พ'(>(«1-> > ( * 1)) 
ร *21(พ'1>'10 -*(■ *1))- พ'<>(«1-> > ( * 1)) 
ร ๊ *3, (พ'!>'10 -  *(*1))- พ'<>(«1 -  >’> ( * 1))

และ

n m =
+w0(ท > ) )

m

' - - - ร ร ^ ) ( !  +พ'ofo > 1))

m
> 1)) -• - +woi"1 > 1))

(2.13)

ถ้าค่าผลต่างระหว่าง 5  ในรอบท่ี โ กับรอบท่ี โ+1 มีค่าน้อยมากจนถือว่าไม่แตกต่างกัน 
โดยกำหนดเกณฑ์ว่า IB r - 5 r+1| < 0.0000001 ค่า B r+X น้ันจะเป็นค่าท่ียอมรับได้
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2.3.2 วิธี Newton -  Raphson ฟ้าหรบตัวแปรอธิบาย 5 ตัว

ข้อมูลประกอบด้วยค่าสังเกตท่ีเป็นอิสระ ทา ค่า คือ (x1i,x2l,x3|,x4ilx5j,yi) ; i = 1,2,....ทา 
ตัวแบบเซิงเฟ้น'โลจิสติค คือ

lo g itu fc  1.)) = P 0 + p xx u + P 2X 21 + P 3X 3i + p , x  4, + P 5X 5,

J  e P«+Px\i+Pix2i+P}x3i+PtXt l+PsXsl
' ' j e Po+P\x li+p2x2l+P>xll+Pixtl+PsxSI

หาค่าพารามิเตอร์ p 0 5/?1, p 2, p 3,/?  4,/? 5 จากการคำนวณซ้ําด้วยวิธี
Newton-Raphson ด้วยสมการ

เม่อ

B r+] = B r - H \ ( B r ) U w ( B r )

และ

B

Po
A
A
P t
A
Pi

U M =

ร 21 . ( p ) a ’ c  ( ฬ
d p i d p  0 d p  1 d p od p 5

ร 2l . { p ) ร 2i i f l ) ร 2 i  i p )
d p p p 0 d p ] d p ,d p ,

s \ ( p ) à X i p ) ร 2 L (
d p  5d p 0 d P s d p 1 d p ]

(2.14)
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สมาชิกในเวกเตอร์ บ w (B ) และในเมทริกซ์ H w (B ) หาได้จากอนุพันธ์ของ /11,(/?) เทียบ 
กับ /?0, /? ! , /น ุ,/?3,/?4, A  จากลมการ(2.า0) จะ1ได้ค่า /11,(/?)สำหรับตัวแปร1อิสระ5 ตัว

K (/?) = £  !w.■ >'1 b o  + A  * 11- + ...+ A A , ) -  ๒(1 + ) ) - พ0(ท, - y , ) In(l + )}

หาอนุพันธ์ของ /11,(/? )เทียบกับ A  5 A , A , A  > A  9 A  ได้ไนรูป

= £  x a (WI 0 -  (*/ ) ) -  w0 (rt, -  7, M a  ))

ซ่ึงทำให้ได้

= £  ( พ ! 0  -  * ( * ,  ) ) -  พ0 («1- -  7/ M a  )) 

% ™  = E  A/ (W1XI1 -  *(a  ))-  พอ ( ท , -  A M a  )) 

AT"  = £  Ai b  y, 0 -  *(x, )) -  พอ ( ท , -  y, M a  ))ปีP i i=1

= £  A, (พ.A 0 -  (a  ))- พอ ( ท ,  -  y ,  M a  ))

51  ̂  =  £  A i  (พ, y ,  (l -  n ( x ,  )) -  พ0 {ท ,  -  y , M a )) 

" "  =  £  Ai' (พ! A  0 -  * (* / ) ) -  พอ (a  -  y ,  M a  ))
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และสามารถหาอนุพันธ์ย่อยอันดับท่ี 2 ได้ในรูป

d 2l w( p )
d p 2 =-Ë  XM X IX1 -  *■ (*, )XW1>;/ + w0 (พ, -  .y, ))

= “ Ë  X j i X k i ^ { X i X1 -  *(*1- )XW1̂ , + w 0 {ท, -  y  1 ))d p  id  Pk T\

ซ่ึงทำให้ได้

d 2l M
d p ]

d 2L ( P )
d p 2

= - Ë  yT(x ' X1 -  * ( x / )X W 1 y , + w 0  {ท, -  y, )) 

= ~ Ë  X12'72-1(x / X1 -  * ( x / )XW 1 y, + w 0 {ท, -  y , ))

9  =-Ë  4 *fo X1 -  * ( x 1 )Xwiy, + w 0 (พ, -  y, ))ปีP  2 /=1

d [ Wn 2 ^  = "Ë  ***(*/ X1 -  *(*, )XW.y, + W0 (พ, -  y , ))ปีP ï  »=1

a = - Ë  x4 /*(x , X1 -  * ( x , )X” '1 y , + w 0 { ท ,  -  y i  ))ปีP  4 i=l

d g” ^  = " Ë 4 * ( * / X 1 -  * ( * , ) ï พ 1 y ,  +  พ0 { ท , -  y , )) 

d Ë f f  = = “ Ë  x>/ ̂ (x< X1 -  * (* , )XW1 y, + w 0 (พ, -  7, ))d p 0dp,  d p , d p 0 t ï
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d 2i M  d 2i M
d p 0d p 2 = d p 2d p 0

d2/„.(/?) d 2l M  
d p 0d p 2 ~  d p 2d p 0

a % M  a2' M
d p 0d p  4 _ d p 4d p 0

a % A 0 )
d p 0d p 5 = d p 5d p 0

d 2i M  ร 2I M  
dP\ d p 2 ~  d p 2 dp ,

a ’ l M  ร 2!M
dP\ d p 3 ~  d p 3 dp ,

a 2i . ( f i )  a \ i p )
dP\ d p 4 ~  d p 4 dp ,

ร 2I M  ร 2I M
d p p p s  ~  d p 5 dp ,

a 2' M  a 2> M
d p 2 d p 21 ~  d p 2 d p 2

a X M  a2 lÆ
d p 2d p 4 ~ d p  4 d p  2

d 2K ,(p )  d 2p ( p )  
d p  1d p 2 ~  d p 5 d p 2

d 2l M  d 2L { P )
d p 2 d p 4 ~  d p 4 d p 2

= - £ v k  X] -พ k  )XWIy ,  + พ0 (พ, - X  ))

= - ร  ุ*3,- พ'k  X1 -  พKx, )XWI J>, + พ0 (ท, -  7, ))

= - £  พ4,*(พ, X1 -  พ’(พ, )XW1̂> + พ0 (พ, -  y, ))

= -£ *5 ,พ - k  X1-พ ’(พ, )XWt y ,  + ^ 0  (พ, -  ̂ ))

= - £  X1,X2, พk X1 -  พk  ) X w ^ y ,  + wo k  -y ,) )  

= - £  พเ,พร,*(พ, X1 -  * (พ, )Xwiy, + w0 (พ, -  y, )) 

= - £  xพ พ4, พ’ (พ 1X1 -  พ’ (พ, )XW1 y, + w 0 (พ, -  y ,  )) 

= - £  x น X 5i พ’k  X1 -  พ' (พ 1)XW. y ,  + w 0 (พ, -  y ,  )) 

= - £  พ2,พร,*(พ, X ^ M X ^ y ,  + VVo k  -y ,) )  

= - £  พ2, พ4,*(พ, X1 -  พ’ (พ, )Xwiy, + พ0 (พ, -  y ,  )) 

= - £  พ2,พร,พ(พ, X1 -  พ’ (พ, )Xwiy , + พ0 (พ, -  ))

= - £  *3,*4/ * (พ, X1 -  พ' (พ, )XW1 y, + W0 (พ, - y, ))
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d % { p ) _ d X { p )  
d p jd p ,  ~ d p 5d p , = -Z  *3, *5, n (x: X! -  * (*, )XWI y, + w 0 {ท, ->'1))

g2/,, (p )  
d p ,d p ,

d 2l„ { p )
d p ,d p , = - Z  X  41 x s1 j r ( x  1 Xl -  * (* , )Xw,^ + w 0 («1 -  y ,  ))

นำลมาซิกของlวกเตอร์ บ w ( B )  และ'1นเมท'ริกซ์ H w ( B )  ท่ีหามา'โต้โปแทน'1นสมการ
(2.14) ดังน้ันคำนวณหาค่า P 0 , P } , f t 2 , f t , ,  f t , ,  f t 5\ ด้จาท®นการ

B r +1 = B r - H \ ( B r )Uw (B r )

เม่ือ

a ' ฐ๊ห(y, (l-^))-v%h -yjafc))
A /=1 พ
A ร,("ฟ!-*พ)-rçfa -๚พฟ้
A /=1
A
A. ร ๊พ 1-7พพ '? -»MX1))

และ

ฑ์ฑ์X’พ +WM -y,))
H M  =

/=I

ÎX4AXi-*fo)X*fพ +w,o('i -x))

••- “ Z ^ ^ X '- ^ M X ^  +ฟ4 -y,))

-  พ +w»(n, -y,))

(2.15)

ถ้าค่าผลต่างระหว่าง B  ในรอบท่ี โ กับรอบท่ี r+1 มีค่าน้อยมากจนถือว่าไม่แตกต่างกัน 
โดยกำหนดเกณฑ์ว่า [gr -2? r+11 < 0.0000001 ค่า B r+1 น้ันจะเป็นค่าท่ียอมรับได้
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2.3.3 วิธี Newton -  Raphson สำหรับตัวแปรอธิบาย 7 ต้วิ

ข้อมูลประกอบด้วยค่าสังเกตท่ีเป็นอิสระ ทา ค่า คือ (x1i>x2jtx3i,x4i 1 x5i,x61,x7i,yi) ; 
i = 1,2.....ทา ตัวแบบเซิงเสันโลจิสติค คือ

log it( ท (x 1) ) =  f i 0 + f i 1X 1, +  p 2 X  2, + f i j X  3, + P AX  4, + p 5x  5, 4- p 6x  6, + f i  7 X 7,

P  P n +P\x 1/ +/hx 2> +/น 3» +/น 4, +Psx ร,+/น 6 i+/น7,เมอ A x  ) = — — — — - —  -— -— -— -—
v ' '  ] +  e  $>+/นเ,+/น3i+/น-น+/น4*+/นร7+/น6*+/น7,

หาค่าพารามิเตอร์ p 0 , P  1, P 2 , /?3, P A, /?5 , P 6, P 2 จากการคำนวณซํ้าด้วยวิธี
Newton-Raphson ด้วยสมการ

B r + , = B r - H - ' „ ( B r ) U A B r )

เม่ือ

\ 00 ] โ » . พ ]
P S A o

À S I . (A)
P i U A B )  = dp,
P,
P i ร ' . พ
P i L S A 7 J

L A  J

และ

S X  พ ร 2 ' . พ ร 2 ' . พ '
S A ,2 d p  0dp , d p 0d P 1

ร 2' . พ ร 2 ' . พ A m
S A  S A 0 S A , 2 d p ,d p ,

ร 2น / ' ) ร 2 ' ( พ ร 2น / ' )
S A  7 S A  0 d p  7 dp , S A 7

(2.16)
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สมาชิกในเวกเตอร์ บ w ( B )  และ,ในเมท'ริกซ์ / 4  (£ )  หาได้จากอนุพันธ์ของ l w( p )  เทียบ 
ก ับ /?0,/? 1,/?2,/?3 , P  4 5/?5,/?6, P i จากลมการ(2.10) จะ'ได ้ค ่า/ w(p ) สำหรับตัวแปรอิสระ
7 ตัว

M  = £  พ , bo + /K - +.•■  + ̂ 7, ) - 1ท0 + **♦ **♦ ■ -♦ *»» ))- พ0(«1-* ) ln ( l + ̂ ^ 1* . . . * ^ ,  )}

หาอนุพันธ์ของ l w{p ) เทียบกับ / (0,/?1,/?2,/?3,/?4,/?5,/?6,/?7 ได้ในรูป

% ^  = X  *y/ (W1 ตั/ 0 -  พ , )) -  W0 (ท, -  ตั, )พ 1))
°  H  j  7=1

ซึ ่ งทำให้ ได้

=  £  (พ1ตั, (1 -  พ , )) -  พ0 (ท, -  y / )พ , ))

37.(70 V  1 1
âfi, “ E * ™

30̂ *131 -พ พ ,) )

( p )  Y  / /
S A =S ' * ™ 1

1 ม ธ์ใ''
' 

O IT' -พ พ ,) )

d l w( p )  Y1 7 7 3)0St13ไ1 -  ป,/ )พ ,))

ร.■ พ V  7 ,
I I 1* 1' 1' ' 1

3ไ0 *13k1 -พ พ /) )

d l „ ( p )  Y1 7 7
3A ๙  * (W|J’,(

3013'ไ1̂ - พ พ 1))
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= z  x 61 (W1 JO 0 -  H x  , ) ) ~ w 0 (พ, -JO M x , ))

= z  *7, (w 1 JO 0 -  x ( x ,  ) ) -  (พ, -  y ,  M * ,  ))

และลามารถหาอนุพันธ์ย่อยอันดับที่ 2 ได้ในรป

9  =  - £  x ^ (x , X1 -  * ( * ,  )XW. JO + w0 (ท, -  y ,  ))o p  j  /= !

“ “ “ ^ = - z  x j , x k,n (x , X1 -  )XW1 JO + w 0 (พ, -  JO ))

ซึ่งทำให้!ด้

9  = - Z  /T(X0 X1 -  )XW1 JO + w0 (พ, -  JO ))C'Po /=1

= “ Z  x iM x, X1 -  n ( x , )XW1 y, + w0 (พ, -  >0 ))
C 'A  i=1

” -— ^  = - Z *2, พ'( * ,X1 -  * ( * 1, )XwiJ0 + พ0(ท, -  y ,))o p î  (=1

9 l ^ p  = - Z  4  '4 X/ X1 -  4 X, )Xa  JO + W0 (พ, -  JO )) 

= - Z  x42/ n ( x . X1 -  ท ( x , )XW 1 y ,  + W 0 (พ, -  y ,  ))
O P I  i=i
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d 2p { p )
d p ]

d 2l w{p )  
d p l

d 2l M
d p ]

d 2 i ( p )
d P Æ

32/ ', ( l)
dp0dp  2

ร 2 I M
d p ว d p 3

ร 2!M
dp0dp4

d 2l ( p )

d Pod P  b

d 2l M
d p o d p 7

32/w(/?)
a / w 2

32/„Qg)
3/พ3

“ Z  *s/*(*, X1 -  พ■ (*1 )XWI X + w0 (พ, -  ^  ))

“ Z  4  x ( x , X1 -  * { x ,  )XW1 y ,  + w0 {ท 1 -  y , ))

" Z  x 7< 7r(x ' X1 -  n i x  1 )XW1 y , + w û {ท! -  y 1 ))

A A A  = “ Z  x w4 X/ X1 -  *(*, )XW1 y , + w0 {ท! -  y , ))dP\ dPo 1=I

= “ Z  X2i^{X ! X1 -  *(*, )X1VI >'1 + พ0 (พ, -  7/ ))3 /W o  M

เ ^ 2̂  = - Z  X3i^{X i X1 -  *■ (*, )Xw,^, + พ0 (พ/ -  y, ))dp3dp0 น

A A -}- = - Z  X4, 4 * ,  X1 -  *(*, )XWI>'1 + พ0 (พ/ -  J>, )) 3/?43/?0 พ

T" "  = " Z  * « * (* !X1 -  x {x ,  )X'V1 y, + พ0 (พ/ -  ̂ / ))op 5op 0 ,=1

: = - Z  x 6/ X1 -  *(*/ )XW17, + พ0 {ท! - y , ) )dpbdpo M

Ar Ar  = " Z  X7, *(*, X1 -  H X! )XWI y, + W0 (พ, -  y, ))d p 7 d P 0 M

: = - Z  * 1,* 2, พ'(x , X1 -  4 * /  )XWl.Vi + W0 {ท ! -  y , ))5p2 op, J=1

: = " Z x พ X3/ ท  (x / X1 -  พ(พ, )XWI J '/+ w0 (พ, -  y, ))3 / W ,  , . 1
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ร 1! .  (p )  
รP 1 d p .

d p ,d p ,

ร2 j M
d p ,d p ,

ร 1! M
d p ,d p ,

ร 1! M
dp  1d p  3

ร 2! . (P )
d p  2d p ,

ร 1 ! . ( p )
d p 2d p 5

ร 1! . (P )  
ร P M ,

d 2l ( p )
d P Æ

d 2l M
d p ,d p ,

d 2l M
d p ,d p ,

d 2l M
dp , d p 6

dJ ท ^ }  = " Z  พ!,พ4, พ'(พ, X1 -  พ'(พ, )XW1 y, + w0 (พ/ -  y, )) d p ,d p  1 t t

= “ £  *>' พ5, ̂  (พ, X1 -  พ'(พ, )XW1 y, + w0 (พ/ -  y, ))d p ,d p x 1 1

= ~ z  พ!,พ6/พ'(พ, X1 -  พโ(พ, ) t ^ y ,  + w0 (พ/ - x ) )dp ( d p x t î

= - Z  พ!,พ7,พ'(พ,X1 -  พ' (พ, )XW1>;, + w0 (พ/ -  y, )) d P  า d p  y t  1

™ ™  = - Z  พ2/*3/'พ'(พ,X1 -  พ(พ,)XW1 y, + w0 (พ/- y ,  ))d p , d p  2 t î

เ ^ ^  = - Z  * 2/*4/พโ(พ/ X1 -  พ(พ, )XW1̂ / + พ0(พ, -  ))d p ,d p  1 1..1

= - £  x2' (พ, X1 -  พ'(พ/ )XW1 ̂ / + ̂ 0 (พ/ -  ̂ / ))d p ,d p  1 , .1

^ 0̂  = “ Z  พ2, *6/ พ'(พ, X1-พ■ (พ, )XW1 >>, + W0 (พ, - ^ , ) )

= “ Z  * 2/*?/พ'(พ/ X1 -  พ(พ,)XW1 y, + w0 (พ, -  y, ))

\ l( é Ê = พ3/'พ4/-พ' (พ,X1 -  พ(พ/ )XW1.V,+ w0 (พ/ -  7, ))d p , d p , , .1

= - Z  พ3/พร/'พ'(พ,X1 -พ'(พ, )XW.^, + w0 (พ, -  y, ))d p ,d p ,  , .1

= - Z  พ 3/'พ6/'พ'(พ,X1-พ'(พ, )XWI y, + vvo(«, - ^ , ) )  ร / พ 3 พ
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ร 2! . ^ )
dp7,0(37 ~~ d p , d p 3

1 _ M  d ' i M
d p , d p  <1 ~ d p  5 dp ,

S % M  S % M
dp , dp6 ~ dp6 d p ,

ร , > M  ร 2' M
d p , dp-J ~ d p  7 dp4

d 2l ( p )  d 2l ( p )  
d p w5dp6 = d p 6'd p 5

ร , !M  d X ( p )
d p  i d  P 1 ~ d p ■1 dp5

d2 lÆ
dp (1dp , ~ d p , dp6

= - Z * 3 ,* 7 , t f( * ,  x>-*■ (*, )XWI >'1 + พ0(ท 1 - y  1))

=  - £  x 4,x s, k (x , X1 -  x ( x , )XWI y ,  + w0 (พ, - y , ) )  

= - £ x 4/x 6 M x , X 1- * M X w i} ' t  + w 0 (พ,- y , ) )  

=  ~ z  *4,*7,*(*, X1 -  *(*, )XWI.V, + พ0 {ท, -  y , ))

= ~ z  *5,*6,*(*, X1 -  (*, )XW1 y, + (พ, -  y, )) 

= -  J ]  *5, *71.7r(x, Xl -  *■ (*1- )X>V, + พ0 (พ, ->'1))

= - £  *6,*7, *(* , X1 -  * (* , )XW1 >'1 + w0 (พ, -  y ,  ))

นำสมาชิกของเวกเตอร์ บ w (B  ) และในเมทริกร่โ H w (B ) ที่หามาได้ไปแทนในสมการ 
(2.14) ดังนั้นคำนวณหาค่า f t 0 , f t ,  f i 2 , f t 3 , f t  4 , $ 5 , f i 6 , f t ,  ได้'จากสมการ

B r + ] = B r - H \  { B r ) U w ( B r )
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เมื่อ

และ

Po
A
Pi

Ps
p b
Pi

U J B )  =

t  (ww  0 - 71 (xi )) -  w0 («1- y I y ( x, )) 
£  *1/ (w M (] - 71 น )) -  w0 («/ -  y, พ * ,  ))

£ ^ ( ฟ 1 -  * ( * i) ) ~  W o fa  - > '1M *1))

î /fo X 1 -ฑ์*1)X’'น',+ "o(4 ->'1)) •-  Y / iÀ xX \ - A x) ï w\y, +«0(4 -y,))

£ ^ 1 - « * น '1 +"'o('i ->ป็) • £ 4 ฑ ์* 1 1 -4 ฑ ์พ , + ->'1))
(2.17)

ถ้าค่าผลต่างระหว่าง A ในรอบท่ี โ กับรอบท่ี r+1 มีค่าน้อยมากจนถือว่าไม่แตกต่างกัน 
โดยกำหนดเกณฑ์ว่า |Br - 5 r+1| < O.OOOOOOl ค่า êr+1 น้ันจะเป็นค่าท่ียอมรับได้
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2.4 การประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีปรับแก้เบื้องต้น

วิธีปรับแก้เบื้องต้นนี้จะเป็นการคำนวณที่ใชวิธีความควรจะเป็นสูงสุด เมื่อทราบค่าเฉลี่ย
ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่สนใจของประชากรคือ 7t (x  1 ) และค่าเฉลี่ยความน่าจะเป็นของ 
เหตุการณ์ที่ลนใจของตัวอย่าง n { x , )

กำหนดให้ X.Y เป็นตัวแปรลู่มที่มีฟังก์ชันความหนาแน่น คือ P(X,Y) และ x,y เป็นตัวแปร 
ลู่มที่มีฟังก์ชันความหนาแน่น p(x,y) และให้ P(x| y) = P(X I Y) แม้ว่า P(x) 1 P(y) และ p(y| x) 
ไม่จำเป็นต้องเท่ากับ P(X) 1 P(Y) และ P(Y| X) ตามลำดับ ซึ่งจุดมุ่งหมายในการวิเคราะห์เพื่อ 
อนุมานเกี่ยวกับ P(Y I X)

ซึ่งลามารถประมาณ P(Y| X) ที่เป็น iid sample จาก P(X,Y) หรือจาก p(x,y)

ให้ C และ C เป็นตัวอย่างลํมที่มีขนาด ก จาก P(X,Y) และ P(x,y) ตามลำดับ ดังนั้น 
เมือ ท —» CO

ดังนัน P ( Y \ X )  = P ( Y ) P { x )
P ( y ) P ( X )

เมือ D คือการลู่เข้าและไม่ลู่เข้าในการแจกแจง
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กำหนดให้

A p ( i1c >
' = ท * )

เป็นฟังก์ชันของ y

P  (*|c)
P ( X \ C )

Y J P { y \ x , c ) A y เป็น constant normalization factor

ท * . * A , .  = f ( ช ั ป ? |c) A , ร.  c .  ^P(x\c) P(X1๑ P{X)

ดังนั้น

P ( y \ x , c ) - £ - > P ( x \ y )  =  P ( X \ Y )

P ( Y \ C ) — 9 - * P ( Y )  และ P ( x \ c ) — ^ > P ( X )

การปรับแก้ของการแจกแจงหน่วยตัวอย่างคือ

P{y\x,c)AyB ^ ^ P (Y \X )

สำหรับ Binary Model

ให้ P ( Y  =  \ )  =  W { x  1 1.) 1 P ( y  =  1) = *(*,)

A 1 ^  ( l - g x , ) )
1 ^น ) ’ ( l- ^น  )) และ

Æ-1 = P ( y  =  \ \ x , c )■ ^^ + [l- P ( y  =  l|jc,c)]-r— n} ) 'I I  เป็น Correction factor
* น )  ( l - ^ น ) )
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ดังนั้น

P (y  = \\x ,c )A tB = P {y  =  \\x■ ,c)\[n(x 1} ท  (x 1))
P (y  = l\x,c)\{ท ิ{ x , }n (x  1 ))+[l-/>0 =  l|.X-, c ) ] l1 -  ” ■(*1 ))

1 + 1 _ 1Y ! - * ( * , )  Y  ” •(*1-)
P {y  = \\x,c) Y  x ( x i)  A 1-* (* .)

และใน logistic regression

P (y  = \\x ,c ) =
e P«+P\*\>+- + P p*pi 

\ +  e Po+P ^ + -+PpXpi

ะได้

P (y  = ]\x,c)A lB =
(Po +p\*\i +—+PpXpj )- 1ท 

e
(A>+A*l/+-+>V,,Hn

1 + e

l-£(£1)Y
*(*1) A
fh£k) { *{*1)

* (* l)  ไ

>-»(*/)J.

ดังนั้นในการประมาณค่าพารามิเตอร์ P  จะใช้ค่า

ท P*

(P a + P * \ i*  -+ Pp*p i)-\*  

e
*(*>) ไ

(Po*P\*\i+ -+Pp*,, )-ln1 + e
*(*i) ไ

1-* (*1) J.

ซึ่งลามารถหาค่าพารามิเตอร์จากการคำนวณซํ้าด้วยวิธี Newton-Raphson เหมือนกับ
วิธีความควรจะเป็นสูงสุด
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