
ทฤษฎีและสถิติท่ีใชิในการวิจัย

2.1 การประมาณค่าด้วยวิธีกำลังสองน้อยสุด (Ordinary Least Squares Estimation)1
จากตัวแบบเชิงเส้นของการวิเคราะห์ความถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ

y  = x p  + £

เม่ือ y  คือเวคเตอร์ของตัวแปรตามขนาด nxl

X  คือเมทริกซ์ของตัวแปรอิสระขนาด nx(p+l)
P  คือเวคเตอร์ของค่าพารามิเตอร์หรือส้มประสิทธิการถดถอยขนาด (p+l)xl

ร  คือเวคเตอร์ของความคลาดเคลื่อนขนาด nxl
ท คือจำนวนค่าสังเกต 

และ P คือจำนวนตัวแปรอิสระ

วิธีกำลังสองน้อยสุดมีหลักเกณฑ์ว่าจะทำการหาตัวประมาณที่ทำให้ค่าผลรวมของค่าความ 
คลาดเคลื่อนกำลังสองมีค่าน้อยที่สุด นั่นคือจะหาค่า P ที่ทำให้

SSE = Y,£f  =ê 'ê
มีค่าต่ําท่ีสุด โดยทำการหาอนุพันธ์ของ SSE เทียบกับ P แล้วกำหนดให้เท่ากับศูนย์

เพราะว่า SSE =  ê £

y - x p \ { y - x p

= y'y -  y'xp -  P ' X' y+  p x x P

1 G.A.F.Seber 1 Linear Regression Analysis 1 (John Wiley and Sons 1977) 1 p. 42 -  47 และ 
S.R. Searle 1 Linear Models 1 (John Wiley and Sons 1971), p. 75 -  89
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= ÿ y - 2 p ' X ' y  + P ' X X  p

จะได้ว่า - K s S E  = - 2 X ' y + 2 X X  P
d p  ~ ~

และเมื่อให้เท่ากับศูนย์จะได้สมการปกติดังนี้
X X  p  = X ' y

ดังนี้นจะได้ตัวประมาณกำลังสองห้อยสุด คือ

p  = { x x y ' x ' y

ซึ่งตัวประมาณที่ได้จากวิธีกำลังสองห้อยสุดจะมีคุณสมบัติที่สำคัญ คือ
1. เป็นตัวประมาณไม่เอนเอียงเชิงเสันที่คีที่สุด (Best Linear Unbiased Estimator (B.L.U.E.)) 

นั่นคือ E ( P )  =  P

2. มีค่าความแปรปรวนของตัวประมาณเท่ากับ <J2( X X y ] เม่ือ CT2 ะ= — -— y £ 2
ท - P m

2.2 การประมาณค่าด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงสุด (Maximum Likelihood Estimation)2
วิธีนี้เป็นวิธีการหาตัวปร ะมาณพารามิเตอร์ที่เป็นไปได้ที่ทำให้พีงก์ชันความควรจะเป็น 

£ ( 0 ;  x )  มีค่าสูงสุด โดยมีขั้นตอนตังนี้
สำหรับกรณ ีของเวคเตอร์Xที่เป ็นไปได้ท ั้งหมด (domain) ในพีงก์ช ันความหนาแน่น 

f { x \ 0 )  ไม่เกี่ยวข้องกับค่า(9 จะทำการหาอนุพันธ์เพื่อหาค่า# ที่ทำให้ £ { 0 \ x ) > £ { 0 \ x )  

สำหรับทุกๆค่าของ 0, ที่เป็นไปได้ ค่าวิกฤติของพีงก์ชันความควรจะเป็น 0 )  คือคำตอบของ

สมการ — £(0;x) =  o ซึ่งด้องสอดคล้องกับเงื่อนไขที่พอเพียง (sufficient condition) ท ี่ทำให ้
30, - -

0  เป็นค่าสูงสุดของ £(0;x) กล่าวคือ — —£(6>, JC) < 0 เมื่อ 0  =  0  เราเรียก 0  เรียกว่าเป็นตัว
30, ~ ~ ~ ~

ประมาณแบบ M.L.E. สำหรับ 0  และสมการ — £(0;x) =  0 นี้จะเรียกว่าสมการความควรจะ- 30, ~ ~

เป็น (likelihood equation)

2 Robert V.Hogg, Elliot A.Tania 1 Probability and Statistical Inference 1 (Fith Edition 1997 by Prentice Hall,Inc.) 1 p. 438 -  442 แล 
S.R. Searle 1 Linear Models 1 (John Wiley and Sons 1971) , p. 75 -  89
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ถ้าในพิงก์ชันความหนาแน่นมี P พารามิเตอร์ ; 0  = (9^02,...,6 y  ในการหา M.L.E. ของ 0
จะไถ้สมการความควรจะเป็น P สมการดังนี้

0
de,

de.

■£(0;x) = 0

■ £(0;x) = o

dû. ■ £ ( 0 ; x )  = o
P

หลังจากนั้นจ ึงแก้สมการทั้ง P สมการนี้เพ ื่อหาค่า 0 V 0 2 , . . . , ô p  โดยถ้องสอดคล้องก ับ

เงื่อนไข - ^ - j £ ( 0 , x )  < 0  เมื่อ 0, = 0 , ; i = 1,2, ...,p  00, '  '
ในบางสถานการณ์เราอาจพบป็ญหาว่าการแก้สมการความควรจะเป็นเพื่อหาคำตอบของ 0

กระท ำไถ ้ยาก เช่น ใน กรณ ีท ี่พ ีงก ์ช ัน ความควรจะเป ็น ม ีค ่าท ี่ต ิดพ ีงก ์ช ัน ช ี้กำล ัง (exponential 
function)อยู่ เราสามารถใช้ ๒ ๙ (0 ;* ) แทน £ ( 0 - , x )  ไถ้เนื่องจาก In£ { 9 \ x )  เป็นพีงก้ชันหนึ่งต่อ
หนึ่ง (one-to-one function) และเป็นพีงก์ชันเพิ่ม (increasing function) ถ้วย ดังนั้นค่า I (0 ;x )  หนึ่ง 

ค่าจะให้ค่า ln f(0 ;jc ) เพียงค่าเดียวเท่านั้น หรือเมื่อหาอนุพันธ์ \ n £ ( 9 ‘, x ) เทียบกับ 0  จะไถ้ว่า

4 ~  In £ ( 0 ;X) = — — ~ £ { 0 ; X)0 0  ~ ~ ^(0;jt) 0 0  - -
และเนื่องจาก £ ( 0 ; x ) > o  เสมอ

ดังนันเมื่อให้ £ ( 0 ; x )  =  0  จะไถ้ว่า - ^ ! ท £ ( 0 ; x )  =  0 ถ้วย เราจึงสามารถใช้ l n £ ( 9 ; x )

แทน £ ( 0 ; x )  ไถ ้ ซึ่งจะสะดวกในการคำนวณมากกว่า
บางกรณีเราจำเป็นต้องใช้วิธีการวิเคราะห์ทำชำทางตัวเลข (iterative numerical analysis) เช้า

ช่วยในการพิจารณาหาค่า 0  ที่จะลู่เช้าสู่ค่าคงที่ค่าหนึ่งที่จะทำให้— ^(0 ;* ) = 0 กล่าวคือจาก0 0
สมการ

m , x )

0m =Û‘ ~£'(0„x)
เม่ือ £\e-x) = - ^  £(0,x)~ 00; - ~

และ £”(0 ,;x ) = -^=-£(9,x)1 ~ - ~



15

กำหนดค่าเริ่มต้นสำหรับ 0, เพื่อหาค่า 01+1 หลังจากนั้นทำชํ้าๆโดยการแทนค่า 0, ด้วย 
ค่า 0i+1 (อันเดิม) ทางขวามือของสมการเพื่อจะคำนวณหาค่าใหม่ จนกระทั่งค่าของ 01+1 (อัน 
ใหม่) ไม่ค่อยเปลี่ยนแปลง ซึ่งจะเป็น M.L.E. ของ 0 น่ันเอง วิธีการวิเคราะห์ทำๆททางตัวเลขมีอยู่
หลายวิธี เช่น วิธีของนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson) วิธีของไฟโบแนคซี (Fibonacci) และวิธี 
ของโกลเต้น (Golden) เป็นต้น

ตัวประมาณ MLE สำหรับสัมประสิทธิความถดถอย3
จากความสัมพันธ์เชิงเส้นระหว่างตัวแปรตาม(Y) กับตัวแปรอิสระ(X) P ตัวโดยมีค่าความ 

คลาดเคลื่อน (ธ) และมีขนาดตัวอย่างเท่ากับ ท เราสามารถเขียนในรูปของเมตริกซ์ตังนี้
y  = x p  + ร

จากข้อสมมติเบื้องต้นของการวิเคราะห์ความถดถอย จะไต้ y  -  Nn(xp, ( j ] l n) และจะ 

ไต้พังก์ชันความหนาแน่นของ y สำหรับค่าสังเกตที่ i คือ

fr,0 ง  = 0. ^ exP
( ^ - V

2 ๙ (1)

เนื่องจากค่าสังเกตทั่ง ท ค่าเป็นอิสระซึ่งกันและกัน จะไต้ว่าฟงก์ชันความหนาแน่นร่วมอยู่ 
ในรูปของ

r \

p(y) = f l  fr, (y, ) = 7-----J=ŸT exPM K V 2 * /

y - x p y - x p
2 ๙ (2)

ฟงก์ชันความควรจะเป็นคือ

(2^ ๙  Y2
exp

(  \ r \
y - x p y - x p

~ y
2 a (3)

1 Robert V.Hogg 1 Elliot A.Tania 1 Probability and Statistical Inference , (Fith Edition 1997 by Prentice Hall,Inc.) p.438 -  442 และ 
S.R. Searle , 1 .inear Models 1 (John Wiley and Sons) 1 p.75 -  89
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ดังน้ัน \n£(/3-c72s ) = -^\n(27r)-^ ๒ CT2£ y - x p' V  V (4)

ขั้นต่อไปเราจะหาค่าพารามิเตอร์ P และ a)  ที่ทำให้ฟิงก์ชันความควรจะเป็นมีค่ามาก 

ที่สุด โดยการหาอนุพันธ์บางส่วน (patial derivative) ของสมการ ln£(P\a])  เทียบกับ

ค่าพารามิเตอร์ P  และ a)  จะได้

-ะ- ๒ t  d p f r v ;  = - 2(71 2 X ' X p - 2 X ' y

d p " น ั ้ ^ ' ) “ ' ร ิ

1 ' + 20- ' y - X  p \ { y - X  p \

กำหนดให้สมการเท่ากับศูนย์และแก้สมการจะได้ตัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุด P
และ ร1 คือ

p  =  { x x y x ' y

แลร ร1 =
\  f)
y v~

y - x p \ \ y - x p

2.3 การประมาณค่าด้วยวิธีตัวประมาณ M (M-Estimation)4
เมื่อข้อกำหนดของรูปแบบการถดถอยเกี่ยวกับการแจกแจงค่าความคลาดเคลื่อนไม่เป็นจริง 

จะมีผลทำให้ค่าประมาณสัมประสิทธ์การถดถอยที่ได้จากตัวประมาณกำลังสองน้อยสุดไม่มี 
คุณสมบัติของความแกร่ง เนื่องจากตัวประมาณตังกล่าวมีความไวต่อข้อมูลที่ผิดปกติ ตังนั้นช่วง 
ความเชื่อมั่นของค่าคาดหวังของตัวแปรตาม y  และ P  จะไม่มีประสิทธิภาพและไม่สามารถ

ทดสอบสมมติฐานเกี่ยวกับค่าความแปรปรวนของประชากรได้ ฮิวเบอร์ (2507) จึงได้สืกษาพังก์ชัน 
ของความคลาดเคลื่อนและได้พัฒนาตัวประมาณขึ้นมาใหม่ โดยไข้หลักการพื้นฐานของตัวประมาณ 
ความควรจะเป็นสูงสุด แล้วเรียกตัวประมาณที่ได้นี้ว่าตัวประมาณ M (M-estimator) มีขั้นตอนใน 
การหาตัวประมาณตังนี้ *

* Peter J.Rousseeuw , Annick M. Le Roy 1 Robust Regression and Outlier Detection , (Wiley series in Probability and
Mathematical Statistic), p.145-154
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จากท่ีกล่าวในหัวข้อ 2.1 การประมาณค่าสัมประสิทธิการถดถอยด้วยวิธีความควรจะเป็น 
สูงสุด จะต้องทราบรูปแบบทัเงก์ชันการแจกแจงของค่าความคลาดเคล่ือน / {ร1) ซ่ึง

Si  =  y ,  -  X,- P

เม่ือ ร1. คือค่าความคลาดเคล่ือนของค่าสังเกตท่ี i 
,̂. คือตัวแปรตามของค่าสังเกตท่ี i 

X คือเ'วกเตอร์ของตัวแปรอิสระ P ตัว ของค่าสังเกตท่ี i
กล่าวคือ X = [l X,, X,.2 ... x j  1 x(p+0 

P คือrวกเตอร์ฃองสัมประสิทธิ'การถดถอย

p  =
Po
Pi

p  คือ จำนวนตัวแปรอิสระ 
และ ท คือ ขนาดตัวอย่าง

จากน้ันจึงทำการหา P ท่ีทำให้พังก์ชันความควรจะเป็นของค่าความคลาดเคล่ือนมี 
ค่าสูงสุด กล่าวคือ

m a x J ln /C y ,-X  p) = ทฑํทเ- In f { y { X P)

เม่ือ V in  f ( y t - x  P) เป็นทีงก์ชันภาวะน่าจะเป็น
,=| ' -

ในการหา P ท่ีทำให้ฟิงก์ชันภาวะน่าจะเป็นมีค่าสูงสุด ทำได้โดยการหาอนุพันธ์ของ 
พังก์ชันภาวะน่าจะเป็นเทียบกับ P แล้วกำหนดให้ทีงก์ชันมีค่าเท่ากับศูนย์ ตังน้ี

- *  P )ท d p
% * — -------------— ------= 0

เน่ืองจากไม่ทราบการแจกแจงของค่าความคลาดเคล่ือน / {£1) ทำให้ไม่สามารถหา 
อนุพันธ์ของทัเงก์ชันความควรจะเป็นและ P ได้ ดังนันฮิวเบอร์จึงได้เสนอวิธีตัวประมาณ M โดยมี
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การกำหนดพังก์ชันที่เหมาะสมแทนอนุพันธ์ของทัเงก์ชันความควรจะเป็น เรียกว่าทัเงก,ชันความ 
แกร่ง y/ (Robust fonction)

ดังนั้นหลักการของวิธีตัวประมาณ M ก็คือ การหาค่า /? ท่ีทำให้ผลรวมของทัเงก์ชันความ 

คลาดเคล่ือน P ที่ถูกเลือกให้เหมาะสมกับลักษณะการแจกแจงของ £■ , มีค่าน้อยที่สุด กล่าวคือการ

'  y  1 -  X y
มีค่าน้อยท่ีสดหาค่า P ที่ทำให้ Y jP

i=1
V )

ถ้าเลือก p (z ) = ^ -z2 แล้ว P  จะเป็นตัวประมาณที่ได้จากวิธีกำลังสองน้อยสุด แต่ถ้า 

เลือก p (z ) = - l n / ( z )  แล้ว P จะเป็นตัวประมาณที่ได้จากวิธีความควรจะเป็นสูงสุด

ในที่นี้ G คือค่าพารามิเตอร์ของเสกล (Scale Parameter) จากการแจกแจงของความ
คลาดเคล่ือน

การหาค่า P ที่ทำให้ให้ผลรวมของพังก์ชันความคลาดเคลื่อนมีค่าน้อยที่สุด ทำได้โดยการ

หาอนุพันธ์ของ 'Yj P 
1=1

V
เทียบกับ /? แล้วกำหนดให้เท่ากับศูนย์ จะได้สมการคือ

Z r f' O
/=! ) X  = 0 (5)

เม่ือ y/{z) = —  p (z ) และ du
ร คือตัวประมาณที่แกร่งของพารามิเตอร์ของสเกล ซึ่งเป็นตัวประมาณไม่เอนเอียงของส่วน 

เบี่ยงเบนมาตรฐาน โดยทั่วไปวิธีการคำนวณหา 5 ที่ดีจะต้องไม่ขึนกับค่าความคลาดเคลื่อนที่มี 
ขนาดใหญ่ และสามารถนำค่าไปใช้ในการประมาณค่าสัมประสิทธ์การถดถอยที่เหมาะสมได้ ซ่ึงจะ 
ทำให้ฟิงก์ชันความคลาดเคลื่อนมีค่าน้อยที่สุดเมื่อกำหนดค่า ร คงที่ที่เหมาะสม การเลือกตัว 
ประมาณที่แกร่งของพารามิเตอร์สเกล (■ ร)ที่เหมาะสมควรเลือกตัวประมาณที่มีความเอนเอียงและ 
ความแปรปรวนน้อย ซึ่งนิยมใช้มัธยฐานของค่าสัมบูรณ์ความเบี่ยงเบน (Median Absolute 
Deviation ะ MAD) และทำการปรับด้วยค่าคงที่ 0.6745 ซึ่งเป็นค่าที่ทำให้ 5 เป็นตัวประมาณไม่เอน
เอียงของ a  เม่ือ ท มีขนาดใหญ่และความคลาดเคลื่อนมีการแจกแจงเป็นปกติ น่ันคือ

median เ£, -  median (£1 )|
5 = 0.6745

โดยท่ี £i เป็นค่าความคลาดเคลื่อนของค่าสังเกตตัวท่ี i ที่ได้จากตัวประมาณกำลังสองน้อยท่ีสุด
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การเลือกตัวประมาณนี้จะประมาณพารามิเตอร์ของค่าน้อยที่สุดของ 'Yjp i— ในตัว
/=1 V5 J

<=* 3/ ____  _______ a/ Iแบบการถดถอยเชิงเสน เราสามารถหาตัวประมาณ M จาก

ร ' , - *  V
mm

P
(6)

สำหรับพังก์ชัน p{£1) ของวิธีกำลังสองน้อยสุดนั้นจะอยู่ในรูปของ £T,2 โดยค่า,ร' ไม่ 
จำเป็นต้องใช้เน่ืองจาก /?(£■ ,.) เป็นพังก์ชันที่มีความแปรปรวนเพียงค่าเดียวเท่านั้น และผลลัพธ์ของ 
การประมาณ เ3 ไม่แปรเปล่ียนตาม ร

ในการหาค่าน้อยที่สุดจากสมการ (5) จะหาอนุพันธ์ของ P เทียบกับ P  แล้วกำหนดให้

เท่ากับศูนย์ โดย y  = p' ดังนี้

; j = 1,2,..., m (7)

จะไต้ว่า พีงก์ชัน y  ไม่เป็นพีงก์ชันเชิงเห้น วิธีการที่ใช้ในการประมาณค่าสัมประสิทธ์ 
ความถดถอยส่วนใหญ่จะใช้วิธีกำลังสองน้อยสุดถ่วงนั้าหนักซํ้าหลายรอบ (Iteratively Reweighted
Least Square) ของบีทตันและตูกี (Beaton and Tukey) เราสามารถเขียนสมการ m สมการของ 
สมการท่ี (6) ไต้ดังนี้



(9)
สมการเหล่านี้อาจเฃืยนในรูปเมทริกซ์ได้ ดังนี้

X'W 0X p  = X ’W0y
เม่ือ พ  เป็นเมทริกซ์ทแยงมุมขนาด n X ท ของน้ีาหนัก (Weight) และมีสมาชิกตามเส้นทแยงมุม 
หลักเป็นพ10, พ20, . . . ,พ00

ดังน้ันตัวประมาณ P ที่หาได้ในครั้งแรกจะมีค่าเป็น

p  =  ( x ' w , x y x ' w , y  (10)

เราจะทำครั้งลัดไปด้วยการคำนวณนี้าหนัก ซึ่งใช้ P แทน P  เดิมและทำซํ้าๆกัน 

จนกระทั่งได้ค่า P  ท่ีค่อนข้างคงท่ี

ถ้า P  มีค่าคงท่ีในรอบท่ี k จะได้ตัวประมาณ คือ
P  = ( X ' W 0X ) - ' X ' W 0 y

จากสมการที่ (5) จะต้องเลือกฟิงก์ชันความแกร่ง พฺ หรืออาจเรียกว่าเกณฑ์ความแกร่ง 
(Robust Criterion) ท่ีเหมาะสม เพ่ือทำให้สัมประสิทธิการถดถอยที่ได้มีความแกร่งและมีประสิทธิภาพ

ในงานวิจัยนี้ได้ศึกษาถึงเกณฑ์ความแกร่ง 2 เกณฑ์ คือ
1) เกณฑ์ความแกร่งของแรมเ'ชย์ (Ramsay’s robust criterion function)5 มีรูปแบบฟิงก์ชัน 

P , ฟิงก์ชัน y/ และฟิงก์ชัน พ ดังนี้
p ( z )  = a ~2 [1 -  exp(-a|z|) - (1 + û|z|)] ; \z\ < 00

ถ้า ^ (z) = —  /ว(z) แล้ว
d z

y/(z) = zexp(-a|z|) ; |z| < CO

และ พ (z) = ——  แล้ว
พ (z) = exp(-a|z|) ; |z| < CO

5 ปราณี ร ัตบ ัง, “การประมาณค่าส้มประสิทธิการถดถอยพทุเมื่อความผิดพลาดมีการแจกแจงแบบเน้และมีการแจกแจงแบบ 
หางขาวกว่าปกติ” 1 (วิทยานิพนธิปริญญามหาบัณฑิตภาควิชาสถิติ บัณฑิตวิทยาลัย จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 2531) 1 หน้า 19-21



เม่ือ z คือค่าความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน (£1/ ร)
และ a คือค่าคงท่ี (ณming constant) ซึ่งกำหนดมาเพื่อให้ตัวประมาณที่ได้มีประสิทธิภาพตาม 
ต้องการการเปรียบเทียบกับตัวประมาณ OLS ซึ่งในที่น้ีกำหนดให้เท่ากับ 0.3 และคำนวณโดยให้ 
มีประสิทธิภาพ 95%

ฟิงก์ชันของ P และ y/ ของแรมเซย์ เมื่อพบค่าผิดพลาดที่มีค่ามาก (Extreme Value) จะ 
มีอิทธิพลลดลงเรื่อยๆ และอิทธิพลเหล่านี้จะอยู่ในสัดส่วนที่ถูกตัดออกไป นั่นคือค่าสังเกตที่ 
ผิดปกติมากๆจะอยู่ในสัดส่วนที่ถูกตัดออกจากตัวอย่าง ลักษณะกราฟของฟงกํชน เป็นดังนี้

รูปท่ี 2.1 ฟงก์ชันความคลาดเคล่ือน p(z)  ของแรมเซย์

รูปท่ี 2.2 ฟ้งก์ชันความแกร่ง y/(z) ของแรมเซย์
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รูปที่ 2 .3 ฟิงก์ชันถ่วงนี้าหนัก พ  0 )  ของแรมเซย์

1) เกณฑ์ความแกร่งของสูกี (Tukey’s robust criterion function)6 มรูปแบบฟิงกชัน P , 
ฟิงก์ชัน y/ และฟิงก์ชัน พ ดังนี้

p{z) = «
Z2 P  V62 1 2 AA* a2 l a 1 6a4 '

. T ;|z| > a

ถ้า ^ (z) = — p (z) จะได้ว่า

y/(z) = f-T
;z < -a  

; - a <  Z <a  

\ z >  a

และถ้า w(z) = จะได้ว่า

6 จิตรวี วีระประดิษฐ์ , “การประมาณค่าพารามิ!ตอร์ในสมการถดถอย!ชิง!สันพหุ!นึ๋อ‘นอมูลมิค่าทิดปกติ” , (วิทยานิพนร์ 
ปริญญามหาบัณฑิดกากวิชาสถิติ บัณฑิตวิทยาลัย ชุพาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 2539). หน้า 27-29
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\ z  < - a  

; - a  < z  < a  

; z >  a

และ a คือค่าคงท่ี (Turning Constant) ซึ่งกำหนดมาเพื่อให้ตัวประมาณที่ได้มีประสิทธิภาพตาม 
ต้องการการเปรียบเทียบกับตัวประมาณ OLS ซึ่งในที่น้ีกำหนดให้เท่ากับ 4.685 และคำนวณโดย 
ให้มีประสิทธิภาพ 95%

ทัเงก์ชันของ P และ y  ของดูกี เมื่อพบค่าผิดพลาดท่ีมีค่ามาก (Extreme Value) จะมี 
อิทธิพลลดลงเร่ือยๆ และอิทธิพลเหล่านี้จะอยู่ในสัดส่วนที่ถูกตัดออุกไป นั่นคือค่าสังเกตที่ผิดปกติ 
มากๆจะอยู่ในสัดส่วนที่ถูกตัดออกจากตัวอย่าง ลักษณะกราฟของทีงก์ชัน เป็นตังนี้

รูปท่ี 2.4 ฟงก์ชันความคลาดเคล่ือน p(z)  ของตูกี

พ{z) 1 - ด 2\ a )

เม่ือ Zคือค่าความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน (ร1. / ร)
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รูปท่ี 2.5 ฟ้งก์ชันความแกร่ง y / ( z )  ของตูกี

รูปที่ 2.6 ฟิงก์ชันถ่วงนี้าหนัก พ ( z  ) ของตูกี

เกณฑ์ความแกร่งของตัวประมาณ M นั้นมีผู้ที่คิดเกณฑ์ขึ้นมาอีกหลายวิธี ตังแสดงไว้ใน 
ตารางต่อไปนี้
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ฅารางท่ี 2.1 แสดงฟิงก์ชันความแกร่งชนิดต่างๆ

เกณฑ์วิธีการต่างๆ p(z)
(ฟิงก์ชันความ 
คลาดเคล่ึอน)

VJ/(Z)
(ฟิงก์ชันความแกร่ง)

พ (Z)
(ฟิงก์ชันถ่วง 

นาหนัก)

ขอบเขตของ 
ความคลาดเคล่ือน

ตัวประมาณกำลังสอง 

น้อยสุด

1 1.0 Z < 00

ฟ้งก์ชันความแกร่งของ

ฮิวเบอร์เมื่อ t = 2 \ z \ t ~ t 2 tsign(z)

1.0

\z\

rl - 1
\z\ >  t

ฟิงก์ชันความแกร่งของ 

แฮมเพล เม่ือ

a = 1.7

b = 3.4 
c =8.5

i z 2

a j z j - ^ a 2

c\ z \ -  — z ‘
c - b -  — a 6

asign(z)

a s ig n { z % ะ - \z^

1.0
a
\z\

a { c - \ z \ )
c - b z \ ( c - b )

a(b+c-a)

r l  -  a

a  < |z| < b

b  < |z| < c

\z\ >  c

ฟิงก์ชันความแกร่งของ

แอนคริว เม่ือ a = 1.399

- /  Y / „\
1 -  cos z • 1 ^— sin —

_ \ a ) \ a )
0 0

sin (z/a)
z/«
0

z < a n

z > aK

ฟิงก์ชันความแกร่งของ 
แรมเชย์ เม่ือ a = 0.3

a“2[l-exp(-a|z|) 
(1 + a|z|)]

z exp(-ûf|z|) exp(-a|z|) z < 00

ฟิงก์ชันความแกร่งของ 

ตูกี เม่ือ a = 4.685

2 ^  z  Z Z + -2 a 1
2

6a 4

1 - V
.0 ,

1 - ( z *
\ a )

-|2
Z < a

z  >  a
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2.4 การประมาณค่าด้วยวิธีบูฅสแตรป (Bootstrap Estimation)7
วิธีบ ูตสแตรป (Bootstrap method) เป็นวิธ ีการประมาณค่าไม่อ ิงพารามิเตอร์ (non- 

parametric estimation) ท ีเสนอโดยเบรดลี เอฟรอน (Bradley Efron) ในปี พ.ศ.2520 
ว ิธ ีบ ูตสแตรปเป ็นว ิธ ีท ี่ให ้ผลด ีท ี่ส ุดในบรรดาว ิธ ีไม ่อ ิงพ าราม ิเตอร ์อ ื่นๆเพ ราะการหา  
ค่าประมาณด้วยวิธีบูตสแตรปนีจะไค้ตัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุดไม่อิงพารามิเตอร ์
(nonparametric maximum likelihood estimater) หลักเกณฑ์ของวิธีบูตสแตรป คือ ทำการ 
สุ่มตัวอย่างจากข้อมูลที่เก็บรวบรวมมาแบบคืนที่ (with replacement) ขนาดเท่ากับจำนวน 
ตัวอย่างหรือข้อม ูลที่ม ีอยู่แล ้วน ัน เพ ื่อสร ้างข ้อม ูลช ุดใหม ่แล ้วนำมาใช ้ในการประมาณ  
ค่าพารามิเตอร์ที่สนใจ

ใน ก ารว ิเค ราะห ์ค วาม ถ ด ถ อ ย เช ิง เล ้น พ ห ุค ูณ  ม ีร ูป แบ บ เป ็น ส ม ก าร เม ต ร ิก ซ ์ ค ือ  

y  - x p  + £

และ เง ื่อ น ไข ข อ งก ารห าต ัว ป ระม าณ ส ัม ป ระส ิท ธ ิค วาม ถ ด ถ อ ย  ค ือ ค ่า เฉ ล ี่ย ค ว าม ค ล าด เค ล ื่อ น  
ต ้อ ง เป ็น ศ ูน ย ์ ( E ( s )  =  0 )  แ ล ะ ค ว าม แ ป ร ป ร ว น ม ีค ่า เป ็น ค ่าค งท ี่ค ่าห น ึ่ง  ( V a ^ )  =  cr2 ) ห ร ือ

เข ียน ใน ร ูป เม ต ร ิก ซ ์ได ้เป ็น  E { s £ r)  =  G 2\ n

น อ ก จ าก น ี้ค ่าค ว าม ค ล าด เค ล ื่อ น ต ้อ งม ีก าร แ จ ก แ จ งแบ บ เด ีย ว ก ัน แ ล ะ เป ็น อ ิส ร ะ ซ ึ่งก ัน แล ะ ก ัน  
เราส าม ารถ ท ำก ารป ระม าณ ค ่า  P  ด ้วย ว ิธ ีบ ูต ส แต รป ได ้ต ังน ี้

ข ั้นท ี่ 1 เร ิ่ม จ าก ใช ้ต ัวป ระม าณ ก ำล ังส อ งน ้อ ย ส ุด
p  =  { x x ) ~ ' x ' y

จ ะได ้ว ่า  y  = x p  แ ล ะ £  = y - y  ซ ึ่ง ] T  ^ / = °
~ ~ ' ไ .  2  j = 1

ข ั้นท ี่ 2 ใ ห ้ f  เป ็น พ ิงก ์ช ัน การแจกแจงข องต ัวอย ่าง  (empirical distribution) ê ,
ส ุ่ม  £j แบ บ ค ืน ท ี่ (with replacement) ขนาด ท จ ะ ได ้ £ 1* ,£ 2 , . . . ,£ *

ข ั้นท ี่ 3 น ำค ่า ร*  ม าพ ิจ ารณ ารวม ไว ้ใน ส ม การ  จ ะ ได ้

7 Freedman D.A. 1 “Bootstrapping Regression Models” , 1980:233-234
Bradley Efron 1 Robert J.Tibshirani 1 An Introduction to the Bootstrap 1 (Chapman and Hall Inc.1993) 1 p. 105 -  112 และ 
มาลี คระการคิรินนท์“การเปรียบเทียบการประมาณค่าพารามิเตอร์ของ2ปแบบสมการความถดถอยเชิงเสันท์วยวิธีกำลังสอง 

ต่ําสุดและวิธีบูคสแตรป” 1 (วิทยานิพนธ์ปริญญามหาบัณฑิตภาควิชาสถิติ บัณฑิตวิทยาลัย จุพาลงกรณ'มหาวิทยาลัย 2532) 1 หน้า 22-23
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y" - X p + £ *  = ÿ + E *

ค ำ น ว ณ ห า ค ่า  P  ด ้ว ย ว ิธ ีก ำ ล ัง ส อ ง น ้อ ย ส ุด โ ด ย ย ึด ห ล ัก เก ณ ฑ ์เด ีย ว ก ัน  ค ือ ท ำ ก า ร ห า  P  ซ ึ่ง  

เป ็น ต ัว ป ร ะ ม า ณ ก ำ ล ัง ส อ ง น ้อ ย ส ุด ข อ ง  P  ท ี่ท ำ ใ ห ้

SSE * =  ^ ร*2 =  ร* ร* ม ีค ่า ต ํ่าท ี่ส ุด

เร า ส า ม า ร ถ ท ำ ไ ด ้โด ย ก า ร ห า อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง  SSE* เท ีย บ ก ับ  P  แ ล ้ว ก ำ ห น ด ให ้เท ่า ก ับ ศ ูน ย ์

SSE* = ร* ร*
(

''•ไ
y

จ ะ ไ ด ้ว ่า
d p

y - x p ^ [ y * - x p

y  - P ' x ^ y - x p

=  y '  y  -  y  x p '  -  p * ' X ’ y* +  p ' x x p % 

= y  y  - 2 p '  X ' y  +  p '  x x p '

7 รรE = - 2 X ' y *  + 2 X X  p

แ ล ะ เม ื่อ ให ้เท ่า ก ับ ศ ูน ย ์จ ะ ไ ด ้ส ม ก า ร ป ก ต ิต ัง น ี

x x p = x ' y *

จ ะ ไ ด ้ต ัว ป ร ะ ม า ณ ก ำ ล ัง ส อ ง น ้อ ย ส ุด ใน ข ั้น แ ร ก เป ็น

P  = ( x x ) ~ ' x ' y *

ข ั้น ท ี่4  เก ็บ ค ่า  16  ไ ว ้ใ น  P  แ ล ้ว ก ล ับ ไ ป ท ำ ใ น ข ั้น ต อ น ท ี่2 แ ล ะ 3 ซ า ท ั้ง ห ม ด  B  ร อ บ จ ะ ไ ด ้ต ัว  

ป ร ะ ม า ณ  P  ท ั้ง ห ม ด  B  ค ่า  ก ล ่า ว ค ือ จ ะ ไ ด ้ต ัว ป ร ะ ม า ณ  P  , p  , . . . , p

± p
ข ั้น ท ี่5 น ำ ค ่า  P  ท ั้ง ห ม ด  B  ค ่า ม า ค ำ น ว ณ ห า ค ่า เฉ ล ี่ย จ า ก ส ูต ร  P  g —

จ า ก ห ล ัก ก า ร ข อ ง ว ิธ ีบ ูต ส แ ต ร ป  จ ะ ไ ด ้ว ่า  P  เป ็น ค ่า ป ร ะ ม า ณ ข อ ง  E ^ p j  ซ ึ่ง  £ ^ / ^  =  /?

ก า ร ศ ึก ษ า ค ร ั้ง น ี้จ ึง ส น ใ จ แ ล ะ ใช ้ P  เป ็น ต ัว ป ร ะ ม า ณ ข อ ง  P  ท ี่ไ ด ้จ า ก ว ิธ ีบ ูต ส แ ต ร ป  ซ ึ่ง ต ัว ป ร ะ ม า ณ  

ท ี่ไ ด ้จ ะ ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิท ี่ส ำ ค ัญ  ค ือ
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1) P  เป ็น ต ัวไม ่เอน เอ ียงป ระม าณ ข อ ง P  น ั่น ค ือ  E  p  j

2) ค ่าค วาม แป รป รวน ร ่วม ข อง P  ค ือ

~ < j 2 ( x ' x )C o v \ ( 2 n - p ^p\ ~  J

แ ล ะ จ ะ ได ้ว ่า  V a r ( P ' )  < V a r ( P , )  เม ื่อ  P i  เป ็น ต ัว ป ร ะ ม าณ ท ี่ได ้จ าก ว ิธ ีก ำล ังส อ งน ้อ ย ส ุด  

แต ่ V a r ( p ] )  > V a r ( P i )  เร าจ ึงไม ่น ำค ่า  P  ม าพ ิจ าร ณ าใน ก าร ป ร ะ ม าณ ค ่าข อ ง  P  แม ้ว ่า  P  จะ

เป ็น ต ัวป ระม าณ ไม ่เอ น เอ ียงข อ ง P  เห ม ือน ก ับ  P  ก ็ตาม

น อ ก จ าก น ี้จ ะ เห ็น ว ่า  ร ]  เป ็น ต ัว อ ย ่าง ท ี่ส ุ่ม ได ้โด ย ว ิธ ีบ ูต ส แ ต ร ป  (Bootstrap Sam ple) ซ ึ่งม ี
V

ค ุณ ส ม บ ัต ิต ังน  ค ือ

1. £ ๙ )  = 0
2. C o v { e ] , ร ] )  =  0

3. V a r ( ร ; )  =  2 ^ ร ้;
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