
ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง

3.1 เครองมือทดสอบ Falling Weight Deflectometer (FWD)

เคร่ืองมือทดสอบ FWD จัดเป็นเคร่ืองมือทดสอบเพ่ือประเมินสภาพถนนท่ีได้รับความ 
นิยมมากท่ีสุดในปัจจุบันตัวอย่างของเคร่ืองทดสอบชนิดน้ี ได้แก่ เคร่ือง Dynatest FWD เคร่ือง 
KUAB FWD และเคร่ือง Phonix FWD ซ่ึงในประเทศไทยโดยกรมทางหลวงได้รับมอบเคร่ือง FWD 
รุ่น Dynatest 8000 จากประเทศเดนมาร์กตามโครงการออกแบบโครงสร้างถนนและประมาณ 
ความแข็งแรงของถนนโดยใช้เคร่ือง FWD (ธีรชาติ พรหมศร, 2544) ลักษณะโดยท่ัวไปและการใช้ 
งานของเคร่ือง FWD มีรายละเอียดดังต่อไปน้ี

3.1.1 ลักษณะท่ัวไป

เคร่ือง FWD จะมืลักษณะเป็นรถพ่วงท่ีสามารถใช้รถตู้ลากไปในขณะปฏิบัติงานและ 
สามารถว่ิงได้ท่ีความเร็วเทียบเท่าการจราจรโดยท่ัวไป ตัวอย่างของเคร่ือง FWD ท่ีนิยมใช้กันใน 
แถบยุโรปและฝังอเมริกาแสดงไว้ในรูปท่ี 3.1 ส่วนประกอบโดยรวมของเคร่ือง FWD ซ่ึงแสดงไว้ใน 
รูปท่ี 3.2 จะประกอบด้วยสองส่วนหลักท่ีสำคัญคือ

3.1.1.1 ส่วนท่ีให้น้ําหนักกระทำ มีส่วนประกอบได้แก่ ก้อนน้ีาหนัก แกนปล่อย 
น้ําหนัก แผ่นรองรับก้อนน้ําหนัก แผ่นโลหะถ่ายน้ําหนัก และแผ่นยางกันกระแทกท่ีทำหน้าท่ีคล้าย 
สปริง โดยเครื่องม ือจะมืแท่นรองรับก้อนน้ําหนักท่ีสามารถเพ่ืมลดจำนวนลงได้ โดยมีแกนปล่อย 
น้ําหนักท่ีต้ังฉากกับผิวถนน อีกท้ังระยะความสูงในการปล่อยนํ้าหนักกิสามารถปรับเปลี่ยนได้ 
ในช่วงระหว่าง 2 ถึง 20 น้ิว (Chang et al., 1992) ตามความเหมาะลมกับสภาพถนนท่ีต้องการ 
โดยใช้ระบบอิเลคโทรไฮโดรลิกควบคุมโดยระบบคอมพิวเตอร์โดยผู้ควบคุมสามารถจัดรูปแบบการ 
ให้น้ีาหนักได้จากคีย์บอร์ดของเคร่ืองคอมพิวเตอร์เท่าน้ัน นอกจากน้ีในระหว่างการทดสอบระบบ 
จะลามารถตรวจวัดแรง (ในหน่วยกิโลปาสคาล, kPa) ท่ีกระทำต้ังฉากกับแผ่นรองรับน้ัาหนักได้ 
อย่างถูกต้อง

3.1.1.2 ส่วน ท่ีใช ้วัดส ัญ ญ าณ เพ ื่อ ห าค ่า ก าร ทรุดตัว (Geophone) เป ็นส ่วน ท่ี 
สามารถท ำการตรวจว ัดค ่าการท ร ุดต ัว  (ในหน่วยไมโครเมตร, j u m )  ท ี่เป ็นผลมาจากแรงท ี่กระทำ 
โดยท ั่ว1ไปเครื่อง FWD จะป ระกอ บ ด ้วย Geophone ต ั้งแต ่ 7 ถึง 10 ต ัวทำงานร่วมก ัน  โดยมี 
Geophone หน ึ่งต ัวทำห น ้าท ี่วัดค ่าการทร ุดต ัวของโครงสร ้างถนนที่ตำแห น ่งก ึ่งกลางใต ้จุดที่แรง

บ ท ท ี่ 3
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ทดสอบกระทำ ขณะท่ี Geophone ตัวอ่ืน  ๆ ท่ีเหลือจะกระจายตัวเริยงกันบนแนวหน้าหริอหลัง 
Geophone ตัวแรก ข้ึนอยู่กับวัตถุประสงค์ของการทดสอบ แต่ละ Geophone จะถูกยึดติดกับแกน 
ท่ีสามารถเล่ือนข้ึนลงโดยอัตโนมัติไปพร้อมกับแผ่นโลหะถ่ายน้ัาหนัก สำหรับระยะห่างระหว่าง 
Geophone แต่ละตัวน้ันสามารถปรับเปล่ียนได้ตามลักษณะการทดสอบ โดยปกติ Geophone แต่ 
ละตัวจะมีระยะห่างกันประมาณ 30 เซนติเมตร โดยก่อนการทดสอบต้องตรวจให้แน่ใจด้วยว่าผิว 
รับสัญญาณของ Geophone สัมผัสกับผิวถนนได้เป็นอย่างดี

3.1.2 พฤติกรรมชองโครงสร้างถนนขณะทดสอบ

ขณะทำการทดสอบด้วยเครอง FWD น้ําหนักกระทำชนิดแรงดลท่ีเกิดจากการปล่อยก้อน 
น้ําหนักให้ตกลงไปกระแทกและถ่ายแรงผ่านไปยังช้ันถนนน้ันจะล่งผลให้เกิดคล่ืนของความเค้น 
(Stress wave) คล่ืนตังกล่าวจะเกิดการแผ่กระจายไปในโครงล ร้างถนนโดยมีลักษณะเป็นรูปคร่ึง 
ทรงกลม ตังแสดงในรูปท่ี 3.3 การแผ่กระจายของคล่ืนจะนำพาเอาพลังงานเน่ืองจากแรงกระทำไป 
ยังล่วนต่าง  ๆของโครงสร้าง ซ่ึงพลังงานน้ีเองเป็นสาเหตุให้เกิดการลันไหวท่ีผิวของถนน

ล ัก ษ ณ ะ โด ย ท ั่ว ไ ป ข อ ง ข ้อ ย ูล ก าร ท ร ูด ต ัว ท ี่ถ ูก บ ัน ท ึก ได้จ า ก เค ร ึ่อ ง  FWD แส ด งไว ้ใน ร ูป ท ี่
3 .4  เค ้น ก ร า ฟ แ ต ่ล ะ เล ัน แ ส ด ง ถ ึง ค ่า ก า ร ท ร ุด ต ัว ท ี่เป ล ี่ย น แ ป ล ง ไ ป ต า ม เว ล า ข อ ง แ ต ่ล ะ  G e o p h o n e  

ใน ข ณ ะ ท ำก าร ท ด ส อ บ ท ั่ง น ี้จ ะ เห ็น ได ้ว ่าค ่าก าร ท ร ูด ต ัว ส ูง ส ุด ท ี่เก ิด ข ึ้น ใน แ ต ่ล ะ  G e o p h o n e  น ั้น จะม ี 
ช ่ว ง เว ล า เก ิด ท ี่เห ล ื่อ ม ล ํ้า ก ัน  โด ย ค ่าก าร ท ร ูด ต ัว ส ูง ส ุด จ ะ เก ิด ข ึ้น ก ่อ น ใน  G e o p h o n e  ท ี่อ ย ู่ใก ล ้ก ับ แ ร ง  

กระทำ แ ล ะ เก ิด ข ึ้น ภ า ย ห ล ัง ใน  G e o p h o n e  ท ี่อ ย ู่ห ่า ง อ อ ก ไ ป ต า ม ส ำ ต ับ  ส ำห ร ับ ส า เห ต ุท ี่ท ำ ให ้เก ิด  

ก าร ท ร ูด ต ัว ท ี่เห ล ื่อ ม ล ํ้าก ัน น ี้ เน ื่อ ง ม าจ าก เว ล าท ี่ค ล ื่น จ ำ เป ็น ต ้อ ง ใข ้ใน ก าร เค ล ื่อ น ท ี่จ าก จ ุด ห น ึ่ง ไ ป ย ัง  

อ ีกจ ุด ห น ึ่ง

3.1.3 ลักษณะกา?ทำงาน

ในขณะทำการทดสอบน้ันเคร่ือง FWD จะปล่อยก้อนน้ัาหนักเพ่ือให้เกิดแรงทดสอบ 
กระทำไปบนโครงสร้างถนนโดยการปล่อยนั้าหนักทดสอบที่ทราบขนาดจากระตับความสูงที่ 
กำหนดไว้ สำหรับขนาดของแรงกระทำสูงสุดโดยปกติจะมีค่าท่ังแต่ 2,000 ปอนด์จนถึงมากกว่า 
20,000 ปอนด์ข้ึนอยู่กับประ๓ทและรู่นของเคร่ือง FWD แรงกระทำท่ีเกิดข้ึนจะมีลักษณะใกล้เคียง 
กับสัญญาณคลื่นรูป half-sine wave ในช่วงเวลาประมาณ 30 ถึง 40 มีลลัวินาที (Hossain, 
Zaniewski and Rajan, 1994; Sebaaly, Davis and Mamlouk, 1985) ก้อนนำหนักทดสอบจะตก 
ลงกระแทกกับแผ่นรองรับท่ีเป็นยางโดยทำหน้าท่ีคล้ายสปริง (รูปท่ี 3.2) ซ่ึงขนาดของก้อนน้ําหนัก 
ทดสอบ ความสูงท่ีปล่อยก้อนน้ัาหนัก และคุณสมบัติของแผ่นยางรองรับต้องได้รับการออกแบบให้
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เหมาะสมเพราะเปีนส่วนสำคัญที่จะทำให้ได้ลักษณะแรงที่กระทำต่อโครงสร้างถนนมีขนาด รูปร่าง 
และช่วงเวลาของแรงกระทำที่เหมาะสมคล้ายคลึงกับลักษณะของแรงกระทำที่เกิดขึ้นเมี่อล้อ 
รถบรรทุกหนักกระทำต่อโครงสร้างถนนขณะรถวิ่งผ่าน อย่างไรก็ตามในการทำงานทดสอบโดยใช้ 
เครอง FWD นั้นค่าแรงกระทำสูงสุด จะได้รับการวัดและบันทึกโดยคัวควบคุมการให้นั้าหนัก 
(Load cell) ของเครอง FWD (รูปท่ี 3.2)

ข้อมูลการทดสอบจากเครอง FWD สามารถจะใช้ในการจำลองรูปแบบของการทรุดคัว 
ของโครงสร้างถนนเนึ่องจากการจราจรได้ โดยได้มีการคืกษาทดสอบเปรียบเทียบผลที่ได้จาก 
เคร่ี'อง FWD กับผลท่ีเกิดจากสภาพน้ําหนักจรีงท่ีกระทำกับถนนของล้อรถหนักท่ีลัญจรไปมาบน 
ถนน ซ่ึง Tho len และคณะ (1992)ได้รายงานถึงความสอดคล้องกันเปินอย่างดีระหว่างผลของค่า 
การทรุดคัวท่ีวัดได้จากเคร่ือง FWD กับผลของค่าการทรุดคัวทึเกิดจากล้อรถหนักท่ีลัญจรไปมาบน 
ถนนคังท่ีแสดง1ไว้ในรูปท่ี 3.5 ซึ่งแสดงถึงลักษณะสัญญาณค่าการทรุดคัวจากเครื่อง FWD 
โดยท่ัวไปซ่ึงแสดงไว้เปรียบเทียบกับลักษณะสัญญาณค่าการทรุดคัวจากล้อรถหนักท่ีลัญจรไปมา 
บนถนน จะเห็นว่าผลสะท้อนท่ีได้จากเคร่ือง FWD น้ันไม่แตกต่างไปจากผลสะท้อนท่ีได้จากล้อรถ 
หนักท่ีลัญจรไปมาบนถนนนักจะมีก็แต่ว่าสัญญาณค่าการทรุดคัวของเคร่ือง FWD น้ัน มีช่วงเวลา 
ระหว่างสัญญาณเพียง 0.025 วินาทีซึ่งสันกว่าช่วงเวลาระหว่างสัญญาณที่เกิดจากล้อรถ เม่ือ 
เคร่ือง FWD เคล่ือนมาถึงยังตำแหน่งท่ีต้องการบนถนนท่ีจะทำการตรวจสอบ เคร่ือง FWD ต้อง 
หยุดเพ่ือปล่อยก้อนน้ําหนักพร้อมท้ังวัดค่าการทรุดคัว โดยปกติจะทำการวัดค่าทุกระยะ 50 ถึง 100 
เมตร โดยเวลาท่ีใช้ในการทดสอบแต่ละจุดไม่เกิน5 นาที หลังจากระบบได้รับสัญญาณท่ีอ่านได้ 
จาก G eophone  แล้วสัญญาณของค่าการทรุดคัวที่วัดได้จะได้รับการบันทึกโดยระบบเก็บ 
ข้อมูลคอมพิวเตอร์ท่ีต่ออยู่กับ G eophones สำหรับข้อมูลท่ีได้จากเคร่ือง FWD น้ันจะเป็นชุดของ 
ค่าการทรุดคัวของโครงสร้างถนนท่ีวัดได้จากการปล่อยน้ัาหนักในแต่ละจุดทดสอบ ซ่ึงจะนำไปใช้ 
ในการคำนวณย้อนกลับเพ่ือหาค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของวัสดุในแต่ละช้ันของโครงสร้างถนนต่อไป

3.2 การคำนวณย้อนกลับ

ปัญหาที่ต้องใช้วิธีการคำนวณย้อนกลับส่วนใหญ่มักพบบ่อยครั้งในงานด้านวิทยา 
ศาสตร์และวิศวกรรม โดยผลท่ีได้จากการแก้ปัญหาน้ีมักจะเป็นค่าพารามิเตอร์ที่สามารถอธิบาย 
พฤติกรรมของระบบได้ ลักษณะของปัญหาจะเป็นไปตามรูปท่ี 3.6 ยกคัวอย่างเช่น เม่ือมีคานวาง 
อยู่บนจุดรองรับ (support) ซ่ึงอยู่ท่ีปลายท้ังสองข้างและมีน้ัาหนักกระทำท่ีบริเวณก่ึงกลางคาน ท่ีมี 
ความสัมพันธ์ระหว่างน้ําหนักกระทำ( P  ) และค่าการทรุดคัวท่ีกึ่งกลางคาน( พ ) คือ P  =  K u  เม่ือ 
K  คือ ค่าคงที่ของคาน โดยในปัญหานี้ต้องการจะหาค่าพารามิเตอร์ K  ที่จะสามารถอธิบาย
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ความสัมพันธ์ระหว่างน้ําหนักกระทำและค่าการทรุดตัวท่ีก่ึงกลางคาน จากปัญหาที่กล่าวมาเมื่อ 
เปรียบเทียบกับรูปท่ี 3.6 ค่าท่ีป้อนเข้า (inpu t) จะหมายถึง น้ําหนักกระทำท่ีบรีเวณก่ึงกลางคาน 
ล่วนกระบวนการ (p ro ce ss ) จะหมายถึง แบบจำลองของความสัมพันธ์ระหว่างน้ําหนักกระทำ 
และค่าการทรุดตัวท่ีกึ่งกลางคาน ล่วนผลลัพธ์ (ou tpu t) ของระบบจะหมายถึง ค่าการทรุดตัวท่ี 
ก่ึงกลางคาน วัดได้จากเคร่ืองมือทดสอบ เม่ือทราบข้อมูลของค่าท่ีป้อนเข้า (‘นาหนักกระทำ) และ 
ผลลัพธ์ของระบบ (ค่าการทรุดตัว) แล้วทำการเลือกกระบวนการท่ีเหมาะสม ก็จะสามารถวิเคราะห์ 
หาคำตอบของค่าพารามิเตอร์(AT) ท่ีสามารถอธิบายพฤติกรรมของระบบได้

ในการคำนวณย้อนกลับเพ่ือหาค่าคุณสมบ้ติฃองโครงสร้างถนนจากข้อมูลการทดสอบ 
ด้วยเคร่ือง FWD ในลักษณะพลวัตน้ันได้แสดงไว้ในรูปท่ี 3.7 โดยค่าท่ีป้อนเข้าจะประกอบด้วย 
ข้อมูลของน้ําหนักกระทำ ตำแหน่งท่ีวัดการทรุด ค่าคุณสมบตฃองวัสดุในแต่ละช้ันของถนน อัน 
ประกอบด้วย ค่าอัตราล่วนปัวชอง ความหนาแน่น ความหนาของช้ันถนน และค่าโมดูสัสเร่ิมต้น 
ล่วนผลลัพธ์ท่ีได้ออกมา คือ ค่าการทรุดตัวท่ีตำแหน่งต่างๆ จากน้ันจึงทำการเลือกแบบจำลองของ 
โครงสร้างถนนท่ีร ับ แรงกระทำแบบพลวัตและวิธีการแก้ปัญหาค่าเหมาะลมท่ีสุด ก็จะวิเคราะห์หา 
ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของช้ันถนนออกมาได้

3.3 แบบจำลองชองโครงสร้างถนนท่ีรับแรงกระทำแบบพลวัต

โครงสร้างถนนจะถูกจำลองให้มืลักษณะเป็นตัวกลางยืดหยุ่นหลายช้ัน ท่ีประกอบด้วย 
ช้ันของวัสดุจำนวนหลายช้ันท่ีวางตัวอยู่บนช้ันดินยืดหยุ่น (รูปท่ี 3.8 ก) หรีอบนช้ันหินแข็ง (รูปท่ี
3.8 ข) ในแต่ละช้ันของวัสดุจะพจารณาเป็นตัวกลางยืดหยุ่นเน้ือเดยว ในการวิเคราะห์ปัญหาจะทำ 
ในลักษณะพลวัต โดยแรงท่ีมากระทำจะมืลักษณะเป็นแรงดล ท่ีสมมาตรรอบแกน (A x isym m etric  

load ing ) และมีการกระจายอย่างสมํ่าเสมอภายใต้แผ่นโลหะวงกลมที่ถ่ายนํ้าหนักกระทำจาก 
เคร่ือง FWD (รูปท่ี 3.2) ในการคืกษาน้ืจะใช้แบบจำลองของวัสดุในแต่ละช้ันของโครงสร้างถนน 
เป็นชนิดยืดหยุ่นเชิงเล้น การท่ีให้วัสดุมีพฤติกรรมเป็นเชิงเล้นได้เพราะในการทดสอบไม่ทำลาย 
ด้วยเคร่ือง FWD จะให้น้ําหนักกระทำน้อย ซ่ึงช่วงท่ีน้ําหนักกระทำตังกล่าว ความสัมพันธ์ระหว่าง 
ค่าความเค้นและความเครียดท่ีเกิดข้ึนจะประมาณได้ด้วยเล้นตรง



14

3.3.1 รูปคำตอบท่ัวไป

การวิเคราะห์หาค่าการทรุดตัวของโครงสร้างถนนในลักษณะพลวัต เป็นอีกรูปแบบหน่ึง 
ของกฎข้อท่ีสองของนิวตัน ในระบบทางกลศาสตร์ท่ีมีความต่อเน่ือง (Continuum mechanics) 
โดยกฎของนิวตันสามารถเขียนเป็นสมการ Navier's displacement equation of motion ทีแสดง 
ความลัมพันธ์ของการเคล่ือนท่ีดังน้ี

(ดั + ฬ เ  ̂+ /กั72 ur - y  =P"r

(^ + + >“V 2m2 = /ฮ ü z

J d u ,  น  d u ,เมอ e = — ^ + —  + -dr 5z

V’ = £ + I i - + *Ldr2 & 2

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

เม่ือ นr และ น, คือ การเคล่ือนท่ีบนผิวถนนในทิศทางแกนรัศมี ( r )  และแกนด่ิง (z ) 
ตามรูปท่ี 3.2 P  คือ ความหนาแน่นมวล (Mass density) A และ P  คือ ค่าคงท่ี Lame’s
constants และเคร่ืองหมาย “ ” ท่ีปรากฏบนฟังก์ชัน หมายถึง การหาอนุพันธ์อันดับสองของ
ฟังก์ชันเทียบกับเวลา

เน่ืองจากสมมติฐานข้างต้นทำให้การเคล่ือนท่ีในแนว 6  หรอ u g  ใม่เกิดข้ึน ในการหาผล 
เฉลยของการเคล่ือนที่พ r และ น, จะสามารถจัดให้อยู่ในรูปของ Lame potentials <f)(r,z,t) 
และ j ( r , z , t )  ได้ดังน้ี

น =  A + d  X
d r  d r d z

_ d < j )  1 d  (  d %

d z  r  d r  K  d r  y

ใช้วิธี Separation of variables กับสมการ 3.5 และ 3.6 ดังนี

(3.5)

(3.6)

น  r ( r , z , t )  =  น ิr ( r , z ) e “ (3.7)

= น ิ,  ( r , z ) e “น , ( r ,  z , t ) (3.8)
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จะได้

น. =

น. =

d ï f i ( r , z )  +  d 2% ( r , z )
d r d r d z

d</>(r,z) 1 d  f  d x ( r , z )
d z  r  d r d r

(3.9)

(3.10)

โดยการแทนค่าสมการที่ 3.9 และ 3.10 ลงในสมการท่ี 3.1 และ 3.2 ก็จะได้ 
ความสัมพันธ์ของ 0 ( r , z , û ) )  และ j ( r , z , 6)) ดังน้ี

V 20 - k ? 0 = O (3.11)

v 2x - k 22x  = 0 (3.12)

ให้การแปลงอันเกล (Hankel transform) อันดับที m  ของฟังก์ชัน เทียบกับ
ตัวแปร r  เขียนแทนด้วย y  (£ 5 z , co )  และ การหาส่วนผกผันของฮันเกล คือ

y  ( ç , z , e > ) =  \ r ÿ { r , z , c o ) J m( Ç r ) d r  (3.14)

ÿ ( r , z , c o ) =  f e y  ( Ç , z , œ ) J m ( Ç r j d Ç  (3.15)

เม่ือ ^  คือ พารามิเตอร์ของการแปลงอันเกล (Hankel transform parameter) และ J m 
คือ ฟังก์ชันเบสเซลอันดับท่ี m  และเคร่ืองหมาย " * ” ท่ีปรากฏบนฟังก์ชัน หมายถึง การแปลง 
ฟังก์ชันดังกล่าวให้อยู่ในโดเมนของอันเกลและความถ่ี

ใช้วิธี Separation of variables กับสมการท่ี 3.11 และ 3.12 โดยกำหนดให้ค่า Lame 
potentials อยู่ในรูปผลคูณระหว่างฟังก์ชันของระยะทาง r  หรอ R ( r )  และฟังก์ชัน,ของระยะ'ใน 
แนวด่ิง Z หรอ Z(z) ดังน้ี
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0 ( r ,z ,û ) )  = R{(r)  Z,(z) (3.16)

x { r , z , œ )  = R2{r )  Z2(z) (3.17)

เมื่อแทนค่าสมการที่ 3.16 แ ล ะ3.17 ลงในสมการที่ 3.11 

ฟังก์ชัน R, (r )  ดังสมการที่ 3.18

และ 3.12 จะได้สมการเชิงอนุพันธ์ของ

นิ2̂  dR, , 12 X r, ท 
r d r 2 d r  {k‘ )rR' = 0

(3.18)

โดย i เท่ากับ 1 และ 2 เมื่อพิจารณาสมการที่ 3.11 และ 3.12 ตามลำดับ

สมการที่ 3.18 จะอยู่ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์ชองเบสเซลอันดับที่ศูนย์ เนื่องจากเป็น 

ปัญหาที่มีการเคลื่อนที่ลมมาตรรอบแกนดิ่ง ดังน้ัน ในการแปลงฮันเกลดังสมการที่ 3.14 กับสมการ 

ท่ี 3.11 และ 3.12 จะใช้เบสเซลฟังก์ชันอันดับที่ศูนย์

โดยการใช้การแปลงฮันเกลกับสมการที่3.11 แล ะ3.12 เทียบกับ/ '  แล้วทำการแก้ 

สมการเชิงอนุพันธ์และหาส่วนผกผันชองฮันเกลดังสมการที่ 3.15 จะได้ผลเฉลยของ Lame 

potentials ดังนี

t  ( r ,z ,c o ) = ^ A (Ç ,ù > ) e - k2a'z +  B { Ç ,c o y 2a'z ] j 0 (Ç r)d l; (3.19)

z { r , z t o )  =  Y c { Ç , œ ) è ^  + D i$ ,œ ) e i* * '\  J 0{Ç r)d Ç (3.20)

โดย k 2a i = นั้£ 2 + k 2 k 2a  2 = ^ 2 + ธ์2 (3.21)

เม่ือ A ,  B , C  และ D  เป็นฟังก์ชันค่าเลือก (Arbitrary functions) ที่สอดคล้องกับเงื่อนไข 
ค่าขอบและเงื่อนไขความต่อเนื่อง (Boundary/continuity condition)

จากสมการที่ 3.5 3.6 3.19 และ 3.20 จะได้ผลเฉลยของการเคล่ือนที่ น ิr  และ น ิ2 ดังน้ี

นิr = J [- ç A e ^ " ' :  -  ÇBek>a': + k 2a , J C e ~ k / v  -  k 2 a  1 Ç D e k ^ - z ] J, ($r)rf£ (3.22)
0

น ิ2 = J[- k 2 a ^ A e ~ k i a ' z  +  k 2 ( X \ B e k i a ' z  +  Ç 2 C e ~ k i a , l Z  +  Ç 2 D e k 2 < X lZ \  J 0  (^/')d Ç  (3.23)
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โดยค่าความเค้น G 11. และ G11 สามารถหา'ได้,จากความสัมพันธ์ดังนี้

i ^ + ^ 1\  d r  d z  J

(3.24)

^ • ก ์ (A +2 /J) a“ - (3.25)

ใช้วิธี Separation of variables กับสมการที่ 3.24 และ 3.25 และจากลมการที่ 3.22 และ 3.23 จะ 

ได้ผลเฉลยของค่าความเค้น <72,. และ a 22 ที่สอดคล้องกับการเคลื่อน'ที่ น1 และ น1 ตามลำดับ 

ดังน้ี

Gzr = f ï§ 2 k 2a  1 Ae~k'a'z - 2 k 2oc,Bek'a'z - f f é 2 + k 2]c e - k̂ z - ( 2Ç2 + k 22 )D ek̂ J 1 
0

(3.26)

G 12 = //j[(2cf2 + k \]A e -^ a'z + (2 Ç 2 + k \)B e ^ a'2 - 2 k 2a ^ 2Ce~k̂ z +  2 k 2a 2Ç2D e k'a'z ] j 0{Çr}lÇ

(3.27)

เพื่อให้ผลเฉลยอยู่ในรูปที่ง่ายขึ้นจะพิจารณาฟังก์ชันของการเคลื่อนที่และความเค้นให้ 

อยู่ในโดเมนของฮันเกลซึ่งจะใม่อยู่ในรูปของปริพันธ์โดยการพิจารณาเปรียบเทียบการหาส่วน 

ผกผันของอันเกลกับการเคลื่อนที่และความเค้นที่อยู่ในโดเมนของความถี่และฮันเกล ดังน้ี

นิr ( r , z , ๓ ) =  Jw* ( 4 , Z , ๓ ) J, (Çr)ÇdÇ  (3.28)

นิ1 ( r , z , c o ) =  \ i iz ( ç , z , ๓ ) J 0{Ç r)Ç dÇ  (3.29)

G i r ( r , z , ๓ )  =  Jo-*r ( £  Z, ๓ ) J 1 (4 r )Ç d Ç  (3.30)

G zz ( r , z , ๓ )  =  Jg zz( ^ ,Z ,๓ ) J 0 ( < ^ r ) ^  (3.31)
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พิจารณาค่าปริพัทธ์ของสมการที่ 3.22 3.23 3.26 และ 3.27 เปรยบเทียบสมการที่ 3.28

3.29 3.30 และ 3.31 ตามลำดับ จะได้รูปคำตอบทั่วไปของการเคลื่อนที่และความเค้นในโดเมน 

ของความถ่ี และอ้นเกลดังนี้

พ; (<f, z ,c o )  =  - A e - k'a'z -  B e k>a'z + k2a  2C e k̂  -  k2a 2D e k̂ z (3.32)

พ; (£z,û>) = - ^ - ccxA e -k'a'z + ^ - a , B e k2°'z + £C*fw  + Ç D e k'a'z (3.33)

c r ; (4 ,z ,a > )  =  f l \ l k 2a xA e k̂ z - 2 k 2a 1B e k>a'z - ( l ^  +  k 22 ) C e k'a'z - ( i f  +  k \ ) D e k̂ z]

(3.34)
â B (Ç ,z ,û )) =  ^ [ ( 2 Ç 2 +  k l ) A e - k'a'z +(2ç 2 +  k 22 )B e k'a'z - 2k2a £ 2C e k̂ z + l k 2a 1?  D ek'a'z]

(3.35)

ซ่ึงสามารถจัดสมการท่ี 3.32 ถึง 3.35 ได ้ไน รูปเมทริกช์ดังน้ี

น* (£5 Z, ( û )  = R (£, z ,© ) c ( £  พ;) (3.36)

๙ ( £ 5z,<y) = s(£,z,<y)c(£,<y) (3.37)

เม่ือ น*(£5 z,<y) = [ พ; พ ;] (3.38)

c ‘ (^ ,z ,6)) = [o-;r a a J  (3 .3 9 )

c (£ f f l)  = [*4 B  c D f  (3.40)

โดย

_g*2«,* k2a 2e~k̂ z - k 2a 2e k̂ z '
R ( Ç , z , c o )  = k2a 1e~k2“,z k2a  1 e *,0,2

Çëk,a,z (3.41)

~2k2 - 2 k 2a / 2°'z - [ 2 Ç 2 + k 22 ) e - k2a'z ~ ( i ç 2 +  k ; ) e k̂ :
ร (Ç ,z ,o > ) =  f i  h ç 2 + k 2\e ~ kia'z ( 2£ 2 + e ) e k>a2Z

---------Y -------  -------Y ^ --------- 2k2a 2 l k 2a , £ e k™z

(3.42)
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สัญลักษณ์ T  ท่ีปรากฎ หมายถึง ทรานสโพสของเมทริกซ์

3.3.2 สมการสติฟเนสเมทรกซ์

พิจารณาแบบจำลองโครงสร้างชั้นถนนที่มี A''ชั้นตามรูปท่ี 3.8 ในกรณีนี้เราจะลามารถ 
แบ่งช้ันของโครงสร้างถนนได้เป็น 2 ส่วนด้วยกันคือ ส่วนที่เป็นชั้นที่มีความลึกจำกัด (จำนวน N  

ช้ัน) และส่วนที่เป็นชั้นดินย ึด หยุ่นที่มีความลึกอนันต์ (ช้ันท่ี พ + 1ในรูป ท่ี 3.8  ก) พิจารณา 
ความสัมพันธ์ของการทรุดตัวและความเค้นที่ผิวบนและล่างของชั้นที่มีความลึกจ ำก ัด ช้ันท่ี ท  { ท - - -

1,2, 3,.., N  ) จะได้ความสัมพันธ์จากลมการที่ 3 .3 6  และ 3 .37  เป็นตังน้ี

เม่ือ

บ: = c„  หรึอ บ : = R„ c  11

รท (&*„.®)
F* = c„  หรอ f ; = ร „c „

_ ร,, (£*»«»®)_

ซ : =[■ :(£*.,® ) น: ( £ ^ 1, ® ) ] r

f; = [ c: ( ^ )  พ : น ,^ , ,® ) ] r

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

ในสมการข้างต้นบ:และ Fn* เป็นเวคเตอร์ของค่าการทรุดตัวและหน่วยแรงที่ผิวบนและ 
ล่างของแต่ละชั้นตามลำตับ ส่วนค่า c „ ในสมการที่ 3.43 และ 3.44 เป็นเวคเตอร์ของฟังก์ชันค่า 
เลือกที่สอดคล้องในแต่ละชั้น จากการจัดรูปสมการที่ 3.43 และ 3.44 ใหม่จะได้ความสัมพันธ ์
ระหว่างบ:และ F„* ตังน้ี

f; = k : บ: ( ห =  1 2 3 , . . 1N ) (3.47)

โดยที่ K : = s nR„"' (3.48)
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เม่ือ

R „{Ç,Z,G>) =

- e ^ ' 2' - e k2“'z" k2a 2e k'a'z* -k f ic .e * * * '2^ 2%,

~ K a \e  k2a 1e  ç e ~k2a2zท ^  e k2a2zr

,-7><v k2a 2e k 2a 2z ท2 k2a 2e
- k2a xe~klCC'znU k ,a ,e2OC.,C k 2a 2z »+l P s , k 2a 2z n+\ร ุ6-'‘̂ '  ร ุ๔

(3.49)

ร n (ร ุ,  z , 0) )  =  M

- 2 k 2a 1e~k'a'z" 2 k2a / ' a'z- (2ร ุ2 +  k 22 )e~ k̂ z" (2ร ุ2 + k 22 ) e k'aA
(2  ร ุ2 + k i ]  <r*2“'z" (2  ร ุ2 +  k l )  e ^ 2'

- v y ----------------------1 ------------- y -------------- 2 k2a 2รุe - 2 k2a 2รุek̂
2 k 2cc1e - ^ ' 2"' - 2 k2a / ' a'2*" - ( 2 ร ุ1 + k l ) e - k̂  ~ ( 2 ร ุ2 + k l ) e k̂ 2"' 
(2 ร ุ2 +  k l )  e~k>a'z~' ( 2 ร ุ2 +  k l  ) e k̂ 2-'
— ---- -V ---------- ■■■      ...............2 k2a 2ร ุe - ^ '  2k2a 2ร ุร * 2'2""

(3 .50)
เม่ือ K* ในสมการที่ 3 .47  และ 3.48  คือ สติฟเนสเมทริกช์ของช้ันท่ี ท  ซ่ึง K* จะเป็น 

เมทริกซ์สมมาตรขนาด 4 x 4  และขึ้นอยู่กับ ความหนาของชั้น ค่าคุณสมบัติของวัสดุ และ
ค ่า พารามิเตอร์ ร ุ และ ( 0

สำหรับความสัมพันธ์ชองการทรุดตัวและความเค้นที่ผิวบนของชั้นที่มีความลึกอนันต์ 
(ช้ันก่ึงปริภูมิ) หรือช้ันท่ี N  + 1 (รูปท่ี 3.8 ก) เป็นดังน้ี

f; +1= k ; +1 บ ;+1 (3.51)

เม ื่อ u *w+l =  [ U *a m ( £  **+!><»)] T (3.52)

K+1 = [« * A f+l ( & * N +P ® ) ]  T (3.53)

และโดยเงื่อนไขสภาพขอบ ที่ความลึกอนันต์นั้น การทรุดตัวและความเค้นจะมีค่าเท่ากับศูนย์นั่น 
คือ ค่า B  และ D  ในสมการท่ี 3.32 ถึง 3.35 จะเท่ากับศูนย์ จะได้

-e -*2"'1'''*' k2a 2e  *2”12"'
R w+1 (ร ุ, z ,û )) = -k 2a  ,1e -k2a,zM

& ~̂ 2a22 ร'* I (3.54)
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(3.55)

^ w + 1  — ^ V + I^ -W + I

น่ันคือ

k ; +1 = k2a 1a 2
k\(X\

j { 2 k 2a }a 2 -  2 £ 2 -  £2)

(3.56)

% {lk 72a xa  1 - 2 f 2 - k l )  
k2a  21

(3.57)

จะเห็นได้ว่าสติฟเนสเมทริกช์ของชั้นที่ JV + 1 หรือ K  ̂ 1นั่นจะเป็นเมทริกช์สมมาตรขนาด 2 x 2  

และขึ้นอยู่กับค่าคุณสมป้ติของวัสดุ และค่าพารามิเตอร์ £ และ a  เท่าน่ัน

จากนั่นก็ทำการรวมสติฟเนสเมทริกช'ในแต่ละชั้นก็จะได้สติฟเนสเมทริกช์รวมของนั่งโครงสร้างคือ

{  \

p ( ')

F t 2)

: > =

p(w+l)

1 J

■ \
K (1)

K (2

V

K N )

K Af+l)

J

บพ
{  :

บ (A,)
บ(*+1)

y (3.58)

สำหรับค่าหน่วยแรงทางด้านซ้ายมือของสมการที่3.58น่ัน F w จะมืค่าเท่ากับหน่วยแรงที่กระทำ 

ที่ผิวบนของโครงสร้างถนนซึ่งประกอบด้วยความเค้นในแนวตั้งฉากกับผิวถนนที่มืค่าเท่ากับความ 

เค้นเนื่องจากนั่าหนักทดสอบจากเครื่อง FWD และความเค้นเฉือนที่มืค่าเป็นศูนย์ ส่วน F  อืนๆ จะ 

เท่ากับศูนย์เพราะไม่มืแรงกระทำภายนอกที่ผิวรอยต่อระหว่างชั้นของถนน

จาก K * ของทุกชั ้น และ K ’„ +1 จะสามารถสร้างโกลบัลสติฟเนสเมทริกช์ (Global 

Stiffness Matrix) ที่มืขนาด l ( N  + l)x2(Af + l) กรณีที่โครงสร้างชั้นถนนวางอยู่บนชั้นดิน 

ยืดหยุ่น และมืขนาด 2 N x 2 N  กรณีทีโครงสร้างช้ันถนนวางอยู่บนช้ันหินแข็ง

เพื่อให้การทดสอบด้วยเครื่อง I-WU มีความสอดคล้องกันกับสมมติฐานของงานวิจัย ท่ี 

สมมติให้ตัวกลางยืดหยุ่นหลายชั้นมือาณาบริเวณของเนื้อวัสดุทางด้านข้างขยายออกไปอย่างไม่ 

จัากัดนั่น ก็ควรจะทำการทดสอบที่ต่าแหน่งห่างออกมาจากขอบของถนน เป็นระยะทางไม่น้อย



ก ว ่า ? ? ย?:ทางรุ?ห ว ่าง ต ำ แ ห น ่ง ท่ีให้นำหนักกระทำกับต ำแ ห น ่งของ Geophone ตัวที่อยู่ไกลที่สด 
เพื่อไม่ให้เกิดความคลาดเคลื่อนเนื่องจากผลของการสะท้อนของคลื่นในขณะทดสอบ ความคลาด 
เคลอนดงกลาวจะไมเกดขนในกรณททดสอบกบไครงสรางขนาดใหry เขน สนามบน เป็นดน

3.3.3 กา?หาค่าสติฟเนสเมทริกช์ของโครงสร้างถนน

การวิเคราะห์หาค่าการทรุดตัวของโครงสร้างถนนจะถูกจำลองให้มีลักษณะเป็นตัวกลาง 
ยืดหยุ่นหลายชน โดยความลัมพันธ์ระหว่างแรงที่มากระทำ และการทรุดตัวที่เกิดขึ้นในแต่ละชั้น 
จะถูกจัดให้อยู่ในรูปของสมการสติฟเนสเมทริกซ์ขนาด 4 x 4  ยกเว้นกรณีในชั้นกึ่งปริภูมิที่สมการ 
สติฟเนสเมทริกซ์จะมีขนาด 2 x 2  ในการหาค่าการทรุดตัวที่ผิวบนของถนนจำเป็นต้องทำการรวม 
สติฟเนสเมทริกช์ของแต่ละชั้นก่อนเพื่อให้ได้สติฟเนสเมทริกร์รวมของทั้งโครงสร้างดังสมการที่ 
3.58 จากทั้นใช้วิธีการหาเมทริกช์ผกผันก็จะได้ค่าการทรุดตัวที่เกิดขน เนื่องจากการคำนวณโดย 
วิธีการดังกล่าวนั้นสติฟเนสเมทริกซ์รวมที่หาได้มีขนาดค่อนข้างใหญ่ขึ้นอยู่กับจำนวนชั้นของถนน 
และต้องการทราบเพียงการเคลื่อนที่ที่ผิวบนของถนนเท่านั้น เพื่อให้การคำนวณโดยการโปรแกรม 
คอมพิวเตอร์มคีวามง่ายขึ้น จึงได้ทำการจัดรูปสมการสติฟเนลเมทรืกช์ใหม่ ก่อนท่ีจะเขียนเป็น 
โป่รแกรมคอมพิวเตอร์ในการคำนวณ ทั้งนื่จะใช้ผลของความสมดุลของแรงภายในที่ทำให้แรง 
กระทำภายนอกระหว่างชั้นของโครงสร้างถนนที่ค่าเป็นศูนย์หรือค่า F (n) เม่ือ ท  ไม่เท่ากับ 1 ใน 
สมการที่ 3.58 จะมีค่าเป็นศูนย์นั้นเอง ในการจัดรูปสมการสติฟเนสเมทรืกช์สามารถทำได้โดย 
พิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างแรงที่กระทำกับการทรุดตัวที่เกิดขึ้นของโครงสร้างถนนชั้นที่ «ดัง 
สมการท่ี 3.47 โดย

น้ันคือ

บ;

<

K

r , . *  (  e  -
J “ ท { ๖ ’ 2 ท ’ &

น ^ ’ 2 ท . ’ c o )

' K  K

I
'ฯ- 

ร: 
*m
 

ร:

๐ ; ( ธ ์> 2 ท ’ ® )  1
° ;  { . Ç ’ 2 ท . ’ ® ) }

K f k ( ^ , ® )  I
K4J j u ; ( £ , 2„+1,®) J

\ v  ท ^ ’ 2 ท ’ ® )  I

\ ô n(Ç ,zn+x,co )\

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

โดยท่ี K ' และ K* เป็นเมท'ริกซ์'ขนาด 2 x 2  ช่ืงเป็นสมาซิกของ K*



3.3.3.1 กรณีโครงสร้างถนน N ช้ันวางตัวอยู่บนช้ันก่ึงปริภูมิ

ในกรณีท่ีโครงสร้างถนนวางตัวอยู่บนช้ันก่ึงปริภูมิดังรูปท่ี 3.9 สมการ 
ลติฟเนสเมทริกช์ของช้ันท่ี N  + 1 จะถูกนำไปรวมกับสติฟเนสเมทริกซ์ของช้ันท่ี N  ซ่ึงทำให้ค่า 
a N {£1, Z A1, œ )  หลังจากการรวมสติฟเนลเมทริกซ์มีค่าเป็นศูนย์เนื่องจากไม่มีแรงภายนอกมา 
กระทำท่ีผิวรอยต่อของช้ันท่ี N  และช้ันท่ี N  +  \ ผลท่ีได้คือสมการสติฟเนลเมทริกซ์รวมของช้ันท่ี 
N  จะเป็น

Ktf | uw{^'>ZN ๓̂ ) I  _ (£ 5zพ’6,)!
K l  K ^  +  K ^ J  [ น ;  {Ç,ZN+X,a>)\ 1  0  J

เม่ือ K ^ +1 เป็นสติฟเนสเมทริกช์ของช้ันก่ึงปริภูมิท่ีมีขนาด 2 x 2

(3.63)

3.3.3.2 กรณีโครงสร้างถนน N  ช้ันวางตัวอยู่บนช้ันหินแข็ง

ในกรณีท่ีโครงสร้างถนนวางตัวอยู่บนช้ันหินแข็งดังรูปท่ี 3.10 ค่า นไ, (^, ZN+1, a>) 
จะเป็นศูนย์ตามเง่ือนไขสภาพขอบ คือท่ีผิวของช้ันหินแข็งจะไม่มีการเคล่ือนท่ี จะได้ลมการสติฟ 
เนส เมทริกซ์ของช้ันท่ี N  เป็นดังน้ี

K* ( £ 5 z„,<y) ไ = K {4 ,2 11, œ ) I
K  0 J K ( # , z w+1,© )}

ดังน้ันสมการแสดงความลัมพันธ์ระหว่างแรงท่ีมากระทำกับการทรูดตัวท่ีผิวบน 
ของช้ันท่ี N  เป็นดังน้ี

— ^พ( ^ zพ’®) (3.65)

ซ่ึงค่าสติฟเนสเมทริกซ์ของสมการท่ี 3.65 จะถูกนำไปรวมกับสติฟเนสเมทริกซ์ของ 
ช้ันท่ี N - 1 ซ่ึงทำให้ค่า a N_ 1(£ ,ZN_ 1, œ )  หลังจากการรวมสติฟเนสเมทริกช์มีค่าเป็นศูนย์ด้วย 
เหตุผลเช่นเดียวกับกรณีท่ีผ่านมา ซ่ึงทำให้สมการสติฟเนสเมทริกช์รวมของช้ันท่ี N  - 1 เป็น

พ-! K 2V_1 j u w-i ( £ ’ z w -p ® ) j  _  ไ., ( £ , Z N_ 1, < y ) | (2 6 6 )
K3n„, Kไ,_, + J|u^_1 (Ç ,zN,a>) J = I  0 J

โดยสมการท่ี 3.63 และ 3.66 จะอยู่ในรูป
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[« «SJ
โดยที่ m  เท่ากับ N  และ N  - 1 ในกรณีที่พิจารณาสมการที่ 3.63 และ 3.66 

ตามลำดับและ สมการท่ี 3.67 สามารถเขียนได้เป็น

(3.68)

K’. u i d .  2.. ®)+(k: + k l , ) u: u . ะ . , , , » ’ )  = 0
จากสมการที่ 3.69 สามารถสัดได้เป็น

(3.69)

น :( £ * . . 1.® ) -  - ( K i+ K : „ ) “ K > ; ( f , z . , 0 ) 

แทนค่าสมการท่ี 3.70 ในสมการที่ 3.68 จะได้

(3.70)

= 0 : ^ ,  Z .,® ) (3.71)

หริอ Kmum = <sm (3.72)

เม่ือ K ,  - k : - k : ( k > k u ) - 'k l (3.73)

โดยสติฟเนสเมทริกช'จากสมการที่ 3.72 จะถูกนำไปรวมกับสติฟเนสเมทริกช์ของ 
ชั้นกัดขึ้นไปจนได้ความสัมพันธ์ของแรงที่มากระทำกับค่าการทรุดตัวที่ผิวบนของถนน แล้วจึงทำ 
การแก้สมการหาค่าการทเดตัวที่เกิดขึ้นต่อไป

3.3.4 กา?หาส่วนผกผันชองกๆ?แปลงฟๆสต์ฟุเริย? (FFT Inversion)

ค่าการทรุดตัวที่คำนวณได้ในโดเมนของความถี่จากวิธีการข้างต้นนั้นจะถูกแปลงให้อยู่ 
ในโดเมนของเวลา โดยใช้วิธีการหาส่วนผกผันของการแปลงฟาสต์ฟูเริยร์ เน่ืองจากไม่สามารถทำ 
การปริพันธ์เพ่ือหาส่วนผกผันของการแปลงฟูเริยร์ได้ ความสัมพันธ์ระหว่างค่าการทรุดตัวในโดเมน 
ของเวลาและค่าการทรุดตัวในโดเมนของความถี่มีดังนี้

UL ( ^ zm+p ® )| 1 0 J
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และ
K N T J

=  Y Jg { k T ) e nxnk'N
k=0

* ( t r ) 4 1 G( 4 }
ilnnk! N

11 = 0,1,. . . , N - \  

jfc = 0 ,l , . . . ,w - l

(3.74)

(3.75)

เม่ือ G r_ ท ^
J f T j

คือ ค่าการทรุดตัวในโดเมนของความถ่ี

g { k T )  คือ ค่าการทรุดตัวในโดเมนของเวลา
T  คือ ช่วงเวลาของข้อมูลค่าการทรุดตัวในโดเมนของเวลา 
N  คือ จำนวนชุดข้อมูลค่าการทรุดตัว
N  =  2 r
y  คือ จำนวนเต็มใดๆ

สมการท่ี 3.74 และ 3.75 คือ การแปลงฟาสต์ฟูเรียร์และส่วนผกผันการแปลงฟาสต์ฟู
เรียร์ตามลำตับ โดยท่ีช่วงเวลาในโดเมนของความถ่ี (a/ )  มีค่าเท่ากับ — ตังน้ันเม่ือใด้ค่าการN T
ทรุดตัวในโดเมนของความถ่ีจากการแปลงฮันเกล จะสามารถหาค่าการทรุดตัวในโดเมนของเวลา 
ใต้จากสมการท่ี 3.75

การหาส่วนผกผันการแปลงฟาสต์ฟูเรียร์จะใช้เวลาในการคำนวณน้อยกว่าการหาส่วน 
ผกผันการแปลงลาปลาช นอกจากนี้ยังจำลองลักษณะการสะท้อนของคลื่นที่เกิดจากนํ้าหนัก 
กระทำจากเคร่ืองทดสอบเม่ือแบบจำลองโครงสร้างถนนวางอยู่บนน้ันหินแข็งไต้ด้วย ทำให้ค่าการ 
ทรุดตัวท่ีไต้มีค่าถูกต้องย่ิงเน

3.3.5 การหาค่าท่ีเหมาะสมท่ีสุด (Optimization Method)

ในการคำนวณย้อนกลับนั้นมีวัตถุประสงค์เพื่อหาค่าโมดูลัลยืดหยุ่นของโครงสร้างถนนที่ 
จะสามารถอธิบายพ ถ ุต ็กรรมของโครงสร้างถนนไต้คืท่ีสุด การพิจารณาว่าค่าโมดูลัสยืดหยุ่นที่ใช้ใน 
แบบจำลองให้ค่าการทรุดตัวที่คำนวณไต้ใกล้เคียงกับผลการทดสอบเพียงใดนั้นจำเป็นต้องสร้าง 
ฟังก์ชันจุดประสงค์ที่แสดงถึงค่าความแตกต่างของค่าการทรุดตัวที่คำนวณไต้กับค่าที่ไต้จากการ 
ทดสอบข้ึนมา จากนั้นจึงใช้กระบวนการแก้ปัญหาค่าเหมาะลมที่สุดเพื่อหาค่าโมดูลัสยืดหยุ่นที่เป็น 
คำตอบ ซึ่งทำให้ค่าที่ไต้จากฟังก์ชันจุดประสงค์มีค่าน้อยที่สุด โดยฟังก์ชันจุดประสงค์ที่ใช้ใน 
วิทยานิพนธ์นี้ เรียกว่า ผลรวมของผลต่างลัมพัทธ์กำลังสอง (รนกา of square relative 
differences)
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(3.76)

เม่ือ r/,c(x) คือ ค่าการทรุดตัวที่คำนวณได้จากแบบจำลองโดยใช้ค่า X 
X คือ ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นและความหนาที่ไม่ทราบค่า
X = I ? 2̂ ’ •̂ '3 ’ ^3’• • •’ }
d " คือ ค่าการทรุดตัวท่ีบันทึกได้จากการทดสอบ ค่าท่ี /
M  คือ จำนวนช้ันของโครงสร้างถนน
ท คือ จำนวนข้อมูลการทรุดตัวที่บันทึกได้และนำมาใช้ในการคำนวณย้อนกลับ

สำหรับการเลือกฟังก์ชันวัตถุประสงค์ตังกล่าวนั้น ได้พิจารณาถึงวิธีการแก้ปัญหาค่า 
เหมาะสมท่ีสุดร่วมด้วย ซ่ึงปกติแล้ววิธีหาค่าเหมาะสมท่ีสุดมักจะใช้อนุพันธ์อันตับหน่ึงของฟังก์ชัน 
ในการแก้ปัญหา และโดยการพิจารณาค่าความคลาดเคล่ือนแบบล่ม (Random error) ของเครอง 
FWD Sivanneswaran et al. (1991) พบว่าสมการท่ี 3.76 เหมาะท่ีจะใช้ในปัญหาการคำนวณ 
ย้อนกลับจากข้อมูลการทดสอบด้วยเคร่ือง FWD

การคำนวณย้อนกลับเพึ่อหาค่าโมดูลัสยืดหยุ่น ของวัสดุในแต่ละชั้นของโครงสร้างถนน 
จะใช้หลักการของ N on linea r Least Square  O p tim iza tion  โดยใช้วิธี M od ified  Levenbe rg -  

M arqua rd t A lgo rithm  (Denn is and  S chnabe l 1983) โดยวิธีตังกล่าวได้ประยุกต์มาจากวิธีของ 
นิวตันโดยได้รวมเอาข้อคืของวิธีของนิวตัน (N ew ton ’s m ethod) กับวิธี G rad ien t m ethod มาไว้ 
ด้วยกัน คือ ในการวิเคราะห์จะมีการลู่เช้าลู่คำตอบได้อย่างรวดเร็วซึ่งเป็นข้อดีของวิธีของนิวตัน 
และมีความสามารถวิเคราะห์หาค่าสูงสุดหรือตํ่าสุดสมมูรณ์ได้เป็นอย่างดีซึ่งเป็นช้อดีของวิธ  ี
G rad ien t m e thod  (Polyak, 1987) สำหรับหลักการวิเคราะห์นั้น จะพิจารณาให้ฟังก์ชัน /  ใดๆ 
สามารถกระจายให้อยู่ในรูปอนุกรมชองเทย์เลอร์ (Taylor series) และโดยการประมาณค่าจะ 
สามารถลัด /  ให้อยู่ในรูปของ Q uad ra tic  fo rm  ได้ตังน้ี

/ พ  = / (*o)+ (V/ ( x o))r • ( x - O + ^ - f c - X o f  -H -(x -x 0) (3.77)
เม่ือ X คือ เวกเตอร์ฃองตัวแปรอิสระ x 0 เวกเตอร์ค่าเริ่มต้นของตัวแปรอิสระ V คือ 

ลัญลักษณ์ของเกรเดียน หรือเวกเตอร์ของค่าอนุพันธ์อันดับหนึ่งของฟังก์ชัน H คือ Flessian 
matrix หรือ เมทรืกช์ของอนุพันธ์อันดับสองของฟังก์ชัน

พิจารณาค่าเกรเดียนของฟังก์ชันจากสมการที่ 3.77 จะได้ 
v / ( x )  =  V / ( x 0 ) + H - ( x - x 0 ) (3.78)
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โดยวิธีของนิวตัน จะกำหนดให้ v /(x ) เท่ากับศูนย์ก็จะได้ค่า X ในการคำนวณเารอบ 
ถัดไป น่ันคือ

X = x0- H _1-V /(x0) (3.79)
สำหรับวิธี Levenberg-Marquardt Method ได้พัฒนาสมการท่ี 3.79 โดยปรับปรุงค่า 

H ใหม่ ตังน้ี
X = * 0  ~ (H+ a  i )  1 - v /( x 0 ) (3.80)

เมือ I คือ เมทรกช์เอกลักษณ์ และ a  คือ Levenberg-Marquardt parameter 
( a  > 0) หลังจากกำหนดค่าเร่ิมต้นของตัวแปรอิสระให้กับฟังก์ชัน โดยการคำนวณชํ้าตามลมการ 
ท่ี 3.80 ก็จะสามารถวิเคราะห์หาคำตอบออกมาได้ในท่ีสุด

ในการวิเคราะห์เพ่ึอประเมินสภาพความแข็งแรงของโครงสร้างถนนน้ันทำได้โดยการทำ 
การคำนวณย้อนกลับเพ่ือหาค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของช้ันถนนแต่ละช้ันจากข้อมูลท่ีได้จากการทดสอบ 
FWD ซ่ึงในงานวิจัยได้ทำการสร้างแบบจำลองถนนยืดหยุ่นหลายช้ันท่ีรับแรงกระทำแบบพลวัต 
ข้ึนมา โดยการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ด้วยภาษาพ่อร์แทรน (FORTRAN) และใข้วิธีการ 
แก้ปัญหาค่าขีดสุดท่ีเหมาะสม เพ่ือให้วิธีการคำนวณย้อนกลับมีประสิทธิภาพ ซ่ึงมโปรแกรมย่อย 
สำหรับการหาค่าเหมาะสมท่ีสุดคือ BCLSF
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รูปท่ี 3.1 รูปแสดงตัวอย่างเคร่ือง Falling Weight Deflectometer (FWD)
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ก้อนนํ้าหนักทดสอบ

Do

รูปท่ี 3.2 รูปแสดงส่วนประกอบที่สำคัญของเครอง Falling Weight Deflectometer (FWD)

Falling Mass 
Rubber Buffer 
Load Ceil 

Foot Plate n
Deflection Sensor

รูปท่ี 3.3 ลักษณะการแผ่กระจายของคลื่นพลังงานขณะทำการทดสอบด้วยเครื่อง FWD
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รูปที่ 3 .4  ล ักษณะท ั่วไปของข ้อม ูลการทรุดต ัวท ี่บ ันท ึกได ้ ณ .ตำแหน ่งต ่างๆ จากเคร ื่อง FWD
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Moving Wheel Load----
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FWD Deflection Signal-

รูปท่ี 3.5 ลักษณะสัญญาณค่าการทรุดตัวจากเครอง FWD และล้อรถหนักท่ีสัญจรบนถนนเม่ือ 
พิจารณาเทียบกับเวลา

รูปท่ี 3.6 รูปแบบปัญหาการคำนวณย้อนกลับ
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รูปที่ 3 .7  แผนผ ังแสดงการคำนวณ ย้อนกล ับเพ ื่อพ ิจารณ าค ่าโมด ูล ัสย ืดหย ุ่นของโครงสร ้างถนน
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รูปที่ 3 .8  ภาพแสดงแบบจำลองโครงสร้างถนนหลายช ั้น
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รูปที่ 3 .9  การรวมสติฟเนสเมทรกซ์ของโครงสร้างถนนที่วางต ัวอยู่บนกึ่งปริภ ูม ิ

รูปที่ 3 .10  การรวมสติฟเนสเมทรกซ์ของโครงสร้างถนนที่วางต ัวอย่บนชั้นห ินแข็ง
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