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บทที่  1 

บทนํา 

 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

 ความกาวหนาทางดานเลขคณิตคอมพิวเตอร (computer arithmetic) ในชวงเวลากวา 3 
ทศวรรษที่ผานมาสงผลตอประสิทธิภาพการทํางานของดิจิทัลคอมพิวเตอรฮารดแวร (digital 
computer hardware) ในทางบวกอยางตอเนื่อง ความกาวหนาทางดานเทคโนโลยีคอมพิวเตอร
อยางตอเนื่องนี้ คงจะปฏิเสธไมไดวาเปนผลมาจากทฤษฎีที่คิดคนขึ้น การวิจัย และความพยายาม
ในการสรางเครื่องมือตางๆ ที่ชวยแปลงจากสถาปตยกรรมคอมพิวเตอรบนกระดาษมาเปนอุปกรณ
คอมพิวเตอรตางๆ ในปจจุบันระบบการแทนจํานวน (number representation system) เปนหัวขอ
ที่สําคัญในเลขคณิตคอมพิวเตอร ระบบการแทนจํานวนไดถูกพัฒนาและจําแนกเปนประเภทตางๆ 
มากมายโดยผูเชี่ยวชาญทางดานคอมพิวเตอรเพื่อใหสามารถนําไปใชในวงจรคอมพิวเตอรไดอยาง
มีประสิทธิภาพ การเลือกระบบการแทนจํานวนที่เหมาะสมจะมีผลตอคาใชจายในการทําใหเกิดผล 
(implement) และเวลาที่ใชในการคํานวณทางดานคณิตศาสตร 

ในทางคณิตศาสตร ระบบจํานวน (number system) นับวาเปนหัวใจหลักในการคํานวณ
ไมวาจะเปนการบวก ลบ คูณ หาร การเลือกระบบจํานวนที่เหมาะสมมาใชงานจะมีผลกระทบ
อยางมากตอประสิทธิภาพของการคํานวณไมวาจะเปนความเร็วในการคํานวณ หรือ ความยาก
งายในการคํานวณ  

เพื่อเปนการเพิ่มประสิทธิภาพดานความเร็วในการคํานวณ ระบบจํานวนซ้ําซอน 
(redundant number system) จึงไดถูกพัฒนาขึ้น คุณสมบัติเฉพาะที่จํานวนหนึ่งๆ สามารถเขียน
ไดหลายแบบ ซึ่งสามารถลดการเกิดสายการแพรของตัวทด (carry propagation chain) สามารถ
ทําใหเกิดการคํานวณแบบขนาน (parallel computation) โดยระบบจํานวนซ้ําซอนที่เปนที่นิยม
มากคือ ระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายของอเวเซียนีส  (Avizienis’s signed-digit number 
system) [1] ซึ่งถูกเสนอในป ค.ศ. 1961 

อยางไรก็ด ี ผลกระทบที่มีตอความเร็วของการคํานวณ ประการหนึง่คือคาน้าํหนัก 
(weight) ของจํานวนโดยคาน้ําหนกันี้คือจํานวนของตวัเลขที่ไมเปนศนูย (nonzero digit) นัน่คือใน
กรณีที่จํานวนมีคาน้าํหนักนอย เวลาที่ใชในการคํานวณก็จะนอยตามไปดวย แนวความคิดทีจ่ะทาํ
ใหจํานวนหนึง่ๆ มีคาน้ําหนกันอยที่สุดคือการแปลงจาํนวนนั้นใหอยูในรูปของจํานวนทีม่ีจํานวน
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ของดิจิต (digit) ที่ไมเปนศนูยนอยที่สุด หรืออีกนยัหนึง่คือแปลงใหอยูในรูปของจํานวนทีม่ีจํานวน
ของดิจิตที่เปนศูนยมากที่สุด 

งานวิจัยนี้มุงเนนการแปลงชุดตัวเลขซ้ําซอนใหอยูในชุดตัวเลขเดียวกันบนเลขฐานจํานวน
เต็มใดๆที่มากกวาหรือเทากับสอง โดยที่ผลลัพธที่ไดตองอยูในรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคา
น้ําหนักนอยที่สุด ในงานวิจัยที่ผานมาจะพบวาการแปลงจํานวนทําจากขวาไปซาย ดังนั้นเวลาที่ใช
ในการแปลงจึงเปนเวลาเชิงเสนตรง O(n) งานวิจัยนี้สนใจการแปลงแบบขนานโดยอาศัย
สถาปตยกรรมการแปลงแบบทําควบคูกัน (on-the-fly) ซึ่งสงผลใหเวลาในการคํานวณเปนเวลา
ลอการิทึม O(log n) แนวคิดการแปลงชุดตัวเลขแบบทําควบคูกันนี้ถูกเสนอเมื่อป ค.ศ. 1994 โดย 
คอรเนอรับ [2] เพื่อแปลงชุดตัวเลขซ้ําซอนไปเปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอนซึ่งเพิ่มความเร็วจากเวลาเชิง
เสนตรงไปเปนเวลาลอการิทึม 

จากงานวิจัยที่ผานมา การแปลงจํานวนใหอยูในรูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดสําหรับ
การคํานวณแบบทําควบคูกันยังไมไดรับการพัฒนา อีกทั้งการคํานวณแบบทําควบคูกันที่ถูกเสนอ 
ยังไมไดมีการคํานึงถึงผลลัพธที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ดังนั้น ในงานวิจัยนี้ จึงสนใจการทําใหเปน
บรรทัดฐานของจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดโดยอาศัยสถาปตยกรรมการแปลงชุดตัวเลขแบบทํา
ควบคูกัน

 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

พัฒนาอัลกอริทึมการทําใหเปนบรรทัดฐานของชุดตัวเลขจากระบบจํานวนซ้ําซอนบนฐาน
จํานวนเต็มใดๆ ที่มากกวาหรือเทากับสอง ใหอยูในรูปของระบบจํานวนซ้ําซอนเดียวกันโดยที่คา
น้ําหนักของรูปแบบการแทนจํานวนที่เปนผลลัพธตองมีคาน้ําหนักนอยที่สุด โดยอาศัย
สถาปตยกรรมการแปลงชุดตัวเลขแบบทําควบคูกัน

 
1.3 ขอบเขตของการวิจยั 

 1. พัฒนาอัลกอริทึมการทําใหเปนบรรทัดฐานของรูปแบบการแทนจํานวนแบบขนาน
สําหรับระบบจํานวนซ้ําซอน บนฐานจํานวนเต็มใดๆ ที่มากกวาหรือเทากับสอง ไปอยูในรูปของ
ระบบจํานวนซ้ําซอนเดียวกันโดยที่คาน้ําหนักของรูปแบบการแทนจํานวนที่เปนผลลัพธตองมีคา
น้ําหนักนอยที่สุด 
 2. คาเชิงตัวเลขของจํานวนนําเขาและจํานวนนําออกที่ไดตองเทากัน  

3. การแปลงชุดตัวเลขทําไดในกรณีที่จํานวนนั้นสามารถแสดงไดในระบบจํานวนทั้งสอง
ระบบ 
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4. ระบบจํานวนซ้ําซอนบนฐานจํานวนเต็มใดๆ ที่มากกวาหรือเทากับสองจะอางอิงระบบ
จํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมาย 

5. ชุดตัวเลขที่ใชเปนชุดตัวเลขซ้ําซอนมากที่สุดและมีคุณสมบัติสมมาตร 
6. คาตัวทดที่ใชตองเปนคาตัวทดที่นอยที่สุดที่เปนไปได 
7. อัลกอริทึมนี้จะวัดผลความถูกตองโดยการพิสูจนทางคณิตศาสตรเทานั้น 
 

1.4 ขั้นตอนและวิธีดําเนินการวิจัย 

1. ศึกษาทฤษฎีเกี่ยวกับระบบจํานวนที่ใชในงานวิจัย 
2. ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวกับระบบจํานวนซ้ําซอนบนฐานจํานวนเต็มใดๆ ที่มากกวาหรือ

เทากับสองแบบมีเครื่องหมาย 
3. ศึกษาวิธีการแปลงชุดตัวเลขของระบบจํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมาย 
4. ศึกษาคุณสมบัติของรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
5. ออกแบบแนวคิดและอัลกอริทึมการทําใหเปนบรรทัดฐานของรูปแบบการแทนจํานวนที่

มีคาน้ําหนักนอยที่สุดแบบทําควบคูกันสําหรับระบบจํานวนซ้ําซอน 
6. พิสูจนแนวคิดและอัลกอริทึมการทําใหเปนบรรทัดฐานของรูปแบบการแทนจํานวนที่มี

คาน้ําหนักนอยที่สุดใหทํางานไดอยางถูกตอง 
7. สรุปผลและจัดทําวิทยานิพนธ 
 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการวิจัย 

1. ไดอัลกอริทึมการทําใหเปนบรรทัดฐานของรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอย
ที่สุดแบบใหมที่มีลักษณะการทํางานแบบขนานโดยอาศัยสถาปตยกรรมการแปลงชุดตัวเลขแบบ
ทําควบคูกัน

2. สามารถนําวิธีการทําใหเปนบรรทัดฐานของรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอย
ที่สุดนี้ไปเปนแนวทางในการปรับปรุงตัวดําเนินการทางคณิตศาสตรตางๆ เพื่อใหไดผลลัพธที่อยูใน
รูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ซึ่งผลลัพธที่ไดนี้จะเพิ่มความเร็วใหกับการคํานวณเมื่อถูกนําไปใช 
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1.6 ผลงานที่ตีพิมพจากวิทยานิพนธ 

 สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนี้ไดรับการตีพิมพเปนผลงานวิชาการในหัวขอเร่ืองดังตอไปนี้ 
1. “On-the-fly Minimum Weight Binary Number Normalization Algorithm”  โดย 

นิธิชัย อนันตะเศรษฐกูล และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ National 
Computer Science and Engineering Conference (NCSEC2005) 

2. “On-the-fly Minimum Weight Normalization for Signed-digit Number System” 
โดย นิธิชัย อนันตะเศรษฐกูล และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ ในงานประชุมวิชาการ 10th 
Annual National Symposium on Computational Science and Engineering 
(ANSCSE10) 

 
 



บทที่  2 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 

ในบทนี้จะกลาวถึงทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของไปพรอมๆกัน โดยจะกลาวถึงทฤษฎีที่
เกี่ยวของพรอมอางอิงงานวิจัยที่เกี่ยวของที่มีความสําคัญและเกี่ยวของกับทฤษฎีนั้นๆ ซึ่งประกอบ
ไปดวย ระบบจํานวน (number system) ระบบจํานวนซ้ําซอน (redundant number system) การ
แปลงชุดตัวเลข (digit set conversion) แบบตางๆ เชน การแปลงแบบเชื่อมตรง (on-line) และ
การแปลงแบบขนาน (parallel) และคาน้ําหนักเลขคณิต (arithmetic weight) ทฤษฎีหลักที่จะ
นํามาประยุกตใชในงานวิจัยนี้คือ สถาปตยกรรมการแปลงชุดตัวเลขแบบทําควบคูกัน (on-the-fly 
conversion architecture) และรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด (minimum 
weight number representation) สําหรับฐานที่มากกวาหรือเทากับสองโดยอางอิงรูปแบบการ
แทนจํานวนที่เรียกวาจีนาฟ (generalized nonadjacent form : GNAF) ซึ่งเปนหลักการสําคัญ
ของงานวิจัยนี้ 
 
2.1 ระบบจํานวน (Number system) 

ระบบจํานวน (β, D) ประกอบดวยเลขฐาน (base) β โดยที่ β สามารถเปนไดทั้งจํานวน
จริงหรือจํานวนเชิงซอน ซึ่ง ||β || > 1 และ ชุดตัวเลขแบบจํากัด (finite digit set) D โดยที่สมาชิก
ในชุดตัวเลขที่เรียกวา ดิจิต (digit) สามารถเปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน 

กําหนดใหมีจํานวนเต็ม X โดยที่ X สามารถแสดงไดในระบบจํานวนเลขฐาน β ดวยชุด
ตัวเลขแบบจํากัด D ดังนี้ 

X = (xnxn -1 ⋅⋅⋅ x0.x-1x-2⋅⋅⋅)β 

 
ซึ่ง xi ∈ D โดยที่ n ∈ Z, i ≤ n  โดยคาเชิงตัวเลข (numerical value) ของ X  บนฐาน β สามารถ
คํานวณไดจากสมการ 

 ∑
−∞

=

=
ni

i
ixX β  (2.1) 

 
ซึ่งคาเชิงตัวเลขทั้งหมดที่แสดงไดสามารถเขียนใหอยูรูปของเซต P[β, D] ไดดังนี้ 
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โดย  และ P[ Dm

n ,βΡ ] n[β, D] เทากับ เซตจํากัดและเซตไมจํากัด ตามลําดับ โดยที่ n เปนเลขชี้
กําลังสูงสุด และ m เปนเลขชี้กําลังต่ําสุด 

ในระบบเลขฐานจํานวนเต็ม β ที่มีชุดตัวเลขอยูในรูป C = {c ∈ Z | 0 ≤ c ≤ |β | − 1} 
เรียกวา ชุดตัวเลขคาโนนิคอล (canonical digit set) ตัวอยางเชน สําหรับระบบเลขฐาน 10 จะไดβ 

= 10 และ ชุดตัวเลขคาโนนิคอลคือ {c ∈ Z | 0 ≤ c ≤ 9} 
 
2.2 ระบบจํานวนซ้ําซอน (Redundant number system) 

ระบบจํานวน (β, D) มีคุณสมบัติการซ้ําซอน (redundant property) ก็ตอเมื่อ มีจํานวน
อยางนอยสองจํานวนที่มีรูปแบบที่แตกตางกัน X1 และ X2 แตตองมีคาเชิงตัวเลขเทากัน ซึ่งก็คือ  
||X1|| = ||X2|| 

ระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายของอเวเซียนีส (Avizienis’s signed-digit number 
system) [1] ซึ่งไดถูกเสนอขึ้นเพื่อประโยชนในการทํางานแบบขนานโดยที่ออกแบบมาเพื่อลดการ
เกิดสายการแพรของตัวทด (carry propagation chain) ในการบวกกันของเลขคณิต ระบบจํานวน
แบบมีเครื่องหมายของอเวเซียนีสก็เปนระบบจํานวนแบบหนึ่งที่มีคุณสมบัติการซ้ําซอน โดยระบบ
จํานวนแบบนี้หมายถึงระบบจํานวนที่มีชุดตัวเลขแบบจํากัดอยูในรูปแบบของ D = {-a, -a + 

1,…, a} ซึ่งมีฐานเปน β ≥ 2 โดยที่ a เปนจํานวนเต็ม  ⎡β/2⎤ ≤ a ≤ β − 1 (เพื่อความสะดวกใน
การเขียน จากนี้ไปอาจแทนดิจิต -a ดวยสัญลักษณ a  ตามความเหมาะสมสําหรับทุกๆ ดิจิต a) 
 
นิยามที่ 2.1  ระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมาย (signed-digit number system) (β, D) บนฐาน 

β โดยที่ β เปนจํานวนเต็มบวก β ≥ 2 และ ชุดตัวเลข D = {d ∈ Z | a ≤ d ≤ b} ซึง่ 
a และ b เปนจํานวนเต็ม a ≤ 0 ≤  b 

 
ขอสังเกต จํานวนสมาชิกในชุดตัวเลขแบบจํากัด D คือ |D| = b – a + 1 บนฐาน β จะไดวา 

1. ถา |D| < β จํานวนบางจํานวนไมมีในระบบนี้ 
2. ถา |D| = β ทุกจํานวนเต็มมีในระบบนี้แตมีเพียงรูปแบบเดียวเทานั้น 
3. ถา |D| > β ระบบนี้มีความซ้ําซอน 
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นิยามที่ 2.2  ประเภทของชุดตัวเลขแบบจํากัด D บนฐาน β 
1. ถา |D| = β + 1 แลว D จะถูกเรียกวาเปนชุดตัวเลขซ้ําซอนนอยที่สุด 

(minimum redundant digit set) 
2. ถา |D| = 2β – 1 แลว D จะถูกเรียกวาเปนชุดตัวเลขซ้ําซอนมากที่สุด 

(maximum redundant digit set) 
3. ถา b = |a| ชุดตัวเลข D เปนชุดตัวเลขสมมาตร (symmetric) 

 
กําหนดให β เปนเลขฐาน โดยที่ β เปนจํานวนเต็มที่ β ≥ 2 และกําหนดให D เปนชุดตัว

เลขที่มีชวงคาอยูระหวาง {d ∈ Z | a ≤ d ≤ b} โดย -a + b ≥ β และ a ≤ 0 ≤ b คาเชิงตัวเลขของ
จํานวน X จะมีรูปแบบการแสดงคามากกวาหนึ่งแบบ 
 
ตัวอยางที่ 2.1 สมมติใหชุดตัวเลข D มีคาอยูในชวง {7 , 6 ,…, 0,…, 6, 7} บนเลขฐาน β = 10 

และคาเชิงตัวเลข X = 597 จะมีรูปแบบการเขียนแทนไดดังนี้ 
   

(6  1 7)10 = 6×102 + (-1)×101 + 7×100 = 597 
 
 (6  0 3 )10  = 6×102 + 0×101 + (-3)×100 = 597 
 
  (1  4   0 3 )10  = 1×103 + (-4)×102 + 0×101 + (-3)×100 = 597 

 
จะเหน็ไดวารูปแบบการแทนจํานวน X = 597 สามารถมีไดหลายรูปแบบ □ 

 
2.3 การแปลงชุดตัวเลข (Digit set conversion) 

การแปลงชุดตัวเลขคือการแปลงจากชุดตัวเลขหนึ่งไปเปนอีกชุดตัวเลขหนึ่ง ซึ่งไดถูกศึกษา
อยางละเอียดในงานวิจัย [2, 3] กําหนดให D และ E เปนชุดตัวเลขแบบจํากัดที่ตางกัน และ
กําหนดให β เปนเลขฐานที่สามารถเปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอน การแปลงชุดตัวเลข
ในระบบเลขฐาน β จากชุดตัวเลข D ไปเปนชุดตัวเลข E สามารถเขียนเปนสมการฟงกชันดังนี้ 
 

λ : D  → E โดยที่ X ∈ D, ||λ(X)|| = ||X|| 
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ในทางทฤษฏีแลวปญหาการแปลงชุดตัวเลขถูกนําไปใชในการอธิบายการคํานวณพื้นฐาน
ทางคณิตศาสตรมากมาย เชน การบวกสามารถเทียบไดกับการแปลงชุดตัวเลขบนเลขฐาน
เดียวกัน แตมีชุดตัวเลขที่ตางกัน ในลักษณะ D = {d ∈ Z | 2a ≤ d ≤ 2b} และ E = {e ∈ Z | a ≤ 

e ≤ b} เปนตน 
 
ตัวอยางที่ 2.2 การบวกเลขสองจํานวนบนระบบเลขฐานสอง X = 0101010 และ Y = 0011010 

สามารถพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขบนเลขฐานสองจากชุดตัวเลข {0, 1, 2} ไปยังชุดตัวเลข 

{0, 1} ได โดยแปลงจาก 0112020 ไปเปน 1000100 ดังแสดงในรูปที่ 2.1 
  

X =  0 1 0 1 0 1 0 
 

  Y =   0 0 1 1 0 1 0 
    _____________________________________ 
 
  X+Y =  0 1 1 2 0 2 0 
   

ผลลัพธ  1 0 0 0 1 0 0 
  ================================ 

 รูปที่ 2.1 การบวกเลขสามารถพิจารณาเปนการแปลงชุดตัวเลขได □ 
 
2.3.1 การแปลงแบบเชื่อมตรง (On-line conversion) 

เลขคณิตแบบเชื่อมตรงถูกคิดคนขึ้นเมื่อป ค.ศ. 1977 โดยเออเสกโกแวคและไทรเวดี [4] 
ซึ่งในการคํานวณเลขคณิตแบบเชื่อมตรงนี้ ระบบจํานวนที่ใชคือ ระบบจํานวนซ้ําซอนแบบมี
เครื่องหมายของอเวเซียนีส (Avizienis’s signed-digit number system) [1] 

แนวคิดของการคํานวณแบบเชื่อมตรงคือ การทํางานที่ทุกตัวดําเนินการกระทําไปใน
ทิศทางเดียวกันแบบลําดับ (sequential) ผนวกเขากับ การทํางานแบบทอตรง (pipeline) โดย
อาศัยแนวคิดที่วา ตัวดําเนินการตางๆ สามารถเริ่มตนทํางานไดโดยไมตองรอใหตัวดําเนินการที่อยู
ในลําดับกอนหนาทําเสร็จเสียกอน นอกจากนี้ การทํางานแบบเชื่อมตรงยังจําเปนตองใชระบบ
จํานวนซ้ําซอนดวย และการคํานวณแบบเชื่อมตรง เปนการคํานวณแบบลําดับเร่ิมตนจาก ดิจิตที่มี
นัยสําคัญสูงสุด (most significant digit, MSD) ไปสูดิจิตที่มีนัยสําคัญต่ําสุด (least significant 
digit, LSD) การคํานวณจะกระทําทีละดิจิตจากซายไปขวา 
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การแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงไดถูกศึกษาในงานวิจัย [5, 6] โดยในงานวิจัยนี้แสดงให
เห็นวา การแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงไมมีความซับซอน แตประสิทธิภาพในดานความเร็วอยูใน
ระดับเดียวกับการทํางานแบบขนาน 

คุณสมบัติที่สําคัญอีกประการหนึ่งของเลขคณิตแบบเชื่อมตรงคือคาความหนวงเชื่อมตรง 
(on-line delay) φ  ของตัวดําเนินการ ในบางกรณี การคํานวณแบบเชื่อมตรงไมสามารถจะผลิต
ดิจิตแรกของคําตอบหรือจํานวนนําออก  (output) ไดจากการคํานวณของดิจิตแรกของจํานวน
นําเขา (input) ไดเสมอไป การจะไดคําตอบจําเปนตองพิจารณาดิจิตของจํานวนนําเขามากกวา
หนึ่งดิจิตในการเริ่มตนคํานวณ แตตอจากนั้น การคํานวณสามารถทําไดทีละดิจิต ในกรณีที่จํานวน
ของดิจิตที่ใชเพื่อการผลิตดิจิตแรกของคําตอบเปน φ + 1 คาความหนวงเชื่อมตรงของตัว
ดําเนินการนั้นจะมีคาเทากับ φ  

จากงานวิจัย [6] ของฟรูนี่ยและสุรฤกษ จะเห็นไดวาในการคํานวณแบบเชื่อมตรงสามารถ
ทําไดแบบตอเนื่องโดยจําเปนตองอาศัยระบบจํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมาย เนื่องจากขอดีของ
การคํานวณแบบเชื่อมตรงคือ การคํานวณสามารถทําไดโดยไมจําเปนตองรอใหมีจํานวนนําเขาเขา
มาทั้งหมดกอนก็สามารถคํานวณหาจํานวนนําออกไดเลย สงผลใหเวลาที่ใชมีความเร็วสูงขึ้น และ
ผลลัพธที่ไดสามารถนําไปคํานวณตอไดเลย ทําใหการคํานวณอยูในรูปแบบการทํางานแบบทอตรง 
ขอดีอีกประการหนึ่งคือเมื่อนําวิธีการนี้มาทําใหเกิดผล (implement) ทรัพยากรที่ใช เชน เรจิสเตอร 
(register) ไมมีความจําเปนตองใชมากเนื่องจากดิจิตที่ใชในการคํานวณมีจํานวนนอย ข้ึนอยูกบัคา
ความหนวงเชื่อมตรงที่กําหนด ดังนั้นการคํานวณแบบเชื่อมตรงนี้จึงสามารถประหยัดทรัพยากรลง
ไดมากทีเดียว สวนขอเสียของการคํานวณแบบเชื่อมตรงคือ จํานวนดิจิตของจํานวนนําออกตอง
เทากับจํานวนดิจิตของจํานวนนําเขา ดังนั้นถาจะนําวิธีนี้มาใชในการทําใหเปนบรรทัดฐานของ
จํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ผลลัพทที่ไดจะไมมีประสิทธิภาพที่ดี เพราะมีหลายกรณีที่จํานวน
ดิจิตของจํานวนนําออกจําเปนตองมากกวาจํานวนดิจิตของจํานวนนําเขาเพื่อใหไดผลลัพทที่อยูใน
รูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ดังนั้นวิธีการแปลงชุดตัวเลขแบบเชื่อมตรงนี้จึงไมเหมาะสมที่จะ
นํามาใชในการทําใหเปนบรรทัดฐานของจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
 
2.3.2 การแปลงแบบขนาน (Parallel conversion) 

การแปลงชุดตัวเลขที่นาสนใจอีกแบบหนึ่งคือการแปลงชุดตัวเลขแบบขนาน เนื่องจาก
เวลาที่ใชในการคํานวณมีความเร็วสูง โดยที่การแปลงจะทําทีเดียวพรอมๆ กันสําหรับทุกๆ ดิจิต
นําเขา ซึ่งดิจิตนําออกที่ไดก็จะไดในเวลาที่ใกลเคียงกัน โดยปกติการคํานวณแบบขนานไมสามารถ
หาคําตอบไดในการคํานวณเพียงรอบเดียวเนื่องจากผลกระทบที่อาจเกิดขึ้นไดจากการเกิดสายการ
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แพรของตัวทด (carry propagation chain) สงผลใหดิจิตทางซายเกิดความเปลี่ยนแปลงขึ้นได 
ดังนั้นการคํานวณแบบขนานจริงจําเปนตองทํามากกวาหนึ่งรอบขึ้นอยูกับขนาดของจํานวนนําเขา 
 
2.3.3 การแปลงโดยหนาตางการเลื่อนไหล (Sliding window conversion) 

การแปลงชุดตัวเลขโดยหนาตางการเลื่อนไหลนี้ [3] มีวัตถุประสงคเพื่อใหผลลัพธที่ไดมีคา
น้ําหนักนอยที่สุดโดยมีข้ันตอนวิธีการแปลงแบบสามารถกําหนดเลขฐานของจํานวนนําออก ขนาด
ของหนาตางและชุดตัวเลขได อีกทั้งยังไดนําชุดตัวเลขแบบมีเครื่องหมายมาใชดวย การแปลงชุด
ตัวเลขโดยหนาตางการเลื่อนไหลเปนกระบวนการการแปลงที่นําดิจิตที่ติดกันมาจดักลุมรวมกนัเพือ่
สรางดิจิตตัวใหมโดยอาศัยดิจิตในชุดตัวเลขซ้ําซอน การแปลงชุดตัวเลขแบบนี้จะชวยลดจํานวน
ของดิจิตที่ไมเปนศูนยโดยเฉลี่ย ซึ่งอยูในรูปแบบการแทนจํานวนรูปแบบใหม การแปลงชุดตัวเลข
โดยหนาตางการเลื่อนไหลเปนการแปลงจากขวาไปซาย(ดิจิตที่มีนัยสําคัญต่ําสุดไปยังดิจิตที่มี
นัยสําคัญสูงสุด) อัลกอริทึมในการแปลงมีดังตอไปนี้ 
 
/* Perform the conversion Y = SWr,m,l,u(X) */ 
Skip = 0, carry = 0 
xn = 0, xn+1 = 0, …, xn+m = 0 
for i = 0 to n − 1 
 if (skip = 0) then 
  if (xi + carry mod r = 0) then 
   /* Skip over zero digits */ 
   yi = 0 
  else 
   x = ∑ x−

=

1

0

m

j i+j × rj

   if (x + carry > u) then 
    /* Must choose a negative digit */ 
    yi = x + carry − rm

    carry = 1 
   elseif ((xi+m = r − 1) and (x + carry ≥ l + rm)) then 
    /* Choosing a negative digit may reduce the weight */ 
    yi = x + carry − rm  
    carry = 1 
   else 
    /* Choose a positive digit */ 
    yi = x + carry 
    carry = 0 
   end if 
   skip = m − 1 
  end if 
 else 
  yi = 0  
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  skip = skip − 1 
 end if 
next i 
yn = carry 
 
 อัลกอริทึมนี้สามารถหารูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดไดโดยการกําหนด
คาพารามิเตอร (parameter) ในอัลกอริทึมดังตอไปนี้ 
  1. ชุดตัวเลข 
  2. ขนาดของหนาตาง 
 ในระบบจํานวน (β, D) การหารูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดโดยวิธี
หนาตางการเลื่อนไหลขึ้นอยูกับการกําหนดขนาดของหนาตาง แตในงานวิจัยนี้ไมไดกําหนดวา
รูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดในระบบเกิดจากขนาดของหนาตางขนาดเทาใด 
 
2.4 คาน้ําหนักเลขคณิต (Arithmetic weight) 

ในระบบจํานวนซ้ําซอนระบบหนึ่ง จํานวนหนึ่งๆ สามารถมีรูปแบบการแทนไดมากกวา
หนึ่งรูปแบบ ในแตละรูปแบบอาจมีคาน้ําหนักที่แตกตางกันได โดยคาน้ําหนักของรูปแบบหมายถึง 
จํานวนของดิจิตที่ไมเปนศูนย (nonzero digit) ในการคํานวณบางประเภท เชนการคูณ คาน้ําหนัก
ของจํานวนนําเขาอาจมีผลตอความเร็วในการคํานวณดวย ถาคาน้ําหนักนอย การคํานวณสามารถ
ทําไดเร็ว ดังนั้น ปญหาการหารูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักต่ําสุดจึงเปนปญหาที่นาสนใจ
ปญหาหนึ่ง [3] คาน้ําหนักสามารถนิยามไดดังตอไปนี้ 
 
นิยามที่ 2.3  กําหนดให C(Y) เปนการแทนคาน้ําหนักของ Y ในระบบจํานวนฐาน β และชุด

ตัวเลขแบบจํากัด D ดังนั้น C: D n → Z และ  โดยที่ δ(y( ) ( )∑
−

=

=
1

0

n

i
iyYC δ i) = 1 

ถา yi ≠ 0 และ มิฉะนั้น δ(yi) = 0 ไดนิยามดังตอไปนี้ 

1. คาน้ําหนักนอยที่สุดของจํานวนเต็ม ||Y|| ขนาดไมเกิน n คือ 
 M(||Y||) = min{C(Yi) | Yi ∈ yn ∧ ||Yi|| = ||Y||} 
2. เรียก Y วาเปนรูปแบบการแทนคานอยที่สุด (minimal representation) ถา 

C(Y) = M(||Y||) 
3. เรียกการแปลงชุดตัวเลข F : xm →  yn โดยที่ m ≤ n และ m, n เปน

จํานวนเต็มบวก วาเปนการแปลงชุดตัวเลขที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ถา ∀Y 

= F(X) และ Y แทนคาน้ําหนักที่นอยที่สุดของ ||X|| 
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สําหรับการคํานวณที่ซับซอน เชน การคูณและการยกกําลังสอง ถาไดจํานวนที่มีคา
น้ําหนักนอยที่สุดมาใชในการคํานวณ ภาระงานในการคํานวณจะลดลงเปนอยางมาก ดังนั้นการ
หาสูตรการแปลงจํานวนใหอยูในรูปที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดจึงเปนสิ่งสําคัญสําหรับการคํานวณเลข
คณิต 
 
ตัวอยางที่ 2.3 ในระบบเลขฐานสอง และชุดตัวเลข {1 , 0, 1} รูปแบบการแทนจํานวนของ

จํานวน 01111101000101 = 800510 สามารถแสดงไดดังตัวอยางตอไปนี้ 
 
แบบที่ 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 มีคาน้ําหนักเปน 8 
แบบที่ 2 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 มีคาน้ําหนักเปน 9 
แบบที่ 3 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 มีคาน้ําหนักเปน 5 
แบบที่ 4 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 มีคาน้ําหนักเปน11 

 
จะเห็นไดวาคาเชิงตัวเลขของทั้งสี่แบบมีคาเทากัน และชุดตัวเลขแบบที่ 3 มีคาน้ําหนักนอยที่สุดซึ่ง
มีคาน้าํหนักเปน 5 เมื่อเทยีบกับรูปแบบอื่น □ 
 
ตัวอยางที่ 2.4 ในระบบเลขฐานสี่ และชุดตัวเลข { 3 , 2 , 1 , 0, 1, 2, 3} รูปแบบการแทน

จํานวนของจํานวน 21 3 2 31 = 196510 สามารถแสดงไดดังตัวอยางตอไปนี้ 
 
แบบที่ 1 2 1 3 2  3 1 มีคาน้ําหนักเปน 6 
แบบที่ 2 2 1 3 1 0 3  มีคาน้ําหนักเปน 5 
แบบที่ 3 2 0 1 1 0 3  มีคาน้ําหนักเปน 4 
แบบที่ 4 2 0 1 2  3 1 มีคาน้ําหนักเปน 5 

 
จะเห็นไดวาคาเชิงตัวเลขของทั้งสี่แบบมีคาเทากัน และชุดตัวเลขแบบที่ 3 มีคาน้ําหนักนอยที่สุดซึ่ง
มีคาน้าํหนักเปน 4 เมื่อเทยีบกับรูปแบบอื่น □ 
 
2.5 สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน (On-the-fly architecture) 

งานวิจัยที่เกี่ยวกับการแปลงชุดตัวเลขนั้นไดถูกพัฒนาขึ้นโดยนักวิจัยมากมายซึ่งมีวิธีการ
แปลงที่แตกตางกันออกไป เชน การแปลงแบบเชื่อมตรง (on-line conversion) โดยอาศัย
อัลกอริทึมแบบเชื่อมตรง [4] มาประยุกตใชในการคํานวณ และ การแปลงแบบขนาน (parallel 
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conversion) โดยอาศัยเทคนิคแบบทําควบคูกัน [2, 7] มาชวยในการแปลง ซึ่งวิธีการหลังนี้เองที่
เปนที่สนใจของงานวิจัยนี้ 

สถาปตยกรรมการแปลงแบบทําควบคูกันเปนกระบวนการการผลิตดิจิตแบบขนานซึ่ง
สงผลใหเวลาที่ใชเปนเวลาลอการิทึม O(log n) ในงานวิจัย [2] ของคอรเนอรับ สถาปตยกรรม
แบบทําควบคูกันถูกเสนอขึ้นเพื่อแปลงชุดตัวเลขซ้ําซอนใหเปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอน แนวคิดในเรื่อง
ฟงกชันประกอบ (composite function) มีความสําคัญอยางยิ่งในการจะเขาใจสถาปตยกรรมแบบ
ทําควบคูกัน จะเห็นไดวาการแปลงชุดตัวเลขแบบทําควบคูกันจําเปนตองอาศัยระบบจํานวน
ซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมายบนเลขฐานเดียวกันเพื่อลดการเกิดสายการแพรของตัวทด (carry 
propagation chain) ระบบจํานวนซ้ําซอนที่ใชนิยมใชระหวางระบบจํานวนซ้ําซอนนอยที่สุดจนถึง
ระบบจํานวนซ้ําซอนมากที่สุดเนื่องจากถาใชมากกวานี้อาจเกิดปญหาที่เรียกวา เลขศูนยซ้ําซอน 
(zero redundant) และ อีกปญหาหนึ่งที่อาจเกิดขึ้นไดคือ เราไมสามารถระบุไดเลยวาจํานวนนี้
เปนคาบวกหรือคาลบจากดิจิตที่มีนัยสําคัญสูงสุด ขอดีของการคํานวณแบบทําควบคูกันคือเปน
การคํานวณแบบขนาน ดังนั้นจึงทําใหการคํานวณมีความเร็วสูงเพราะสําหรับทกุๆ ดจิติของจาํนวน
นําเขาสามารถคํานวณไดพรอมๆ กัน ขอดีอีกประการหนึ่งคือจํานวนดิจิตของจํานวนนําออกที่ได 
สามารถมีขนาดยาวกวาจํานวนดิจิตของจํานวนนําเขา ซึ่งสงผลใหการทําใหเปนบรรทัดฐานของ
จํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดสามารถทําไดอยางมีประสิทธิภาพ สวนขอเสียของการคํานวณแบบ
ทําควบคูกันคือ ในการแปลงจําเปนตองอาศัยทรัพยากรเชน เรจิสเตอร เปนจํานวนมากขึ้นอยูกับ
ขนาดของจํานวนนําเขา ดังนั้นจึงอาจเปนการสิ้นเปลืองคาใชจายมากเกินไปในบางกรณี เนื่องจาก
การทําควบคูกัน จํานวนดิจิตของจํานวนนําเขาตองมีขนาดจํากัด เพื่อที่จะสามารถจํากัดจํานวน
ของเรจิสเตอรได และขอเสียอีกประการหนึ่งคือ กอนที่จะสามารถทําการแปลงชุดตัวเลขแบบทํา
ควบคูกันได จําเปนตองทราบจํานวนนําเขาทั้งหมดกอน ดังนั้นเมื่อนํามาใชกับการคํานวณแบบ
เชื่อมตรงแลว เวลาที่ใชในการคํานวณจึงอาจไมมีประสิทธิภาพเพียงพอ 

งานวิจัย [7] ของเออเสกโกแวคและแลง นับเปนงานวิจัยแรกที่ไดนําวิธีการแปลงชุดตัวเลข
แบบทําควบคูกันมาใช โดยแปลงจํานวนจากจํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมายไปเปนรูปแบบสัญ
นิยม (conventional representation) วิธีการแปลงชุดตัวเลขแบบทําควบคูกันไดอธิบายอยาง
ละเอียดในงายวิจัย [2] คอเนอรับไดนําเทคนิคการแปลงชุดตัวเลขแบบทําควบคูกันมาใชในการ
แปลงจากชุดตัวเลขซ้ําซอนไปเปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอนบนระบบเลขฐานเดียวกัน เนื่องจากดิจิตที่มี
นัยสําคัญสูงสุดของผลลัพธข้ึนอยูกับดิจิตที่มีนัยสําคัญต่ําสุดของจํานวนนําเขา ดังนั้นเวลาที่ใชใน
การสงผานคาของตัวทดจากดิจิตทางขวาสุดไปหาดิจิตทางซายสุดคือ log (n) เมื่อ n หมายถึง
จํานวนดิจิตของจํานวนนําเขา จากที่ทราบกันดีวา การหารจําเปนตองทําจากซายไปขวา ดังนั้นจึง
เปนประโยชนอยางยิ่งถาเราสามารถหาผลลัพธไดแบบพรอมๆ กัน การหารก็จะสามารถทําได การ
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แปลงจํานวนใหอยูในรูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดโดยทั่วไปมักแปลงจากดิจิตที่มีนัยสําคัญ
ต่ําสุดไปสูดิจิตที่มีนัยสําคัญสูงสุด นั่นคือจากขวาไปซาย ซึ่งไมเกิดประโยชนเทาที่ควรในเชิงปฏิบัติ 
ดังนั้นเมื่อนําวิธีการแปลงแบบทําควบคูกันมาใช จึงอาจไดผลลัพธที่มีประสิทธิภาพมากกวาเมื่อ
ตองการหารูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 

การคํานวณแบบทําควบคูกันยังไดถูกนําไปประยุกตใชกับวิธีการอื่นๆ อีกเชน ในงานวิจัย 
[8] ของพาฮามิ งานวิจัยนี้ไดกลาวถึงวิธีการแบบทําควบคูกันวาสามารถนํามาใชรวมกับการ
คํานวณแบบเชื่อมตรงได โดยเมื่อไดผลลัพธจากการคํานวณแบบเชื่อมตรงแลว เราสามารถนํา
ผลลัพธที่ไดนี้ไปแปลงแบบทําควบคูกันเพื่อในไดผลลัพธในชุดตัวเลขที่ตองการ เนื่องจากผลลัพธที่
ไดจากการคํานวณแบบเชื่อมตรงมักอยูในรูปของจํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมาย เราจึงตอง
แปลงจํานวนใหอยูในรูปของจํานวนไมซ้ําซอนเสียกอน เพื่อที่จะไดนําไปทําใหเกิดผลตอไป ซึ่งใน
งานวิจัยนี้ใชชุดตัวเลข {1, 0, 1} บนเลขฐานสอง อีกงานวิจัยหนึ่ง [9] เออเสกโกแวคไดเสนอ
แผนการบวกของผลคูณโดยคูณจากดิจิตที่มีนัยสําคัญสูงสุดไปสูดิจิตที่มีนัยสําคัญต่ําสุด ใน
งานวิจัยนี้ใชระบบจํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมายบนเลขฐานสี่เทานั้น โดยมีชุดตัวเลข { 2 , 1, 

0, 1, 2} เทคนิคการแปลงชุดตัวเลขแบบทําควบคูกันไดถูกนํามาใชในการแปลงแบบขนานในครึ่ง
แรกทางซายของผลลัพธ โดยที่ผลลัพธอยูในรูปของสวนเติมเต็มของสอง (two’s complement) 
สวนครึ่งทางขวาของผลลัพธไดจากวิธีการลดจํานวน (reduction) และอีกงานวิจัยหนึ่ง [10] เออ
เสกโกแวคไดเสนอวิธีการคํานวณหาคาเลขยกกําลังโดยทําจากดิจิตที่มีนัยสําคัญสูงสุดไปสูดิจิตที่
มีนัยสําคัญต่ําสุด ในงานวิจัยนี้ใชระบบจํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมายบนเลขฐานสี่เชนกัน 
จํานวนนําเขาและจํานวนนําออกอยูในรูปของสวนเติมเต็มของสองแบบจํากัด ข้ันตอนในการ
คํานวณในครึ่งซายไดนําวิธีการทําควบคูกันมาใช ขอเสียของงานวิจัยนี้คือ เวลาที่ใชเปน n2

ในการแปลงชุดตัวเลข D → E โดยที่ X ∈ P[β, D] และ Y ∈ P[β, E] โดย ||X|| = ||Y|| 
และ D ≠ E จะมีนัยสําคัญดังนี้ 

กําหนดใหชุดตัวเลข E เปนชุดตัวเลขไมซ้ําซอน กําหนดเซต C ใหเปนเซตของตัวทด c เรา
สามารถเขียนตัวเลข d ใดๆที่อยูในชุดตัวเลข D ซึ่งเปนชุดตัวเลขซ้ําซอนใหอยูในรูปสมการของการ
แปลงจาก P[β, D] ไป P[β, E] ไดเทากับ d = cβ + e โดยที่ e ∈ E และ c ∈ C แตในปกติกอน
การแปลงจะตองทําการรวมตัวทดที่ไดมา (incoming carry) เขากับ d กอน แลวจึงคิดรวมกับตัว
ทดที่สงออกไป (outgoing carry) ในภายหลัง เพราะฉะนั้นจะได ความสัมพันธการแปลงระหวาง
ชุดตัวเลข λ (conversion mapping λ) เปนฟงกชันการแปลงดังตอไปนี้ 
 

λ : C × D → C × E 
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เมื่อ C เปนชดุตัวเลขตัวทด สําหรับบาง (c, d) ใน C × D มี c′ อยูใน C และ e อยูใน E ที่ซึ่ง  
 

λ : (c′,  d) → (c,  e) 
 
ซึ่งเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี ้
 

c′ + d = cβ + e 
 
เมื่อ β เปนฐาน จากฟงกชันดานบนสามารถเรียกไดวา c′ และ c เปนตัวทดนําเขาและตัวทดนํา
ออกตามลําดับในแตละดิจิตนําเขา d กําหนดให D = {0, 1, 2}, E = {0, 1} และ β = 2 ฟงกชัน
การแปลงสามารถแสดงไดดังตารางที่ 2.1 
 

ตารางที่ 2.1 แสดงฟงกชนัการแปลงจาก D ไป E บนเลขฐาน 2 
D 

λ 0 1 2 
0 00 01 10 

C 1 01 10 11 
 

ผลลัพธในแตละคูในตารางที่ 2.1 แทนคา ce ซึ่ง (c, e) อยูใน C × E โดยการคํานวณในตารางเริ่ม
จากที่คา c = 0 จะเห็นวา ce ที่เปนไปไดคือ 00, 01 และ 10 เมื่อ d = 0, 1 และ 2 ตามลําดับ 
ดังนั้นตัวทดนําออกเปนไดทั้ง 0 และ 1 เราจึงตองเพิ่มแถวที่คา c = 1 และผลลัพทที่ไดคือ 01, 10 
และ 11 ในขณะนี้จากคา ce ทั้งหมดที่ไดจะเห็นวาตัวทดที่เกิดขึ้นคือ 0 และ 1 เทานั้น ดังนั้นตาราง
นี้จึงสมบูรณแลว 

จากแนวคิดสมการฟงกชันการแปลงชุดตัวเลข สามารถเขียนเซตของฟงกชันตัวทด C ได 
{σd}, σd : C → C โดยที่ d ∈ D เรียกวา ฟงกชันการสงผานตัวทด (carry-transfer function) ซึ่ง
เขียนเปนสมการไดดังนี้ 

∀c ∈ C : σd (c′) = c โดย λ(c′, d) = (c, e) 
โดยที่ σd เปนฟงกชันที่อธิบายเกี่ยวกับการจับคู (mapping) คาของตัวทดที่เขามา (c′ ) ไปยังคา
ของตัวทดที่สงออกไป (c) โดยผานดิจิต d หนึ่งๆ เทานั้น ซึ่งเราสามารถเขียนฟงกชนัการจบัคูนีผ้าน 
d ทุกตัวที่อยูใน D ไดดังนี้ 

)))((()(
11

LL
L

cc
jiijii dddddd σσσσ

−−
=  
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เราเรียกฟงกชันนี้วาเปนฟงกชันประกอบ และจากฟงกชันนี้เองทําใหเราสามารถหาคา c ใดๆได
โดยกําหนดให c0 เร่ิมตนมีคาเทากับ 0 

)0(
1 jii dddic
L−

= σ  
เมื่อเราสามารถหาฟงกชันที่ทําการสรางตัวทดไดแลว ก็สามารถหาฟงกชันในการหา e ในลําดับ
ตอไปสามารถทําไดดวย ฟงกชันจับคูตัวเลข (digit mapping function) {εd}, εd : C → E โดยที่ 
d ∈ D ซึ่งเราสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

))0((
1 jiii ddddie
L−

= σε  
 
ตัวอยางที่ 2.5 กําหนดให X = x7x6x5…x0 เปนสายบิตนําเขาโดยที่ xi ∈ D เมื่อ i เปนจํานวน

เต็มบวก กําหนดให X = 10210112 ฟงกชันการแปลงจะทําการผลิตคูผลลัพธไดแก ตัวทดนํา

ออกและดิจิตที่เปนผลลัพธที่ตองการดังสมการตอไปนี้ 
 

c′ + d = cβ + e 
 

สามารถเขียนใหมไดดังนี้ 
 

ci + xi = ci+1β + yi
 

โดยที่มีตัวทดนําเขาเริ่มตน (c0) เปนศูนย และ yi ∈ E ผลลัพธที่ไดคือ Y = 11011000 เมื่อ ||X|| = 

||Y|| ทําการแปลง D = {0, 1, 2} ไปเปน E = {0, 1} โดย β = 2 และ C = {0, 1} จะได c และ e 
ดังนี้ 
 
คา c จากสมการฟงกชันประกอบ 

c0 = 0 
c1 = σ1 (c0) = σ1(0) = 1 
c2 = σ2σ1 (0) = σ2(1) = 1 
c3 = σ3 σ2 σ1 (0) = σ3(1) = 1 
c4 = σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ4(1) = 0 
c5 = σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ5(0) = 0 
c6 = σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ6(0) = 1 
c7 = σ7 σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 (0) = σ7(1) = 0 

 
 ∴ c = (0 1 0 0 1 1 1 0) 
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คา e จากสมการฟงกชันจับคูตัวเลข 
 
 e0 = ε0(c0) = ε0(0) = 0 = y0 

 e1 = ε1(c1) = ε1(1) = 0 = y1

 e2 = ε2(c2) = ε2(1) = 0 = y2

 e3 = ε3(c3) = ε3(1) = 1 = y3

 e4 = ε4(c4) = ε4(0) = 1 = y4

 e5 = ε5(c5) = ε5(0) = 0 = y5

 e6 = ε6(c6) = ε6(1) = 1 = y6

 e7 = ε7(c7) = ε7(0) = 1 = y7
 

 ∴ Y = 11011000 
 
เพราะฉะนั้น X = 10210112, xi ∈ D จะถูกแปลงเปน Y = 11011000, yi ∈ E 

กระบวนการการแปลงเปนแบบขนานโดยอาศัยสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกันนี้สามารถ
แสดงใหเห็นในรูปของตารางดังตารางที่ 2.2 สําหรับการคํานวณในรอบแรก (r1) นําสองกรณีที่
เปนไปไดของตัวทดนําเขา (คือ 0 กับ 1) มาคํานวณกับคา xi ทั้ง 8 ดิจิต ซึ่งจะไดผลลัพธ 16 คู จับคู
ทั้ง 8 คอลัมนมาคํานวณหาผลลัพธในรอบที่สอง (r2) โดยอาศัยแนวคิดของฟงกชันประกอบ จับคู
ผลลัพทในรอบที่สอง (r2) กับรอบที่หนึ่ง (r1) เพื่อคํานวณหาผลลัพทในรอบที่สาม (r3) ดังแสดงใน
ตารางที่ 2.2 ทําซ้ํากระบวนการเดิมจนจบ (r4) 
 

ตารางที่ 2.2 แสดงตัวอยางการแปลงแบบทําควบคูกัน 
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จากตารางที่ 2.2 จะเห็นวาผลลัพธในแตละบล็อกคือ ce ผลลัพธทายที่สุด (Y) ไดจากการ
พิจารณากรณีที่ตัวทดนําเขา c′ = 0 ของผลลัพธทางดานขวาสุดในแตละรอบ ซึ่งก็คือ Y = 

11011000 □ 
 
จากที่กลาวมาจะเห็นไดชัดวาเวลาในการคํานวณโดยอาศัยสถาปตยกรรมแบบทําควบคู

กันสงผลใหเวลาในการทํางานเปนเวลาลอการิทึม O(log n) เมื่อ n เปนจํานวนดิจิตของสายบิต
นําเขา 
 
2.6 รูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด (Minimum weight representation) 

ในระบบจํานวนซ้ําซอน รูปแบบที่เราสนใจคือรูปแบบในการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนัก
นอยที่สุด เพราะเปนรูปแบบที่ใชในการคํานวณทางดานเลขคณิตไดอยางมีประสิทธิภาพ เชน ใน
เร่ืองของการคูณ หรือเลขยกกําลัง เปนตน ซึ่งความเร็วของการคํานวณจะขึ้นอยูกับจํานวนของ
ดิจิตที่ไมใชศูนย และนั่นหมายความวาจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดคือจํานวนที่มีดิจิตที่ไมใช
ศูนยนอยที่สุด ดังนั้นจึงนาสนใจอยางยิ่งที่เราจะหาวิธีการคํานวณรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคา
น้ําหนักนอยที่สุด ในงานวิจัย [11] ไดพิสูจนแลววาคาน้ําหนักนอยที่สุดโดยเฉลี่ยของจํานวน
เลขฐานสองที่มีความยาว n บิต มีคาเทา n/3 ของจํานวนดิจิตที่ไมใชศูนย 

ในงานวิจัย [12] ผูเขียนไดเสนอทฤษฏีในการคํานวณหาคาน้ําหนักนอยที่สุดโดยประมาณ
โดยอาศัยเทคนิคลูกโซสัมพันธของมารคอฟ (Markov chain) ในการคํานวณหาสูตรที่สามารถใช
คํานวณหาคาน้ําหนักนอยที่สุดของจํานวนใดๆ บนระบบจํานวนซ้ําซอนได โดยที่ชุดตัวเลขที่ใชตอง
เปนชุดตัวเลขคาโนนิคอลแบบมีเครื่องหมาย {d ∈ Z | - β +1,…, 0,…, β − 1} ซึ่งก็คือชุดตัวเลข
ซ้ําซอนมากที่สุดแบบสมมาตร เมื่อ β เปนเลขฐาน โดยสมการการคํานวณหาคาน้ําหนัก
โดยประมาณสําหรับสายบิต Y, M(||Y||) คือ 

M(||Y||) ≈ n(β − 1)/(β + 1), 
เมื่อ n → ∞ 

และ n คือจํานวนของบิตในสายบิต 
สําหรับระบบจํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมายบนเลขฐานสอง รูปแบบการแทนจาํนวนทีม่ี

คาน้ําหนักนอยที่สุดไดถูกเสนอไวเปนทฤษฎี [13] คือการหารูปแบบการแทนจํานวนที่ไมมีดิจิตที่ไม
เปนศูนยอยูติดกัน ชุดตัวเลขที่ใชมีสมาชิกดังนี้ {1, 0, 1} อัลกอริทึมในการคํานวณหารูปแบบการ
แทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดนี้ เปนการทํางานแบบลําดับ (sequential) จากดิจิตที่มี
นัยสําคัญต่ําสุดไปยังดิจิตที่มีนัยสําคัญสูงสุด ดังนั้นเวลาในการทํางานจึงอยูในรูปของ O(n) เมือ่ n 
เปนขนาดของรูปแบบการแทนจํานวน 
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ในงานวิจัย [14, 15] ไดเสนอรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดบนฐานที่
มากกวาสองบนระบบจํานวนซ้ําซอน เราทราบกันแลววาจํานวนหนึ่งๆ สามารถเขียนแทนได
มากกวาหนึ่งรูปแบบขึ้นไป จํานวนของรูปแบบนี้จะมากหรือนอยขึ้นอยูกับจํานวนดิจิตที่ใชในการ
แทนจํานวนนั้นๆ จากนิยามที่ 2.2 จะเห็นวา ชุดตัวเลขที่ใชในระบบจํานวนซ้ําซอนเปนไดทั้ง ชุด
ตัวเลขซ้ําซอนนอยที่สุด ชุดตัวเลขซ้ําซอนมากที่สุด และชุดตัวเลขซ้ําซอนแบบสมมาตร ดังนั้นเรา
จึงจําเปนตองกําหนดชุดตัวเลขที่เหมาะสมสําหรับงานวิจัยนี้ ในทางทฤษฎีเกี่ยวกับรหัสเลขคณิต 
(theory of arithmetic codes) [14] สนใจรูปแบบการแทนจํานวนของชุดตัวเลขซ้ําซอนมากที่สุด
และมีคุณสมบัติสมมาตร ซึ่งมีสมาชิกเปน -β < d < β โดยที่ d เปนสมาชิกในชุดตัวเลข และ β 
เปนฐาน ทฤษฎีเกี่ยวกับรหัสเลขคณิตนี้มีรากฐานมาจากแนวคิดเรื่องคาน้ําหนักเลขคณิต 
(arithmetic weight) โดยนิยามไววาคาน้ําหนักของจํานวนหนึ่งๆคือ จํานวนของดิจิตที่ไมใชศูนย
ของจํานวนนั้น จากที่ไดกลาวมาแลวในระบบเลขฐานสองวา จํานวนหนึ่งๆจะมีคาน้ําหนักนอย
ที่ สุดก็ตอเมื่อรูปแบบการแทนจํานวนไมมีดิจิตที่ ไม เปนศูนยอยูติดกัน  รูปแบบนี้ เ รียกวา 
nonadjacent form (NAF) และไดพิสูจนแลวใน [14] จากระบบเลขฐานสองจะเห็นวารูปแบบที่มี
คาน้ําหนักนอยที่สุดสามารถเขียนไดหลายรูปแบบ แตรูปแบบที่เรียกวานาฟ (NAF) มีเพียงรูปแบบ
เดียวเทานั้น ในระบบเลขฐานที่มากกวาสองก็มีรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด
หลายรูปแบบเชนกัน แตจะมีรูปแบบเดียวเทานั้นที่เรียกวาจีนาฟ (generalized nonadjacent 
form : GNAF) ในงานวิจัยของเราจะอางอิงรูปแบบจีนาฟ (GNAF) เปนหลักในการหารูปแบบการ
แทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด โดยอาศัยชุดตัวเลขซ้ําซอนมากที่สุดแบบสมมาตร 
 
นิยามที่ 2.4 กําหนดให N = Σ biβ i เปนจํานวนเต็มใดๆ โดยที่ N เปนจีนาฟ ก็ตอเมื่อ
สัมประสิทธิ์ (coefficient) bi ยอมรับโดยกฎดังตอไปนี้ 

1. กฎผลบวกจํากัด (limited sum rule) กลาวคือ |bi+1 + bi| < β สําหรับทุกๆ i 
2. กฎการลดลงของดิจิต (digit decreasing rule) กลาวคือ |bi| < |bi+1| เมื่อ bi+1bi < 0 

โดยที่ |b| คือคาสัมบูรณของ b 
จากกฎสองขอดานบนจะเห็นวา กฎผลบวกจํากัดจะถูกนําไปใชก็ตอเมื่อ bi และ bi+1 มี

เครื่องหมายเหมือนกัน และกฎการลดลงของดิจิตจะถูกนําไปใชก็ตอเมื่อ bi และ bi+1 มี
เครื่องหมายตางกัน ในการตรวจสอบวาคําตอบถูกตองหรือไม เราสามารถตรวจสอบไดโดยนําดิจิต
คูที่ติดกันไปทดสอบกับทั้งสองกฎดานบน 
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ตัวอยางที่ 2.6 กําหนดให X = x7x6x5…x0 เปนสายบิตนําเขาโดยที่ xi ∈ D, β = 3 และ D = 

{ 2 , 1 , 0, 1, 2} กําหนดให X1 = 1  1  0 2  1 1 1 และ X2 = 1 1 1 2  0 1  1  จากกฎผลบวก

จํากัดและกฎการลดลงของดิจิต เราสามารถสรางเปนตารางเปรียบเทียบ xi กับ xi+1 ไดดังนี้ 
 

ตารางที่ 2.3 แสดงการเปรียบเทียบ xi กับ xi+1 บนเลขฐาน 3 
xi xi+1
-2 0 
-1 0, -1, 2 
0 0, ±1, ±2 
1 0, 1, -2 
2 0 

 
จากตารางที่ 2.3 ใหตรวจสอบดิจิตที่ละคู จะเห็นวา X1 เปนจีนาฟ แต X2 ไมเปนจีนาฟ เนื่องจากคู 
1 2  ไมผานการยอมรับจากตารางเพราะ xi = 2  และ xi+1 = 1 ไมมีในตาราง □ 
 

ในงานวิจัยนี้เปนการออกแบบอัลกอริทึมในระดับแนวคิดเทานั้น ซึ่งเมื่อนําไปสูการทําให
เกิดผล ยอมตองมีการออกแบบเพิ่มเติมเพื่อใหการทําใหเปนบรรทัดฐานมีความเหมาะสมและมี
ประสิทธิภาพในเชิงปฏิบัติ การนับคาน้ําหนักจะนับดิจิตที่ไมเปนศูนยซึ่งมีคาเปนหนึ่งหนวย แตใน
การทําใหเกิดผล จําเปนตองลงลึกถึงการนับที่ดิจิตที่เปนศูนยกับหนึ่งเทานั้น ดังนั้น ผลรวมของคา
น้ําหนักของจํานวนหนึ่งๆ จึงไมรับประกันวาจะอยูในรูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด  
 ในทางทฤษฏีซึ่งกลาวไวในงานวิจัย [3] โดยฟลิบและเบิรก คาน้ําหนักของจํานวนๆ หนึ่ง
คือ จํานวนของดิจิตที่ไมใชศูนย ซึ่งมีชื่อเรียกอยูหลายชื่อดวยกันเชน  คาน้ําหนักแฮมมิ่ง 
(Hamming weight) คาน้ําหนักเลขคณิต (arithmetic weight) หรือ คาน้ําหนัก (weight) แตคา
น้ําหนักแฮมมิ่งนิยมใชสําหรับดิจิตที่ไมใชศูนยในระบบเลขฐานสอง สวนในระบบเลขฐานทั่วไป
นิยมใชคําวา คาน้ําหนัก อยางเดียว 



บทที่  3 

การทําใหเปนบรรทัดฐานบนเลขฐานสอง 

ในบทนี้จะกลาวถึงอัลกอริทึมในการทําใหเปนบรรทัดฐานบนเลขฐานสอง โดยอาศัย
แนวความคิดการแปลงชุดตัวเลขแบบทําควบคูกัน (on-the-fly digit set conversion) [2, 7] ซึ่ง
เปนสถาปตยกรรมการทํางานแบบขนาน คุณสมบัติของการแปลงแบบขนานนี้คือสามารถทํางาน
ดวยความเร็วสูงทําใหสามารถลดเวลาที่ใชจากเดิมที่เปนเวลาเชิงเสนตรง O(n) ไปเปนเวลา
ลอการิทึม O(log n) ซึ่ง n คือจํานวนของดิจิตนําเขา โดยที่วิธีการแปลงที่ไดนําเสนอในบทนี้จะ
สามารถผลิตผลลัพทใหอยูในรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ซึ่งผลลัพทจะอยูใน
รูปแบบที่ไมมีดิจิตที่ไมเปนศูนยอยูติดกัน อัลกอริทึมการทําใหเปนบรรทัดฐานบนเลขฐานที่
มากกวาสองจะกลาวตอไปในบทที่ 4 
 
3.1 อัลกอริทึมการทําใหเปนบรรทัดฐานบนเลขฐานสอง (Binary number normalization 

algorithm) 

ปญหาการทําใหเปนบรรทัดฐานจัดเปนปญหาการแปลงชุดตัวเลขแบบหนึ่งที่เปนการ
แปลงจํานวนในระบบเดียวกัน  โดยปญหาในงานวิจัยนี้สามารถกําหนดเปนตัวแบบ (model) ได
ดังตอไปนี้ 

กําหนดใหมีระบบจํานวนซ้ําซอนฐานสอง (β, D) โดยที ่β = 2 เปนฐาน และ D เปนชุด
ตัวเลข ที่ซึง่ D = {1, 0, 1} กําหนดให X = xn-1xn-2xn-3...x0 โดยที่ xi ∈ D เปนรูปแบบการแทน
จํานวนในระบบ (β, D) กระบวนการการทําใหเปนบรรทัดฐานคือตองการหา Y = ynyn-1yn-2...y0 
โดยที่ yi ∈ D เปนรูปแบบการแทนจํานวนในระบบ (β, D) และคาเชิงตวัเลขของ X และ Y ตอง
เทากัน และ Y เปนรูปแบบการแทนจาํนวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ดังที่ไดระบุใน [13] วา รูปแบบ
ที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดคือรูปแบบที่ไมมีดจิิตที่ไมเปนศนูยอยูติดกนั ฟงกชนัการทําใหเปนบรรทัด
ฐานสามารถอธิบายไดดังตอไปนี้ 

สรางฟงกชนัการทําใหเปนบรรทัดฐาน γ 
 γ : DN → DN

 γ : X → Y 
กําหนดให σ  เปนฟงกชันการแพรตัวทด (carry propagation function) ที่มีคาน้ําหนัก

นอยที่สุด และ α เปนฟงกชันการแปลงดิจิต (digit mapping function) ที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ซึง่
สามารถเขียนไดดังนี้ 
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 σ : D × C  → C 
 σ (xi, ci-1) = ci 

 
และ α : D × C  → D 

 α (xi, ci-1) = yi-1

โดยที่ ci และ ci-1 เปนสมาชิกในชุดตัวเลข C จะไดวา 
xiβ + ci-1 =  ciβ + yi-1

สําหรับ 1 ≤ i ≤ n, c0 = x0 และ xn = 0 
 
เนื่องจาก ci-1 = σ ( xi-1, σ ( xi-2, σ (..., σ (x1, c0)...))) 
ดังนั้น yi-1 = α ( xi, σ ( xi-1, σ ( xi-2, σ (..., σ (x1, c0)...)))) 
 
 xiβ 
 
  
  xiβ + ci-1    ci-1

 
   ci        ciβ + yi-1

 

   
 yi-1

รูปที่ 3.1 ตัวแบบการทาํใหเปนบรรทัดฐาน 
 

การทํางานของอัลกอริทึมสามารถอธิบายไดในรูปที่ 3.1 เนื่องจาก c0 = x0 ดังนั้น ตัวทด
ตัวแรก c0 ที่เปนไปไดคือ 1, 0 และ -1 เพราะ x0 ∈ D ฟงกชันการแปลงที่ไดจากการรวม α และ σ 
เขาดวยกันสามารถแสดงไดในตารางที่ 3.1 

 
ตารางที่ 3.1 แสดงตารางฟงกชันการแปลงบนเลขฐาน 2 

xiσα 
1 0 1 

-1 11 01 01 
0 10 00 10 ci-1

1 01 01 11 
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ในการจะไดผลลัพธที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดจําเปนตองแปลงตัวเลข 2 ดิจิตคือ ciyi-1 ไป
เปน 3 ดิจิต เพราะในตารางที่ 3.1 จะเห็นไดวามีดิจิตที่ไมเปนศูนยอยูติดกัน คือ 11 และ 11 ตาราง
ที่ 3.2 แสดงรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดเมื่อแปลงเปน 3 ดิจิต ซึ่งอยูในเซต {-4, 

-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4} จากตารางจะเห็นไดวาชุดตัวเลขตัวทดที่เปนไปไดคือ {-2, -1, 0, 1, 2} 
เนื่องจาก 2 ดิจิตทางดานซายกําหนดใหเปน ci และดิจิตขวาสุดกําหนดใหเปน yi-1 จากนั้นก็
สามารถสรางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณเพื่อแสดงรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด
ไดดังตารางที่ 3.3 หลังจากที่ตัวทดถูกขยายจาก {-1, 0, 1} ไปเปน {-2, -1, 0, 1, 2} 
 

ตารางที่ 3.2 แสดงรูปแบบการแทนจาํนวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 

คาเชิงตัวเลข 
รูปแบบการแทนจํานวน 
ที่มีคาน้ําหนกันอยทีสุ่ด 

-4 100 
-3 101 
-2 010 
-1 001 
0 000 
1 001 
2 010 
3 101 
4 100 

 
ตารางที่ 3.3 แสดงตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณบนเลขฐาน 2 

xiσα 
1 0 1 

-2 100 010 000 
-1 101 001 001 
0 010 000 010 
1 001 001 101

ci-1

2 000 010 100 
 
ผลลัพธ 3 ดิจิตของจํานวน ciyi-1 จากตารางที่ 3.3 เปนผลลัพธที่เปนไปไดทั้งหมดเมื่อทําการแปลง
โดยที่ ci คือตัวเลข 2 ดิจิตแรก และดิจิตสุดทายคือ yi-1 เชน เมื่อ xi = 1 และ ci-1 = -2 จะได ci = 

10 และ yi-1 = 0 
บทตั้ง (Lemma) ตอไปนี้แสดงใหเห็นวาตารางที่ 3.3 ถูกตอง นั่นคือ ตัวทดตองอยูในชวง 

[-2, 2] สําหรับฐาน β = 2 และชุดตัวเลข D = {1, 0, 1} 
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บทตั้งที่ 3.1 กําหนดใหมีรูปแบบการแทนจํานวน X= xn-1xn-2xn-3...x0 บนเลขฐานสองอยูในชุด

ตัวเลข D = {1, 0, 1} ตัวทดที่เปนไปไดทั้งหมดตองอยูในเซต {-2, -1, 0, 1, 2} 
 
บทพิสูจน ในการพิสูจน ตองแสดงใหเห็นวา -2 ≤ ci ≤ 2 กําหนดใหฐาน β = 2 ให D = {1, 0, 1} 
เปนชุดตัวเลข และให X = xn-1xn-2xn-3…x0 และ Y = ynyn-1yn-2…y0 เปนรูปแบบการแทนจํานวน
ในชุดตัวเลข D โดยที่ xi ∈ D และ yi ∈ D 
จากสมการฟงกชันการทําใหเปนบรรทัดฐาน 
 
 xiβ + ci-1  =  ciβ + yi-1

 
การพิสูจนจะใชวิธีการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร (mathematical induction) บนคา i  
พิจารณาคา c0 นั่นคือเมื่อ i = 0  
เนื่องจาก c0 = x0 ซึ่ง x0 ∈ [-1, 1] 
ดังนัน้ c0 ∈ [-2, 2] จริง 
สมมติฐานของการพิสูจนคือ สําหรับทุกๆ i กําหนดให ci-1 เปนสมาชิกใน C = {-2, -1, 0, 1, 2} 

จะตองแสดงวา xiβ + ci−1 ตองอยูในชวง [-4, 4] และ ci ตองเปนสมาชิกใน C 
จาก ci-1 เปนสมาชิกใน C และ ciβ + yi-1 = xiβ + ci−1 จะไดวา 
 
ciβ + yi-1 ≤ max (xiβ + ci−1) = 4 
ciβ + yi-1 ≥ min (xiβ + ci−1) = -4 
 
จะไดวา ciβ + yi-1 ∈ [-4, 4] 
ในการคํานวณคา ci และ yi-1 สามารถคํานวณไดจากตารางที่ 3.2 โดย สองดิจิตทางซายคือ ci 
และดิจิตขวาสุดคือ yi-1

จะเห็นไดวา ci ∈ [-2, 2] 
ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา -2 ≤ ci ≤ 2 สําหรับทุกคาของ i 
ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
 

ตอจากนี้ การทําใหเปนบรรทัดฐานที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดสามารถทําไดโดยอาศัยฟงกชัน
การแปลงที่สมบูรณ (ตารางที่ 3.3) และผลลัพธที่ไดมีคาเชิงตัวเลขถูกตอง นั่นคือคาเชิงตัวเลขของ
จํานวนนําเขาและจํานวนนําออกตองเทากัน ซึ่งสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทไดดังตอไปนี้ 
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ทฤษฎีบทที่ 3.1 กําหนดใหมีรูปแบบการแทนจํานวน X = xn-1xn-2xn-3...x0 บนเลขฐานสองโดย

อยูในชุดตัวเลข D = {1, 0, 1} อาศัยตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณบนเลขฐาน 2 (ตารางที่ 

3.3) ผลลัพธ Y = ynyn-1yn-2...y0 เปนรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด และ ||X|| = 
||Y|| 
 

บทพิสูจน การพิสูจนแบงเปนสองสวน สวนที่หนึ่งแสดงใหเห็นวาคาเชิงตัวเลขของ X และ Y 
เทากัน สวนที่สองแสดงใหเห็นวาผลลัพท Y มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
 
สวนที่ 1 พิสูจนวา ||X|| = ||Y|| 
ตองแสดงใหเห็นวา   1

0 0

n n
i i

i i
i i

x yβ β
−

= =

=∑ ∑  

จากฟงกชันการแพรตัวทดที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
 σ (x1, c0) = c1

 

เนื่องจาก c0 = x0, ดังนั้น σ (x1, x0) = c1  
เมื่อแทนในสมการฟงกชันการทําใหเปนบรรทัดฐาน 
 xiβ + ci-1  =  ciβ + yi-1

 

จะไดวา 
 x1β + x0 = c1β + y0 (3.1) 
 

เนื่องจาก α (x2, c1) = α (x2, σ (x1, x0)) = y1  
จะไดวา 
 x2β + c1 = c2β + y1

 c1 = c2β + y1 − x2β (3.2) 
 

แทนคา (3.2) ใน (3.1) จะได 
 x1β + x0 = (c2β + y1 − x2β)β + y0

 x1β + x0 = c2β 2 + y1β − x2β 2 + y0

 x2β 2 + x1β + x0 = c2β 2 + y1β + y0 (3.3) 
 

โดยวิธีการเดียวกัน จะได 
 σ(x2, c1) = σ(x2, σ(x1, x0)) = c2

 α(x3, c2) = α(x3, σ(x2, σ(x1, x0)) = y2

แลว x3β + c2 = c3β + y2
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นั่นคือ c2 = c3β + y2 − x3β (3.4) 
 
แทนคา (3.4) ใน (3.3) จะได 
 x2β 2 + x1β + x0 = (c3β + y2 − x3β)β 2 + y1β + y0

 x2β 2 + x1β + x0 = c3β 3 + y2β 2 − x3β 3 + y1β + y0

 x3β 3 + x2β 2 + x1β + x0 = c3β 3 + y2β 2 + y1β + y0
 ... 
ดังนั้น 
 xn-1β n-1 + xn-2β n-2 + ... + x0 = cn-1β n-1 + yn-2β n-2 + ... + y0 (3.5) 
 
จากสมการฟงกชันการทําใหเปนบรรทัดฐาน 
 xnβ + cn-1  = cnβ + yn-1

 

และ xn = 0 จะไดวา 
 cn-1 = cnβ + yn-1 (3.6) 
 

เนื่องจาก cn-1 = [-2, 2], จะไดวา 
 cn ∈ {1, 0, 1}, และ yn-1 ∈ {1, 0, 1} 
 
ให yn =  cn แลว (3.6) สามารถเขียนไดเปน cn-1= ynβ + yn-1  
แทนคา cn-1 ใน (3.5) จะไดวา 
 xn-1β n-1 + xn-2β n-2 + ... + x0 = (ynβ + yn-1)β n-1 + yn-2β n-2 + ... + y0

 xn-1β n-1 + xn-2β n-2 + ... + x0 = ynβ n + yn-1β n-1 + yn-2β n-2 + ... + y0

 
ดังนั้น  1

0 0

n n
i i

i i
i i

x yβ β
−

= =

=∑ ∑  

 
สวนที่ 2 พิสูจนวา Y มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
ตองแสดงใหเห็นวา Y ไมมีดิจิตที่ไมเปนศูนยอยูติดกัน 
ให yi ≠ 0 สําหรับ 0 ≤ i ≤ n ตองแสดงใหเห็นวา yi+1 และ yi-1 มีคาเทากับศูนย การพิสูจนแบงเปน
สองกรณี 
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กรณีที่ 1 สมมติให yi = 1 
จากตารางที่ 3.3 

1) ci = 0 , xi+1 = 0 แลว yi+1 = 0 
2) ci = 2 , xi+1 = 1 แลว yi+1 = 0 
3) ci = 0 , xi+1 = 1 แลว yi+1 = 0 

 
กรณีที่ 2 สมมติให yi = 1 
จากตารางที่ 3.3 

1) ci = 0 ,  xi+1 = 0 แลว yi+1 = 0 
2) ci = 0 ,  xi+1 = 1 แลว yi+1 = 0 
3) ci = -2 , xi+1 = 1 แลว yi+1 = 0 

 
จากทั้งสองกรณีจะไดวา  yi+1 = 0 
เพื่อพิสูจนวา yi-1 = 0 โดยการพิสูจนแบบขัดแยง (contradiction) สมมติให yi-1 ≠ 0 นั่นคือ yi-1 = 

1 หรือ 1 จากการพิสูจนขางตน ถา yi-1 ≠ 0 จะไดวา yi = 0 ซึ่งขัดแยงกับ yi ≠ 0 ดังนั้นสามารถ
สรุปไดวาไมมีดิจิตที่ไมเปนศนูยอยูติดกนัใน Y ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.1 กําหนดให D = {1, 0, 1} เปนชุดตัวเลขซ้ําซอนฐานสอง ให X เปนรูปแบบการ

แทนจํานวนบนฐาน β = 2 ใน D และ X = 11001111 = 18310 จากบทตั้งที่ 3.1 จะไดวา C = 

{-2, -1, 0, 1, 2} เปนชุดตัวเลขตัวทด ดังนั้นการทําใหเปนบรรทัดฐานที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดของ 

X → Y โดยอาศัยสถาปตยกรรมการแปลงแบบทําควบคูกันสามารถอธิบายไดดังตารางที่ 3.4 
จากกระบวนการทําใหเปนบรรทัดฐานโดยอาศัยฟงกชันการแปลงที่สมบูรณ (ตารางที่ 

3.3) หา xiβ + ci−1 ในรอบที่หนึ่ง (r1) เนื่องจาก x0 = 1 ถูกกําหนดใหเปนตัวทดตัวแรกซึ่งก็คือ c0 
ดังนั้น คาที่อยูในคอลัมน x0 จึงมีคาเทากับ 0 เมื่อตองการคํานวณหา xiβ + ci−1 ในรอบที่หนึ่ง (r1) 

ใหใชคา x1 = 1 คํานวณกับคาของ ci−1 ซึ่งมีสมาชิกที่เปนไปไดอยูในเซต {-2, -1, 0, 1, 2} ผลลัพท
ที่ไดในคอลัมน x0 คือ {000, 001, 010, 101, 100} ดังแสดงไวในตารางที่ 3.4 คํานวณแบบเดิมนี้
ไปเร่ือยๆสําหรับคอลัมน x1 ถึง x7 เพื่อใหไดผลลัพทที่เปนไปไดทั้งหมด เนื่องจากกระบวนการนี้
ทํางานแบบขนาน ดังนั้นทุกคอลัมน (x0 ถึง x7) จึงคํานวณทีเดียวพรอมกัน ในรอบที่สอง (r2) 
คํานวณตอโดยวิธีการแบบทําควบคูกัน วนซ้ํากระบวนการเดิมจนกระทั่งไดผลลัพทในรอบสุดทาย 
(r4) ก็เปนอันสิ้นสุดกระบวนการ จากนั้นก็พิจารณาหาผลลัพทที่อยูในรูปแบบการแทนจํานวนที่มี
คาน้ําหนักนอยที่สุดที่ตองการโดยการเลือกดิจิตสุดทายของคอลัมนขวาสุดในแตละรอบของแถวที่
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มีคา ci−1 = 1 ออกมายกเวนรอบสุดทาย (r4) เพราะรอบสุดทายนี้ตองใชผลลัพทของทุกคอลัมนที่
เหลือ (x4 ถึง x7) เพื่อเลือกมาเปนคําตอบ Y  ในคอลัมนที่ x7 จะเห็นวาผลลัพธที่ไดคือ 0 และยัง
เหลือตัวทดหนาสุดคือ 1 ดังนั้นจึงจําเปนตองใส 1 ในคอลัมนถัดไปทางซายหนึ่งตําแหนง สงผลให 
Y  ยาวกวา X  อยูหนึ่งตําแหนง 

 
ตารางที่ 3.4 แสดงตัวอยางการทําใหเปนบรรทัดฐานบนเลขฐาน 2 

 
 

จากตารางที่ 3.4 จะเห็นไดวาผลลัพธ Y ที่ไดไมมีดิจิตที่ไมเปนศูนยอยูติดกัน และ ||X|| = 

||Y|| = 183 ดังนั้น Y = 101001001 คือรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดของ X ซึ่ง
มีคาน้าํหนักเปน 4 □ 
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3.2 สรุป 

ในบทนี้ เ ราไดกลาวถึงวิธีการทําให เปนบรรทัดฐานบนเลขฐานสองโดยอาศัย
สถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน เพื่อลดคาความซับซอนของเวลาลงจากความซับซอนเชิงเสนตรง 
O(n) เหลือเปนความซับซอนเชิงลอการิทึม O(log n) โดยที่ n คือจํานวนของดิจิตนําเขา และยังได
พิสูจนใหเห็นวา การทําใหเปนบรรทัดฐานบนเลขฐานสองนี้ทํางานไดอยางถูกตอง 



บทที่  4 

การทําใหเปนบรรทัดฐานบนระบบเลขฐานทั่วไป 

 จุดประสงคหลักของงานวิจัยชิ้นนี้คือ การเสนออัลกอริทึมในการหารูปแบบการแทน
จํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดบนระบบเลขฐานที่มากกวาและเทากับสอง ซึ่งเรียกอัลกอริทึมนี้วา 
การทําใหเปนบรรทัดฐาน โดยนําสถาปตยกรรมการแปลงแบบทําควบคูกันมาประยุกตใช โดย
อาศัยชุดตัวเลขคาโนนิคอลแบบมีเครื่องหมาย 
 เนื้อหาในบทนี้จะกลาวถึงรายละเอียดของอัลกอริทึมในการทําใหเปนบรรทัดฐานพรอมบท
พิสูจนใหเห็นวาอัลกอริทึมนี้ทํางานไดอยางถูกตอง ประกอบกับการอธิบายวิธีการทํางานโดยอาศัย
ตัวอยางเพื่อใหงายตอความเขาใจ 

4.1 อัลกอริทมึการทาํใหเปนบรรทัดฐานบนระบบเลขฐานทั่วไป 

จากที่กลาวมาแลวในบทที่ 3 จะเห็นวา การทําใหเปนบรรทัดฐานนี้ ประเด็นสําคัญคือตอง
หารูปทั่วไป (generic form) ในการผลิตตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณข้ึนมา จากนั้นก็ใช
ตารางนี้ในการแปลงจํานวนนําเขาใหอยูในรูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดโดยอาศัยแนวคิดแบบ
ทําควบคูกัน 

กําหนดให D เปนชุดตัวเลขซ้ําซอนมากที่สุดและมีคุณสมบัติสมมาตร C เปนเซตของตัว
ทดและ β เปนฐานจํานวนเต็มใดๆ ที่มากกวาหรือเทากับสอง จะเห็นวาฐานสามารถมีคาเปนสองก็
ได แตในบทนี้จะเนนเรื่องฐานที่มากกวาสอง ดังนั้น จะได D = {0, ±1,…, ±(β −1)} ผลลัพทที่ได
ในแตละชองในตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณกําหนดใหแทนดวย Zi = xiβ + ci−1 สําหรับทุกๆ
จํานวนเต็ม i คาของ Zi สามารถเขียนไดดังตอไปนี้ || z2z1z0 || = z2β 2 + z1β + z0 เนื่องจาก xiβ + 

ci-1 = ciβ + yi-1 ดังนั้นจะไดวา z2β + z1 = ci และ z0 = yi-1 การทําใหเปนบรรทัดฐานสามารถ
แสดงไดโดยตารางที่ 4.1  

 
ตารางที่ 4.1 แสดงตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณสําหรับรูปทั่วไป 

σα xi

ci−1 z2z1z0

 
 ตอไปจะนําเสนอรูปทั่วไปในการหาผลลัพธ z2z1z0 ในตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณ
สําหรับรูปทั่วไป ซึ่งเราจะใชตารางนี้ในการทําใหเปนบรรทัดฐานตอไป 
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อัลกอริทึมการสรางตารางฟงกชันการแปลงทีส่มบรูณ (Algorithm for conversion 
mapping table generation) 
Input: Base β 
 Digit set D = {0, ±1, ±2,…, ±(β − 1)} 
Output: mapping table (z2z1z0) 
Let C be a carry set {0, ±1, ±2,…, ±β }. 
For any xi in D, and for any ci-1 in C, 
1. compute Zi = xiβ + ci−1 
2. rewrite Zi as z2β 2 + z1β + z0 under the following conditions: 
 case 1 Zi ∈[-β 2, -β 2 + β − 1], then z2 = 1, z1 = 0, z0 = β + ci-1

 case 2 Zi ∈[-β 2 + β, -β], then z2 = 0, xiβ + ci-1 = z1β + z0 and z0 = z1 − ε 
where 2z1 < ε < 2z1 + β 

 case 3 Zi ∈[-β + 1, β − 1], then z2 = 0, z1 = 0, z0 = ci-1

 case 4 Zi ∈[β, β 2 − β], then z2 = 0, xiβ + ci-1 = z1β + z0 and z0 = z1 − ε 
  where 2z1 − β < ε < 2z1

 case 5 Zi ∈[β 2 − β + 1, β 2], then z2 = 1, z1 = 0, z0 = -β + ci-1

3. the mapping of (xi, ci-1) is z2z1z0. 
 
ท่ีมาของ 2z1 < ε < 2z1 + β  ในชวงท่ี 2 (case 2) 
ในการหาคา ε วาอยูในชวง [2z1, 2z1 +β] แบงเปนสองกรณี 
 
กรณีที่ 1 คือ หา 2 z1 < ε 
จากนิยามที ่2.4 กฎการลดลงของดิจิต กลาววา |bi| < |bi+1| เมื่อ bi+1bi < 0 
เมื่อแทนคา bi = z0 และ bi+1 = z1 จะไดวา | z0| < | z1| 
เนื่องจาก z1z0 < 0 ดังนั้น z0 หรือ z1 ตัวใดตัวหนึ่งตองเปนลบ 
เนื่องจาก ชวงที่ 2 นี้เปนคาลบ เพราะฉะนัน้ดิจิตที่มนีัยสาํคัญสูงกวาจงึตองเปนลบ 
ดังนัน้ z1 มีคาเปนลบ และ z0 มีคาเปนบวก 
เพราะฉะนัน้ จะไดวา   z0  < - z1

จากที่ไดกําหนดไวแลววา z0 = z1 − ε 
ดังนัน้  
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  z1 − ε  < - z1

 z1 + z1  < ε 
 ∴   2 z1  < ε 
 
กรณีที่ 2 คือ หา ε < 2 z1 + β 
จากนิยามที ่2.4 กฎผลบวกจํากัด กลาววา |bi+1 + bi| < β สําหรับทกุๆ i 
เมื่อแทนคา bi = z0 และ bi+1 = z1 จะไดวา | z1 + z0| < β   
เนื่องจาก z1z0 ≥ 0  
ดังนัน้ทัง้ z0 และ z1 มีคาเปนลบ เพราะชวงที่ 2 นี้เปนคาลบ 
เพราะฉะนัน้ จะไดวา  z1 + z0  > -β 

จากที่ไดกําหนดไวแลววา z0 = z1 − ε 
ดังนัน้  
 z1 + z1 − ε  > -β 
 2 z1 + β  > ε 
 ∴ ε  < 2 z1 + β 
 
รวมทัง้สองกรณีเขาดวยกนั  
จะได  2 z1 < ε < 2 z1 + β 
ดังนัน้จึงสามารถสรุปไดวา คา ε อยูในชวง [2z1, 2z1 +β] 
 
ท่ีมาของ 2z1 − β < ε < 2z1 ในชวงท่ี 4 (case 4) 
ในการหาคา ε วาอยูในชวง [2z1− β, 2z1] แบงเปนสองกรณี 
 
กรณีที่ 1 คือ หา 2 z1 − β < ε 
จากนิยามที ่2.4 กฎผลบวกจํากัด กลาววา |bi+1 + bi| < β สําหรับทกุๆ i 
เมื่อแทนคา bi = z0 และ bi+1 = z1 จะไดวา | z1 + z0| < β   
เนื่องจาก z1z0 ≥ 0  
ดังนัน้ทัง้ z0 และ z1 มีคาเปนบวก เพราะชวงที่ 4 นี้เปนคาบวก 
เพราะฉะนัน้ จะไดวา  z1 + z0  < β 

จากที่ไดกําหนดไวแลววา z0 = z1 − ε 
ดังนัน้  
 z1 + z1 − ε  < β 
 ∴ 2 z1 − β  < ε 
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กรณีที่ 2 คือ หา ε < 2 z1

จากนิยามที ่2.4 กฎการลดลงของดิจิต กลาววา |bi| < |bi+1| เมื่อ bi+1bi < 0 
เมื่อแทนคา bi = z0 และ bi+1 = z1 จะไดวา | z0| < | z1| 
เนื่องจาก z1z0 < 0 ดังนัน้ z0 หรือ z1 ตัวใดตัวหนึ่งตองเปนลบ 
เนื่องจาก ชวงที่ 4 นี้เปนคาบวก เพราะฉะนั้นดิจิตที่มีนยัสําคัญสูงกวาจึงตองเปนบวก 
ดังนัน้ z1 มีคาเปนบวก และ z0 มีคาเปนลบ 
เพราะฉะนัน้ จะไดวา  -z0  < z1

จากที่ไดกําหนดไวแลววา z0 = z1 − ε 
ดังนัน้  
 -z1 + ε  < z1

 ∴ ε  < 2 z1

 
รวมทัง้สองกรณีเขาดวยกนั  
จะได  2z1 − β < ε < 2z1

ดังนัน้จึงสามารถสรุปไดวา คา ε อยูในชวง [2z1− β, 2z1] 
 

ในการพิสูจนจะแบงการพิสูจนออกเปนสองสวน สวนที่หนึ่งตองแสดงใหเห็นวาชุดตัวเลข
ตัวทดตองอยูในเซต C = {0, ±1, ±2,…, ±β }, ขนาดของคา Zi ตองอยูในชวง [-β 2, β 2] และ 
การแทนคา Zi ดวยดิจิต 3 ดิจิต z2z1z0 เพียงพอสําหรับทุกกรณี สวนที่สองตองแสดงใหเห็นวาคา
เชิงตัวเลขของ X และ Y เทากัน และ Y มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 

 
บทตั้งที่ 4.1 กําหนดใหมีรูปแบบการแทนจํานวน X = xn-1xn-2xn-3...x0 บนเลขฐาน β ≥ 2 ที่ซึ่ง xi 

อยูในชุดตัวเลข D = {0, ±1,…, ±(β −1)} เมื่อ 0 ≤  i ตัวทดที่เปนไปไดทั้งหมดสําหรับการทําให

เปนบรรทัดฐานตองอยูในเซต C = {0, ±1,…, ±β } 
 
บทพิสูจน การพิสูจนตองแสดงใหเห็นวา -β ≤ ci ≤ β และคาของ Zi ก็ตองอยูในชวง [-β 2, β 2] 
จะพิสูจนโดยวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร (mathematical induction) โดยการวนซ้ําของคา i  
ในกรณีของ i = 0, เพระวา c0 = x0 ซึ่งเห็นไดชัดวา x0 ∈ D และ D ⊆ C  
ดังนั้น c0 ∈ C 
สมมติฐานของการพิสูจนคือ สําหรับทุกๆ i ถา ci-1 เปนสมาชิกใน C แลว Zi อยูในชวง [-β 2, β 2] 
และ ci ตองเปนสมาชิกใน C 
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สมมติให ci-1 เปนสมาชิกใน C และ Zi = xiβ + ci−1

จะได    | Zi |  ≤ xiβ + ci−1

≤ β(β – 1) + β   
= β 2 ∈ [-β 2,β 2] 

 
จากนิยามดานบน ci = z2β + z1  
 
ตอไปการพิสูจนจะแบงออกเปน 5 กรณี 
 
กรณีที่ 1 Zi ∈[-β 2, -β 2 + β − 1] จากอัลกอริทึมการสรางตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณจะ

เห็นไดชัดวา ci = -β 
 
กรณีที่ 2 Zi ∈[-β 2 + β, -β]  
 เนื่องจาก z2 = 0 ดังนั้น ci =  z1

 จะไดวา  -β 2 + β ≤ z1β + z0 − ε ≤ -β 
-β 2 + β ≤ z1β + z1 − ε ≤ -β 
-β 2 + β + ε ≤ z1β + z1 ≤ -β + ε 

เนื่องจาก 2z1 < ε < 2z1 + β  
ดังนั้นจะได  -β 2 + β + 2z1 ≤ z1β + z1 ≤ -β + 2z1 + β 

-β 2 + β + 2z1 ≤ z1β + z1 ≤ 2z1

-β 2 + β ≤ z1β − z1 ≤ 0 
-β(β  − 1) ≤ z1(β − 1) ≤ 0 
-β ≤ z1 = ci ≤ 0 
 

กรณีที่ 3 Zi ∈[-β + 1, β − 1] จากอัลกอริทึมการสรางตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณจะเห็นได
ชัดวา ci = 0 

 
กรณีที่ 4 Zi ∈[β, β 2 − β]  
 เนื่องจาก z2 = 0 ดังนั้น ci =  z1 

 จะไดวา  β ≤ z1β + z0 − ε ≤ β 2 − β 
β ≤ z1β + z0 − ε ≤ β 2 − β 
β + ε ≤ z1β + z1 ≤ β 2 − β + ε 

เนื่องจาก 2z1 − β < ε < 2z1

ดังนั้นจะได  β + 2z1 − β ≤ z1β + z1 ≤ β 2 − β + 2z1

2z1 ≤ z1β + z1 ≤ β 2 − β + 2z1
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0 ≤ z1β − z1 ≤ β 2 − β 
0 ≤ z1(β − 1) ≤ β(β  − 1) 
0 ≤ z1 = ci ≤ β 
 

กรณีที่ 5 Zi ∈[β 2 − β + 1, β 2] จากอัลกอริทึมการสรางตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณจะเห็น
ไดชัดวา ci = β 

 
ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา C = {0, ±1,…, ±β } 
ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
 
บทตั้งที่ 4.2 กําหนดใหมีรูปแบบการแทนจํานวน X = xn-1xn-2xn-3...x0 บนเลขฐานβ ≥ 2 ที่ซึ่ง xi 

อยูในชุดตัวเลข D = {0, ±1,…, ±(β −1)} เมื่อ 0 ≤  i ขนาดของผลลัพธที่เปนไปไดในตาราง

ฟงกชันการแปลงที่สมบูรณคือ  [-β 2,  β 2] 
 
บทพิสูจน ในการพิสูจนตองแสดงใหเห็นวา -β 2 ≤ xβ + c ≤ β 2

การพิสูจนจะถูกแบงเปนสองกรณี  
แนวทางการพิสูจนจําตองหาคาต่ําสุดและสูงสุดที่เปนไปไดของคาในตาราง  
ดังนั้นจะไดอสมการ 

min(xβ + c) ≤ xβ + c ≤ max(xβ + c) 
 
กรณีที่ 1 คือ หาคา xβ + c เมื่อ x และ c มีคาต่ําสุด 
จากบทตั้งที่ 4.1 จะได min(c) = -β 
แทนคา min(x) = -β +1 และ min(c) = -β  ใน min(xβ + c) ≤ xβ + c 
จะได   

 min(xβ + c)  ≤ xβ + c 

 (-β +1)β + (-β) ≤ 
 -β 2 + β − β ≤  
 ∴ -β 2 ≤ xβ + c 
 
กรณีที่ 2 คือ หาคา xβ + c เมื่อ x และ c มีคาสูงสุด 
จากบทตั้งที่ 4.1 จะได max(c) = β 
แทนคา max(x) = β  − 1 และ max(c) = β ใน xβ + c ≤ max(xβ + c) 
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จะได  
 xβ + c  ≤ max(xβ + c) 
  ≤ (β − 1)β + β 
 ≤ β 2 − β + β 
 ∴ xβ + c  ≤ β 2

  
รวมทัง้สองกรณีเขาดวยกนั จะได -β 2 ≤ xβ + c ≤ β 2

ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา ขนาดของผลลัพธที่เปนไปไดในตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณคือ  
[-β 2,  β 2] ■ 
 
บทตั้งที่ 4.3 กําหนดใหมีรูปแบบการแทนจํานวน X = xn-1xn-2xn-3...x0 บนเลขฐาน β ≥ 2 ที่ซึ่ง xi 

อยูในชุดตัวเลข D = {0, ±1,…, ±(β −1)} เมื่อ 0 ≤  i จํานวนดิจิตที่ใชในการแทนผลลัพธ (xiβ + 

ci-1) ในแตละชองของตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณจําเปนตองใชอยางนอย 3 ดิจิต ซึ่ง

กําหนดใหเปน Zi = z2z1z0

 
บทพิสูจน ในการพิสูจนเราตองแสดงใหเห็นวา min(||z2z1z0||) < -β 2 และ β 2 < max(||z2z1z0||) 
แนวทางในการพิสูจนจะแสดงใหเห็นโดยเปรียบเทียบคาเชิงตัวเลขของ z1z0 กับ z2z1z0 เพื่อใหเหน็
วา 2 ดิจิตไมเพียงพอ จําเปนตองใช 3 ดิจิต 
การพิสูจนจะถูกแบงเปนสองกรณ ี
 
กรณีที่ 1 คือ แสดงใหเห็นวา min(||z2z1z0||) < -β 2 < min(||z1z0||) 
ตอจากนี้จะแบงการพิสูจนออกเปน 2 สวน 
 
สวนที่ 1 แสดงใหเห็นวา -β 2 < min(||z1z0||) 
จากหัวขอ 2.1 สมการในการหาคาเชิงตวัเลขของระบบจํานวนคือ 

∑
−∞

=

=
ni

i
ixX β  

ดังนั้น เมื่อแทน X ดวย z1z0 ใน ∑
−∞

=

=
ni

i
ixX β   

จะได 
  ||z1z0||  = z1β + z0 (4.1) 
 
ดิจิตที่มีคาต่ําสุดใน D คือ -β +1 
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ดังนัน้ min(z1) = min(z2) = -β +1 

แทนคาใน (4.1) 
จะได    
 ||z1z0||  = (-β +1)β + (-β + 1) 
 = -β 2 + β − β + 1 
 = -β 2 + 1  
 > -β 2

เพราะฉะนัน้ -β 2 < min(||z1z0||) 
 
สวนที่ 2 แสดงใหเห็นวา min(||z2z1z0||) < -β 2

แทน X ดวย z2z1z0 ใน ∑
−∞

=

=
ni

i
ixX β   

จะได 
 ||z2z1z0||  =  z2β 2 + z1β + z0 (4.2) 
 
ดิจิตที่มีคาต่ําสุดใน D คือ -β +1 
ดังนัน้ min(z2) = min(z1) = min(z0) = -β +1 

แทนคาใน (4.2) 
จะได   
 ||z2z1z0|| = (-β +1)β 2 + (-β +1)β + (-β +1) 
  = -β 3 + β 2 − β 2 + β − β + 1 
  = -β 3 + 1  
  < -β 2

เพราะฉะนัน้ min(||z2z1z0||) < -β 2

 
เมื่อนําสวนที ่1 และ สวนที ่2 มารวมกัน จะได min(||z2z1z0||) < -β 2 < min(||z1z0||) 
 
กรณีที่ 2 คือ แสดงใหเห็นวา max(||z1z0||) < β 2 < max(||z2z1z0||) 
ตอจากนี้จะแบงการพิสูจนออกเปน 2 สวน 
 
สวนที่ 1 แสดงใหเห็นวา max(||z1z0||) < β 2

แทน X ดวย z1z0 ใน ∑
−∞

=

=
ni

i
ixX β   

จะได  
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 ||z1z0||  = z1β + z0 (4.3) 
ดิจิตที่มีคาสูงสุดใน D คือ β −1 
ดังนัน้ max(z1) = max(z2) = β −1 

แทนคาใน (4.3) 
จะได 
 ||z1z0|| = (β −1)β + (β −1) 

  = β 2 − β + β − 1 
  = β 2 − 1  
 < β 2

เพราะฉะนัน้ max(||z1z0||) < β 2

 
สวนที่ 2 แสดงใหเห็นวา β 2 < max(||z2z1z0||) 

แทน X ดวย z2z1z0 ใน ∑
−∞

=

=
ni

i
ixX β   

จะได 
 ||z2z1z0||  =  z2β 2 + z1β + z0 (4.4) 
 
ดิจิตที่มีคาสูงสุดใน D คือ β −1 
ดังนัน้ max(z2) = max(z1) = max(z0) = β −1 

แทนคาใน (4.4) 
จะได 
 ||z2z1z0|| = (β −1)β 2 + (β −1)β + (β −1) 
  = β 3 − β 2 + β 2 − β + β − 1 
  = β 3 − 1  
  > β 2

เพราะฉะนัน้ β 2 < max(||z2z1z0||) 
 
เมื่อนําสวนที ่1 และ สวนที ่2 มารวมกัน จะได max(||z1z0||) < β 2 < max(||z2z1z0||) 
 
เมื่อรวมทัง้สองกรณีเขาดวยกัน  
จะไดวา  min(||z2z1z0||) < -β 2  
และ  β 2 < max(||z2z1z0||) 
ดังนัน้จึงสรุปไดวา ในการแทนคา xiβ + ci-1 จําเปนตองใชจํานวนดิจติ 3 ดิจิต คือ z2z1z0

ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
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ทฤษฎีบทที่ 4.1 กําหนดใหมีรูปแบบการแทนจํานวน X = xn-1xn-2xn-3...x0 บนเลขฐาน β ≥ 2 ที่

ซึ่ง xi อยูในชุดตัวเลข D = {0, ±1,…, ±(β −1)} ให di ∈ D เมื่อ 0 ≤  i  และ ε เปนจํานวนเต็ม
ใดๆ อาศัยอัลกอริทึมการสรางตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณ โดยที่ผลลัพธในตารางกําหนดให

แทนดวย Zi = z2z1z0 เมื่อ 0 ≤  i  ผลลัพธ Y = ynyn-1yn-2...y0 เปนรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคา
น้ําหนักนอยที่สุด และ ||X|| = ||Y|| 

 
บทพิสูจน การพิสูจนแบงออกเปนสองสวน สวนที่หนึ่งแสดงใหเห็นวาคาเชิงตัวเลขของ X และ Y 
เทากัน สวนที่สองแสดงใหเห็นวา Y มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
 
สวนที่ 1 พิสูจนวา ||X|| = ||Y|| 
ตองแสดงใหเห็นวา   1

0 0

n n
i i

i i
i i

x yβ β
−

= =

=∑ ∑  

การพิสูจนนี้เปนการพิสูจนสําหรับรูปทั่วไป ดังนั้นจึงคลายกับการพิสูจนในบทที่ 3 
จากฟงกชันการแพรตัวทดที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
 σ(x1, c0) = c1

เนื่องจาก c0 = x0, ดังนั้น σ (x1, x0) = c1  
เมื่อแทนในสมการฟงกชันการทําใหเปนบรรทัดฐาน 
จะไดวา 
 x1β + x0 = c1β + y0 (4.5) 
เนื่องจาก α(x2, c1) = α(x2, σ(x1, x0)) = y1  
จะไดวา 
 x2β + c1 = c2β + y1

 c1 = c2β + y1 − x2β (4.6) 
 

แทนคา (4.6) ใน (4.5) จะได 
 x1β + x0 = (c2β + y1 − x2β)β + y0

 x1β + x0 = c2β 2 + y1β − x2β 2 + y0

 x2β 2 + x1β + x0 = c2β 2 + y1β + y0 (4.7) 
 

โดยวิธีการเดียวกัน จะได 
 σ(x2, c1) = σ(x2, σ(x1, x0)) = c2

 α(x3, c2) = α(x3, σ(x2, σ(x1, x0)) = y2

แลว x3β + c2 = c3β + y2

นั่นคือ c2 = c3β + y2 − x3β (4.8) 
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แทนคา (4.8) ใน (4.7) จะได 
 x2β 2 + x1β + x0 = (c3β + y2 − x3β)β 2 + y1β + y0

 x2β 2 + x1β + x0 = c3β 3 + y2β 2 − x3β 3 + y1β + y0

 x3β 3 + x2β 2 + x1β + x0 = c3β 3 + y2β 2 + y1β + y0
 ... 
ดังนั้น 
 xn-1β n-1 + xn-2β n-2 + ... + x0 = cn-1β n-1 + yn-2β n-2 + ... + y0 (4.9) 
 
จากสมการฟงกชันการทําใหเปนบรรทัดฐาน 
 xnβ + cn-1  = cnβ + yn-1

และ xn = 0 จะไดวา 
 cn-1 = cnβ + yn-1 (4.10) 
 

เนื่องจาก cn-1 สามารถเขียนแทนไดดวย 2 ดิจิต 
ดังนั้นเพื่อทําใหสมการ (4.10) สมดุลกัน คาของ cn และ yn-1 ที่มีนัยสําคัญสูงสุดจําเปนตองแทน
ดวย 1 ดิจิต 
จะไดวา 
 cn และ yn-1  ∈ [-β + 1, β − 1] 
ดังนั้น yn =  cn แลว (4.10) สามารถเขียนไดเปน cn-1 = ynβ + yn-1  
แทนคา cn-1 = ynβ + yn-1 ใน (4.9) จะไดวา 
 xn-1β n-1 + xn-2β n-2 + ... + x0 = (ynβ + yn-1)β n-1 + yn-2β n-2 + ... + y0

 xn-1β n-1 + xn-2β n-2 + ... + x0 = ynβ n + yn-1β n-1 + yn-2β n-2 + ... + y0 
 
ดังนั้น  1

0 0

n n
i i

i i
i i

x yβ β
−

= =

=∑ ∑  

 
สวนที่ 2 พิสูจนวา Y เปนรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
ตองแสดงใหเห็นวา Y ผานขอกําหนดในนิยามที่ 2.4 ซึ่งมีกฎอยูสองขอคือ 

1. กฎผลบวกจํากัด (limited sum rule) กลาวคือ |bi+1 + bi| < β สําหรับทุกๆ i 
2. กฎการลดลงของดิจิต (digit decreasing rule) กลาวคือ |bi| < |bi+1| เมื่อ bi+1bi < 0 

โดยที่ |b| คือคาสัมบูรณของ b 
จากสมการฟงกชันการทําใหเปนบรรทัดฐาน 
 xi+1β + ci = ci+1β + yi

จะไดวา bi+1 = yi+1 = z1 และ bi = yi = z0
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แนวทางในการพิสูจนตองแบงออกเปน 5 ชวง ตามอัลกอริทึมการสรางตารางฟงกชนัการแปลงที่
สมบูรณ 
 
ชวงที่ 1: Zi ∈[-β 2, -β 2 + β − 1], then z2 = 1, z1 = 0, z0 = β + ci-1

เนื่องจาก z2z1 = ci และ z0 = yi-1

ดังนัน้ ci = 10 และ yi-1 = β + ci

ตอไปหาคา yi จากสมการฟงกชนัการทําใหเปนบรรทัดฐาน xiβ + ci-1 = ciβ + yi-1

เมื่อแทนคาตัวหอยที่สอดคลองแลวจะไดเปน xi+1β + ci = ci+1β + yi

เราทราบแลววา xi+1β + ci = z2z1z0

เมื่อนํา xi+1β มาบวกกับ ci ผลลัพทที่ไดในตําแหนง z0 ตองขึ้นอยูกับดิจิตที่มีนยัสําคัญนอยที่สุด
ของ ci ซึ่งมีคาเปน 0 เพราะวา ci = 10  
ดังนัน้ yi = z0 = 0 
เนื่องจาก -β ≤ ci-1 < 0 ดังนั้นเมื่อนาํคา ci-1 ไปแทนใน yi-1 = β + ci-1 เพื่อหาคา yi-1  
จะได 0 ≤ yi-1 < β 
เราสามารถเหน็ไดวา yi = 0 เสมอ เพราะฉะนัน้ yiyi-1 ≥ 0 
เนื่องจาก yi = 0 และ 0 ≤ yi-1 < β 
ดังนัน้ |yi + yi-1| < β 
ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา ผลลัพทที่ไดในชวงที่ 1 นี้ เปนที่ยอมรับโดยกฎผลบวกจํากัด 
 
ชวงที่ 2: Zi ∈[-β 2 + β, -β], then z2 = 0, xiβ + ci-1 = z1β + z0 and z0 = z1 − ε  
 where 2z1 < ε < 2z1 + β 
เนื่องจากชวงที่ 2 นี้ z1 เปนลบ และ z0 เปนจํานวนเต็ม 
ดังนั้น การพิสูจนจึงตองแบงออกเปนสองกรณี 
 
กรณีที่ 1 เมื่อ z1 < 0 และ z0 ≤ 0 ตองแสดงใหเห็นวา |z1 + z0| < β เพราะ z1z0 ≥ 0 
ในการหาคา ε เราจําเปนตองทราบคาของ z1

เนื่องจาก -β + 1 ≤  z1 < 0 
ดังนั้นคาของ z1 = {-β + 1, -β + 2, -β + 3,…, -β + n,…, -1} เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ 
แทนคา z1 ใน 2z1 < ε < 2z1 + β  
จะได 
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 เมื่อ z1 = -β + 1, -2β + 2 < ε < -β + 2 จะได -1 < z0 ≤ 0 
 เมื่อ z1 = -β + 2, -2β + 4 < ε < -β + 4 จะได -2 < z0 ≤ 0 

 เมื่อ z1 = -β + 3, -2β + 6 < ε < -β + 6 จะได -3 < z0 ≤ 0 

 … 
 เมื่อ z1 = -β + n, -2β + 2n < ε < -β + 2n จะได -n < z0 ≤ 0 

เขียนใหมไดเปน 
 เมื่อ z1 = -β + n, -2β + 2n < ε < -β + 2n จะได -n + 1 ≤ z0 ≤ 0 
สําหรับคาต่ําสุดของ z0 จะเห็นวา |(-β + n) + (-n + 1)| < β 

ดังนั้นจึงสรุปไดวา |z1 + z0| < β เมื่อ z1z0 ≥ 0 
เขียนใหมไดวา |yi+1 + yi| < β เมื่อ yi+1yi ≥ 0 เปนที่ยอมรับโดยกฎผลบวกจํากัด 
 
กรณีที่ 2 เมื่อ z1 < 0 และ z0 > 0 ตองแสดงใหเห็นวา |z0| < |z1| เพราะ z1z0 < 0 
ในการหาคา ε เราจําเปนตองทราบคาของ z1

เนื่องจาก -β + 1 ≤  z1 < 0 
ดังนั้นคาของ z1 = {-β + 1, -β + 2, -β + 3,…, -β + n,…, -1} เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ 
แทนคา z1 ใน 2z1 < ε < 2z1 + β  
จะได 
 เมื่อ z1 = -β + 1, -2β + 2 < ε < -β + 2 จะได 0 < z0 < β − 1 
 เมื่อ z1 = -β + 2, -2β + 4 < ε < -β + 4 จะได 0 < z0 < β − 2 

 เมื่อ z1 = -β + 3, -2β + 6 < ε < -β + 6 จะได 0 < z0 < β − 3 

 … 
 เมื่อ z1 = -β + n, -2β + 2n < ε < -β + 2n จะได 0 < z0 < β − n 

เขียนใหมไดเปน 
 เมื่อ z1 = -β + n, -2β + 2n < ε < -β + 2n จะได 0 < z0 ≤ β − n −1 
สําหรับคาสูงสุดของ z0 จะเห็นวา |β − n −1| < |-β + n| 

ดังนั้นจึงสรุปไดวา |z0| < |z1| เมื่อ z1z0 < 0 
เขียนใหมไดวา | yi| < | yi+1| เมื่อ yi+1 yi < 0 เปนที่ยอมรับโดยกฎการลดลงของดิจิต 
 
ชวงที่ 3: Zi ∈[-β + 1, β − 1], then z2 = 0, z1 = 0, z0 = ci-1

เนื่องจาก z2z1 = ci และ z0 = yi-1

ดังนัน้ ci = 00 และ yi-1 = ci-1

ตอไปหาคา yi จากสมการฟงกชนัการทําใหเปนบรรทัดฐาน xiβ + ci-1 = ciβ + yi-1
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เมื่อแทนคาตัวหอยที่สอดคลองแลวจะไดเปน xi+1β + ci = ci+1β + yi

เราทราบแลววา xi+1β + ci = z2z1z0

เมื่อนํา xi+1β มาบวกกับ ci ผลลัพทที่ไดในตําแหนง z0 ตองขึ้นอยูกับดิจิตที่มีนยัสําคัญนอยที่สุด
ของ ci ซึ่งมีคาเปน 0 เพราะวา ci = 00  
ดังนัน้ yi = z0 = 0 
เนื่องจาก -β + 1 ≤ ci-1 ≤ β − 1 ดังนั้นเมื่อนําคา ci-1 ไปแทนใน yi-1 = ci-1 เพื่อหาคา yi-1  
จะได -β + 1 ≤ yi-1 ≤ β − 1 
เราสามารถเหน็ไดวา yi = 0 เสมอ เพราะฉะนัน้ yiyi-1 ≥ 0 
เนื่องจาก yi = 0 และ -β + 1 ≤ yi-1 ≤ β − 1 
ดังนัน้ |yi + yi-1| < β 
ดังนัน้จึงสามารถสรุปไดวา ผลลัพทที่ไดในชวงที่ 3 นี้ เปนทีย่อมรับโดยกฎผลบวกจาํกัด 
 
ชวงที่ 4: Zi ∈[β, β 2 − β], then z2 = 0, xiβ + ci-1 = z1β + z0 and z0 = z1 − ε  
 where 2z1 − β < ε < 2z1

เนื่องจากชวงที่ 4 นี้ z1 เปนบวก และ z0 เปนจํานวนเต็ม 
ดังนั้น การพิสูจนจึงตองแบงออกเปนสองกรณี 
 
กรณีที่ 1 เมื่อ z1 > 0 และ z0 < 0 ตองแสดงใหเห็นวา |z0| < |z1| เพราะ z1z0 < 0 
ในการหาคา ε เราจําเปนตองทราบคาของ z1

เนื่องจาก 0 < z1 ≤ β − 1 
ดังนั้นคาของ z1 = {1,…, β − n,…, β − 3, β − 2, β − 1} เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ 
แทนคา z1 ใน 2z1 − β < ε < 2z1

จะได 
 เมื่อ z1 = β − 1, β − 2 < ε < 2β − 2 จะได -β + 1 < z0 < 0 
 เมื่อ z1 = β − 2, β − 4 < ε < 2β − 4 จะได -β + 2 < z0 < 0 

 เมื่อ z1 = β − 3, β − 6 < ε < 2β − 6 จะได -β + 3 < z0 < 0 

 … 
 เมื่อ z1 = β − n, β − 2n < ε < 2β − 2n จะได -β + n < z0 < 0 
เขียนใหมไดเปน 
 เมื่อ z1 = β − n, β − 2n < ε <2β − 2n จะได -β + n +1 ≤ z0 < 0 
สําหรับคาต่ําสุดของ z0 จะเห็นวา |-β + n +1| < |β − n | 
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ดังนั้นจึงสรุปไดวา |z0| < |z1| เมื่อ z1z0 < 0 
เขียนใหมไดวา | yi| < | yi+1| เมื่อ yi+1 yi < 0 เปนที่ยอมรับโดยกฎการลดลงของดิจิต 
 
กรณีที่ 2 เมื่อ z1 > 0 และ z0 ≥ 0 ตองแสดงใหเห็นวา |z1 + z0| < β เพราะ z1z0 ≥ 0 
ในการหาคา ε เราจําเปนตองทราบคาของ z1

เนื่องจาก 0 <  z1 ≤ β − 1 
ดังนั้นคาของ z1 = {1,…, β − n,…, β − 3, β − 2, β − 1} เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ 
แทนคา z1 ใน 2z1 − β < ε < 2z1

จะได 
 เมื่อ z1 = β − 1, β − 2 < ε < 2β − 2 จะได 0 ≤ z0 < 1 
 เมื่อ z1 = β − 2, β − 4 < ε < 2β − 4 จะได 0 ≤ z0 < 2 

 เมื่อ z1 = β − 3, β − 6 < ε < 2β − 6 จะได 0 ≤ z0 < 3 

 … 
 เมื่อ z1 = β − n, β − 2n < ε <2β − 2n จะได 0 ≤ z0 < n 
เขียนใหมไดเปน 
 เมื่อ z1 = β − n, β − 2n < ε <2β − 2n จะได 0 ≤ z0 ≤ n − 1 

สําหรับคาสุงสุดของ z0 จะเห็นวา |(β − n) + (n − 1)| < β 

ดังนั้นจึงสรุปไดวา |z1 + z0| < β เมื่อ z1z0 ≥ 0 
เขียนใหมไดวา |yi+1 + yi| < β เมื่อ yi+1yi ≥ 0 เปนที่ยอมรับโดยกฎผลบวกจํากัด 
 
ชวงที่ 5: Zi ∈[β 2 − β + 1, β 2], then z2 = 1, z1 = 0, z0 = -β + ci-1

เนื่องจาก z2z1 = ci และ z0 = yi-1

ดังนัน้ ci = 10 และ yi-1 = -β + ci-1

ตอไปหาคา yi จากสมการฟงกชันการทาํใหเปนบรรทัดฐาน xiβ + ci-1 = ciβ + yi-1

เมื่อแทนคาตัวหอยที่สอดคลองแลวจะไดเปน xi+1β + ci = ci+1β + yi

เราทราบแลววา xi+1β + ci = z2z1z0

เมื่อนํา xi+1β มาบวกกับ ci ผลลัพทที่ไดในตําแหนง z0 ตองขึ้นอยูกับดิจิตที่มีนยัสําคัญนอยที่สุด
ของ ci ซึ่งมีคาเปน 0 เพราะวา ci = 10  
ดังนัน้ yi = z0 = 0 
เนื่องจาก 0 < ci-1 ≤ β ดังนัน้เมื่อนําคา ci-1 ไปแทนใน yi-1 = -β + ci-1 เพื่อหาคา yi-1  
จะได -β < yi-1 ≤ 0 
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เราสามารถเหน็ไดวา yi = 0 เสมอ เพราะฉะนัน้ yiyi-1 ≥ 0 
เนื่องจาก yi = 0 และ -β < yi-1 ≤ 0 
ดังนัน้ |yi + yi-1| < β 
ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา ผลลัพทที่ไดในชวงที่ 5 นี้ เปนที่ยอมรับโดยกฎผลบวกจํากัด 
 
จากบทพิสูจนทั้ง 5 ชวง สามารถสรุปไดวา Y เปนรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
ส้ินสุดการพิสูจน ■ 
 
ตัวอยางที่ 4.1 การสรางตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณบนเลขฐาน 4 และชุดตัวเลข D = { 3 , 

2 , 1 , 0, 1, 2, 3} 
 
วิธีทํา จากอัลกอริทึมการสรางตารางการทําใหเปนบรรทัดฐานจะได C = {-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 

3, 4} การคํานวณหาคาในตารางแบงออกเปน 5 ชวง ดังตอไปนี้ 
 
ชวงที่ 1: Zi ∈[-β 2, -β 2 + β − 1], then z2 = 1, z1 = 0, z0 = β + ci-1

ซึ่งก็คือชวง [-16, -13] 
เมื่อคา ci-1 = -4, z0 = β − 4 = 0 ผลลัพธในตารางเปน 100 
เมื่อคา ci-1 = -3, z0 = β − 3 = 1 ผลลัพธในตารางเปน 101 
เมื่อคา ci-1 = -2, z0 = β − 2 = 2 ผลลัพธในตารางเปน 102 
เมื่อคา ci-1 = -1, z0 = β − 1 = 3 ผลลัพธในตารางเปน 103 
 
ชวงที่ 2: Zi ∈[-β 2 + β, -β], then z2 = 0, xiβ + ci-1 = z1β + z0 and z0 = z1 − ε  
 where 2z1 < ε < 2z1 + β 
ซึ่งก็คือชวง [-12, -4] 
เมื่อคา ci-1 = 0, ใหเลือก  z1 = 3  ลองแทนในสมการเนื่องจาก xi = 3  
แทนคา z1 = 3  ใน 2z1 < ε < 2z1 + β 
จะได -6 < ε < -2 หรือ ε = {-5, -4, -3} 
เมื่อแทนคา z1 = 3 , xi = 3  และ ci-1 = 0 ใน  
 xiβ + ci-1  = z1β + z1 − ε 
จะได   
 (-3)4 + 0 = (-3)4 + (-3) − ε 
 -12 = -12 − 3 − ε 
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 ∴ ε  = -3 ซึ่งอยูใน {-5, -4, -3} 
ดังนั้น เมื่อแทนคา z1 = -3 และ ε = -3 ใน z0 = z1 − ε 
จะได z0 = -3 – (-3) = 0 
ผลลัพธในตารางเปน 030 
 
เมื่อคา ci-1 = 1, ใหเลือก  z1 = 3  ลองแทนในสมการเนื่องจาก xi = 3  
แทนคา z1 = 3  ใน 2z1 < ε < 2z1 + β 
จะได -6 < ε < -2 หรือ ε = {-5, -4, -3} 
เมื่อแทนคา z1 = 3 , xi = 3  และ ci-1 = 1 ใน  
 xiβ + ci-1  = z1β + z1 − ε 
จะได   
 (-3)4 + 1 = (-3)4 + (-3) − ε 
 -12 + 1 = -12 − 3 − ε 
 ∴ ε  = -4 ซึ่งอยูใน {-5, -4, -3} 
ดังนั้น เมื่อแทนคา z1 = -3 และ ε = -4 ใน z0 = z1 − ε 
จะได z0 = -3 – (-4) = 1 
ผลลัพธในตารางเปน 031 
 
เมื่อคา ci-1 = 2, ใหเลือก  z1 = 3  ลองแทนในสมการเนื่องจาก xi = 3  
แทนคา z1 = 3  ใน 2z1 < ε < 2z1 + β 
จะได -6 < ε < -2 หรือ ε = {-5, -4, -3} 
เมื่อแทนคา z1 = 3 , xi = 3  และ ci-1 = 2 ใน  
 xiβ + ci-1  = z1β + z1 − ε 
จะได   
 (-3)4 + 2 = (-3)4 + (-3) − ε 
 -12 + 2 = -12 − 3 − ε 
 ∴ ε  = -5 ซึ่งอยูใน {-5, -4, -3} 
ดังนั้น เมื่อแทนคา z1 = -3 และ ε = -5 ใน z0 = z1 − ε 
จะได z0 = -3 – (-4) = 2 
ผลลัพธในตารางเปน 032 
 
เมื่อคา ci-1 = 3, ใหเลือก  z1 = 3  ลองแทนในสมการเนื่องจาก xi = 3  
แทนคา z1 = 3  ใน 2z1 < ε < 2z1 + β 
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จะได -6 < ε < -2 หรือ ε = {-5, -4, -3} 
เมื่อแทนคา z1 = 3 , xi = 3  และ ci-1 = 3 ใน  
 xiβ + ci-1  = z1β + z1 − ε 
จะได   
 (-3)4 + 3 = (-3)4 + (-3) − ε 
 -12 + 3 = -12 − 3 − ε 
 ∴ ε  = -6 ซึ่งไมอยูใน {-5, -4, -3} 
 
ดังนั้นจึงตองเลือกคา z1 มาใหมอีกหนึ่งคา โดยอาจเลือก 4  หรือ 2  ก็ได 
แตเนื่องจาก 4  ∉ D ดังนั้นเราจึงเลือก z1 = 2  
แทนคา z1 = 2  ใน 2z1 < ε < 2z1 + β 
จะได -4 < ε < 0 หรือ ε = {-3, -2, -1} 
เมื่อแทนคา z1 = 2 , xi = 3  และ ci-1 = 3 ใน  
 xiβ + ci-1  = z1β + z1 − ε 
จะได   

 (-3)4 + 3 = (-2)4 + (-2) − ε 
 -12 + 3 = -8 − 2 − ε 
 ∴ ε  = -1 ซึ่งอยูใน {-3, -2, -1} 
ดังนั้น เมื่อแทนคา z1 = -2 และ ε = -1 ใน z0 = z1 − ε 
จะได z0 = -2 – (-1) = -1 
ผลลัพธในตารางเปน 0 2 1 
 
คํานวณคาในตารางแบบนี้ไปเร่ือยๆจนไดผลลัพธทั้งหมดของชวงที่ 2 
 
ชวงที่ 3: Zi ∈[-β + 1, β − 1], then z2 = 0, z1 = 0, z0 = ci-1

ซึ่งก็คือชวง [-3, 3] 
เมื่อคา ci-1 = -3 ผลลัพธในตารางเปน 003  
เมื่อคา ci-1 = -2 ผลลัพธในตารางเปน 00 2  
เมื่อคา ci-1 = -1 ผลลัพธในตารางเปน 001 
เมื่อคา ci-1 =  0 ผลลัพธในตารางเปน 000 
เมื่อคา ci-1 =  1 ผลลัพธในตารางเปน 001 

เมื่อคา ci-1 =  2 ผลลัพธในตารางเปน 002 
เมื่อคา ci-1 =  3 ผลลัพธในตารางเปน 003 
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ชวงที่ 4: Zi ∈[β, β 2 − β], then z2 = 0, xiβ + ci-1 = z1β + z0 and z0 = z1 − ε  
 where 2z1 − β < ε < 2z1

ซึ่งก็คือชวง [4, 12] 
เมื่อคา ci-1 = 4, ใหเลือก  z1 = 0 ลองแทนในสมการเนื่องจาก xi = 0 
แทนคา z1 = 0 ใน 2z1 − β < ε < 2z1

จะได -4 < ε < 0 หรือ ε = {-3, -2, -1} 
เมื่อแทนคา z1 = 0, xi = 0 และ ci-1 = 4 ใน  
 xiβ + ci-1  = z1β + z1 − ε 
จะได   
 (0)4 + 4 = (0)4 + (0) − ε 
 4 = 0 − 0 − ε 
 ∴ ε  = -4 ซึ่งไมอยูใน {-3, -2, -1} 
ดังนั้นจึงตองเลือกคา z1 มาใหมอีกหนึ่งคา โดยอาจเลือก 1 หรือ 1 ก็ได 
แตเนื่องจากถาเลือก 1 จะสงผลใหคา xiβ + ci-1 เปนลบ ซึ่งไมอยูในชวงที ่4  

ดังนั้นเราจึงเลือก z1 = 1 
แทนคา z1 = 1 ใน 2z1 − β < ε < 2z1

จะได -2 < ε < 2 หรือ ε = {-1, 0, 1} 
เมื่อแทนคา z1 = 1, xi = 0 และ ci-1 = 4 ใน  
 xiβ + ci-1  = z1β + z1 − ε 
จะได   

 (0)4 + 4 = (1)4 + (1) − ε 
 4 =  4 + 1 − ε 
 ∴ ε  = 1 ซึ่งอยูใน {-1, 0, 1} 
ดังนั้น เมื่อแทนคา z1 = 1 และ ε = 1 ใน z0 = z1 − ε 
จะได z0 = 1 – (1) = 0 
ผลลัพธในตารางเปน 010 
 
คํานวณคาในตารางแบบนี้ไปเร่ือยๆจนไดผลลัพธทัง้หมดของชวงที่ 4 
 
ชวงที่ 5: Zi ∈[β 2 − β + 1, β 2], then z2 = 1, z1 = 0, z0 = -β + ci-1

ซึ่งก็คือชวง [13, 16] 
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เมื่อคา ci-1 = 1, z0 = -β + 1 = 3  ผลลัพธในตารางเปน 103  
เมื่อคา ci-1 = 2, z0 = -β + 2 = 2  ผลลัพธในตารางเปน 10 2  
เมื่อคา ci-1 = 3, z0 = -β + 3 = 1  ผลลัพธในตารางเปน 101 
เมื่อคา ci-1 = 4, z0 = -β + 4 = 0  ผลลัพธในตารางเปน 100 
 

จากการคํานวณหาผลลัพธในตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณทั้ง 5 ชวง บนระบบ
จํานวนซ้ําซอนฐาน 4 สามารถแสดงไดดังตารางที่ 4.2 
 

ตารางที่ 4.2 แสดงตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณบนเลขฐาน 4 
xiσα 

3  2  1 0 1 2 3 
-4 100 030 0 2 0 010 000 010 020 
-3 101 031 0 2 1 003 001 011 021 
-2 102 032 01 2 00 2 002 012 03 2  
-1 103 0 2 1 011 001 003 021 031 
0 030 0 2 0 010 000 010 020 030 
1 031 0 2 1 003 001 011 021 103  
2 032 01 2 00 2 002 012 03 2 10 2  
3 0 2 1 011 001 003 021 031 101 

ci-1

4 0 2 0 010 000 010 020 030 100 
 □ 
 
ตัวอยางที่ 4.2 กําหนดให D = { 3 , 2 , 1 , 0, 1, 2, 3} เปนชุดตัวเลขซ้ําซอนฐานสี่ ให X เปน

รูปแบบการแทนจํานวนบนฐาน β = 4 ใน D และ X = 1 2 3 2 1 3 211 2 302 3 2 3 = 

70626004310 ซึ่งมีคาน้ําหนักเปน 15 จากบทตั้งที่ 4.1 จะได C = {-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4} 

เปนชุดตัวเลขตัวทด ดังนั้นการทําใหเปนบรรทัดฐานที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดของ X → Y โดย

อาศัยสถาปตยกรรมการแปลงแบบทําควบคูกันสามารถอธิบายไดดังตอไปนี้ 

ตัวทดนําเขาเริ่มตน c0 = x0 = 3 นําไปคํานวณหาคา ci และ yi ทั้งหมดโดยอาศัยฟงกชัน
การแพรตัวทด σ และฟงกชันการแปลงดิจิต α ที่ไดนิยามไวแลวในบทที่ 3 ซึ่งกลาววา 
 σ : D × C  → C 
 σ (xi, ci-1) = ci 

 
และ α : D × C  → D 

 α (xi, ci-1) = yi-1

โดยที่ ci และ ci-1 เปนสมาชิกในชุดตัวเลข C จะไดวา 
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xiβ + ci-1 =  ciβ + yi-1

 
ดังนั้นคา ci จากสมการฟงกชันการแพรตัวทดเขียนไดดังนี้ 
 

c0 = 3 
c1 = σ1 (c0) = σ1(3) = -1 
c2 = σ2 (c1) = σ2(-1) = -4 
c3 = σ3 (c2) = σ3(-4) = 1 
c4 = σ4 (c3) = σ4(1) = 0 
c5 = σ5 (c4) = σ5(0) = 3 
c6 = σ6 (c5) = σ6(3) = -1 
c7 = σ7 (c6) = σ7(-1) = -1 
c8 = σ8 (c7) = σ8(-1) = 0 
c9 = σ9 (c8) = σ9(0) = 2 
c10 = σ10 (c9) = σ10(2) = -3 
c11 = σ11 (c10) = σ11(-3) = 0 
c12 = σ12 (c11) = σ12(0) = -2 
c13 = σ13 (c12) = σ13(-2) = 3  
c14 = σ14 (c13) = σ14(3) = -1 
c15 = σ15 (c14) = σ15(-1) = 0 

 
 ∴ c = (0 -1 3 -2 0 -3 2 0 -1 -1 3 0 1 -4 -1 3) 

 
และคา yi จากสมการฟงกชันการแปลงดิจิตเขียนไดดังนี้ 
 
 y0 = α 0(c0) = α 0(3) = 1 
 y1 = α 1(c1) = α 1(-1) = 3 
 y2 = α 2(c2) = α 2(-4) = 0 
 y3 = α 3(c3) = α 3(1) = 1 
 y4 = α 4(c4) = α 4(0) = 0 
 y5 = α 5(c5) = α 5(3) = 1 
 y6 = α 6(c6) = α 6(-1) = 1 
 y7 = α 7(c7) = α 7(-1) = 3 
 y8 = α 8(c0) = α 8(0) = 0 
 y9 = α 9(c1) = α 9(2) = 2 
 y10 = α 10(c2) = α 10(-3) = 1 
 y11 = α 11(c3) = α 11(0) = 0 
 y12 = α 12(c4) = α 12(-2) = 2  
 y13 = α 13(c5) = α 13(3) = 1 
 y14 = α 14(c6) = α 14(-1) = 3 
 y15 = α 15(c7) = α 15(0) = 0 
 
 ∴ Y = 031 2 012031101031 
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เพราะฉะนั้น X = 1 2 3 2 13211 2 3023 2 3 เมื่อ xi ∈ D จะถูกแปลงเปน Y = 

031 2 012031101031 เมื่อ yi ∈ D โดยที่ ||X|| = ||Y|| = 70626004310

ตอไปทดสอบวาผลลัพธ Y ที่ได อยูในรูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด จากกฎผลบวก
จํากัด และ กฎการลดลงของดิจิต จากนิยามที่ 2.4 เราสามารถสรางเปนตารางเปรียบเทียบ xi กับ 
xi+1 ไดดังนี้ 
 

ตารางที่ 4.3 แสดงการเปรียบเทียบ xi กับ xi+1 บนเลขฐาน 4 
xi xi+1
-3 0 
-2 0, -1, 3 
-1 0, -1, ±2, 3 
0 0, ±1, ±2, ±3 
1 0, 1, ±2, -3 
2 0, 1, -3 
3 0 

 
ใหตรวจสอบดิจิตทีละคูใน Y จะเห็นวา Y เปนจีนาฟ เนื่องจากดิจิตทุกคูผานขอบังคับในตารางที่ 
4.3 ดังนั้นรูปแบบการแทนจํานวน Y เปนรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ซึ่งมีคา
น้ําหนกัเปน 11 □ 
 
4.2 สรุป 

ในบทนี้เราไดกลาวถึงวิธีการทําใหเปนบรรทัดฐานบนเลขฐานที่มากกวาหรือเทากับสอง
โดยอาศัยสถาปตยกรรมแบบทําควบคูกัน โดยเสนออัลกอริทึมในการสรางตารางฟงกชันการแปลง
ที่สมบูรณเพื่อใชในการคํานวณหาผลลัพธที่อยูในรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด 
และยังไดพิสูจนไดเห็นวา การทําใหเปนบรรทัดฐานนี้ทํางานไดอยางถูกตอง 
 



บทที่  5 

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

 

5.1 สรุปผลการวิจัย 

 งานวิจัยชิ้นนี้ไดนําเสนอวิธีการแปลงจํานวนๆ หนึ่งบนระบบจํานวนซ้ําซอนแบบมี
เครื่องหมายมากที่สุดและมีคุณสมบัติสมมาตรใหอยูในรูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด โดยอาศัย
สถาปตยกรรมการแปลงแบบทําควบคูกันซึ่งเปนการแปลงชุดตัวเลขแบบขนาน ดังนั้นจึงสงผลให
เวลาที่ใชในการแปลงจากเดิมที่เปนเวลาเชิงเสนคือ O(n) ไปเปนเวลาลอการิทึม O(log n) เมื่อ n 
คือขนาดของรูปแบบการแทนจํานวนที่ทําใหเปนบรรทัดฐาน วิธีการแปลงนี้เราใหชื่อวา การทําให
เปนบรรทัดฐาน โดยเสนอรูปทั่วไปในการสรางตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณซึ่งผลิตผลลัพธ 3 
ดิจิตในแตละชองของตาราง รูปแบบมาตราฐานในการสรางตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณนี้
จําเปนตองแบงออกเปน 5 ชวงเนื่องจากขอจํากัดที่วา ผลลัพธที่ไดตองมีคาน้ําหนักนอยทีสุ่ด ดงันัน้
จึงตองอาศัยกฎผลบวกจํากัดและกฎการลดลงของดิจิตในหัวขอที่ 2.6 เพื่อใหเราสรางตารางที่จะ
สามารถผลิตผลลัพธใหอยูในรูปแบบที่เรียกวาจีนาฟซึ่งเปนรูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด และ
วิธีการทําใหเปนบรรทัดฐานนี้สามารถชวยใหการแปลงจํานวนทําไดกับทุกๆเลขฐานที่มากกวาหรือ
เทากับสอง 

ในงานวิจัยนี้ยังไดพิสูจนใหเห็นวาการทําใหเปนบรรทัดฐานนี้ทํางานไดถูกตองโดยแบงการ
พิสูจนออกเปนสวนๆ กลาวคือ พิสูจนหาขนาดของตัวทดที่ใช พิสูจนวาคาในตารางมีขนาดจํากัด 
พิสูจนวา 3 ดิจิตเพียงพอในการแทนคาทั้งหมดในตารางฟงกชันการแปลงที่สมบูรณ พิสูจนวาคา
เชิงตัวเลขของจํานวนนําเขาและจํานวนนําออกมีคาเทากัน และพิสูจนวาผลลัพธที่ไดเปนรูปแบบ
การแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด ทั้งนี้ก็เพื่อแสดงใหเห็นวาการทําใหเปนบรรทัดฐานนี้
ทํางานไดอยางถูกตองตามขอบเขตที่กําหนดไว และไดแสดงวิธีการคํานวณโดยอาศัยตัวอยาง
ประกอบเพื่อใหเห็นการทํางานของการทําใหเปนบรรทัดฐานอยางชัดเจนยิ่งขึ้น  

สําหรับในระดับของการทําใหเกิดผล เราไมสามารถนับคาน้ําหนักของดิจิตที่ไมเปนศูนยวา
มีคาน้ําหนักเปนหนึ่งไดทั้งหมด เนื่องจากการแทนคาเปนไดเพียงศูนยและหนึ่งเทานั้น ดังนั้น
สําหรับทุกๆ ดิจิต ตองแทนคาดวยศูนยและหนึ่งเทานั้น ซึ่งก็คือในแตละดิจิต การแทนคาของศูนย
และหนึ่งยอมแตกตางกันไป โดยที่ 1 แทนดวย 10, 0 แทนดวย 00 และ 1 แทนดวย 01 
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ดังนั้นการแทนคาของดิจิตสําหรับเลขฐานสี่จะเปนดังตัวอยางตอไปนี้ 
 3 = 11 แทนดวย 0101 มีคาน้ําหนักเปน 2 
  2 = 10 แทนดวย 0100 มีคาน้ําหนักเปน 1 
 1 = 01 แทนดวย 0001 มีคาน้ําหนักเปน 1 
 0 = 00 แทนดวย 0000 มีคาน้ําหนักเปน 0 
 1 = 01 แทนดวย 0010 มีคาน้ําหนักเปน 1 

2  = 10 แทนดวย 1000 มีคาน้ําหนักเปน 1 
 3  = 11 แทนดวย 1010 มีคาน้ําหนักเปน 2 
เปนตน 

จะเห็นไดวาคาน้ําหนักของรูปแบบการแทนจํานวนในระดับทฤษฏีกับระดับทําใหเกิดผลมี
ความแตกตางกันขึ้นอยูกับการออกแบบวงจรในการทํางาน ดังนั้นเพื่อใหไดรูปแบบการแทน
จํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดในระดับทําใหเกิดผลจําเปนตองมีการออกแบบวงจรเพิ่มเตมิ ซึง่เปน
ส่ิงที่นาสนใจทําตอไป 

 

5.2 ขอจํากัดของงานวิจัย 

รูปแบบการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่ สุดสําหรับระบบจํานวนซ้ําซอนแบบมี
เครื่องหมายนี้มีอยูหลายรูปแบบ ในระบบเลขฐานสอง รูปแบบที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดคือตองไมมี
ดิจิตที่ไมเปนศูนยอยูติดกัน ดังนั้นจึงสามารถเขียนแทนไดหลายแบบ แตสําหรับระบบเลขฐานที่
มากกวาสอง ในปจจุบันเราสามารถหารูปแบบที่เปนมาตราฐานไดเพียงรูปแบบเดียว ซึ่งก็คือ
รูปแบบที่เรียกวาจีนาฟ สงผลใหจํานวนซ้ําซอนที่ใชตองเปนระบบจํานวนซ้ําซอนมากที่สุดและตอง
มีคุณสมบัติสมมาตรดวยหรือที่เรียกวาชุดตัวเลขคาโนนิคอลแบบมีเครื่องหมาย เพราะสําหรับ
ระบบจํานวนซ้ําซอนแบบอื่นยังไมมีรูปแบบที่เปนมาตราฐานในการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอย
ที่สุด 
 

5.3 ขอเสนอแนะ 

จากที่ไดกลาวมาแลววางานวิจัยนี้อางอิงระบบจํานวนซ้ําซอนแบบมีเครื่องหมายมากที่สุด
และตองมีคุณสมบัติสมมาตรเทานั้น เนื่องจากรูปแบบในการแทนจํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุด
สําหรับเลขฐานที่มากกวาหรือเทากับสองบนระบบจํานวนซ้ําซอนแบบอื่นๆ ยังไมมีรูปแบบที่เปน
มาตราฐานรองรับที่ชัดเจน ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงจําเปนตองอาศัยรูปแบบการแทนจํานวนที่มีคา
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น้ําหนักนอยที่สุดที่เปนมาตราฐานและสามารถอางอิงไดที่เรียกวาจีนาฟดังนั้นการทําใหเปน
บรรทัดฐานสําหรับระบบจํานวนซ้ําซอนแบบอื่นๆ จะสามารถทําไดก็ตอเมื่อมีรูปแบบการแทน
จํานวนที่มีคาน้ําหนักนอยที่สุดที่เปนมาตราฐานรองรับแลว ส่ิงที่เปนประเด็นนาสนใจในการวิจัย
ตอไปคือการหารูปแบบที่เปนมาตราฐานสําหรับระบบจํานวนซ้ําซอนแบบอื่นๆ เพื่อใชอางอิงในการ
ทําใหเปนบรรทัดฐานตอไป 
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