
คูณสมบัต ิทางพลศาสตร์ของระบบโครงสร้างอาคาร กับ เครื่องจักร

ในบทที่แล้วได้ประดิษฐ์สมการการสั่นสะเทือนของโครงสร้างอาคารที่ม ีลักษณะเป็นโครง 
ข่ายแบบระนาบโดยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ส ่วนที่จะกล่าวถึงในบทนี้ได ้แก่ การสร้างระบบสมการ 
สำหรับการสั่นสะเทือนของระบบร่วมโครงสร้างอาคารรวมเครื่องจักร โดยการนำระบบสมการของ 
โครงสร้างอาคารมาประกอบเข้ากับสมการของชุดแยกการสั่นสะเทือน ซึ่งในการติดตั้งชุดแยกการ 
สั่นสะเท ือนเข ้าก ับโครงสร้างของอาคารน ี้ เป ็นการเพ ิ่มระดับขั้นความเสรีให ้ก ับระบบสมการ 
ทังหมด ส่งผลให้คุณสมบัติการสั่นสะเทือนของระบบทั้งหมดเปลี่ยนแปลงไป สำหรับวิธีการที่ใช  ้
ประกอบระบบสมการการสั่นสะเทือนของโครงสร้างอาคารเข้ากับเครื่องจักรในงานวิจัยนี้ใช้วิธีการ 
คอนเวนชัน (Conventional Method) หลังจากนั้นนำระบบสมการที่เกิดขึ้นใหม่นี้ไปหาคำตอบด้วย 
วิธีการเดียวกันกับในบทที่ 2 ในที่ส ุดจะได้ผลตอบสนองสูงสุดของระบบโครงสร้างอาคารรวม 
เครื่องจักร นอกจากนี้ยังได้ทำการวิเคราะห์แนวโน้มของความลี่ธรรมชาติ และโหมดเชพที่เกิดขึ้น 
ใหม่เทียบกับค่าเติมของโครงสร้างอาคารโดยใช้วิธีการเพอร์เทอร์เบชัน (Perturbation Method) ซ่ึง 
ถ ือว ่าน ี้าหน ักของช ุดแยกการส ั่นสะเท ือนท ี่นำไปต ิดต ั้งม ีค ่าน ้อยมากเม ื่อเท ียบก ับน ี้าหน ักของ  
โครงสร้างอาคาร

M  1. 1( ? )

7 7 7 7 ~

* “ * ( 0

/ ) / /

รูปที่ 3.1 แสดงการประกอบชุดแยกการสั่นสะเทือนเข้ากับโครงสร้าง
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3,1 วิธีการคอนเวนชัน

เป ็นวิธ ีการหนึ่งท ี่ใช ้ในการหาคุณสมบัต ิทางพลศาสตร์ของระบบร่วมระหว่างระบบที่ม ี 
หลายระดับขั้นความเสรี (โครงสร้าง) กับระบบที่มีหนึ่งระดับขั้นความเสรี (ชุดฐานแยกการสั่น 
สะเทือน และอุปกรณ์) โดยเริ่มต้นจากระบบสมการเฉพาะของโครงสร้าง ในสมการที่ ( 2-17 ) คือ

[ M ] { x , }  +  [ K ] { x , }  =  {0} , / • =  1 ,2 , . . . , ท  (3-1)

และ สามารถหาค่าความถี่ธรรมชาติ และโหมดเชพของโครงสร้าง ไต้จากสมการที่ ( 2-18 )

พ { ^ }  =  CD2 [ M ] { < ! > ; ( 3 - 2 )

โดยที่ เมตริกซ์มวล เมตริกซ์ความแข็งเกร็ง และโหมดเชพของโครงสร้าง ได้แก่

ml l  . m\k . Win

[M] = พkl mkk mkท

พท1 . mnk mnn

h i  - hk - hn

พ  = kk\ . kkk kkท

- J Knk knn_

e

V"II€โ

. 
ie

---------1

ในรูปที่ 3-1 แสดงการติดดังอุปกรณ์หเอเครื่องจักร เข้ากับโครงสร้าง โดยผ่านฐานแยก 
การส ั่นสะเท ือน ตำแหน ่งท ี่ต ิดต ั้งตรงก ับพ ิก ัดU fc และพ ิก ัดการเคล ื่อนท ี่ของฐานแยกการส ั่น  
สะเทือนซึ๋งเพิ่มขึ้นมามีพิกัดเป็น น n + i  กำหนดให้ค่าความแข็งเกร็งและค่าความหน่วงของสปริง
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หรือวัสดุที่รองรับฐานแยกการสั่นสะเทือน ใช้สัญลักษณ์ k e และสัญลักษณ์ Ç  6 ตามลำดับ ดังนั้น 
จะได้เมตริกซ์มวล เมตริกซ์ความแข็งเกร็ง และโหมดเชพใหม่ของระบบ ด ังน ี้

m 11 m \k  . m \ ท 0 o ù

M* — m k \ - mkk . m kท 0
ณ ์ } = .

mn\ m nk m nท 0 K i
0 0 0 m e  _ ' ■ V u i

*11 - k \k h  ท 0

*K — kjç\ k kk  "̂’ k kท -  ไทe CÙe

K l knk k ท ท 0
0 . -  ไท6COg 0 m e (£>2O

สังเกตค่าเมตริกซ์มวลและเมตริกซ์ความแข็งเกร็งของระบบใหม่ที่เกิดขึ้นนั้นได้มาจากการ 
พิจารณาสมการการเคลื่อนที่ของระบบในเทอมของการขจัดสัมพัทธ์ ส่วนโหมดเชพของระบบใหม่ 
จะมีระดับขั้นความเสรีเพิ่มขึ้นจากเดิม 1 ค่า แล้วนำเมตริกซ์เหล่านี้ไปหาค่าความถี่ธรรมชาติ และ 
โหมดเชพใหม่ได้จากสมการ

(3 -3 )

หลังจากนั้นสร้างเมตริกซ์ความหน่วงของระบบรวมขึ้นมาใหม่ จากเมตริกซ์ความหน่วง
โดยประมาณของโครงสร้าง เพื่อที่จะน่าไปใช้ในการหาค่าผลตอบสนองสูงสุดของระบบ ดังสมการ 
ท่ี ( 2-28 ) ดังนี้
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เมตริกซ์ความหน่วงโดยประมาณของโครงสร้าง คือ

[ c ]  =

q i - c \k c \ ท

c k \ - c kk - c kท

c n\ - c nk - cnท

เมตริกซ์ความหน่วงของระบบร่วม คือ

" q i c \k C1 ท 0

c k \ c kk ไทe (ùe - c kn — ไทg© 8

c n\ c nk - c nท 0
0 — 2C>eไทe (ùe 2Ç>eไทe (ùe

เมื่อได้เมตริกซ์ของระบบทั้งหมดแล้ว นำมาแทนค่าเพื่อหาผลตอบสนองของระบบร่วม
โดยเริ่มด้นจากสมการ

C I f  • * )

i  =  1, 2, n  + 1
( 3 - 4 )

ใช้วิธีการแล้ป็ญหาเช่นเดียวกับในบทที่ 2 คือแปลงจากพิกัดทั่วไปของระบบมาเป็นพิกัด 
หลักซึ่งแต่ละสมการจะสามารถหาคำตอบหรือผลตอบสนองสูงสุดได้โดยอิสระต่อกัน แล้วจึงแปลง 
จากผลตอบสนองสูงสุดในเทอมของพิกัดหลักเป็นเทอมของพิกัดทั่วไปอีกครั้ง วิธีการเริ่มด้นจาก 
นำค่าโหมดเชพมาเรียงไว้ด้วยกันได้เป็นเมตริกซ์โมแดล ดังนี้
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O

■ *1 ■ ' *1 ' ' *1 '
i f  2 <t>2 ร่ื* 2

« • > < > . . < >

^  tt+1. 1 $  n + 1, 2 §  n + 1, n + \ _

( 3 - 5 )

แล้วกำหนดพิกัดใหม่ คือ

( 3 - 6 )

นำไปแทนค่าในสมการที่ ( 3-4 ) แล้วคูณทางด้านซ้ายของสมการทั้งหมดด้วยทรานสโพส 
ของเมตริกโมแดล ในที่สุดจะได้สมการที่เป็นอิสระต่อกัน จำนวน ท+1 สมการ เช่นเดียวกับสมการ 
ท่ี ( 2-29 ) ซึ่งสามารถหาผลตอบสนองสูงสุดในสภาวะคงตัวของแต่ละสมการได้ แล้วจึงเปลี่ยน 
พิกัดกลับมาเป็นพิกัดเดิม โดยคำตอบของระบบสมการที่ ( 3-4 ) จะอยู่ในรูปแบบ ตังนี้

x i 4>1
โ * ไ 

4>! น ี้
x *2 ง: <l>2 <เ>2 % <1>2

= ôî< - + ร2- > +...+ 0 ท + 1< >

, x * n , max 1 .ณ ์+1. 2 .ณ ์+1.
( 3 - 7 )

3.2 การประมาณคุณสมบัติร่วมของระบบกรณีเครื่องจักรมีนี้าหนักเบา

ในการติดตั้งเครื่องจักรหรืออุปกรณ์ในอาคาร โดยใช้ฐานแยกการสั่นสะเทือนนั้น เป็นผล 
ให ้ระบบทั้งหมดมีค ุณสมบัต ิเปลี่ยนแปลงไปตังท ี่กล ่าวมาแล้ว ล้าหากไม,เว ่าท ิศทางการเปลี่ยน  
แปลงคุณสมบัติเป็นอย่างไร ก็'ไม่สามารถที่จะออกแบบระบบแยกการสั่นสะเทือนที่มีประสิทธิภาพ 
ได้ หรือไม่สามารถทำนายผลที่จะเกิดขึนล่วงหน้าได้ ตังบันในหัวข้อนีจะนำเสนอการวิธีการออก
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พ ุ่แ ง พ ร ท » พ ห า ร ื ทเทลเข

แบบระบบแยกการสั่นสะเทือนในอาคารที่ม ีประสิทธิภาพ โดยมีสมมติฐานคือถือว่านี้าหนักของ 
เคร ื่องจ ักรบนชุดแยกการส ั่นสะเท ือนม ีค ่าน ้อยมากเม ื่อเท ียบก ับนำหน ักของโครงสร้างอาคาร  
ทั้งหมด

การเพิ่มระบบของอุปกรณ์หรือเครื่องจักรเข้าไปในระบบโครงสร้างของอาคาร เป็นผลให้V 1 £ 1!  1 V, 1 1 ,A  - 1ค่าความถีธรรมชาติ และโหมดเชพของทังระบบเปลีขนแปลงไป แต่'ในการเปลียนแปลงนันมีความ 
เกี่ยวเนื่องกับค่าความถี่ธรรมชาติและโหมดเชพเดิมอยู่ไม่น้อย เนื่องจากค่าของแต่ละโหมดที่เกิดขึ้น 
มาใหม่มาจากอิทธิพลของทุก ๆ โหมดของโครงสร้างเดิมประกอบกัน ดังรูปที่ 3-2 จากรายการ 
อ้างอิง [ 3 ]

STRUCTURE

COMBINED 
SYSTEM

รูปที่ 3-2 แสดงกลไกการเปลี่ยนแปลงความถี่ธรรมชาติของระบบร่วม 

เริ่มต้นจากสมการที่ ( 3-3 ) ทำการแยกออกมาเป็น 2 สมการไต้ดังนี้ คือ

ณ ์ 0 ท ั;

[* ] ■ ณ ์- > +  « m e ® e ( $ k i  ~  ^ w + l , / )

----
----

--^ II 8 — • 
* to 5 <1ว่; ■

0
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— jneG)e (fyjci —  =  © /  (3-8ข. )

สมการที่ ( 3-8ข. ) สามารถนำมาเขียนใหม่ได้ ดังนี้

2
§ n + l , i  =  *2  2 ^ ki =  a i ( 3' 9 ใ

© i  - © e

โดยที่ a z =  (เ>^+1 Z /  § k i  คือ แฟณตอร์การขยายตัวของโหมดเชพของอุปกรณ์เมื่อเทียบกับ 
ตำแหน่งที่ติดตั้ง นำค่าจากสมการที่ ( 3-9 ) นี้ไปแทนในสมการที่ ( 3-8ก. ) ได้สมการ

0

[ ^ ] น น !> +  < /  ( © * 2

0

(3-10)

จากสมการที่ ( 3-10 ) เทอมที่ไม่เป็นศูนย์เพียงเทอมเดียวในเวคเตอร์ที่สองทางด้านซ้าย 
เกิดจากอุปกรณ์หรือเครื่องจักร ซึ่งมีมวลน้อยมากเมื่อเทียบกับมวลของโครงสร้าง ดังนั้นจึงกำหนด 
ให้ค่าความถี่ธรรมชาติและโหมดเชพของระบบโครงสร้างรวมเครื่องจักร เปลี่ยนแปลงไปจากของ 
โครงสร้างเติมน้อยมาก (สมมติฐานของวิธีการเพอร์เทอฒชันในรายการอ้างอิง [ 3 ]) ทั้งนี้อัตรา 
ส ่วนเรย ์ไลน ์ (Reyliegh’s Quotient) กล่าวไว้ว ่า ถ้ากำหนดให้ขนาดของค่าผิดพลาดจากการ
ประมาณค่าโหมดเชพของระบบอยู่ในระดับที่หนึ่ง (First order) แล้วจะส่งผลให้ค่าผิดพลาดจากการ 
ประมาณค่าความถี่ธรรมชาติอยู่ในระดับที่สอง (Second Order) ซึ่งมีค่าน้อยกว่าเพียงพอที่จะใช้ 
อ้างอ ิงได ้ สำหรับกรณีนี้สมมติฐานข้อแรกคือโหมดเชพของโครงสร้างก่อนติดตั้งมีค่าใกล้เคียงกับ 
โหมดเชพหลังติดตั้งจนถือว่าเท่ากันได้ เขียนได้ดังนี้



23

§ m i  ~  §7Tii ’ I — 1> 2 ,  ท ,  I ^  0  (3-11)

ว ิธ ีก ารป ระม าณ ค ่าแ บ บ น ีส าม ารถ ใช ้ได ้เฉ พ าะใน ก รณ ีท ี่โห ม ด เช พ ข อ งระบ บ ร ่วม โห ม ด ท ี่ i 
ได ้ร ับ อ ิท ธ ิพ ล ม าจาก โห ม ด เช พ โห ม ด ท ี่ Z ข อ งระ บ บ โค รงส ร ้าง เด ิม เป ็น ห ล ัก เท ่า‘นั้น ห ร ือ ก ล ่าวได ้ว ่า  
ว ิธ ีก า ร น ีจ ะใช้ได้ก ็ต ่อ เม ื่อ ค ว าม ถ ี่ธ ร ร ม ช าต ิข อ ง โ ค ร ง ส ร ้างกับค ว าม ถ ี่ธ ร ร ม ช าต ิข อ ง ช ุด แ ย ก ก าร ส่ัน 
ส ะเท ือ น ไม ่ต รงก ัน เท ่าน ัน  และม ีว ิธ ีป ระม าณ ค ่าค วาม ถ ี่ธรรม ช าต ิท ี่เก ิด ข ึ้น ให ม ่ ด ัง น ี้

ค ูณ ต ล อ ด ส ม ก ารท ี่ ( 3-8 ) ด ้วยโห ม ด เช พ โห ม ด ใด โห ม ด ห น ึ่ง  ค ือ | o z• เ ^  ได ้ส ม การ

(Oi M i  + ๓8<t >li 'l’( ('v , = to (3 -1 2 )

โ ค ™  M i  =  { < K j } r [ M ] { a >  l ค ือ ม วลโม แดลโห ม ดท ี่ i  ข อ งโค รงส ร ้าง  ซ ึ่งส ม ก าร น ี้ 

เข ียน ให ม ่ได ้เป ็น

O +  Pi)
(

© Î /
-  2 1 + Pi+Yi \ (  * ไ  C0 7-

00/V 1 y
+  1 =  0 (3-13)

โดยที่ (3j =  — -— - — — เรียกว่า พารามิเตอร์ความถี่ไม่สอดคล้อง (Detuning parameter)
CO

สำหรับโหมดที่ Z ส่วน Y j =  m e  /  { M f /  (j)^. ) เรียกว่าอัตราส่วนมวลประสิทธิผล 
(Effective mass ratio) สำหรับโหมดที่ i ซึ่งสมการที่ ( 3-13 ) นี้มีผลเฉลย ดังในสมการ
ท ่ ( 3-14)
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1 + Pi + Y
» Y

l w ' J

ไ ^ 2
ๆ ! / 2

- ( 1 + P i )

I I Pi Yi + ' l  + ̂ J 2- ( l  + f t) l

. Pi < 0

l +  p I P i ^ o

(3-14)

หลักเกณฑ์ในการเลือกค่าของ P j  คือเลือกเพื่อให้ได้ค่าของ C0j ใกล้เคียงกับค่าของ coz-
H»

หรือล้าเลือก COz' ให้มีค่าใกล้เคียงกับ COg จะได้โหมดเชพมีแนวโน้มเข้าใกล้โหมดใหม่ ส่วน
กรณีที่ (3Z =  0  รากของสมการโหมดอื่น ๆ ใช้ได้หมด ยกเว้นในโหมดที่ความถี่ตรงกันเท่านั้น 
ดังในรูปที่ 3-3

- 2 . 5  - 2  - 1. 5 -1 - 0. 5 0 0. 5 1 1. 5 2 2. 5

D e t u n n i n g  p a r a m e t e r

รูปที่ 3-3 กำลังสองของความถี่ใหม่เทียบกับความถี่เดิมหลังจากมีการติดตั้งเครื่องจักร

ตัวแปรอีกตัวหนึ่งที่ใช้ช่วยในการออกแบบ ได้จากการแทนค่าสมการที่ ( 3-9 ) ลงใน 
สมการที ่ ( 3 - 1 4 ) ได้เป็น
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Pi+Ti r 1 + Pi+Yi ไ
l  2 J 

1
2 - ( l  + Pi )

1/2

1

2
f 1 + pi+Yi ไ
l  2 ; 2 - ( l  + Pi )

1/2

. P i  <  0

, Pi ะร 0

(3-15)

สำหรับสมการนีค่าของ c tj  จะมีขนาดใหญ่ในกรณีที่ค่าของ มีค่าน้อยมาก ซึ่งเกิด
ขึนเฉพาะในกรณีที่ความถี่ของระบบเครื่องจักรสอดคล้องกับความถี่โหมดใดโหมดหนึ่งของโครง 
สร้างอาคาร

กำหนดให้โหมดเชพของความถี่ที่เกิดขึ้นใหม่ (มาจากความถี่ของชุดแยกการสั่นสะเทือน) 
เป็นโหมดที่ 0 และสามารถหาค่าได้ดังนี้ เริ่มด้นจากกำหนดให้

<t>îo

<เ>ท0

จากคุณสมบัติความเป็นออร์โธโกนัล ได้แก  ่
ไม,เป็นศูนย์ ดังนัน

(3-16)

0  เม่ือ i

'’พ ) , fa- =  O,
i  =  1, 2, ท

(3-17)



26

ในที่ส ุดจะได้

{ 0 / }r [ M ] { 0 0 } =  -  m e aj<\>k i , I =  1 , 2 , ท  (3-18)

นำค่าจากทุก ๆ โหมด i = 1, 2, ท มารวมเข้าด้วยกัน ชะได้สมการใหม่คือ

ไทe Q L \§ ]ç \

[ o ] r [ M ] { d , 0 } = — < > (3-19)

Jn e (̂ n ^ k n

จากสมการที่ ( 3-19 ) นำเมตริกซ์ผกผันของเมตริกซ์ 2 พจน์แรกทางซ้ายคูณตลอด ในที่สุด 
จะได้โหมดเชพ

S ^ z Y z ^ l z  /  §1 น ่ 
i

(3-20 )

H a i y $ m  /  t e
. i

สมการที่ ( 3-20 ) แสดงให้เห็นว่าทุก ๆ โหมดจะร่วมกันสร้างโหมดเชพโหมดใหม่ขึ้นมา 
แต่ถึงอย่างไรก็ตามโหมดเชพใหม่ที่เกิดขึ้นนี้จะได้รับอิทธิพลจากโหมดเชพของโหมดที่มีค่าความถี ่
ใกล้เคียงกับความถี่ของระบบเครื่องจักร เป็นหลัก

สำหรับความถี่ของโหมดใหม่ที่เกิดขึ้น สามารถหาได้จากสมการที่ ( 3-16 ) และ ( 3-20 ) 
นำไปแทนค่าในสมการที่ ( 3-8ข. ) ได ้



27

/  v / 2
l  +  z  Ot/Yz

V Z y
(3-21)

จากสมมติฐานที่ประมาณค่าโหมดเชพของระบบโหมดใหม่ที่เกิดขึนในสมการที่ ( 3-11 ) 
สังเกตได้ว่าความถี่ของโหมดใหม่โดยประมาณนี้มีค ่าแตกต่างจากความถี่เด ิมของระบบเครื่องจักร 
เพียง เล็กน้อย ซึ่งความแตกต่างที่เกิดขึ้นเป็นผลเนื่องมาจากทุก ๆ โหมดประกอบกัน และโหมดที่ม  ี
อิทธิพลสูงที่สุดได้แก่โหมดที่มีความถี่ใกล้เคียงกันมากที่สุด นั่นคือโหมดที่ I

สำหร ับโหมดเชพ ของโหมดท ี่ม ีความถ ี่ก ่อนรวมระบบใกล ้เค ียงก ับความถ ี่ของระบบ  
เครื่องจักร จำเป็นต้องมีการปรับปรุงเพื่อความถูกต้อง ได้แก่โหมดที่ I ในการปรับปรุงโหมดเชพใช้ 
วิธีการเดียวกันกับการสร้างโหมดเชพใหม่ คือใช้วิธีการรวมคุณสมบัติออร์โธโกนัลของทุก ๆ โหมด 
เข้าด้วยกัน รวมทั้งของโหมดใหม่ด้วย ดังนี้

Z  u f l A i  / t e  — ~§11 /  §ki
Z รt /  a /

< >

z  ^z'Y z^ พ /  ^fcz ~  ^ Z î /  นั่ ^Â:/
Z ะ̂  /  a /

- 1

( 3-22 )

3.3 กรณีระบบของเครื่องจักรมีความถี่สอดคล้องกับโครงสร้างอาคารอย่างสมบูรณ์

กรณีนี้กำหนดให้ระบบเครื่องจักรมีความถี่ตรงกันกับความถี่โหมดที่ I ของโครงสร้าง 
พิจารณาความถี่ที่เปลี่ยนแปลงไป ดังนี้
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r

, i ^  l, 0  

, i =  /

, i =  0

(3-23 )

จากสมการที่ ( 3-23 ) สามารถหาแฟคเตอร์การขยายตัวของโหมดเชพของชุดแยกการสั่น 
ะเทือนเมื่อเทียบกับโหมด*ชพของโครงสร้าง ณ พิกัดที่ติดตั้งซึ่งสอดคล้องกันได้จากสมการ

(3 -2 4 )

นำค่าต่าง ๆ เหล่านี้ไปใช้ในการหาโหมดเชพของระบบรวมได้ ตังแสดงต่อไปนี้

r---------------

_̂_________

\ j h  ^  T  y ‘ to *  ]  
h i  ( W P .  h ,

------V----
8

พิ, 'Ni
J

e
, >, i ^  1,0 { ^ / } *  4 >

§ni
§ki
P i  J

Ykl z W P z  Yki 
- 1k 2



2 9

+  1 “
z w P j  § k i

§ n l  I ^  Y i  foil
§kl z W P j  ^ki 

+  1

จากสมการในบทนี้ ทำให้เข้าใจได้ถึงกลไกการเปลี่ยนแปลงของระบบโครงสร้างอาคาร 
รวมเครื่องจักร โดยพิจารณาระบบแยกกันซึ่งสามารถใช้เป็นพื้นฐานในการออกแบบติดตั้งเครื่องจักร 
ภายในอาคารโดยประมาณได้
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