
วิธีบาวน์ดารีอีณีมนต์

วิธีบาวน์ดารีอีณีมนต์ (boundary element method : BEM) คือ วิธีเชิงตัวเลขหรือวิธีการหา 
คำตอบโดยประมาณที่มีประสิทธิภาพโดยอยู่บนพื้นฐานของสมการอินฑิกรัลหรือที่เรียกกันว่าสมการ 
บาวน์ดารีอินทิกรัล (boundary integral equations : BIEs) ของปีญหาค่าขอบเขต การหาผลเฉลย
ตามวิธีบาวน์ลารีอีณีมนต์ จะต้องแบ่งขอบเขต (boundary) ของโดเมนที่ต่อเน่ืองของป็ญหาทังหมด 
ออกเป็นขอบเขตย่อยๆ (segment) หรือที่เรียกว่าอีลีเมนต์ (element) ค่อน ซึ่งแตกต่างจากวิธีไฟไนต- 
อลีเมนต์ที่ต้องแบ่งโดเมนที่ต่อเนื่องของปีญหาทั้งหมดออกเป็นอีลีเมนต์เล็กๆ ทำให้จำนวนอีลีเมนต์ 
ที่ใช้หาผลเฉลยจะมีเป็นจำนวนมาก นอกจากนี้วิธีบาวน์ดารีอีลีเมนต์จะลดมิติของป็ญหาลง 1 มิติ เช่น 
ปีญหาการอินทิเกรตพื้นท่ีก็จะกลายเป็นการอินทิเกรตเชิงเห้นแทน เป็นต้น จากท่ีกล่าวมาจะเห็นว่า 
การหาผลเฉลยด้วยวิธีบาวน์ดารีอีลีเมนต์จะกระทำไต้ง่าย มีความแม่นตรงสูงและเหมาะสมท่ีจะนำมา 
หาผลเฉลยปีญหาเงื่อนไขขอบเขตเปิดโล่ง (open boundary) ปีญหาที่มีเงื่อนไขขอบเขตซับซ้อน 
เป็นต้น (El-Zafrany, 1993; Kythe, 1995) ขณะเดียวกันวิธีบาวน์ดารีอีลีเมนต์มีจุดต้อย คือ การเกิด
จุดเอกฐาน (singularity) ข้ึนในระบบสมการ

สำหรับบทนีจะประกอบด้วยเนื้อหาต่างๆ ดังนี้
4.1 สมการบาวน์ดารีอินทิกรัล
4.2 การหาผลเฉลยคำตอบสนามแม่เหล็กความถ่ีตํ่ามากด้วยวิธีบาวน์ดารีอีลีเมนต์
4.3 บทสรุป

4.1 สมการบาวนดารอินทิกรัล (boundary integral equations)

การหาผลเฉลยสนามแม่เหล็กความถี่ตํ่ามากที่บริเวณเงื่อนไขขอบเขตเปิดโล่งกรณี 2 มิติ จะ 
เริมจากสมการแมกซเวลล (maxwell’s equation) ดังน

จากสมการท่ี (2.2) V x H  = 0

และจากสมการที่ (2.3)

บทท่ี 4

V -B  = 0
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ความสัมพันธ์ระหว่างความหนาแน่นฟลักซ์แม่เหล็ก B กับความเข้มสนามแม่เหสก H  แสดงได้ดังนี

B=jÆ (4.1)

โดยท่ี เน = ความซาบซึม (permeability)
จากสมการท่ี (2.7) แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความหนาแน่นฟลักซ์แม่เหล็ก B กับศักย์เวณตอร์ 
แม่เหล็ก A1 ได้ดังนี้

5 = v X Az

แทนสมการที่ (2.7) ลงในสมการที่ (2.2) จะได้สมการ ดังนี้

V x (V x A z) = 0 (4.2)

จากเอกลักษณ์เวณตอร์ V x V x A  = V ( V -A ) -V 2A ทำให้จัดสมการท่ี (4.2) ได้ดังนี้

V(V-AZ) - V 2AZ =0 (4.3)

กำหนดให้ V-Az =0 ดังน้ันจัดสมการท่ี (4.3) ได้ดังนี้

V 2Az = 0 (4.4)

และกำหนดเงื่อนไขขอบเขตดังนี้

Az =A 0

ôn -=Ç[=qo

โดยท่ี r = r , + r 2 ดังรูปท่ี 4.1

บน r, 
บน r 2 (4.5)
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รูปท่ี 4.1 การกำหนดเง่ือนไขขอบเขตบน r  และการพิจารณาโดเมนป็ญหา 2 มิติ

สมการท่ี (4.4) เป็นสมการที่จะถูกนำมาจัดให้อยู่ในรูปสมการบาวน์ดารีอินทิกรัล เพ่ือท่ีจะนำ 
ไปคำนวณหาผลเฉลยสนามแม่เหล็กความถี่ตํ่ามากที่บริเวณเงื่อนไขขอบเขตเปิดโล่ง ซึ่งสามารถทำได้ 
โดยวิธีถ่วงนำหนักเศษตกค้างและเลือกพิงก์ชันถ่วงนี้าหนักเศษตกค้างเป็น G, คือ Green’s function
ในระบบโคออดิเนตทรงกระบอก ซ่ึงมีค่าเท่ากับ — ln-î- (r คือ ระยะจากโนด / ไปยังโนด k ดัง2 n r
รูปท่ี 4.1) ในกรณี!]ญหา 2 มิติ (Sadiku, 1992) ดังน้ันจะได้สมการ ดังนี้

\ \ G y 2A:dxdy = 0 (4.6)

จากทฤษฎบท green’s second identity ใน 2 มิติทีว่า

JJ(wV2v - v V 2น)dxdy -= J w y dT - J v - y - d r  (4.7)

ประยุกต์ทฤษฎีบท green’s second identity ต่อสมการท่ี (4.6) จะได้สมการดังนี้

\ \ A y 2G : dxdy  +  | g ,  y î - ๔r  -  \  A2^ - d r  =  0 (4 .8 )
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จากรูปท่ี 4.1 กำหนดให้แหล่งกำเนิดสนามอ ย ู่ที่โนด / ภายในโดเมน ท  จะได้สมการสนามที่โนด 
i ดัง นี้

V2G, - - 5 ( 0  (4.9)

จัดรูปสมการท่ี (4.9) ใหม่โดยใช้วิธีถ่วงนี้าหนักเศษตกค้าง เลือกฟิงก์ชันถ่วงนี้าหนักเศษตกค้างเป็น 
พั2จะได้สมการดังนี้

JjX(V2G, + ô(i))dxdy = 0 (4.10)

จากคุณสมบัติฟิงก์ชันเดลต้า ทำให้ผลการอินทิเกรดสมการที่ (4.10) คือ

JJXร/ 2 G1 dxdy = -A z (0  (4.11)

แทนสมการที่(4.11)ลงในพจน์แรกของสมการที่(4.8)ได้ ดังนี้

M 0  + \ a z dr  = \G1^ - d r  (4.12)

สมการท (4.12) คอ สมการเบาวดารอินทิกรัล (boundary integral equations) ซงเป็นสมการ 
เริ่มด้นในการหาผลเฉลยสนามแม่เหล็กความถี่ตํ่ามากที่บริเวณเงื่อนไขขอบเขตเปิดโล่งด้วยวิธีบาวน ์
ดารีอีลีเมนต์และถ้ากำหนดให้โนด i อยู่บนขอบเขต r  จะได้สมการบาวน์ดารีอินทิกรัล ดังนี้

c(i)Az(i) + JX r = \G Z dr (4.13)

โดยท่ี Az (0  คือตัวแปรที่ไม่ทราบค่าที่โนด/
ฬ2 คือ ตัวแปรที่ไม่ทราบค่า
G. คือ Green’s function .ในกรณีปีญหา 2 มิติของระบบโคออติเนตทรงกระบอก
- ^ -  คือ อนุพันธ์ของตัวแปรท่ีไม,ทราบค่าในทิศทางต้ังฉากกับขอบเขต<9«
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คือ อนุพันธ์ของ G, ในทิศทางตั้งฉากกับขอบเขต 
คือ ค่าคงที่และมีค่าดังนี้ (Kythe,1995)

0 ถ้าโนด / อยู่นอก Q น r
1 ถ้าโนด/อยู่ภายใน Q

น ี้2  ^ นด/' อร่บนขอบเขต 

^/2ท

4.2 การหาผลเฉลยสนามแม่เหล็กความถี่ฅ่ํามากด้วยวิธีบาวน์ดารีอีณีมนต์

การหาผลเฉลยสนามแม่เหล็กความถี่ตํ่ามากที่บริเวณเงื่อนไขขอบเขตเปิดโล่งกรณี 2 มิติด้วย 
วิธีบาวน์ดารีอีลีเมนต์ จะเร่ิมจากการแบ่งขอบเขตของโดเมนท่ีต่อเน่ืองออกเป็น N อีลีเมนต์ ดังรูปท่ี
4.2

Ày

►  X

dn
c(i)

c(i)

รูปท่ี 4.2 ลักษณะการแบ่งขอบเขตออกเป็นขอบเขตย่อยๆ 

จากสมการท่ี (4.13) แสดงสมการในรูป N อีลีเมนต์ได้ ดังนี้

“t f H W  + É =  <4'14)
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จากรูปท่ี 4.2 แสดงลักษณะการแบ่ง'ขอบเขตท่ีต่อเนื่องออกเป็นอีลีเมนต์ย่อยๆ พบว่าในหน่ึง 
อีลีเมนต์ประกอบด้วยจำนวนโนดที่ใช้ประมาณค่าตัวแปรที่ไม่ทราบค่าอยู่ 3 โนด คือ โนดที่ 1,โนดที ่
3 จะอยู่ที่จุดปลายอีณีมนต์และโนดที่ 2 จะอยู่ท่ีจุดกึ่งกลางอีลีเมนต์ ลักษณะการประมาณอีลีเมนต์
ตังกล่าวนี เรียกว่า “ฟ้งก์ชันรูปร่างอันดับสอง” (quadratic element) จุดประสงค์ของการประมาณ 
ลักษณะอีลีเมนต์เช่นนี คือ เพื่อที่จะให้ผลเฉลยจากวิธีไฟไนต์อีณีมนต์และวิธีบาวนิดารีอีณีมนต์ใน 
แต่ละตำแหน่งโนดสอดคล้องกัน

ลักษณะฟิงค์ชันรูปร่างอันดับสองแสดงได้ดังรูปที่ 4.3 และสมการแด,ละโนด1ของพัเงก์ชัน
รูปร่างอันดับสองแสดงได้ดังสมการที่ (4.15)

\  <*>*
\ \ \ ร N.

* > i / '

z _

; \

L A

/)
& ใ /

ร '
ร

1 2 3 1 2 3 „ JD  O
1 2 3

ก. ฟงค์ชันรูปร่าง ®, ข.ทัเงค์ชันรูปร่าง ® 2 ค. ฟงค์ชันรูปร่าง ®3

รูปท่ี 4.3 ลักษณะฟิงค์ชันรูปร่างอันดับสอง

* 2 = ( พ 2)
® 3 = ! « !  +  «

โดยท่ี รุ มีค่าเท่ากับ - 1 < ร ุ< 1

ฟิงค์ชันรูปร่างอันดับสองในสมการที่ (4.15) จะมีคุณสมบัติดังน้ี

o , .= 1 ท่ี'(เด i
0 ท่ีชุคอ่ืนๆ , /=  1,2,3

(4.15)

(4.16)
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การที่กำหนดให้ตัวแปรที่ไม่ทราบค่า (Az,— - )  ในแต่ละอีลีเมนต์มีการเปลี่ยนแปลงตามdn
ฟิงก์ชันรูปร่างอันดับสอง ดังน้ีนตัวแปรท่ีไม,ทราบค่าที่ทุกตำแหน่งโนดบนแต่ละอีณีมนต์สามารถที่ 
จะหาได้จากเทอมของพิงก์ชันรูปร่างอันดับสอง ดังนี้

Az (<?) = A l  +  <̂>lAz2 + ®3-̂ 23 =  [^1 ® 2  ^z2 A 23]
(4.17)

dA dA 1z■ (̂ ) = ®1— A- + 0 -dn dn
dAz 2 
dn + O- dAz3 

dn [O, ® 2 dAz1
dn

dA 2
dn

dAz 3

(4.18)

โดยท่ี 0 , , 0 2, 0 3 เป็นพิงก์ชันรูปร่างบนแต่ละอีลีเมนต์

พิจารณาเทอมอินทิเกรตบนอีณีมนต์ j  ทางซ้ายมือของสมการท่ี (4.14) ซึ่งจัดให้อยู่ในรูป 
ของ ^ 2( ^ ) ได้ดังนี้

! Aะ ๆ^ r  =  ( [ ® .  ® 2  <[>3][^ 1 Aa A',Y dr

= 1+®2A,2 +®

= \hn hj2 hj3] [Az1 Az2 Az3] (4.19)

โดยท่ี hik =  \®  11̂ ^ d r  ,k  =  1,2,3 (4.20)
Tj dn

นำคุณสมบัติจาโคเบียน (jacobian transformation) มาใช้ในการแปลงพิกัด จากพิกัด xy ให้อยู่ในพิกัด 
£ ในสมการที่ (4.20) ได้ดังนี้

d\r  =  ( J ï ~ f  +  ( | | ) 2 )d f  =  เ ^  (4 .21)

จากสมการท่ี (4.21) สามารถที่จะจัดสมการท่ี (4.20) ในพิกัด £ ได้ดังนี้
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K  = J © , ^ d T = (4.22)

แทนสมการท่ี (4.22) ลงในสมการท่ี (4.19) ได้สมการดังนี้

(4.23)

พิจารณาเทอมอินทิเกรตบนอีณีมนต์ j  ทางขวามือของสมการท่ี (4.14) จัดให้อยู่ในรูปของ

dท ■ (£) ได้ ดังนี

\ ^ A = |[® . ®2 * ,1
ÔA:] ÔA2: sa . Tๆ

ร , ,

— [ën ëi2

G, dr

àAz1 dAz 2 dAz3 
dn dn dn (4.24)

โดยท่ี gik = \<$>kGzdT, k = 1,2,3 (4.25)
r,

จัดสมการท่ี (4.25) ให้อยู่ในพิกัด £ โดยใช้คุณสมบัติจาโคเบียน สมการท่ี (4.21) ได้ดังนี้

(4.26)

แทนสมการท่ี (4.26) ลงในสมการท่ี (4.24) จัดสมการได้ ดังนี้

f k G* - ÿ £ ' t GM «
(4.27)

แทนสมการที่ (4.23) และสมการท่ี (4.27) ลงในสมการท่ี (4.14) ได้สมการดังน้ี
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C ( ‘ H (  0 + Z Z 4 *
5G,

พ  ^  =  I X
y=i k=\

dA;k
dn \<&kG2 \M\dÇ (4.28)

จัดรูปสมการท่ี (4.28) ใหม่ได้ ดังนี้

(4.29)

โฅ0ร่ Ht J = )t> „ (4 ')^

GtJ = )<l> ^ ) G,\jA\d^

หรือในรูปสมการเมทริกซ์

M 4 H G ] (4.30)

สมการท่ี (4.30) ก็คือสมการท่ี (2.19) ในบทท่ี 2. ซึ่งเมื่อนำไปแทนลงในสมการที่ (2.17) จะ 
ยังผลให้สามารถท่ีจะหาผลเฉลยสนามแม่เหล็กความถ่ีตํ่ามากตลอดโดเมนป้ญหา

การอินเกรตสมการ (4.22) และสมการ (4.26) ในวิทยานิพนธ์น้ีจะเลือกใช้วิธีการอินทิเกรต 
เชิงตัวเลขแบบเกาส์ควอดราเจอร์ (gauss quadrature) (Kythe, 1995) เนื่องจากวิธีการอินทิเกรตเชิง 
ตัวเลขแบบเกาส์ควอดราเจอร์มีช้อดี คือ ความสะดวกในการใช้งานและผลเฉลยที่ได้มีความแม่นตรง 
สูง เม่ือฟิงก์ชันท่ีอินทิเกรตเป็นรัเงก์ชันพหุนามท่ีมีอันดับ 2ท-1 หรือต่ํากว่า โดยท่ี ท คือ จำนวนจุด 
เกาส์ (ศ.ดร.ปราโมทย์ เดชะอำไพ, 2538) สำหรับการอินเกรตสมการท่ี (4.22) และสมการท่ี (4.26) 
จะแยกออกเป็น 2 กรณี ตังนี้

กรณีท่ี 1. โนด i และโนด k (k=l,2,3 ตังรูปท่ี 4.2) ไม่ได้อยู่บนอีลีเมนต์เดียวกัน การอินพิ- 
หารตสมการ (4.22) และสมการ (4.26) จะเลือกใช้การอินทิเกรตเกาส์ควอดราเจอร์ (ภาคผนวก ข.1) 

กรณีที่2 .โนด i และโนด k (k=l,2 ,3ตังรูปที่4 .2)อยู่บนอีลีเมนต์เดียวกันการอินทิเกรต 
สมการท่ี (4.22) สมการท่ี (4.26) จะแยกออกเป็น 2 ส่วน ตังนี้
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- โนด /' และโนด k อยู่บนตำแหน่งโนดเดียวกัน กรณีนีจะเกิดจุดเอกพันธุ (singularity) ขึน
ในระบบสมการเนื่องจาก 1ท(-) = 0 เม่ือ r = 0 ดังนั้นการอินทิเกรดสมการที่(4.22)และสมการท่ีr
(4.26) จะเลอกใชการอินทิเกรดแบบ logarithmic gauss quadrature แทน (ภาคผนวก ข.2)

- โนด X และโนด k อยู่คนละตำแหน่งโนดกัน แต่บนอีลีเมนต์เดียวกัน กรณีน้ีการอินทิเกรด 
สมการท่ี (4.22) และสมการท่ี (4.26) จะเลือกใช้การอินทิเกรดเกาส์ควอดราเจอร์ (ภาคผนวก ข.1) เช่น 
เดียวกับกรณีท่ีโนด / และโนด k ไม่ได้อยู่บนอีลีเมนต์เดียวกัน

4.3 บทสรุป

จากที่กล่าวมาจะ เห็นได้ว่าวิธบาวน์ดารีอีลีเมนต์เปีนวิธีการท่ีมีปร ะสิทธิภาพ แม่นตรงสูงและ 
ใช้จำนวนอีลีเมนต์หาผลเฉลยน้อย ซึ่งจะเหมาะสมที่จะนำใช้วิเคราะห์ปีญหาสนามแม่เหล็กความถี่ต่ํา 
มากที่บริเวณเงื่อนไขขอบเขตเปิดโล่ง และเมื่อผูกความสัมพันธ์ของวิธีบาวน์ดารีอีลีเมนต์เข้ากับวิธี
ไฟไนต์อีลีเมนต์ได้ จะทำให้ทราบผลเฉลยสนามแม่เหล็กความถี่ตํ่ามากที่เกิดขึ้นตลอดทั้งโดเมน
ปีญหาได้
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