
บทที 2

ทฤษฎี

จากท่ีได้กล่าวมาแล้วในบทท่ีหน่ึงว่าระเปียบวิธีไฟไนต'เอเลเมนต์สามารถแบ่งโดยใช้เกณฑ์ของการ 

สมมุติสนามซองตัวแปรอันได้แก่ การกระจัด ความเค้นหรอแรง และ ความเครียด โดยจะสามารถแบ่งได้เป็นส่ี 

วิธีด้วยกัน น่ันคือ ระเปียบวิธีการกระจัดซ่ึงสมมุติสนามการกระจัด ระเปียบวิธีทางแรงซ่ึงสมมุติสนามความเค้น 

หรีอแรง ระเปียบวิธีพันธุทางซ่ึงสมมุติท้ังสนามความเค้นและสนามการกระจัด และระเบียบวิธีผสมซ่ึงทำการ

สมมุติทังสามสนามคือ ความเค้น การกระจัด และความเครียด ซ่ึงในบทนจะได้กล่าวซ่ึงรายละเอียดของแต่ละ 

วิธีในอันตับต่อไป

ในข้ันแรกนั้น จะกล่าวถึงทฤษฎีเบื้องต้นของแผ่นบาง (thin plate) เพี่อที่จะเป็นพื้นฐานในการนำไป 
ประยุกต์กับระเปียบวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์ต่อไป อันตับกัดมาจะกล่าวถึงวิธีการแปรผัน (variational principle) ซ่ึง 
เป็นทฤษฎีพื้นฐานที่ใช้นำไปหาฌตรีกซ์ลติฟเนล (stiffness matrix) ของแต่ละระเปียบวิธี อันได้แก่ หล้กการพลัง 
งานศักย์!ตาสุด (principle of minimum potential energy) ซึ่งใช้ในการหาเมตริกซ์ลติฟเนสของระเปียบวิธีการ 
กระจัด หลักการพลังงานตักย์เติมเติม (principle of complementary potential energy) ซึงใช้ในการหา
เมตริกซ์ลติฟเนสของระเปียบวิธีทางแรง และระเปียบวิธีพันธุทาง (ในกรณีท่ีสมมุติการกระจัดท่ีขอบของช้ินส่วน) 
หลักการเฮลลิงเกอร-'ไรส่’เนอร์ (Hellinger — Reissner principle) ซึ่งใช้ในการหาเมตริกซ์สติฟเนสของระเบียบวิธี 
พันฅุ้าาง (ในกรณีที่สมมุติการกระจัดภายในชิ้นส่วน) และ หลักการวู-วาชิสุ (Hu-Washisu principle) ซ่ึงใช้ไน 
การหาเมตริกซ์สติฟเนสของระเปียบวิธีผสม

และสุดท้ายจะแสดงตัวอย่างของการหาเมตริกซ์สติฟเนสของซึนส่วนแผ่นพ้ืน ในแต่ละระเบียบวิธีตังท่ี 

ได้กล่าวมาช้างต้น

2.1 ทฤษฎีเบ้ืองต้นของแผ่นบาง (thin plate theory)

สมมุติฐานเบ้ืองต้นของแผ่นบางนันคือ ความหนาของแผ่นพึน (t) มีค่าน้อยเม่ือเทียบกับความยาวของ 

แผ่นพ้ืน (L) รวมท้ัง การโก่งตัว (deflection) มีค่าน้อยมากเม่ือเทียบกับความหนา และ ไม่คืดผลของแรงดึงและ 

แรงอัดในแผ่น (membrane force)

จากรูปท่ี 2.1.1 แสดงความเค้นท่ีเกดข้ึนในแผ่นพ้ืน ในกรณีท่ีเป็นว้ลดุท่ีเป็นเบ้ือเดึยวกันตลอด

(homogeneous) และเป็นการยืดหยุ่นเซิงเล้น (linearly elastic) ความเค้นต้ัง'ฉาก(T x และ(J y.จะแปรผันเป็น 

เล้นตรงกับระยะทางจากก่ึงกลาง Z และจะก่อให้เถึดโมเมนต์ท่ีกระทำในทิศทางXคือโมเมนต์ M x และ 

โมเมนต์อ่ีกระทำ'ไน'ทิดทาง y  คือโมเมนต์ M y  ความเค้นเยือน (shear stress) โ ,9, จะแปรผันเป็นเล้นตรงกับ 

ระยะทางจากก่ึงกลาง Z เช่นเดึยวกัน และก่อ'ให้เกิดโมเมนต์บิด (twisting moment) M  ความเค้นเยือนต้ัง
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ฉาก (transverse shear stresses) โ  และ Ta  จะแปรผันในรูปกำลังสองกับระยะทางจากก่ึงกลาง Z  และจะ 

ก่อให้เกิดแรงเฉือน Q x และ Q y ตามลำดับ ความเค้นต้ังฉาก จะไม่นำมาพิจารณาเพราะมีค่าน้อยมากเม่ือ

เทียบกับ <7X (J y และ โ 3'y แรงในแนวต้ังฉาก q  จะกระทำในแนวดังฉากกับระนาบ หรือในแนวแกน Z  ดัง 

น้ันคำว่าการดัดของแผ่นพ้ืน (plate bending) จึงหมายถึง การท่ีไม่มีแรงกระทำจากภายนอกในแนวท่ีขนานกับ 

ระนาบของ แผ่นพ้ืนหรือระนาบ x y  และ a x =  O y  =  Txy =  0 ท่ีระนาบกลางของแผ่น หรือ Z  =  0

รูปท่ี 2.1.1 ระบบแรงในแผ่นพิน 

จากรูปท่ี 2.1.1 สามารถเขียนสมการสมดุลของแผ่นพ้ืนได้ดังน้ี

I X = 0 : cOx dQy -=£- +—— + q = 0  dx dy

M V II O dM 1 1 ร ่น„ 0  
dx dy

dMy 1 dM:v 
dy dx

หรือสามารถเขียนได้ว่า

Ô2M X 
dx2

+ 2 ? _  1 
dxdy dy

และจากความเค้นในรูปที่ 2.1.1 น้ันจ:ะก่อให้เกิดโมฌนต์ดัดและแรง
/

M x = ] ° x zdz
/
2

M y = j a yzdz
tวิ ~วิ. t_

to II sT 8- O II j r ^ d z
~2 ~วิ

......... 2 . 1.1

........ 2. 1.2

......2.1.3

.2.1.4

..... 2.1.รก

2 . 1 . ร ฃ
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น่ันคือเราสามารถหาค่าความเค้นออกมาในรูปของความสัมพันธ์กับระยะทางจากระนาบกลางได้ดังน้ี

zM^
t 3 เ \ 2

zMy 
t 3 เ ท

_  1y
๐*' = t3/ 12 ..... 2.1.ธก

โดยทังค่าท่ีมากท่ีสุคของโมเมนต์ทังสามดัวจะเกิดขีนท่ีขอบนอกสุดของแผ่นพ้ืน เม่ือแทนค่า Z = + — จะได้เ1 “ 2
ความเค้นเมากท่ีสุดดังน้ี

6M 6M., 6Mcr = - ๐'.v=- °v=- xy_
...... 2.1.6ฃ

ในส่วนของแรงเฉอนดังฉากทันจะจะมีค่ามากท่ีสุดเกิดฃ้ึนท่ีระนาบกลางของแผ่นพ้ืนน้ีนเอง

1J 9 l ..... 2.1.ธค

ในกรณีของแผ่นพึนเคอเซ่อฟฟ้ (Kirchhoff plate) ตำแหน่งระนาบกลางแผ่น หรอท่ี Z = 0  จะมีการเคล่ือนท่ี 

เฉพาะในทิศทางดังฉากกับระนาบเท่าทัน น่ันคือจะเคล่ือนท่ีในทิศทาง Z เท่าทัน การเปล่ียนรูปร่าง

(deformation) จะไม,ทำให้หน้าดัดเกิดการเปล่ียนรูปทรง อย่างเซ่น เสันตรง O P  ซ่ึงเดิมต้ังฉากกับระนาบกลาง 

ของแผ่นพ้ืนก่อนการเปล่ียนรูปร่างก็ย้งคงเปินเสันตรงและต้ังฉากกับระนาบกลางของแผ่นเหมีอนเดิม [ ดูได้จาก 

รูปท่ี 2.1.2 ] ดังน้ันการเปล่ียนรูปเน่ืองจากแรงเฉือนต้ังฉาก (transverse shear deformation) กํจะถูกสมมุติให้ 

เป็นศูนย์ หมายถึงการท่ีระนาบกลางของแผ่นจะไฝมีการเคล่ือนท่ีในแนวระนาบของแผ่นทังทิศทาง X  และ y

จากสมมุติฐานดังกล่าวข้างต้นเราสามารถเขียนความสัมพันธ์ของการกระจัด ความเค้น และความเครียดของ 

แผ่นพ้ืนเคอเซ่อฟฟ้ได้ดังต่อไปน้ี

รูปที่2.1.2 ฃ้ินส่วนเคอเขอฟฟ้หลังการเปล่ียนรูป
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หากเรามการกระจัดในแนวตังฉาก (translation) พ  น่ันคอจะก่อให้เกิดการหมุน (rotation) ท่ีกระทำในทิศทาง 

X เท่ากับ พ , ,1.และเกิดการ'หมุน'ท่ีกระทำ'ใน'ทิศทาง y  เท่ากับพ , ตังน้ันจะมีการเคล่ือนท่ีในแนวแกนX และ 

y  ท่ีแปรผันโดยตรงกับระยะตังฉากจากระนาบกลางและมุมหมุน หรือสามารถเขียนความสัม'พันธ์ใด้ตังสมการ

น =  -zw ,x 
V =  -zw ,y

..... 2.1.7

และเราลามารถจะหาความเครียดท่ีเกิดขืนใต้จากความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดตามหลักของ 

กลศาสตร์วัสดุ ซึ่งความเครียดตังฉาก^และที่สอดคล้องกับการกระจัด น  และ V ตามลำตับ และ 

ความเครียดเฉึอน y  ไต้จากความสัมพันธ์คือ

ex = น,x = -zw , „

£ y = v ’ y  =  - z w ’ y y  ...........2 . 1 . 8

r  9 = น,, +v ,x =  -2 z w Jjy

จากสมการท่ี 2.1.8 เราสามารถเขียนในรูปแบบของเมตรีกจ‘ใต้ตังมี

{eb} = -z {K b} ...2.1.9

เม่ือ

พ  =

fc}=
2 พ ’*y

คือ ความเครียดตัด (bending strains)

คือ ความโค้ง (curvatures)

จากหลักการของกลศาสตร์วัสดุ เราสามารถท่ีจะหาความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดออกมาใต้

ซ่ึงสามารถท่ีจะเขียนความสัมพันธ์ใต้ว่า

เม่ือ

C > E Eu ท r
1- บ 2 1 - V 2 ร*

ง <7 , — -^  0 <ร,y 1-U2 1-๙ y
k j 0  0  4 M k J

E คือ โมดูลัสย๋ึดหยุ่น (elastic modulus)

o  คือ อัตราส่วนป็วส์จอง (Poisson’s ratio)

........ 2 . 1.10

เม่ือเรานำความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัด ในสมการท่ี 2.1.8 แทนค่าเพ่ีอท่ีจะหาความเค้นจาก 

ความเครียดในสมการท่ี 2.1.10 และทำการอินทิเกรดหาค่าโมเมนต์ตัดตังสมการท่ี 2.1.5 ก็จะใต้ความสัมพันธ์ 

ระหว่างโมเมนต์ตัดและความโค้งตังสมการ
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เม่ึอ
M  = - [ ° r ] K Î

m ,  '
1 น 0  
น 1 0[Ar] = 0

f i 3

0 0 ^

.... 2.1.11 ก

..... 2.1.แข

.2 .1.11f

..... 2.1.แง
~ 12(1- ๙ )

โดยท่ี D เรียกว่า ค่าความแข็งของการดัด (flexural rigidity) ซ่ึงในกรณีของคานก็คอ EI น่ันเอง ใน

J/ ^ a, _  ̂ E f
กรณีของแผ่นพินหากแผ่นพนมีความกว้างหนีงหน่วยและอัตราส่วนป็วส่ของเป็นศนย์จะได้ว่า D -  El -  ——

“  12
และ [ D k  ] หมายถึงเมตริกซ์ความแข็งของแผ่นพ้ืนเคอร์ซอฟฟ้

หากพิจารณาทฤษฎีแผ่นมีนด'ลนด์ (Mindlind plate theory) น้ันการเปล่ียนรูปจะก่อให้เกิดการเปล่ียน 

รูปทรงของหน้าตัดด้วย น่ันคอเส์นตรง 0P  [ด ังรูปที่2.1.3] ซ่ึงต้ังฉากกับระนาบกลางของแผ่นพ้ืนก่อนการ 

เปล่ียนรูปร่าง แต่หลังจากเกิดการเปล่ียนรูปร่าง 0P  ก็ยังคงเป็นเสันตรงเพราะจะไม่ยอมให้เกิดการเปล่ียนรูป 

ร่างในแนวต้ังฉากกับระนาบ แต่ 0P  ใม่จาเป็นต้องต้ังฉากกับระนาบกลางของแผ่นอีกต่อไป น้ันคึอเราจะยอมให้ 

เกิดการเปลียนแปลงรูปร่างเนีองจากแรงเฉือนตังฉาก (transverse shear deformation) การเคล่ือนท่ีของจุด 

ต่างๆท่ีไม่ใช่จุดบนระนาบกลางของแผ่นจะข้ึนอยู่กับ การหมุน 0 X และ Gy  แทนท่ีจะเป็น พ ,x และ พ  เหมือน 

ในกรณีของแผ่นพ้ืนเคอร่ซอฟฟ้ จากสมมุติฐานดังกล่าวข้างต้นเราลามารถเขียนความสัมพันธ์ระหว่างการ

กระจัดได้ดังน้ี I

จากรูปจะได้ว่า

น = -zG x 

V  = -zO y
..... 2 .1.12
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และเราสามารถจะหาความเครียดท่ีเกิดฃึนไ,ด้จากความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดตามหลักของ 

กลศาสตรีวัสดุ ซ่ึงความเครียดจะมความสัมพันธ์เซงเสันกับความหนา

e x = v t x  =  - z 0 x t x

£y =v,y = -z0y,y ..... 2.1.13

r  9 = น,y + v , x  =  - z  ( ^ ,  y + 0 y , x )

จากสมการท่ี 2.1.13 เราสามารถเข่ียนในรูปของเมต่เกช์ใด้ดังน้ี

เม่ือ

{eh} = -z{Kb}

K }  =

M -

ร » ,,.

r.xyj

..... 2.1.นก

..... 2.1.นฃ

..... 2.1.นค

และสามารถหาความเครียดเน่ืองจากแรงเฉือนตังฉาก ซ่ึงมีค่าคงท่ีตลอดความหนา จากความสัมพันธ์

Y y z  =  + w , y  =  w >y - ° y

r « =«„+w„ =
ซ่ึงสามารถเข่ียนได้ในรูปของเมตริกซ์ได้เป็น

..... 2.1.15

พ =-{*.} ..... 2.1.16

เม่ือ

KT = \ ° y - ^ y
[0 X-W.X

คอความเครียดเฉือนตังฉาก(transverse shear strains)

] d . 1, ,
> คือความโค้งทีสอดคล้องกับแรงเฉือนตังฉาก

เน่ืองจากเราไม่คิดผลท่ีฃึนต่อกันและกัน (coupling) ระหว่างความเครียดดัด {£•6} และ ความเครียดเฉือนต้ัง 

ฉาก {£•1} ทำให้เราสามารถหาความเค้นจากความเครียดโดยอาศ้ยหสักการของกลศาสตร์วัสดุ ซ่ึงจะได้ว่า

E Eu
0

'

° - * ~ \~ v 2 « X

< 7
„ — Eu E

0 « £ 1y 1 - U 1 1 - U 2 y
T 0 0

E [ Y x y j*y J 2 ( l + u )

...... 2.1.17
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..... 2.1.18

เม่ือนำความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัด ในลมการท่ี 2.1.13 และ 2.1.15 แทนค่าเพ่ีอหาความ 

เค้นในลมการท่ี 2.1.17 และ 2.1.18 แล้วทำการอินทีเกรดหาค่าโมเมนต์ดัด และแรงเฉึอนต้ังฉาก ดังลมการท่ี

2.1.5 ก็จะได้ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและความโค้งดังลมการ

เม่ือ
M H A 3  พ

r , My a  a /

X dry
"1 บ 0 0 0
V  1 0 0 0

0 0
( 1 - u )

0 0
2

0 0 0 0
2

0 0 0 0

..... 2.1.19ก

..... 2.1.19ฃ

..... 2.1.19ฃ

..... 2.1.19ค

โดย D = Et3

แผ่น,พ้ืนมนต์ลน

1 2 (1 -๙ ) เรียกว่าค่าความแข็งของการดัด และ [Z)M] หมายถึงเมตริกซ์ความแข็งของ

หรีอสามารถเปรียบเทียบได้ดังตารางท่ี 2.1.1
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ตารางท่ี 2.1.1 เปรียบเทียบทฤษฎีแผ่นมินดํสินและเคอร์ซอฟฟ้

แผ่นฑนเคอเชอฟฟ้ แผ่นพี้นมินต์สิน

น -  —ZW,
V =  — Z W ,

ex = น,, =

การกระจ้ด

ความเครียด

^ =  v ,„ = - ^

r x y= u ’y + v ’ x =  - 2 zw ’x

น = - z G x 
V = - z O „

= น,X = ~z0x,x 
^  = ๙  =
๙ y =*๙+'๙=-z ( ^ + ^ ,* )  
? ๙  =  '๙ + '”๙  = พ, y -  0y
๙  =*๙+”๙ = ”๙ -#c

ความเค้น

๙ c
E

1๙
Eu

1๙ 0 ๙ ๙
E

\-u2
Eu

l-u2 0 r ~\

• ๙ - = Eu
l-o2

E
l-u2 0 < ๙ » ๙ . = Eu

l-u2
E

l-u2 0 < ๙
T 0 0 E

l / * J r 0 0 E 7 ๙1 ๙ 2(1+0) L V  J 2(1+0) _

y* 2 ( l+ o )

0
0
E

2( 1+0 )
11[ท่ี๙]

ท่ี๙]
ความส์มฟ้นธ์ระหว่างโมเมนต์และความโค้ง

M = - [ D K\ { K t )
{M} = [ น ,  น ,  น

{ ๙  =
พ ,

พ ,’yy 
2wz' lr ’xy

M = - [ d m ] m
{พ H M * พ , K  Qx o j

M=[6U <๙, <๙,-'<๙* 0*-w>* <9,-'๙ I

[^]=£>
1 น 
บ 1 
0  0

0
0

[dm]= d

1 น 
น 1
0 0 

0 0 

0 0

D  = E t3

0 0 0
0

-")
0 0
0 0

0 (l-u) 0
0

E t 3
0 (l-u)

1 2 (1 - ๙ ) 1 2 (1 -๙ )
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2.2 หลักการแปรผัน (variational principle)

หลักการแปรผันเป็นทฤษฏีพ้ืนฐาน ในการท่ีจะนำไปหาเมตริกซ์สติฟเนสของแต่ละระเบียบวิธีดังท่ีได้

กล่าวไว้แล้ว ในหัวข้อนีจึงจะกล่าวถึงรายละเอียดของแต่ละวิธีการ โดยจะอธิบายโดยยกตัวอย่างในกรณีสามมิติ 

หลังจากนันในหัวข้อถัดไปจึงจะกล่าวถึงการนำวิธีการแปรผันไปประยุกต์กับช้ินส่วนแผ่นพ้ืนร้บแรงดัด

โดยท่ัวไปในปัญหากลศาสตร์น้ันตัวแปรท่ีเราสนใจจะประกอบด้วย การกระจัด เพ} ซ่ึง'จะมิอยู่ด้วยกัน 

ทังสามทิศทางอันได้แก่ พ V พ  ซ่ึงลอดคล้องกับทิศทางพิกัดฉาก X  y  Z ตามลำดับ ความเค้น }cr} ซ่ึง 

มิอยู่ทังหมดหกค่า คือ ความเค้นตังฉาก O 3. , <Jy . 0 1 ความเค้นเฉอน ความเค้นเฉือนต้ังฉาก โ  1

Tx1 และความเครียด เ£■} ซ่ึงมิอยู่ด้วยกันหกค่าท่ีลอดคล้องกับความเค้น ดังนันเราสามารถเอียนในรูปชอง

เวกเตอร์ได้เป็น

(«} = {« V พ} ..... 2.2.1

{๐-} = {๐* ° ะ x*y ร* ร * }  ........2.2.2
{ร }  =  {ร* รy £2 Y39 Y y2 Y1a )  ...... 2.2.3

โดยจากหลักของกลศาสตร์วัสดุ เราสามารถหาความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดออกมาได้ ดังสม

การ

{ ^ }  =  [ 1ร,] {o r}  2.2.4ก

{<t }  =  [C ] { £ }   2.2.4ฃ

โดยท่ี 1 ร  ฌตริกซ์ปรุงแต่งท่ีทำการเปล่ียนจากความเค้นเป็นความเครียด (constitutive matrix) และ

[C]=[sr เรียกว่าเมตริกซ์สอดคล้องท่ีทำการเปล่ียนจากความเครียดเป็นความเค้น (compliance matrix) 

นอกจากน้ันเราสามารถหาความสัมพันธ์ระหว่างการกระจัดและความเครียดได้จากหลักการของกลศาสตร์วัสดุ 

จากความสัมพันธ์ดังน้ี

ร* '1  0 o"
£y 0 i  0
ร: 0 0 เ.

r l i  Jr 0
ry* 0 Jr i

y  ะ * .

H <8O<o| «ร

หรีอสามารถเอียนได้ว่า

..... 2.2.5ก

พ  = [5] พ .....2.2.5ข
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เม่ึอ

4 -  0

0  é
0

0

ต =
0  0 -1-

_a_ é  0 ..... 2.2.51.

_a_ôz
■ è 0  -I:

9y
e_a*r_

[<5] คือเมตริกซ์ของตัวปฏิบัติการการหาอนุพันธ์ (differential operator) และสามารถท่ีระเขียน

สมการสมดุลของแรงได้ (ตัวอย่างลมการสมดุลของแผ่นพ้ืนน้ันได้แสดงไวในสมการท่ี 2.1.1 -2.1.3 )

&
0

0

0

0

_ ô _

ร.y 
_ g _

d x

:  I  »
d_

d z

_ d _

d y

d _

d z

d_
d x

Fx
•+^ F y

F.
= 0

หรือสามารถเขียนสมการท่ี 2.2.6ก ในรูปง่ายๆได้ดังนี

,.2.2.6ก

เม่ือ

[ d f  {*} + {F} = 0

{F}
Fx
F>
F,

คือ แรงตัว (body force)

,2.2.6ฃ

จากหลักการพ้ืนฐานของงานเสมือน (principle of virtual displacements) ซ่ึงกล่าวไว้ว่า “ถ้าหาก 

ระบบอยู่ภายใต้สมดุลแล้ว หากเราสร้างการกระจัดเสมือนข้ึนมา พลังงานภายในจะเท่ากับงานเสมือนภายนอก,'

จากหลักการดังกล่าวนำไปสู่หลักการพลังงานศักย์ (potential energy) ดังสมการ

...2.2.7

เม่ือ ฬ(£'1. . . . ^ )  = ฬ ({£•}) = ^-(£r}r [c ] {£ ’} เรียกว่าพลังงานความเครียด (strain energy) ซ่ึงอยู่ใน

พจน์ของความเครียด และเม่ือเราทำการแปรผันเทียบกับความเครียดก็จะได้ความเค้น [ดังลมการ 2.2.8 ] น้ัน 

แสดงว่าพลังงานความเครียดน้ันต้องอาศัยหลักการว่าความเครียดจะต้องสอดคล้องกับความเค้นน้ันเอง
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SA
d {e ] ห พ  = พ ........ 2.2.8

ดังน่ัน ค่า— " \ i { * ï  [C\{‘ }dV จึงหมายถึงพลังงานความเครียดท้ังหมดของในปริมาตร V เพราะเราทำ

การอินทิเกรตท้ังปริมาตร (เม่ือ d V คือปริมาตรของส่วนย่อย )ๆ และ ค่า บ :T โ  หมายถึงงานภาย

นอกน่ันเอง เม่ือ เ/ ' }  แรงท่ีเราใส่เข้าไป (prescribed tractions) ท้ังน้ีเราจะทำการอินทีเกรดในบริเวณขอบ,ร'a 

ท่ีเราไดใส่แรงเข้าไป

หากทำการแปรผันสมการพลังงานศักย่ในสมการท่ี 2.2.7 เทียบกับความเครียด ก็จะทำให้ใด้สมการ 

กำหนดเงึอนไข (constraint equations) คือ

เพ} = 0 ใน V ..... 2.2.9

น่ันคือความเครียดท่ีใข้นัน นอกจากจะเท่ากับความเค้นแล้ว ยังต้องเท่ากับความเครียดท่ีเกิดจากการกระจัดด้วย 

ดังนันการการกระจัด เพ} ต้องสอดคล้องกับเง่ือนไขของขอบที,กำหนดด้วย ซ่ึงเขียนได้ว่า

เม่ือ

เพ} - เพ  I  = 0 บนขอบ ร 11

เพ} คือ การกระจัดท่ีเรากำหนดไว้บนขอบ ร u

..............2 . 2.10

โดยทังน ÔV -  S+Sa +SU คือขอบของปริมาตรทังหมดซ่ึงจะประกอบไปด้วย ส่วนท่ีกำหนดแรง ส่วนท่ี 

กำหนดการกระจัด และส่วนท่ีไม่ได้กำหนดอะไร

ซ่ึงจากหลักการพลังงานศักย์น้ันหากเราไม่ได้กำหนดเง่ือนไขใด  ๆ จะทำให้สามารถท่ีจะปรับปรุงสมการ 

ดังกล่าวได้ใหม่เป็น

n0 = Iเ}พ'’ ต พ-พ' พ+พ'' (ตพ)"
“ I,. ( ป {“) * - [ ,  ({"}-{“})<*

d V

............2 . 2.11

เรียกสมการท่ี 2.2.11 ว่า หลักการของวู-วาซิลุ (Hu-Washisu principle) เม่ือเราทำการแปรผันเทียบกับ ความ 

เค้นในปริมาตร ((รี {cr} in V ) ก็จะได้ความลัมพันธ์ฃองการกระจัดและความเครียด พ-พพ = 0

ดังสมการ 2.2.9 หาก,ทำการแปรผันเทียบกับความเครียด'ไน'ปริมาตร ((รีเ๕} in F )  จะได้ [<รี]เ£:}= {cr} 

ในทำนองเดียวกับลมการท่ี 2.2.8 และหาทำการแปรผันเทียบกับการกระจัดใน ปริมาตร (ร เพ} in V ) จะได้ 

สมการสมดุลย์ [ 3 ] » = 0  ในทำนองเดียวกันสมการ 2.2.6 แต่ไม่มีแรงของวัสดุ ซ่ึงแสดงให้เหินว่าวัธการ 

ดังกล่าวก็ทำให้คุณสมบ้ติทางด้านต่าง  ๆยังคงเป็นไปตามกลศาสตร์วัสดุอยู่น่ันเอง
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ในลมการท่ี 2.2.11 Ty Tz }  คือแรงท่ีฃอบซ่ึงสามารถเขียนในรูปของสมดุลกับความ

เค้นได้คือ

v x 0  0  vy
0  vy 0  v x
0  0  V, 0

V

0 v z โr  ไX

V, 0 < ๐ ใ » =  < i
vx v x Tz

r , z
, v

2.2.12ก

หรอลามารถเขียนสมการท่ี 2.2.12 ใด้อย่างง่ายคือ

[ v ] { a }  =  { 7 ’} 2 .2 .12ฃ

เม่ือ [ v ]  เวกเตอร์กำหนดทศทางท่ีตังฉากกับขอบ (unit vector normal to the boundary)

จากสมการของวู-วาชิลุ น่ันจะกล่าวได้ว่าจะไม่มเง่ือนไขใดๆกำหนดสำหริบแต่ละสนามตัวแปรเลย

เพราะท้ายท่ีสุดแล้วเง่ือนไขต่าง  ๆ ก็จะเป็นไปด้านในด้านการแปรผัน หรือจะพูดให้ง่ายๆกว่านันว่าแต่ละตัวแปร 

น้ันจะทำให้เกิดพลังงา■นภายในด้วยตัวมันเอง J,[yMr [<ฯพ] J Y  คือพลังงานความเครียด เป็นพลัง

งานส่วนท่ีเกิดจากสนามความเครียดโดยตรง คือพลังงานท่ีเกิดจากสนามความ

เค้นและสนามความเครียด และส่วนสุดท้ายคือพลังงานการเปล่ียนรูป (deformation energy)

! , [ M r m  พ ) ] ^  ซ่ึงเกิดจากส่วนของความเค้นและความเครียดท่ีเกิดจากการกระจัด หากว่าจะ

อาศัยความลัมพันธ์ของความเค้นและความเครียด เพ่ีอขจัดสนามของความเค้นออกไป ด้วยความสัมพันธ์

พ-[<7>}=[ร] พ
นำเง่ือนไขของความเค้นในสมการท่ี2.2.13ไปใส่ใ■นสมการของวู-วาชิสุ ในสมการท่ี 2.2.11 จะได้

II. = [1 - |พ ป 5]พ + พ r([a]W)j

"1. {f Y พ*-/,. (rîr (พ-R)* ..... 2.2.14

เรียกลมการท่ี 2.1.14 ว่า หลักการของเฮลสิงเกอรี-ไรส์เนอรี (Hellinger-Riessner principle) หากเราทำการ 

แปรผันเทียบกับความเค้นและการกระจัดในปริมาตรก็จะได้

[ ร ] พ - พ พ ...... 2.2.15
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[ 5 ] r { c r } = 0  ......2.2.16

น่ันหมายความว่าความเครียดท่ีได้จากท้ังความเค้นและการกระจัดจะต้องเท่ากัน รวมท้ังระบบจะมีสมดุลย์ด้วย

โดยทังมี B  (๐ 1 -  ) = B  ( {a } )  = -  { o f  [1ร] (a )  เรียกว่า พลังงานความเครียดเติมเติม

(complementary strain energy) ซ่ึงอยู่ในพจน์ของความเค้น และเม่ือทำการแปรผ้นเทียบกับความเค้นก็จะได้ 

ความเครียดน่ันเอง

Ô B

d { a } “ [ร ]พ  = พ ......2.2.17

ในทำนองเดียวกันหากเราใส่เง่ึอนไฃของการกระจัดเข้าไป พ-ตพ ต้ังแต่ตอนต้น พลังงาน 

ภายในก็จะเปล่ียนจาก

I  ~ ; M r [ร] M + M r ([5]M ) d v

เป็น

เ d V

......2.2.18

......2.2.19

ซ่ึงก็จะเท่ากับพลังงานความเครียดเติมเติมน่ันเอง ดังนันเราจึงสามารถท่ีจะเขียนสมการพลังงานศักย์เติมเติม

(complementary potential energy) ได้ดังลมการ

nc = \ 1 พ ,ไร]พ‘̂ -.บ7'}1>}* ........2.2.20

2.3 ระเบียบ'วิธี1ไฟ1ไนต์เอเลเมนต์ (Finite Element Method)

จากหลักการแปรผันในหัวข้อท่ีผ่านมานัน จะมีหลักการแปรผันทังหมดล่ีประเภท อันได้แก่ หลักการ 

พลังงานศักย์ หลักการพลังงานศักย์เติมเติม หลักการเฮลลิงเกอร์ไรย์เนอร์ และหลักการวู-วิชิลุ ซ่ึงหลักการเหล่านี 

จะนำไปใช้ไนการหาเมตริกซ์สติฟเนสของในแต่ละระเบียบวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์ ซ่ึงเราได้แบ่งระเบียบวิธีไฟไนต์เอ 

เลเมนต์ออกเป็น 4 ชนิดคือ ระเบียบวิธีการกระจัด ระเบียบวิธีทางแรง ระเบียบวิธีพันธุทาง และระเบียบวิธีผสม 

ซ่ึงอาศัยการสมมุติสนามตัวแปรเป็นการแบ่งประ๓ท ในหัวข้อน้ีจะได้แสดงรายละเอียดของระเบียบวิธีต่างๆ

เม่ือนำไปใช้กับแผ่นพ้ืนรวมท้ังตัวอย่างในการหาเมตริกซ์สติฟเนล

2.3.1 ระเบียบวิธีการกระจัด (Displacement Method)

ระเบียบวิธีการกระจัด คอระเบียบวิธีท่ีสมมุติเฉพาะการกระจัดท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไขท่ีขอบ และจะมี 

ความต่อเน่ืองระหว่างชินส่วนหรีอไม่ก็ได้ หลังจากนันก็นำการกระจัดทีสมมุติไปหาความเครียด และนำ
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ความเครียดไปหาความเค้นต่อไป ซ่ึงจะเหินไค้ว่าทุกตัวแปรจะข้ึนกับการกระจัดท่ีสมมุติท้ังหมด ความถูกต้องจึง 

ข้ึนอยู่กับการกระจัดท่ีสมมุติท้ังส้ิน

ในการหาเมตรีกฃ์สติฟเนสน้ันอาศัยหลักการพล้งงานศักย์ ในสมการท่ี 2.2./เราสามารถท่ีจะเขียนสม 

การในรูปของข้ึนส่วนไค้ดังน้ั

เม่ือ

แ , = ร ฺ 1C] พ -» '-]' ต , พ * .......2.3.1.1

Vn คือ ปรมาตรของข้ึนส่วนท่ี ท 
ร 0.1' คือ ขอบของชินส่วนท่ี ท  ท่ีมีการกำหนดแรง I T

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์จะเร่ิมจากการสมมุติสนามการกระจัด I?*} ในรูปของฟังก์ช้นลันฐาน (Shape

function) และ การกระจัดท่ีข้ัว

ก) แผ่นพืนเคอเชอฟฟั 

รูปที่2.3.1 ตัวอย่างชินส่วนแผ่นพ้ืนเคอเชอฟฟ้

ข) แผ่นพ้ืนมินต์สิน

โดย
{“}=[ ป พ

[ป คือ ฟังก์ชันลันฐาน

{r }  คือ การกระจัดท่ีข้ัว

..... 2.3.1.2

ซ่ึงในกรณีของแผ่นพ้ืนเคอเชอฟฟัน้ันจะทำการสมมุติ การเคล่ือนท่ีในแนวต้ังฉาก พ  ในรูปของพหุนามในพจน์ 

ของตัวไม่ทราบค่าหรีอการกระจัดสาม้ญ (generalized displacement) q  อย่างเช่น

พ ะ=[l X y  X2 y 1 X3 x 2y  xy2 yj{<7} ..... 2.3.1.3

หลังจากน้ันก์จะทำการหาการหมุนอีกสองตัวซ่ึงกิคือ คือ พ ,x และ พ , และเรากิจะสามารถเขียนความลัมฟนธ์ 

ของสนามการกระจัดท่ีสมมุติไค้ตังสมการ



หอสมุ*ทลบ Ï  ทใบบใ แยฆร กบ 
* พาลใกร nuiหฑ n tn  ลํย 21

พ
พ ,. .
พI ’y)

“ [ / ( ฬ ] พ ..... 2.3.1 4

ดังน้ันเราก็จะสามารถท่ีจะเขียนการกระจัดท่ีข้ัวซ่ึงในกรณีน้ีแต่ละข้ัวจะมีการกระจัดท่ีต้องการ 3 ตัว ในรูป 

ฟังก์ชันท่ีเราสมมุติไว้ ในสมการท่ี 2.3.1.4 ให้อยู่ในรูปของพิกัดใต้ ดังน้ี

พ = 1 0 ]พ ....2.3.1.5

เม่ือ [ ศ  คือเมตริกซ์ท่ีประกอบไปด้วยพิกัดซ่ึงลอดคล้องกับการกระจัดท่ีฃัวน้น  ๆ ดังนันเราก็จะสามารถหาค่า 

ของตัวไม่ทราบค่า หริอการกระจัดสามัญ ไต้จากสมการท่ี 2.3.1.5ได้ดังน้ี

พ  = พ พ  .... 2-3-1-6

เราก็สามารถท่ีจะเขียนสนามการกระจัดในสมการท่ี 2.3.3 ในรูปของการกระจัดท่ีข้ัวได้ดังน้ี

I V

I V ’y
=[ /(จ พ ั] [ 0 ม ีพ = ฬ พ ...2.3.1.7

โดยในท่ีน้ี ฟังก์ชันสันฐาน [ป ก็จะเท่ากับ [/(*.ป] [G]" น้ันเอง

หสังจากน้ันเราสามารถหาความเครียดดังสมการท่ี 2.1.8 ได้จากการกระจัดท่ีสมมุติ ซ่ึงในกรณีของ 

แผ่นพ้ืนเคอร์ชอฟฟ้น้ันความเครียดจะมีเพิยงสามตัวเท่าน้ันค๋ึอ

..... 2.3.1.8

เม่ือ
พ = M W = ฬ  พ
[0 ][ห้/'] = [5 ]  คือเมตริกซ์ท่ีแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการกระจัดท่ีข้ัว

เม่ือนำการกระจัดท่ีสมมุติเอาไว้ในสมการท่ี 2.3.1.2 และความเครียดท่ีได้จากการกระจัดในสมการท่ี 2.3.1.8 

แทนลงในสมการพลังงานศักย์ดังสมการท่ี 2.3.1.1 จะได้

n ,  = s \ { ' ï  MM-พ' ÎG} ..... 2.3.1.9ก

เมิอ

[ K ] = l \B j [ C ] [ B ) d V  คือ ลติฟเนสของช้ินส่วน

{2} = บ * โ ต *
..... 2.3.1.9ข

คือ แรงที่กระทำต่อฃนส่วน ...... 2.3.1.9ค
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ทำการแปรผันสมการ 2.3.1.9 เทียบกับ | r ]  จะได้ว่า

[£ ]{ /• }  = {()}  ..... 2.3.1.10

ซ่ึง [ K ]  จะเป็น ก่ึงบวกแน่นอน (positive semi-definite) หมายถึงว่างานท่ีเกิดฃึนท่ีสอดคล้องกับการกระจัดน้ัน 

ต้องเป็นบวก แต่ก็มีโอกาสท่ีจะเป็นศูนย์ได้ด้วย และการกระจัดท่ีฃ้ัวน้ันแต่ละข้ัวจะมี สามตัว หากว่าเป็นช้ินส่วน 

4 ข้ัวก็จะมีการกระจัดท่ีฃ้วทังหมด 12 ตัว [ดังรูปท่ี 2.3.1] ห่รึอสามารถเขยนได้ว่า

พ  = LW> w‘VI พ ,*2 พ,y2 พ3 พ,*3 พ,y3 พ 4 พ, *4 พ,y ̂

ในทำนองเดียวกันกับแผ่นพ้ืนเคอรซอฟฟ้ เราก็สามารถหาเมต่ริกสติฟเนสของแผ่นพ้ืนมีด้ลนได้ใน

ทำนองเดียวกัน ในช้ินส่วนมีนด์ลินนันจะมีการสมมุติทังการเคล่ือนท่ีในแนวตังฉาก และการหมุนอีกสองตัวดังตัว 

อย่างเซ่น

พ  -  1̂1 X  y  X2 y 2 X3 x 2y yy2

J5?
----1 ..... 2.3.1 .11

แ^ II X  y  X 2 y 2 X3 x 2y yy 2 /JW ..... 2.3.1 .12V<3ะกั X  y  X 2 y 1 X 3 x 2y y y 2

/—'ร-ร
ร-ร'
----1 ..... 2.3.1 .13

ดังน้ันสามารถเขียนสนามการกระจัดจากสมการท่ี 2.3.1.11 -2.3.1.13 ได้เป็น

พ

ox
0„

= [ / ( * . ป ] พ ..... 2.3.1.14

ด้วยข้ันตอนแบบเดียวกันกับลมการท่ี2.3.1.5-2.3.1.7เราก็ลามารถหาได้ว่า

พ

= ฬ พ ..... 2.3.1.15

เม่ือเราได้สนามการกระจัดออกมาแล้วในอันดับกัดไปคือการหาความเครียดจากสมการท่ี 2.1.13 และ 2.1.15 

ดังน้ันจะมีจำนวนของความเครียดท้ังหมด 5 ตัวด้วยกันคือ ความเครียดตังฉาก ร x และ ร  ความเครียดเฉือน 

y  และความเครียดต้ังฉาก/ และy  a  ซ่ึงลามารถเขียนความสัมพันธ์กับการกระจัดได้เป็น

พ = ต ฬ พ = [ * ]พ  ....23116
เม่ือนำสนามการกระจัดท่ีสมมุติไว้ไนสมการท่ี 2.3.1.15 และความเครียดท่ีได้จากการกระจัดในสมการท่ี

2.3.1.16 ไปแทนค่าสมการพลังงานศักย์ในลมการท่ี 2.3.1.1 จะได้ว่า
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n „ = ร ุ เ พ ,  w w - w r { e ) ..... 2.3.1.17

ท ำก ารแ ป รผ ัน ส ม ก าร  2.3.1.17 เท ีย บ ก ับ  { / • }  จ ะได ้ว ่า

[ ^ ] พ = { Q }  ...... 2.3.1.18

ซึ่ง น ่]  จ ะ เป ็น  ก ึ่งบ ว ก แ น ่น อ น  (positive semi-definite) ห ม า ย ถ ึง ว ่า งาน ท ี่เกดข ีน ท ี่ล อ ด ค ล ้อ งก ับ ก ารก ระจ ัด น ั้น  

ต ้อ ง เป ็น บ ว ก  แ ต ่ก ็ม ีโอ ก าส ท ี่จ ะ เป ็น ศ ูน ย ์ได ้ด ้วย  แ ล ะก ารก ระจ ัด ท ี่ข ั้ว น ั้น แ ต ่ล ะข ั้ว จ ะม ี ส า ม ต ัว  ห าก ว ่า เป ็น ช ิ้น ส ่ว น  

4 ฃ ัวก ็จ ะม ีก ารก ระจ ัด ท ี่ฃ ัวท ังห ม ด  12 ต ัว [ด ัง ร ูป ท ี2่ .3.1]ห ร ือ ล า ม าร ถ เขียนได ้ว่า

M  = h  eA 9yX พ2 9X2 ey2 พ3 9X3 9y3 พ, 9X4 9y4 \ T

2.3.2 ระเปียบวิธีทางแรง (Equilibrium Method)

ในทำนองเดียวกันกับแบบจำลองการกระจัด แต่วิธีการนีจะทำการสมมุติความเค้นท่ีมีความสมดุลย์

แทนท่ีจะสมมุติการกระจัด โดนในขนต้นนันจะทำการสมมุติสนามความเค้นในรูปของตัวไม่ทราบค่า หรือความ 

เค้นสามัญ อย่างเซ่นในกรณีของแผ่นพ้ึนมีลดไสินด์เราลามารถท่ีจะสมมุติความเค้นได้เป็น

'น,' "1 0 0 X 0 0 y 0 o ' Aน, 0 1 0 0 X 0 0 y 0 A
นv ► = 0 0 1 0 0 X 0 0 y :

Q., 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 0 A

M 5 x9 \ f i ) ..... 2.3.2.1

ซ่ึงจากสนามความเค้นท่ีสมมุติมัน เราต้องทำการเขียนแรงท่ีลอดคล้องกับสนามความเค้นท่ีสมมุติ หรือเขียน 

ท่ีสอดคล้องกับความเค้น จากสมการ 2.2.12ข ซ่ึงลามารถเขียนได้ว่า

ฅ = ผ พ =[*] { P }  ... 2322
โดย พ  คึอแรงเค้นลัพธ์ (resultant stresses) ท่ีขอบน้ันเอง 

จากสมการ พลังงานดักย์เติมเต็มในสมการท่ี 2.2.20 ซ่ึงจะเขียนได้ว่า

[ ร } ^ } ‘ ท ' - \ , { t } t{« }< * ...2-3.2.3

เม่ือความเค้นท่ีเราสมมุติไว้ในสมการท่ี 2.3.2.1 และ และแรงท่ีกระทำในสมการท่ี 2.3.2.2 มาแทนค่าลงในสม 

การพลังงานดักย์เติมเต็มในสมการท่ี 2.3.2 3 จะได้ว่า



ne = \ { P Ï  [ n m - { P Ï  {Q} ......2.3.2.4

[ H h l l r f  m m  =325

[ Q ]  =  ^  [ R } T { น ิ} d s  ..... 2.3.2.6

ในท่ีน้ี [ H ]  เมต่ริกซ์เฟลกซิบีลิติ (flexibility matrix) น่ันเอง และ {{2} ในท่ีนีคือการกระจัดท่ีเกิดข้ึนท่ีข้ัวน้ัน;อง 

ฒอเราทำการแปรผันสมการท่ี2.3.2.4 เทียบกับ {/?} จะ'ได้'ว่า

W M 0 } ......2.3.2.7

2.3.3 แบบจำลองพันธุทาง (Hybrid Model)

จากระเบียบวิธีพันธุทางคือระเบียบวิธีท่ีมีการสมมุติท้ังสนามความเค้นและสนามการกระจัด หากเรา

จะทำความเข้าใจหล้กการพันธุทางให้ลองพิจารณาปัญหาในหน่ึงมิติ สมมุติว่าเรานำเหล็กเค้นหน่ึงมาดึง หากว่า 

เราสนใจกัดเฉพาะระยะยึดของเหล็ก น่ันคือเราสนใจเฉพาะการกระจัด หลังจากนันเราก็นำการกระจัดท่ีไค้ใปหา 

ความเครียด และนำความเครียดท่ีไค้ใปหาความเค้นอีกต่อหน่ึง การกระทำด้งกล่าวจะเหมือนกันกับระเบียบวิธี 

การกระจัด โดยความเค้นท่ีไค้ออกมาน้ัน จะมิความผดพลาดท่ีสะสมมาจากการกระจัดเป็นหลัก ในทำนอง

เดียวกันถ้าหากว่าเรากัดมาเฉพาะแรง แล้วนำแรงท่ีไค้ไปหาความเครียด จากความเครียดค่อยนำไปหาระยะยึด 

ของเหล็กอีกต่อหน่ึง วิธีการด้งกล่าวก็จะเปรยบเสมือนระเบียบวิธีทางแรง ส่วนวิธีการพันธุทางน้ันคือการท่ีเราจะ 

กัดทังระยะยึด และแรง เพราะฉะนันผลของความผิดพลาดของแต่ละตัวก็จะเป็นอิสระต่อกัน จึงเป็นคำกล่าวท่ีว่า 

เราสามารถสมมุติสนามการกระจัด และสนามความเค้นท่ีเป็นอิสระต่อกัน แต่ถึงอย่างไรก็ตาม ท้ังแรงและระยะ 

ยึดท่ีกัดมาน้ัน จะต้องเกิดความเค้นท่ีเท่ากันด้วย น้ีคือเง่ือนไขหลักของระเบียบวิธีพันธุทาง ส่วนวิธีการผสมน้ัน 

คือการท่ีเรากัดทังความแรง ระยะยึด และความเครียด ท่ีเกิดขืน แต่ถึงอย่างไรก็ตามค่าทังสามตัวจะต้องมิความ 

สัมพันธ์ต่อกันเป็นไปตามกฏฃองกลศาสตร์กัสดุ

จากหลักการเฮลลิงเกอร์-ไรส่'เนอร์ ในสมการท่ี 2.2.11 เราสามารถท่ีจะเขียนในรูปของช้ินส่วนได้เป็น

ท . = z [ i ,  [ น ั่พ 1■ M M + พ ( ต พ ) } » P T  ( พ - พ ) * ......2.3.3.1

ในแบบจำลองการกระจัดจะทำการสมมุติการกระจัด และในแบบจำลองสมดุลจะทำการ

สมมุติความเค้น [a }  = [ร์5]!/? } แต่ในแบบจำลองพันธุทางจะทำการสมมุติทังสองตัวแปรข้างต้น

เราสามารถแยกการกระจัด {พ} ออกเป็นสองส่วนคือ{พ} = {พg} + {พ;1} 

เพq I  คือ การกระจัดท่ีสอดคล้อง (compatible)
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{น;1} คือ การกระจัดท่ีเพ่ิมเข้าไปหรีอบางคร้ังเรียกว่าตัวคูณลากรองจ์ (Lagrange multiplier) ซ่ึง 

ไม่จำเป็นต้องลอดคล้องกับเง่ือนไฃท่ีขอบ ในบางคร้ังอาจจะไข้ฟังก์ชันฟองสบู่ (bubble

function) ซ่ึงมีลักษณะของการเป็นศูนย์ท่ีขอบ ทำให้ไม่จำเป็นต้องคำนึงถึงความสอดคล้อง

ในทำนองเดยวกันกับกรณีของระเบียบวิธีการกระจัด ทังแผ่นพ้ืนเคอรีชอฟฟัและแผ่นพ้ืนมิลด์ลิน เราจะลามารถ 

สมมุติสนามการกระจัดท่ีสอดคล้องได้คือ

พ » [ ฟ พ ..... 2.3.3.2

และในทำนองเดียวกันเราก็สามารถท่ีจะสมมุติสนามการกระจัดท่ีเพ่ิมเข้าไปได้ในทำนองเดียวกับการกระจัดท่ี 

สอดคล้อง ในรูปของฟังก์ชันลันฐาน [Z-] และการกระจัดภาย'ใน่ช้ินส่วน {ต ั}

พ » ผ  พ

ตังน้ันจะสามารถหาความเครียดท่ีเกิดข้ึนจากการกระจัดได้เป็น

...... 2.3.3.3

ต พ - ต ฬ พ - ! * ] พ ...... 2.3.3.4

ต พ » ต ผ พ » [ ร ั] พ
เม่ือ

..... 2.3.3.5

ต ฬ = [ * ] ..... 2.3.3.6

ต พ » ฅ ..... 2.3.3.7

ในส่วนของสนามความเค้นน้ันจะมีการสมมุติในพจน์ของตัวไม่ทราบค่าในทำนองเดียวกันกับระ 

อย่างเซ่น ในกรณีแผ่น,พ้ื'นมีลด์ลน

O’,  = P i +  P 2X + p * y + P i o x y + i P u *2
0,  =  P a +  p 5 * + p 6y + P n X y - i P n ÿ 1

ะเบียบ'วิธี,ทางแรง

P  7 + P s X + p 9y + p u x y

~  i p 2 P 9 ) + ( f i l 2 P \3 )■*• P v > y  
0 yz = i p 6 + P i  ) P n x  + { P l2 ~  P i3 ) y

< r , = 2 f i n
หรีอสามารถเขียนในรูปของเมตริกซ่ได้เป็น

..... 2.3.3.8

พ = พ ! ....2.3.3.9

เม่ือ ห  คือ เมตริกซ์ของพหุนามท่ีทำการสมมุติสนามความเค้น จากการการสมมุติการกระจัดในสมการท่ี

2.3.3.2 และ 2.3.3.3 และความเครียดท่ีเกิดจากการกระจัดในสมการท่ี 2.3.3.4 และ 2.3.3.5
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รวมท้ังสนามความเค้นท่ีสมมุติในลมการท่ี 2.3.3.9 นำค่าท้ังหมดไปแทนค่าลงในสมการของ เฮลลิงเกอร-

พเนอร ์ (สมการท่ี 2.3.3.1 )จะได้ว่า

ท „ = ร ุ [ * ]  ฬ + ฬ ’ไ ศ พ - พ } '

เม่ือ
..... 2.3.3.10

[พ=l\.pโ [ร][PW  2.3.3.11
[■G ]  =  l [ P ] r [ B ] d V   2.3.3.12
|/f]= f [/']' [ ï c ] d v   2.3.3.13

= L J^ Î  2.3.3.14
K r= lsj ? ] r[i]«S  2.3.3.15

เม่ือทำการแปรผันเทียบกับ (ก่อให้เกิดเง่ือนไซว่าความเค่รียดท่ีได้จากสนามความเค้นต้องเท่ากับ

ความเครียดท่ีได้จากสนามการกระจัด) จะได้ว่า

m - [ H  r  ([ศพ+[ศพ)
เม่ือทำการแปรผันเทียบกับ { A } และ ขจัด ให้เหลือในรูปของ

[ศพทัศ

[ศ=[ร]>บี[ร]
[3]ทัศทัศH  [พทัศ)> r พทศ 
{ศ = {i-} -IGf [H]-' [ศ([*r [̂ ] ' [ศไ' พ}

..... 2.3.3.16

..... 2.3.3.17

..... 2.3.3.18

..... 2.3.3.19

2.3.4 ระเบียบวิธีผสม (Mixed Method)

ระเบียบวิธีผสมจะเป็นระเบียบวิธีท่ีทำการสมมุติสนามตัวแปรทังสามสนามโดยอาศัยหลักการชองว-วา 

ชิสุ ในการหาเมตริกซ์สติฟเนล จากหลักการ วู-'วา'ซิลุ
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nG=l ^พไclW-Wr{«}+พ7(ตพ) d v - \ j T ( น - น ิ ) dร ...2.3.4.1

ทำการสมมุติตัวแปรท้ังสนามการกระจัด สนามความเค้น และสนามความเครียด

พ =[ฯM
พ = [p ] { ^ }  2342

W = M W

โดยสามารถท่ีจะสมมุติตัวแปรดังกล่าวท้ังหมดหรีอจะทำการสมมุติบางส่วนชองในแต่และสนามของตัวแปรก็ได้ 

ทำให้วิธีการน้ีสามารถใซ้เด้กว้างมาก เม่ือนำค่าท่ีทำการสมมุติในสมการท่ี 2.3.4.2 ไปแทนค่าลงในลมการของวู- 

วาซิสุ เราก็จะได้ความสัมพันธ์

n ° = \  {a)T p] M -  {̂ }r \H ] พ+ พ ํr [°] {r } - pT {r } ...Z3A3
เม่ือทำการแปรผันก็จะสามารถหาค่าเมตรีกซ์สติฟเนลออกมาได้ว่า

[K] =[0ท*ท7] [*r [ศ

2.3.5 ขอเปรียบแบบจำลอง

แบบจำลองสมดุลจะให้ขอบเขตบนคือช้ินส่วนท่ีได้จะอ่อนเกินไป แบบจำลองการกระจัดจะให้ขอบเขต 

ล่างคือการกระจัดท่ีได้จะแข็งเกินไป การใช้แบบจำลองพันธ์ทางจะให้โครงสร้างท่ีอ่อนกว่าแบบจำลองการ

กระจัดหากใช้การกระจัดท่ีขอบเหมือนกัน และจะให้โครงสร้างท่ีแข็งกว่าแบบจำลองสมดุล ถ้าหากว่าใช้ความ 

เค้นเดียวกันในการสมมุติความเค้นภายใน ดังน้ันหากมองผลของการกระจัดไม่ลามารถบอกได้ว่าผลของการ

วิเคราะห์จากแบบจำลองพันธ์ทางจะถูกต้องแม่นยำกว่าท้ังแบบจำลองการกระจัดและแบบจำลองสมดุล แต่ถ้า

มองในแง่ของความเค้นการใช้การสมมุติความเค้นย่อมให้ผลท่ีถูกต้องแม่นยำกว่า
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ตารางท่ี 2.3.5.1 ชนิดของระเบียบวธีไฟไนต์เอเลเมนต์

Model Variational

Principle

Assume inside 

each element

Along interelement 

Boundary

Unknown in 

Final Equations

Compatible Potential

Energy

Smooth Displacement 

Distribution

Continuous

Displacement

Nodal

displacement

Equilibrium Complementary

Energy

Smooth and

Equilibrium

Stress

Equilibrium of 

Boundary traction

-Generalize 

Nodal disp 

-stress function 

parameter

Hybrid Hellinger-

Reissner

Stress distibution and 

Displacement distribution

Displacement Nodal

displacement

Mixed Hu-Washizu Stress distribution 

Displacement distribution 

Strain distribution

Displacement Nodal

displacment
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