
วิธีการออปติไมซ์ภายใต้ความไม่แน่นอน

การออปติไมซ์ภายใต้ความไม่แน่นอน คือการออกแบบ และหาสภาวะปฏิบัติการที่จะทำให้ 
ระบบปฏิบัติการอยู่ในสภาวะคงตัว (steady state) และสอดคล้องกับข้อจำกัดของกระบวนการได้ 
ในขณะที่ปฏิบัติการจริง ที่มีการเปลี่ยนแปลงอยู่,ในกระบวนการ หรืออาจกล่าวได้ว่า ในข้ันตอนท่ี 
มินิไมซ์ (minimize) ค่าใช้จ่ายเพื่อหาค่าจุดออกแบบที่เหมาะสม ผู้ออกแบบจะต้องมั่นใจว่า
กระบวนการท่ีออกแบบบันจะสามารถปฏิบัติการในสภาวะปฏิบัติจริงได้ อยู่ในสภาวะคงตัวได้ และ 
สอดคล้องกับข้อจำกัดของกระบวนการได้ตลอดทุกค่าของตัวแปรที่เปลี่ยนแปลงในขณะปฏิบัติการ 
อธิบายได้ตังรูปที่ 3.1

Process adjustments 
Control variable

Z = ?

Changing condition 
uncertain parameter

0

Fixed design

* a - \

Specifications constraints 
*f(d ,z ,9 ) < 0

รูปท่ี 3.1 อธิบายความหมายการออปติไมซ์ภายใต้ความไม่แน่นอน (Grossmann และ Floudas, 1987)

3.1 ชนิดของความไม'แน่นอน

ความไม,แน่นอนคือตัวแปรที่มีการเปล่ียนแปลงรอบ  ๆ ค่าหนึ่งอยู่ตลอดเวลาไม่อยู่นิ่ง หรือ 
ตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าที่ชัดเจนทราบเพียงช่วงที่จะเป็นไปได้ ซึ่งในสภาวะปฏิบัติการจริงจะมีความ 
ไม,แน่นอนเกิดข้ึน ความไม่แน่นอนสามารถแบ่งตามธรรมชาติแหล่งกำเนิดของความไม,แน่นอนใน 
กระบวนการได้เป็น 4 ชนิด ตังนี (Ierapetritou, Acevedo และ Pistikopoulos; 1996)
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1. ความไม่แน่นอนของแบบจำลอง (Model-inherent uncertainty) ได้แก่ ค่าคงทีทางจลนพลศาสตร์ 
(kinetic constants), คุณสมบัติทางกายภาพของสาร (physical properties) และค่าสัมประสิทธิการ 
ถ่ายเทความร้อน เป็นต้น ซึ่งค่าเหล่านี้เกิดจากการทดลองโรงงานด้นแบบ (pilot-plant) จึงเป็นค่าที่ 
มีความไม่แน่นอนอยู่ในตัว โดยท่ัวไปความไม่แน่นอนชนิดนี้จะอยู่ในรูปช่วงท่ีคาดว่าจะเกิดได้จริง 
(range of possible realization) หรืออยู่ในรูปฟิงก์ชันแจกแจงความน่าจะเป็น
2. ความไม,แน่นอนของกระบวนการ (Process-inherent uncertainty) ได้แก่ ความแปรปรวนของ 
อัตราการไหล และอุณหภูมิ ซ่ึงความไม่แน่นอนชนิดนีได้จากเครื่องมือวัด (measurements) ดังน้ัน 
ความไม่แน่นอนชนิดน้ีจะอยู่ในรูปของทัเงก์ชันแจกแจงความน่าจะเป็น
3. ความไม่แน่นอนภายนอก (External uncertainty) ได้แก่ ความต้องการผลิตภัณฑ์, ราคา, ค่าเงิน
และสภาวะแวดล้อมอื่น  ๆ ซึ่งความไม่แน่นอนชนิดนี้ได้จากเทคนิคการทำนาย (forecasting 
techniques) จากข้อมูลในอดีต, ใบสั่งซือจากลูกค้า และความต้องการของตลาด เป็นตัวช่วยทำนาย 
ค่าความไม่แน่นอนชนิดนี้ ดังน้ันค่าท่ีได้จากการทำนายนี้จึงมีความไม่แน่นอนอยู่ในตัว โดยท่ีความ 
ไม่แน่นอนชนิดจะมีลักษณะทั้งแบบรูปช่วงที่คาดว่าจะเกิดได้จริง หรือรูปฟ้งก์ชันแจกแจงความ
น่าจะเป็น
4. ความไม่แน่นอนติสครีต (Discrete uncertainty) เป็นความไม่แน่นอนที่เกิดจากความสามารถใช้ 
งานได้ของเคร่ืองมือทดลอง หรือเหตุการณ์ดิสครีตแบบสุ่มอ่ืน (random discrete events) เช่น บาง 
ช่วงอุณหภูมิหรือความตันของเครื่องมือที่ไม่สามารถใช้งานได้ โดยความไม่แน่นอนแบบน้ีจะอยู่ใน 
รูปแจกแจงความน่าจะเป็นแบบดิสครีต

จากชนิดของความไม่แน่นอนท่ีเกิดข้ึนท้ังในขั้นตอนออกแบบ และปฏิบัติการ สามารถแบ่ง 
การออปติไมซ์เป็น 2 แบบ คือ แบบดีเทอร์มินิสติก ซึ่งเป็นการออปติไมซ์ท่ีให้ความไม่แน่นอนแบบ 
ติสครีท สำหรับความไม่แน่นอนชนิดท่ีอยู่ในรูปช่วงท่ีน่าจะเป็นได้จริง และแบบสโตแคสติก ซ่ึง 
เป็นการออปติไมซ์ที่ให้ความไม่แน่นอนเป็นแบบต่อเนื่อง สำหรับความไม่แน่นอนชนิดท่ีอยู่ในรูป 
ของฟิงก์ชันแจกแจงความน่าจะเป็น

3.2 การออปติ1ใมซ ์แบบ 2 ขันตอน (Two Stage Programming)

รูปแบบคณิตศาสตร์ของปิญหาการออกแบบภายใต้ความไม่แน่นอน สามารถแสดงตัง 
สมการ (3.1) โดยจะเลือก เวคเตอร์ตัวแปรออกแบบ, ตัวแปรควบคุม และ ตัวแปรสเตท d ,z ,x  ตาม 
ลำดับ ที่ทำให้ฟิงก์ชันค่าใช้จ่ายมีค่าตํ่าที่สุด และสอดคล้องกับข้อจำกัดของกระบวนการ เม่ือมีความ 
ไม่แน่นอนอยู่ในกระบวนการ (Biegler, Grossmann และ Westerberg, 1997: 690-718)
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min C (d,z,x ,9)
โดยมีเง่ือนไข h (d ,z ,x ,0 ) = 0

g(d ,z,x ,0) < 0 (3.1)
X e X, z e Z ,  d e D

เม่ือ d แทน เวคเตอร์ตัวแปรออกแบบ เช่น ขนาดของอุปกรณ์ จำนวนเทรย์ 
Z แทน เวคเตอร์ตัวแปรควบคุม เช่น อัตราการไหล, อุณหภูมิ 
X แทน เวคเตอร์ตัวแปรเสตท เช่น อุณหภูมิ, ความเข้มข้น 
9 แทน เวคเตอร์ของตัวแปรความไม่แน่นอนเป็นรูปฟิงก์ชันแจกแจงความน่าจะเป็น 

หรือในรูปของช่วงท่ีน่าจะเป็นไปได้จริง เช่น สภาวะขาเข้า, ค่าคงท่ีของปฏิกิริยา
C (d ,z,x ,0) แทน สมการออปเจกทีฟฟิงก์ชันทางเศรษฐศาสตร์ เช่น ทัเงก์ชันค่าใช้จ่าย 
h (d ,z ,x ,0 ) แทน สมการข้อจำกัด เช่น สมการสมดุลมวลสาร, สมการสมดุลพลังงาน หรือ 

สมการผลรวมของเศษส่วนโมล เป็นด้น
g(h ,z ,x ,0 ) แทน อสมการข้อจำกัดของการออกแบบ และข้อจำกัดต่าง  ๆ เช่น ข้อจำกัดทาง 

กายภาพของสาร หรือข้อจำกัดท่ีเจาะจง (specifications) ของผลิตภัณฑ์ เป็นต้น 
จากสมการ (3.1) สามารถขจัดตัวแปรสเตท (eliminate the state variable) ได้

h (d ,z ,x ,0 ) = 0 => X = x(d ,z,0) (3.2)
แทนสมการ (3.2) ลงในอสมการข้อจำกัดของสมการ (3.2)

g (d ,z ,x (d , z ,0)) = f(d , z ,0 ) < 0 (3.3)
ดังน้ันสมการ (3.1) จะอยู่ในรูปอย่างง่าย ดังนี้

min C (d ,z,0)
d,z

โดยมีเง่ือนไข f(d ,z ,0 ) < 0 (3.4)
Z Gz , d  e D

เม่ือ f  แทน เวคเตอร์อสมการข้อจำกัดของผลลัพธ์ท่ีขจัดตัวแปรสเตท 
จากรูปแบบคณิตศาสตร์ของป็ญหาออปติไมซ์ดังสมการ (3.4) จะเห็นได้ว่า ขณะท่ีความ 

ไม่แน่นอน 0 เปลี่ยนไปจะส่งให้ผลต่อค่าออปเจกทีฟฟิงก์ชัน C มีค่าเปลี่ยนไป และอสมการ 
ข้อจำกัดของกระบวนการ f  มีการเปล่ียนไปด้วย ดังน้ันการคำนวณสมการ (3.4) โดยตรงน้ันเป็น 
ไปได้ยากมาก เพราะตัวแปรความไม่แน่นอน 0 ในสมการ (3.4) ซ่ึงเป็นการกระจายแบบพัเงก์ชัน 
ความน่าจะเป็นทำให้ค่าของความไม่แน่นอน 0 มีมากมายหลายค่าไม่จำกัดจำนวน จะทำให้เป็น 
ปีญหาการออปติไมซ์ท่ีใหญ่มาก
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อีกทังการแก้!เญหาออปติไมซภายใต้ความไม่แน่นอนตามสมการที่ (3.4) สำหรับ 
กระบวนการเคมีต้องแบ่งชนิดตัวแปรตัดสินใจเป็นตัวแปรออกแบบ d  และตัวแปรควบคุม Z 

เนื่องจากตัวแปรออกแบบ d  จะเป็นค่าคงท่ีในขณะปฏิบัติการจริง ส่วนตัวแปรควบคุม Z จะเป็น 
ตัวแปรที่สามารถปรับไต้ตามค่าความไม่แน่นอนท่ีเปล่ียนไปในขณะปฏิบัติการจริง Halemane และ 
Grossmann (1983) จึงไต้เสนอว่าป็ญหาออปติไมซ์ภายใต้ความไม่แน่นอน เป็นการคำนวณแบบ 2

V
ขันตอน (Two-stage programming)

ขั้นแรกจะเป็นขั้นออกแบบ (Design stage) ต้องหาค่าออกแบบ d  เช่น ขนาดของเคร่ือง 
ปฏิกรณ์ จำนวนเทรย์ เป็นค่าคงท่ี ซ่ึงทำให้ค่าใช้จ่ายคาดหวังหรือค่าเฉล่ีย (expected) มีค,าต่ําสุด 
ตลอดช่วงของความไม่แน่นอนหรือตลอดทุกค่าของความไม่แน่นอน 0 ท่ีเกิดในขณะปฏิบัติการ 
อธิบายได้ดังสมการ (3.5)

m in £ {c(d ,0 )} (3.5)
เม่ือ c (d ,0 )  แทน ค่าใช้จ่ายตํ่าสุดสำหรับแต่ละค่าของความไม่แน่นอนซึ่งเป็นคำตอบท่ีได้ 

จากในข้ันท่ีสอง
ส่วนขั้นสองหรือขันปฏิบัติการ (Operating stage) จะให้ตัวแปรออกแบบ d คงท่ี แล้วหาค่า 

ตัวแปรควบคุม Z ซึ่งเป็นค่าที่สามารถปรับได้ตามค่าของความไม่แน่นอนที่เปลี่ยนไป ในขณะ 
ปฏิบัติการ ที่ทำให้ค่าใช้จ่ายต่ําท่ีสุด c (d ,z ,0 )  โดยมีเงือนไขค่าตัวแปรออกแบบทีเลือกนีจะทำให้ 
ข้อจำกัดทุกค่าของความไม่แน่นอนน้อยกว่าหรือเท่ากับศูนย์เสมอ

min C (d,z,0)
Z

โดยมีเง่ือนไข f(d ,z ,0 )< O  (3.6)
เม่ือนำสมการ (3.5) มาเขียนรวมกับสมการ (3.6) จะได้เป็น

min Ed 0
min C(d, z, 0 )|f (d, z, 0 ) < 0

y
(3.7)

จะเห็นได้ว่าค่าความไม่แน่นอนในสมการ (3.7) บันจะมีมายมากหลายค่าจำนวนไม่จำกัด 
ทำให้การแก้ปีญหาสมการ (3.7) เป็นป็ญหาออปติไมซ์ท่ียุ่งยากมาก นอกจากน้ีการแก้ปีญหาออปติ,ไมซ์ 
2 ขั้นตอนในสมการ (3.7) ไม่สามารถทำได้โดยตรง เพราะจากนิยามของค่าคาดหวังหรือค่าเฉล่ีย 
(Expectation or Mean) แทนในสมการ (3.7) จะได้

£ (C (d ,0 ))  = j c ( d , 0)7(0)๔0 (3.8)6 0e«
เม่ือ C (d ,0 ) = m in {c(d ,z ,0 )|f(d , z ,0 ) < o} และ 7(0) แทนฟิงก์ชันแจกแจงความ 

น่าจะเป็น (Distribution probability function) ของความไม่แนนอน 0
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จากสมการ (3.8) จะเห็นได้ว่าค่า C (d ,0 ) เป็นฟิงก์ชันค่าใช้จ่ายต่ําท่ีสุดที่ได้จากการปรับ 
ตัวแปรควบคุม Z ท ี่ท ำ ใ ห ้ฟิงก์ชันค่าใช้จ่ายม ีค่าตํ่าที่สุด นันคือการหาค่าหวังจะต้องเป็นการทำ 
อินทิเกรตบนป็ญหาออปติไมซ์ในขั้นท่ี 2 หรือข้ันปฏิบัติการ เท่ากับว่าการอินทิเกรดได้นั้นจะต้องรู้ 
คำตอบ C (d ,0 ) ในข้ันท่ีสองค่อน จึงทำให้เป็นปีญหาออปติไมซ์ท่ียุ่งยากมากข้ึน

ตังน้ันจึงได้การพัฒนาแนวทางหาคำตอบของปีญหาออปติไมซ์แบบ 2 ข้ันตอนได้เป็น 2 
แนวทาง คือ แบบดีเทอร์มินิสติก และแบบสโตแคสติก ตามลักษณะของความไม่แน่นอนท่ีใส่ลงใน 
สมการออปติไมซ์

3.2.1 การหาค่าแบบดีเทอร์มิน ิสติก (Deterministic Approach)

การค่าหาแบบดีเทอร์มินิสติกจะให้ความไม่แน่นอนเป็นแบบมีขอบเขต มีค่าเฉพาะเจาะจง 
โดยใช้วิธีสร้างภาพของ Grossmann และ Sargent (1978) ท่ีได้รับการยอมรับ มีการนำไปประยุกต์ 
ใช้กับกระบวนการต่าง  ๆ มากมายได้ หลักการของวิธี Grossmann และ Sargent (1978) คือจะใช้ 
สูตรการอินทิเกรตของเกาส์เซียนและเรดู (Gaussian and Radau integration formulation) แปลง 
สมการ (3.8) ทีเป็นการออปติไมซ์ไม,จำกัด (infinite optimization) ให้เปนการรวมกับแฟกเตอร 
นำหนักที่มีจำนวนจำกัด (finite weighted sum)

£(C (d,0)) = £ ๙ ’c (d ,0 ') ,  p  =  น ,3 , . . .๙  (3-9)

เม่ือ ๙  ให้เป็นแฟกเตอร์น้ัาหนักของความไม่แน่นอน Q p  ท่ีมีจำนวน P  เทอม ซ่ึง 

^ ๙ ’ =1 โดยท่ีแฟกเตอร์'นำหนัก <JP เปรียบเหมือนกับค่าความน่าจะเป็น (probability) ของ
p=l

โอกาสท่ีจะเกิดของแต่ละเหตุการณ์ของความไม่แน่นอน Q p

เม่ือนำสมการ (3.9) แทนลงในสมการ (3.7) โดยให้ความไม่แน่นอนมีการกระจายแบบ 
ติสครีต 0^ จำนวน P  จุด และกำหนดน้ัาหนักของแต่ละเทอมของความไม่แน่นอน ใส่ลงใน 
สมการออปเจกทีฟทัเงก์ชันเพ่ือหาค่าคาดหวังของค่าใช้จ่ายจะได้เป็น

min ^ <JP C (d , z p  , Q P )

โดยมีเง่ือนไข f (d ,z /,,0 /7) < 0 ; p  =  1 , 2 , . . . , p  (3.10)
เม่ือ z p  แทน เวคเตอร์ตัวแปรควบคุม แต่ละจุดของค่าความไม่แน่นอน 0 P, p  =  \ , 2 , . . . , p

1  ไ ๙ ไป) 2 $  b  3
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<JP แทน แฟณตอร์น้ําหนักของความไม่แน่นอน Q p  ซ่ึง <JP =  1 และความไม,แน่นอนแต่
p=\

สถานการณ์ 0 P จะเป็นความไม่แน่นอนในช่วง T  = {0|0  ̂ < 9 P < 6 u j เม่ือ e L แทน ค่า 
ขอบล่างของความไม,แน่นอน และ 0^ แทนค่าขอบบนของความไม่แน่นอน ซ่ึงท้ัง Q l แ ล ะ  0 e7 
เป็นค่าท่ีวิศวกรผู้ออกแบบเป็นคนกำหนด

ดังนันการค่าแบบดีเทอร์มินิสติกสามารถเขียนเป็นขั้นตอนได้ดังนี้ 
ขั้นตอนที่1. กำหนดขอบเขตของความไม่แน่นอน
ข้ันตอนท่ี 2. ใช้วิธีสร้างภาพ (scenario) หาสถานการณ์ท่ีดีท่ีสุด (Best), สถานการณ์ปกติ 

(Normal) และสถานการณ์แย่ท่ีสุด (Worst) ของความไม่แน่นอน: 0^
ขั้นตอนที่ 3. กำหนดแฟตเตอร์น้ีาหนัก <yp  หรือโอกาสที่จะเกิดของแต่ละสถานการณ์ 

สำหรับแต่ละตัวของความไม่แน่นอน 0 P
ขันตอนท่ี 4. หาค่าตัวแปรออกแบบ d และตัวแปรควบคุมแต่ละสถานการณ์ (scenario) 

z ' , z 2 , z \ . . . , z p  จากออปติไมซ์สมการ (3.11)

min ^ <7P C ( d , z p  , Q P )
A'zP p = 1

โดยมีเง่ือนไข f (d ,z p,0 p) < 0 (3.11)

Y Jcrp = \ \  p  = l,2 ,... ,p

สรุปแล้ววิธีนี้จะกำหนดให้ความไม่แน่นอนมีขอบเขตและจำนวนจำกัด P  ค่า แล้วกำหนด 
แฟกเตอร์นํ้าหนัก สำหรับความไม่แน่นอนแต่ละตัว เพ่ือหาค่าตัวแปรออกแบบ และตัวแปรควบคุม 
ท่ีเหมาะสม ซ่ึงทำให้กระบวนการปฏิบัติการในสภาวะคงตัว และอยู่ในขอบเขตดำเนินการ ขณะมี 
ความไม,แน่นอนในกระบวนการตลอดทุกค่าของความไม่แน่นอน 0 สำหรับไดอะแกรมการหาค่า 
แบบดีเทอร์มินิสติกจะแสดงได้ตังรูปที่ 3.2 ตังนี
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รูปท่ี 3.2 ไดอะแกรมวิธีแก้ปีญหาออปติไมซ์ภายใต้ความไม,แน่นอนแบบดีเทอร์มินิสติก

3.2.2 การหาคาแบบส!ฅแคสตก (Stochastic Approach)

การหาค่าแบบสโตแคสติกจะกำหนดให้ความไม,แน่นอนเป็นตัวแปรสุ่มที่มีการกระจาย 
แบบฟิงก์ชันแจกแจงความน่าจะเป็นอย่างต่อเนื่อง เช่น อุณหภูมิขาเข้า ความต้องการของผลิตภัณฑ์ 

เริ่มจากสมการปีญหาออปติไมซ์แบบ 2 ข้ันตอน ตามสมการ (3.8) Straub และ Grossmann 
(1990) ได้ใช้สูตรเกาส์เซียนควอดราเจอร์ (Gaussian quadrature) ช่วยในการอินทิเกรตทีงก์ชันค่าใช้จ่าย 
คาดหวังได้ดังน้ี

[ C (d ,0)J(e)^ 0 = y w 'C ( d ,0 ,V ( 0 ' ) ,  0' e R  (3.12)
•BeR04 0, ,  ' 0, 4 4 1  

เมือ พ ' '  แทน แฟกเตอรนำหนักของจุดควอดราเจอร (quadrature point) ที i  ซึงค่า พ ' มีค่า
ตามท่ีสูตรเกาส์เซียนควอดราเจอร์กำหนด (Carnahan, Luther และ Wilke, 1969) และ i  คือ ตำแหน่ง
จุดควอดราเจอร์(quadrature points) ของความไม่แน่นอน, i  = 1,2
นำสมการ (3.12) ลงในปีญหาออปติไมซ์แบบ 2 ข้ันตอนดังสมการ (3.8) จะไต้
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,12min 22! ]w 'C (d ,z ',0 ') J ( 0 )  (3.13)

โดยมีเง่ือนไข f (d ,z ',9 ')  < 0 , i = 1,2 , . . . . , Q  และ 0 1' e R
แต่การออปติไมซ์สมการ (3.13) โดยตรงใmนยากมาก เพราะไม่สามารถหาขอบเขตปฏิบัติการ 

ของความไม่แน่นอน 0 ได้ บันคือไม่ทราบช่วงความไม่แน่นอนที่จะทำให้กระบวนการสามารถ 
ปฏิบัติการอยู่ในสภาวะคงที่ และสอดคล้องกับข้อจำกัดของกระบวนการได้

ดังบันในขันแรกจะต้องหาขอบเขตของความไม่แน่นอนที่ทำให้ระบบมีความยืดหยุ่นที่สุด 
คือ หาช่วงของความไม่แน่นอนที่มากที่สุดซึ่งอยู่ในขอบเขตปฏิบัติการ โดยในงานวิจัยนี้จะแสดง 
คณิตศาสตร์การหาค่าแบบสโตแคสติก สำหรับกรณีท่ีมีความไม่แน่นอน 2 ตัวแปร ซึ่งในข้ันแรกจะ 
เป็นการหาขอบเขตปฏิบัติการของความไม่แน่นอน โดยจะให้ค่าตัวแปรออกแบบมีค่าคงท่ี แล้วหา 
ขนาดของความไม่แน่นอนที่มีค่าน้อยที่สุดที่สอดคล้องกับข้อจำกัดของระบบ: 6}1 และหาขนาด 
ของความไม่แน่นอนท่ีมีค่ามากที่สุดที่สอดคล้องกับข้อจำกัดของระบบ : Gx

G x = arg|max G x |f (d, z, 6 X, 0 2 ) < o |  (3.14)

G x = arg | min G x |f (d, Z, Gx, G 7)  < o |  (3.15)

จากแนวความคิดในสมการ (3.14) และ (3.15) สามารถหาค่าของ ^  และ Gx ได้ต้อง
ออปติไมซ์ 2 ขัน ต่อมา Ierapetritou และ Pistikopoulos (1994) ไดเสนอวิธวิธง่ายกว่า โดยการ 
ออปติไมซ์เพียงข้ันเดียวจากการหาผลต่างที่มากท่ีสุดระหว่าง Gx และ Gx ท่ีสอดคล้องกับข้อ 
จำกัดของกระบวนการ

m w { G ur GxL }

โดยมีเง่ือนไข f 1t/[d ,z(.),6 ,1£/,6'2(.)] < 0 (3.16)
f xL[d ,z(.)A L A  ()]^0

เม่ือ f x แทน เวคเตอร์ของพีงก์ชันข้อจำกัด f  ที่แทนความไม่แน่นอนด้วยค่าเท่ากับ Gx 

ï x แทน เวคเตอร์ของพีงก์ชันข้อจำกัด f  ที่แทนความไม่แน่นอนด้วยค่าเท่ากับ Gx 

z(.) แทน เวคเตอร์ของตัวแปรควบคุมท่ีช่วยแต่ละข้อจำกัด จะมีค่าอิสระในแต่ละข้อจำกัด 
G2 ( . )  แทน เวคเตอร์ของความไม่แน่นอนตัวท่ี 2 ท่ีช่วยแต่ละข้อจำกัด จะมีค่าอิสระในแต่ละข้อ 

จำกัด
จากคำตอบท่ีได้จากสมการ (3.16) จะได้ขอบท่ีล่าง (lower bound) และขอบบน (upper 

bound) ของความไม่แน่นอน Gx ซึ่งจะนำมาหาจุดควอดราเจอร์ (quadrature point) ในปริภูมิ
(space) ของ Gx ตังสมการ(3.17)ซึ่งเป็นสูตรของเกาส์เซียนควอดราเจอร์
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e ;  = o .^ f '( i  + i f )  + éj‘ ( i - i ? ) ] ,  « ,= 1 ,2 ,. . . ,0  (3.17)
เม่ือ (2i คือ จำนวนของจุดควอดราเจอร์สำหรับ #1

<> คือ พารามิเตอร์ท่ีสัมพันธ์กับตำแหน่งของจุดควอดราเจอร์ในช่วง [ - l , l ]  
(Carnahan et. al., 1969)

สำหรับกรณีท่ีมีความไม่แน่นอน 2 ตัว สามารถหาขอบเขตความไม่แน่นอนตัวท่ี 2 ได้ตาม 
แนวคิดข้างด้น โดยแทนความไม่แน่นอนตัวท่ี 1 ด้วยค่า #*' ท่ีได้จากสมการ (3.17) แล้วหาค่า 
ขอบเขต #291 ได้จาก

0 2  =  argjmax 8 2 |f(d, z, Of1 ,# 2) < o |  (3.18)

0 2  = argjmin #2 |f(d ,z , #f2, #2) < o |  (3.19)

ค่าขอบล่างและขอบบนของความไม่แน่นอนของ #2 สำหรับแต่ละจุดควอดราเจอร์ #1'71 
สามารถหาได้ โดยวิธีท่ีง่ายกว่าคือหาผลต่างท่ีมากท่ีสุดของ #2*791 และ #2i?1 ตังนี (Ierapetritou 
และ Pistikopoulos, 1994)

^ ร 9 " "  - ^ ' ' }
โดยมีเง่ือนไข f2ü,,[d ,z(.),#® ',#2£/,,] < 0 (3.20)

f £*‘[d ,z (.),#1'\  #2' ฯ < 0
เม่ือ f f ?1 แทน พังก์ชันข้อจำกัด f  ท่ีแทนความไม่แน่นอนด้วยค่าเท่ากับ #1'71 และ #2*7,1 

f2i?1 แทน พังก์ชันข้อจำกัด f  ท่ีแทนความไม่แน่นอนด้วยค่าเท่ากับ #1'71 และ #2£''1 
z(.) แทน เวคเตอร์ของตัวแปรควบคุมท่ีช่วยแต่ละข้อจำกัด ซึ่งจะมีค่าอิสระแต่ละข้อจำกัด 

เม่ือนำคำตอบ #2̂ '  ,#21,1 ท่ีได้'ในสมการ (3.20) มาหาจุดควอดราเจอร์ใน space ของ #2 
จาก

#2' ^  = O.5[02Ç'(l+v^) + 02Lq'(l-v^)l qx = 1 ,2 , . . . ,£ 5 q2=\,2,...,Q2 (3.21) 
ถึงขั้นนี้จะได้จุดควอดราเจอร์ #1''' และ #2'''''2 ซึ่งเป็นค่าท่ีอยู่ในปริภูมิ #1 และ #2 และ 

กระจายอยู่ในขอบเขตปฏิบัติการของความไม่แน่นอนท้ังสอง แสดงได้ดังรูปท่ี 3.3
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รูปท่ี 3.3 แสดงตำแหน่งของจุดควอดราเจอร์ในขอบเขตปฏิบัติการ

รูปท่ี 3.3 แสดงตำแหน่งของจุดควอดราเจอร์ในขอบเขตปฏิบัติการสำหรับใช้วิธีอินทิกรัลกรณีที่ 
กำหนดให้มี 3 ควอดราเจอร์ ซ่ึงแผงผังจุดควอดราเจอร์นี (quadrature scheme) จะใช้แทนจุดทังหมด 
ในขอบเขตปฏิบัติงานของความไม่แน่นอน ในการหาค่าที่ดีของการอินทิกรัลค่าคาดหวังของ 
ฟิงก์ชันค่าใช้จ่าย

สรุปแล้วเมื่อรวมสมการแก้ปิญหาความยืดหยุ่นตามสมการ (3.16) และ (3.20) ซ่ึงนับเป็น 
ปิญหาย่อย (sub-problem) ในการแก้ปีญหาออปติไมซ์ภายใต้ความไม่แน่นอน ลงในปีญหาหลัก 
(main problem) ตามสมการท่ี (3.13) จะไต้ดังสมการข้างล่างนี

ร ่ ' ไ ^ ! ) J (เf  )
โดยมีเงื ่ อนไข f(d,z9lî2 , ^ ' , 6>2?'92) < 0, = 1 ,2 ,...,(ฐ1, <?2 = 1 ,2 , . . . , 0 2

, 6J1 = arg max { ^  -  d xL}
โดยมีเง่ือนไข fล้ [d,z(.), 6 \7,02( .)]< 0

f,z [ d X  ) ,3  ,#>(•)] ^  °
a r g  ^ r n a x  1 { ^ ' - ^ ' }

f 2̂ [ d , z ( . ) , ^ ' , ^ ' ] < 0  
f ^ 1 [d, z(.), 6»นั> 5 6>2̂ ' ] < 0

(3.22)

โดยมีเง่ือนไข



41

ร ! ' = o 4 ^ ( i + v f ' ) + » , I ( i - v l" ) ] .  î , = 1 ,2 , . . . , a
= o -sttf*  ( 1 + V f ) + < £ ' ( i - > ? ) ] ,  « 1 = 1 ,2 , . . . ,ร , ,  q2= 1,2, . . . , a

ซึ่งปีญหาออปติไมซ์สมการ (3.22) ในข้างต้นจะเห็นว่าเป็นการออปติไมซ์หลายขั้นตอน 
(multilevel optimization) เพราะการคำนวณหาขอบเขตปฏิบัติการตามลำพังจากคำตอบของสมการ 
ออปติไมซ์ (3.16) และ (3.20) ค่าเวคเตอร์ตัวแปรออกแบบ จะไม,คงที่สำหรับการแก้ป็ญหาสมการ 
ความยืดหยุ่นทั้งสอง

ตังนั้นการค่าแบบสโตแคสติกสามารถเขียนเป็นขั้นตอนไต้ดังน้ี 
ขั้นตอนที่ 1. กำหนดค่าออกแบบเริ่มต้น d , ค่าใช้จ่ายที่คาดหวังหรือออปเจกทีฟพัเงก์ชันเริ่มต้น 

๙  = -C», การคำนวณซํ้า (iteration) ข้ันท่ี 1: k  =  l  และค่าความผิดพลาด (error) 
ของการคำนวณชำ (iteration) £

ขั้นตอนที่2. แก้สมการ(3.16) เพื่อหาขอบเขตดำเนินการของความไม่แน่นอนตัวท่ี l ( 6 p  
ข้ันตอนท่ี 3. หาจุดควอดราเจอร์ สำหรับ $ 1 ดังสมการ (3.17)
ขั้นตอนที่4. แก้สมการ(3.20)เพื่อหาขอบเขตดำเนินการของความไม่แน่นอนตัวที่2 ( 0 2 )

ขั้นตอนที่5. หาจุดควอดราเจอร์สำหรับ 0 2 ดังสมการ(3.21)เสร็จขั้นนี้จะไต้แผนผังการกระจาย 
ของความไม่แน่นอน 6* และ 0 2 

ขั้นตอนที่6. ออปติไมซ์หาค่าคาดหวังของค่าใช้จ่าย ๙ ,  d new

m m j^ -^ X v v r  Y < C(d,z^  ,6 ๙  )J(6f' ,6 ๙  )
โดยมีเง่ือนไข f(d,Z?1,2,0,?1,02?1,2)<O , 9, = 1 ,2 ,...,0 !, <72 = 1,2,...,02 (3.23)
ขั้นตอนที่ 7. กลับไปคำนวณขั้นตอนที่ 2 อีกครัง โดยให้ d = d"ew และ k  =  k  + 1 จนกระทั่ง 

1 ๙  -  ๙ “'! < £ แล้วจึงหยุด จะไต้ค่าคำตอบท่ีเหมาะสมออกมา

สำหรับการคำนวณของป็ญหาออปติไมซ์ภายใต้ความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติกแสตงใน 
รูปไดอะแกรมไต้ดังรูปที่ 3.4 ดังนี



ค ่า อ อ ก แ บ บ ท ี่เ ห ม า ะ ส ม  (]"•", C*

รูปท่ี 3.4 ไดอะแกรมวิธีแก้ปีญหาออปติไมซ์ภายใต้ความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติก
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3.2.3 การหาค่าแบบผสมสีเทอร์มินิสติกและสใตแคสติก
(Combined Deterministic/Stochastic Approach)

การหาค่าวิธีน้ีเป็นการหาค่าแบบผสมท้ังแบบดีเทอร์มินิสติก และแบบสโตแคสติก โดยให้ 
ความไม่แน่นอนแบบดีเทอร์มินิสติกเป็นตัวแปรแบบดิสครีตที่มีค่าจำเพาะเจาะจงจำนวนจำกัดแทน 
ด้วยตัวแปร Q d ส่วนความไม'แน่นอนแบบสโตแคสติณปีนตัวแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงแบบฟิงก์ชัน 
ความน่าจะเป็นแบบต่อเน่ือง แทนด้วยตัวแปร 0 S ในงานวิจัยนี้ได้ทำการวิจัยหาตัวแปรออกแบบ d 
โดยกำหนดให้พารามิเตอร์ มีลักษณะไม,แน่นอนแบบจำเพาะเจาะจงมีจำนวนจำกัด ส่วนตัวแปรมี 
ลักษณะไม่แน่นอนแบบตัวแปรสุ่ม ดังนันการหาตัวแปรออกแบบ d ที่เหมาะสมจึงใช้วิธีผสมทั้ง 
การหาค่าแบบสโตแคสติก และดีเทอร์มินิสติกตามท่ีได้กล่าวแล้วในข้างด้นมารวมกัน ซึ่งสามารถ 
เขียนเป็นขั้นตอนได้ดังนี้

จากวิธีการหาค่าแบบสโตแคสติกยกตัวอย่างให้มีความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติก 2 ตัว 
คือ 9  และ 9 S2 ดังนั้นการค่าแบบผสมดีเทอร์มินิสติกและสโตแคสติกสำหรับความไม่แน่นอนท้ัง 
2 ตัวแปรสามารถเขียนเป็นขันตอนได้ดังนี
ข้ันตอนท่ี 1. กำหนดความไม่แน่นอน 0, และ 0 d , ค่าออกแบบเร่ิมด้น d , ค่าใช้จ่ายท่ีคาดหวัง 

หรือออปเจกทีฟทัเงก์ชันเร่ิมต้น C = -0 0  , k  =  1 และค่าความผิดพลาด (error) ของ 
การคำนวณชำ (iteration): ร

ข้ันตอนท่ี 2. หาขอบเขตดำเนินการของความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติกตัวท่ี 1 (9S1) โดยใช้แก้ 
สมการ (3.24) ซ่ึงมีรูปแบบเดียวกับสมการ (3.16)

«  K - ๙.ป
โดยมีเง่ือนไข { ^  [ d , z ( . ) , 9 ^ ' , 9 ^ ' , Q d ] < 0  (3.24)

f i [ d X . \ o i ; , 9 ^ , Q d ] < 0

เม่ือ 9 U แทน ค่าขอบบนของความไม,แน่นอนแบบสโตแคสติกตัวท่ี 1 ที่สอดคล้องกับข้อจำกัด 
แทน ค่าขอบล่างของความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติกตัวท่ี 1 ที่สอดคล้องกับข้อจำกัด 

{ V  แทนเวคเตอร์ของฟิงก์ชันข้อจำกัด f  ที่แทนความไม่แน่นอนด้วยค่าเท่ากับ^ 
f xL แทนเวคเตอร์ของทัเงก์ชันข้อจำกัด f  ที่แทนความไม่แน่นอนด้วยค่าเท่ากับ^ 
z(.) แทน เวคเตอร์ของตัวแปรควบคุมท่ีช่วยแต่ละข้อจำกัด จะมีค่าอิสระในแต่ละข้อจำกัด 
9  (.) แทน ตัวแปรความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติกตัวท่ี 2 ที่ช่วยแต่ละข้อจำกัด จะมีค่า 

อิสระในแต่ละข้อจำกัด
0 ๔ แทน เวคเตอร์ตัวแปรความไม่แน่นอนแบบดีเทอร์มินิสติก
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ขันตอนท่ี 3. หาความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติกตัวท่ี 1 ที่จุดควอดราเจอร์ q x ; 09'

= O-5!6^ 1 + v i ' )  +  K (l -  )]. = 1,2,...,0, (3.25)
เมอ 0 ,  คอ จำนวนของจุดควอดราเจอรสำหรับ 0  และ V 91 คือ พารามิเตอร์ท ี่ 

สัมพันธ์กับตำแหน่งของจุดควอดราเจอร์ ในช่วง [ - I , l ]  มาจากสูตรอินทิกรัลของเกาส์เซียน
(Camahan et al., 1969)
ขั้นตอนที่4. หาขอบเขตดำเนินการของความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติกตัวที่2 { 0  )

max { ^ ' - ^ ' }
J J q \  a Lq \  ■*2 ’̂ 2

โดยมีเง่ือนไข (3.26)f 2̂ ' [d,z(.>, ช ุ' , ^ 1,0 ๔] < 0  
f 2̂ [ d , z ( . ) , ^ ; , ^ ' , 0 j < o

เม่ือ 0 V  แทน ค่าขอบบนของความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติกตัวท่ี 2 ที่สอดคล้องกับข้อจำกัด 
0 '  แทน ค่าขอบล่างของความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติกตัวท่ี 2 ที่สอดคล้องกับข้อจำกัด 
0 *  แทน ความไม่แน่นอนแบบสโตแคสติกตัวท่ี 1 ท่ีจุดควอเดเตอร์ q x 

เณ์,1 แทน ฟิงกํชนข้อจำกัด f  ท่ีแทนความไม่แน่นอนด้วยค่าเท่ากับ 2' และ 6นั?1 
f2i?1 แทน ฟิงก์ชันข้อจำกัด f  ท่ีแทนความไม่แน่นอนด้วยค่าเท่ากับ <9ร์2' และ 
z(.) แทน เวคเตอร์ของตัวแปรควบคุมท่ีช่วยแต่ละข้อจำกัด 

ขั้นตอนที่ 5. หาธุดควอดราเจอร์สำหรับ 0 2 ดังสมการ (3.27) นำคำตอบ 0 ^ ' , 0 ^ '  ท่ีได้จาก 
ข้ันท่ี 4 มาหาจุดควอดราเจอร์ในปริภูมิ (space) ของ 0 2 จาก 

0 ™  = 0 .5 [ ^ " ( l  + v2ft) + ^ ( l - v | J)], q ,  = 1 ,2 ,...,0  92 = 1 ,2 , . . . ,a  (3.27) 
ขั้นตอนที่6. ออปติไมซ์หาค่าคาดหวังของค่าไข้จ่าย C A,d"eH'ซึ่งมีข ั้นตอนย่อยๆตังนี้ 
ขั้นตอนที่6.1 กำหนดขอบเขตของ 0^ < 9  < 0 ^
ข้ันตอนท่ี 6.2 สร้างภาพหาสถานการณ์ปกติ, ดีท่ีสุด และเลวท่ีสุด 0 j ( p  =  1,2,3)
ข้ันตอนท่ี 6.3 กำหนดแฟกเตอร์น้ําหนักของแต่ละสถานการณ์ ( J p  ( p  — 1,2,3)
ข้ันตอนท่ี 6.3 ออปติไมซ์รวมท้ังสองแบบผสมกัน

£  เ , 14,,, V  -  4 7  เ .  11,,1 17, C(d 12, , , , ,1 ช ุ, 1ช ุ, , , 10,) ] y (ช ุ, 1ช ุ. , )

โ«ย]'ฟอน,เข f (d ,z “ ' ,  ช ุ' , ช ุ, ' ,  e ; ) < 0 ,  9,= 1 ,2 ,. . . ,  a ,  1?2 = 1 ,2 ,..., a  (3.28)
ขั้นตอนที่ 7. กลับไปคำนวณขั้นตอนที่ 2 ใหม่อีกคร้ัง โดยให้ d = d”™ และ k  =  k  + 1 จนกระท้ัง 

|c *  -  c*~ '| < ร  แล้วจึงหยุด จะได้ค่าคำตอบท่ีเหมาะสมออกมา

mm 1
d,z"'qlp
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สำหรับการคำนวณของป็ญหาออปติไมซ์ภายใต้ความไม่แน่นอนแบบผสมทั้งสโตแคสติก 
และดีเทอร์มินิสติกแสดงในรูปไดอะแกรมไต้ดังรูปที่ 3.4 ดังนี้

YES

ค ่า อ อ ก แ บ บ ท ี ่ เ ห ม า ะ ส ม(1nrw, c k

รูปท่ี 3.5 ไดอะแกรมวิธีแก้ป็ญหาออปติไมซ์ภายใต้ความไม่แน่นอนแบบผสม
ดีเทอร์มินิสติกและสโตแคสติก
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3.4 กไร!บ ่รแกรมควอดราตกอยางเบ ่'พส ์ๅดบ (Successive quadratic programming : SQP)

SQP หรอบางทีอาจเรียก sequential หรือ recursive quadratic programming ซึงเป็นวิธีการ 
ออปติไมซ์ปีญหาไม,เชิงเส้น โดยอาศัยหลักการประมาณพิงกํชนออปเจกทีฟท่ีเป็นสมการไม,เชิงเส้น 
ให้เป็นสมการควอดราติด ซ่ึงเป็นลักษณะท่ีเกิดข้ึนในป็ญหาท่ัวไป แล้วหาจุดต่ําสุดหรือต่ําสุดของ 
สมการควอดราดิก โดยมีข้อจำกัดท่ีเป็นสมการเชิงเล้น ท่ีได้จากการประมาณเชิงเสัน (linearization) 
สำหรับการพัฒนาของวิธี SQP พัน เร่ิมด้นจาก Wilson (1963) ได้เขียนโปรแกรม SOLVER ที่ใช้ 
สำหรับแก้ปีญหาไม่เชิงเส้น โดยอาศัยหลักการประมาณฟิงกํชนออปเจกทีฟท่ีไม่เชิงเส้นเป็นสมการ 
ควอดราดิก' และอาศัยการประมาณแบบเชิงเล้นช่วยประมาณสมการข้อจำกัดให้เป็นสมการเชิงเล้น 
ซึ่งพับว่าเป็นหลักการของ SQP การพัฒนาต่อมา Han (1977) และ Powell (1978) ได้เสนอให้ใช้ 
วิธีกึ่งนิวตัน (Quasi-Newton method) ช่วยในการปรับปรุงค่าเฮซเซียนเมตริกซ์ของฟิงก์ชัน 
ลากรังท์เกียน (Hessian of the Lagrangian) เพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพของ SQP ใช้ลู่เข้าแบบซูบเปอร์ 
เชิงเล้น (superlinear) สำหรับประสิทธิภาพของ SQP น้ัน Schittowski (1985) ได้แสดงความ
ถูกต้องในการหาคำตอบ และจำนวนครั้งท่ีหาคำตอบได้ของ SQP เปรียบเทียบกับวิธีการออปติไมซ์ 
แบบไม่เชิงเล้นวิธีต่าง ๆ

หลักการ SQP จะเป็นวิธีการแก้ปีญหา Quadratic programming: QP อย่างเปนลำดับ จนกว่า 
จะลู่เข้าคำตอบที่เหมาะสม หรือไม่มีการเปล่ียนแปลงของคำตอบ สำหรับ QP พันจะมีลักษณะของ 
ข้อจำกัดเป็นเชิงเล้น แต่ออปเจกทีฟทัเงก,ชันเป็นสมการควอดราติด ตังพัน QP จะต่างจากการ 
โปรแกรมแบบเชิงเส้น (LP) ตรงท่ีสมการออปเจกทีฟทัเงก,ชัน1ของปีญหา QP มีเทอมหนึ่งประกอบ 
ด้วยตัวแปรกำลังสองหรือตัวแปร 2 ตัวคูณกัน ซ่ึง QP เป็นลักษณะที่เกิด1ในปีญหาเกี่ยว1ข้องกับการ 
หาจุดตํ่าสุดและสูงสุดโดยทั่วไป จึงมีบทบาทสำคัญในหาคำตอบของสมการไม่เชิงเส้นในวิธีของ 
SQP

สำหรับในงานวิจัยน้ีใช้โปรแกรมแม็ทแลบ (MATLAB) ซึ่งมีทูลบ็อกซ์ (Toolbox) สำหรับ 
ช่วยออปติไมซ์หาจุดที่เหมาะสมของปีญหาไม่เชิงเส้น โดยการเรียกใช้พิงก์ชันคำสั่ง constr.m 
(Grace, 1993) ซึ่งมีลักษณะอัลกอรึธึมแบบ SQP ที่เป็นวิธีออปติไมซ์สำหรับปีญหาข้อจำกัด 
ไม่เชิงเส้นที่มีประสิทธิภาพสูง ใช้การคำนวณซ้ํา (iteration) น้อยกว่าวิธีอ่ืน และเป็นวิธีนิยมใน 
ปีจจุบัน แสดงข้ันตอนการคำนวณของ SQP ได้ตังนี้ เร่ิมจากพิจารณาป็ญหาออปติไมซ์ (3.29)

m in C (x )
h (x ) =  0 
g (x ) <  0

โดยมีเง่ือนไข (3.29)
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เม่ือ X แทน เวคเตอร์ของตัวแปรตัดสินใจ
C(x) แทน สมการออปเจกทีฟฟิงกํชนซึ่งเป็นความสัมพันธ์ของ X 
h(x) แทน เวคเตอร์ข้อจำกัดท่ีเป็นสมการ: [ \ , h 2 , . . . , h 1} T 

g(x) แทน เวคเตอร์'ข้อจำกัดที่เป็นอสมการ:[ ร ไ, g 2 , . . . , g m ] T 

อัลกอริธึมของ SQP ในทัเงก์ชัน constr.m (Grace, 1993) สำหรับแก้ปีญหาสมการที่ (3.29) 
ประกอบด้วย 5  ขั้นตอนดังนี้
1. ขั้นเริ่มต้น กำหนดให้ค่าเร่ิมด้นของการคำนวณข้ันท่ี 1 k  =  0  1 ค่าเริ่มต้นตัวแปรตัดสินใจ:X0 , 

ค่าเริ่มต้นของเฮซเซียนเมตริกซ์ของฟิงก์ชันลากรังท์เกียน B 0 โดยทั่วไปจะกำหนดให้ B 0 เป็น 
เมตริกซ์เอกลักษณ์ (Identity matrix)

2. แก้ปัญหา QP (Quadratic programming) โดยประมาณออปเจกทีฟทัเงก์ชันเป็นสมการควอดราดิก 
และทำการประมาณเชิงเห้นสมการข้อจำกัด เพื่อหาทิศทางของคำตอบในทางที่จะให้พังก์ชัน 
ลดลง (descent direction: ร)ในกรณีหาค่าตํ่าสุดของทัเงก์ชัน C โดยมีข้อจำกัดท่ีเป็นสมการคือ 
h  และมีข้อจำกัดที่เป็นอสมการคือ g ซึ่งจากปีญหาสมการ (3.28) สามารถเขียนอยู่ในรูป 
ป็ญหาย่อย QP (quadratic programming subproblem) ได้ดังนี

min V C ( x T ) s  + นี้รtBs

โ ด ย ม ีเ ง ื ่อ น ไ ข  h ( x )  +  V h ( x T ) s  =  0  ( 3 . 3 0 )

g(x) + V g(xT)s<  0 
เม่ือ ร แทน เวคเตอร์ทิศทางของคำตอบ

3. หาระยะห่าง (step length): a  ของคำตอบท่ีเปล่ียนไปตามทิศทางของเวคเตอร์ ร นันคือจะได้ 
คำตอบใหม่เท่ากับ X = x  + a s  โดยใช้วิธีการออปติไมซ์ปีงก์ชัน 1 ตัวแปร เช่น quadratic 
interpolation หรือ cubic interpolation น้ันคือ ช่วยในการหาระยะห่าง a  ของคำตอบในแต่ละ 
ข้ันตอนการคำนวณที่ทำให้ฟิงก์ชันเมริท (Merit function) ตามสมการท่ี (3.31) มีค่าต่ําสุด (Han 
และ Powell, 1977) น้ันคือประมาณทัเงก์ชันเมริทด้วยทัเงก์ชันควอดราติก หรือ คิวบิค ซ่ึงเป็น 
ทัเงก์ชันท่ีหาค่าต่ําสุดได้ง่าย แล้วหา a  ท่ีทำให้สมการควอเครดิก หรือคิวบิคมีค่าต่ําท่ีสุด

= C ( x „ e w )  + X  สํป h  1 (x„e J + X  X J (max[0, g 1 ( x new ใ]) (3.31)

4. ปรับปรุงค่าเฮซเซียนเมตริกซ์ของฟังก์ชันลากรังท์เกียน (Hessian of the Lagrangian): B
สำห ร ับ  การ
คำนวณซำ (iteration) ในขันต่อไป โดยใช้วิธ BFGS (Broyden, Flectcher, Goldfarb และ

Shanno, 1970) ตามสมการ (3.29) ช่วยประมาณค่า B wetv เพ่ือใช้ในการคำนวณขั้นต่อไป



new Yr p  P rBP v' 1

เมื่อ p  แทน เวคเตอร์ผลต่างระหว่างต ัวแปรตัดสินใจข ั้นตอนใหม่ก ับขั้นตอนเก ่า
p  = x„ew -  X (3.33)

Y แทน ผลต่างของ gradient o f the Lagrangian
Y =  ^L{xnew) ~  V x I ( x )  ( 3 . 3 4 )

และ L  แทนฟ้งก์ช ันลากรังท ์เก ียน โดยมี X  คือตัวคูณทัเงก์ชันลากรังท์เก ียน (Lagrangian 
multiplier)

L  =  C ( x )  +  X w x ) +  I t e ' ( x )  (3.35)

5. กล ับไป6บนท่ี 2 จนกระทั่งคำตอบจะลู่เข ้า โดยใช ้เกณฑ์ตามสมการท ี่ (3.36), (3.37) และ (3.38) 
เป ็นเกณฑ์ในการหยุด

l k „ - x |  ^— —------- <  ร 1 (3.36)
X new

และ | s r V C | <  £ 3 (3.37)
และ m ax { h j ( x new) }  < £ 2 (3.38)
เมื่อ £ 1 , ร 2 และ £ 3 เป ็นค่าความผ ิดพลาดท ี่ยอมรับได ้ของแต ่ละเกณฑ ์โดยม ีค ่าเท ่าก ับ 1 X 1 0 - 4 , 

1 X 10~4 และ 1 X 10 “6 ตามลำดับ

3.4 บทสรุป

การออปต ิไมซ ์ภายใต ้ความไม ่แน ่นอนของกระบวนการเคม ีน ันเป ็นการออปต ิไมซ ์แบบ 2 
ขั้นตอน คือข ั้นแรกจะเป ็นการออปติไมซ ์ค ่อนปฏิบ ัต ิการ หรือข ั้นออกแบบ จะหาตัวแปรออกแบบ  
d ท ี่จะคงท ี่ตลอดในขณะปฏิบ ัต ิการ ส่วนขั้นที่ 2 จะเป ็นการออปติไมซ์ขณะปฏิบ ัต ิการ หาตัวแปร 
ควบคุม Z ที่จะปรับเปลี่ยนตามค่าความไม ่แน ่นอนที่เก ิดฃ ึนในกระบวนการ

จากลักษณะของความไม'แน ่นอนที่แทนลงในป ิญ หาออปต ิไมซ ์ทำให ้การออปต ิไมซ ์แบบ 2 
ขั้นตอน ถูกแยกเป ็น 2 แบบคือ

•  แบบดีเทอร์มินิสติกจะกำหนดให้ความไม่แน่นอนเป็นแบบขอบเขตท่ีชัดเจน มีค่าเฉพาะ 
และมีจำนวนจำกัด แล้วจะใช้วิธีสร้างภาพ (scenario) ของความไม่แน่นอนท่ีจะเกิดขันไว้เป็น 3 
สถานการณ์ด้วยกัน คือความไม่แน่นอนสถานการณ์ที่ทำให้ออปเจกทีฟฟิงก์ชันมีค่าดีที่สุด
(Best), ความไม,แน่นอนที่ค่าปกติ (Normal) และความไม่แน่นอนที่ทำให้ออปเจกทีฟทัเงก์ชันมี
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ค่าเลวที่สุด (Worst) แล้วน่าฟิงก์ชันออปเจกทีฟทั้งสามสถานการณ์นั้นมาคำนวณค่าคาดหวังหรือ 
ค่าเฉลี่ย ยกตัวอย่างเช่นกรณีออปเจกทีฟฟิงก์ชันคือฟ้งก์ชันค่าใช้จ่าย จะนำค่าใช้จ่ายในสถานการณ์ 
ของความไม่แน่นอนท้ัง ดี ปกติ และเลว มาคำนวณหาค่าใช้จ่ายคาดหวัง โดยค่อนการออปติไมซ์จะ 
ต้องกำหนดค ่า แฟกเตอร์นำหนักหรือความน่าจะเป็นของโอกาสที่จะเกิดขึ้นของแต่สถานการณ์ของ 
ความไม่แน่นอน แล้วออปติไมซ์หาตัวแปรออกแบบท่ีทำให้ค่าใช้จ่ายคาดหวังที่ต่ําท่ีสุดไต้

•  แบบสโตแคสติกจะกำหนดให้ความไม่แน่นอนเป็นตัวแปรเฟ้นสุ่ม กระจายแบบฟิงก์ชัน 
แจกแจงความน่าจะเป็นแบบต่อเน่ือง และไม่ทราบขอบเขตของความไม่แน่นอน วิธีนี้ข้ันเริ่มแรก 
จะค่าช่วงยืดหยุ่น (feasible range) ของความไม่แน่นอนค่อน กล่าวคือ หาช่วงของความไม่แน่นอน 
สูงสุดท่ีทำให้ระบบอยู่ในสภาวะคงที่ และสอดคล้องกับข้อจำกัดต่าง  ๆ ของระบบ ตลอดทุกค่าของ 
ความไม่แน่นอนภายในช่วงที่หานี้ แล้วใช้การอินทิกรัลของเกาส์เซียนเข้ามาช่วยในการออปติไมซ์ 
ฟ้งก์ชันค่าใช้จ่ายคาดหวัง คำนวณซํ้าจนกระทั่งทัเงก์ชันค่าใช้จ่ายคาดหวังจะลู่เข้า หรือไม่มีการ 
เปล่ียนแปลง จึงจะได้ค่าตัวแปรออกแบบ และช่วงของตัวแปรควบคุมท่ีเหมาะสม
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