
บ ท ท  3

โครงสร้างข้อมูล สำหรับการวิเคราะห์ถัวเฉล่ีย

ในบทนีจะกล่าวถึงโครงสร้างข้อมูล ท่ีใช้เป็นกรณีศึกษาสำหรับการวิเคราะห์ถัวเฉล่ีย ซ่ึง 

จะใช้วิธีศักย์ในก ไรวิเคราะห์ มีดังนีคือ

1. ตาราง ใดนามก (Dynamic Tabic)

2. ไนโนเมียถ’ฮพ (Binomial Heap)

3. เลซ้ 11) 1นเมิยลรพ (Lazy Binomial Heap)

4. ฟิโบนัก1ชี่เพ (Fibonacci Heap)

5. สควฮพ (Skew Heap)

1. ตารางไดนามิก

ตารางไดนามีก คือ ตารางจัดเก็บข้อมูลท่ีขนาดของตารางสามารถขยายและยุบตัวได้ตาม 

จำนวนข้อมูล ถ้าในตารางนันมีการใส่ข้อมูลจนเต็มตาราง การ จะใส่ข้อมูลเข้าไปอีกจะต้องมีการ 

สร้างตารางใหม่ท่ีมีขนาดใหญ่กว่าเดิม และข้อมูลทังหมดที่ถูกจัดเก็บในตารางเดิม ก็จะต้องถูกคัด 

ลอกไปไว้ในตารางใหม่ ซ่ึงเรียกว่า มีการขยายตาราง ทำนองเดียวกันถ้าข้อมูลหลายๆตัวถูกลบออก 

จากตารางมาก  ๆ ก็จะต้องมีการสร้างตารางใหม่ท่ีมีขนาดเล็กลงกว่าเดิม และข้อมูลทังหมดที่ถูกจัด 

เก็บในตารางเดิม ก็จะต้องถูกคัดลอกไปไว้ในตารางใหม่ ซ่ึงเรียกว่า มีการยุบตาราง[14]

การขยายตาราง

เม่ือถึงจุดหน่ึงท่ีจะต้องมีการขยายตาราง เช่นเม่ือช่องทังหมดในตารางมีข้อมูลเต็มอยู่

ท็เนต้น และต้องการเพ่ิมข้อมูลลงไปอีก ก็จะมีการสร้างตารางใหม่ท่ีมีขนาค’ใหญ่กว่าเดิม พร้อมทัง 

คัดลอกข้อมูลในตารางเดิมสู่ตารางใหม่ โดยท่ัวไปการสร้างตารางใหม่จะสร้างให้มีขนาดเป็น 2 เท่า 

ของตารางเดิม [14]

ให ้7’ เป็นตาราง •• '

ta b le  [TJ เป็น พอขเตอร้ท่ีจะชีไปขังตาราง 

เพท!1/ 77 เป็น จำนวนข้อมูลในตารางในการดำเนินงานท่ี / 

s iz e  J T ]  เป็น จำนวนช่องข้อมูลท้ังหมดในตารางในการดำเนินงานท่ี /

สำ, เป็น ฟืงห์ชันศักย์'าเคงการดำเนินงานท่ี /
O น.' O c'a Q/ '•ห่ เๅ 0 /๙ 0  _ f1 รฺ7 - 'ท่ั r\ J ''ริ' V <ส่เ

สาห 'รบการวเคร าะา1 [ใน เบบถ ัวเฉลย จะขอ เซวT)ส ักย กาห นด เห สำ, ท จ ะม ค ่า เร ิม ต น เบ น  

0 แ ล ะ ไ:เห่ไก ่าฅ ด ลบ  สำ, = 2 ทนเท.[T ]  - s iz c .J T ]



M

ให้ c, เป็นต้นทุนจริงของการเพ่ิมท่ี / โดยท่ี / = 1, 2 , // และให้การเพ่ิมข้อมูล 1 ตัวลงใน

ตารางใช้ I หน่วย

การหาต้นทุนถัวเฉล่ีขของการเพ่ิมข้อมูลลงในตารางไคนา}ไก แบ่งได้เป็น 2 กรณี ดัง'นคือ

กรณีท่ี I ถ้าการดำเนินงานการเพ่ิมท่ี / ไม,ได้ส่งผลให้เกิดการขยายตาราง s i z e . /77 = s i z e .1 

[T ] และ ด้นทุนถัวเฉล่ียของการดำเนินงานจะเป็น

ลิ, — ก, + (1ทุ — 0,_1 = 1 + ( I n u m J T ]  - s iz e  J T ]  ) - ( 2/พ///11/77 - s i z e . J T ]  )

I + ( 2นพน J T ]  - s iz e J T ]  ) - ( 2( พ////,/yy I ) - s iz e  J T I ) = 3

กรณีท่ี 2 ถ้าการดำเนินงานการเพ่ิมท่ี / ส่งผลให้เกิดการขยายตาราง s iz e J T J  เ 2 = s iz e  1J T ]  

= พ/////77-I และต้นทุนถัวเฉล่ีย1ของการดำเนินงาน จะเป็น

ลิ. = C1 + (1ทุ — เ1ทุ_1 = m tm J T ]  + ( 2/71////.[ไ'] - s iz e J T J  ) - ( h iu iiL  J T J  - s ize . J T ]  )

= m in i J T ]  + ( I n u m J T ]  - ( I m u n J T ]  -2 ) ) - ( 2( ทนเท J T ]  + 1 ) - ( นพท J T ]  + 1 ) ) = 3

น่ันลือ ตารางจะมีการขยายหรือไม่ก็ตาม ต้นทุนถัวเฉล่ีย (ลิ,.) อย่างมากเท่ากับ 3 และจาก 

2 กรณีข้างต้ใเสรุปว่า ต้นทุนถัวเฉล่ียต่อการเพ่ิม 1 ครังมีค่าคงท่ี[14]

การยุบตาราง

ในการขุนตารางจะยุบเมทมีท่ีว่างมาทเกินไป เช่าเถ้ามีจำนว'นข้อมูลาหายกว่าเศบหน่ังส่วนส 

ของจำนวนช่องข้อมูลทังหมดในตาราง เป็นต้น จะต้องมีการจัดหาตารางใหม่ให้มีขนาดเล็กลงกว่า 

เดิมคร่ึงหน่ังพรือนทังคัดลอกข้อมูลจากตารางเก่าสู่ตารางใหม่ ส่วนตารางเก่าก็สามารถคืนให้กับ

ระบบจัดการหน่ายกวามจำได้!. 14J

สำหรับการวิเคราะห์ในถัวเฉล่ีย จะใช้วิธีศักย์เร่ึมด้วยการนิยามฟิงก์ชันถักข์าเา, ท่ีมีค่าเร่ิม

ต้นเป็น 0 และไม่มีค่าติดลบ ซ่ึงก็คือ [14]

J 2ทพท[ T  ],. -  s iz e J T ] i f  a  1 > 1 /2

° '  = \ s i z e , [ T ] / 2 -  n u m J T ] [ fa ,  < 1 / 2

โดยท่ี (X. เป็นภาระของตาราง หรือก็คือจำนวนข้อมูลในตาราง หารด้วยจำนวนช่องข้อมูล 

ทังหมดในตาราง ให้ C 1 เป็นต้นทุนจริง1ของการลบท่ี / โดยท่ี / = 1,2, // และให้การลบข้อมูล I

ตัวใช้ 1 หน่วย สำหรับการหาต้นทุนถัวเฉล่ียของการลบข้อมูลในตารางไดนามิก แบ่งไต้เป็น 3 กรณี 

ดังนิคือ 114]

กรณีท่ี 1 ถ้าการดำเน่าเงานการถมข้อมูลท่ี/ไม่ได้ส่งผลให้เกิดการยุบตารางโดยท่ี ('ร',,1< 

1/2 ต้น'ทุนถัวเฉล่ีย เป็น 114)

ลิ, = ๙, + (เ), -  <!>,. 1= 1 I ( s i z e ] ! ]  เ  2 - ทนเทJ T ]  ) - ( s ize . J T ]  เ  2 - /พ/)/,._1/77 )

I + ( .ร'/-๙,/77 / 2 - ในแแ J T ]  ) - ( s iz e J T ]  / 2 - (แพนJ T ] -1-1 ) ) = 2



กรณีท่ี 2 ถ้าการดำเมนงานการถใ]ข้อมูลท่ี / ไม่ได้ส่งผล,ให้เกิดการยุบตาราง โดยท่ี a  1., > 

1/2 ต้นทุนถัวเฉล่ีย เป็น [14]

C1 = C1 + (เมู — (เห 1= I i- ( l im i i iJ T ]  - s iz e  J T ]  ) - ( 2 m ini. J T ]  - s iz e  1.,[T J  )

I + ( I l iu m .[ T ]  - s iz e  J T ]  ) - ( K m n n J T ]  -1-1) - s iz e  J T ]  ) = - I

หรือ

= 1 H- ( ( s iz e J T ]  / 2) -  II till! J  T] ) -  ( 2 ทนเท1,[ T ]  - s iz e  1 ,[T ] )

I I ( (ทนเทJ T ]  + 1 ) - ทนเทJ T ]  ) -  ( K s i z e J T ]  เ 2) - s iz e  J T ]  )

= 1 +1=2

กรณีท่ี 3 ถ้าการดำเนินงานการลนข้อมูลท่ี /ส่งผลให้เกิดการยุบตาราง โดยท่ี a  1., < 1/2 

ต้นทุนจริงของการดำเนินงานเป็น C'1. = m n n .J T ] + \ เพราะว่า มีการลบข้อมูล 1 ตัว และมีการย้ายข้อ 

มูลจำนวน m m iJ T ]  ตัว โดยท่ี s iz e ] ! ']  เ  2 = s iz e  1..,[ T ๅ เ  4 = in im J T ]  +1 และต้นทุนถัวเฉล่ียของการ 

ดำเนินงาน จะเป็น 114]

+ (1)/ -<*>1-1
= ( ทพท JTJ+X ) + ( s iz e J T ]  เ  2 - ทน!ทJ T ]  ) - ( s iz e 1. J T ]  เ  2 - ทนเท1.1 [T ]  )

= ( แ พ ท ]!]+ ]  ) + ( ( ทนเท JT J+ 1 ) - ทนเท]T] ) -  ( ( 2แนแเ J T ]  + 2) - ( ทนเท JT J-W  ) )

= I

จาก 3 กรณีข้างต้น สร ุป ว่าต้นทุนถัวเฉล่ียต่อการลบ 1 ครัง มีค่าคงท่ี

สำหรับอัถกอริทึมการเพ่ิมข้อมูลในตาราง และการลบข้อมูลในตารางเป็นดังนี [14]

TA H L H -I N S T R  T ( i '.x )

เ. i f  s iz e  [T ] = 0

2. then  a llo c a te  ta b le [ ! ]  w ith  I s lo t

3. s i z e ] ! ]  /

4. iJ in in iJ T /  = s iz e J T ]

5. then  a llo c a te  n e w - ta h le  w ith  I s iz e J T ]  s lo ts

6. in se r t  (ill i te m s  in ta h le fT J  in to  n e w - ta b le

7. f r e e  ta b le [T ]

,ร. ta b le ] ! ']  n e w - ta b le

9. s ize J T ]  < r  Is iz e J T ]

10. in se r t .V in to  ta b le [T ]

11. ท น เท /!] m ini [ๆ]+ /

TA B L Ii -DE L E TE ( T,.x)



/. delete X from table [T]

2. mimfTJ null)IT] - /

3. if ทน III/T] = size [T] /  4

4. then allocate new-tah/e with size[ใ7 /  2 slots

5. insert all items ill table[T] into new-table
6. free table[T]
7. tahlefTJ new-table

.ร,. size/ TJ size[T] / 2

2. ไบโนเมียกฮีพ

ก่อนอ่ืนขอนิยามต้นไม้ไบโนฒียล Bk ดังนี [14]

นิยาม ต้นไม้'ใบโนเมียล Bk เป็นต้นไม้ท่ีมีการเรียงลำดับ โดยท่ี

•  ต้นไม้ไบโนเมียล B11 จะประกอบด้วย โหนดโหนดเดียว

•  ต้นไม้ไนโนเมียล \ \  จะประกอนด้วยต้นไม้ไนโนเมียล Bk.1 จำนวน 2 ต้นเช่ือมต่อกัน 

โดยรากของ Bk.1 ต้นหน่ึงจะมีลูกทางขวาสุดเป็นรากของ Bm อีกต้นหน่ึง

ต้นไม้ไนโใแมียล B,, ถึง B, แสดงไต้ดังรูปท่ี 3.1

•  ข้อมูลในโหนดต่างๆของต้นไม้ไนโนเมียณเต่ละต้นในฮีพ II จะต้องมีการเรียงลำดัน 

ค่าแม้ว กล่าวคือค่าของโหนดใดๆ จะต้องมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับค่าของโหนดพ่อของ •

• มีต้นไม้ไนโนเมียล Bk สำหรับ k ใด  ๆ ไต้อย่างมาทเพียงหน่ึงต้นในเพ II 

สำหรับการวิเคราะห์ถัวเฉล่ียจะใช้วิธีศักย์ โดยท่ีพีงก์ชันศักย์คิดจากจำนวนต้นไม้ไนเพ

และต้นทุนจวิงเป็นสัดส่วนโดยตรงกันจำนวนการเช่ือมต้นไม้ท่ีมีความสูงเท่ากัน

ฑเแ3.1 แสดงต้นไม้ไทานIฆขกแ11. I!,, IS,และ13,

ต้นไม้ไนโนเมียล Bk มีความสูง k โดยมีจำนวนโหนดท่ีระดับ / เท่ากัน (‘‘1.) ดังนัน Bk มี 

จำนวนโหนดทังสิน 2เ โทนด

นิยาม ไนเวนมียลเพ II เป็นรายการสะสมของต้นไม้ไนเนเมียล ที่มีคุณสมบัติดังนี [14]
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ก!รปฏิบัติกไรบนไบโนฌีขถ ฮีพ 

I. การหาโหนดท่ีมีค่าน้อยท่ีสุด

การหาโหนดท่ีมีค่าน้อยท่ีสุดใช้เวลา0(1) โดยการจำและปรันเปล่ียนตำแหน’งของโหนด ท่ี 

มีค่าน้อยสุดไว้ตลอดเวลา ฒ๋ึอมีการเปล่ียนแปลงเกิดข้นระหว่างการปฏิบัติการต่างๆ[14]

2. การรวมฮีพ

การรวมไท ในเมียถฮีพ 2 เพ  มี1ขันตอนดังนี

2.1 เช่ือมรากของต้ใ.!ไม้ใใ!เพ ทัง 2 เข้าด้วยกัน

2.2 ถ้าในเพ มีด้นไม้ที่มีความสูงเท่ากัน เชื่อมด้นไม้บันเข้าด้วยกัน โดยให ้รากที่มีค่า 

น้อยกว่า เป็นรากของต้นไม้ที่เชื่อมรวมกันแล้ว ดังนนต้นไม้ B(k.1, จำใ!วน 2 ต้น จะ 

รวมเป็นต้นไม้ B1 ที่มีรากเป็นค่าท่ีน้อยกว่า

2.3 ทำ 2.2 ไปเรอยๆจนกว่าจะไ]]มีต้นไม้ที่มีความสูงเท่ากัน

เวลาการรวมจะฃึนอยู่กับจำนวนด้นไม้ในเพ ซึ่งจะมีอย่างมากสุด log // ต้น ดังบัน การ 

รวมเพ 2 เพ ต้นทุนถัวเฉลี่ยในการรวมเท่ากับ 0(log //) [14]

อัถกอริทึมกไรรวมมีดังต่อไ]เนี 114]

BINOMA IL-IŒAP-UIS'ION ( I I 11 I I 2)

■ I. H  <—  M A K E -B IN O M A IL -L IE A  P (  )

2. h e a d เ H ] <—  B IN O M A IL -H E A P -M E R G E  ( H 1, I L  )

3. f r e e  th e  o b je c ts  H 1 a n d  I L  h u t n o t th e  lis ts  th ey  p o in t  to

4. i f  h e a d  [ I  I] = N IL

5. then  re tu rn  H  

Cl. p r e v -x  f-— N IL  

7. A- <— h e a d [ I I]

(ร’. next-.X L—.ร'//)//;; 1i’f x j  

9. w h ile  ne.xt-x 7^ N IL

II). d o  if (d e g re e [x ]  4 ^  d e g r e e  [n e x l-x ] )  o r  ( s ih l in g /n e x t-x j )  7 ^  N IL  a n d  d e g re e  

fs ih l in g [ n e x t-x ] ]  = d e g re e  [x])

11. then  p r e v -x  f —.V

12. X L—next-x
13.

— C a se  I a n d  2

— C a se  I a n d  2

14.

e lse  i f  k e y fx ]  Lx k e y  [n e x t-x ]

then  s ib l in g fx ]  f —s ib lin g [ n e x l-x ] — C a se  3



15. B I N O M  A  IL -L IN K (n ex t-.x .x ) — C a se  3

16. e lse  i f  p r e v -x  = N IL — C a se  4

17. then  h e a d  [H ]  f —n ex t-x — C a se  4

ES. e lse  s ih l in g fp r e v -x j  E~- n ex t-x — C a se  4

19. B IN O M A IL -L IN K fx .n e x t-x ) — C a s e  4

20. X f — n e x t-x -  C a se  4

21. n e x t-x  f-—.ร//»///;,tf/.v/

22. re tu rn  แ

BINOMAIL-HEAP-MERGE ( แ 1, II2)
1. / /  <- M A K E -B IN O M IA L -H E A P ()

2. C o n c a te n a te  th e  ro o t lis ts  o f  I I 1 a n d  /ไ/, in to  a  n e w  m o t  lis t H  

2. El ec  th e  o b je c ts  I I 1 a n d  IE

4. R e tu rn  I I

III NOM I A L-L INK(y, 7.)
1. p fy j  <c~:
2. s ih l in g jy j  c h i ld fz ]

3. c h i ld [ :]

4. d e g r e e  [z]  ^ ~  d e g re e  f z ] + 1

ที่ซึ่งอัลกอริทึมนี ทำงานดังแสดงในรูปที่ 3.2

prev-x X next-x sib ling [next-x]

—► «ๆ ---► b ---► C ---► d ---► Case 1

A  A  A  A
Bk Bl

prev-x X next-x s ib ling [next-x ]

—► a ---►- b ---►- C ---► d --- ► Case 2

A  A  A  A  ■
Bk Bk Bk

prev-x X next-x sib ling [next-x]

—► a — ►- b ---►- C — ►- d — ► ... Case 3

prev-x X next-x

— ► a ---► b  ► C --- ► d  ►

A  A  A  A
Bk Bl

prev-x X next-x

, ---► a ---►- b • ► C  ► d  ►

A  A  A  A
Bk Bk Bk

prev-x x next-x

— ►  a — ►  b ----------------------►  d — ►

A A  A  A
Bk Bk Bl 

koy[x] < [next-x]

A  A a
V  Â

A
Bl

prev-x

... — ► a —

X next-x sib ling [next-x]

> b ---►- c ---►- d — ► Case 4

Bk
prev-x X

1. — ► a —► c ------------
next-x

> d —

A A A A
Bk Bk Bl 
key[x] > [next-x]

A  A a  
"  A

Bk

A
Bl

ฑูเท 3.2 แสดงแรn u iท;:เกค,าแเ,ในทารรวมไนโนเนยกเท'!โดข:( ทเนราทาเองต้นไฆ้ ท1 แถะ 1 > k
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!,ดขในกรณ'ที I degice[x| า £  dcgtec[ncxt-x I ทรณ'ที 2 degice[x] = dcgrcc[ncxt-.\] = 
dcgrcc|sibling|ncxl-x|] กรณีที 3 dcgico[x] = dcgrcc|ncxt-xl ท่: dcgrce[sibling[iicxl-x]| และ key 
[x] < kcy[ncxl-x] กรณีที 4 dcgrcc[x] = dcgrcc[next-x| ร̂  dcgrecfsibiing[next-x]] และ kcy[x] > 
keyl next-x 1 1141

3. การเพิ่ม
การเพ ิ่มขอมูลในทีพ รข ันตอนดัง,นี 114]
3.1 สร ้างท ีพใหม ่ท ี่ประกอบด ้วยโหนดใหม ่ท ี่มาเพ ิ่มท ี่ซ ึ่งใช ้เวลา0(1)
3.2 นำทีพใหม่ท ี่สร้างขึ้น รวมเข้ากับทีพเดิมที่รอขู่ ใช ้เวลา1ใ,นการรวม0( log ท  )
ด ังน ํนหากกำหนดให ้ฟ ิงก ์ช ันศ ักย์เป ็นจำนวนต้นไม ้ในฮีพ ต้นทุนถัวเฉลี่ยจะเท ่าก ันต้นทุน

จรงบวกกันจำนวนต้นไม ้ท ี่เปล ี่ยนแปลง ถ้าต ้นทุนจริงในการเพิ่มเป ็น r แสดงว ่าต ้นไม ้ B0, B ,.........
13,1.,-,1 เด ิม ใน เพ  เพอรวมกันต ้นโม ้ B,, ในทีพใหม่ จะกลายเป ็นต ้นไม ้ B(r.t) 1 ต้น จำนวนต้นไม้ท ี ่
เปลี่ยนแาเลงจะเท่ ไกับ l-(v-l) ดังใท,! ต ้นท ุนถัวเฉลี่ยในการเพ ิ่มเท ่าก ับ v+(l-(v-D ) = 2 = 0(1)114]  

คัลกกริทีมการเพิ่:เJ มีดังต่อไา Iน่ี [ 141 
B IN O M IA L -U E A P -1 N S E R  T (H ,x )

/. แ ' <3—  M A K E - B I N O M I A L - H E A P ]  )

ว p / x j  <— N I L

3 . c l i i l d / x /  บ -  N I L

4 . s i h l m x / x ]  < —  N I L

3 . d e c r e e  f x j  — 0

6 . h e a d i n ' ]  <3—-V
7. / /  < —  B I N O M I A L - H E A P - U N  I  O N  ( L U  I  ')

4. การลบโหนดที่ม ีค ่าน ้อยท ี่ส ุด
การลบโหนดที่ม ีค ่าน ้อยท ี่ส ุด มี-ขันตอนดังนี 114]
4.1 หาโทนดท ี่เป ็นรากของต ้นไม ้ท ี่ม ีค ่าน ้อยส ุดแล ้วลนออก
4.2 สร้างทีพใหม่ ซ ึ่งประกอบไปด้วยรายการของต ้นไม ้ย ่อยของโหนดที่ถ ูกลบออก
4.3 รวมท ีพใหม ่น ี้ก ับท ีพเด ิมท ี่ไต ้าภต ้นไม ้ท ี่ม ีใหนดท ี่รากม ีค ่าน ้อยท ี่ส ุดออกแล ้ว
การหาโหนดท ี่เป ็นรากของต ้นไม ้ ที่มีค่าาง้อขสุด ใช ้เวลา 0 (1) ส ่วนการลบรากของต ้นไม ้ 

ซึ่งมีค่าน้อยสุด ใช ้เวลา 0 (1) การสร ้างเพ ให ม ่ใช ้เวลา 0 (log  ท )และการรวมท ีพเช ้าด ้วยก ัน ใช ้เวลา 
Odog ท)ด ังน ี่'แเวถาท ี่ใช ้ใาเการลบโหนดท ี่ม ีค ่าน ้อยท ี่ส ุดเป ็น  0 (log  ท )  [14]
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อัลกอริทึมการลบโหนดที่มีค่าน้อยที่สุดมีดังต่อไปนี [14]

B I N O M I A L - H E A P - E X T R A C T - M I N (  H )

1. f i n d  t h e  r o o t  X  w i t h  t h e  m i n i m u m  key i n  t h e  r o o t  l i s t  o f  II, a n d  r e m o v e  X  f r o m  t h e  r o o t  

l i s t  o f  II
2. II ’ <— MAKE-BINOMIAL-IIEAP ( )
3. H BINOMIAL-HEAP-UNION(H,แ ’)
4 .  r e t u r n  X

อัลกอริทึมนีทำงานดังแล่'ดงในรูปที่ 3.3 [14]

hoad[H] >(37) ►m o ) > 0

( 4 1 ) (1 3 )  ( 2 8 )
L

! 25) . if )  i f )

( ” ) ( J “ )  I 23 )

X

(11)
head|H] . - ส ุ ่ 37) ►; 10)

[ \ .

( 1 ) 

p - .

( 41 ' ! 13) ( 2 8 ) 25) : 12 ' ( 1 6 )

; ' j

( n ! 18 ■ 23 )

(ค)
head|H) --►(37) 10)

p

head[H-] W 25 /  >-y12)

I

H 16 )

' (

1; ! )

1
( 13 ) (28 j ( 18) ( 23 )

( ! )

(V)
โ - .. .

(พุ่) ('น (8 )

๏

@  © f
J  c \

J L
( 27)

\  0 1)

( 2 9 )  ค่ 14)

1
( 3®) ©  ©

(4)
headjH] - / j s Y  _.  J12)  

[

K 6 )

( i ) ( 37)  ( 2 9 )

r

( 14) ( 8

[

i f

( 4 1 ) (3 8 )  ( 1 7 ) i f )  © ( 28 )

( 2 7 , ( 77 I

ฑูเที ่  3.3 แส ด งก า5ลนโหนดท ี ่รค ,พ ้อ ข ท ี ่ส ุด  ข อ ง ,ไนโน!)']ขถสิพ แ  (ก) ก ่อนทำการลบโหนค (ข) ไหนดท ี ่มค ่าน ้อยท ี ่ส ุด  คือ โทแคท ี ่  

ถู กชี ๋ด ้วขX จ ะถ ูก ล น อ อ ก (ก )ห ล ัง ก ารท น โ ห น ค ได ้ธ ์พ ให ม ่ ค ือฮ ีพ  / / ’ (ง )ผลล ัพธ ์ข องการรวมร ีพ  / / แ ล ะ ฮ ืพ / / '
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.ร. การลดค่าขคง เห แด
การลดค่ ไขอา เหนดทในดังนี่ โดยสมมต ิให ้โหนด X เป ็น โห น ดท ี่จะถูกลดค่า I 14]
1. ทำการถดค่าของ),หนดX
2. ถาก]รลดค ่าก ่อ,ใ ,ห ้เก ๊ดการเปล ี่ยนแปลงถํ1ดันในอี-พ กล ่าวค ือถ ้าโหนด X มีค่ไนกยกว่า 

เหนดพ่คของ เหหด X นถ้ว
2.1 ให ้สถ ัน เดยให้เ'หนด X ขึนไา)น.ท'แที่พ่อ1ใ)คงเหนด X ส ่วนพ ่อของโหนด X 

ลง:บไนทนท เห'แด X
2.2 ขอบเกลันไาเทำข้อ 2 จนกระทั่งโหนด X เป ็นรากของต ้นไม ้ หร ือโหนด X มีค่า 

มากกว่าโหนดพ่อของ เหนด X
การลดค่ ]ของโหนดใช ้เวลา ü ilog  ท )  เนองจากต้นไม ้ส ูงอย่างมาก Llog / J  ดังค ัลกอริท ึม  

ต่อไปน โดยสมมต ิให ้ค ่าของ 'เหนด X จะถูกลดค่าเป็นค่า k [14]
คัลกทริท ึมการลดค่า เหนดมีด ังต ่อไปน I 14] 
l i l N O M I A L - l M A P - D E L E E A S E - K E Y ( I I .  A. k )

/. k e y  j  X /  < - k

?.. Y < \
ร. ะ <-p/y/
4 .  w h i l e  Z  N I L  a n d  k e y / ) ' /  <  k e y / : /

5 .  ( I d  e x c l u t  n y c  k e y f y j  — k e y / : /

6. V <- ะ

7. ะ ^/'/.'7

.ร'. e n d  d o

คัลกกริทึมนี่ทำงานดังI,I.สดง1ใน รูปท่ี 3.4

I พุศก»•ท ส(ทนแ3ทยน1 ,11J
I พ ุ'เทงก■เท1 น พ1ร ิ runnt)

.ใ . เถซี ่ ไนโน เม ีย ถ  แ พ

เลซ ี ่ไน โน แไผลม ีพ  ม ีถ ัก แ ณ ะ ก า ร จ ัด เก ็บ  แ ล ะ ก ไ ร จ ัด ก า ร ค ล ้า ข ล ับ ไ น เน เม ีข ล อ ีพ  ค ือ เป ็น ร  าย 

ก า รข อ งต ้น ไ ม ้ไ .น ใน เม ีย ถ  แ ต ่ต ่า งก ัน ต รงท ี ่เถ ซ ี ่ไน Iน .เม ีย ถ ฮ ีพ  ส า 'ม า ร ถ ม ีต ้น ไ ม ้ท ี ่ม ีค ว า ม ส ูง เท ่า ก ัน ไ ต ้ 

มากกว ่า  1 ด ้น

นขาม เกซี ่ ไนโ 'น เม ียล  มี'ท I I  V ค ุณ ส ม น ต ิ ด ังน ี

•  ต ้น ไ ม ้ไ น โ น เม ีย ล น ต ่ล ะ ต ้น ใ น ร ีพ  I I  จ ะต ้อ งม ีก า ร เร ิข งล ำ ด ัา เล ่า แ น บ ม ีพ แ ล ้ว  กล ่าวค ือค ่า  

ขอไ เห 'แ ด ใ ด ๆ  จ ะต ้อ งม ีค ่า ม าก ก ว ่า  ห ร ือ เท ่าล ัน ค ่าข อ ง  เาในค พ ่อข อง เหาเด 'น 'นๆ

•  เกซ ี ่1ไน โน เม ีย ล ม ีพ  / • /ส า ม า ร ถ ม ีต ้น ไ ม ้ไ น ใ น เม ีย ล ท ี ่ม ีค ว า ม ส ูง เท ่า ก ัน ไ ต ้ม า ก ก ว ่า  1 ต ้น
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12, ( 6

(  18  ) (  3 3  } ( 2 9  ) (  14 )  (  8 ) ( ไ อ )

( น )

Y  ไ ร . ,

( 3 8 )  ( i f )  ( 11'

i

)  0
0 0 ^

0 8 ) (ไ)

0 ■เ
/ 0 ไ'3) 0  ”

( 4 2 )

(  1 2  ; (  6

! 18  . (  3 3 ; 2 9 (14 ) (  8 ')

( น ; ( 3 8 )  ( 17)  ( 1 1 ) ( 13) ( 2 8 )

?  ล ี ่ .

(27) 0 0  0

( 4 2 )

( 1 2 ; 0 Z

(  1 8  ; ( 3 3

r
1( 29) O4) 0

y
0

(  41 (  3 8  ; ( 17)  (11 : (  13  ; ( 2 8 ) (io)
T \

(  2 7  ; 0 ( 2 3 )  ( 1 6 )

แ ท ด ง ก  13 ท ด ท ่ แ แ แ ด ข บ  J ไ ท  1 I I I l i m u i l !  ( ท )  ท เ ข น ง  I I I  แ ด  y  ถ | เท ด ก , เ ใ แ ท เ แ

( 4 2 )

7 แ ซ ง ฆ ท ่ า แ อ ข ก ว ่  เก’ เ ข น ง ก ่น ข อ ง ใ แ  แ ด

ซ -Iill) Ml แด /  (11) ท' 111นง i l l  แด y i t ฟ้าlin in ’ เขนง 111 แด y. II ท้าดาช III แด y แทะใII un Z ทะเกึ๋น mm'lll  I งะค ้นใ'แต ้,แไแแด ่ก ่เขนง 

III แด y ขังแท่11(1)01) i เท่เขนง III แ ด /(ก )ท ่เข น ง  III แด y it n i แหเท่เขนง 111 แ ด /แ ท ้ว ด า ข  11 เแค y แกะ1แแดX  ทะเท0'แข'แไป I 

Jะ ต ้แ 1แ ต ้แ 'III เดm iเขนง 111แด y แก ่111เททว่เก'เขนง เหแด /  นงItยุด

ส ำ ห า •แ ก  า า ว เค ร า ะ ห ์ถ ัว เฉ ล ี ่ย จ ะ ใ ช ้ว ิใ )ศ ัก ย ์ ' เ ด ข ท ฟ ิง ก ์ช ัน ศ ัก ย ์ค ิด จ า ก จ ำ น ว น ข อ ง ต ้น ไ ม ้ ส ่ว น  

ต น ท ุน จ ร ิง ท ็1 น ส ัด ส ่ว น โ ด ย ต ร ง ก ัน ก า ร เ ช ื ่อ ม ต ้น ไ ม ้ท ี ่ ] J ค ว า ม ส ูง เท ่า ก ัน

กไาปฏิบัติก 1าฃ0งเ(าฃี ไบโนเม้แค วีพ

I . การหาเหแดทบค'เน้ทข,ล่ีสุด



การหา I,หนดท่ีมีค่าน้อยท่ีสุดใช้เวลา0(1) โดยการจำและปรันเปล่ียนตำแหใ]งของโหนด ท่ี 

มีค่าน้อยสุดไ'วฅลกดเวลา เมอมีการเปล่ียนแปลงเกิดขืนระหว่างการาเฏิบัติการต่างๆ เช่นเดียวกับไน 

เนเมียถมีพ 191

2. การรวม'สิพ

การรวมสิพ'ทำได้โดยการสร้างฮพใหม่ ทาIระกอบไปด้วยตนไม้,ในสิพแต่ละอี'พ:มาต่อกัน

โดยในกเรรวมสิพใ'เนลซ่ึไนโนเมียถสิ'mTนไม่จำส็เนด้กงทำการเชื่อมด้นไม้ที่มีคีกรีเท่ากัน ดังนันจึง 

ใช้เวล นพยง ()( I ) Iy I

อัถกอรีท:).]การรว:ม,มีดังต่0ไปน [9]

L A Z Y - IU N O M IA L - H E A P - U N IO N  (  ท 1, แ 2)

1. แ  <—  MA KE-BINOMAIL-HEAP( )

2. head/11/ <— BI NOM A U.dlEA P-MERGE ( แ  1. i l  2 )

.ใ. f re e  th e  o b je c ts  แ  1 a n d  i  f  / t i l l  n o t th e  lis ts  th e y  p o in t  to

A ■1)
.ใ. ก า ร I 11Iเขก:แล

การเพ'JJขอ'มูล ทำได้เดขการสร้างฮีพใหม่ท่ี'มีข้อมูลเพียง I โหนด จากใ!'นนำไปต่อกันร เย 

การต้นไม'ขคงสิพเดม จึงใช้เวล าใใเการเพ่ิมเพยง 0(I ) 191 

อัลกอริทึมการเพิ่ม มีดังต่อไปน [9]

1. A Z ) - B I N O M I A L - I I H A P - IN S P .P T  (ท , .x)

/. แ '< —  M A  K  IN B  I  N O M  IA  L -H E A  P ( )

2. pf.x/ <— NII.

.ใ. c l t i l d / x j  f — N i l .

4. s ib l in y / . x /  N i l .

วิ. d e y re c / .x /  f —  (I

6. h e a d / l l j  f — ,v

7. r e tu rn  H '

4 .  ก า รล น  เห น ด ท ี ่ม ีค ่า น ้อ ย ท ี ่ส ุด

การถ11โหนด'ท่ีมีค'าน้คขท่ีสุด มีขันตอนดังน 191

1. ลนโหนดที่มีค่าน้อยสุดออก

2 .  สร้างสิพใหม่ ซึ่งประกอบไปด้วยรายการของต้นไม้ข่อยของ โหนดที่ยูกลบออก
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3. ทํ 1การเช่ืกนรไขก ฑขทงต้นไม้ย่ทขท่ีมีก .)ไมสูไนท่ากัน เพ่ิกให้ไต้ผลลัพธ์เม้นสีพท่ีไม่ม 

ตนไม่ความสูงเท่ากันเกิน I ต้น

ให้ /• niน ระดันความสู:)ขกงต้นไม้'ท่ีมีโหาไดท่ีมค่าน้อยท่ีสุด 

/ 1.11น จำนวนต้น"Iม้ในสพ

ดังนIไ ฟ้งกำทเสักยกกนการดํ1เน่นงานกาวลน!.า1ใJ I หล ังจากทำกา J ลบโหนคท่ีม่กำห้'อขท่ี 

สุดกอก ม่ต้นไต้ย่คยท่ีแฅกอกกมา /!-/• ต้น ซ่ึงในการรวมต้นไม้เหล่ฑไ ต้นทุนจริงท1เน / 1 / I log ท 

ฟิงก์ชันศักผ์จ ะ เพ่ิมฃึนถข่างมาก (log ท)-! ต้นทุนถัวเฉล่ียเป็น H'/'+log //-1-log ท-! = 2(log //)! /• ท่ีซ่ึง 
/' •; log ท น่ันกก ต้นทุนถัว).ฉถข111น CKIog //) 11 I j 

สักกคต้vr.IJการลา.เมดังต่อไปน [ 14]

L A  Z  Y -B IN (  ร/ไ//./ I, - I l  11 A  P l i X  TR A  C7-/1 //AY I I )

/. /  ^ ~ MINI แ เ

2. if Z NIL

3. then for each child X ofz

4. d o  a d d  X  t o  t h e  r o o t  l i s t  o /  I I

5. 1 ) / ,\7 { - N I L

(). r e m o v e  :  f r o m  t h e  r o o t  U s !  o f  H

7 if z r: righl/z/

.ร'. t h e n  milt/I I ]  ^~ N I L

จ. e l s e m i n / l l /  { -  r i g h l / z /

I I ) . C O N S O L I D A T I O N )

I I . ทเแเ { -ท /HJ /
1 2 .  r e t u r n  ะ

C O N S O L ID A  n u n )

I . f o r  / ( I  t o  D ( n / I  I / )  

d o  A / 1 1  < f - , \ : I L

3 .  f o r  e a c h  n o d e  ( 0  i l l  t h e  r o o t  l i s t  o f  I I

4 .  d o  X  C O

d  < -  d e g r e e / X /

6 .  w h i t e  A / i l f  น 1 N I L

d o  y  <โ- A / d f

.ร,.

จ.

i f  k e y / X /  - k e y / y /

t h e n  e x c h a n g e  X  < - - - >  Y
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A I d ]  N IL

d  < r~ d  +  1
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//.

12.

13. A  I d ]  < T -.X

14 m i l l / 11/ N IL

l x  f o r  / ท ( ท เ แ เ )

16. d u  i j  A /แ  ^  N IL  

/  7. th e n  a d d  A /11 to  t i le  r o o t  l is t  o f I I

IS . i f  m i l l / 11/ =  N IL  o r  k e y /A 1 1 ] I  <  k e y / m in f i l ] ]

19. the n  m i l l / L I ]  ^ ~  A l / /

LAZV-BI NOM l / l  L - l  IEA P-LIN I<( f  L Y,X)

1. re m o v e  Y f r o m  th e  r o o t  l is t  o f  H

2. m a k e  Y a c h i ld  o f  X . in c re m e n t in g  d e g re e /X ]

3. m a r k / ) ]  F A L S E

5. กๆ'ไถดค ่ไขคง เหใได

กาไถดค' ไขคงโหใไดทไนด ังน  โ ด ย ส ม ม ต ิใ ห ้ เบ น ด  X ท ไน โห ใไดท ี ่จ ะถ ูก ลด ค ่า  114 1 

I . ท ำ ก า ร ล ด ค ่าของ เหาได X
2. ถ ้าการลดค ่าก ่อให ้เก ิดการเปล ี่ยนแปลงลำด ับในฮีพ กล ่าวค ือถ ้าโหนด X ฆค่า,ไไ’อขกว่า 

เหาไดพ่อของ เหใได X แล้ว
2.1 ให ้สล ับ  เดยให ้เบ น ด X ขืนไปแทนที่'พ ่อของโหนด X ส่วาไ'พ่อของเหบด X 

ลง:บ ไนทนที่ เห'แด X
2.2 ขอนกลับไปทำข้อ 2 จนกระท ั่งโหนด X ท เน รากของต ้นไม ้ หร ือโ ท น ด X มีค่า 

มากกว่า เหาไดพ่อของ เหาได X
ก า รถ ด ค ่า 'ข อ งโห น ด ใช ้เวล า  O dog  ท )  เน ื ่อ ง จ า ก ต ้น ไ ม ้ส ูง อ ย ่า งม า ก  L lo g  / IJ  ด ังอ ัล กอร ิ'ท ึม  

ต ่อ ไ ป น  ๒ » สมมต ิให ้ค ่า■ข อง เหาได X จ ะถ ูก ล ด ค ่าท เน ค ่า  k I M l  

ค ัล ก ก ร ิท ึม ก า ร ล ด ค ่า  เาไนดม ีด ังต ่อไปาไ f 141 

L A Z Y -B IN O M IA L - I IE A P -D E C R E A S E -K E Y (H ,  X .  k )

1. k e y /x f  F -k

2. y ร­

-*- - <-l>M

4. w h ile  ะ N IL  a n d  k e y / y j  <  k e y fz ]
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X  ( I d  e x c h a n g e  k e y  [ y ]  —  k e y [ z ]

6. Y <-ะ

7. :  < - 1 , / y /

(ร'. ๙//(/ (/(■/

4. บ ิแบน ักข ี่เพ
rl เา.ทIn ช่ีเพ จํดไต้ว่าเป็นส่วนขยายขกงเถซ่ีไบในเมียลเพ กล่าวสือเป็นรายการของต้น 

ไม้ท่ีเร้ยงลํ เดินแทนเพ เคยต้นใ•นแก่ถะต้นนรากเป็น เาทเดท่ีมค่า'นักขท่ีสุด และต้นไม้ในฟิในนักช่ี 

เพจะไม่มีชักจำกัดดังเช่นต้นไม้ไน เนเมีขถ นอกจากนในrl เหนักช่ีเพยังสามารถมีต้นไม้ท่ีมีความ 

สูงเท่ากันไต้หถายต้น 1141

I.ï 1แท่นในกทาเคาาะห์ถัวเฉล่ีย จะใาทใ)ศักย์ เดยสมมติ'ใ'Ifบิแบนักช่ีฮีพ I I  มีจำนวนต้นไม้ 

(//) ต้น แก:::ill] เแ .เนโ■ทนตท่ีถูกนททา ท!น/) ใ'นนด ดังนันฟ้งก์ชันศัทขํ (0 (//)) เป็น I 14|

0  น/) (น/) I 2,ทน/)

การปฏิบัติการของาไโบ'นักชีเพ

1. การนา เหนดท่ีมีค่านักขท่ีสูด

ก ท 11 าโนนดล่ีมีค่ านัคขท่ีสุดใช้เวถ 1 0( 1 ) ใคขการจำและใเร้า)เปล่ียนตำแหน่งของ ใหนด ท่ี 

มีค่านัใ1ยส ูด 'I.าตลอดเวล 1 เมกนการเปล่ียนแปลงเกิดขึนระหว่างการปฏิบัติการต่างๆ 114]

2. การเพิ่มชัก'มูล
การเพิ่มชักมูล ท ํๅไต ้เดยก เรสร้างเพใหม่ฑม ีช ักม ูลเพ ียง I เหนด จากบ ันนำไปต่อก ันราย  

การต ้นไม ้ของเพเต ิม I.เก าที่ใชัใ;นการเพิ่มจึงคงที่เพยง 0 (1 ) สา'มารถคิดต้นทุนที่ถ ัวเฉลย( ๙, ) ไต้ดิง 
มี'

๙, i 1 นน/) I I 1 2๗//)) นน/) 1- 2///(/■/)) I I I = 2

หถังจากการเพิ่ม เหนดเ.ช ัาไปในเพ ต ้นไม ้จะเพ ิ่มข ึนในเพ I ต้น แต่จำนวน เหนดทีถ ูก  
มาร้คจะไม ่ม ีการเปลี่ยนแปลง 1141

กักกกร้ท ่ฆการเพ ิ่มช ักม ูลเป ็นดังม ี 114] 
lin-UliA P-lNSliR T (IlX)
I dcyrcc/x7 0  0

7. p /x /  0 / \ 7 / .

.๙ child/X/ 0  NU.

■/. /๙// /X/ X

X riylII เXj < ~ x
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6 .  m a r k  / X J  F A L S E

7. c o n c a t e n a t e  t h e  r o o t  l i s t  c o n t a i n i n g  X  w i t h  r o o t  l i s t  H  

«ร,- i f  m i l l  / / / /  = N I L  o r  k e y ! X ]  <  k e y [ m i n [ l l ] J

9 .  t h e n  m i l l  [ I f f  < - X  

เ ท .  ท เ แ เ  I l f  1 1 /  +  I

3. การรวมเพ

ทใรรวมรพ เช่นเสียวกันเถซ1น เนเมียลเพ ทำไตเ้ดขการสร้างเพในม่ที่ประกอนไปด้วย 

ต้นไม้ในเพแต่ถะเพมาต่อกัน เดข'ในการรวมเพในฟิ เมนักซ่ีสิพนันไม่จำเน้นต้องทำการเขถมต้น 

ไม้'visดีกน'ท่ากันใช้ทถาเพียง0(1) สามารถคิดต้นทุนถัวเฉล่ียไต้ดังนี

C, ■= I I ( /( / /)  + 2เท(เท) -  (ท ุ/ / ,)  + 2«ท ุ//,) + (ท ุ/ / ,)  + 2เท(แ2))

เนองจาก ท ุ/ /1) ท ุ//,) และ «ท ุ//) = «ทุ/-/1) + «ท ุ//,) ดังนัน C 1. = 1 + 0 = 1  นั่นคือ หถัง 
จากการรวมเพ 2 เพ จำนวนต้นไม้ และจำนวน เหนคท ี่ถ ูกมาร ์กจะไม่รการเปลี่ยนแปลง สังเกต 
ฑถังจากการรวมเพ แล้ว จะมีต ้นไม้ทม่ความสูงเท ่าก ันอยู่หลายต้น 1141 

คัลกกร้ท ่มก m ว:ui.fl'นดังน 1141 
/•///-///;,ทุP -U N IO N  ( I I I ,  1/2)

I  แ  < -  M A K E .  F i l l  H E A P  (  )

2 .  M i l l / / / /  m i l l / 1 1 1/

C o n c a t e n a t e  t h e  r o o t  l i s t  o f  I F  w i t h  t h e  r o o t  l i s t  o f  I I  

4 .  i j  ( m i l i / l l  1/  = N I L )  o r  ( m i n / I F J  ร^N I L  a n d  m i n / l l , /  <  m i i i f l l  1]

5  t h e n  m i l i / l l /  m i l i / l l , /

() .  n / l l /  I I / I I 1/ + ท / I I , /

7. f r e e  t h e  o b j e c t s  / / ,  a n i l  H ,

(ร'. r e t u r n  I I

4. การลน เนาเดที่ม ีค ่ ทเคยที่ส ุด
การถหโหนดที่ม ีค ่าน ้อยท ี่ส ุด มีขันตอนดังน 114]
1. ลมโหนคที่ม ีค ่าน ้อยส ุดคอก
2. ส ร ้น เพ ใน :Ii ซ ึ่งาเระกกนไปด้วยรายการ'แกงต้ใเไม ้ยกยาเองโ.หนคที่ถ ูกถาเกกก
3. ทำการเชอมรายการของต ้นไม ้ย ่อยท ี่ม ีคว)ฆส ูงเท ่าก ันเพอให ้ไต ้ผถล ัพร ์เน ้นเพท ี่ไม ่ม  ี

ต้าเไม ้ความสูงเท ่าก ันเกน I ต้น
ให ้ /• เน้น ระด ันความสูงของต้นไม้ท ี่ม ีโาโนดที่ม ีค ่าน ้อยที่ส ุด
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I I.'flน จํ )นๆ'แต้,นไมไ.ใJฝืพ
ทีงก ่ชนศักย์ก ่อนการดำเนนงานการถบเป ็น / I2/// หลังจากทำการลบโหนดที่มีค่าน้อย■ ทีสุด 

คกก มต้'นไมข่คขทแ,ตกทอกมา ท เ -  ต้น ซงในการรวมต้นไมไหล่า'น ต้นทุนจริ''’เป็น / 1/1 log ท  

ทีงก ์ช ันศ ักย ์จ ะ เพิ่มขนอย่าง'มาก ((log n ) + 2 m ) - U + 2 n i )  = log II - I ต ้นท ุนถัวเฉลี่ยเป ็น H-/-+log 
//•flog n - t  -  2(log / / ) ’/■  สำหร ับ ท ีโบ ใ!กช ี่น ั'น /•< log // น ั่นค ือต ้นท ุนถ ัวเฉล ี่ยเป ็น  Odog ท ) 114] 

คัถกอริทีมการถ'เแป็นดังน 114 1
ท ท - น แ  A  P - U X T R A t  7 น/ใ H N ( l l )

1. Z  M I N I  Iแ

2. i f  Z  N IL

ร ่.

4 .

X

6 .

flit 'll f o r  c a d i  c h i l d  X o f  ะ

(เท a d d  X เท th e  r o o t  แร! o j  I I

p [ X I  ^ ~  N IL

r e m o v e  ะ f r o m  fl ic  r o o f  แร! o j  น

-S'.
9 .

เท.

11.

12. r e tu r n  ะ

i f  ะ =  r ig h t  I Z ]

th e n  m i l l / 11/ N IL

e l s e  m i n / 11/ r i g h t f Z ]

C O N S O L I D A  T i l l  LI)

ท / น ]  ^ - ท [ น ]  I

C O N S O L I D A  ท ■ ( น )

I . f o r  I ท เท ท ( ท / น / )

d o  . - / / / /  N U .

X  เ o r  e a c h  n o d e  (O  in  th e  r o o t  แร! o j  น  

4. d o  X  < -  ( 0

d  < -  d e g r e e / X ]

6 .  w h i l e  A  f i t /  7k  N I L

7. d o Y ^ - A / d ]

ร. i f  k e y [ X ]  > k e y / Y/

9. th e n  e x c h a n g e  X  < —  > Y

I I I .  ท / )  I I I I A P - L I N K ( I I .  Y ,  X )

I I .  A / d /  ^ ~ N I L

(I ^ ~ d  +  112.
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1 5 .  A I  ( I I  f - .v
1 4 .  m i n f l l j  N I L

15. J a r  I 0  น) เ) (ท 1 แ 1 )

1 6 .  d o  i f  A / / /  &  N I L

1 7. t h e n  a d d  A [ l ]  t o  t h e  r o o t  l i s t  o f  I I

I d .  i f  m i n i / / /  = N I L  o r  k e y f A / l f ]  <  k e y f m i n f l  1 ] J

1 4 .  t l i e n m i n / l l j  ^ ~  A [ l ]

F I B - U E A V - L I N K O L  )'.X)

1 . r e m o v e  Y  f r o m  t h e  r o o t  l i s t  o f 1 1

2 .  m a k e  Y  a  c h i l d  o f  X .  i n c r e m e n t i n g  d e g r e e f X f

3 .  m a r k /  Y J  F A L S E

5. การถดค'ไซกง เท'น.ด
การลดก'ไซคง เห'แด เป็นดังน เดยสมมติให ้ เหแด X ท เม เหใไดที่จะถ ูกลดค่า [141
1. ทำกไรลดค ่าของเหมด
2. ล ้ากไรลดค่าค ่ทให ้เก ิดการเปล ี่ยนเท]ลงลำด ันใมลีพ กล ่าวค ือห ้าเหใได X รค ่าห ้อยกว่า 

เหมดพ่อของ เหมด X แล ้วให ้ทำการต ัด เหใได X กอกจากโหมดพ ่อซอง เหมด X
.ใ . โหมด X จะกลายเป ็นรากในรายการของต้นไม ้ใมอ ีพ
4. ถไ X เป ็นล ูกต ัวแรกท ี่ถ ูกต ัดจากโหมดพ ่อ1ใเองโหมด X แล้ว'ทำการมาร์กโทนดพ่อของ 

เห'แด X
5. ห้า X เป ็นไม ่ใช ่ถ ูกต ัวแรกท ี่ต ัดกอกจากโหมดพ ่อของโหมด X กล่าวคือ โหใไดพ'คาเอง 

เห'แด X ทเม เห'แดที่ถูก:บาร์คค่อาไแล้ว จะต้องทำการตัด เหไไดพ่อของ เหมด X คอก 
แล ้วโหมดพ ่อของ เหาได X จะกลายเป็นราก ท็]มต้มไม้'ใหม่ แล ้วทำการยกเลกการ  
มาร์ฅที่ เหมดพ ่อของโหมด X

6. ข้อ'แกล้มไา)ทำข้อ 5 จนกระทั่งโหมด X เป ็นรากในรายการของต ้นไม ้ในฮีพ

ใแการว ่เคราะไ!ถ ัวเฉลย สมมติให ้ C u t  เป็น จำนวมการต ัดโหมดขณ ะทำการลดค ่าโหมด  
1 ( 1 1 )  เป ็นจำ'แวมต้มไม้ในสีพ 1 1 1 (11 ) เป ็นจำมวนโหมดที่ถ ูกมาร ์ก ต้มทุมจริง Ce ) เป ็นส ัดส ่วนเดข  
ตรงกันจำนวนการตัด'แวก I 'มนคือ (• = C u t  I I สำหรัาไพ่งก์ชั,มศักย์'มัน ไมแต ่ละกรังของการต ัด  
เหมคมัน'แกไรสร์ไงต ้นไม ้ใหม ่ ( I ( l l ) + C u () และในแต ่ถะกรังของการต ัด เหาไดที่ถูก'มาร์กอยู่จะ 
กล■ ไขเป็น เหมดท ี่ไม ่ถ ูกมาร ์กยกทนในการต ัดกร ังส ุดท ้าย โดยในการตัดครังส ุดท ้ายม ันจะมีการเพ ิ่ม



โ TTนดที่ถ ูกมาร์คกกหนงด้วย (.m ( l l ) - ( C u t - l )  +  I  = เ ท ( H ) - C u ( + 2 )  น ั่นคือความแตกต่างของฟ ิงก ์ช ัน  
คักข, ( (I)1- ( |)11) ท!น

( ( t ( l l ) + C u t ) + 2 ( m ( l l ) - C i i t + 2 ) ) - ( t ( l l ) + 2 m ( l l ) >  = 4 - C u t  

ต้นทุนถัวเฉลี่ย จึงทไน 
c  ' l l !  I I -1 4 - C u t  ■ 5
น ั่น ค ือ เวลาท ี่โข ใน การถ ด ค ่าข องโห น ด เป ็น 0(1)1.141 
คัลกกจึท ึมการลดค่า1ใเอง เหนดเป ็นดังน ี I 14]
E l B - l l E A  B - D E C R E A S E - K E  Y  ( น , X ,  K )

I  . i j  K  >  k e y / X J

2 .  t h e n  e r r o r  " n e w  k e y  i s  g r e a t e r  t h a n  c u r r e n t  k e y "

2 .  k e y I X ]  < r  K  

4 .  Y  < - 1 , / X /

รุ. i f  Y  7^ N I L  a m !  k e y / x /  <  k e y /  >7
6 .  t h e n  C U T  ( I I .  X .  Y )

7.  C A S C A D I N G  C U T  ( I I .  Y )

ร .  i f  k e y  [ X /  <  k e y / m i l i / น / /

9 .  t h e n  เ ท เ ท / น /

C U T  ( น .  X ,  Y )

1 . r e m o v e  X  f r o m  t h e  c h i l d  l i s t  น /  Y ,  d e c r e m e n t i n g  d e g r e e / Y ]

2 .  a d d  X  t o  t h e  r o o t  l i s t  o f  I /
แ/ X ]  < —  N i l .

4 .  m a r k / X /  < - 1 ' A  L S I - :

C A S A I ) !  N C - C U T  ( น .  Y )

T  y .  < - 1 , / Y I

2. i f  Z  ^  N IL

3 .  t h e n  i f  m a r k / Y /  = F A L S E

4 .  t h e n  m a r k /  Y ]  < -  T R U E

ร ุ .  e l s e  C U T  ( I I .  Y .  Z )

6 .  C A S A D I N G - C U T  ( I I .  Z )

5. สคิวสีพ



สควิ?!พ ท!'แต้ไ! ไม้ไหนาริท ี่เร ิยงลำดัาแเหาเสพ แกะต ้นไม ้ในส ีพจะไม ่'ม ีข ้อจำก ัดในต ้าน 

เครงสร้าง

นขาน เอนด P จะ!.f i l /  เห'แดเฮฟที่ (heavy) ถ ้าจำนวนลูก ๆ ทางขวาของโหนด P ม ีจำใทนอย ่างน ้อย 

ครงห นงของจำนวนล ูกทังห ม ด 1ของ เหนด P ในทางกล ับก ัน ถ ้าจำนวนลูก ๆ ทางซ ้ายของโหนด P มี 

จำนวนอย ่างห ้อยคท ี่งหน ั่งของจำนวนล ูกท ังหมดของโหนด P แล ้วโหนด P จะเป ็น โห น ค ไลท ์ 

(light)

ในการวเคราะห ์ถ ัวเฉล ี่ยจะใช ัว ิจ ึศ ักย ์ เดขให ้ฟ ้งก ์ช ันศ ักย ์เป ็นส ัดส ่วนโดยตรงถ ันจำนวน

เหา!ด.เสฟที่

การปฏิบัติกไรของสคิว สีพ

I. การรวมสีพ

การรวมของ 2 สคิวสีพ ทำไต้เดข

1. ใ.ห้สีพหนั่งไถ่รวมจากบนลงล่างไปตามส่วนทางขวาของด้นไม้ในอีกสีพหนั่ง 'เดยใน้มี 

การ!รขงอำดัน

2. ทำการสลันส่วนทางขวาให้ไปอยู่ทางซ้าย และส่วนทางซ้ายให้ไปอยู่ส่วนทางขวา เดข 

ไถ่สถันจากถ่างข้นหนไปตเมส่วนทางขวเของต้นไม้ ยกเว้'นโหนดขวาสุด ไม่ต้อง 

สถันเพราะจะเป็นโหนดที่ไม่มีลูกทางขวาให้สลับ

เน้องจากสคิาสีพป็นต้นไม้ที่ไม่มีข้อจำกัดในต้านโครงสร้าง จึงเป็นไปไต้ที่ทุกๆ เหบดใน 

?!พเอียงใIเอยู่''ทางด เนขวาขลงด้นไม้กรณมีถือเป็นกรณร้ายแรงสุดที่เวลาที่,ใช้ในการรวมสีพ เป็น ()

(//)

ในการ'วเคราะห์ถัวเฉลย สมมต ิให ้ //, และ // , เป็นสีพที่มี I I 1 และ //, โหนดตามลำด ัน เดย 
สมมติว่า //เ ม ีโหนดไฅท์อย ู่ทางขวา /1 เห'แด และม ีโหนค เสฟว อยู่ทางขวาเซ่นถัน //, เห'แด และ 
I l 2 ม ีโหนด ไลท ์ อยู่ทางขวา /, โหา!ด และม ีโหนด เสฟวี่ อยู่ทางขวาเช่นกัน เ น ุ โหนด นั่นคือ ต้นทุ'!! 
จร ิงของการรวม เป ็น /1!/,+ /11I//, ในส่วนทางขวา ถ ้าโหา!ดใดเป ็นโหนดเฮฟวี่แล ้วหล ังจากการ
รวม เหา!ดน้า!ฉะกลายเป็นเหา.!ด"!.ลาา ส ่วน].หนดอื่นๆท ี่เป ็นเหา!ดไลท ์'หล ังจากการรวมแล้วเหา!ด  
นั่นอาจจะเป็ใ!.หริอไม่เป ็น'เท'แดเฮฟที่ก ็ไต้ แต่ในกรณ ีร ้ายแรงส ุด เห น ดท ี่เป ็น โห น ดไลท์\หลังจาก 
การรวมแล้วกล เขเป็น เหา!ดเสฟที่ ซ ึ่งจะเป็นการเพิ่มฟ้งก์ชันศักขํ น ั่นคือจำนวนของ เหา!ดเสฟที่ จะ 

ป ็า ! /1!/, /), / / , ด ังน ั้น.ต ้นท ุ'นถัวเฉลี่ยเป ็ใ!(/1เ/: เ /;,■ !•/(,)า ( /,! /,- /) , ■ -//,)- 2 ( 1 1 1/-,)และเน้อง
จาก /1 และ I ,  เป ็นจำนวนโหนดไกท ์ใ'แส ่วนทางขวา และใใ!จำใ!วา!โหนด ไลท์จะมีจำนวน เหา!ด 

ห้อยกว่าครงหนงของจำนวนเหนด'ทังหมด ดังนัน /1 I/, lo g //, I log //, น ั่นค ือเวลาท ี่ใช ้ในการ  
รวมเป็น. ()( log //) ตัวคย่างดังรูปที่ 3.5
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นี ้)  (',

: นี ้
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น ี้: '

( น ี้ (5 .)
ร'̂ '' / นี้').

น ี้') 1;,',) ( น ี้ 0  

น ี้' ) '  '  <■:

(นี้)
, )  1 ,0)

C'a) ( น้ี')

0 0  ( 0

นี ้)

น ี ้)
Jllvi 3.5 แสดงการทเลี่ยนสถานะนลังการรวบ โหนดเ0ฟ ่ว/โหนดไถท์

อัลกอริท ึมการรวมฮีพ เป ็นด ังน ี้ 
M E R G E  ( H I ,  โ น )

/ /  I I 1 a n d  H 2 a r e  s k e w  h e a p s

/ /  M e r g e  r e t u r n s  t h e  m e r g e d  h e a p ,  d e s t r o y i n g  I I 1 a n d  H ,

i f  I I 1 i s  e m p t y  t h e n  r e t u r n  I I 2

e l s e  i f  I I 2 i s  e m p t y  t h e n  r e t u r n  I I 1

i f  t h e  r o o t  o f  I I 2 < t h e  r o o t  o f  I I 1 t h e n  s w a p  I I 1 a n d  I I ,

/ / n o w  r o o l ( I I  1)  < r o o f H 2)  

i f  r i g h t ( I I 1)  = n i l

t h e n  r i g h f l l  1)  น ี้-  ( I I 2)

e l s e

r i g h f l l  1)  น ี้'  M e r g e  ( r i g h f l l 1) ,  I I 2)  

s w a p  l e f t  a n d  r i g h t  c h i l d r e n  o f  I I 1 

r e t u r n  I I 1

ที่1ซ ึ่งอ ัลกอริท ึมน ี ทำงานดังแสดงในรูปท ี่ 3.6 

2. การเพิ่ม
การเพ ิ่มจะเป ็นลักษณะเด ียวกันกับการรวม ค ือจะเพ ิ่มโทนคในสค ิวเพทางขวาแล ้วไล ่จาก  

บนลงล ่างไปตามส ่วนทางขวาของต ้นไม ้ให ้ม ีการเรยงลำด ับ แล ้วทำการสล ับล ูกโดยไล ่สล ับจากล ่าง  
ข ึนบนไปตามส่วนทางขวาของต ้นไม ้ ยกเว ้นโทนดขวาสุดไม่ต ้องสลับ เพราะเป ็นโหนดท ี่ไม ่ม ีล ูก  
ทางขวา สำหรับเวลาท ี่ใช ้การรวม เป็น 0 (log;i) เช่น เด ียวกันการรวม[91

3. การลบโหนดที ่มีค่าใง้อขที ่สุด



รป ท ี่ 3.6 แสด งการรวม ข อง 2 สก ิวฮ ีห  (ก) แสคง 2 ส ก ิว เพ ก ่อ น ท ี่จ ะท ำก ารรว ม  (ข) แสด งผ ลห ล ังจากการรวม  ก ่อ น ท ี่จ ะม ีก ารส ล ับ  

(ก) แสดงผลช ุดท ้ายของการรวม

การลบโห นดท ี ่ม ีค ่าน ้อยท ี ่ส ุด  เน ื ่องจากสค ิวฮ ีพ  เป ็นต ้นไม ้ไบนาร ี ด ังน ั ้น การลบจะท ำให ้ต ้น  

ไม ้แ ต ก ออก เป ็น  ต ้นใหม ่ 2 ต้น ซ ึ ่งจะทำการรวมด ังท ี ่ไต ้กล ่าวข ้างต ้น  สำหร ับการว ิเคราะห ์ถ ัว เฉล ี ่ย  

ของการลบ เป ็น 0 ( log  ท) เช ่น เด ียวก ับการรวม [9.1, [11]

5. การลดค ่าข องโหน ด

การลดค ่าข องโหน ดเป ็น ด ังน ี โด ย ส ม ม ต ิใ ห ้โห น ด  X เป ็น โห น ด ท ี ่จ ะถ ูก ลด ค ่า  [14]

1. ท ำการลดค ่าของโห นด X

2. ถ ้าการลดค ่าก ่อให ้เก ิดการเปล ี ่ย นแปลงลำด ับใน เพ  กล ่าวค ือถ ้าโหนด X ม ีค ่าน ้อยกว ่า 

โ ห น ด พ ่อ ข อ ง โ ท น ด  X แล ้ว

2.1 ให ้ส ล ับ  โดยให ้โห นด  X ข ึ ้น ไป แ ท น ท ี ่พ ่อ ข อ งโห น ด  X ส ่ว น พ ่อ ข อ งโ ห น ด  X ลง

มาแทนท ี่โหนค X



2.2 ย้อนกลันโปทำขอ 2 จนกระทั่งโหนด X เป็นรากของต้นไม้หรือโหนด X มีค่า 

มากกว่าโหนดพ่อของ เหนด X

การถดค่าของโหนดใช้เวถา OOog ;;) เนื่องจากต้นไม้สูงอย่างมาก Llog //J ดังอัลกอริทึม 

ต่อไ-ปน เดทสมมติไห ค่าของโหนด X จะถูกลดค่าเป็นค่า k [14]

อัลกอริทึมการถดค่าโหนดมีดังต่อไปนี [ 14]

S K E \y -D IiC R liA S E -K E Y (H , X. k)

1. k e y /Xเ <Xk

2. V <- \

Z < -p / y j

4. w h ile  :  t 'xN IL  (111(1 k e y /) '/  < k e y / : /

X  (l<> exchange k e v /y /  — ke\ ■K1

6. Y z

ะ <-p/y/

.ร,. end (III
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