
บทที่ 2

สถิติท ี่ใช ้ในการวิจํย

ในบทน้ีจะกล่าวถึงวิธีการประมาณค่าพารามิเตอร์ของการแจกแจงทวินามลบแบบท่ัวไป 
ด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงสุด วิธีสองโมเมนต์แรกและสัดล่วนศูนย์ วิธีไคกำลังสองต่ําสุด และ 
วิธีระยะห่างต่ําสุด ช่ึงมีรายละเอียดต่าง  ๆ ดังน้ี

2.1 ว ิธ ีการประมาณค่าพาราม ิเต'อเท ี่ใช ้ในการศึกษา

1. วิธ ีการประมาณแบบความควรจะเป็นสูงสุด (Maximum Likelihood Method 1 ML)

ฟังก์ชันความควรจะเป็นสำหรับข้อมูลท่ีมีการแจกแจงทวินามลบแบบท่ัวไป คือ

£  = r ï  [£’ ( * 1 = * ,)]

เน่ืองจากค่าลังเกต x ]}x2,...,xn มีค่าเป็นไปได้ 0,1,2.....k ดังน้ันนับความถ่ีได้ว่ามี
ค่าลังเกต Xj จำนวน ท0 ท่ีต่างมีค่าเท่ากับ 0 จำนวน «1 ที่ต่างมีค่าเท่ากับ 1 ... จำนวน ทk ท่ี

ต่างม ีค่าเท่ากับ k และ ท =  ^ ] ทx ซ่ึง ท เป็นขนาดตัวอย่างและ k เป็นค่าลังเกตท่ีมีขนาด
x=0

ใหญ่ท่ีสุดของ Xj

ดังน้ันสามารถเขียนฟังก์ชันความควรจะเป็นในอีกรูปแบบหน่ึงได้เป็น

£  = n  [ r ( x  = * )]”■

l{d,p,เท) = In L
= In{ n  [p (x  = x )l }
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k= tx=0
๒ m (m + p x - \ ) \  01 0 ^ ทx

x\(jn + p x -x ) \

1* โทx ln(พ;) + ทx In{ทI + p x - 1 )\-nx ln(x!) + xnx ln(#)1 
ท x In (m + P x -  x)\+(m + p x -  x)nx ln(l -  6) I

ท ln(«;) -  ท0 ln(m) + nx 1ท($) + ท(ทใ + px -  3c) ln(l -  0 )

+ Z  nx ร  ๒o  + A  -  0  -  Z  "x ln(*!)

(พ -  «0)!ท(พ;)+ «X 1ท(#) + พ[พ; + (/? -  l)x]ln(l -  # )  
+ ^ 1 ทx ^  In(พ; + Px - ; ' ) - ln(xl)

x=2 _ (=1
(2.1)

การประมาณค่าพารามิเตอร์ 0 ,p  และ m ทำได้โดยการหาอนุพันธ์บางส่วน (Partial 
Derivatives) ของลอกความควรจะเป็น (Loglikelihood) เทียบกับ 0 ,  (3 และ m ตามลำดับ 
และให้สมการอนุพันธ์บางส่วนเท่ากับ 0

ซึ่งจะทำให้ได้สมการความควรจะเป็นสำหรับใช้หาตัวประมาณความควรจะเป็นดังนี้

g x(0 ,p ,m )  = 5 In L _ ท\x -  0{m  + /Ec)] 
DO = e (  1 - 0 )

g 2(0 ,p ,m )  = 5๒  L"พ
= « x ln ( l - 6 » ) + X Z

xn.
2 M m + Px -  i = 0

(2.2)

(2.3)

g .ie ./j.m )  = ^  = +„ln(l-0)+f f  n* = 0dm m ~fm  + P x - i
(2.4)

เนื่องจากการแก้สมการไม่สามารถแกได้โดยตรง จำเป็นต้องใซวิธีการประมาณ ในการ
วิจัยครั้งนี้เลือกใช้วิธีนิวตัน-ราฟสัน โดยสมการที่ใช้ประกอบการหาค่าประมาณพารามิเตอร์มีดังนี้
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a (e B m) = 52๒1 = n[x{20 - \ ) - d J{f& + m)\ 
8uK ,p ’ ] 02{\-O )2

(2.5)

g n { d , / J ,  m )  =

g u ( e , p , m )  =

g n { e , p , m )  =

g  23 ( 0 , p , m )  =

g  33 ( e , p , m )  =

do1
a2 In L 
dpde

a2 In L
dOdp

a 2 In L 
dmdO

d2 In L 
dddm
a2 In L

d p 2

a2 In I
dmdp

a 2 InZ,
spdm

a 2 ๒ 1
d m 2

nx
(\-e)

g 2X(e ,p ,m ) (2.6)

-ท
(1 -๙ )

g A d ’P ’m) (2.7)

n XX2
zLiẐ i ( ท -yx=2 i=1 (พ + Px -  i) (2.8)

^  £ไ H I
Aj Zj / 0 A2*=2 i=i (w + /&•-/)

g 32 (#,/?, พ) (2.9)

V - y
(2.10)

แทนค่าท่ีได้จากสมการ (2.2) ถึง (2.10) และค่าพารามิเตอร์เร่ิมด้นไปแทนในสมการ

e 3,P = A -m
g A e จ ^ จ ’ ™ จ )  g A e  จ”  P o ’ ™ จ )  g A ^ p Q ’ i P ) )  

g 2 g 2M ’ P o ’ f n จ )  g A & o , P o > ™ ü )

_ g A ^ P ^ ™ จ )  g A ^ ’ P ^ A )  g A ^ ’ P ^ ™ จ )

-1 g,(6>0,/?0, ^ )  
g 2(6»0,^0, ^ )
g 3 (#0,/?0, ^ )

และใช้กระบวนการทำซ้ําจนได้ค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีต้องการ
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2. วิธีการประมาณแบบสองโมเมนต์แรกและสดส่วนศูนย์ (Method of First Two 
Moments and Proportion of Zeros 1 MOZE)

หลักการของวิธีการน้ีคือ จะใช้ความสัมพันธ์ของโมเมนต์ตัวอย่างสองอันดับแรกของการ 
แจกแจงทวินามลบแบบท่ัวไป

ให้ P  เป็นความน่า'จะเป็น'ของกลุ่มตัวอย่างท่ีมีค่าเท่ากับ 0 ในการแจกแจงทวินามลบ 
แบบท่ัวไปจะได้

p0 = (\ - d ) m

/o (2.11)

โมเมนต์ตัวอย่างสองอันตับแรกของการแจกแจงทวินามลบแบบท่ัวไป คือ

(2.12)

(2.13)

เม่ือ k เป็นค่าสังเกตท่ีมีฃนาดใหญ่ท่ีสุดของ X และ ท - ' ท

โมเมนต์ของประชากรสองอันตับแรกของการแจกแจงทวินามลบแบบท่ัวไป คือ

(2.14)

2 (mOŸ 1 m e q - 0) 
) = (1 - p e Ÿ (2.15)

จากสมการ (2.11) จะได้
( i-^ r = /o  
/พ 1ท (1-0)=1ท / 0
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๓ 2[1ท(1~0)]2 = ( ln /„ ) 2 (2.16)

จัดให้โมเมนต์ตัวอย่างสองอันดับแรกสอดคล้องกับโมเมนต์ของประชากรสองอันดับแรกจะ 
ได้สมการ

๓' ^ (2.17)

(m O f m 0 { \-9 )
= + (1 -/W )3 (2.18)

จากสมการ (2.17) และ (2.18) จะได้

m: = J L ^ L
62{m2 -  mเ2 )

แทนค่าท่ีได้จากสมการ (2.19) ลงใน (2.16) จะได้

(2.19)

f ,( s )  = (1»2 - ^ ) (เท / J mr30 M i - 0 M - 0 ff  = 0 (2 .20)

การประมาณค่าพารามิเตอร์ทำได้โดยไชวิธีนิวดัน-ราฟลันแก้สมการ โดยสมการท่ีใช้ 
ประกอบการหาค่าพารามิเตอร์มีดังน้ี

6 = 0 _ / เ  (flp )
/ , > „ )

(2.21)

เม่ือ 0 คือค่าประมาณพารามิเตอร์ 0 ท่ีต้องการ

0 คือค่าพารามิเตอร์เร่ิมต้นซ่ึงประมาณมาจากวิธีการประมาณแบบโมเมนต์
/ ,  (90) เป็นการหาอนุพันธ์บางส่วนของตัวสถิติ /  1 ( 0 0 ) เทียบกับ 0

โดยท่ี
/ , > 0) = 2(m2 -m ,2X ln / o ) V 30 +  2 1 n ( l - 0 ) + [ l n ( l - 0 ) ] 2 ( 2 -2 2 )
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แทนค่าที'ได้จากสมการ (2.11) ถึง (2.13) ลงใน (2.20) , (2.22) จากน้ันนำค่าท่ีได้จาก 
สมการ (2.20) 1 (2.22) และค่าพารามิเตอร์เร่ิมต้นแทนลงในสมการ (2.21) แล้วใช้กระบวนการทำ 
ซา โดยในรอบท่ีลองและรอบถัดไป จะให้ g ในแต่ละรอบเป็นค่า 0 ในรอบท่ีผ่านมา ทำซ้ํา 
จนกระท่ังได้ค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีต้องการ โดยกำหนดเกณฑ์การหยุดทำซ้ําดังน้ี

| 0 - 0 0| < 0.001

เม่ือค่าประมาณพารามิเตอร์ 0 ในรอบน้ีแตกต่างจากรอบท่ีผ่านมาไม่เกิน 0.001 จะได้ 
ว่า ค่า Q คือค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีต้องการ

เม่ือ1ได้ค่า0 ซ่ึงเป็นตัวประมาณ MOZE ของ 0 แล้ว ก็จะสามารถหาตัวประมาณ MOZE 
อ่ืน  ๆได้ดังน้ี

ทใ (2.23)

และ P  = 0 ~x -  —ท1]
(2.24)

3. วิธีการประมาณแบบไคกำลังสองตํ่าสุด (Method of Minimum Chi-Square 1 MC)

หลักการรองวิธีการน้ีคือ การหาค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีทำให้ตัวสถิติไคกำลังสอง (Q) 
มค่าตำสุด

min Q = y  k  ~ nPA 2 
h  nPx (2.25)

การประมาณค่าพารามิเตอร์ทำได้โดยหาอนุพันธ์บางส่วนของตัวสถิติไคกำลังสองเทียบ 
กับ <p และให้อนุพันธ์บางส่วนเท่ากับ 0

dQ_
d<Pi nP, 2 d(p, i = 1,2,3

โดยท่ี (p เป็นเซตของพารามิเตอร์ท่ีต้องการประมาณ ในการคืกษ-าคร้ังน้ี (p -(0 ,j3 ,m )
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๓ ๓ + fix
๓ + fix e x (1 -  e ) m+Px- x (2.26)

หาค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีทำให้สมการ (2.25) มีค่าต่ําสุด โดยการหาอนุพันธ์ของตัว 
สถิติเทียบกับพารามิเตอร์ 0 1 P และ m จะได้ตังน้ี

g ,( e ,p ,m )  =

g 2( e ,p ,m )  =

g 3( d ,p ,m )  =

ÔQ_
d e

dQ_
d p

dQ_
dm

K
= x=0

k
=

x=0

k
= t

2 \
ท -  ■ dPr

: ' i  :
d e  
dp’

x = 0

2 N
nP

d p

dP,
X dm

= 0

= 0

= 0

(2.27)

(2.28) 

(2.29)

เม่ือ
dPL
a<9

m (๓ + f ix - \) \  (  _à_Qxn 0 yi+/k-x
x!(๓ + P x -x )\ de

๓( ๓ + p x - 1)!
x\{m + p x -x ) \

(1 _ + 6 * A  (1 -
de de

(x  - m e -  pex)exA (1 -x!(๓ + P x -x )\ (2.30)

ร/? x!
a (๓+/?X - 1)! Qy+px-,

dp  (๓ + P x - x)!

๓6>J
x!

xm#J
x!

/J_ÿ\m+/3x-x a (๓ + /k  -1)! 1 (๓ + /7x-l)! a g .m+/fc-
dp  (๓ + /?x -  x)! (๓ + p x - x ) \d p

■ ( . - « * ^ ท( - ^ - ^ - " >+lô^L  0.
(2.31)
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dm
(T_
xT

d m(m + p x - 1)! ■1
5m (m + p x -x ) \

6JL
~Jd

(-1 flvm+/fc-x a m(m + fix — 1)! 1 m(m + /?x-l)! d 0. 
5m (m + /?x-x)! (m + Ac-x)! 5m

^ ( 1 - , ) ^ - ^  x +m g  ,xi y  l (2.32)

แทนค่าท่ีได้จากสมการ (2.26) 1 (2.30) ถึง (2.32) ลงในสมการ (2.27) ถึง (2.29) 
จากน้ันแก้ลมการ'โดย,ไซ้วธีนิวตัน-ราฟสัน เพ่ือหาค่าประมาณพารามิเตอร์ โดยสมการท่ีใช้ 
ประกอบการหาค่าประมาณพารามิเตอร์มีดังน้ี

g u (0,p,m ) = ๙ g
5 ๙

k
-  ZJ=0 nP.

2 ไ 5 2๙  + 2ท 2 fd P A
X dd2 nP 3

M m )  .  n  = Z  f v f e ÿ -5๙55  ̂ nPx J dfidO ทPx
( 5P V  ไ
v 56> A

5๙
5๙

(2.33)

(2.34)

/„ n X 520  a  f  /Ix 52p 2ทg .A O ,p ,m ) =  ■ ■ =  y  ท - —Z T  - —^ ~ + ~~zSl3V H ’ dmdd ^ 0[{ < 2J « £  nPx
( dP, Y  5๙
V 5(9 ๙  5m y

(2.35)

- ร  - § [ (V )S +S (ร® (2.36)

/ \ 52e  a  f  ท 2 V  ๙  2«,2g22(๙๙,m) = ^  = E  " - f r r  +0๙ x=0  ̂ nPx J op nPx
r OP. y (2.37)

- ร  - 1 2 A
พ --«๙* 7

a2*», 1 V
5m5๙ rcP3

^ Y a ç
V dp  A  5m 7 (2.38)

*1(»./».«) -  ป ี :  -  id Odm x=0

2 \  32
พ - - «๙

52 ๙  2«+ ■ f d p Y d P x^
X  J dOdm nPr dm\  u r n  บ น  y55 (2.39)
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#32 (0 ,p ,m ) =
d2Q

dpdm

2 ^ ร^ 1 1 2* / (SP A SP,V
< 2J dpdm n P 2 y dm )

g 33 (0,p,m) = d 2Q
dm2

* 6  „ ทY  n x ร2.?, 1 2«y rap, Y
M  < 2J ôw2 «P,3 Kdm 11

เม่ือ

d e 2 j - ( *  _ m 0 -  (1 -  0)m+/k-x~' ^
x ! (« 2 +  / î t - x ) ! ^ ô #

ไท ( m  + f i x  - 1)!
x!(»? + P x-x)\

f (x -m O -p ex )-^ ex-\\-oy"P*-*-' '  
+ e xA (1 -  e y + A ( x  -  me -  pax)

m{m + p x - \) \  0 x_2 _  m + A - ^ 2 r[*(*- 1)] + [& (2 - ^6»)(1 - /?x)]
-[2 /ท ^ (1 -^ )]- [๓ 6 > 2(1-/ฑ )[x!(m + p x -x ) \

d 2Px
dpae

m£T d (พ ุ+ (1 _  0^m+A-x-1 (JC _  w 6, _  po^
x! ya p  (m + P x - x ) \

mGx-1
x!

(1 _  e y ► /*-*-* ( x - m O -  pGx) +

•*—1 / I  n \ m + / k - x - \  x - \xmGx- \ \ - d )
X!

-  0 + (x -  mO -  PGx)

\\{ m  + p x - j )

ln ( l-0 )  + Z
1

M (™ + /&-*').Jy

a 2p,
5 6 0 /?

(2 .4 0 )

(2 .4 1 )

(2 .4 2 )

( 2 .4 3 )
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d 2px
dmdd — { —  m{jn + -~-A  (1 -  e ) m+px~x-1 { x - m e -  pex)x! 15๓ (๓ + /?;t-x)!

0 JC—1
x!

( l _ 0 )m+/*— '{x -m d -p G x ) d ๓(๓ + /ÎX-1)! 
5๓ (๓ + P x -x )\

+ ๓(๓ + /?*-!)! A  (1 _ 0) (x -m d -p Q x )
(๓ + p x -x ) \  dm

QX-\ ท  n \ m + f k - x - \  x - l
-  (1~f -— n  0» + / & - ; )

(̂ x - 2mO -  pOx) ^
"ln(l -  6>)

+ m{x -  mO -  pOx) + 1x-l

Ç  ( ๓ + /^ - 0 .jy

dOdm (2.44)

d A
d p 1

xmOx
x! A  (1-  o r ndp y=l

๒(1-6»)
X-I 1

_+ 5  (๓ + y®x-z)

xm6x
x!

f I o w + A - y )  ๒ ( 1 - 6 » ) + Y  / ■ - -  —  V I -y=t L iï( iH + /& -o jd /?
+(1 -  0 )'- ■̂ ' ^  n  (๓ + ^ -  ฟ้โ'too - 1 ■+ Z  ๅ— k  _  Adp  y i  L M (๓ + yâfc-o . -V

xYz6»*(l-6»r+A-x f Y  „----- n  {m + p x - j )

ใ!ท(1 -0 )]
+ 2 ๒ ( 1 - 0 ) 2

x! 7=1

1
พ (๓ + f ix - i)

x - l
- Z

1
(๓ + y®t -  /)

+l l=̂1 i=1
1

พ  พ, (พ + Px -  k)(m + p x -  i)

(2.45)
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๑ ๑
dmd/3

x 6x
x! ^ ๓(1 -0 )-* * -‘ ฏ >  + /& -7 )dm %1

ln(l — ๑
1

§ ( ๓  + /& -i) .

X0*
x!

( 1 - ๑[(๓  + ^ - ÿ )  ๒(1 - ๑  + S t— - -  >1 L t i ๑ ๓  + /? * -/)
+ (1 - o y  -x 4 ~  4 l ( m  + /3 x -y)[๒(1 - ๑  + 2  — ]  dm jJt L /ะ! ๓ + /m + f ix - i jy

X 0 * (1 -๑ '" +/&~x f 4 , _ ..— [{(๓ + /? x - y )X!

("๒(1-๑(1 + ๓ ๒ (1 -๑ )
+ (1 + 2๓ ๒ ( 1 - ๑ ) 2 ----- \t (  ( ๓ + y

17=1
พ (m + f ix -  i)

๓
รุ-1
§ ( ๓  +  /?)ะ - / )•\ 2

+ * ! § 1
“ ((๓  + /?)c -  ๑ (๓  + J3x-i)

๑ ๑
dm2

y  ๑
dpdm

๑
ไฟิ

(2 .4 6 )

—  (1 - ๑  m+/fc_x:dm [ I  (๓ + /?c -  y) 1 + ๓ ๒(1 -  0) + ๓ 2
7=1 L '=1

1
(๓ +  /?)ะ -  /)

๑ !  
๑ โ

— ( 1 - ๑ ' " ^  dmn ( m + / f c - 7 ) [ i+ m in ( i- t f )+ m g ^ _  0

+ (1 - d ) m+px-x ^  f t (๓ + /?*; -  y) 1 + ๓ ๒(1 - ๑  + ๓ 2 — — ^dm ๑ f L M (พ + /“ ( ( ๓  + /?)ะ - /) jy

= ๙' ( ' - j ^ n (w + A - 7 )

๒ (1 -๑ (2  + ๓ ๒ (1 -๑ )
+2(1+๓  ๒(1 -  ๙))y  — -—t ï ( m  + j3x -i)

- î
1

•\ 2,=1 (๓ + A  -  0
+ ๓ 1

“ ( (๓  + /?)ะ -  &)( ๓ + f i x - i)

(2 .4 7 )
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แทนค่าท่ีได้จากสมการ (2.26) 1 (2.30) ถึง (2.32) และ (2.42) ถึง (2.47) ลงใน 
(2.33) ถึง (2.41) จากน้ันนำค่าท่ีได้จากสมการ (2.27) ถึง (2.29) และ (2.33) ถึง (2.41) 
และค่าพารามิเตอร์เร่ิมด้นไปแทนในลมการ

6 *0 glM ifioW )  £ .2(^0» g lM ’A0 ฟ
-1 g\{0O’Po’”h)

P —Po - <§2l( 0̂’ Po’ ĥ) ร22̂ 0’ A)’^o) £ 23(^0’ Po’ ĥ) g2{ô0,/30,เท0)
m พ0 gnfa’Po’Mo) &î(0<»Æ» ฟ M 0O’Po’™o)_

และใช้กระบวนการทำช้ําจนได้ค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีต้องการ

4. วิธีระยะห่างตํ่าสุด (Method of Minimum Distance 1 MD)

หลักการของวิธีการน้ี คือ การทำให้ฟังก์ชันระยะทาง (Distance Function) ระหว่าง 
ฟังก์ชันการแจกแจงเชิงทดลอง (Empirical Distribution Function) และฟังก์ชันการแจกแจงของ 
ตัวแบบมีค่าต่ําสุด ซ่ึงก็คือหลักการของตัวสถิติโคลโมโกรอฟ-สฒอร์นอฟ (Kolmogorov-Smimov 
Statistic )

ในท่ีน้ีจะใช้ฟังก์ชันระยะทางระหว่างฟังก์ชันการแจกแจงเชิงทดลองและฟังก์ชันการแจก 
แจงยกกำลังสอง ซ่ึงก็คือตัวสถิติของคราเมอร์-วอนไมลั (Cramer-Von Mises Statistic)

การประมาณค่าพารามิเตอร์ (p ทำได้โดยหาอนุพันธ์บางส่วนของตัวสถิติของคราเมอร์- 
วอน'ไมลัเทียบกับ V และให้สมการอนุพันธ์บางส่วนเท่ากับ 0

(2.48)

โดยท่ี (p เป็นเซตของพารามิเตอร์ท่ีต้องการประมาณ ในการคืกษาคร้ังน้ี (p = (6 ,p ,m )



24

หาค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีทำให้สมการ (2.48) มีค่าต่ําสุด โดยการหาอนุพันธ์ของตัว 
สถิติเทียบกับพารามิเตอร์ 0 1 P และ ทา จะได้ดังน้ี

g x(0,p ,m ) =

g 2{e ,p ,m )  =

ÔK_
~dë
ÔK

= - 2 g t o ( * ) - F M ] ^  = 0

= - 2 g  t o  พ - *■ (*)]dF(x)

= n  = - Z g t o W - K * ) ] ^  = 0

(2.50)

(2.51)

(2.52)

เม่ือ
dF(x)

d é
\  ’ px ~ V)\ (  d Q X  ÇY _  Q '\m + p x - x

x=0 x\(m + /?x -  x)! va#

n l 1 ท)’ ' 1,' - ' ^ P p x - O ) '" ^ ’ 'I
๓(๓ + P x - 1)!

i^x!(๓ + P x -x )\ V a# a# y

= y  +P*~ 1)! ( x -  m e  -  pôx)dx~x (1 -  0 )"+*-ฝ  ^  x!(m + P x -x )\ (2.53)

aF(x)
A / T = Z

k m dx
x=0 x!

a (m + p x - 1)! /,1 p\m+/k
dp  (๓ + P x -x )\ (1 -๑ "

y  z A l  ( a _ 0\«+/k-* A  ( m + / f r - i ) !  + (m+/& -!)! A  (1 _ 0)-+A-*
x! V dp {m  + p x -x ) \  (๓ + /?x -x ) !  a/?

Ÿ P P -(1 -  ร ) - '* -  n  0 » + A  -  y {  1ท0  -  ๙ ) + £  r A  _  ทta Jrf y-1 l  t ï ( m  + px - i ) (2.54)
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dFjx)
dm

k nx
= ZJt=0

0X
to *!

m+fix-X
dm (m + j3x-x)\ (1 - 0 Y

y  A  f  (1 _ 0)«+A-* A  »? 0  + / f r - i ) ! + m Q + P x -iy . A  (1 _ £)»+/*-
x!  ̂ dm (m + /3x-x)\ (m + /3x-x)\ dm

= Zx=0
k ท XQ*(\-0)m+P*-* fz\

xl Y \(m  + P x - j { \  + m \n (\-0) + mJ^ 1 %! I, l^ (m  + J3x-i)
(2.55)

แทนค่าท่ีได้จากลมการ (2.49) 1 (2.53) ถึง (2.55) ลงในลมการ (2.50) ถึง (2.52) 
จากน้ันแก้สมการโดยใช้วิธีนิวตัน-ราฟสัน เพ่ือหาค่าประมาณพารามิเตอf  โดยสมการท่ีใช้ 
ประกอบการหาค่าประมาณพารามิเตอร์มีตังน้ี

g u (e, /3,m) = d 2 K
ô A = % ' dF(x)' ï -  (K  พ - ^ ) ) ^ 's e  y

(2.56)

g n {p ,p ,m )  = ร = 2 Zx=0
' s f (x)Y s f (x)1 _ ( f 11 w _ fW ) £ ^ พ
V 3# A dp dpdo (2.57)

g n ( 0 ,p ,m )  = d K  
dmdO = 2 §

dF(x)V dF(x)
V d<9 A dm - (F„(x)-F(x))d2F{x)

dmdO (2.58)

g lx( 0 , p , เท) = d 2K
d æ p = 2 ZJt=0

 ̂dF(x)v s f A _ ( F M _ F(x)/ ^
dp  y  3 <9 ; Ô66/? (2.59)

g  22{0 ,p ,m )  = d K
’d p 2 -  2 Zx=0

^ A ))2 _ (FÀx)_ F(x)f _ F M
ap  , 3 /r

(2.60)

g 2i (0 ,p ,m ) = d2K
dmdp = 2 Zx=0

7 A W Y a M
l 3/? Jv 3m (2.61)

g 3i(0’P ’m) =
d K  
d0dm = % ' ร พ 1) - ^ ^

(2.62)
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gn{9,fi,m) = d2Kdfidm = 2
x=0

"5F(x)V dF{x) 
V dm X ล/? ' (F „(*)-F (*))^ a  J dfidm (2.63)

g3J(0,P,m) = d_K_ dm2 -  2 ฬ ( ^ ) ) ! -  (F. w - F พ ) ^ 'ลพ
(2.64)

เม ื่อ
ล2 F(x) 

ล๙ ร ํ
พ(พ + fix-\)\~̂x\(m + fix-x)\ 4~(x-m0- fiGx)9x (1 -  0)๓ล0

\
y

m(m + f i x - 1)! 
‘“  ̂x!(w + fix-x)\

(x -  m 0 - fiGx) A  9l-' (1 -  G) m+/k-x-'
+0xA (1 -  eym+px'x~■' — (x -  me- fi9x)V 99 J

* m(m + fix-\)\ 0x_2 _ m+1k-xJ[^ -ง]-+ [âc(2 - ^)(1 -  fix)] "
~^x!( m + fix — x)! \lm0x{[- fi9)\-เพ#2 (1- พ)},

(2.65)

ล2F(x) = ^  f  A  fr” + ~ .*|1 (1 -  0 ) (x _  w 0  .ล/?ล# x=0 x! ล/? (พ + fix-x)\

y m G ^ _r-i x!1=0

/ l - ๙ )-^ - '- '( x - m« - พ  a (๓ + ^ - 1 ) !  '

+
dfi (พ + fix-x)\

+ A (1 -  6>)๓+/&- (x-m9 - fiGx)(พ + fix-x)\ dfi
x-l ท _ n\m+/3x-x-\ x-1xm9 (1-0)

x=0f x!
-  0 + (x -  mO - fiGx)

f][(พ + fix-j)
๒(1-6») + y --------tr (พ+/?x-z)

ล2 F(x) dGdfi (2.66)
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d2F(x) 
dmdd = Z

* 6 ) '- '
x=0 X!

ô /??(m + fix - 1)! 
0๓ (๓ + p x -x ) \ (1 - 0 ) m+*-x- \x - m O - p to )

(1 - 0 ) ๓' (x -  ๓ 0 -  y00r ) § -  ๓(๓ + A - l ) !ล๓ (๓ + /?)t -x ) !
+ *”(™ + /& -!); A  (1 -  0 )m+/fc-*-1 (x -  ๓ 0 -  y00t) (๓ + y®c -  x)! dm J

± 0 x- ' ( l - 0 ) m+/k- x- ' f ± . ต ..
Z — * — n  (๓ + Px -  J)

(̂ x - 2 md -  pOx) ^
"๒ (1-0)

+ ๓(x -๓ 0  -  pOx) *-1
+ z 1

(๓ + /?x -  z)

a2F(x)
dddm (2.67)

5 2F ( x)
ô/?2

y  x m 0 "
( 1 - ร ) - ' ‘ -  f i / m + A - j )dp  “

๒ (1-0)
X-I 1
§ ( ๓  + /?x -z )

y  xmdx 
x!JC=0 -*•

f l ( ๓ + p x - j )  ๒ (1 -0 )+ Z !7— Ly=T L /=1 (๓ + /fc -z )
+ (1 -  0 )" * - ' A  f j  (พ + /& - 1/)โ:๒(1 -  0 ) + 2  7— 4

5 /0  y=r L M  (/พ +  /

dp
X-

§ ( ๓  + /?X - / ) jy

^ x 2WÎ0 jr( i - 0 ) ra+A-jtf 4 ,
=  Z ------------- ----------------------n ( i H  +  / f c - y )

1๒ (1-0)1  
+ 2 ๒(1 -  0) V --------t f ( m  + 6t ï ( m  + p x - i )

X—1
- Z

1
i=i ( m + px -  i )

1
v M M ( m  + P x-k)(m  + p x - i ) j

(2.68)
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d 2F ( x ) 
dmdfi

ô2F(x) 
d m 2

k
- r=0

_a_
5๓ ๓ (1 -๙ ) '" ^  n  (๓ + A - ÿ )

๒ (1-๙) 
+ ^  1§ ( ๓  + >®c — /')

y ^vtJC=0 A:

๓เๅ [(๓ + ^ - ; )  ๒ (1-๙ )+  ^ - —
> 1  L พ  ( m  +  f i x - t ) .

+ ( 1  -  ๙ ) ' " +/&_JC— ๓ f r  ( ๓ + f i x  -  j )  ๒ (1  - ๙ ) + y  
d m  , =t  L <=|

—  (1 - ๙) m+fk-x
d m

1
M 0  + /k - j ) .jy

^  * 0 ’ (1-๙)**'*-' f +  -E — y r — n ^ + A - y )JC=0

^๒(1-๙)(1 + ๓ ๒ (1-๙))
+(1+2๓ ๒ (1-๙))y — \1 1 (m + t

»’i .  „  , , 2

t t ( m  +  f i x - i )

,=1 (๓ + /?X -  0
1

5 2F ( x)
d f i d m

„ r !x=0

v +  +  f i x -  k ) { m  +  f i x -  i )

(2.69)

A  (1 -  ร ) " ^ f t  0 »  +  J &  -  ; ) โ 1  +  m  l n ( l  -  0 ) +  m f ,  
d m  L t r  ( m  +  f i x - i )

Ofi
I c i

n ( m  +  A - y ) [ l  +  » I n ( l - S )  +  ' » | ( m  +  0 ]  J + l - t f ) -

+  ( 1 -  * r * -  £ n  ( » +  A  -  y > [ i H - -  M l  -  « > + »  § ^ L  0 Jy

f  ๒ (1-๙X 2 + ๓ ๒ (1-๙ ))
+ 2(1 + m ๒(1 -  ๙))y -------

k û x _  /ว\m+/k-x x-l
i -  ^  n o n + A - j )

/=1 (๓ + A  -  O
1

§ ( m  + /& - 0 2
+ ๓

V *
1

“ ^  ( ๓  +  f i x - k ) ( m  +  f i x - i )

(2.70)
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แทนค่าท่ีได้จากสมการ (2.49) 1 (2.53) ถึง (2.55) และ (2.65) ถึง (2.70) ลงใน 
(2.56) ถึง (2.64) จากน้ันนำค่าท่ีได้จากลมการ (2.50) ถึง (2.52) และ (2.56) ถึง (2.64) 
และค่าพารามิเตอร์เร่ิมด้นไปแทนในลมการ

0 0ง g u f à ’fio’Mo) g i z ÿ ^ f i o w )  g A ^ P o ’i^ )
-1 gl(0o,fio,”h)

0 — 00 — g2\(0oyfio*”h) gÀ O vfivM o) g2À0O’fio>”h) g 2{ôo,0 o,mo)
m g 3i{0o,Po,”h) g A eo’Po>™o) g i i f iv f iง’™ง) _g3(0Q>fiง,™ง) _

และใช้กระบวนการทำช้ําจนได้ค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีต้องการ
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