
แบบจำลองทางคณิตศาสตร์ของกระบวนการ

บทท่ี 5

M athem atics P rocess M odels

เน้ือหาในบทน้ีอธิบายถึงแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ (Mathematics Model) ของกระบวนการท่ีใช้ 

สร้างเบนโปรแกรมเลียนแบบพลวัตของกระบวนการจริง เพ่ือทดสอบตัวควบคุมฟ้ชชีแบบฐานแบบจำลอง ไล้ 

แก่ แบบจำลองการไหลของของเหลวแบบไม่เป็นเชิงเส้น ซ่ึงต้องการใช้ตัวควบคุมฟัชชีแบบฐานแบบจำลองใน 

การควบคุมระดับของของเหลว และแบบจำลองของเคร่ืองปฏิกรณ์เคมีแบบถังกวนต่อเน่ือง (Continuous 

Stirred Tank Reactor (CSTR)) ซ่ึงใช้ตัวควบคุมฟัชซีแบบฐานแบบจำลองในการควบคุมอุณหภูมิภายใน 

เคร่ืองปฏิกรณ์เพ่ือใหได้ผลิตภัณฑ์ท่ีตัองการในสภาวะท่ีเหมาะสม

5.1 แบบจำลองคณิตศาสตร์ของกระบวนการไหลของของไหลท่ีเป็นแบบไฝเชิงเส้น

(M a them atics  M ode l o f a N o n lin e a r- f lo w  T an k  fo r  L eve l C o n tro l)

การไหลของของไหลแบบไม่เป็นเชิงเส้นน้ี ใช[นการศึกษาการประยุกต์ใช้ตัวควบคุมฟัชชีแบบต่าง  ๆ

ประบวนการน้ีประกอบไปด้วยถังบรรจุของเหลวท่ีมีความหนาแน่นคงท่ี มีของไหลไหลเช้าทางด้านบนด้วย 

อัตราการไหล Fj และมีอัตราการไหลออกของของไหลด้วยอัตราการไหล Fa ซ่ึงมีค่าเปล่ียนแปลงข้ึนอยู่กับ 

ระดับความสูงของของไหลภายในถัง ดังน้ันกระบวนการน้ีเป็นกระบวนการอันดับหน่ึงท่ีไฝเป็นเชิงเส้น (First- 

order Non-linear Process) กระบวนการน้ีเป็นกระบวนการอันดับหน่ึงท่ีค่าเกน (Gain) และค่าคงท่ีเวลา 

(Time Constant) มีการเปล่ียนแปลงข้ึนกับสภาวะคงตัว ตามรูปท่ี 5.ใ-ใ

รูปท่ี 5.1-1 ลักษณะของกระบวนการของถังท่ีมีการไหลแบบไม่เป็นเชิงเส้น
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เม่ือ F0 ฅึออัตราการไหลขาออก ช่ึงมีเป็นการไหลเป็นแบบเทอร์บูเลนท์

(Turbulent Flow) ช่ึงมีค่าข้ึนกับขนาดของท่อและวาล์ว 

A ค่อพ้ืนท่ีหน้าตัดของถัง

Ft คืออัตราการไหลเข้าสู่ถังของเหลว

FiD คืออัตราการไหลของเข้าสู่ถังของเหลวท่ีเป็นตัวรบกวนกระบวนการ

โดยมีสมการสมดุลมวลสารของกระบวนการไหล เป็นสมการแบบไม่เชิงเส้น (Nonlinear Dynamic

Model)

A ?dt
+ p y[h=F, (5.ใ-ใ)

pvh โดยที P = constant (5.1-2)

จากสมการท่ี (5.ใ-!) จะเห็นได้ว่า เป็นสมการอนุพันธ์ด้ังเดิมแบบไม่เชิงเส้น (Nonlinear Ordinary 

Differential Equation) ซ่ึงไม่สามารถอินทิเกรตสมการออกมาได้โดยตรง ดังน้ันวิธีการแกไขปัญหาเพ่ือนำ 

สมการน้ัไปสร้างแบบจำลองกระบวนการสำหับสมการในลักษณะน้ีสามารถทำได้ 2 วิธีการคือ ใ.) การใช้ 

เทคนิดท่ีเรียกว่า วิธีอินทิเกรตเชิงตัวเลข (Numerical Integration) ซ่ึงยังแบ่งได้เป็นอีกหลายวิธี แต่ท่ีนิยม 

ใช้สำหรับกระบวนการเคมีน้ันจะใช้วิธีการท่ีเรียกว่าวิธีการของ ออยเลอร์ (Euler Algorihm) ซ่ึงเป็นวิธีการท่ี 

เลือกใช้ไนการจำลองกระบวนการน้ี และ วิธีการของรัน-กัตต้า อันดับที 4 (Fourth-order Runge-Kutta) 2.) 

จะใช้เทคนิคท่ีเรียกว่า การประมาณเชิงเส้น (Linearize Approximation) โดยจะประมาณว่าสมการนันเป็น 

เชิงเส้นท่ีบริเวณรอบ  ๆ สภาวะคงตัวใดๆ ดังน้ันเม่ือทำการประมาณเชิงเส้น (Linearization) สมการดังกล่าว 

รอบสภาวะคงตัวใดๆ hs เพ่ือให็ได้สมการในรูปแบบของ ตัวแปรเบียงเบน (Deviation Variables) ได้เป็น 

สมการเชิงเส้นท่ีสามารถแก้สมการดังน้ี

d l l ' . ,
x* i r + h = K * - F'

(5.1-3)

เม่ือ r p = 2Ayfïï^ เ P (5.ใ-4)

K r = 2 ^ / p (5.1-5)

โดยท่ี h' = h {t)~  h, และ F ' = Ft (/) -  /<;
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เม่ือ

h'  คือ ตัวแปรความสูงของของไหลท่ีเบ่ียงเบนไปจากสภาวะคงตัว 

F '  คือ อัตราการขาเข้าท่ีเบ่ียงเบนไปจากสภาวะคงตัว 

T p  คือ ค่าคงทีเวลา (Time Constant)

K c คือ ค่าเกนของกระบวนการ (Process Gain)

ค่าของ Tp และ K c เป็นค่าท่ีเปล่ียนแปลงไปตามอัตราการไหลเข้าท่ีสภาวะคงตัวใด  ๆ F1S

จากสมการท่ี (5.1-5)

อินทิเกรต จาก 0 ถึง (

Tvdh' = (KvF '- h ) d l

- T p d h '  = [ h ' - K vFi)di 

d h '  _  d t

In(/7' -  AipF-')j  ̂ = ~

๒(h \t)-K rF1) - \n(h\(0) - F;Kr) = - ( / r- -

เท พ - V ' '
h ’(t0) - K VF ’

( I - t 0)

r r

พ - V Ï  
h \ i  0) - k pf ;

= exp [ - ( I  -  t{ 1) /  r p]

h'(l)-KrF' = (/('((0) - exp [- ( / - / 0) / r p] 

h\ l )  = K r F1' + ( พ ) - K r F1)  exp [ - ( 7 - /0) / r p]
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เม ื ่ อ/ ; ' {(0) = 0  แ ล ะ / 0 =0 h'(t) = KrF; + (o -^ p F i')  exp [ -  ( f - 0 ) / r p]

h'(t) = KpF'(l-cxp(-t/xp))

เม ื่อ  h'(t )  =  h ( t ) - h s  จ ะ !ด ้ KO = KpFi'(l -  e\p ( - /  / Tp )) + h% (5.1-6)

เม่ือทำการเลียนแบบการไหลของถังแรงโน้มถ่วงโดยใช้วิธีการอินทิเกรตเชิงตัวเลข (N um erica l 

In te g ra tio n ) ของออยเลอร์ (Euler A lg o r ith m ) ตามสมการท่ี (5.ใ-ใ) เปรียบเทียบกับวิธีกาTlIระมาณเชิง 

เส้นสมการที(่5 .1 -6 )ให้พ้ืนท่ีหน้าตัดของถัง Â มีค่าเป็น A = 10 และค่าคงที่ P = 1 จะเห็นได้ว่า เม่ือเร่ิม 

ต้นโดยปล่อยให้ถังอยู่ในสภาวะคงตัวท่ีระดับความสูงของของเหลว h0 และอัตราการไหลของของเหลวขาเข้า 

เป็น 3.1623 หน่วย ท่ีเวลา / = 0จากน้ันเปล่ียนอัตราการไหลของของเหลวขาเข้าจาก 3.1623 หน่วย เป็น 3.3 

หน่วย เพ่ือให้กระบวนการเคล่ือนจากสภาวะคงตัวหน่ึงไปยังสภาวะคงตัวหน่ึง พบว่าค่าความสูงของระดับของ 

เหลาในถังในช่วงเร่ิมต้นของสมการท้ัง 2 น้ันใกล้เคียงถันซ่ึงแสดงให้เห็นว่าสมการของแบบจำสองท่ีประมาณ 

เชิงเส้น (L inearized  A p p ro x im a te  M ode l) (5.1-6) แสดงว่าสามารถใช้สมการของแบบจำลองท่ีไม่เชิงเส้นน้ี 

แทนสมการของแบบจำลองท่ีไม่เชิงเส้นได้ในช่วงเร่ิมต้นเท่าน้ัน แต่เม่ือเวลาผ่านไประดับความสูงท่ีได้จากแบบ 

จำลองประมาณเชิงเส้น ท่ีประมาณไว้รอบๆ /70น้ันเร่ิมเบ่ียงเบนไปจากสมการไม่เชิงเส้น (N on linea r 

D yn a m ic  M odel) ช้ีให้เห็นว่า เม่ือความสูงท่ีเปล่ียนแปลงไปจากค่าความสูงท่ีใข้ในการประมาณสมการไม่เชิง 

เป็นมากข้ึน ความแม่นยำในการใช้สมการประมาณน้ีแทนแบบจำลองของกระบวนการท่ีไม่เป็นเชิงเส้นนั้นลดลง 

จนไม ่สามารถใช้แทนได้ดังร ูป ท่ี 5.ใ-2 ดังน้ันจึงใช้สมการท่ี (5.1-1) เป็นสมการแสดงการตอบสนองของความ 

สูงของถังท่ีมีต่อการไหลขาเข้าของถังแรงโน้มถ่วงน้ี

เป้าหมายของการควบคุมกระบวนการน้ีอยู่ท่ีการพยามยามรักษาจะดับของของไหลในอยู่ในค่าฟ้า 

หมายท่ีต้องการ หรือปรับระดับของของเหลวให้เข้าสู่เป้าหมายใหม่ท่ีต้ังไว้ และการพยายามรักษาระดับของของ 

เหลวให้อยู่ท่ีค่าเป้าหมายเม่ือมีตัวรบกวนเข้ามาในกระบวนการ ซ่ึงตัวรบกวนในงานวิจัยน้ีกำหนดให้เป็น นีโดย 

การปรับอัตราการไหลขาเข้าของของไหล 1<\



H (h
ight

(cm
))
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linearize model and nonlinear dynamic model

รูปท่ี 5.1-2 แสดงความแตกต่างของการใช้แบบจำลองที่ไม่เซิงเส้น และแบบจำลองประมาณเซิงเส้น
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5.2 เคร่ืองปฎิกรณถังกวนแบบต่อเน่ือง

(M athem atics  M ode l o f a C on tinu ou s  S tir re d  T an k  R eacto r (CSTR))

เคร่ืองปฏิกรณ์แบบถังกวนแบบต่อเน่ืองเป็นอุปกรณ์พ้ืนฐานชนิดหน่ึง ท่ีพบบ่อยในอุตสาหกรรมเคมี 

ซ่ึงรูปแบบท่ีจะนำมาพิจารณาในการสร้างแบบจ่าลอง เป็นเคร่ืองปฏิกรณ์แบบถังกวนแบบตัวเน่ืองท่ีอุณหภูมิไม่ 

คงท่ี (Non-isothermal CSTR) (Seborg, 1997) ปฏิกิริยาท่ีเกิดข้ึน เป็นปฏิกิริยาคายความร้อนแบบผันกลับ 

ไม่ได (Irreversible Exothermic Reactor) ชงเปนกระบวนการทีมีความไม่เปนเชิงเสนสูง (Highly 

Nonlinear) ซ่ึงเป็นกระบวนการท่ีเหมาะสำหรับการนำไปใชในการทดสอบตัวควบคุมท่ีสร้างข้ึน

ปฏิกิริยาเคมีท่ีเกิดข้ึนในระบบ เกิดจากสารต้ังตัน A เปล่ียนไปเป็นสาร B และคายความร้อน มีค่า 

ความร้อนของปฏิกิริยา (Heat of Reaction, AH  ) โดยสมมติว่าระบบความหนาแน่นคงท่ี และไม่คิดการสูญ 

เสียความร้อนออกจากระบบ ระบายความร้อนท่ีเกิดจากปฏิกิริยาเคมีด้วยการผ่านน้ัาหล่อเย็นไหลเข้าทางขด 

ลวด (Cooling Coil) ท่ีอยูในเคร่ืองปฏิกรณ์ ให้อุณหภูมิขาเข้าเป็น Tc ปริมาตรของสารหล่อเย็นท่ีไหลวนใน 

ขดลวดนั้นคงที่ที่ V และยังสมมติให้ภายในถังกวนน้ันเกิดการผสมถันของถังกวนอย่างสมบูรณ์แบบ 

(Perfect Mix) อุณหภูมิภายในถังกวนเป็น T

หน่วยปฏิบัติการของเคร่ืองปฏิกรณ์มีลักษณะด้งแสดงในรูปท่ี 5.2-1

รูปท่ี 5.2-1 เครื่องปฏิกรณ์ถังกวนแบบต่อเนือง (Continuous Stirred Tank Reactor (CSTR))
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โดยท่ี สภาวะในการปฏิบัติการของระบบ ท่ีสภาวะคงตัวเป็นดังน้ีตารางท่ี 5.2-1

ตารางท่ี 5.2-1 สภาวะในการปฏิบัติการของระบบ เครื่องปฏิกรณ์ถังกวนแบบต่อเนื่อง ที่สภาวะคงตัว
ลำดับท่ี ตัวแปร คำอธิบาย สภาวะ หน่วย

า. 4 อัตราการไหลของสายป๋อน 100 L/min

2. Cm ความเข้มข้นของลาร A ขาเข้า 1 mol/L

3. Tf อุณหภูมิของสาร A ขาเข้า 350 K

4. V ปริมาตรของของในเครื่องปฏิกรณ์ 100 L

5. P ค่าความหนาแน่นของสารหล่อเย็น 1000 g/L

6. C p ค่าความจุความร้อนของสารหล่อเย็น 0 .2 3 9 J/g-K

7. { -A H ) ค่าความร้อนของการเกิดปฏิกิริยา 5 X104 J/mol

8. E
R ค่าพลังงานกระตุ้นต่อค่าคงที่ก๊าฃ 87 50 K

9. K สัมประสิทธี้'อัตราการเกิดปฏิกิริยา 7 .2  X 1 0 10 min'1

10. UA ค่าลัมประสิทธึ๋การถ่ายเทความร้อนรวม 5 X 104 J/min-K

11. Tç อุณหภูมิ1ของนํ้าหล่อเย็น 300 K

12. C A ความเข้มข้นของสาร A ขาออก 0 .5 mol/L

13. T อุณหภูมิของสารขาออก 350 K

แบบจำลองทางคณิตสาสตร์ท่ีใซ้ในการอธิบายระบบประกอบไปด้วย สมการสมดุลมวลสาร เป็น

(\ \  = y ( CM - C A) - * „ e x p l - RT
(5.2-1)

และสมการสมด ุลพ ล ังงาน สามารถ เข ียน ได ้ด ังน ี้

-  '/■) +
(1 AH)

Pr r A" cxp(~ k7 )( 'a
U  A

( ï ’c - T ) (5.2-2)

เป ้าหมายของการควบค ุมค ือ  ตองการควบค ุมอ ุณ ห ภ ูม ีฃ องข องเห ลวภายใน เคร ื่องปฏ ิกรณ ์ 7' โดย !ช  

การปร ับอ ุณ ห ภ ูม ิของสารหล ่อ เย ็น  7'1. จากสภาวะคงต ัว ตามตารางท ี่ 5.2-1 เม ื่อ  ท ่าก ารเป ล ี่ยน แป ลงอ ุณ ห ภ ูม ิ 

ข องสารหล ่อเย ็น  / ; .  แบ บส เต ิพ  (Step C hange) จาก สภ าวะค งต ัวน ี้!ป  อ ีก + /- 5 K เพ ื่อด ูการตอบสน อง 

แบ บ ไม ่ม ีต ัวค วบ ค ุม  (O pen-Loop Respond) ได ้ผลด ังแสดงใน ร ูปท ี่ 5.2-2
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Open-loop response for change in Tc

เม่ือต้องการทดสอบกรณีท่ีระบบมีตัวรบกวนน้ัน กำหนดให้อุณหภูมิขาเข้'' Tf มีการเปล่ียนแปลง 

แบบสเต็พ (Step Change) จากสภาวะคงตัวน้ีไป +/- ใ0% เพ่ือดูการตอบสนองของกระบวนการท่ีไฝมีตัว 

ควบคุม (Open-Loop Respond) ไดผลดังแสดงในรูปท 5.2-3

รูปท่ี 5.2-3 การตอบสนองของระบบถังกวนต่อเน่ืองเม่ืออุณหภูมิ Tf เปลยนแปลง +/- 10% (Open-Loop)
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จากรูปท่ี 5.2-2 และ รูปท่ี 5.2-3 จะเห็นได้ว่ากระบวนการของเคร่ืองปฏิกรณ์ถังกวนแบบต่อเน่ืองน้ัน 

มีการเปล่ียนแปลงอย่างรวดเร็ดเร็วเม่ือค่าพารามิเตอร์ต่างๆ เปล่ียนแปลงไปเพียงเล็กน้อย และในกรณีท่ี 

อุณหภูมิของสารหล่อเย็นมีการเปล่ียนแปลงเพ่ิมข้ึน 5 K จะเห็นว่ามีผลทำให้อุณหภูมิภายในเคร่ืองปฏิกรณ์มี 

การเปล่ียนแปลงอยู่ในช่วง 355-495 K โดยประมาณ ซ่ึงนับเป็นการเปล่ียนแปลงท่ีมากเม่ือเทียบกับสภาวะท่ี 

ต้องการปฏิบัติการ (Operating Condition) แสดงให้เห็นถึงความไม่เสถียรและการเปล่ียนแปลงท่ีรวดเร็ว 

ของกระบวนการอยู่ตลอดเวลา ในขณะท่ีการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิของสารหล่อเย็นลดลงไป 5 K น้ันมีผลทำ 

ให้อุณหภูมิภายในของเคร่ืองปฏิกรณ์เปล่ียนแปลงไป 30 K โดยประมาณซ่ึงนับเป็นการเปล่ียนแปลงท่ีมากเช่น 

เดียวถัน การเปล่ียนแปลงของอุณหภูมิภายในกคร่ืองปฏิกรณ์น้ีส่งผลต่อความเข้มข้นของสาร A  ท่ีอยู่ภายใน 

เคร่ืองปฏิกรณ์และความเข้มข้นของผลิตภัณฑ์ท่ีได้ด้วย

สำหรับรูปท่ี 5.2-3 น้ันเม่ืออุณหภูมิขาเข้าสาร A  มิการเปล่ียนแปลงไป +/-10% จะเห็นว่าการเปล่ียน 

แปลงในลักษณะน้ีส่งผลให้อุณหภูมิภายในกคร่ืองปฏิกรณ์มีการเปล่ียนแปลงมากเช่นเดียวถัน กล่าวคือเม่ือ 

อุณหภูมิขาเข้าของสาร A  (7กุ) มีการเปล่ียนแปลงเพ่ิมข้ึน 10 K ส่งผลให้อุณหภูมิในเคร่ืองปฏิกรณ์เปล่ีย,น 

แปลงไปจาก 350 K เป็น 460 K ภายในเวลา 1 นาที อันเน่ืองมาจากปฏิกิริยาท่ีเกิดข้ึนน้ันเป็นปฏิกิริยาคาย 

ความร้อนอย่างสูง และเม่ืออุณหภูมิขาเข้าของสาร A  ( r f ) มีการเปล่ียนแปลงลดลง 10 K ส่งผลให้อุณหภูมิ 

ในเคร่ืองปฏิกรณ์เปล่ียนแปลงไปจาก 350 K เป็น 310 K โดยประมาณ ภายในเวลา 1 นาทีเช่นเดียวถัน

จะสังเกตได้ว่าการเปล่ียนแปลงของอุณหภูมิในทิศทางท่ีเพ่ิมข้ึนน้ันส่งผลให้เกิดการเปล่ียนแปลงของ 

การะบวนการท่ีรุนแรงมากกว่าการเปล่ียนแปลงของอุณหภูมิในในทิศทางท่ีลดลง

5.3 บทสรุป

ในบทน้ีเป็นการอธิบายแบบจำลองทางคณิตศาสตร์และการตอบสนองของกระบวนการท่ีใชเนงาน 

วิจัย ซ่ึงได้แก่กระบวนการไหลของของเหลวแบบไม่เชิงเส้น และ กระบวนการของเคริองปฏิกรณ์ถังกวนแบบ 

ต่อเน่ือง จะเห็นได้ว่ากระบวนการของเคร่ืองปกิกรณ์แบบถังกวนต่อเน่ืองนันมีความไม่เป็นเชิงเส้น และมีการ 

เปล่ียนแปลงของกระบวนกไรท่ีมากกว่า กระบวนการไหลแบบไม่เป็นเชิงเส้น โนงานวิจัยนีจึงเริมต้นโดยการ 

ทดสอบการจำลองและการควบคุมจากกระบวนการไหลแบบไม่เป็นเชิงเส้นก่อน แล้วจึงพัฒนาไปสู่การจำลอง 

แบะการควบคุมของกระบวนการของเคร่ืองปฏิกรณ์แบบถังกวนต่อเน่ือง โดยโซ้แบบจ่าลองทางคณิตศาสตร์ 

ทง 2 น้ีไปใช้สร้างโปรแกรมเลียนแบบ เพ่ือใช้เป็นค่าอินพุท และเอาทีพุทของกระบวนการ และนำค่าอินพุท 

และเอาท์พุทน้ี!ปใชโนการสร้างแบบจ่าลองฟ้ชชี เพ่ือใช้ควบคุมกระบวนการน้ีด้วย
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