
บททิ 2

การปรับปรุงวิธีไฟไนต์อีณีมนต์ท่ีใช้ความเข้มสนามแม่เหล็กไฟฟ้าตามขวาง

ความนำ
วิธีไฟไนต์อีณีมนต์เป็นระเบียบวิธีเชิงตัวเลขหรือวิธีการหาคำตอบโดยประมาณท่ีมีประสิทธิภาพในการ 

วิเคราะห์คำคุณลักษณะการแพร่กระจาย (propagation characteristic) ของท่อนำคล่ืน โดยเหตุผลจากโครง 
สร้างของท่อนำคล่ืนท่ีมีรูปร่างไม่เจาะจงและมีความหลากหลายของท่อนำคล่ืน เช่น ท่อนำคล่ืนท่ีมีตัวกลางไม่ 
เอกพันธุหรือตัวกลางแอนไอโซทรอปีก เป็นต้น ในโครงสร้างของท่อนำคล่ืนท่ีมีความซับช้อนแบบน้ี การ 
วิเคราะห์โดยใช้ระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห์หรือระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบอ่ืนจะกระทำได้ยากและยังมีฃ้อจำกัด คำ 
คุณลักษณะการแพร่กระจายเป็นพารามิเตอร์ท่ีสำคัญท่ีใช้ในการออกแบบท่อนำคล่ืนท่ีใช้งานย่านความถ่ี 
ไมโครเวฟ ในบทน้ีกล่าวถึงการปรับปรุงวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ความเข้มสนามแม่เหล็กไฟฟ้าตามขวาง
ประกอบด้วยส่วนต่าง ๆ สามส่วน คือ ส่วนท่ีหน่ึงคือการแสดงสมการพ้ืนฐานของการวิเคราะห์ท่อนำคล่ืน ส่วน 
ท่ีสองคือการแสดงวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีมีนิพจน์แปรผันในพจน์ของความเข้มสนามไฟฟ้าตามขวางและความ 
เข้มสนามแม่เหล็กตามขวางและการปรับปรุงฟังก์ชันรูปร่างโดยใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบ และส่วนท่ีสาม 
คือการแสดงผลการเปรียบเทียบความแม่นของวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีนำเสนอ ในกรณีตัวอย่างของท่อนำคล่ืน 
คือ ท่อนำคล่ืนกลวงท่ีมีภาคตัดขวางรูปวงกลมและท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วยวัสดุไดอิเล็กทริก

สมการพ้ืนฐานของการวิเคราะห์ท่อนำคล่ืน

รูปท่ี 2.1 ภาคตัดขวางของท่อนำคล่ืนรูปร่างไม่เจาะจงและมีความเป็นเอกรูป (uniform) ตลอดแนวแกน Z
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สนามแม่เหล็กไฟฟ้าฮาร์มอนิกเชิงเวลา (time harmonic electromagnetic field) ทีเกิดขนภายใน 
ท่อนำคล่ืนท่ีไม่มีแหล่งกำเนิด (sourcefree) และมีความเป็นเอกรูปของโครงสร้างตลอดแนวแกน Z ดังรูปท่ี
2.1 โดยตัวกลางภายในท่อนำคล่ืนมีคุณสมบัติเป็นตัวกลางแอนไอโซทรอปิกท่ีไม่มีการสูญเสียจะต้องสอด 
คล้องกับสมการของแมกช์เวลส์ในโดเมนความถ่ี ดังน้ี

VxE =  - j m i / J . ] - H  (2.1)
VxH = j a > [ £ ] -  E (2.2)

E และ H คือ ความเข้มสนามไฟฟ้าและความเข้มสนามแม่เหล็กในรูปของเวกเตอร์ 
[JU] และ[£•] คือ เทนเชอร์ความชาบชึมได้และเทนเชอร์สภาพยอมในรูปของเฮอร์มิเซียน 
C O  คือ ความถ่ีเชิงมุมของคล่ืน

เทนเซอร์ความชาบชึมได้และเทนเชอร์สภาพยอมในรูปของเฮอร์มิเซียนสามารถแสดงไดในรูปของเมทริกช์ 
ขนาด3X3ได้ดังน้ี

[ฬ  = [/*«] [ ฟ ุ

[£] = [ ฟ ุ [ « ก , ะ ][ ฟ ุ [ ฟ ุ

(2.3)

(2.4)

โดยท่ีดรรชนีล่าง t t , t z , z t w .  ละ ZZ แสดงขนาดเมทริกช์ย่อยท่ีมีฃนาด 2x2,2x1,1x2 และ 1x1 ตามล่าดับ 
เม่ือแยกองค์ประกอบของความเข้มสนามไฟฟ้า,ความเข้มสนามแม่เหล็กและตัวดำเนินการเดล 

(V) เป็นสององค์ประกอบ คือ องค์ประกอบในแนวตามขวางและองค์ประกอบในแนวตามแกนตามทิศทางการ 
เคล่ือนท่ีของคล่ืน (แนวแกน Z )แล้วสนามแม่เหล็กไฟฟ้าในท่อนำคล่ืนเม่ือพิจารณาตัวกลางท่ีไม่มีการสูญเสีย 
สามารถแสดงได้ดังน้ี

E = (E1+ E . a . ) e x p ( —j / 3z )  (2.5)
H = (H, + H . a .  ) e x p { — j f i z )  (2.6)
V = V ,+ J a ,

v ' = â av + | a v
(2.7)
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ในท่ีน้ี E, และ H, คือองค์ประกอบของความเข้มสนามไฟฟ้าและความเข้มสนามแม่เหล็กในแนวขวางตาม 
ลำดับ 1 E .  และ//.คือความเข้มสนามไฟฟ้าและความเข้มสนามแม่เหล็กในแนวตามแกนตามลำดับ, 
a 1., a 1. และa. คือเวกเตอร์หน่วยในทิศทางแกนX1 y  และZ ตามลำดับ V, คือตัวดำเนินการเดลในแนวตาม 
ขวาง P  คือค่าคงตัวเฟส เม่ือแทนความสัมพันธ์ตามสมการ (2.5) ถึง (2.7) ลงในสมการ (2.1) และสมการ
(2.2) ผลคือ

+Û)[ju,.]-H:a: -ÿ(V , x £ _ a . ) - / ? ( a _  xE,  ) = 0 (2.8a)
Û ) [ s „ ] - E ,  + C 0 [ร, ; ]  £_.a_- +  ÿ ( V , x / / . a . )  + /?(ar x H , )  = 0 (2.8b)

โดยท่ีความเข้มสนามไฟฟ้าและความเข้มสนามแม่เหล็กในแนวตามแกน Z แสดงในรูปองค์ประกอบของสนาม
ไเนแนวตามขวางดังนิ

E - a . =  ---------- ('V , XH, - j û ) [ e : . ]-E.) (2.9a)
j a > [ £ = ]

น - ช i -  = ----------(V,xE,+ÿ<y[//r,]-H ,) (2.9b)

ในการหาคำตอบของสมการ (2.8a) , (2.8b) 1 (2.9a) และ (2.9b) ภายในท่อน่าคล่ืนจำเป็นต้องทราบ 
เง่ือนไขขอบเขต มีอยู่ 3 ลักษณะ คือ เง่ือนไขขอบเขตระหว่างตัวกลางสองชนิด, เง่ือนไขขอบเขตท่ีตัวนำไฟฟ้า 
สมบูรณ์และเง่ือนไขขอบเขตท่ีตัวนำแม่เหล็กสมบูรณ์ ดังรูปท่ี 2.2

E, 2

ตัวทลาง!

(ก) (ข) (ค)
รูปท่ี 2.2 เง่ือนไขขอบเขต (ก) เง่ือนไขขอบเขตระหว่างตัวกลางสองชนิด 

(ข) เง่ือนไขขอบเขตท่ีตัวน่าไฟฟ้าสมบูรณ์ (ค) เง่ือนไขขอบเขตท่ีตัวน่าแม่เหล็กสมบูรณ์

.

ศวกลบ\
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เง่ือนไขขอบเขตระหว่างตัวกลางสองชนิด คือ ตัวกลางท่ี 1 และ ตัวกลางท่ี 2 คือ

a . ' ( n x E , ) |  = a . - ( n x E , ) , (2.10a)
a . - ( £ . a . ) |  =  a . - ( £ . a . ) 2 (2.10b)
a . - ( n x H , ) |  = a . - ( n x H , ) 2 (2.10c)
a . - ( / / . a . ) i  = a . - (H.a.  )2 (2.10d)

เง่ือนไขขอบเขตท่ีตัวน่าไฟฟ้าสมบูรณ์ คือ

a. - (nxE, )  = 0 
a. - (E.a. ) = 0 (2.11)

เง่ือนไขขอบเขตท่ีตัวน่าแม่เหล็กสมบูรณ์ คือ

a. ( n x H , )ะ=0 
a. - ( / / .a .  ) = 0 (2.12)

เม่ือ ท คือ เวกเตอร์หน่วยท่ีต้ังฉากกับผิวของเง่ือนไขขอบเขต

นิพจน์แปรผันในพจน์ของความเข้มสนามไฟฟ้าตามขวางและความเข้มสนามแม่เหล็กตามขวาง
วิธีไฟไนต์อีลีเมนต์เป็นวิธีท่ีประมาณคำตอบของปัญหาค่าขอบเขต (boundary-value problem) ท่ีมี 

สมการเป็นสมการเชิงอนุพันธ์ (differential equation) และมีเง่ือนไขขอบเขต โดยการแทนโดเมนท่ีต่อเน่ือง 
ท้ังหมดของปัญหาท่ีพิจารณาด้วยการแบ่งเป็นโดเมนย่อย (subdomains) โดเมนย่อยจะเป็น เส้น พ้ืนท่ี หรือ 
ปริมาตรข้ึนอยู่กับปัญหาท่ีพิจารณาเป็นหน่ึงมิติ สองมิติหรือสามมิติ ซ่ึงในแต่ละโดเมนย่อยหรือท่ีเรียกว่า อีลี 
เมนต์ (element) คำตอบโดยประมาณภายในแต่ละอีลีเมนต์จะถูกสร้างข้ึนด้วยฟังก์ชันรูปง่าย อาทิเช่น 
ฟังก์ชันพหุนาม (polynomial function) หรือท่ีเรียกว่า ฟังก์ชันทดลอง (trial function) ท่ีประกอบด้วย 
ฟังก์ชันรูปร่างหรืออาจจะเรียกว่าฟังก์ชันเบชิส (basis function) กับตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของแต่ละอีลีเมนต์ 
การหาคำตอบโดยประมาณของปัญหาค่าขอบเขตจึงเป็นการหาค่าของตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าจำนวนหน่ึงท่ีเป็น 
จำนวนจำกัด การหาค่าของตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าสามารถใช้วิธีแปรผัน (variational method) ซ่ึงยังผลให้ 
สามารถแสดงปัญหาในรูปของสมการระบบ (system of linear equations) เม่ือหาคำตอบของสมการระบบก็ 
จะได้คำตอบของตัวแปรท่ีไม่ทราบค่า
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การหาผลเฉลยของโมดเจาะจงในท่อนำคลื่นที่สอดคล้องกับสมการ (2.8a) และ (2.8๖) สามารถหาได้

จากการพิจารณาจุดนิ่ง (stationary point) ของนิพจน์แปรผันของค่าคงตัวเฟสซึ่งอยู่ในรูปขององค์ประกอบ

ความเข้มสนามแม่เหล็กไฟฟ้าตามขวาง (Angkaew et a l, 1987) ดังนี้

p (  E,,H,) = jp----- ------- (2.13)
I> (E ,,H ()

เม่ือ
A (E,,H,) = Jj[E* -C0[£ 11 ]-E, +H*

e
-----(V, xE, + j û ) [ / J : t ] - H,)* -(V, xE, + j û ) [ / u . l ] - H l ) (2.14)

m n - A
— ----(V, xH, — jCO[£ . 1 ]-E, )* -(V, xH, - j C O [ £ :1} -E, ) ] dxdy

COl£~ ]

B ( E ,  ,H, ) = JJ[a. -(E* xH, -H* xE, ) ] d x d y  (2.15)
e

ในท่ีน้ี I  คือ การรวมปริมาณจากทุก ๆ อีลีเมนต์ท่ีมีอยู่ท้ังหมดบนภาคตัดขวางของท่อนำคล่ืนต้ังแต่อีลีฒนต์ ๙=!
หมายเลขท่ี 1 ถึงอีลีเมนต์หมายเลขท่ี เท 1 JJ dxdy หมายถึง การหาปริพันธ์ (integrate) บนโดเมนของแต่ละ

๙
อีลีเมนต์และสัญลักษณ์* คือ ลังยุคเชิงช้อน

ฟังก์ชันทดลองของความเข้มสนามไฟฟ้าตามขวางและความเข้มสนามแม่เหล็กตามขวางท่ีจะแทนใน 
สมการ (2.13) จะต้องสอดคล้องกับเง่ือนไขขอบเขต ดังน้ี

a.-(nxE, ) = เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเน่ืองตรงรอยต่อระหว่างอีลีเมนต์ (2.16a)
a. -(nxH, ) = เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเน่ืองตรงรอยต่อระหว่างอีลีเมนต์ (2.16๖)
a. -(nxE, ) = 0 ตรงรอยต่อระหว่างอีลีเมนต์กับตัวนำไฟฟ้าสมบูรณ์ (2.16c)
a. -(nxH, ) = 0 ตรงรอยต่อระหว่างอีลีเมนต์กับตัวนำแม่เหล็กสมบูรณ์ (2.16d)

ฟังก์ชันทดลองของความเข้มสนามไฟฟ้าตามขวางและความเข้มสนามแม่เหล็กตามขวางในแต่ละอีลี 
เมนต์สามารถแสดงให้อยู่ในรูปของฟังก์ชันรูปร่างและตัวแปรท่ีไม่ทราบค่า ดังน้ี
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E, = IN ,„U ,J^ , (2.17a)

H, = I N  J x , y ) y / 1 (2.17b)

ในท่ีน้ี M  คือจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าต่อหน่ึงอีลีเมนต์, N„,น ,y) คือฟังก์ชันรูปร่าง, ,̂,,และ ,̂,,คือตัว 
แปรท่ีไม่ทราบค่าของความเข้มสนามไฟฟ้าตามขวางและความเข้มสนามแม่เหล็กตามขวางในอีลีเมนต์ตาม 
ลำดับ

เม่ือแทนฟังก์ชันทดลองของแต่ละอีลีเมนต์ตามสมการ (2.17a) และ (2.17b) ลงในสมการ (2.14) 
และสมการ (2.15) แล้วจากน้ันก็หาปริพันธ์ในพจน์ของ A ( E ,  ,H, ) และ 5(E, ,H, ) ตามลำดับผลท่ีได้คือ

ในท่ีน้ี ดรรชนีบน T  คือ ตัวดำเนินการสลับเปล่ียน (transpose operator), {£} คือ เวกเตอร์แนวต้ัง 
(column vector) ท่ีประกอบด้วยตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าในแต่ละอีลีเมนต์ [P]c, และ [Q ] e คือ เมทริกช 
จัตุรัส'ขนาด ( 2 M X 2 M )  ท่ีประกอบด้วยค่าสภาพยอม,ความชาบชึมได้และฟังก์ชันรูปร่างของแต่ละอีลีฒนต์ 
เม่ือรวมฬและ5 ของทุกอีลีเมนต์บนภาคตัดขวางของท่อนำคล่ืนและพิจารณาเง่ือนไขขอบเขตตามสมการ 
(2.16a) ถึง (2.16(d) แล้วนิพจน์แปรผันตามสมการ (2.13) ก็สามารถแสดงได้ในรูปของเมทริกช์ ดังน้ี

ในท่ีน้ี {£} คือ เวกเตอร์แนวต้ังท่ีประกอบด้วยตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของความเข้มสนามไฟฟ้าและความเข้ม 
สนามแม่เหล็กบนภาคตัดขวางของท่อนำคล่ืน เมทริกช์ [ P ]  คือเมทริกช์รูป'ของเฮอร์มิเซียน เมทริกช์ [Q ] 
คือเมทริกช์สมมาตรจำนวนจริงและเป็นแบบเอกฐาน (singular)

เม่ือพิจารณาจุดน่ึงของนิพจน์แปรผันของค่าคงตัวเฟสตามสมการ (2.19) แล้ว ผลท่ีได้คือปัญหาค่า

A =  { ๙ / [ ท { ๙  
B = { ๙ / [< 2 น ๙ (2.18b)

(2.18a)

{๙ '[/> ]{£ } (2.19)

(2.20)

เจาะจงท่ีมีสมการ ดังน้ี

[ Q m  = p [ p m (2.21)
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เม่ือหาผลเฉลยของปัญหาค่าเจาะจงของสมการ (2.21) แล้วจะ’ทราบค่าคงตัวเฟส (/?) และเวกเตอร์ 
เจาะ จงโดยเวกเตอร์เจาะจงน้ี สามารถนำไปใช้หาสนามแม่เหล็กไฟฟ้าในท่อนำคล่ืนได้

ฟังก์ชันรูปร่างเวกเตอร์เช้งเส้น
ฟังก์ชันรูปร่างเวกเตอร์เชิงเส้นท่ีเสนอโดย Angkaew et ฟ. (1987) เพ่ือสร้างฟังก์ชันทดลองของ 

ความเข้มสนามไฟฟ้าตามขวางและความเข้มสนามแม่เหล็กตามขวางในแต่ละอีลีเมนต์มีท้ังหมด 6 ตัวแปรต่อ 
หน่ึงอีลีเมนต์ดังความสัมพันธ์ต่อไปน้ี

E, = £ N m {x,y)(j)m (2.22a)
m—1

H, = ^ N ,(x ,ท ่^  (2.22b)m=\

ในท่ีน้ี Nm(x,>0 คือฟังก์ชันรูปร่างเวกเตอร์เชิงเส้น (linear vector shape function) ซึงฟังก์ชันรูปร่างนี 
เขียนในรูปของฟังก์ชันรูปร่างสเกลาร์และมีทิศทางของเวกเตอร์หน่วยในทิศต้ังฉากกับอีลีเมนต์ ดังรูปท่ี 2.3

y

3

♦ -
Z X

รูปท่ี 2.3 อีลีเมนต์รูปสามเหล่ียมและพิกัดโนด

จากอีลีเมนต์รูปสามเหล่ียมประกอบด้วยโนด (node) ลำดับท่ีหน่ึง, สอง และสามโดยเรียงลำดับใน 
ทิศทางหมุนทวนเข็มนาพิกา มีตำแหน่งพิกัดน,,>'1), (*2,>'2) และ (*3,>'3) ตามลำดับ กำหนด'ให้เ'วก 
เตอร์หน่วยต้ังฉากท่ีแต่ละด้านของอีลีเมนต์รูปสามเหล่ียม เป็น ท12, ท23 และ ท31 ซ่ึงสอดคล้องกับด้านท่ี 
หน่ึง, สอง และสามโดยมีโนดท่ีตำแหน่งปลายของด้านเป็นโนด 1 - 2 , โนด 2 -3  และโนด 3-1 ตาม 
ลำดับ ฟังก์ชันรูปร่างแบบเวกเตอร์เชิงเส้นน้ีเขียนได้ดังน้ี
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N

N

N,

n น
a, •(ท*, Xท/, ) U = 1,2,3) (2.23a)

ท*,
a.- ■ (ท,;,' x ท*,) (z = 1,2,3) (2.23b)

■ 1y k ~ x ky j ) + { y j  - y k ) x  +  { x k - X j ) y (2.23c)
1 y  2 + x 2y j  + x 3y t x 2y  1 - x 3y 2 - X ,  y 3

โดยท่ี Z 1 j  และ k มีการลำดับแบบโมดุโล 3 

ฟ้งก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบ
ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเป็นฟังก์ชันรูปร่างท่ีเสนอโดย Bossavit (1988) ฟังก์ชันรูปร่างน้ีมี 

ลักษณะท่ีสำคัญคือมีการกำหนดให้ตัวแปรท่ี,ไม่ทราบค่าของสนามอยู่ท่ีตำแหน่งขอบบนแต่ละด้านของอีลีเมนต์ 
และเป็นเวกเตอร์ท่ีหมุนวนและมีทิศทางสัมผัสแต่ละด้านของอีลีเมนต์ ด้วยเหตุน้ีจึงทำให้มีความสะดวกในการ 
กำหนดเง่ือนไขขอบเขต นอกจากน้ีฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบยังมีคุณสมบัติปลอดไดเวอร์เจนช์ (divergence 
free) ซ่ึงจะทำให้ไม่เกิดผลเฉลยปลอมเทียม วิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบอันดับต่ําสุด 
วิเคราะห์ปัญหาท่อน่าคล่ืนจะมีความถูกต้องของผลเฉลยจำกัดท่ีค่าหน่ึง ๆ ดังน้ันในปัจจุบันวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ 
ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบอันดับสูงจึงได้มีการพัฒนาข้ึนเพ่ือความถูกต้องผลเฉลย มีการนำเสนอหลายรูป 
แบบ เช่น งานวิจัยของ Lee, รนท and Cendes (1991) และงานวิจัยของ Cendes (1991) เป็นต้น 

ข้อเด่นของฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบน้ีกล่าวโดยสรุป (Lee et ฟ., 1991) คือ
1. สามารถทำให้ฟังก์ชันทดลองของความเข้มสนามไฟฟ้าหรือความเข้มสนามเฌ่เหล็กมีความต่อเน่ึอง 

ท่ีขอบของอีลีเมนต์ได้สะดวก
2. มีความต่อเน่ืองของความหนาแน่นฟสักช[นแนวต้ังฉากกับด้านของอีลีเมนต์ โดยไม่ต้องกำหนด 

เง่ือนไขขอบเขตเพ่ิมเติม
3. การกำหนดเง่ือนไขขอบเขตของความเข้มสนามเม่เหล็กไฟฟ้าบนผนังท่อน่าคล่ืนสามารถกระทำได้

โดยง่าย
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y

>
X

รูปท่ี 2.4 อีลีเมนต์รูปสามเหล่ียมมีตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามบนตำแหน่งขอบท้ัง 3 ด้าน 

ฟ้งก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ี
ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ี (Jin, 1993) เป็นสมการรูปของเวกเตอร์อันดับต่ําสุด (lowest 

order) หรืออาจจะเรียกว่า อีลีเมนต์วิตนีส (Whitney elements) โดยกำหนดให้องค์ประกอบของความเข้ม 
สนามไฟฟ้าตามขวางหรือความเข้มสนามแม่เหล็กตามขวางอยู่ ณ ตำแหน่งขอบของสามเหล่ียมและในแนว 
สัมผัสกับด้านสามเหล่ียมหมุนวนเป็นรอบ ไม่มีองค์ประกอบของสนามแนวต้ังฉากกับด้านสามเหล่ียมดังรูปท่ี
2.4 ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ีมีความต่อเน่ืองของเง่ือนไขขอบเขตระหว่างตัวกลางท่ีอยู่ตัดกันในแนว 
สัมผัสแต่ไม่มีความต่อเน่ืองขององค์ประกอบสนามในแนวต้ังฉาก มีสมการดังน้ี

N| = (L,VL2 -L 2VL, )/1 (2.24a)
N 2 = (L2VL3 — Z,3VZ,2 )/2 (2.24b)
N3 = (Z,3V L ,-L ,V I3)/3 (2.24c)

เม่ือ /,, /2และ /3 แทนความยาวของด้านท่ีโนด1 - 2 , โนด2 - 3  และโนด3 - 1 ตามลำดับ Z., 1L2 และ13 
คือ พิกัดเชิงพืนที (area coordinates) จาก Silvester and Ferrari (1991) ซึงสามารถแสดงได้ดังน

A 1 6| c, 1

a2 4  c, A'กัป 2 4 «3 4  c3 y

(2.25)
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t>k = y, - y m
ak =x /ym ~~ x my I (2.26a)

(2.26b)
(2.26c)

โดยท่ี จะเป็นการเรียงลำดับแบบโมดุโล 3 พิกัด น , ,>'1), (x2,y2) และ น 3 ,y3) คือ'พิกัด'ของ
โนด1, 2 และ 3ของอีลีฌนต์รูปสามเหล่ียมตามลำดับ ฬ๙คือพ้ืนท่ีของอีลีเมนต์รูปสามเหล่ียมสามารถหาได้ 
จากการหาดีเทอร์มิแนนต์ของพิกัดท่ีโนดท้ังสามของอีลีเมนต์รูปสามเหล่ียม ดังน้ี

ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ีบนแต่ละด้านของอีลีเมนต์ตามสมการ (2.24a), (2.24b) และ (2.24c) 
น้ีเป็นสมการเวกเตอร์ 2 มิติท่ีเปล่ียนแปลงตามพิกัด (x ,y )  ภายในบริเวณอีลีเมนต์ด้งรูปท่ี 2.5 เม่ือพิจารณา 
ฟังก์ชันรูปร่าง N, โดยกำหนดให้ t , , t2 และ t 3 คือเวกเตอร์หน่วยในแนวสัมผัสกับด้านท่ีโนด1 - 2 , โนด 
2 -3  และโนด3-1 ตามลำดับ การหาผลคูณจุดของ N,-t,  จะได้ขนาดท่ีคงท่ีตลอดแนวสัมผัสด้านท่ีโนด 
1-2  คือ N, -t, =1 ส่วนด้านท่ีโนด2 -3  ค่าของ N, - t 2 =0 และด้านท่ีโนด3-1 ค่าของ N, -t3 =0 
เวกเตอร์จะต้ังฉากกับด้านไม่มีเวกเตอร์ในแนวสัมผัสท่ีด้านจึงกล่าวได้ว่าฟังก์ชันรูปร่าง N1 จะมีเวกเตอร์ใน 
แนวสัมผัสเพียงด้านเดียวและสองด้านท่ีเหลือเวกเตอร์จะต้ังฉากกับทุก ๆ จุดบนด้าน จึงเรียกฟังก์ชันรูปร่างน้ี 
ว่าอีลืเมนต์ขอบคงท่ี การพิจารณาฟังก์ชันรูปร่าง N2 และฟังก์ชันรูปร่ไง N3 จะมีลักษณะท่ีเหมือนกับฟังก์ชัน 
รูปร่าง N; ดังท่ีกล่าวมาข้างต้น

เม่ือใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลืเมนต์ขอบคงท่ีแล้ว ฟังก์ชันทดลองของความเข้มสนามไฟฟ้าตามขวางและ 
ฟังก์ชันทดลองของความเข้มสนามแม่เหล็กตามขวาง สามารถแสดงได้ดังน้ี

ในท่ีน้ี </)„„ และ if/,111 คือตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของความเข้มสนามไฟฟ้าตามขวางและความเข้มสนามแม่เหล็ก 
ตามขวางท่ีตำแหน่งขอบของอีลีเมนต์รูปสามเหล่ียมตามลำดับ

1 *1 y  1
Ae = 0.51 x2 y  2

1 x3 y 3
(2.27)

E, = S n ,„ (x,y)<film (2.28a)

H, = (2.28b)
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3

(ข) ฟังก์ชันรูปร่าง N2

รูปท่ี 2.5 ฟังก์ชันรูปร่างอีลีฌนต์ฃอบคงท่ีในแนวสัมผัสบนแต่ละด้านของอีลีเมนต์รูปสามเหล่ียม (ก) ฟังก์ชันรูปร่าง N, (ข) ฟังก์ชันรูปร่าง N2 (ค) ฟังก์ชันรูปร่าง Nj
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ก า ร ก ำ ห น ด เง ื่อ น ไ ข ข อ บ เข ต ร ะ ห ว ่า ง อ ีล ีเ ม น ต ์ ม ีล ัก ษ ณ ะ ท ี่ส ำ ค ัญ ค ือ ส น า ม ต ้อ ง ม ีค ว า ม ต ่อ เ น ื่อ ง ใ น แ น ว  

ส ัม ผ ัส  ต ัว อ ย ่า ง เช ่น  ร ะ ห ว ่า ง อ ีล ีเม น ต ์'ท ี่ 1 แ ล ะ  2  ด ัง ร ูป ท ี่ 2 .6  โ ด ย ร ะ ห ว ่า ง ร อ ย ต ่อ ข อ ง อ ีล ีเ ม น ต ์ค ว า ม เข ้ม  

ส น า ม ใ น แ น ว ส ัม ผ ัส ต ้อ ง ม ีค ว า ม ต ่อ เ น ื่อ ง ก ัน  แ ล ะ บ น ห น ึ่ง ด ้า น ข อ ง อ ีล ีเ ม น ต ์จ ะ ม ีค ว า ม เข ้ม ส น า ม ใ น แ น ว ส ัม ผ ัส ร ่ว ม  

ก ัน ม ีเพ ีย ง เ ว ก เต อ ร ์เ ด ีย ว แ ล ะ ม ีต ัว แ ป ร ท ี่ไ ม ่ท ร า บ ค ่า ข อ ง ส น า ม เพ ีย ง ห น ึ่ง ค ่า เท ่า น ั้น  ก ล ่า ว ค ือ ร ะ ห ว ่า ง โ น ด  3 แ ล ะ  

โ น ด  1 ข อ ง อ ีล ีเ ม น ต ์ 1 แ ล ะ  2 ท ิศ ท า ง เว ก เต อ ร ์ต ร ง ก ัน ข ้า ม ก ัน  ด ัง น ั้น เ ว ก เ ต อ ร ์แ น ว ส ัม ผ ัส ร ะ ห ว ่า ง โ น ด  3 แ ล ะ  

โ น ด  1 จ ึง ต ้อ ง ก ำ ห น ด ท ิศ ท า ง ข อ ง เว ก เ ต อ ร ๎ใ น ท ิศ เด ีย ว ก ัน  แ ส ด ง เป ็น ส ม ก า ร ค ือ  e ; = ± e ,2 แ ล ะ  H j = ± H , 2 

ใ น ท ี่น ี้ 1 แ ล ะ  2  ค ือ อ ีล ีเ ม 'น ต ์ 1 แ ล ะ 2  ท ี่ม ีเ ง ื่อ น ไ ข ข อ บ เข ต ร ะ ห ว ่า ง อ ีล ีฌ น ต ์แ ล ะ  ±  แ ส ด ง ถ ึง ท ิศ ท า ง ส น า ม  

โ ด ย จ ะ เ ป ็น บ ว ก เ ม ื่อ ส น า ม แ น ว ส ัม ผ ัส ร ะ ห ว ่า ง อ ีส ีเ ม น ต ์ม ีท ิศ ท า ง เ ด ีย ว ก ัน แ ล ะ ม ีเ ค ร ื่อ ง ห ม า ย เ ป ็น ล บ เ ม ื่อ ม ีท ิศ ท า ง  

ต ร ง ก ัน ข ้า ม ก ัน

ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเข้งเส้น
ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้น ผู้เสนอวิทยานิพนธ์ได้นำฟังก์ชันรูปร่างท่ีเสนอโดยงานวิจัยของ 

Savage and Peterson (1996) ท่ีเป็นฟังก์ชันรูปร่างมีสมการรูปของเวกเตอร์อันดับสูงกว่าฟังก์ชันรูปร่างอีลี 
เมนต์ขอบคงท่ี โดยกำหนดให้ตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของความเข้มสนามไฟฟ้าตามขวางหรือความเข้มสนามแม่ 
เหล็กตามขวางอยู่ ณ  ตำแหน่งขอบของสามเหล่ียมจำนวน 6  ตัวแปร และนอกจากน้ีมีตัวแปรท่ีไม่ทราบค่า 
ของสนามแนวต้ังฉากกับ 2 ด้านใด  ๆ อีก 2 ตัวแปรโดยมีฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงแบบกำลังสอง 
(quadratic) ดังรูปท่ี 2.7 มีสมการดังน้ี

ฟังก์ชันรูปร่างของสนามแนวสัมผัสด้านอีลีเมนต์ 6 ตัวแปร คือ

รูปท่ี 2.6 เง่ือนไข1ขอบเขต'ระหว่างอีลีเม'นต์

N, = (L,VL2)/, (2.29a)
N 2 = a 2VL3)/2 (2.29b)
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N 3 = น 3 V £ ,)/3 (2.29c)
n 4 = ( - £ 2 VL,)/, (2 .2 9 d )

N 5 = (-£3 ¥£2)/2 (2.29e)
n 6 = (—£ 1 V£3)/3 (2.39f)

ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง 1ข อ ง ส น า ม แ น ว ต ั้ง ฉ า ก ด ้า น อ ีล ีเ ม น ต ์ 2  ต ัว แ ป ร โ ด ย ส า ม า ร ถ เส ือ ก  2  ด ้า น ใ ด  ๆ  ค ือ

g, =  ( —£ 2£ 3 V £ |  ) / 2 ท ี่ด ้า น  2 -3  ข อ ง อ ีส ีเ ม น ต ์ (2 .2 9 g )

g ,  =  ( - £ 2£ 1 V £ 3 ) / ,  ท ี่ด ้า น  1 -3  ข อ ง อ ีส ีเ ม น ต ์ (2 .2 9 h )

2 น2,y2)

Z------------ ‘ไC

ร ูป ท ี่ 2 .7  อ ีส ืเ ม น ต ์ร ูป ส า ม เห ล ี่ย ม ม ีต ัว แ ป ร ท ี่ไ ม ่ท ร า บ ค ่า ข อ ง ส น า ม ท ี่ต ำ แ ห น ่ง ข อ บ  6  ต ัว แ ป ร  

แ ล ะ ม ีต ัว แ ป ร ท ี่ไ ม ่ท ร า บ ค ่า ข อ ง ส น า ม ใ น แ น ว ต ั้ง ฉ า ก ก ับ ด ้า น ข อ ง อ ีล ีเ ม น ต ์ 2  ต ัว แ ป ร

ก า ร ก ร ะ จ า ย ข อ ง ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง บ น แ ต ่ล ะ ด ้า น อ ีล ีเ ม น ต ์ต า ม ส ม ก า ร  (2 .2 9 ) ด ัง ร ูป ท ี่ 2 .8  ฟ ัง ก ์ช ัน ท ด ล อ ง  

ข อ ง ค ว า ม เ ข ้ม ส น า ม ไ ฟ ฟ ้า ต า ม ข ว า ง แ ล ะ ฟ ัง ก ์ช ัน ท ด ล อ ง ข อ ง ค ว า ม เ ข ้ม ส น า ม แ ม ่เ ห ล ็ก ต า ม ข ว า ง ม ีส ม ก า ร ด ัง น ี้

E, = I ,N m(x,y)</),m +  g,^nl + g 2 (f)n2
m—\

(2 .3 0 a )

H, = S n ,„ น ,  y)y/,m+ g w n\+ g 2 พ „1
พ—1

(2 .3 0 ๖ )

จ า ก ส ม ก า ร  (2 .3 0 a ) แ ล ะ  (2 .3 0 ๖ ) ฟ ัง ก ์ช ัน ท ด ล อ ง ป ร ะ ก อ บ ด ้ว ย ผ ล ค ูณ ข อ ง ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง อ ีส ีเ ม น ต ์ข อ บ เช ิง เ ส ้น  

แ ล ะ ต ัว แ ป ร ท ี่ไ ม ่ท ร า บ ค ่า ข อ ง ส น า ม  ณ  ต ำ แ ห น ่ง ข อ บ บ น ด ้า น ท ั้ง ส า ม ข อ ง อ ีส ืเ ม น ต ์ร ูป ส า ม เ ห ล ี่ย ม
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3  3

รูปท่ี 2.8 ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นในแนวสัมผัสและแนวต้ังฉากบนอีลีเมนต์รูปสามเหล่ียม
(ก)ฟังก์ชันN1 (ข)ฟังก์ชันN2 (ค)ฟังก์ชัน N3 (ง)ฟังก์ชัน N4
(จ)ฟังก์ชันN5 (ฉ)ฟังก์ชันN6 (ช)ฟังก์ชันg1 (ช)ฟังก์ชันgj
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ตัวอย่างผลการทดสอบวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์
ในการทดสอบวิธีไฟไนต์อีณีมนต์ท่ีใช้ความเข้มสนามแม่เหล็กไฟฟ้าตามขวางมีฟังก์ชันรูปร่างอีลีฌนต์ 

ขอบ ได้กำหนดท่อนำคล่ืนแบบง่าย 2 แบบ คือ ท่อนำคล่ืนกลวงท่ีมีภาคตัดขวางรูปวงกลมและท่อนำคล่ืนท่ี 
บรรจุด้วยวัสดุไดอิเล็กทริก โดยต้องการแสดงผลการวิเคราะห์ 2 ประการ ประการแรกเปรียบเทียบความแม่น 
ของโมดเจาะจงระหว่างวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์กับผลเฉลยแม่นตรง จำนวนเวลาในการคำนวณต่อหน่ึงค่าโมด 
เจาะจงและนอกจากน้ีในกรณีของท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วยวัสดุไดอิเล็กทริก ได้แสดงการเปรียบเทียบเปอร์เซ็นต์ 
ความผิดพลาดของโมดเจาะจงจากการใช้ฟังก์ชันรูปร่างท้ังสองน้ีกับฟังก์ชันรูปร่างแบบเวกเตอร์เชิงเส้นและ 
ฟังก์ชันรูปร่างแบบเวกเตอร์กำลังสอง (quadratic vector shape function) ประการสุดท้ายการพิจารณาว่า 
วิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีได้มีการปร้บปรุงฟังก์ชันรูปร่างแล้วมีผลเฉลยปลอมเทียมว่าเกิดข้ึนหรือไม่ โดยจะแสดง 
ผลให้ทราบจากกราฟดิสเพอร์ชัน มีรายละเอียดดังน้ี

1. ท่อนำคล่ืนกลวงท่ีมีภาคตัดขวางรูปวงกลม
ท่อนำคล่ืนกลวงท่ีมีภาคตัดขวางรูปวงกลมมีรัศมีเท่ากับ a  มีผนังท่อนำคล่ืนเป็นตัวนำใฟฟ้าสมบูรณ์ 

และภายในเป็นอวกาศว่างด้งรูปท่ี 2.9

รูปท่ี 2.9 ท่อนำคล่ืนกลวงท่ีมีภาคตัดขวางรูปวงกลม

X►

รูปท่ี 2.10 การแบ่งอีลีเมนต์ของท่อนำคล่ืนกลวงท่ีมีภาคตัดขวางรูปวงกลม
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แบ่งอีลีเมนต์ย่อย  ๆ เป็นอีลีเมนต์รูปสามเหล่ียมดังรูปท่ี 2.10 โดยในท่ีน้ีจะกำหนดเป็น 2 กรณีคือ 
กรณีท่ี 1 การแบ่งอีลีเมนต์จำนวน 306 อีลีเมนต์ เม่ือใช้กับฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ี โดยมีจำนวนตัว 
แปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามก่อนกำหนดเง่ือนไขขอบเขตและหลังกำหนดเง่ือนไขขอบเขตเท่ากับ 468 และ 450 
ตามลำดับ กรณีท่ี 2 การแบ่งอีลีเมนต์จำนวน 100 อีลีเมนต์ เม่ือใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นมีจำนวน 
ตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามก่อนกำหนดเง่ือนไขขอบเขตและหลังกำหนดเง่ือนไขขอบเขตเท่ากับ 520 และ 
480 ตามลำดับเน่ืองจากท่อนำคล่ืนเป็นชนิดไอโซทรอปีกจึงสามารถลดขนาดของเมทริกช์เจาะจงได้คร่ึงหน่ึง

รูปท่ี 2.11 แสดงกราฟดิสเพอร์ชันของค่าคงตัวเฟสท่ีเปล่ียนแปลงตามรัศมีและความถ่ีของท่อนำคล่ืน 
ท่ีเกิดข้ึนใน 3 โมดแรก ผลการวิเคราะห์ด้วยวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ปรากฎว่าในโมดพ้ืนฐานมีความสอดคล้องกับ 
ผลเฉลยแม่นตรงท่ีได้จากระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห์ Helszajn (1989) มากโดยเฉพาะเม่ือเราใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลี 
เมนต์ขอบเชิงเส้น อย่างไรก็ตาม ท่ีโมดอันดับสูงยังคงมีความผิดพลาดอยู่ การลดผิดพลาดอันน้ีโดยการแบ่ง 
จำนวนอีลีเมนต์ให้มากขึ้น และจากกราฟน้ี!ม่เกิดผลเฉลยปลอมเทียม แบบรูปความเข้มสนามไฟฟ้าและความ 
เข้มสนามแม่เหล็กบนภาคตัดขวางของท่อนำคล่ืนท่ีค่า À-0a = 4.0 ของ 3โมดแรก ดังรูปท่ี 2.12

รูปท่ี 2.11 กราฟดิสเพอร์ชันของท่อนำคล่ืนกลวงมีภาคตัดขวางรูปวงกลม เม่ือ 
+ แทนผลเฉลยแม่นตรง Helszajn (1989) -  แทนวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่าง 
อีลีเม'นต์ฃอบคง'ท่ี . แทนวิธีไฟไนต์อีลีฌนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้น
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(ก) แบบรูปความเข้มสนามไฟฟ้าโมด TE11 (ข) แบบรูปความเข้มสนามแม่เหล็กโมด TE11

(ค) แบบรูปความเข้มสนามไฟฟ้าโมด TM0l (ง) แบบรูปความเข้มสนามเฌ่เหล็กโมด TM01

(จ) แบบรูปความเข้มสนามไฟฟ้าโมด TE21 (ฉ) แบบรูปความเข้มสนามแม่เหล็ก'โมด TE2,

รูปท่ี 2.12 แบบรูปความเข้มสนามไฟฟ้าและความเข้มสนามแม่เหล็ก 
ท่ี k0a = 4.0 ของท่อนำคล่ืนกลวงมีภาคตัดขวางรูปวงกลม 

(ก) แบบรูปความเข้มสนามไฟฟ้าโมด TE, 1 (ข) แบบรูปความเข้มสนามแม่เหล็กโมด TEt 1 
(ค) แบบรูปความเข้มสนาม'ไฟฟ้า'โมด TM01 (ง) แบบรูปความเข้มสนามแม่เหล็กโมด TM0i 
(จ) แบบรูปความเข้มสนามไฟฟ้าโมด TE21 (ฉ) แบบรูปความเข้มสนามแม่เหล็ก'โมด TE2{
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ตารางท่ี 2.1 การเปรียบเทียบค่า % ท่ี k0a = 4.0ใน3 โมดแรกของท่อนำคล่ืนกลวงมีภาคตัดขวางรูป 
วงกลมด้วยวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีมีฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ีกับผลเฉลยแม่นตรง (Helszajn, 1989)

จำนวนอีลีเมนต์ จำนวนตัวแปร เวลา (วินาที) โม ด r e , . โมด T M 01 โม ด TE 21
176 256 25.65 0.892162 0.804273 0.636333
198 288 37.29 0.891867 0.803154 0.639670
242 352 69.81 0.891507 0.801820 0.643690
286 416 116.28 0.891303 0.801080 0.645939
308 448 144.67 0.891232 0.800829 0.646709
352 512 215.03 0.891130 0.800463 0.647830
396 576 311.21 0.891059 0.800216 0.648592
540 792 826.74 0.889714 0.800123 C.646146
570 836 946.47 0.889687 0.800029 0.646435

ผลเฉลยแม่นตรง 0.887766 0.799094 0.645738

ตารางท่ี 2.2การเปรียบเทียบค่า % 0ท่ี £0a = 4.0ไน3 โมดแรกของท่อนำคล่ืนกลวงมีภาคตัดขวางรูป 
วงกลมด้วยวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีมีฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นกับผลเฉลยแม่นตรง (Helszajn, 1989)

จำนวนอีลีเมนต์ จำนวนตัวแปร เวลา (วินาที) โมด r e  11 โมด T M  01 โมด r e ,  1
20 96 1.65 0.869109 0.804910 0.688412
40 192 13.08 0.880765 0.786416 0.613351
60 288 48.99 0.884012 0.792516 0.630319
80 384 115.94 0.885523 0.795261 0.637018
100 480 224.42 0.886294 0.796650 0.640252
120 576 394.58 0.886735 0.797438 0.642046
140 672 631.70 0.887007 0.797926 0.643144
160 768 944.93 0.887187 0.798247 0.643862
180 864 1330.40 0.887312 0.798470 0.644357

ผลเฉลยแม่นตรง 0.887766 0.799094 0.645738
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ตารางที่ 2.1 แสดงค่า% 0 ที่ k 0a =  4.0ใน 3 โมดแรกของท่อนำคล่ืนคำนวณด้วยวิธีไฟไนต ์อ ีล  ี

เมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ีแบ่งจำนวนอีลีฌนต์อยู่ในช่วง 176 ถึง 540 และมีจำนวนตัวแปรท่ีไม่ 
ทราบค่าของสนามอยู่ในช่วง 256 ถึง 792 เป็นขนาดของเมทริกช์เจาะจง การเพ่ิมจำนวนอีลีเมนต์ทำให้ค่าท่ี 
คำนวณโดยวิธีไ ฟ ไนต์อีลีเมนต์มีความผิดพลาดจากผลเฉลยแม่นตรงน้อยลง การลู่เข้าหาผลเฉลยแม่นตรงของ 
โมดเจาะจงจากวิธีไ ฟ ไนต์อีลีเมนต์จะเร่ิมท่ีค่ามากกว่าผลเฉลยแม่นตรงและค่าจะค่อย ๆ  ลดลงหรือลู่เข้าเม่ือเรา 
เพ่ิมจำนวนอีลีเมนต์

ต 1Tางท่ี 2.2 เป็นการคำนวณด้วยวิธีไฟไนต์อีลีฌนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้น แบ่ง 
จำนวนอีลีเมนต์อยู่ในช่วง 20 ถึง 180 และมีจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามอยู่ในช่วง 96 ถึง 864 การ 
เพ่ิมจำนวนอีลีเมนต์ทำให้มีความผิดพลาดจากผลเฉลยแม่นตรงน้อยลง การลู่เข้าหาผลเฉลยแม่นตรงของโมด 
เจาะจงจากวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์จะเร่ิมท่ีค่าน้อยกว่าผลเฉลยแม่นตรงและค่าจะค่อย  ๆ เพ่ิมมากข้ึนหรือการลู่เข้า 
เม่ือมีจำนวนอีลีเมนต์เพ่ิมข้ึน

การพิจารณาเวลาในการคำนวณของเมทริกช์เจาะจงของท้ัง 2 ตาราง เม่ือจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่า 
ของสนามหรือขนาดของเมทริกช์เจาะจงเพ่ิมข้ึนเป็น 2 เท่า มีผลให้เวลาในการคำนวณเมทรืกช์เจาะจงเพิมข้ึน 
ประมาณ 8 เท่า เช่น จากตารางท่ี 1 จำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามเพ่ิมข้ึนจาก 256 เป็น 512 เวลาใน 
การคำนวณเพ่ิมข้ึนจาก 25.65 เป็น 215.03 วินาที หรือ จากตารางท่ี 2 จำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนาม 
เพ่ิมข้ึนจาก 288 เป็น 576 เวลาในการคำนวณเพ่ิมข้ึนจาก 48.99 เป็น 394.58 วินาทีเป็นต้น

10000 
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รูปท่ี 2.13 เปรียบเทียบเวลาในการคำนวณท่ีเปล่ียนแปลงตามจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนาม 
ของวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ีและอีลีฌนต์ขอบเชิงเส้น

l i n e a r  e d g e  e l e m e n t  
c o n s t a n t  e d g e  e l e m e n t /

-J_I—1 1111

a
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รูปท่ี 2.13 แสดงการเปรียบเทียบเวลาในการคำนวณค่าคงตัวเฟสท่ี k 0a  =  4.0ของฟ้งก์ชันรูปร่างอีลี 
เมนต์ฃอบคงท่ีและฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นท่ีข้ึนอยู่กับจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนาม โดย 
จำนวนตัวแปรทีไ่ม่ทราบค่าของสนามน้ีคือขนาดเมทริกซ์เจาะจง [A K *} =  A [B ]{jc> มขีนาดอยู่ระหว่าง 
100 ถึง 1000 การเปรียบเทียบผลท่ีวิเคราะห์ได้ทำให้ทราบว่า ท่ีจำนวนขนาดเมทริกช์เจาะจงเท่ากันเวลาในการ 
คำนวณของวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นจะใช้เวลามากกว่าการใช้ฟังก์ชันรูปร่าง 
แบบขอบค่าท่ี ผลอันน้ีเกิดข้ึนมาจากสมาชิกของเมทริกช์เจาะ จงของวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลี- 
เมนต์ฃอบเชิงเส้นมีจำนวนสมาชิกท่ีไม่เป็นศูนย์น้อยกว่าหรือหนาแน่น (dense) มากกว่าเมทริกช์เจาะจงของวิธี 
ไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ีแต่ความแตกต่างของเวลามีไม่มากนักรูปท่ี 2.14 แสดงเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดของโมด TEU โดยในท่ีน้ีเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาด คือ ค่าสัมบูรณ์ของอัตราส่วนท่ีเป็นผลต่างของผลเฉลยจากวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์กับผลเฉลยแม่นตรงจากระเบียบวิธี เชิงวิเคราะห์ต่อผลเฉลยแม่นตรงจากระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห์มีสมโเารดังน้ี

% error =
FEM -exact xioo

exact

ขนาดของเมทริกช์เจาะจงท่ีประมาณต่ํากว่า 300 จะมีเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดของวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ 
ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นสูงกว่าฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ี เพราะว่าการใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลี 
เมนต์ขอบเชิงเส้นถ้าการแบ่งอีลีเมนต์มีจำนวนน้อยหรือมีจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามจำนวนน้อย จะ 
มีผลทำให้เง่ือนไขขอบเขตท่ีผนังท่อน่าคล่ืนของการแบ่งอีลีเมนต์มีแตกต่างจากผนังท่อนำคล่ืนจริงมาก แต่ถ้า 
การแบ่งอีลีเมนต์หรือมิจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามไม่ต่ําจนเกินไปมีขนาดเมทริกช์สูงกว่า 300 การใช้ 
ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นมีเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดต่ํากวำการใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ี

รูปท่ี 2.14 เปรียบเทียบเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดท่ีเปล่ียนแปลงตามจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนาม
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2. ท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วยวัสดุไดอํเล็กทริก
ท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วยวัสดุไดอิเล็กทริกมีขนาดความยาวมากกว่าความกว้างเป็น 2 เท่าคือ (2axa) 

มีคร่ึงหน่ึงเป็นวัสดุไดอิเล็กทริกมีค่าสภาพยอมสัมพัทธ์เท่ากับ 2.25 และท่ีเหลือเป็นอวกาศว่าง ผนังท่อนำคล่ืน 
เป็นตัวนำไฟฟ้าสมบูรณ์ดังรูปท่ี 2.15

รูปท่ี 2.15 ภาคตัดขวางของท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วยวัสดุไดอิเล็กทริก

รูปท่ี 2.16 การแบ่งอีลีเมนต์ของท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วยวัสดุไดอิเล็กทริก

แบ่งอีลีเม น ต ์ย่อย ๆ  เป ็นร ูปสาม เห ล ี่ยมด ังร ูปท ี่ 2.16 ผลการว ิเคระห ์ด ังตารางท ี่ 2.3 แสดงการเปร ียบ  

เท ียบค ่า % ที่ =  4 .0  เท ียบก ับผลเฉลยแม ่นตรงท ีได้จากระเบ ียบว ิธ ีเช ิงว ิเคระห ์โดย T u p tim  A n gka e w ,

“N um erica l A n a lys is  o f E le c trom ag ne tic  fie lds  b y  th e  F in ite  E lem en t and F in ite  D iffe rence  

M ethods  " (D octora l d isse rta tion , G raduate  School o f E ng inee ring , Osaka U n ive rs ity , 1989) ใน 

4 โม ด แ รก ข อ งท ่อ น ำค ล ื่น ท ี่บ รรจ ุด ้วย ว ัส ด ุได อ ิเล ็กทร ิก ด ้วย ว ิธ ีไฟไนต ์อ ีล ีเมนต ์ท ี่ใช ้ฟ ังก ์ช ันร ูปร ่างแตกต ่างก ัน  

แบ ่งออก เป ็น  2  ก ล ุ่ม  โดยเป ็นฟ ังก ์ช ันร ูปร ่างแบบเวกเตอร ์ท ั้งสองกล ุ่ม  ก ล ุ่มแรก ค ือ  ฟ ังก ์ช ันร ูปร ่างเวกเตอร ์เช ิง 

เส ้น ม ีจำน วน ต ัวแป รอ ิส ระต ่อห น ึ่งอ ีล ีเม น ต ์เท ่าก ับ  1 2  และฟ ังก ์ช ันร ูปร ่างเวก เตอร ์กำล ังสองม ีจำนวนต ัวแปร  

อ ิสระต ่อห น ึ่งอ ีล ีเมน ต ์เท ่าก ับ  24 ท ี่ได ้นำเสนอมาแล ้วในอด ีตโดย A n g ka e w  e t al., (1987) และกล ุ่มท ี่สอ งค ือ
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ฟังก์ชันรูปร่างอ ีล ีเมนต์ขอบมีจำนวนตัวแปรอิสระต่อหน่ึงอ ีล ีเมนต์เท่ากับ 6 และ 16 ตามลำดับ ในวิธีไฟไนต์อี 
ลีเมนต์ท่ีใช้ความเข้มสนามแม่เหล็กไฟฟ้าตามขวางดังได้กล่าวมาแล้วในตอนต้น กำหนดให้มีจำนวนตัวแปรท่ี 
ไม่ทราบค่าของสนามประมาณ 384

ต า ร า งท ี่2 .3 ก า ร เป ร ีย บ เท ีย บ ค ่า /'{ 0 ท ี่ k0 a = 4.0ใ,น 4 โมดแรกของท ่อนำคล ื่นท ี่บรรจ ุด ้วยว ัสด ุ 

ไดอ ิเล ็กทร ิกด ้วยว ิธ ีไฟ ไนต ์อ ีล ีเมนต ์ท ี่ม ีฟ ังก ์ช ันร ูปร ่างแตกต ่างก ันก ับผลเฉลยแม ่นตรงจาก T u p tim  

A n gka e w , “N um erica l A n a lys is  o f E lec trom agne tic  fie lds  by  the  F in ite  E lem ent and 

F in ite  D iffe rence  M ethods ” (Doctora l d isse rta tion , G raduate School o f E ng inee ring ,

Osaka University, 1989)

โมด * ผลเฉลย 

แม่นตรง

‘ ฟังก์ชันรูปร่าง 

เวกเตอร์เชิงเส้น

‘ ฟังก์ชันรูปร่าง 

เวกเตอร์ก่าส้งสอง

“ ฟังก์ชันรูปร่าง 

อีลีเมนต์ขอบคงท่ี

“ ฟังก์ชันรูปร่าง 

อีลีเมนต์ขอบเชิงเส้น

L S E 10 1.35913 1.35508 1.35903 1.37467 1.36014

%error 0.30% 0.0074% 1.143% 0.0743%

L S M U 1.22746 1.21560 1.22691 1.26171 1.22990

% error 0.97% 0.045% 2.790% 0.19%

L S E  U 1.10923 1.08726 1.10792 1.14680 1.11280

% error 2.0% 0.12% 3.387% 0.321%

L S E  20 0.92412 0.89710 0.92159 0.95874 0.92730

%error 2.9% 0.27% 3.746% 0.344%

* : T u p tim  A n gka e w , “N um erica l A n a lys is  o f E le c trom ag ne tic  fie lds by  th e  F in ite  

E lem en t and  F in ite  D iffe rence M ethods ” (Doctora l d isse rta tion , G raduate School of 

E ng in ee rin g , Osaka U n ive rs ity , 1989)

“  : ว ิท ย า น ิพ น ธ ์น ี้

ก า ร เป ร ีย บ เท ีย บ ค ว า ม แ ม ่น ข อ ง ค ำ ต อ บ จ า ก ว ิธ ีไ ฟ ไ น ต ์อ ีล ีฒ น ต ์ท ี่ใ ช ้ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง แ ต ก ต ่า ง ก ัน ข อ ง ต า ร า ง  

ท ี่ 2 .3  เร ิ่ม จ า ก พ ิจ า ร ณ า อ ัน ด ับ ต ํ่า ส ุด ข อ ง ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง ท ั้ง ส อ ง ก ล ุ่ม  ( ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง เว ก เต อ ร ์เช ิง เส ้น ก ับ ฟ ัง ก ์ช ัน  

ร ูป ร ่า ง อ ีล ีเ ม น ต ์ข อ บ ค ง ท ี่)  ผ ล ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ข อ ง ก า ร ใ ช ้ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง อ ีล ีเ ม น ต ์ข อ บ ค ง ท ี่จ ะ ม ีเป อ ร ์เซ ็น ต ์ค ว า ม ผ ิด  

พ ล า ด ข อ ง ค ำ ต อ บ ม า ก ก ว ่า ก า ร ใ ช ้ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง เว ก เต อ ร ์เช ิง เส ้น  เม ื่อ น ำ ผ ล ก า ร ว ิเค ร า ะ ห ์ข อ ง ก า ร ใ ช ้ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง  

อ ีล ีเ ม น ต ์ข อ บ เ ช ิง เส ้น เป ร ีย บ เ ท ีย บ ก ับ ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง เว ก เ ต อ ร ์เช ิง เส ้น  ผ ล ท ี่ไ ด ้ค ือ ก า ร ใ ช ้ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง เว ก เต อ ร ์เช ิง  

เส ้น จ ะ ม ีเ ป อ ร ์เซ ็น ต ์ค ว า ม ผ ิด พ ล า ด ข อ ง ค ำ ต อ บ ม า ก ก ว ่า ก า ร ใ ช ้ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง อ ีล ีเ ม น ต ์ข อ บ เช ิง เส ้น  แ ล ะ ส ุด ท ้า ย ผ ล  

ข อ ง ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ข อ ง ก า ร ใ ช ้ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง อ ีล ีเ ม น ต ์ข อ บ เ ช ิง เ ส ้น เ ป ร ีย บ เท ีย บ ก ับ ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง เว ก เต อ ร ์ก ำ ล ัง ส อ ง



28

ผลท่ีได้คือการใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นจะมีเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดของคำตอบมากกว่าการใช้ 
ฟังก์ชันรูปร่างเวกเตอร์กำลังสอง

จากผลการเปรียบเทียบท่ีแสดงมาช้างต้น จึงกล่าวได้ว่าลำดับความแม่นของคำตอบท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่าง 
แตกต่างกันโดยเรียงลำดับจากคำตอบท่ีมีเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดต่ําสุดถึงมากสุด คือ ฟังก์ชันรูปร่างเวก 
เตอร์กำลังสอง, ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้น, ฟังก์ชันรูปร่างเวกเตอร์เชิงเส้น และฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ 
ขอบคงท่ี โดยมีจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบคำของสนามต่อหน่ึงอีลีเมนต์รูปสามเหล่ียมเท่ากับ 24, 16, 12 และ 6 
ตามลำดับ เราจึงสรุปได้ว่าความแม่นของคำตอบจะข้ึนกับจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามต่อหน่ึงอีลี 
เมนต์ โดยการเพ่ิมข้ึนของตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามสอดคล้องกับการประมาณฟังก์ชันรูปร่าง

ตารางท่ี 2.4 แสดงการเปรียบเทียบค่า/'£0ท่ี k0a = 3.0 ใน4 โมดแรกของท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วย 
วัสดุไดอิเล็กทริก ด้วยวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ีเม่ือเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงท่ี 
ได้จากระเบียบวิธีเชิงวิเคระห์ (Balanis, 1989) แบ่งจำนวนอีลีเมนต์อยู่ในช่วง 64 ถึง 576 และมีจำนวนตัว 
แปรที,ไม่ทราบค่าของสนามอยู่ในช่วง 84 ถึง 828 จากตารางแสดงให้ทราบว่าการแบ่งจำนวนอีลีเมนต์มากข้ึน 
ความถูกต้องของคำตอบมีค่าความผิดพลาดน้อยลงเม่ือเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง และเม่ือเราเลือกการแบ่งอีลี 
เมนต์เท่ากับ 576 มีจำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนาม 828 ความถูกต้องของคำตอบท้ัง 4 โมดของท่อนำ 
คล่ืนมีความถูกต้องประมาณทศใโยม 2 ตำแหน่ง ซ่ึงถือว่ามีความถูกต้องของคำตอบไม่สูงนัก

ตารางท่ี2.4การเปรียบเทียบค่า/̂ 0ท่ี A'0a = 3.0ใน4 โมดแรกของท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วยวัสดุไดอิ 
เล็กตริกด้วยวิธีไฟไนต์อีลืเมนต์ท่ีมีฟังก์ชันรูปร่างอีลืเมนต์ขอบคงท่ีกับผลเฉลยเฟนตรง (Balanis, 1989)

จำนวน 
อีลืเมนต์

จำนวน 
ตัวแปร

เวลา
(วินาที)

โมด 
L S E 10

โมด 
L S M 11

โมด 
L S E U

โมด
L S E  20

64 84 1.64 1.30201 1.03559 0.78201 0.65112

144 cD 00 18.51 1.28709 0.99937 0.75136 0.61881

196 273 43.72 1.28403 0.991๓ 0.74519 0.61212

256 360 126.22 1.28207 0.98709 0.74125 0.60782

4๓ 570 646.36 1.27978 0.98146 0.73667 0.60278

576 828 1244.73 1.27855 0.97842 0.73420 0.600๓

ผลเฉลยแม่นตรง 1.27576 0.97154 0.72865 0.593๓
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ตารางท่ี 2.5 แสดงการเปรียบเทียบค่า %  ท่ี £0fl = 3.0 ใน 4 โมดแรกของท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วย 
วัสดุไดอิเล็กทริก ด้วยวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นเม่ือเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง 
ท่ีได้จากระเบียบวิธีเชิงวิเคระห์ (Balanis, 1989) แบ่งจำนวนอีลีเมนต์อยู่ในช่วง 16 ถึง 168 และมีจำนวนตัว 
แปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามอยู่ในช่วง 68ถึง 800 จากตารางเม่ือเราเสือกแบ่งอีลีเมนต์เพียง 36 อีสืเมนต์ โดยมิ 
จำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนาม 162 ความถูกต้องของคำตอบท้ัง 4 โมดของท่อนำคล่ืนมีความถูกต้อง 
ทศนิยม 2 ตำแหน่ง เม่ือเรากลับไปพิจารณาในตารางท่ี 2.4 ค่าความถูกต้องทศนิยม 2 ตำแหน่งน้ีจะต้องมี 
จำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามถึง 828 และถ้าเลือกการแบ่งอีสีเมนต์ 168 หรือมีจำนวนตัวแปรท่ีไม่ 
ทราบค่าของสนาม 800 ความถูกต้องของคำตอบมีทศนิยม 3 ถึง 4 ตำแหน่ง

ตารางที่ 2.5 ก า ร เป ร ีย บ เท ีย บ ค ่า ^ 0 ท ี่/ t 0fl =  3 .0 ใ น 4 โมดแรกของท ่อน ่าคล ื่นท ี่บรรจ ุด ้วยว ัสด ุไดอ ิเล ็ก - 

ดร ิกด ้วยว ิธ ีไฟ ไนต ์อ ีล ีเมนต ์ท ี่ม ีฟ ังก ์ช ันร ูปร ่างอ ีล ีเมนต ์ขอบ เช ิงเส ้นก ับผลเฉลยแม ่นตรง (Balanis, 1989)

จำนวน 

อีลีเมนต์

จำนวน 

ตัวแปร

เวลา

(วินาที)

โมด 

L S E 10
โมด 

L S M 11
โมด 

L S E U
โมด

L S E 2 0
16 68 1.31 1.27853 0.97913 0.73437 0.59422

36 162 11.20 1.27637 0.97313 0.72983 0.59419

64 296 64.59 1.27592 0.97204 0.72905 0.59401

100 470 243.32 1.27582 0.97174 0.72881 0.59394

144 684 756.27 1.27578 0.97164 0.72873 0.59392

168 800 2214.76 1.27577 0.97161 0.72871 0.59391

ผลเฉลยแม่นตรง 1.27576 0.97154 0.72865 0.59390
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(ก) เปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดท่ีโมด LSE10

10 1๓unknowns 10๓

(ข) เปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดท่ีโมด Z,SM, 1
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(ค) เปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดท่ีโมด LSEl1
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(ง) เปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดท่ีโมด lse20 
รูปท่ี 2.17 การเปรียบเทียบเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดท่ีเปล่ียนแปลงตาม 

จำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนาม ท่ี k0a = 3.0 ของท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วยวัสดุไดอิเล็กทริก
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รูปท่ี 2.17 แสดงการเปรียบเทียบเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดท่ีเปล่ียนแปลงตามจำนวนตัวแปรท่ีไม่ 
ทราบค่าของสนาม ใน 4 โมดแรกท่ี £0a = 3 . 0 ของท่อนำคล่ืนท่ีบรรจุด้วยวัสดุไดอิเล็กทริก จากกราฟเม่ือเรา 
พิจารณาท้ัง 4 โมด คือโมด L S E  10, โมด L S M n 1โมด L S E 11 และโมด L S E 20 จะพบว่าโมดพ้ืนฐานของท่อนำ 
คล่ืนมีเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดต่ําท่ีสุด และนอกจากน้ีแสดงให้ทราบว่าเม่ือเรากำหนดจำนวนตัวแปรไม่ทราบ 
ค่ามีจำนวนเท่ากัน เปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดจากวิธีไฟไนต์อีลีเมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบคงท่ีมี 
เปอร์เซ็นต์ความผิดพลาดท่ีสูงกว่าการใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้น ตัวอย่างเช่น ท่ีโมดพ้ืนฐาน เลือก 
จำนวนตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าของสนามเท่ากันประมาณ 800 วิธีไฟไนต์อีณีมนต์ท่ีใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบ 
คงท่ีมีเปอร์เซ็นต์ความผิดพลาด 0.2186 เปอร์เซ็นต์ แต่ถ้าใช้ฟังก์ชันรูปร่างอีลีเมนต์ขอบเชิงเส้นมีเปอร์เซ็นต์ 
ความผิดพลาด 0.0007 เปอร์เซ็นต์ เท่าน้ัน

จ า ก ว ิธ ีไ ฟ ไ น ต ์อ ีล ีเ ม น ต ์ท ี่ใ ช ้ฟ ัง ก ์ช ัน ร ูป ร ่า ง อ ีล ีฒ น ต ์ข อ บ ท ี่ก ล ่า ว ม า น ี้ แ ส ด ง ใ ห ้ท ร า บ ว ่า เป ็น ว ิธ ีห น ึ่ง ท ี่ม  ี

เป อ ร ์เซ ็น ต ์ค ว า ม ผ ิด พ ล า ด ใ น ข อ บ เ ข ต ท ี่ย อ ม ร ับ ไ ด ้แ ล ะ ไ ม ่เ ก ิด ผ ล เ ฉ ล ย ป ล อ ม เ ท ีย ม ใ น ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ป ัญ ห า ท ่อ น ำ  

ค ล ื่น  ด ัง น ั้น ผ ู้เ ส น อ ว ิท ย า น ิพ น ธ ์จ ึง น ำ ว ิธ ีก า ร น ี้ว ิเ ค ร า ะ ห ์โ ม ด เจ า ะ จ ง แ ล ะ ก า ร ห ม ุน ฟ า ร า เด ย ์ข อ ง ท ่อ น ำ ค ล ื่น ไ จ โ ร  

แ ม ก เน ต ิก โ ด ย น ำ เส น อ ผ ล ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ใ น บ ท ท ี่ 3 ต ่อ ไ ป
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