
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์สำหรับการไหลแบบหนืด

ในบทน้ีจะเป็นการอธิบายถึงการนำเอาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยวิธีถ่วงน้ําหนัก 
เศษตกค้าง มาใช้ในการวิเคราะห์ปิญหาการไหลแบบหนืดท่ีไม่มีการอัดตัว โดยจะกล่าวต้ังแต่ข้ัน 
ตอนโดยท่ัวไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ การนำเอาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาประยุกต์ 
ใช้กับป็ญหาการไหลแบบหนืดท่ีไม,มีการอัดตัวจนกระท่ังไค้รูปสมการท่ีสามารถนำไปประดิษฐ์ 
เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ได้

3.1 ข้ันตอนท่ัวไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

บทท ี่ 3

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยวิธีถ่วงนำหนักเศษตกค้าง ประกอบด้วยลำดับขันตอน 
6 ข้ันตอน [1] ดังต่อไปน้ี

ข้ันท่ี 1 แบ่งรูปร่างลักษณะของบีญหาท่ีกำหนดมาให้ออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย  ๆ สำ­
หรับ บีญหา1ในสองมิติ

รูปท่ี 3.1 การแบ่งลักษณะรูปร่างของปีญหาออกเป็นเอลิเมนต์

จากนันให้ทำการหาสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีสอดคล้องกับปีญหาท่ีต้องการแค้นัน สมการเชิงอนุพันธ์ 
โดยท่ัวไปสามารถเขียนให้อยู่ในรูป

L(<j>) =  0 (3.1)
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โดย L คือ ตัวดำเนินการเชิงอนุพันธ์ (differential operator) และ (j) คือ ตัวแปรตามแม่นตรง
ขนท่ี 2 สมมติลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอณิมนต์ให้อยู่ในรูป

<t> = 4>(x, y) = Z  Nj 4>j = [n J {4)} (3.2)
i=1 (lxm) (mxl)

โดย i คือ จำนวนจุดต่อของเอลิเมนต์น้ัน Ni คือพังก์ชั่นการประมาณภายในเอณิมนต์ และ <j)(x,y) คือ 
ตัวไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อ

ข้ันท่ี 3 สร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์โดยวิธีถ่วงนำหนักเศษตกค้าง หากเราแทนผล 
เฉลยโดยประมาณดังแสดงในสมการ (3.2) ลงในสมการเชิงอนุพันธ์สมการ (3.1) เราจะพบว่า

L(<t>) จ ะ ^ 0 แต่จะ = R 
ซ่ึง R คือ เศษตกค้าง (Residual) น่ันหมายถึง

R = L(<t>) = L ([n J {<!>}) = L( Z  Njtjjp (3.3)
และจากวิธีกาเลอดิน (Galerkin) ซ่ึงมีขั้นตอนโดยเร่ิมจากการคูณเศษตกค้าง R ด้วยพังก์ชั่นนำหนัก 
(weighting function) พ  จากน้ันจึงอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมนของเอลิเมนต์นัน แล้วกำหนดผลที่ได ้
ให้เท่ากับศูนย์ น่ันคือ

[ WiRdA = 0  i = 1 ,2 ,. . . ,  m (3.4)
Ja

โดย dA คือ โดเมนของเอลิเมนต์ และโดยปรกติเราจะเลือก ซ่ึงเรียกว่า นับโนฟ-กาเลอร์คิน 
(Bubnov-Galerkin)

ข้ันท่ี 4 อินทิเกรตทีละส่วน (integrate by parts) ซึ่งหากเราแทนสมการ (3.3) ลงใน 
สมการ (3.4) แล้วอินทิเกรตทีละส่วน จะได้

J  WjRdA = I  พ 1 L( I  Nj ({>1) dA

= J  (Wi,N i,<t)i )dA + J* (พ ,.,Ni,(|)i )d r  (3.5)
พจน์ท่ีเก่ียวข้องกับโดเมน พจน์ที่เก่ียวข้องกับขอบเขต 

ของเอลิเมนต์, A e ของเอลิเมนต์, r
ข้ันท่ี 5 แทนพจน์ท่ีเกี่ยวข้องกับขอบเขตของเอลิเมนต์ ด้วยสภาวะขอบเขตอืน ๆ ที 

เก่ียวข้อง ซึ่งจะก่อให้เกิดสมการของเอลิเมนต์ที่สมบูรณ์สำหรับปญหานัน
ข้ันท่ี 6 จากนันจึงเขียนสมการของเอลิเมนต์ ซ่ึงมีทังหมด m สมการให้อยู่ในรูปของ 

เมตริกซ์น่ันคือ
[K] {*} -  }F| 0.6)

(mxm) (mxl) (mxl)
โดย [k ] คือ เอลิเมนต์ของความแข็งแกร่ง (element stiffness matrix), {(j)} คือ เวคเตอร์ซึ่งประกอบ 
ด้วยตัวไม่ทราบค่าท่ีจุดต่อต่าง ๆ ของเอลิเมนต์ และ {f } คือโหลดเวคเตอร์ของเอลิเมนตนัน
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เมื่อได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ดังสมการ (3.6) แล้ว ลำดับขันตอนต่อไป ก็คือ รวมสม 
การของเอลิเมนต์ย่อยเข้าด้วยกัน ก่อให้เกิดสมการระบบรวม จากนั้นก็กำหนดกฎเกณฑ์ขอบเขต 
แล้วจึงแก้ระบบสมการรวมเพื่อหาค่าผลลัพธ์ที่จุดต่อต่าง ๆ

3.2 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สำหรับปัญหาการไหลแบบหนืด

ในการวิเคราะห์ปัญหาการไหลแบบหนืดแต่อัดตัวไม่ได้ที่ไม,มีผลของอุณหภูมิมาเกี่ยว 
ข้อง โดยทั่วไปจำเป็นต้องแก้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย (partial differential equations) ที่สอด 
คล้องกับกฎการอนุรักษ์มวล และกฎการอนุรักษ์โมเมนตัม ดังที่ได้กล่าวไปแล้วในบทที่ 2 ดังนันสม
ก า ร เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ย ่อ ย ท ี่ต ้อ ง ใ ช ้ใ น ก า ร แ ก ้ป ัญ ห า ใ น ค ร ั้ง น ี้ [6 ] จ ะ ป ร ะ ก อ บ ไ ป ด ้ว ย

น,X + v ,y  = 0  (3 .7 a )

u u ,x  + V  น ,y  -  CTX)X  - x x y )y  =  0 (3 .7 b )

U  v ,x  + V  v ,y  - T X y )X -  a y>y  =  0 (3 .7 c )

โ ด ย  ค ่า ค ว า ม เค ้น ใ น ท ิศ ต ั้ง ฉ า ก  (n o rm a l stress) แ ล ะ ค ่า ค ว า ม เค ้น เฉ ือ น  (s h e a r s tress ) ค ือ

o x  =  -p  +  2 น ุน ,X  (3 .8 a )

CTy =  -p  +  2  น ุ v ,y  (3 .8 b )

T X y  =  น ุ( น ,  y  + v ,x )  (3 .8 c )

แ ล ะ ค ่า ค ว า ม ห น ืด พ ล ศ า ส ต ร ์ ( k in e m a t ic  v is c o s ity )  ค ือ

V  =  ^  (3 .9 )

โดยมีเงื่อนไขขอบเขตที่เกี่ยวข้องอยู่ 2 แบบ คือ การระบุค่าของส่วนประกอบของความเร็วตามขอบ
ร 1

น = น  ( x , y ) (3.10a)
V = V  (x ,  y ) (3.10b)

T  = a  1 +  T mX X xy (3.11a)
T  = T 1 +  a  my xy y (3.11b)

หรือแรงที่กระทำที่ผิวตลอดขอบ ร.

y xy y
โดย 1 และ m คือ ทิศทางโคซายน์ (direction cosines) ของเวคเตอร์หนึ่งหน่วย ท ตังฉากกับขอบเขต 
ปัน
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จ า ก ท ี่ไ ด ้ก ล ่า ว ไ ป แ ล ้ว ใ น ห ัว ข ้อ  3.1 ท ี่ว ่า ก า ร น ำ เ อ า ร ะ ฒ ีย บ ว ิธ ีไ ฟ ไ น ต ์เอ ณ ิม น ต ์ม า

ป ร ะ ย ุก ต ์ใ ช ้ใ น ก า ร แ ก ้ป ิญ ห า  ข ัน แ ร ก จ ะ ต ้อ ง ท ำ ก า ร แ บ ่ง โ ด เ ม น ข อ ง ป ิญ ห า อ อ ก เป ็น เอ ล ิเม น ต ์ย ่อ ย  โด ย  

ใ น ก า ร ท ำ ว ิท ย า น ิพ น ธ ์ใ น ค ร ั้ง น ี้เ ล ือ ก ใ ช ้เ อ ล ิเม น ต ์แ บ บ ส า ม เห ล ี่ย ม ห ก จ ุด ต ่อ  ด ัง แ ส ด ง ใ น ร ูป ท ี่ 3 .2  ซ ึ่ง  

จ ะ ป ร ะ ก อ บ ด ้ว ย ต ัว ไ ม ่ท ร า บ ค ่า ข อ ง ค ว า ม เ ร ็ว  ใ น ท ิศ ท า ง ข อ ง แ ก น  X แ ล ะ ค ว า ม เร ็ว  ใ น ท ิศ ท า ง ข อ ง แ ก น  

y  ท ี่ท ัง ห ก จ ุด ต ่อ  แ ล ะ ต ัว ไ ม ่ท ร า บ ค ่า ข อ ง ค ว า ม ด ัน  ท ี่ส า ม จ ุด ต ่อ ท ี่ม ุม ข อ ง เอ ล ิเม น ต ์ส า ม เห ล ี่ย ม น ัน

►  X

ร ูป ท ี่ 3 .2  ก า ร แ บ ่ง ล ัก ษ ณ ะ ร ูป ร ่า ง ข อ ง ป ิญ ห า อ อ ก เป ็น เอ ล ิเม น ต ์ส า ม เห ล ี่ย ม แ บ บ ห ก จ ุด ต ่อ  

ซ ึ่ง จ ะ ท ำ ใ ห ้ไ ด ้ล ัก ษ ณ ะ ก า ร ก ร ะ จ า ย ข อ ง ผ ล เฉ ล ย โ ด ย ป ร ะ ม า ณ ข อ ง ค ว า ม เร ็ว แ ล ะ ค ว า ม ด ัน บ น เอ ล ิเ ม น ต ์

อ ย ู่ใ น ร ูป

น (x ,y )  =  X  N . ( x , y )  น . =  |_N J { u }  (3 .1 2 a )

V  ( x ,y )  =  Z N . ( x , y ) v .  =  [ n J M  (3 .1 2 b )

p ( x , y )  =  2  H . ( x , y )  p . =  LHJ{p} (3 .1 2 c )

แ ล ะ ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ ข อ ง เ ท น เ ซ อ ร ์ไ ด ้ด ัง น ี้

น ( x ,y )  =  N a น a  (3 .1 3 a )

V  ( x ,y )  =  N q v a (3 .1 3 b )

p ( x , y )  =  H ^ p x (3 .1 3 c )

โ ด ย ฟ ิง ก ็ช น ก า ร ป ร ะ ม า ณ ภ า ย ใ น เ อ ล ิเม น ต ์ข อ ง ค ว า ม เร ็ว  N  , a  = 1 , 2 , . . . ,  6 ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ ห ้อ ย ู่ใ น  

ร ูป 1ข อ ง พ ิก ัด 1ข อ ง พ ืน ท ี่ , L .  [7 ] ไ ต ้ด ัง น ี
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N L ,  - L j  ( L 2 + L 3) (3 .1 4 a )

N 2 L 2 - L 2 ( L 3 + L , ) (3 .1 4 b )

N 3 =  L 3 - L 3 ( L j  + L 2 ) (3 .1 4 c )

N 4 =  4  L 2 L 3 (3 .1 4 d )

N 5

>รCO
J■ง-II (3 .1 4 e )

N 6 =  4  L ,  L 2 (3 .1 4 f)

แ ล ะ ฟ ิง ก ํช น ก า ร ป ร ะ ม า ณ ภ า ย ใ น เอ ล ิเ ม น ต ์ข อ ง ค ว า ม ด ัน  H ^ ,  X  = 1 , 2 , 3  ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป  

ข อ ง พ ิก ัด ข อ ง พ ื้น ท ี่ , L  ไ ด ้เ ช ่น ก ัน  ค ือ

H  =  L ,  (3 .1 5 a )

H 2 =  L 2 (3 .1 5 b )

H 3 =  L 3 (3 .1 5 c )

โ ด ย พ ิก ัด ข อ ง พ ืน ท ี่ L . , i  = 1 , 2 , 3 ค ือ ส ัด ส ่ว น ข อ ง พ ืน ท ี่ i  ต ่อ พ ืน ท ี่ท ัง เ อ ล ิเ ม น ต ์ ด ัง แ ส ด ง ใ น ร ูป ท ี 3 .3

ร ุป ท ี่ 3 .3  พ ิก ัด ข อ ง พ ืน ท ี่ส ำ ห ร ับ เอ ล ิเม น ต ์ร ูป ส า ม เห ส ีย ม
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ซ ึ่ง พ ิก ัด ข อ ง พ ื้น ท ี่เ ห ล ่า น ี้ ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ ห ้อ ย ู่ใ น เท อ ม ข อ ง โ ค อ อ ด ิเ น ต ข อ ง เอ ล ิเ ม น ต ์ท ี่พ ิจ า ร ณ า ไ ด ้ ด ัง
V

น

L j  (x , y )  = a. + bj X + Cj y  i = 1 ,2 ,  3

โ ด ย  a j(  b j ,  Cj ข ึน อ ย ู่ก ับ ต ำ แ ห น ่ง ข อ ง จ ุด ต ่อ แ ล ะ พ ืน ท ี่ข อ ง เ อ ล ิเม น ต ์ส า ม เห ล ี่ย ม น ัน

a ,  =  ( x 2 y 3 - x 3 y 2 ) /  2 A

a2 = <x 3 y , - x 1 y 3) /2 A
*3 = ( x 1 y 2 - * 2 y , ) /2 A

๖! = (y 2 - y 3) /2 A  
๖2 = (y 3 - y , ) /2 A

Cj =  ( x 3 - x 2 ) / 2 A  

c 2 =  ( x i -  x 3) / 2 A

b3 = (y ,  - y 2) /2 A
และ A  ค ือพ ื้นท ี่ของเอล ิเมนต ์ ซ ึ่งสามารถคำนวณ ได ้จาก

c 3 =  ( x 2 -  X j )  เ 2A

A  =  -  2 X  ( y  -  y  )  +  X  ( y  -  y  )  +  X  ( y  -  y )2V.23 212 1V2 2 2 32 3v2 1 222
พ ิงก ์ช ั่นของการประมาณ ภายในเอล ิฒ นต ์ N j,  i =1 , 2, . .. , 6 ด ังสมการ (3 .14a-f) 

เข ียนให ้อย ู่ในร ูป เมตร ิกซ ์ ได ้ค ือ

ห ร ือ

LN J0*6)

{ N }
(6x1)

LRJ [A](1x6) (6x6)

(Lr JIa F
(6xl)(6x6)

(3 .1 6 )

(3.17a)

(3 .17b)

(3 .17c)

(3 .17d)

(3.17e)

(3.170

(3 .18) 

สามารถนำมา

(3.19)

[A]T{R}
(6x6)(6xl)

(3 .20)

โ ด ย
1 0 0 0 -1 -1
0 1 0 -1 0 -1
0 0 1 -1 -1 0

[a ]t(6x6) = 0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 4

(3 .21)

และ



17

{R}
(6x1) L L2 3

L L3 1
L L 1 2

ซึ่งเขียนให้อยู่ในแบบของเทนเซอร์ได้ดังนี้

LÎ
L,

(3.22)

N a = A açRç (3.23)
โดย a  และ  ̂ = 1 ,2 , ..., 6

จากสมการ (3.12a-b) ทำให้ได้อัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็วในทิศทางต่าง ๆ ดัง
น

du dN
dx _ dx
du dN
dy dy
dv dN
dx _ dx
dv dN
dy ôy

{น}

พ

พ

พ

(3.24a)

(3.24b)

(3.24c)

(3.24d)

ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของเทนเซอร์ได้ดังนิ๋
น,X =  R ( X , X  ua (3.25a)

น,y =  NK;y นa (3.25b)

v -x = Na)X V 0 , (3.25c)

v,y = Ra,y va (3.25d)
โดย a =  1, 2, ..., 6 สมการ (3.12-3.25) จะนำไปใช้ในตอนประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ในรูป
ของเมตริกซ์เพื่อนำไปประดิษฐ์เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์
ค่าอนุพันธ์ของพิงก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ของความเร็ว คือ

(3.26)
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แต ่จากสมการ (3 .22) ท ำให ้ได ้

' '2 b, 0 0 ~
L22 0 2 b2 0

d L 23 0 0 2 b3
ÔX ' L L2 3 0 b3 b2

L  L3 1
L L  l  1 2 J

b3 0 bi
_ b 2 b i 0 _

L 1
L 2
L

-  [B]T {H }

ดัง น ั้น SN 
. Sx [ A f  [b ]t {h }

ซ ึ่งสามารถ เข ียน ให ้อย ู่ใน แบ บของเท น เซอร ์ได ้ด ังน

Na.x = A a  ̂ B çt, H t

ในทำนองเด ียวก ัน

{ | H t A r { R } )  = [A F |W
และจากสมการ (3 .22) ท ำให ้ได ้

— {R j = i -ôy dy

' L2 2 c, 0 0 ■
L22 0 2 c2 0
L23 0 0 2 c3

L  L2 3
> = 0 c3 c2

L  L3 1 c3 0 C1
L L  l  1 2 . c2 C1 0

L
3 J

-  [ C f  {H }
faN

ด ังน ัน

ซ ึ่ง เข ียน ให ้อ ย ่ใน แบ บ ของเท น เซอ ร ์ได ้ด ังน ี้

-  [A]T [C f  {H }

A  c  Ha ï ,  ๆ

(3 .27)

(3 .28)

(3 .29)

(3 .30)

(3 .31)

(3 .32)

(3 .33)

(3 .34)

(3 .35)

หล ังจากทราบล ักษณ ะการกระจายของผลเฉลยแล ้วด ังในสมการ (3 .12a-c) ข ันต ่อ ไป  

คือ ต ้อ งสร ้างสมการไฟ ไนต ์เอล ิเมน ต ์ ซ ึ่งถ ือ เป ็นข ั้นตอนท ี่สำค ัญ และม ีความยากมากกว ่าข ันตอนอ ื่น  

 ๆ ก ารสร ้างสมการไฟ ไน ต ์เอล ิเมน ต ์ของป ิญ ห าการไหลในคร ังน ีจะใช ้ว ิธ ีถ ่วงน ำห น ัก เศษตกค ้าง [8 ] 

ซ ึ่งม ีข ั้น ต อน ด ังท ี่ได ้กล ่าว ไป แล ้ว ใน ห ัวข ้อ  3.1 คือ นำเอาฟ ิงต ์ข ั้นนำหน ัก  (พ )  มาค ูณก ับเศษตกค ้าง 

(R ) จากน ั้นจ ึงทำการอ ินท ิเกรตตลอดพ ื้นท ี่ของเอล ิเมนต ์น ั้น  แล ้วกำหนดผลท ี่ได ้ให ้เท ่าก ับ ศ ูนย ์ และ
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ใ น ค ร ัง น ีจ ะ ใ ช ้ฟ ง ก ์ช ั่น น ำ ห น ัก เ ท ่า ก ับ ฟ ิง ก ์ช ั่น ก า ร ป ร ะ ม า ณ ภ า ย ใ น เอ ล ิเม น ต ์ ซ ึ่ง ว ิธ ีด ัง ก ล ่า ว  เร ีย ก ว ่า  

บ ัฟ โ น ฟ - ก า เ ล อ ร ์ค ิน  (B u b n o v -G a le rk in )  [1]

J N (น น,x + V น,y - CTX)X - TXy y) dA = O (3.36a)
A 1

f  N . (uv,x + พ , y - TXy X - <jyy)dA = O (3.36b)Ja
[ h ,Ja ‘ (น ,X +  v ,v ) d A  =  0 (3 .3 6 c )

โ ด ย  A  ค ือ  พ ื้น ท ี่ข อ ง เ อ ณ ิม น ต ์ จ า ก ท ฤ ษ ฎ ีบ ท ข อ ง เก า ส ์ (G a u s s ’ s th e o re m ) [1 ] น ำ ม า ป ร ะ ย ุก ต ์เข ้า ก ับ  

ส ม ก า ร  (3 .3 6 a -b ) เพ ื่อ ก ่อ ใ ห ้เ ก ิด ค ่า อ ิน ท ิก ร ัล ท ี่ส อ ด ค ล ้อ ง ก ับ ข อ บ เข ต ข อ ง เ อ ณ ิม น ต ์ ซ ึ่ง จ ะ ไ ด ้

J  N. (uu,x + vu,y)dA  + J  (Nj)X CTX) dA + J  (Ni5y TXy) dA

1
Nj Tx ds (3 .3 7 a )

J  N. (uv,x + พ , y)dA + J  (Ni;XTXy)d A +  j *  (Nj([ ,y a y)dA

=  J  NjTydS (3.37b) 
2

แ ท น ค ่า ค ว า ม เ ค ้น ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ ข อ ง ค ว า ม เ ร ็ว แ ล ะ ค ว า ม ด ัน  ด ัง แ ส ด ง ใ น ส ม ก า ร  (3 .8 a -c )  ส ม ก า ร

(3 .3 7 a -b ) จ ะ ก ล า ย ม า เป ็น

f  NJa '
น น ,x  d A  +

[
N j  V  น ,y  d A  - j 1 N i , x P d A + j*  2 V  N j ;X น ,x  d A

+ JA v  N i, y  u >y d A  +  £  V  N i  y v , x d A  =  J  N i
2

Tx dS (3 .3 8 a )

f  N. Ja '
น v , x  d A  +

1
N i  V  v ,y  d A  - Jเ  ̂ N i  y  P d A  + v  N i jX  u >y d A  

«
+ JA v N x v ,x d A  +  JA 2 v N y v , y d A  =  J  N j T y  ds (3 .3 8 b )

แ ล ะ ส ม ก า ร อ น ุร ัก ษ ์ม ว ล  ค ือ

J  H i (น ,x  + v ,y )  dA =  0 (3 .3 8 c )

จ า ก ก า ร ก ำ ห น ด ก า ร ก ร ะ จ า ย ต ัว ข อ ง ค ว า ม เ ร ็ว แ ล ะ ค ว า ม ด ัน แ ล ะ ค ่า อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง ค ว า ม เ ร ็ว บ น เ อ ณ ิม น ต ์ 

ด ัง แ ส ด ง ใ น ส ม ก า ร  (3 .1 3 a -c )  แ ล ะ  (3 .2 5 a -d ) ต า ม ล ำ ด ับ  น ำ ม า แ ท น ล ง ใ น ส ม ก า ร  (3 .3 8 a -c )  ก ่อ ใ ห ้เ ก ิด  

ส ม ก า ร ไ ฟ ไ น ต ์เ อ ล ิเ ม น ต ์ท ี่ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ ข อ ง เ ท น เ ซ อ ร ์ไ ด ้ด ัง น ี

K aPy* Up U Y +  K apYy v p U Y - p H a3*  P x  + s a p** Up +  S a pxy Vp =  Q a x (3 .3 9 a )

K ocPy* U P V Y +  K apyy v p V y - p H a31y P x  + S apy* u p +  s «pyy V P = Q<*y ( 3 -39b )
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โดย
H Phx up + H p^ v p = 0 (3.39c)

^ a p y x — I 
J

N a N p  N y x d A (3.40a)

K „ f ,  y N a N p N y y d A (3.40b)

-  j N a x H x  d A (3.40c)

^  -  i N a y H x d A (3.40d)

ร a j3Xx — J 2 V  N a x N p  x d A  + [  v N  N _  d A
JA a >y P .y

(3.40e)

s  xy =  ap
f  v N  N  d AJA a ,y p,x (3.40f)

ร  yx =  apJ
f  v N  N  d A
Ja  a>x p.y

(3.40g)

s  yy =  ap [  v N „ , , N M dA + f  2 v N  N  d A
Ja  a ’ y P’ y

(3.40h)

Q a x = f  N ; T x dS (3.40i)
Js 2

Q y - f  N i  T y  dS (3.40J)
a .Js

3 .3  ก า ร ป ร ะ ด ิษ ฐ ์ไฟ ไน ต ์เอ ณ ิม น ต ์เม ต ร ิก ซ ์

สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ และค่าส้มประสิทธิตาง ๆ ดังสมการ (3.39a-c) และ (3.40a-j) 
สามารถประดิษจ์ขึ้นได้โดยไม่จำเป็นต้องใช้การอินทิเกรตเชิงเลข วิธีการดังกล่าวจะแสดงไว้ในหัว
««ร'

เริ่มจากที่เรามีรูปแบบการกระจายของความเร็วและความดันและอนุพันธ์ของความเร็ว 
บนเอลิเมนต์ดังสมการ (3.13a-c) และ (3.24a-d) ตามลำดับคือ

น = N  นa (3.41a)
V = v a (3.41b)

p -  H lP x (3.41c)
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u >x = ^ a ,x  u a (3 .4 2 a )

u >y =  ^ a , y  u a (3 .4 2 b )

V ’X =  R a , x v a (3 .4 2 c )

v >y =  N a 5y  v a (3 .4 2 d )

ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ น รูปพ ิก ัด ข อ ง พ ืน ท ี่ L,, L , L 3 ไ ด ้ด ัง ส ม ก า ร  (3 .2 3 )  ค ือ

2 P II > iTr« (3 .4 3 )

โ ด ย  A a  ̂ แ ล ะ  แ ส ด ง ไ ว ้ใ น ส ม ก า ร  (3 .2 1 -3 .2 2 )  ค ่า อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง พ ิง ก ์ช ั่น ก า ร ป ร ะ ม า ณ ภ า ย ใ น

N - .x ,N « iy สือ

Na,x = A aç แ ฦ (3 .4 4 a )

N a ,y =  ai; H ri ( 3 -4 4 b )

จ า ก ส ม ก า ร  (3 .4 1 -3 .4 4 )  ท ำ ใ ห ้ใ ฟ ไ น ต ์เ อ ล ิเม น ต ์เม ต ร ิก ซ ์ส ม ก า ร  (3 .4 0 a - j)  ส า ม า ร ถ ค ำ น ว ณ ห า ไ ด ้โ ด ย  

ต ร ง ด ัง น ี

K a(3yx = N p -^y ,x  dA

=  £  A ai; R ç A Pn R r iA yA B ^  H Md A

=  A ai; A pn A yX B ^  R \  R Î1 H n d A

= A  ,  A Rti A  . B  F  (3 .4 5 a )<A Pn A  A-H Çtin

ใ น ท ำ น อ ง เ ด ีย ว ก ัน  เอ ล ิเ ม น ต ์เ ม ต ร ิก ซ ์ใ น ส ม ก า ร  (3 .4 0 b ) จ ะ ไ ด ้เป ็น

K n y = A - A Rti A v,  c  F  (3 .4 5 b )apyy a<% P1! Y*- X  \1 Çr| [i

โ ด ย  a ,  ร ุ,  p ,  ท ุ,  y ,  X  =  1, 2 , . . . . ,  6 แ ล ะ  น ุ =  1, 2 , 3 เ ม ต ร ิก ซ ์ F  ใ น ส ม ก า ร  (3 .4 5 a -b ) ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ ห ้ 

อ ย ู่ใ น ร ุ. ป แ บ บ อ ิน ท ิก ร ัล ไ ด ้ด ัง น ี

F4n, 1 R jj R-ฦ dA (3 .4 6 )
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โดยเมตริกซ์ R และ H ได้แสดงไว้ในสมการ (3.22) และ (3.14) ตามลำดับ เอลิเมนต์เมตริกซ์ F ใน 
สมการ (3.44) สามารถหาค่าในรูปแบบของเมตริกซ์ได้ เน่ืองจาก

L.
2 2  L, L2 2  2 L, L3 L > L 2 L 3 L3, L3 l3, l 2

2  2 4 2 2 3 2 3L, L2
2  2

l 2
2 2

l 2 l 3
4

l 2 l 3 L 1 L2 L3
3

l , l 2
L] L3 l 2 l 3 l 3 l 2 l 3 L L3 L L 2 L

3 3 2 2 2 2
l ( l 2 l 3 L2 L3 L2 L3 l 2 l 3 L L L3 L f L2 L

3 2 3 2 2  2 2L ,L 3 L 1 L2 L3 L L 3 L L 2 L3 L] L3 l , l 2 l
3 2 2 2 * 2 2

l3, l 2 l , l 2 L ! L 2 L 3 L 1 L 2 L 3 L * L 2 L 3
L, L 2

ดังนั้นเมื่อทำการอินทิเกรตสมการ (3.46) จะได้เมตริกซ์ F คือ

120 12 12 6 24 24
12 24 4 6 4 12

2 A 12 4 24 6 12 4
5040 6 6 6 4 4 4

24 4 12 4 12 6
_ 24 12 4 4 6 12

'24 12 4 4 6 12
12 120 12 24 6 24

2 A 4 12 24 12 6 4
5040 4 24 12 12 4 6

6 6 6 4 4 4
12 24 4 6 4 12

"24 4 12 4 12 6
4 24 12 12 4 6

2 A 12 12 120 24 24 6
5040 4 12 24 12 6 4

12 4 24 6 12 4
6 6 6 4 4 4

(3.47)

(3.48a)

(3.48b)

(3.48c)

เอลิเมนต์เมตริกซ์ในสมการ (3.40c) จะได้เป็น

H(xX.x —
1

N a x dA
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= £  A oci; รแทุ H n H x dA

A aÇ  ๆ £  B ทุ d A

=  A a^ B ç ,  G , x  (3 .4 5 c )

ใ น ท ำ น อ ง เ ด ีย ว ก ัน เอ ล ิเ ม น ต ์เ ม ต ร ิก ซ ์ใ น ส ม ก า ร  (3 .4 0 d ) จ ะ ไ ด ้เป ็น

H aXy = A aÇ 8 $ๆ  (3-45d)
โ ด ย  a ,  ç  =  1, 2 , 6  แ ล ะ  ๆ ,  X  =  1, 2 , 3

เอ ล ิเ ม น ต ์เ ม ต ร ิก ซ ์ใ น ส ม ก า ร  (3 .4 0 e ) จ ะ ไ ด ้เป ็น

รa pxx = £  2 v N aiXN M d A + £  v N a yN p y dA

=  ̂v JÂ ^''ว1 ^  ^

+ V  £  A ai= H,1 ApX c *  dA

=  2 v M  +  V  M  w  (3 .4 5 e )ap ap5̂
ใ น ท ำ น อ ง เ ด ีย ว ก ัน เอ ณ ิม น ต ์เ ม ต ร ิก ซ ์ใ น ส ม ก า ร  (3 .4 0 f-h )  จ ะ ไ ด ้เป ็น

V  = V M ap*y (3-45f)
ร 0̂  = v  M apyx (3 '45g)

ร 0 (3พ =  V ^ a P xx +  ^ v ^ a pyy (3 .4 5 h )

โ ด ย

Mapxx = A aÇ B^n ApX B XfI (3 .4 9 a )

^ a p xy =  A aÇ A p*. ® ^  (3 .4 9 b )

M Qpyx =  A ccÇ B ç n A px G ^  (3 .4 9 c )

M a pyy = A aÇ c เ;ฤ A p̂  c Xn G r|H (3 .4 9 d )
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โด ย แๆ [

12

H ๆ d A

2 1 1 
1 2 ใ 
1 1 2

(3.50)

และ a, p, A, = 1 , 2 , 6 ; ๆ , (J. = 1,2,3
ส่วนเอลิเมนต์เมตริกซ์ในสมการ (3.40i-j) ต่างอยู่ในรูปแบบของการอินทิเกรตตลอดขอบของเอลิ 
เมนต์ ยกตัวอย่างเช่น หากแรงที่ขอบ มีค่าเท่ากับความตัน ตลอดแนวขอบที่มีความยาว ซึ่ง 
ประกอบไปด้วยจุดต่อหมายเลข 2 - 3 - 4  แล้ว จะทำให้ได้

โ0ไ

Q x = 4  6 (3 .5 1 )

เอ ล ิเ ม น ต ์เ ม ต ร ิก ซ ์ ด ัง ส ม ก า ร  (3 .4 5 -3 .5 1 )  ส า ม า ร ถ น ำ ไ ป ใ ช ้ป ร ะ ด ิษ ฐ ์ไ ฟ ไ น ต ์เ อ ล ิเ ม น ต ์ 

โ ป ร แ ก ร ม ค อ ม พ ิว เ ต อ ร ์ไ ด ้โ ด ย ต ร ง  แ ต ่อ ย ่า ง ไ ร ก ็ต า ม ส ม ก า ร ไ ฟ ไ น ต ์เอ ล ิเม น ต ์ ด ัง ส ม ก า ร  (3 .3 9 a -c )  อย ู่ 

ใ น ร ูป แ บ บ ไ ม 'เ ช ิง เ ส ้น  (n o n lin e a r  e q u a tio n s ) ต ัง 'น ั้น จ ึง ต ้อ ง น ำ เ อ า ร ะ เบ ีย บ ว ิธ ีน ิว ต ัน - ร า ฟ ส ัน

( N e w to n -R a p h s o n  ite ra t io n  m e th o d ) ม า ใ ช ้ใ น ก า ร ห า ผ ล ล ัพ ธ ์ ซ ึ่ง ร ะ เบ ีย บ ว ิธ ีก า ร ด ัง ก ล ่า ว จ ะ อ ธ ิบ า ย  

ไ ว ้ใ น ห ัว ข ้อ ถ ัด ไ ป

3.4 การประยุกต์ระเบียบวิธีการทำซ่ึาแบบนิวฅัน -  ราฟสัน

ส ม ก า ร ไ ฟ ไ น ต ์เ อ ล ิเ ม น ต ์ต ัง ใ น ส ม ก า ร  (3 .3 9 a -c ) เ ป ็น ส ม ก า ร แ บ บ ไ ม ่เ ช ิง เ ส ัน  ต ัง ห ัน ส ม  

ก า ร เห ล ่า น ี้จ ะ ถ ูก แ ก ้โ ด ย ใ ช ้ร ะ เ บ ีย บ ว ิธ ีก า ร ท ำ ซ ํ้า  ( i te ra t io n  m e th o d ) ใ น ท ี่น ีจ ะ ใ ช ้ร ะ เบ ีย บ ว ิธ ีก า ร ท ำ ซ ำ  

แ บ บ ห ัว ต ัน  -  ร า ฟ ส ัน  ม า ใ ช ้แ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร ใ น ค ร ัง น ี ซ ึ่ง ร ะ บ บ ส ม ก า ร แ บ บ ไ ม ่เ ป ็น เ ช ิง เ ส ้น ด ัง ก ล ่า ว  

จ ะ ป ร ะ ก อ บ ไ ป ด ้ว ย  ท ส ม ก า ร  ซ ึ่ง ส า ม า ร ถ เ ข ีย น ใ ห ้อ ย ู่ใ น ร ูป แ บ บ ท ั่ว ไ ป ไ ด ้ต ัง น ี

[ K ( x ) ] { x }  =  { r }  (3 .5 2 )

โ ด ย  X j , i  =  1, 2 , ........,ท ค ือ  ต ัว ไ ม ่ท ร า บ ค ่า ท ี่จ ุด ต ่อ ต ่า ง  ๆ  ถ ้าค ่า  X j เห ล ่า น ีไ ม ่ใ ช ่ค ำ ต อ บ ท ี่ถ ูก ต ้อ ง ข อ ง

ร ะ บ บ ส ม ก า ร  จ ะ ท ำ ใ ห ้เ ก ิด ค ่า ท ี่ไ ม ่ส ม ด ุล เก ิด ข ึ้น ใ น ส ม ก า ร ห ัน  ๆ  ( ส ม ก า ร ท ี่ 0  ค ือ

F i ( x , , x 2 , ........... , x n )  =  K j j  ( x , , x 2 , ........... , x n )  X j  - R j  ( x , , x 2 , ........... , x n )  (3 .5 3 )



25

แ น ว ค ิด พ ืน ฐ า น ข อ ง ร ะ เ บ ีย บ ว ิธ ีว ิธ ีก า ร ท ำ ซ ํ้า แ บ บ น ิว ต ัน  -  ร า ฟ ส ัน  จ ะ ถ ูก ป ร ะ ย ุก ต ์เข ้า ก ับ อ น ุก ร ม เ ท  

เล อ ร ์ ( T a y lo r  se ries  e x p a n s io n ) ข อ ง  F j ท ี่ป ร ะ ก อ บ ด ้ว ย  ท ต ัว แ ป ร ด ัง น ี้

F j ( x ,  +  A x l5 x 2 +  A x 2 , ............ , x n +  A x n )

=  F i ( x , , x 2 , ..........., x n )  +  - g -  ( x , , x 2 , ............, x 11)  A X j  + .......

โดย i=  1 ,2 ,...... ,ท (3.54)

และ'โดยการไม่คิดผล1ของเทอมที่มีอันดับสูง ๆ และต้องการให้ทางด้านซ้ายของสมการ (3.54) หาย
ไปหรือมีค่าเท่ากับศูนย์เมื่อ X j , i = 1, 2 , ......,ท เข้าสู่คำตอบที่ถูกต้อง จะทำให้สมการ (3.54) กลาย
มาเป็น

เ ^  ( x „ x 2 , ..........., x n )  A X j  =  -  F j ( x l 5 x 2 , ............, x n )  (3 .5 5 )

ขบวนการทำซำของนิวดัน -  ราฟสัน ดังกล่าว จะถูกนำเอาไปประยุกต์เข้ากับสมการ 
ไฟไนต์เอลิเมนต์ที่หามาได้ซึ่งอยู่ในรูปแบบไม่เชิงเสันดังสมการ (3.39a-c) โดยจะเริ่มจากการเขียน 
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ให้อยู่ในรูปของค่าที่ไม่สมดุล Fj ตามลำดับดังนี

F a x = K apyx u p UY + K apr y v p UY "  p H aXx P x  + S apxx u p + S apxy v p - Q a x

(3.56a)

F a y  =  K a P y x  U P  VY +  K a p y y  v p  VY -  p H « x y  P x  +  ร 0^  u p  +  S a p y y  v p  -  Q a y

(3.56b)

^  =  H P H X u p  +  % y  V P  ( 3 - 5 6 c )

และโดยการใช้สมการ (3.55) ของระเบียบวิธีการทำซำของนิวตัน -  ราฟสัน กับสมการ (3.53a-c) 
จะทำให้เกิดชุดสมการที่สามารถเขียนให้อยู่ในรูปเมตริกซ์ โดยมีตัวไม่ทราบค่าเป็นค่าการเปลี่ยน
แปลงของคำตอบที่เราต้องการ ซึ่งจะอยู่ในรูป
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โด ย

G  Xap L  yap
x

P  a X

(6x6) (6x6) (6x3)

L  Xap G  yapy
- i n  y

P  aX

(6x6) (6x6) (6x3)

H  X
Pu

H  y
Pu

0

(3x6) (3x6) (3x3)

' r สุ
A u  P - F ,a

(6x1) (6x1)

A v  P
► = - F  ya

(6x1) (6x1)

A p x - F ,

(3x1) (3x1)

(3 .5 7 )

G aPx =  K apyx U Y + K ayPx U y + K ayPy V Y + S apxx (3 .5 8 a )

G apy = K apyy V Y + K aypy Vy + F^ayPx UY + S apyy (3 .5 8 b )

L apx K apyx V Y + S a pxy (3 .5 8 c )

L apy =  K  0 V U  +  S  VYapyy Y ap^ (3 .5 8 d )

ค ่า ค ว า ม เร ็ว  น v y ใ น ส ม ก า ร  (3 .5 8 a -d ) ค ือ ค ่า ข อ ง ค ว า ม เร ็ว ใ น แ น ว แ ก น ต ่า ง  ๆ ข อ ง ก า ร ท ำ ซ า ค ร ั้ง ท ี่

i  โ ด ย เ ม ต ร ิก ซ ์อ ื่น  ๆ  ท า ง ด ้า น ข ว า ข อ ง ส ม ก า ร น ั้น ไ ด ้แ ส ด ง ไ ว ้ใ น ส ม ก า ร  (3 .4 5  -  3 .5 1 )  ส ม ก า ร ไ ฟ ไ น ต ์

เ อ ณ ิม น ต ์ใ น ร ูป ส ุด ท ้า ย ด ัง ส ม ก า ร  (3 .5 7 )  น ี้ส า ม า ร ถ น ำ ไ ป ใ ช ้ป ร ะ ด ิษ ฐ ์โ ป ร แ ก ร ม ค อ ม พ ิว เ ต อ ร ์ไ ด ้ โด ย  

ร า ย ล ะ เ อ ีย ด ข อ ง โ ป ร แ ก ร ม ค อ ม พ ิว เ ต อ ร ์จ ะ น ำ ไ ป ก ล ่า ว ไ ว ้ใ น บ ท ท ี่ 5

ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ ด ัง ก ล ่า ว โ ด ย ว ิธ ีก า ร ท ำ ซ ํ้า  จ ะ เป ็น ก า ร ห า ค ่า ก า ร เป ล ี่ย น แ ป ล ง ข อ ง ส ่ว น

ป ร ะ ก อ บ ข อ ง ค ว า ม เ ร ็ว แ ล ะ ค ว า ม ด ัน  ข บ ว น ก า ร ท ำ ซ ำ ด ัง ก ล ่า ว จ ะ เ ส ร ็จ ส ิน ก ็ต ่อ เ ม ื่อ เป อ ร ์เ ซ น ต ์ข อ ง ค ่า  

ค ว า ม ผ ิด พ ล า ด ท ั้ง ห ม ด ม ีค ่า น ้อ ย ก ว ่า ค ่า ท ี่ก ำ ห น ด ไ ว ้ โ ด ย เ ป อ ร ์เซ น ต ์ค ่า ค ว า ม ผ ิด พ ล า ด ท ัง ห ม ด  ห า ไ ด ้ 

จ าก

O v e ra ll e r ro r  =  ^-rr0 i -  X 1 0 0 %  
S u m

(3 .5 9 )

โ ด ย

NPOIV NPOIP
E r r o r  =  ^  

i-1
( A U j + A V j )  + Y  ( A P j )

j-1
(3 .6 0 a )

NPOIV NPOIP
S u m  =  Y^J

i=i
( น i + V j )  + Y  (P j>

j= i
(3 .6 0 b )

ซ ึ่ง  N P O I V  แ ล ะ  N P O IP  ค ือ  จ ำ น ว น ต ัว ไ ม ่ท ร า บ ค ่า ข อ ง ค ว า ม เ ร ็ว  แ ล ะ ค ว า ม ด ัน  ต า ม ล ำ ด ับ
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