
บ ท ท ี่ 4

ก า ร แ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร ข น า ด ใ ห ญ ่ด ้ว ย ว ิธ ีค อ น จ ูเ ก ฅ เก ร เ ส ีย น ท ์

ก า ร แ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร เช ิง เ ส ้น ข น า ด ใ ห ญ ่ ว ิธ ีด ัง เด ิม ท ี่น ิย ม ใ ช ้ก ัน  ค ือ  ว ิธ ีแ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร  

โ ด ย ก า ร ก ำ จ ัด แ บ บ เก า ส ์ (G auss E l im in a t io n  m e th o d ) ซ ึ่ง เป ็น ว ิธ ีท ี่ย อ ม ร ับ ก ัน ม า แ ต ่ก ่อ น ว ่า ส า ม า ร ถ  

ใ ห ้ก ำ ต อ บ ท ี่ถ ูก ต ้อ ง แ ม ่น ย ำ  แ ต ่ข ้อ เส ีย ข อ ง ร ะ เบ ีย บ ว ิธ ีด ัง ก ล ่า ว  ค ือ  เม ื่อ น ำ ม า ใ ช ้แ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร ข น า ด  

ใ ห ญ ่ จ ะ ต ้อ ง ใ ช ้เ ว ล า ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ แ ล ะ ห น ่ว ย ค ว า ม จ ำ จ ำ น ว น ม า ก  ร ะ เ บ ีย บ ว ิธ ีแ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร เ ช ิง  

เส ้น ท ี่ด ีแ ล ะ เห ม า ะ ส ม ก ับ ก า ร แ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร ข น า ด ใ ห ญ ่จ ะ ต ้อ ง ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิ ค ือ  ใ ห ้ค ำ ต อ บ ท ี่ม ีค 'ว า ม  

ถ ูก ต ้อ ง แ ม ่น ย ำ  แ ต ่ใ ช ้เ ว ล า ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ แ ล ะ ห น ่ว ย ค ว า ม จ ำ ไ ม ่ม า ก น ัก  ร ะ เ บ ีย บ ว ิธ ีก า ร แ ก ้ร ะ บ บ ส ม  

ก า ร เ ช ิง เ ส ้น ข น า ด ใหญ่แบบค อ น จ ูเก ตเก ร เด ีย น ท ์น ั้น ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิด ัง ก ล ่า ว  จ ึง เห ม า ะ แ ก ่ก า ร น ำ ม า ใ ช ้แ ก ้ 

ร ะ บ บ ส ม ก า ร เช ิง เส ้น ข น า ด ใ ห ญ ่ด ัง ก ล ่า ว

ใ น ก า ร ว ิเ ค ร า ะ ห ์ป ีญ ห า ก า ร ไ ห ล แ บ บ ห น ืด แ ต ่ไ ม ่อ ัด ต ัว ใ น ค ร ัง น ี จ ํฟ ้น ต ้อ ง แ ก ้,ร ะ บ บ ส ม  

ก า ร เช ิง เส ้น ข น า ด ใ ห ญ ่ ด ัง บ ัน จ ึง ไ ต ้น ำ เอ า ร ะ เ บ ีย บ ว ิธ ีค อ น จ ูเก ต เ ก ร เด ีย น ท ์ม า ใ ช ้แ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร ด ัง

ก ล ่า ว  ใ น บ ท น ี้จ ะ ก ล ่า ว ถ ึง ห ล ัก ก า ร ข อ ง ว ิธ ีค อ น จ ูเ ก ต เก ร เ ด ีย น ท ์ โ ด ย จ ะ อ ธ ิบ า ย อ ย ่า ง เป ็น ข ัน เป ็น ต อ น

ใ น ก า ร แ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร เ ช ิง เ ส ้น  ท ี่อ ย ู่ใ น ร ูป

A x  =  ๖ (4 .1 )

ด ้ว ย ว ิธ ีค อ น จ ูเ ก ต เ ก ร เด ีย น ท ์ ม ีแ น ว ค ว า ม ค ิด ม า จ า ก ก า ร ห า ค ่า ต ํ่า ส ุด ข อ ง ฟ ิง ก ์ช ั่น ค ว อ ด ร า ต ิก  (q u a d ra tic  

fu n c t io n )  [9 -1 2 ]  ด ้ง ส ม ก า ร  (4 .2 )

f ( x )  =  ^ - x TA x - b Tx + c  (4 .2 )

โ ด ย  A  ค ือ  เ ม ต ร ิก ซ ์ X , b  ค ือ เ ว ค เต อ ร ์ C ค ือ ค ่า ค ง ท ี่ เ ม ต ร ิก ซ ์ A  จ ะ ต ้อ ง เ ป ็น เ ม ต ร ิก ซ ์ส ม ม า ต ร แ ล ะ  

ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิ p o s it iv e  d e f in i te *  ซ ึ่ง จ ะ ท ำ ใ ห ้ก า ร ห า ค ่า ต ํ่า ส ุด ข อ ง ฟ ิง ก ์ช ัน  f ( x )  ค ือ  ก า ร แ ก ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร  

A x  =  b

*  เมตริกซ์ A  จะมีคุณสมบัติ poistive definite ก็ต่อเมื่อ xTAx >0
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ร ูป ท ี่ 4 .1  ก ร า ฟ ข อ ง พ ิง ก ์ช ัน ค ว อ ด ร า ต ิก  f ( x )

ก า ร ห า ค ่า ต ํ่า สุดข อ ง ฟ ้ง ก ์ช ัน  f ( x )  ทำโดยก า ร ห า ค ่า อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง ฟ ิง ก ์ช ัน  f ( x )  เทียบกับ 
X แล้ว,ให้เท่ากับศนย์

1 T 1
f '(x)=^- A T x+พั A x-b =0 (4 .3 )

ถ ้า  A  เป ็น เม ต ร ิก ซ ์ท ี่ส ม ม า ต ร  จ ะ ท ำ ใ ห ้ส ม ก า ร  (4 .3 )  ก ล า ย ม า เป ็น

f ' ( x ) = A x - b = 0  (4 .4 )

น ั่น ค ือ  ถ ้า  A  เป ็น เม ต ร ิก ซ ์ท ี่ส ม ม า ต ร  ก า ร ห า ค ่า ต ํ่า ส ุด ข อ ง พ ิง ก ์ช ั่น ค ว อ ด ร า ต ิก  จ ะ เป ็น ก า ร แ ก ้ร ะ บ บ  

ส ม ก า ร เ ช ิง เ ล ้น ด ัง ส ม ก า ร ท ี่ (4 .1 )

เห ต ุผ ล ท ี่เ ม ต ร ิก ซ ์ A จ ะ ต ้อ ง ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิ p o s it iv e  d e f in ite  บ ัน แ ส ด ง ใ ห ้เ ห ็น ไ ด ้ด ัง น ี ค ือ  

เม ื่อ พ ิจ า ร ณ า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง พ ิง ก ์ช ั่น  f ( x )  ท ี่จ ุด  P  ใ ด ๆ  แ ล ะ จ ุด ต ํ่า ส ุด 1ข อ ง พ ิง ก ์ช ั่น  f ( x )  ค ือ  

X =  A T b  เ ม ื่อ เม ต ร ิก ซ ์ A  เป ็น เม ต ร ิก ซ ์ท ี่ส ม ม า ต ร  ส ม ก า ร  (4 .2 )  จ ะ ไ ด ้เป ็น

f(x  + e) = •̂  (x + e )T A (x + e) -  b T (x + e) + c

= -ๆ XTA x + eTA x + ^-eTA e -  bTx -  bTe + c

= - x TA x - b Tx + c + eTb + ^ e TAe - b Te 2 2
= f(x ) + ^-eTAe
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ด ัง ใ f น ถ ้า  A  

ส ำ ห ร ับ ท ุก  ๆ  ค ่า ข อ ง  e

มีคุณสมบัติ p o s it iv e  d e fin ite  แ ล ้ว  เทอม- e 1 A e  จ ะ ต้องม ีค ่า เป็นบ ว ก
. 1 0 1  * 01 y  J  ^

ที่ไม่เท่ากับศูนย์ ดังนนค่า X จะเป็นค ่า X ที่ทำให้ค่า f ( x )  ม คี่าตาสุด

(a )  (b )

ร ูป ท ี่ 4 .2  ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ง ก ์ช ัน ค ว อ ด ร า ต ิก  f ( x )

a) เม ื่อ เม ต ร ิก ซ ์ A  ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิ p o s it iv e  d e fin ite

b ) เม ื่อ เม ต ร ิก ซ ์ A  ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิ n e g a tive  d e fin ite

c ) เม ื่อ เม ต ร ิก ซ ์ A  เป ็น  s in g u la r แ ล ะ ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิ p o s it iv e  in d e f in ite

d ) เม ื่อ เม ต ร ิก ซ ์ A  ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิ in d e f in ite

ว ิธ ีค อ น จ ูเ ก ต เ ก ร เด ีย น ท ์เป ็น ว ิธ ีก า ร แ ล ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร แ บ บ ก า ร ท ำ ซ ํ๋า  ( ite ra t iv e  m e th o d ) 

[1 2 ] ซ ึ่ง แ ต ก ต ่า ง จ า ก ก า ร แ ล ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร โ ด ย ก า ร ก ำ จ ัด แ บ บ เก า ส ์ (G auss e l im in a t io n  m e th o d ) ซ ึ่ง  

เป ็น ว ิธ ีต ร ง  ว ิธ ีก า ร แ ล ้ร ะ บ บ ส ม ก า ร ท ี่ใ ช ้ก า ร ท ำ ซ ํ้า น ี้จ ะ เห ม า ะ ส ำ ห ร ับ ร ะ บ บ ส ม ก า ร ท ี่ม ีเม ต ร ิก ซ ์เป ็น

แ บ บ  sparse m a tr ic e  ซ ึ่ง เป ็น ข ้อ ไ ต ้เ ป ร ีย บ ข ้อ ห น ึ่ง ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ  เพ ร า ะ ส า ม า ร ถ ท ี่จ ะ น ำ  sparse 

m e tr ic e  ม า เก ็บ เฉ พ า ะ ค ่า ท ี่ไ ม ,ใ ช ่ศ ูน ย ์ม า ท ำ ก า ร ค ำ น ว ณ  ซ ึ่ง ท ำ ใ ห ้ป ร ะ ห ย ัด ห น ่ว ย ค ว า ม จ ำ แ ล ะ เว ล า ท ี่จ ำ  

เป ็น ต ้อ ง ใ ช ้ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ  เน ื่อ ง ด ้ว ย ว ิธ ีค อ น จ ูเก ต เก ร เ ด ีย น ท ์เ ป ็น ว ิธ ีห น ึ่ง ข อ ง ว ิธ ีค อ น จ ูเ ก ต ไ ด เ ร ็ค ช ั่น

(C o n ju g a te  D ire c t io n  M e th o d )  ซ ึ่ง ว ิธ ีด ัง ก ล ่า ว ไ ต ้พ ัฒ น า ม า จ า ก ว ิธ ีก า ร ล ด ล ง ม า ก ท ี่ส ุด  (S teep es t 

D e sc e n t M e th o d )  ด ัง น ั้น จ ะ ต ้อ ง ม ีค ว า ม เข ้า ใ จ ร ะ เบ ีย บ ว ิธ ีท ั้ง ส อ ง ด ัง ก ล ่า ว ค ่อ น ท ี่จ ะ เ ข ้า ไ ป ส ู่ว ิธ ีค อ น จ ู 

เก ต เก ร เด ีย น ท ์
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4.1 วิธีการลดลงมากท่ีลุ[ด (Steepest Descent Method) [10]

วิธีการลดลงมากที่สุดเป็นวิธีแก้ระบบสมการแบบการทำชํ้า โดยเริ่มจากการกำหนดจุด 
เร่ิมต้นใด ๆ x (0) และวิ่งลงไปสู่ก้นของพาราโบลอย (bottom o f the paraboloid) โดยจะทำเป็นข้ัน ๆ 
x (1)5x (2)5. . .จนกระทั่งเข้าใกล้คำตอบ X ในแต่ละขันจะเลือกทางที่จะทำให้วิ่งเข้าสู่คำตอบได้เร็ว 
ท่ีสุด ดังนันทิศทางที่ใช้ก็จะอยู่ในแนวของการเปลี่ยนแปลงของฟิงก์ชั่นควอดดราติก (f'(x )) ท่ี 
มากที่สุดตามตำแหน่งต่าง ๆ แต่อยู่ในทิศทางตรงกันข้าม จากสมการท่ี 4.4 จะไต้
- f ' ( x (0 ) = b - A x (0 โดยรูปท่ี 4.3 แสดงให้เห็นถึงทิศทางของการเปลี่ยนแปลงของทัเงก์ชั่น 
f ( x )  ที่มากที่สุดตามตำแหน่งต่างๆ

x2

J l j j ;
พ / /

'V im
-4 -2

ร * / ' /

i S  /  J £
M  •  พ * / y /

ร / / /  *
/  i  1

ร / , / / *
/ / ท

รู ปที่ 4.3 เวคเตอร์ที่บ่งถึงการเปลี่ยนแปลงของฟิงก์ชันควอดราติก ท่ีมากที่สุดตามตำแหน่งต่าง ๆ

เน่ืองด้วยค่าความผิดพลาด (error: e( 0 ) โดย e(i) = x (0 - X  คือตัวบ่งชีว่าอยู่ไกลจาก 
คำตอบแค่ไหนและค่าเศษตกก้าง (residual : สุ0 ) โดย สุ0 = b - A x (0 ก็คือค่าท่ีใช้บอกว่าอยู่ไกล 
จากค่า b แค่ไหน ดังนันจึงเป็นการง่ายท่ีจะมองค่า สุ0 = -A e ( 0 และท่ีสำคัญกว่านัน คือ 
สุ0 = - f ' ( x {0) และควรคิดไว้เสมอว่าค่าเศษตกก้างจะ-อยู่ในทิศทางของการลดมากท่ีสุด (Steepest
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descent) ทีนีทำให้เราทราบว่าจะต้องเดินในทิศทางใดเพื่อให้ได้คำตอบที่ถูกต้องเร็วที่สุด แต่ในแต่ 
ละขั้นนั้นจะวิ่งลงไปไต้ไกลเท่าไร การที่จะหาว่าในแต่ละขั้นจะวิ่งลงไปไต้ไกลแค่ไหน น้ันคือ จะ 
ต้องหาตำแหน่งที่ตํ่าสุดในแนวทิศทางของการลดมากที่สุดของพังกํชน f ( x ) ดั-งรูปท่ี 4.4b โดยใน 
แนวของการลดลงมากสุดของพังกํชนนี้จะสามารถเขียนให้อยู่ในรูปสมการเส้นตรง คือ

X(i+1) = x (i)+ ar(i) (4-5)
นั้นคือต้องหาค่า a  ที่ทำให้ค่าพังกชน f(x ) มีค,าตํ่าสุดในแนวเส้นตรงในสมการ (4.5) จากพ้ืนฐาน 
ของแคลคูลัส ค่า a  ที่ทำให้ค่า f(x ) มีค่าตํ่าสุดในแนวเส้นตรงในสมการ (4.5) หาไต้จากการหาค่า 
อนุพันธ์ของพังก์ชั่น f (x )  เทียบกับค่า a  แล้วให้เท่ากับศูนย์

(>‘(,.1,) = f '(x (i , 1,)'r A x 11, , ,=  f '(x (i. 1 , ) T r, 1,=  0 (4.6)
การหาค่า a  ควรจะเลือกตำแหน่งท่ีค่า r(j) และค่า f ' ( x (j+0) ตังฉากกัน ตังในรูปท่ี 4.3d เหตุผลท่ี 
r(0 จะต้องต้ังฉากกับ f ' ( x (i+1)) ถึงจะไต้ค่า f ( x )  ตํ่าสุดในแนวเส้นตรงนี้สามารถแสดงให้เห็นไต้ 
ดังในรูปท่ี 4.4 ซ่ึงแสดงให้เห็นถึงค่าเวคเตอร์ของความชันท่ีตำแหน่งต่าง ๆ บนเส้นตรงนี โดยจะ 
เห็นว่าท่ีตำแหน่งท่ี r(i) ต้ังฉากกับ f ' ( x (i+1)) จะไม่มีการเปล่ียนแปลงของพังก์ช่ัน f ( x )  น้ันคือ 
ตำแหน่งดังกล่าวเป็นตำแหน่งต่ําสุดของพังก์ช่ัน f ( x )  บนเส้นตรงนี
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รูปท่ี 4.4 ตัวอย่างวิธีการลดลงมากที่สุด
a) จากจุดเริ่มต้นวิ่งไปสู่จุดตํ่าสุดในแนวการลดลงมากที่สุด
b) การหาจุดตัดระหว่างพ้ืนผิวสองผิว
c) พาราโบลาแสดงถึงแนวการตัดกันระหว่างพืนผิวสองผิว
d) แสดงถึงเวคเตอร์การเปลี่ยนแปลงของฟิงก์ชันควอดราดิกครังที่ i+1 จะตังฉากกับครังที่ i

รูปท่ี 4.5 การเปลี่ยนแปลงของฟิงก์ชันตามตำแหน่งต่าง ๆ ที่อยู่บนแนวการวิงเข้าสู่คำตอบ
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รูปท่ี 4.6 ตัวอย่างการว่ิงเข้าสู่คำตอบของวิธีการลดลงมากท่ีสุด

น่ันคือ f ' ( x (0) r( 0 = 0
แต f  ( x (i+1)) = —r(j+1) ดงนน

r(i+Dr(i) =  0
(b -  A x (i+1))Tr(i) = 0 

(b -  A (x (i) + a r(i)))Tr(j) = 0 
(b -  A x (i))Tr(j) - a ( A r (i))Tr(i) = 0

( b - A x ( 0) r r( 1) = a (A r( 0)'Tr( 0

วิV (i)=(Xวิ!) (Aวิi))

กล่าวโดยสรุปของวิธีการลดลงมากที่สุด จะประกอบไปด้วย
r(i) = ๖ - A x (i)

a  = ว!ิ)1•(1) 
ว ิi)A r(i)

(4.7)

(4.8a)

(4.8b)
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x (i+.) = x (1)+  a r(i) (4-8c)
จากสมการ (4.8a-c) จะเห็นว่าจะต้องหาผลคูณระหว่างเมตริกซ์ A  กับเวคเตอร์ x (0 และผลคูณ 
ระหว่างเมตริกซ์ A  กับเวคเตอร์ r(j) ในแต่ละรอบของการคำนวณ ดังใVนเวลาที่1ใช้ส่วนใหญ่จะเสีย 
ให้กับการคูณเมตริกซ์กับเวคเตอร์ แต่วิธีการดังกล่าวจะสามารถทำให้ประหยัดเวลาในการคำนวณ 
ลงไต้โดยจะไม่ใช้สมการ (4.8a) แต่จะหาสมการใหม่มาใช้เพื่อหาค่า r(0 ทำโดยนำสมการ (4.8c) มา 
คูณกับเมตริกซ์ -  A  และบวกด้วย b ทำให้ไต้

b -  A x (i+I) = b + ( - A x (0 -  a (0A r(0)
r(i+l) = b -  A x (i) -  a (i)A r(i) = r(i) -  a (i) A r(i) (4.9)

ดังนั้นวิธี การลดลงมากที่สุด จะต้องใช้สมการดังนี

r(W )= r( i ) - a (i)A l(i) (4.10a)

P II (4.10b)
r(0A r(i)

x (i+1) = x (i) + a r(i) (4.10c)
จะเห็นว่าสมการ (4.10a-c) ดังกล่าว การคูณระหว่างเมตริกซ์กับเวคเตอร์เหลือเพียงครังเดียวในแต่ละ 
รอบการคำนวณ คือ เหลือเพียงการคูณระหว่างเมตริกซ์ A  กับเวคเตอร์ r(j) เท่าบันทำให้ประหยัด 
เวลาในการคำนวณมากขึ้น

4.2 วิธีคอนจูเกฅไดเรคช่ัน (Conjugate Direction Method) [10,12]

เนื่องจากวิธีการลดลงมากที่สุดบัน ขันแต่ละขันของการวิ่งเข้าสู่คำตอบจะวิ่งเป็นขัน
บันได ซึ่งทิศทางการวิ่งจะอยู่ในแนวเดิมกับขันก่อน ๆ ดังรูปที่ 4.6 วิธีการวิ่งเข้าสู่คำตอบแบบนีถ้ามี 
การกำหนดจุดเริ่มต้นได้ไม่ดีจะทำให้การวิ่งเข้าสู่คำตอบไม่ดีเท่าที่ควร จากข้อเสียนีจึงเกิดแนวคิด
ใหม่ คือ การสร้างชุดของเวคเตอร์ที่ใช้บ่งบอกทิศทางการวิ่งเข้าสู่คำตอบ (set of search direction) 
d(0 d(1),..., d(n_0 โดยเวคเตอร์หนึ่งตัวจะใช้สำหรับการวิ่งเข้าสู่คำตอบเพียงขั้นเดียวเท่านั้น และ 
หลังจากการวิ่งเข้าสู่คำตอบ ท ขั้นจะวิ่งเข้าสู่คำตอบที่ถูกต้อง
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รูปที่ 4.7 ได้แสดงถึงแนวคิดดังกล่าว โดยใช้แกน X, และ x 2 เป็นท ิศทางการวิ่งเข้าสู่ 
คำตอบ ขั้นแรกเริ่มจากในแนวแกน X, โดยวิ่งไปที่ค่า X, ท ี่ถูกต้อง ขันต่อไปวิ่งไปในแนวแกน x 2 
เข้าสู่คำตอบ จะสังเกตเห็นว่า ค่า e(1) จะตั้งฉากกับ d(0) ดังนันสำหรับแต่ละขัน จะเลือกจุดจาก

x (i+1) =  x ( i ) + a d (i) <4 -แ >
และค่าความผิดพลาด

e (i+i) =  X(i+1) — x
= x ( i)+ a (i)d( j) -  X 
= (x (0 - x) + a (i)d(0
= e(0 + a (j)d(0 (4.12)

ในการหาค่า a (0 จะใช้หลักความจริงที่ว่า e(i+0 ควรจะตั้งฉากกับ d(0 ดังนั้นจะได้

d(i)e(.+n = ° 
d ( i ) ( e (i) +  a (i)d (i)) =  0

I  ว 0 4



36

จากสมการ (4.13) จะเห็นว่าไม่สามารถที่จะคำนวณค่า a (i) ได้เลย โดยปราศจากการรู้ค ่า e (0 ถ้ารู ้
ค่า e (i) อยู่แล้ว แสดงว่ารู้คำตอบอยู่แล้ว

จากผลของสมการ (4.13) จะได้ว่าวิธ ีคอนจูเกตไดเร็คชั่นไม่เหมาะกับคุณสมบัติเชิงตัง 
ฉาก (orthogonal) เพราะแนวคิดใหม่นี้ไม ่สามารถใช้ได้ก ับคุณสมบัติเช ิงตังฉาก แต่จะใช้ค ุณสมบัต ิ 
A-orthogonal แทนโดยเวคเตอร d (j) และ d (jj จะมีคุณสมบัต A-orthogonal ล้า

d J }A d ( j ) = 0  i * j  (4.14)

รูปที่ 4.8a แสดงลักษณะทางกายภาพของคุณสมบัติ A-orthogonal โดยมองว่าเวคเตอร์ 
ดังกล่าวถูกเขียนอยู่บนพาราโบลอยด์ เมื่อทำการยืดปลายทั้งสองของพาราโบลอยด์ให้อยู่ในรูปวง

กลมจะเห็นเวคเตอร์ d (j) และ d (i+1) ดังกล่าวจะตั้งฉากกันดังรูปที่ 4.8b

(a) (b)

รูปที่ 4.8 คู่ของเวคเตอร์ที่มีคุณสมบัติ A - orthogonal

คุณสมบัติที่ต ้องการของวิธีคอนจูเกตไดเร็คชั่น ก็คือ เวคเตอร์ e (i+0 จะต้องมีคุณสมบัติ 
A-orthogonal กับ d(i) ดังรูปที่ 4.9a สิ่งที่ต ้องการต่อไป คือ จะต้องหาตำแหน่งตํ่าสุดของฟิงก์ช ั่น  
f ( x )  ตามแนวของการวิ่งเข้าสู่คำตอบ d(j) ซึ่งใช้หลักการเดียวกับที่ใช ้ในวิธ ี steepest descent คือ 
หาค่าอนุพันธ์ของทัเงด์ชั่น f ( x )  เทียบกับ a  แล้วให้เท่ากับศูนย์

ธ์ป(x..) = 0

f , ( x °+I))T ^ X(i+I) =0
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~ r(i+i)d(i) = นํ 
d (i) Ae(j+i) = 0

d(i)A (e(i) + ad(ท) = 0(,) *
a  =  -

a  =

d(i)Ae(i)
d (0A d (i)

d(')r(i) 
d (0A d (0

(4.15)

(4.16)

จากสมการ (4.16) จะเห็นว่าสามารถหาค่า a  ได้โดยไม่ต ้องรู้ค ่า e(0 ซงต่างจากสมการ (4.13)

ต่อไปจะแสดงให ้เห ็นว่าวิธ ีด ังกล่าวสามารถนำไปสู่คำตอบที่ถ ูกต ้องได้ใน ท ขันของ 
การคำนวณ โดยค่าความผิดพลาดสามารถเขียนอยู่1ในรูป1ของผลบวกเชิงเห้น (linear combination)

e(0) =ะ X d(j)d(i) (4,1?)
ซึ่งสอดคล้องก ับรูปที่ 4.9 โดยค่าความผิดพลาดสามารถหาได้จากเทคนิคทางคณิตศาสตร์ดังนี คือ 
นำเอา d kA มาค ูณก ับสมการ(4 .1 7 )จะได้

d(k)Ae(0) = X d(j)d(k)Ad(j)

d(k)Ae(0) = d(k)d(k)Adk
ร. d(k)Ae(0)

—
(k) ~~ d l  A da(k)Aa(k)

S(k ) -
d(k)A (e(0) + 5น a (i)d(i))

d(k)Ad(k)
d?k)Ae(k)O/'L-'k — (4.18)

(k) -  d l  A da(k)Aa(k)
จากสมการ (4.15) และ (4.18) จะเห็นว่า a (i) = - ô (k) จากสมการ (4.12) ค่าความผิดพลาดในขั้นที่ 
i ใด  ๆ เราสามารถเขียนใหม่ได ้ด ังน ี้

e(i) =e(0) + X a (j)d (J)

- § * ๙ * บ> - § * ๙ ' บ,

= 1 * ๔ b )
จากสมการ (4.19) จะเห็นว่าหลังจากทำการคำนวณครบ ท ขันแล้ว e(n) = 0  ซึ่งแสดงให ้เห ็นว่าว ิธ  ี

คอนจูเกตไดเร็คชั่นดังกล่าวสามารถให้คำตอบที่ถ ูกต้องได้โดยการคำนวณแบบทำชำ ท ขัน

(4.19)



38

รูปที่ 4.9 วิธีคอนจูเกตไดเร็คชันที่ใช้จำนวนรอบการวิ่งเข้า ท รอบ

ต่อไปจะมาดูว่าเวคเตอร์ d (j) ที่ม ีคุณสมบัติ A-orthogonal ด ังท ี่ได ้กล ่าวไปแล้วบ ัน  
สามารถหามาได้อย่างไร เวคเตอร์ d (j) สามารถหามาได้โดยการใช้ขบวนการที่เรียกว่า Gram- 
Schmidt process ขบวนการดังกล่าวทำโดยการสมมติว่ามีเวคเตอร์อยู่ช ุดหนึ่ง คือ น0, น11.1.1น 1ซ่ึง 
เป็นอิสระเชิงเล้นต่อกัน การสร้างเวคเตอร์ d (i) ทำโดยนำเอาเวคเตอร์ น(0 มาลบส่วนที่ไม ่ม ีค ุณ  
สมบัติ A - orthogonal กับเวคเตอร์ d ตัวก่อนหน้า ด ังแสดงในรูปที่ 4.10 อีกนัยหนึ่งก ็ค ือ ถ้าเขียน 
เป ็นรูปสมการทำโดยการกำหนดให้ d (0 )= u (0) และสำหรับ i > 0  กำหนดให้

d ( i ) = u ( i) + £ M ( k )  (4-20)

โดย ค่า pjk, i> k  หาได ้จากการใช้เทคนิคทางคณิตศาสตร์เหมือนที่ใช้ในการหาค่า ô j ซ่ึงทำได ้ดัง
รุ'

น ี้

d(i)Adข) ~ Ui Adข) + X P ik d(k)A d ข)

0 = U iA d ( j)+ M S )A d ข) i > j (4.21)

Pii =
นใ A d ข)
d(j)Adข)

(4.22)



รูปท 4.10 Gram-Schmidt process

รูปที่4.11 ตัวอย่างลักษณะการว่ิงเข้าส่คำตอบด้วยวิธีคอน?,เกดไดเร็คชัน
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ค่าเศษตกค้างในวิธีคอนจูเกตไดเร็คชันจะกลายมาเป็น
r (i + l)  =  - A e ( i + I)

= -A (e (0 + ct(i)d(0)
= r(i)- a (0 Ad(i) (4.23)

คุณสมบัติสำคัญอีกอย่างท่ีสามารถเห็นได้ คือ จะเห็นว่าในแต่ละขันของการว่ิงเข้าสู่คำ 
ตอบระนาบ X(0)+ D (. จะสัมผัสคับวงรีท่ี x (j) อยู่ และจากหัวข้อ 4.1 ทราบว่าค่าเศษตกค้าง ( r (0) 
ท่ีตำแหน่งใด ๆ จะต้ังฉากคับผิววงรีท่ีตำแหน่งน้ัน ทำให้ r(0 ตังฉากกับ D 1 ด้วย ซ่ึงสามารถพิสูจน์ 
ได้จากสมการ (4.19) ตังน้ีคือ คูณสมการ (4.19) ด้วย - d 0)A

-  d(i)Aeช) = X Sช)d(>)A dช)

d j}r(j)= 0  ( i< j )  (4.24)

จากคุณสมบัติในสมการ (4.24) และเพราะว่าเวคเตอร์ท่ีใช้บ่งบอกทิศทางการว่ิงเข้าสู่คำ 
ตอบ d(0 ถูกสร้างข้ึนมาจากชุดของเวคเตอร์ น และค่าเศษตกค้าง สู0 ตังฉากคับ D, จากสมการ 
(4.20) จะได้

d(i)rช) = u i rช )+ E P ik d(k)rข)

0 = uj,r(j) (i < j) (4.25)
จากสมการ (4.24) และ (4.25) ทำให้ได้

dï) r(j) = u ï ) rช) (4-26)

สมการ (4.22-4.26) จะนำไปใช้ในวิธีคอนจูเกตเกรเตียนท์ต่อไป

4.3 วิธีคอนจูเกฅเกรเสียนฑ์ (Conjugate Gradient Method) [10,12]

วิธีคอนจูเกตเกรเตียนท์เป็นวิธีหน่ึงของวิธีคอนจูเกตไดเร็คช่ัน โดยวิธีคอนจูเกตเกร
เตียนท์น้ีจะกำหนด1ให้ น■1 ะะ :สู0

เน่ืองจากการเลือกใช้ น1 = สู0 น่ันหมายถึงเวคเตอร์ท่ีใช้บ่งบอกทิศทางการว่ิงเข้าสู่คำ 
ตอบ d(0 ในวิธีคอนจูเกตเกรเตียนท์ถูกสร้างจากเวคเตอร์เศษตกค้าง สู0 และ เวคเตอร์ท่ีใช้บ่งบอก 
ทิศทางอันค่อนหน้า จากรูปท่ี 4.11 จะเห็นว่าเวคเตอร์เศษตกค้างจะตังฉากคับเวคเตอร์ท่ีใช้บ่งบอก
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ทิศทางและอยู่ในทิศทางของการลดลงของฟ้งก่ชน f ( x )  ดังนันจะทำให้เวคเตอร์เศษตกค้างแต่ละ

ตัวจะตั้งฉากกับเวคเตอร์เศษตกค้างตัวก่อนหน้าทุก  ๆ ตัวด้วย ทำให ้ไค ้

r < V ( j ) = °  i * j  (4.27)

จากสมการ (4.22) เมื่อนำมาใช้ในวิธีคอนจุ.เกตเกรเคียนท์จะได้เป็น

d (j)A d (j)
(4.28)

จากสมการ (4.23) จะไค ้ 

เอา r j )  มาคูณสมการ (4.29) จะได ้
r(j+i) = r(j) _ a (j)Ad ข)

r(i)r(j+D ~ r(i)r(j) - a ข)1(เ)Adข) 
a (j)r(i)Adข) = r(i)r(j) _ r (i)r(j+D

rJ)Adข) (ฟ ้)rข ) -ฟ ้) 1■ (ห่อ)a ข)
in y

i  เด

r(i)Adข) = ■

1 _ Tr(i)r(j)''ข)
1 _ Tr(.)r(j+l)''ข)

ตังนั้น

Pii
rJ)r(i)

a (i-l) d(i-l) Ad(i-1)

i  =  j  

i  =  j  +  l

o th e rw ise

i =  j  +  l 

i >  j  +  1

(4.29)

(4.30)

(4.31)

จากสมการ (4.31) ค่า Pjj จะเหลืออยู่กรณีเคียว คือ กรณี i  =  j  +  l  ตังนันเพื่อเป็นการง่าย ค่า P j, 
จะเขียนใหม่ในรูป p (i) ต ังน ี้

จากสมการ (4.16) ทำให ้ได ้

Po) =

p(i) =

1 r(!)r(.)
a (i-l) d(i-l)Ad(i-l)

d(i-l)Ad(i-l) r(i)r(i)
d(i-l)r(i-l) d(i-l)Ad(i-l)

(4.32)

p(i) = TFฟ้)r(i)
d(i-»r(,-l)

(4.33)
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และจากสมการ (4.26) ทำให้ได้

Pc» = r(î)r(i)
(i) r y r

จากสมการ (4.16) และ (4.26) จะทำให้หาค่า <x(j) ได้ดังนี้

a  = f f ip )
๑ d î M i ,

(4.34)

(4.35)

กล่าวโดยสรุปวิธีคอนจูเกตเกรเดียนท์ จะมีสมการที่นำไปใช้งานดังนี้
d(0) = r(0) = b -  A x{0) (4.36a)

a (i) r(0r(i)
= dJ)Ad(0

(4.36b)

X(i+1) ะ= x (i) +ct(j)d(i) (4.36c)
r(i+D = r(i) ~ a (i)Ad(i) (4.36d)

P(i) II
t "

 3% ^ฯ (4.36e)

d(i+D = r(i+l) + P(i+l)d(i) (4.36f)

4.4 การปรับสภาพเพ่ือเร่งเข้าสู่คำตอบ [10,13,14]
การปรับสภาพเพื่อเร่งเข้าสู่คำตอบ หรือที่เรียกกันโดยทั่วไปว่า Preconditioning เป็น 

เทคนิคสำหรับปรับปรุงการลู่เข้าสู่คำตอบของการแก้ระบบสมการที่ใช้วิธีการทำชำ เทคนิคดังกล่าว 
ทำโดยการแก้ระบบสมการเชิงเส้น A x  = b ทางอ้อม โดยจะทำการแก้ระบบสมการ

M _1A x = M “'b (4.37)
โดย M  เป็นเมตริกซ์ที่มีความสมมาตรและมีคุณสมบัติ positive definite ซึ่งระบบสมการ (4.37) 
จะสามารถแก้หาคำตอบได้โดยใช้จำนวนรอบของการคำนวณที่น้อยกว่าระบบสมการเชิงเห้นเดิม

เนื่องจากว่า M -1A โดยทั่วไปจะมีความไม่สมมาตร ถึงแม้ว่าเมตริกซ์ M และ A จะ 
มีความสมมาตรก็ตาม ดังนั้นจะต้องหาระบบสมการเชิงเส้นในรูปแบบใหม่ที่ใช้แทนระบบสมการ 
เชิงเส้นในสมการ (4.37) ระบบสมการเชิงเส้นในรูปแบบใหม่นีสามารถหาได้โดยใช้หลักที่ว่า ทุก ๆ 
เมตริกซ์ M ที่มีความสมมาตรและมีคุณสมบัติ positive definite จะสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของ 
เมตริกซ์ E ได ้ โดย E E t = M โดยจะต้องหาชุดของเมตริกซ์ที่มีความสมมาตรและมีคุณสมบัติ 
positive definite ที่จะใช้แทน M -1 A ที่ไม่มีความสมมาตรและไม่มีคุณสมบัติ positive definite เพ่ือ 
ที่จะนำเอาวิธีคอนจูเกตเกรเดียนท์มาใช้แก้ระบบสมการดังกล่าวได้ เมตริกซ์ E ''A E ~ t จะมีคุณ
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สมบัติดังกล่าวซ่ึงสามารถใช้แทนเมตริกซ์ M“'A ได้ โดย M”'A และ E~'AE~t จะมีค่าเจาะจง 
(eigen value) ค่าเดียวกัน และเม่ือ V เป็นเวคเตอร์เจาะจง (eigen vector) ของ M“'A แล้ว E TV จะ 
เป็นเวคเตอร์เจาะจงของ E_1AE't ซ่ึงหลักความจริงดังกล่าวสามารถแสดงให้เห็นได้ดังน้ี

M~lA = X 
E-rE~'A = X 

E~'A = EJX
E~'AE't = Ej E~j X = X (4.38)

สมการ (4.38) แสดงให้เห็นว่า M"'A และ E''AE~t จะมีค่าเจาะจงค่าเดียวกัน
M _1Ax =ะ Xv 

E~tE~’Ax = Xv
เม ื่อกำหนดให ้ x =  E “t x จะได้

E_1AE“tx = AJEtv (4.39)
สมการ (4.39) แสดงให้เห็นว่า Etv จะเป็นเวคเตอร์เจาะจงของเมตริกซ์ E_1AE_1 เม่ือ V เป็นเวค 
เตอร์เจาะจงของ M“‘A

จากสมการ (4.39) ทำให้สามารถเปล่ียนรูปสมการ (4.37) ได้เป็น
E~‘AE~tx = E~‘b (4.40)

โดยท่ี x = Etx และในการหาค่าจะต้องหาค่า X เพ่ือนำไปหาค่า X ต่อไป เน่ืองจาก E~'AE"t มี 
ความสมมาตร และมีคุณสมบัติ positive definite ดังน้ันระบบสมการ (4.40) ดังกล่าวสามารถนำเอา 
วิธีคอนจูเกตเกรเดียนท์มาประยุกต์ใช้ได้ โดยจะทำให้ขบวนการของวิธีคอนจูเกตเกรเดียนท์ดังใน 
สมการ (4.36a-f) เปล่ียนรูปเป็น

น ี้0 0 = น้ี 0,=  E -'b -E -'A E -Tx (0) (4.41a)

- = 1; ,ร - ' 1, ,
(4.41b)

><> II + 9 นี้^
>

(4.41c)
น้ี-แ) = น ี้)- a (i)E AE d(i) (4.4 ld)
ท น้ี-+1):นี้+1)P(i+1) = fT ç.

r(i)r(i)
(4.41e)

*น ี้+1) = r(i+l) -  P(i+1)(น้ี) (4.4 lf)
จากสมการ (4.41 a-f) จะเห็นว่าจะต้องหาค่าเมตริกซ์ E แต่อย่างไรก็ตามสามารถท่ีจะกำจัดเมตริกซ์ 
E ดังกล่าวได้ โดยการกำหนดให้ นี้} = E~'r(j) และ น้ี;) = E Td(0 และใช้ x(j) = E TX(0 และ 
EEt = M ซ่ึงจะทำให้สมการ (4.41a-f) เปล่ียนรูปมาเป็น
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1 O II CT ! > O (4.42a)
d(0) = M  r(0) (4.42b)

r(i)M  r(i)
(i) = d;>Ad«

(4.42c)

X(i+1) -  x (i) + a (i)d(i) (4.42d)
r(iน) = r ( i ) - a (i)A d (i) (4.42e)
n r(i+i)M  r(i+i)
P(i+1)= r T M " 'rr(i)m  r(i)

(4.42f)

d(i+l) = M  r(i+l) + P(i+l)d(i) (4.42g)
วิธีคอนจูเกตเกรเคียนท์ดังในสมการ (4.42a-g) จะมีช่ือเรียกกันท่ัวไปว่า precondition conjugate 
gradient

4.5วิธีคอนจูเกฅเกรเสียนฑ์สำหรับสมการท่ีมีเมตริกซ์ A ไม่สมมาตร[10,13]

วิธ ีแก ้ระบบสมการแบบคอนจูเกตเกรเด ียนท ์น ั้นใช ้สำหรับระบบสมการเช ิงเส ้นด ังสม  
การ (4.1) ที่ม ีเมตริกซ ์ A  เป็นเมตริกซ์ที่สมมาตร แต่'ในกรณีที่ระบบสมการเชิงเส้นนันม ีเมตริกซ์ 
A  ที่ไม ่สมมาตรจะไม่สามารถใช้วิธ ีคอนจูเกตเกรเคียนท์ได ้โดยตรง จะต้องทำระบบสมการนันให  ้
มีเมตริกซ์ท ี่ม ีความสมมาตรและมีคุณสมบัติ positive definite วิธ ีการทำให้เมตริกซ์ของระบบสม  
การมีคุณสมบัติด ังกล่าว วิธีง่าย  ๆ ก็คือ การนำเอาเมตริกซ์ A t (transpose o f A )  มาคูณเข้ากับ 
ระบบสมการทั้งสองต้าน สมการ (4.1) จะกลายมาเป็น

At A x = ATb (4.43)
เมตริกซ์ At A จะมีความสมมาตรและมีคุณสมบัติ positive definite ระบบสมการสมการ (4.43) น้ี 
สามารถนำเอาวิธีคอนจูเกตเกรเคียนท์มาแก้ระบบสมการไต้

ในปีญหาการไหลแบบหนืดแต่ไม่อัดตัว ระบบสมการขนาดใหญ่ที่ออกมามีเมตริกซ์ที่ 
ไม่สมมาตร ดังนันจะต้องนำเอาเมตริกซ์ A t มาคูณเข้ากับระบบสมการก่อน แล้วจึงใช้วิธีคอนจูเกต 
เกรเคียนท์มาแก้ระบบสมการดังกล่าว

4.6 ตัวอย่างการแก้ระบบสมการด้วยวิธีคอนจูเกตเกรเสียนฑ์

จากที่ไต้กล่าวไปแล้วในตอนต้นว่าวิธีคอนจูเกตเกรเคียนท์ เป็นการแก้ระบบสมการเชิง 
เส้นโดยวิธีการทำซา การคำนวณจะเสร็จสิ้นลงก็ต่อเมื่อ วิธีการดังกล่าววิ่งเข้าใกล้คำตอบที่ถูกต้อง
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โดยค่าความผิดพลาดมีค่าไม่เกินค่าที่กำหนด ในหัวข้อนี้จะแสดงตัวอย่างการแก้ระบบสมการด้วย 
วิธีคอนจูเกตเกรเดียนท์ โดยตัวอย่างตังกล่าวจะแสดงไว้ในระบบสมการที่ทังหมดสามสมการ

ระบบสมการประกอบไปด้วย
X] + + 2  x 3 = 1 (4.44a)

OIIX++x~ (4.44b)
X, + 2 x 2 + x 3 = 0

กำหนดให้ค่าความผิดพลาดที่ยอมให้ได้เท่ากับ 0.000001
(4.44c)

สมการ (4. a-c) เขียนเป็นระบบสมการในรูปเมตริกซ์ Ax = ๖ ได้ดังนี

1 0 2' V T
1 0 1 < x 2 ► =  * 0

1 2 3 x 3 . 1

(4.45)

จะเห็นว่าระบบสมการดังกล่าว มีเมตริกซ์ A  ซึ่งไม่สมมาตร ดังทันจะต้องทำระบบสมการดังกล่าว 
ให้มีเมตริกซ์ที่มีความสมมาตร ดังนั้นจะต้องนำเอาเมตริกซ์ A T มาคูณกับระบบสมการ (4.45)

a ta  =
'3 2 6 '  
2 4 6 A Tb = -

2
2 M = •

'3 '
4

6 6 14 5 14
r(0)= b - A x (0) โดยกำหนดให้ x (0)= 0  ทุกตัว

การทำซ้ําคร้ังท่ี 1 ะ

z (0) = M -1r(0) =
' 2 / 3 '

- 2 /4  > 
5 /14

p(0) = r (0)Tz (0)
= ( 2 ) ( |)  + ( 2 ) ( |)  + (5 )(A )  

= 4.119047619
โ 2 /3  1

. d(1)= z (0) < 2 /4  ► 
5/14



q(0) = ATAd(0) = \
5.14286
5.47619

12
>

โดย 

ดังใ4น

d(0)Tq(0) = 14286) + (0.5X5.47619) + (^-)(12) = 10.45238262
4.11904719«0 = ' = 0.39407738590 10.45238262

x (1) = x (0) + a ,d (0)
0 '2 /3 ' 0.2627182573'
0 > + (0.3940773859)- 1/2 ► =ะ - 0.197038693
0 5/14 0.1407419235

r (1)=r<0)- a 0q(0)
2 5.14286 -0.026684825'
2
5

>-(0.3940773859)- 5.47619
12

» —  < -0.15804264
0.271071369

ตรวจสอบผลการลู่เข้าสู่คำตอบ

ค่าความผิดพลาด (err) = Irr
พ

M
= ï/b2 +๖2+๖3 = V(2)2+(2)2+(5)2 = V33 =5.744562647

r (0)| = ^r ( 0)2 + r (0)2 + r(0)2 = 0.3149114844

err(1) =0.054819
การทำซ้ําคร้ังท่ี 2  ะ

-0.026684825/3' -0.008894941667'
Z(1)= M -Ir (.)= . -0.15804264/4 » = « -0.03951066

0.271071369/14 0.01936224064
p( 1)=  r (1)Tz(1) =1.173027805 x lO '2

Pi = P(1) = 2.847813168x10'p(0)

d( , )= z (,)+ p ,d (0) =
-  0.0069964 
-0.0380868 
0.0203793
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โดย 
ดังน้ัน

q(,)= A TAd(,) =
0.025113 

• -0.0440642 .
0.014811

a ' = p('> v >
p(1)Tq(1) = 1.804401592 x io -3

1.173027805 X 10’ 2 1r , 1a, = . ' . . . — r r - r  = 6.500924241l . 804401592 X 10~3
x (2) = x (l) + a ,d (1)

0.2627182573' -0.0069964' 0.217235
- 0.197038693 + (6.500924241)- -0.0380868 -0.0505607 >
0.1407419235 0.0203793 0.273226

r (1)- a ,q (,)
-0.026684825 0.025113 0.025113

- -0.15804264 >-(6.500924241) -0.0440642 > = -0.0440642
0.271071369 0.014811 0.014811

ตรวจสอบผลการลู่เข้าสู่คำตอบ

err(2) = สู่(-0.189943)2 + (0.128415)2 + (0.174786)2

การทำซ้ําครงท่ี 3 ะ
V33

= 0.05018719541

z(2) :M -“r (2) =
— 6.331433333 X 10~2

0.03210375 
1.248471429X 10~2

p{2) = r (2)Tz(2) =1.833087074 X 10~2

P2 = - ^  = 1.56269736 
P(1)

d(2) = 2เ2)
— 0.0742476 

- -0.0274144 >
0.0443314

q(2)= A TAd(2) =
-0.0742476'

- -0.0274144 >
0.0443314

“ 2 = d(2)Tq(2)
โดย d(2)Tq๓ = 1.11812617 x lO "3
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ดังน้ัน a 2 = 16.39427753
x (3)= x (2)+ « 2d(2)

0.217235 r-  0.0742476 -1
-0.0505607 • + (16.39427753)' -0.0274144 » ะะะ < -0.5

0.273226 0.0443314 1.00001
r (3) = r (2) -  a 2q(2)

-0.189943 -0.0115832 -0.0000448045'
0.128415 •-(16.39427753)- 0.0078356 > = < -0.000044001
0.174786 0.0106676 -0.000101595

ตรวจสอบผลการลู่เข้าสู่คำตอบ
err(3) = นั้(-0-0000448045)2 + (-0.000044001)2 + (-0.000101595)1 = 2 079122428 x 10-5

V33

การทำซ้ําคร้ังท่ี 4 ะ

z(3) = M "'r(3) =
-1.493483333 X 10-5 '

- -1.100025 X 10-5 >
-  7.256785714 xl0~6

p(3) = r (3)Tz(3) =1.890422885 X 10'9

P3 = ̂ -  = 1.03127828 x1 O'7
p(2)

d(3)= z (3)+ p3d(2) =
-1.49425 x lO "5'

- -1.10031 X 10~5 • 
-7.25221 x l0 “6

q(3) = A TAd(3) = \
-0.000110347' 
-0.000117411 > 
0.000257205

โดย d(3)Tq(3) = 4.806049695 X 10"9 
ดังน้ัน «3 =0.3933423508

x (4)= x (3)+ « 3d๓
-1 ' -1.49425x1 O'5 ' -1.00001 '

1 o 1/1 • + (0.3933423508)- — 1.10031 X 10-5 • = - -0.500004
1.00001 -7.25221 X 10-6 1.00001
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r(4)= r (3)-o c 3q(3)
-0.0000448045' -0.000110347 -1 .4 0 0 3 5 X 10"6'
-0.000044001 •-(0.3933423508)- -0.000117411 > ะะ: < 2.18172X  10“6
-0.00101595 -0.000257205 -4 .25381 X  10~7

ตรวจสอบผลการลู่เข้าสู่คำตอบ
,4, -v/(—1.40035 X 1(T6)2 +(2.18172 X 10^)2 +(-4.25381 X 10~7)2e r r  ’ = ----------------------------------------------7= -------------------------------------------

v33
เนื่องจากค่าความผิดพลาด < ค่าความผิดพลาดที่ยอมให้ได้ ดังนั้นคำตอบ

= 4.573252698 x io -7 
คือ x (4) คือ

' -1.00001 '
< -0 .500004 >

1.00001
ตรวจสอบคำตอบที่ได้กับคำตอบที่ได้จากระเบียบวิธีการกำจัดแบบเกาส์ โดยคำตอบที่ถูกต้องของ 
ระบบสมการดังกล่าว คือ

-1 .0 '
• -0 .5  •

1.0
ซึ่งจะเห็นว่าวิธีคอนจูเกตเกรเดียนท์สามารถให้คำตอบที่ถูกต้องได้ตามที่ต้องการ
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