
บทที 2

สถิติท่ีใช้ในการวิจัย

ในบทนี้กล่าวถึงเทคนิคต่างๆที่เกี่ยวข้องและวิธีการประมาณพารามิเตอร์ของการแจก 
แจงความสุญเสียสำหรับข้อมูลถูกตัดปลายทางซ้ายและเป็นแบบกลุ่ม ตัวยวิธีการประมาณแบบ 
ภาวะน่าจะเป็นสุงสุค (Maximum Likelihood Estimation Method) วิธีการประมาณแบบไค
ลแควร์ตํ่าสุด (Minimum Chi-Square Estimation Method) และวิธีการประมาณแบบระยะตํ่าสุค 
ของคราเมอร-วอน โมส (Cramer-Von Mises Minimum Distance Estimation Method) ซึ่งรราย 
ละเอียดต่าง  ๆ ตังนี้ โดยจะเริ่มด้วยวิธีการวิเคราะห์เชิงตัวเลขที่จะใข้ ประกอบการแตัสมการ คือ 
วิธีนิวตัน-ราฟสัน

วธนิวฅน-ราฟ่สน (Newton-Raphson Method)

ในบางครงการแตัสมการหาค่ารากไม,สามารถจะหาได้โดยตรง จำเป็นต้อง'ใช้เทคนิค 
การวิเคราะห์เชิงตัวเลขเข้ามาช่วย การวิจัยครั้งนี้จะใช้วิธีนิวตัน-ราฟ่สัน (Newton-Raphson 
Method) ซึ่งเป็นวิธีนิยมใช้แพร่หลาย โดยจะใช้สมการ P สมการ เมื่อต้องการหาค่าพารามิเตอร์ที่ 
ไม่ทราบค่า P พารามิเตอร์ เมื่องจากการแจกแจงที่ใช้ในการวิจัยเป็นการแจกแจงที่มี 2 พารามิเตอร์ 
ตังนั้นสมการที่,ใช้'จะมีเพียง 2 สมการ

สำหนคให้สมการที่ต้องการหาค่าพารามิเตอร์เป็นตังนี้

8 1 ( 0 1 , 0 2 )  =  0

เม่ือ £ 1 , 0 2 เป็นพารามิเตอร์ที่ไม่ทราบค่า
กำหนดค่าเริ่มต้น 0 10 , 0 20 จากนี้นใช้วิธีการประมาณเชิงเสันจะได้สมการตังนี้

£ l(^ 1 0 ’^2o) + 8 l l(^10>^2o)(^l " ^ îo ) +  812 (^10»̂ 20)(^2 ” ^20) = 0

£ 2 (^ 1 0 > ^ 2 0 ) +  .§21(^101^20 x ^ l  -^ 1 0 )  +  # 2 2 (^ 1 0 ’ ^ 20)(ส ั2  ’ ^2û) =  0
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หรือสามารถเขียน'ให้อยู่ในรูป1ของเมตริก'ชน คือ

£ l(# 1 0 * ^ 2 o ) _เ- £ l l ( ^ 1 0 *$2o) £ 1 2 ( # 1 0 *#2 0 ) ง่ซ
ิ1 "o’

£ 2 ( ^ 1 0 *^2 0 )-
บ̂

- £ 2 1 ( ^ 1 0 *^2 0 ) £ 2 2 ( ^ 1 0 *^2 0 ) - # 2 -  # 20 _ A

จะได้ว่า

V 6*10 £ 11( ^ 1 0*^2 0 ) £ 1 2 ( ^ 1 0*^2 0 ) 1 !” £l(^10*^2o)
-&2- -^20- - £ 2 1  ( ^ 1 0  > ^ 2 0  ) £ 2 2  ( Û 10 > ^ 2 0  ) - ม ่£ร(^10’ ^20)-

จะใช้กระบวนการทำชาโดยในรอบที่สองและรอบถัดไป จะให้ # 10 ,# 20 ในแต่ละรอบเป็นค่า 
# 1 ,# 2ในรอบที่ผ่านมา ทำๆทจนกระทั่งได้ค่าประมาณพารามิเตอร์ที่ด้องการ โดยflาหนดเกณฑ์ 
การหยุดทำ']?าคังนี

|#1 - # 10! < 0.0001 และ |#2 - # 20! < 0.0001

เมื่อค่าประมาณพารามิเตอร์ทัง 2 พารามิเตอร์ในรอบนีแตกต่างจากรอบที่ผ่านมาไม่เกิน 0.0001 จ 
ได้ว่าค่า # 1 , # 2 คือค่าประมาณพารามิเตอร์ที่ด้องการ

การกำหนตค่าเร่ิมด้น

ในการวิจัยครงนี้ด้วิจัยได้ใช้วิธีการประมาณแบบโมเมนต่ (Moment Estimation) ใน 
การประมาณค่าพารามิเตอร์เริ่มด้น สำหรับการแจกแจงแบบลอกนอร์มอลและการแจกแจงแบบ 
พาร์โต ส่วนการแจกแจงแบบไวบุลล์จะใช้วิธีเปอร์เชีนตไทล แมทชิ่ง (Percentile Matching)
เนื่องจากวิธีการประมาณแบบโมเมนตไม่สามารถแด้สมการหาค่าประมาณให้อยู่ในรูปที่ง่ายได้ 
อย่างไรก็ตาม ทั่งสองวิธีนี้ต่างก็เป็นวิธีการประมาณค่าพารามิเตอร์อย่างง่าย และไม,ค่อยมีความ
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ซับซ้อนมากนักในการคำนวณ
เมื่อความสูญเสีย2 การแจกแจงแบบลอกนอร์มอล ซึ่งมี 2 พารามิเตอร์คือ //และ ๐- 

จะประมาณค่าพารามิเตอร์เริ่มต้น แ 0 และ <J0 ไต้จาก

โดยที่ m x 5 /ท 2  เป็นโมเมนต้ที่หนึ่งและสองของข'อมูลตามลำดับ 
จาก 2 สมการนี้ แต้สมการหาค่า Iน0 และ ๐-0 ไต้ดังนี้

cr0 =  -  21n/W j

1 _ ° 0 2/ / 0 =

เมื่อความสุญเสียมีการแจกแจงแบบพาเรโต ซึ่งมี 2 พารามิเตอร์คือ a  และ Â  จะ 
ประมาณค่าพารามิเตอร์เริ่มต้น a 0 และ ดั0 ไต้จาก

1=1
ท

E { X 2) = 1=1___
ห =  พ2

1=1__
« =  '«1 , «ก >  1

=  Tท2 , a 0 > 2

โดยที่ เท 1 , ทใ2 เป็นโมเมนต้ที่หนึ่งและสองของข้อมูลตามลำดับ 
จาก 2 สมการนี้ แต้สมการหาค่า a 0 และ ดั0 ไต้ดังนี้
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a  =  2( ml ~  ๓ 2 )
0 2/7ÎJ2 -  ๓2

4) =  ( « 0 - 1 ) ๓ !

เม่ือความสูญเสียรการแจกแจงแบบไวบุลต์ ชี่งร 2 พารามิเตอร์คือ C และ T  จะประ 
มาณค่าพารามิเตอร์เร่ิมต์'น c 0 และ T0 ดัวยวิธีเปอร์เซ็นต์ไทล์ แมทช่ิง โดยพิจารณาจาก

/VCQ) = l-exp(-c0c;°) = F„(C,)

Fr(C,.) = l-exp(-c0c ;0) = Fn(Cj )

โดยท่ี € 1 และ C j เป็นขอบเขตบนของความสูญเสียกสุ่มท่ี i  , j

จากสองสมการนี้ แดัสมการหาค่า c0 และ T0 ไดัดังนี้

... ๒

ไ ๒('-ฝc๊;)i
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การนอกนองทใชัในการวิจัย

1. การนอกนองนบบนอกนอร์มอล (Lognormal Distribution)

ฟังกก์ฒัความหนาแน่นและฟังก์ชันการแจกแจงอยู่ใน5ปของ

/ ( * )  =

s

exp
•เ

1 (  l n x -  / r V
[  î l  «r J .

x c r j l ï r
0

; JC > 0 -00 <  f l  <  00 5 < 7  > 0
;x  £ 0

; X > 0  CO <  f l  <<x> , ( X > 0

\x ^  0

(ราสามารถหาค่าคาดหวัง ค่าความแปรปรวน ค่าสํมประสิทธิความแปรผัน และฐาน 
นิยมไก์ดังต่อไปนี้

E (X ) =

V{X)  = 1P

CV(X) = Ve0* - 1  

M x f e  =  e ,u~^

โดยท f l  เปนพารามIตอรแสดงส!กล (scale parameter) 1 - a o <  f l  < <x> 

c  1ปนv n îาม!ตอรแสดง][ปราง (shape parameter) , < J >  0
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รูปที่ 2.1 แสดงกราฟของการแจกแจงแบบลอกนอรมอล

2. การแจกนจงแบบไวบลล (พ eibull Distribution)

ฟังก์ชันความหนาแน่นและฟังก์ชันการแจกแจงอยู่ใน2ปของ

m  =
! c r x T~{e~G*T 
1 0

โ > 0  ,c  >  0 , r  >  0
; X < 0

F(x) = 1 -  e~°*r 
0

;*  >  0 >  0 , r  >  0
]X  <. 0

เราสามารถหาค่าคาดหวัง ค่าความแปรปรวน ค่าสํ'มประสิทธความแปรผ้น และฐาน 
นิยมไดัดังต่อไปนี้

c r

E(X)  =



V(X)  =
r 1+

T /
n  1 + -

c ^ ( X )  =

2 ไ  
1 +  -  

r  J
- 1

0

Mode = ‘ T -  1 jî  
C T  V

T <  1

โ  >  1

โดยที่ c เปีนพารามิเตอร์แสคงสเกล (scale parameter) 1 c > 0 
T  เปีนพารามิเตอร์แสคงรูปร่าง (shape parameter) 1 T >  0

รูปที 2.2 แสดงกราฟของการแจกแจงแบบไวบุลล
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3. กา!แจกแจงแบบพาเ!โต (Pareto Distribution)

ฟังก์ชันความหนาแนน่และฟังก์ชันการแจกแจงอยู่ในเปของ

aAa
f i x )  = (x + A)a+l 

[ 0
\x > 0  ,a  > 0  ,A>  0 

; x  £  0

Fix) •,JC >  0 , a  > 0 ,A >  0 

;x ^  0

เราสามารถหาค่าคาดหวัง ค่าความแปรปรวน ค ่าส้มประสิทธีความแปรผัน และฐาน 
นิยมไต่คงต่อไปนี้

E { X )  = a - 1 ;<2 > 1

V { X )  = aA2 \a  > 2[a  -  l ) 2[a  -  2)

CV{X) = i a
v a - 2 ;oโ > 2

Mode = 0

โดยที่ A l lh jพารามิเตอร์แสดงสเกล (scale parameter) ,A >  0 
a  เแนพารามิเตอร์แสคงเปร่าง (shape parameter) 1 a >  0
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รุปที 2.3 แสดงกราฟของการแจกแจงแบบพาเรโต

การประมาณค่าพารามิเตอร์

1. วิธีการประมาณแนบภาวะน่าจะเปีนสูงสุด 
/

วิธีการประมาณแบบภาวะน่าจะเป็นสูงสุด เป็นการประมาณค่าพารามิเตอร์ที่ไม่ใช้ 
ฟงกชันการเสี่ยงในการคัดเสือกตัวประมาณที่เหมาะสม แต่ใช้ในการวิเคราะหจากสภาพความเป็น 
จริง ผู้ที่คันพบวิธีนี้เป็นคนแรกชื่อ ชี เอฟ เกาส (C.F. Gauss 1821) ซึ่งเป็นนักคณิตศาสตร์ชาว 
เยอรมัน ต่อมานักสถิติชาวอังกฤษชื่อ อาร์ เอ ป็ชเชอร์ (R.A. Fisher 1922) ได’ปรับปรุงวิธีการ 
และตรวจสอบคุXนสมบัติต่าง  ๆ วิธีการนี้จะใช้ได้เมื่อตัวอย่างสุ่มมีการแจกแจงแบบมีพารามิเตอร์ 
(Parametric Distribution)

สำหรับกรณีข้อมูลแบบกสุ่มเมื่อถูกตัดปลายทางซ้ายจะมีพงกชันภาวะน่าจะเป็นตังนี้

L  =  n |  J / r C y ; £ ) ^ j7=ÏU-1 J
‘ธ ็ระพร ว ิระถาวร.คร. การอฤมาน เชิงถถิพข้นกถาง:ไครงทร์างและความหมาย (พ ิท ักม ัการพ ิมพ์’ : 

2531) หนัา 99.
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L = U l F y i C ^ - F A C 1_1- o f

l n L  =  i / > [ F y ( C , . ; ^ ) - F r (C M ^ ) ]  

=  Z / , l n W )

เม่ือ
Pi = Fr (C / ;๙ ) - Fr (CM ;๙)

ประมาณค่าพารามิเตอร์ 6 ไดัโดยการหาอนุพันธบางส่วน (Partial Derivatives) ของ 
ลอกของภาวะน่าจะเป็น (Loglikelihood) เทียบกับ 6 และไหสมการอนุพันร์บางส่วนเท1ากัม 0

^ l n Z , , i = 1,2

1.1 เมื่อความสูญเสียมีการแจกแจงแบบลอกนอร์มอล

lnL  = Z / ,  ๒ P,

lnC ; - / / W  In C;_1 -  fj.

l-<

-  <E

In d -  f i

(2.2)

(2.3)

แทนค่าที่ไดัจากสมการ (2.3) ลงใน (2.2) จะไกัลอกของฟ้งกัชันภาวะน่าจะเป็นสำ- 
หรับการแจกแจงนี้ จากน้ันหาค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีพัา'ใพัสมการ (2.2) มีค่าสูงล(ด โดยการ 
หาอนุพันร์ของลอกของฟ้งกัชันภาวะน่าจะเป็นเทียบกับพารามิเตอร์ แ และ (Xจะไดัดังน้ี

âh \L 4 , f i  cPi
âfi -  พ *  -  °

(2.4)

d\saL ^  f i  SPi
ร2(/“ , ๐') = âcr = 1 “  = 0 

M  pi 3a
(2.5)
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เม่ือ

- d ^ ) -
f l n d -  /s)

P A  ~  J
â f *  0 l - d

-  / / ไ
1 O J

(2.6)

do

lnCj.j -  / /ไ f lnCj_1 -  m'] fInCj -  ^'] f InCj -  fj.
------_--------- ^ ------_--------- -  ------_------9 -------- —

แล;

In d -  เนof 1-<X^

1 In d -  Li\ ( In d -  fjA

,  J \ a . d - f i \
O 1 - d

\  O  J .

K

(ไทC l - f i
exp ' ' ๒ c 1 -

y j2 n

(2.7)

(2.8)

แทนค่าที่ไช้จากสมการ (2.8) ลงใน (2.6) และ (2.7) และแทนค่าที่ไค่'จากสมการ (2.3)
(2.6) และ (2.7) ลงในสมการ (2.4) และ (2.5) เมื่องจากการแสัสมการไม'สามารถกระค่าไช้โคยง่าย 
จะต'องใช้วิธีนิวตัน-ราฟสันช่วย โดยสมการที่'ใช้'ประกอบการหาค่าประมาณพารามิเตอรมีดังนี้

g u i d e r )  =
d L In Z. 

à f i 2
b ,

ร 2 ? ,
«5 2

P i

* L 
â / j

\  2

V 7
(2.9)

gn(M,<7) =
d 2h\L
dodfj. b

ร 2? 1
dodfj. \  dfi A  do J

Pi ~  P,2
(2.10)
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8  2 i (M , c )  =
â 2\n L 
ô f jê a p i

<92 p.- ( â P t  Y æ t '

â flâ c r \ â < j K â p )

Pi Pi (2.11)

827
â 2]nL

ôcr2 h

d 2Pi f æi y2
0<J2 d<7
Pi Pi\ )

(2.12)

เม่ึอ

â 2p,-
dp

lnC,-i  -  P ไ /  In C/ - 1  -  r In Cf -  p  ไ /  In C j- p '
V c r2 y  V (7  J i f f 2 J V (โ  ;

1 ^  I n d -  f i '

4 sร 4 p W % P X )

j J k
\  (J J I / b e , •,1- / / ไ ( \a C j- f l 

2 1  f i nd - ๐' y V cr
V cr J

-Pi* 1ท ๙ -  p

(2.13)

d 2Pj
dadp

j .
<J

lnQ-1 -  p \2
- 1 lnQ-1 -  p I n Q  -  p

- 1

๕

"/โ1i
1t-H

V cr y

p, ( \ n d -  r ^ 2
- 1

l n d (
+

In d -  p
\

f 1nd-  p
a

ln<i -  p  I f In d -  p

find -  p ^ 1
f o C i - \ - p )  /In C i - p

P i \
f\n d -

(2.14)
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ô 1 Pj _  â 2p t
ÔGÔfi ~  â f i â o

â 2Pj
do1

ln Ç - 1  -  M ๒  Cj_1 -  f i \2
- 2 ๒ c, _1 -  f i

O 1 -
\n d -  f i

f  ๒  C i -  f l '
V c r 2 J '(■ “ < * - " Y - J <!>

( \ x i q -  f l ไ
l  G  JV G  )

[ f in d - fl)
ป - ช ้  ไ โ  J

f
\  G

l n d -  f l  )  f \ n d  — f l
พ

-4 \

G  J
ln d -  f l

| hCM -  -  //j _^๒Cj -  f i ^J^nC j -  f l

-  P i
f \n d -  f i \ ( \ n . d -  fl
V. G  J V G (2.15) -

แทนค่าที่ไต้จากสมการ (2.3) 1 (2.6) , (2.7) , (2.13) 1 (2.14) 1 (2.15) ลงใน (2.9) , 
(2.10) , (2.11) 1 (2.12) จากนั้นน่าค่าที่ไต้จากสมการ (2.4) 1 (2.5) , (2.9) 1 (2.10) 1 (2.11) 1 (2.12) 
และค่าพารามิเตอร์เริ่มต้นไปแทนในสมการ (2.1) และใช้กระบวนการ,ค่ฬ์าจนไต้ค่าประมาฒ 
พารามิเตอร์ที่ต้องการ

1.2 เมึ่อความชุญเสียรการแจกแจงแบบไวบุลล์ 
จากสมการ (2.2)

๒ 1  =  ร / 11๒ / ; -  (2 .2 )
i= l

Pi = exp[-c(c£1 - d โ )] -  exp[-c{c; -  d T )j (2.16)
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แทนค่าที่ไตัจากสมการ (2.16) ลงใน (2.2) จะไตัลอกของฟ้งกัชันภาวะน่าจะเป็นสำ 
หรับการแจกแจงนี้ จากนั้นหาค่าประมาณพารามิเตอร์ที่สำใพัสมการ (2.2) มีค่าถูง?(ด'โดยการหา 
อนุพันธ์ของลอกของฟ้งกัชันภาวะน่าจะเป็นเทียบกับพารามิเตอร์ C และ r จะไตัตังนี้

â \ n  L ^ / .  ' ๐̂!S ite , O  = de = Z — —  = 0w  Æ (2.17)

â \ n L ^  f  1 æ t
g 2te>T) = â r -  % p *  -0 (2.18)

"  - ๔ ' ; . 1 - ๔ ' ) , - ‘< * ^ ) (2.19)

= cfc,1 ๒ C1 - ๕  Ind ) e ' c[^ ^ ] - ({ci, ln CM - d 1 ] n d ) e ' c[qT-rdT]
(2.20)

แทนค่าที่ไตัจากสมการ (2.16) 1 (2.19) , (2.20) ลงใน (2.17) และ (2.18) ฌึ่องจาก 
สมการ (2.17) 1 (2.18) ไม่สามารถแกัสมการหาค่าประมาณไตัโดยง่าย ตัองใช้วิธีนิวตัน-ราฟสัน 
ช่วย โดยสมการที่ใช้ประกอบการหาค่าประมาณพารามิเตอร์มีตังนี้

g  l i t e r )  =

g 12 T) =

â 2 ๒ 1
= ร / , -

<?2P,.
de2

' æt ไ2
deII

Pi Pi
l  y

<?2 inL II
? {

ร^»
P â 2Pi

dxde
ârâc Pi TV

(2.21)

(2.22)
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g 2\{c,z) =
â 2 ๒  L 
dcôz è f,

ร 11\
dcôz
~ pT

f  S D  Y  gp \
\â z  À  de

p f

g  22 (< ^ ) = é?2 ๒ ! ,
dz2 ht

â 2Pj
dz2

(  æ ^ 2
dz

V y

เม่ือ

= [c ',-๙']%-'

= (c; ๒c1- <r tad jr^ '-'''>(๗' - <  +1)
- (c,' 1 lnC M  -  a "  เท,/),Y c ' ' - ‘' ‘ ' ( ๗ '  -  ๗7-1 + 1)

d 2Pj
dcôz

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

d 2 P i 

d z 2
- ce C(c!-๔ๆ ( t a q ) 2q T - ( ๒ d ) 2 d r  -  ( { c l  ] n C j - d T l n i ) :

-  c e
p c l ^ (๒C,-_i ) :2 Cl 1 - ( ๒ d ) 2 d T  - ({cl 1 ๒ CM  - d r ๒ d)

(2.27)

แทนค่าที่ไต้จากสมการ (2.16) 1 (2.19) 1 (2.20) 1 (2.25) , (2.26) , (2.27) ลงใน (2.21)
(2.22) 1 (2.23) 1 (2.24) จากนั้นก็ปาค่าที่ไต้จากสมการ (2.17) , (2.18) 1 (2.21) 1 (2.22) 1 (2.23) 1 
(2.24) และค่าพารามิเตอร์เริ่มต้นไปแทนในสมการ (2.1) และใต้กระบวนการน่านั้าจนไต้ค่าประ 
มาณพารามิเตอร์ที่ต้องการ
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1.3 เมื่อความสูญเสียมการแจกแจงแบบพาเรโต 
จากสมการ (2.2)

\nL  = ร / , .  ๒/».

^  =
. พ ั + Q_1 y

/ *+ ๔
พ ั+ c.๙

(2.2)

(2.28)

แทนค'!ที่ใค้จากสมการ (2.28) ลงใน (2.2) จะไค้ลอกของฟ้งกัชันภาวะน่าจะเป็นสำ 
หรับการแจกแจงนี้ จากนี้นหาค่าประมาณพารามิเตอร์ที่ทำให้สมการ (2.2) มิค,าถูงสูด โดยการ 
หาอนุพันรของลอกของฟ้งกัชันภาวะน่าจะเป็นเทียบกับพารามิเตอร์ a  และ X จะไค้ดังนี้

3 \n  L นี,้ f i  æ 1
- *  - I t s  = 0

g i( a ,Z ) 3 \n L  _ V ii_ Ë ±  _ Q

เม่ือ

&!_
3a

x+d In X + d
Vx +  C,._J J \ Â +  Cj  J \ X + C f

5 1 J Y*X + d In A-f พั

f  = ( น ี้ร r " ( น ี้/ ) H

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

แทนค่าที่ไค้จากสมการ (2.28) 1 (2.31) , (2.32) ลงใน (2.29) , (2.30) เมื่องจากสมการ 
(2.29) และ (2.30) ไม,สามารถแกัสมการหาค่าประมาณไค้โดยง่าย ค้องใช้วิธีนิวดัน-ราฟ่ส้นช่วย 
โดยสมการที่ใช้ประกอบการหาค่าประมาณพารามิเตอร์มิดังนี้



(6£X)('7 _ •'ว +y ^,+,(๖+*)
c (p-'

ไ~'ว +y

ว)(โ+»)j 
(1"?ว I+»v

Z7

+r)"
-๖

z_„(^+r)» = y [p-x~'d){ 1 +ท) jP - wว

(8 ex)
((๖+nUJ» + I

y
,+,(๖+*) f7l_b+y)u\v+x

)
,+,('"๖+*)'

P +y vv พP-๖lp+* )Z7 -1 "๖1-tf^+r) =7พé7
-*๙

(/.ex)7 ■'ว+y ไ«I(๖ +y ไ7 wว+y ไ«I
fl~'D+rไ. 2**?

lI ^ +r JP +y o\r 1 )Zl ^ JP+Y v\

(9£X)

(sex)

(KX)

(eex)

am

f \
!d!d
Y?&

3{te)■‘d 1?

—— ะ= (y ‘ v) zz8
7 VI 1?

zd!d
n?YY? \Y?v?
texte)■d 1?

zd!d
Y? Y ท?')ท?Y?
■d? l’d?)V

vz

- ^

qgTff
7“l 1*?

f ")
!dfd
ท?z*v

ZK'd?)ldz?

- Z--?-... - (y‘v)n8 7V[Z?
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แทนค่าท่ีไสัจากสมการ (2.28) 1 (2.31) 1 (2.32) , (2.37) , (2.38) 1 (2.39) ลงในสมการ 
(2.33) 1 (2.34) , (2.35) 1 (2.36) จากน้ันน่าค่าท่ีไ#จากสมการ (2.29) 1 (2.30) , (2.33) , (2.34) , 
(2.35) , (2.36) และค่าพารามิเตอร์เร่ิมสันไปแทนในสมการ (2.1) และใช้กระบวนการทํฬ้าจนไสั 
ค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีสัองการ

2. วิธีการประมาณแบบไค-สแควร์ฅาสุด

หลักการ'ของวิธีน่ีคอ การหาค่าประมาณพารามิเตอร์ท่ีทำให้ตัวสถิติไค-สแควร์ (Q) มี
ค่าตํ่าสุด

4 4 / , - * ( F r ( C , ; ^ - F r (CM ;g ) ) |2 
Q = à  À.Fr (C  1- $ ) - Fy(C,_1-,ej)

= W iZ J Î iL
' พ  "Pi

Pi = Fr (Ct ; 0 ) -  F r (Q _ 1;* )

ประมาณค่าพารามิเตอร์ไสัโดยหาอนุพันร์บางส่วน (Partial Derivatives) ของตัวสถิต ิ
ไค-สแควร์เทียบกับ 0  และให้สมการอนุพันธบางส่วนเท่ากับ 0

ÔQ_
æ 1 J  = น

2.1 เมึ่อความสุญเสียมีการแจกแจงแบบลอกนอร์มอล

nP. (2.40)

แทนค่าที่ไสัจากสมการ (2.3) ลงใน (2.40) จะไสัตัวสถิติไค-สแควร์สำหรับการแจก 
แจงนี้ จากนี้นหาค่าประมาณพารามิเตอร์ที่ทำให้สมการ (2.40) มีค,าตํ่าสุด โดยการหาอนุพันธ์,ของ 
ตัวสถิติไค-สแควร์เทียบกับพารามิเตอร์ แ  และ <J จะไสัคังนี้
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3Q 4/  f i 2 พ -SiC/'.c'O = = z « - - r y  ^ 7âP i=]y  riP? )  dfj.L = 0

£ 2 0 > °0 «
<สื7 = S - é f e- r 1- = 0

(2.41)

(2.42)

แทนค่าที่ไต้จากสมการ (2.3) 1 (2.6) , (2.7) ลงในสมการ (2.41) 1 (2.42) จากนั้นจึงใช้ 
วิธีมิวตั'น-ราฟสันแต้สมการ โดยสมการที่ใช้ประกอบการหาค่าประมาณพารามิเตอร์มีคังนั้

8 n ( t * ,o )  = ~ â f j
^ ( 11 '1 I t f t æ r f
t i [ n ~ nPt 2 ) â f i * +  n P ? \ f y ) (2.43)

0 , , , ^  = ^ Q _  _  y f „  y ;2 V 2/ j  1 2 / ^ f æ ^
gn  / / , ° r = ôoôfj. ~ nP^ )âodjj. + nPf

cP,
â น X â o , (2.44)

8  21 ( / '>๐') = <?2g
dfjdo

ki
i=1_v” ~ ฬ '

y;-2 V 2pf 2 /,«M i f i  UL i M i
nPj2 jâ fjd o  nP2 \â o \â ,u  J (2.45)

#22( / '>๐') = <?2g
d o 2

*Zi=l
f  / เ 2 V f ,  2 / ; 2
r n t f j a j *  ทฦ3 \d o  y (2.46)

แทนค่าที่ใช้’จากสมการ (2.3) 1 (2.6) 1 (2.7) , (2.13) 1 (2.14) 1 (2.15) ลงในสมการ 
(2.43) , (2.44) 1 (2.45) และ (2.46) จากนั้นนำค่าที่ไต้จากสมการ (2.41) , (2.42) 1 (2.43) , (2.44) 1 
(2.45) และ (2.46) และค่าพารามิเตอร์เริ่มต้นไปแทนในสมการ (2.1) และใช้กระบวนการนำช้าจน 
ไต้ค่าประมาณพารามิเตอร์ที่ต้องการ

2.2 เมื่อความชุญเสียมีการแจกแจงแบบไวบุลล์ 
จากสมการ (2.40)

Q = Z ( / , - < ?nP,
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แทนค่าที่ไตัจากสมการ (2.16) ลงในสมการ (2.40) จะไตัตัวสถิติไค-สแควร์สำหรับ 
การแจกแจงนี้ จากนี้นหาค่าประมาณพารามิเตอร์ที่น่าใพัสมการ (2.40) มีค่าตัานุค โดยการหา 
อนุพันธ์ของตัวสถิติไค-สแควร์เทียบกับหารามิเตอร์ C และ โ  จะไตัตังนี้

g  i ( c , r )  =

g2 (c»r ) =

(2.47)

(2.48)

แทนค่าที่ไตัจากสมการ (2.16) 1 (2.19) 1 (2.20) ลงในสมการ (2.47) 1 (2.48) จากน้ีน 
แกัสมการโดยใช้วิธีนิวตัน-ราฟส้น เพื่อหาค่าประมาณหารามเตอธ์ โดยสมการที่ใช้ประกอบการ 
หาค่าประมาณพารามิเตอธ์มีตังนี้

g\\{c,T) = d 2Q â*pt 1
ท/)3 V Æ (2.49)

,  . _  ^ 2e  - เ / f  / / 2 V ? ( 2 / , 2ga(c’r) = Mc = +^
{ £P V  £D \æ ;
V de A â r )

g 2 \{c ,* )  =
â 2Q
dock

k
Z
i=1

(  l i P ^ A + M i f f ü Y f S l "  
l ”  ท/)-2 J  +  ท/).3 V À  de J

(2.50)

(2.51)

g22(c =
à 2Q
OT 2

A:Z
1=1 U

น 1 2yYnP'2)  d r2 nP; dr y (2.52)

แทนค่าที่ไตัจากสมการ (2.16) 1 (2.19) , (2.20) 1 (2.25) , (2.26) 1 (2.27) ลงใน (2.49) , 
(2.50) 1 (2.51) 1 (2.52) จากนี้นน่าค่าที่ไตัจากสมการ (2.47) 1 (2.48) 1 (2.49) 1 (2.50) , (2.51) , 
(2.52) และค่าพารามิเตอร์เริ่มตันไปแทนในสมการ (2.1) และ'ใช้กระบวนการน่าช้า'จนไตัค่าประ 
มาณพารามิเตอร์ที่ตัองการ
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2.3 เมึ่อความสูญเสียมิการแจกแจงแบบพาเรโต 
จากสมการ (2.40)

£ น - < - ) 2
1=1 nPi

แทนค่าที่ไ#จากสมการ (2.28) ลงในสมการ (2.40) จะไตัตัวสถิติใค-สแควร์ฝาหรับ 
การแจกแจงนี้ จากนั้นหาค่าประมาณพารามิเตอรัที่ทำให'สมการ (2.40) มิค่าต่ําสุค โดยการหา 
อนุพันธ์ของตัวสถิติไค-สแควร์เทียบกับพารามิเตอร์ a  และ A จะไตัคังน้ี

£ i(a ,A )  = âQ_
âa

k (
Z;=lV

J ?
nPr âa = 0

g 2( a , พั) =

(2.53)

(2.54)

แทนค่าที่ไตัจากสมการ (2.28) 1 (2.31) 1 (2.32) ลงในสมการ (2.53) 1 (2.54) จากน้ัน 
แกัสมการโดยใช้วิธีนิวตัน-ราฟสัน เพ่ีอหาค่าประมาณพารามิเตอร์ โดยสมการที่ใช้ประกอบการ 
หาค่าประมาณพารามิเตอร์มิตังนี้

S i iO M )
â 2o  
â a 2

â 2Q 
âX âa

k
Zj=l 1! - ๙ ร น ( ร  J

ป } _ น ุไ  aâl±. น ! / . น ) ' น . ไ
(=lLv «P,-2 J ̂ พั̂ a «P,3 Vตั1a À <?A J

(2.55)

(2.56)

^21 ( a , พั) ะ=

g22(a,A) ะะะ

£
âaâx

â 2o
■ oo2O A

l  ^A A<7ÏZ y (2.57)

(2.58)
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แทนค่าที่ได้จากสมการ (2.28) 1 (2.31) 1 (2.32) , (2.37) 1 (2.38) , (2.39) ลงใน (2.55) 
(2.56) , (2.57) , (2.58) จากนั้นนำค่าที่ได้จากสมการ (2.53) 1 (2.54) , (2.55) 1 (2.56) 1 (2.57) 
(2.58) และค่าพารามิเตอร์’เริ่มด้นไปแทนในสมการ (2.1) และใช้กระบวนการทำๆทจนได้ค่าประ 
มาฒพารามิเตอร์ที่ด้องการ

3. วิธีการประมาณแบบระยะตาสุดของคราเมอร-วอน ไมส์

ผู้ที่ด้นพบวิธีการประมาณแบบระยะทำสุดช่ือ Wolfowitz (1950s) 2 หลักการของวิธีนี้ 
คือ การทำให้ฟ้งก์ชันระยะทาง (Distance Function) ระหว่าง ฟงกัชันการแจกแจงเชิงทดลอง 
(Empirical Distribution Function) และฟ้งกัชันการแจกแจงของตัวแบบ มีค,าต่ําสุด ซึ่งกืคือหลัก 
การของตัวสถิติโคลโมโกรอฟ-สเมอร์นอฟ่ (Kolmogorov-Smimov Statistic)

แจกแจงยกกำลังสอง ซึ่งคือตัวสถิติของคราเมอร์ ■ วอน ไมส่ (Cramer-Von Mises Statistic)

m in^ = I[F „( c  1) - FyiC^Û)]2

ประมาณค่าพารามิเตอร์ 6  ได้โดยหาอนุพันธ์บางส่วน (Partial Derivatives} ของตัว

ในที่นีจะใช้ฟ้งก์ชันระยะทางระหว่างฟ้งกชันการแจกแจงเชิงทดลองและฟงกชันการ

สถิติของคราเมอร-วอน ไมส่เทืยบกับ 6  และให้สมการอนุพันธ์บางส่วนเท่ากับ 0

3.1 เมื่อความสุญเสียมีการแจกแจงแบบลอกนอร์มอล

K = Z[^(c,)-/v(c,)f (ะ.ร9)

1984), p. 83.
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เม่ือ

l - c ' l n C , - V
F y { C t ) 1 - V y

1. 4 ( ร ุ± ^
(2.60)

แทนค่าที่ไ#จากสมการ (2.60) ลงใน (2.59) จะไ#ตัวสถิติของคราเมอร-วอน ไมส 
สำหรับการแจกแจงนี้ จากนี้นหาค่าประมาณพารามิเตอรัที่ทำให้สมการ (2.59) มีค่าต๋ําสุด โคย 
การหาอนุพันธ์ของตัวสถิติเทียบกับพารามิเตอร์//และ (7  จะไตัตังนี้

0เ1 - 2  2 K ( C , . ) - i V ( C , ) ] ^ | P  = 0 (2.61)

๗ / ' . ° - )  = X  = - 2ร ่[ พ ) - พ ) ] ^ ^  = 0 (2-62)0 (7  1._1 ๐'ช'

เม่ือ

^ r ( Q )
âfj.

l - < t r  In C, -  / i ' j l  
V <T y j น ุ

fine,.
๐- 9

f  ln d -  f l 1 . 4 ( ร ุ! ^ £
(2.63)

^ (Q ) (^  K๒  ส ั-  / /
๐ y

f i n e ,  -  f lH . InC ,' -  /y ] / l n C j  -  f l
----น้ี---  ศ ๐' y

๐๐' ' ๒. d -  น \ ร2๐ "1b

พ
' 

___1

! In d -  f l๐ } ! - q -  H
\  (J

(2.64)

แทนค่าที่ไล้จากสมการ (2.60) 1 (2.63) 1 (2.64) ลงในสมการ (2.61) 1 (2.62) จากน้ัน 
แล้สมการโดยใช้วิธีนวตัน-ราฟสัน เพี่อหาค่าประมาณพารามิเตอร์ โดยสมการที่ใช้ประกอบการ 
หาค่าประมาณพารามิเตอร์มีตังนี้
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d a â f i

<f>
ln d -  f i \ . ( InC,-

V y _\

cr2 OF“H
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3

/n C j  -  /y /  InC,
< v
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- 2

(  ln d -  f l (2.71)
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แทนค่าที่ไต้จากสมการ (2.60) 1 (2.63) 1 (2.64) , (2.69) , (2.70) , (2.71) ลงใน (2.65) 1 
(2.66) , (2.67) , (2.68) จากนั้นนำค,!ที่ไค้จากสมการ (2.61) 1 (2.62) , (2.65) , (2.66) 1 (2.67) 1 
(2.68) และค่าพารามิเตอร์เริ่มต้นไปแทนในสมการ (2.1) และใช้กระบวนการทำชาจนไต้ค่าประ 
มาณพารามิเตอร์ที่ต้องการ

3.2 เมื่อความสูญเสียมีการแจกแจงแบบไว'บูลล
จากสมการ (2.59)

(2.72)

แทนค่าที่ไต้จากสมการ (2.72) ลงในสมการ (2.59) จะไต้ตัวสถิติของคราเมอร-วอน 
ไมสีสำหรับการแจกแจงนี้ จากนี้นหาค่าประมาณพารามิเตอร์ที่ทำให้สมการ (2.59) มีค่าต่ําสุด 
โดยการหาอนุพ้นธของตัวสถิติเทียบกับพารามิเตอร์ C และ T  จะไต้ดังนี้

0 (2.73)

0 (2.74)

เม ื่อ

(2.75)

(2.76)

แทนค่าที่ไต้จากสมการ (2.72) 1 (2.75) 1 (2.76) ลงในสมการ (2.73) 1 (2.74) จากน้ัน 
แต้สมการโดยใช้วธีนิวตัน-ราฟสัน เพื่อหาค่าประมาณพารามิเตอร์ โดยสมการที่ใช้ประกอบการ
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หาค่าประมาณพารามิเตอร์มีดังนี้

â 2K 4 ^ (& .r(Q)Y I \F 2FY{CA* 11( ^ )  = ^  = 2g [ l * J  - ( พ ) - . พ ) ) - ^ (2.77)

, x â 2K * \(æ:HQ)Y^HQ)1 ( \ à 2FY(Ci)
*“ <**> = A *  = 2â l  *  1 *  J - ^ (C' )- W ) ) ^ = !2_

(2.78)

l K
8 n (c ,T )  = = 2Zâeâr

4น ี้|f^ F r ( Q ) Y ^ H Q )  ไ / \ ^ H Q )
*  1  *  J - พ » - .

(2.79)

d 2K  * rr ^ r ( Q ) Y  / \ ô 2FY{Cj)
^  = ^  - 2â l  *  J - (F*พ ) - พ ) ) - ^ (2.80)

เม่ึอ

^ H Q )
de2 (2.81)

^ H Q )
drdc (cj ๒ Q -  d T ln d)e~^C'~ dT\c d T -  cCj + l) (2.82)

F 2F Y{C j)
deâr

à ^ r i Ç j )
dz 2 (๒Ci)2Cj - { ๒ d)2dT - <{c- ๒Ci- d T ๒d)2 (2.83)

แทนค่าที่ไต้จากสมการ (2.72) 1 (2.75) 1 (2.76) 1 (2.81) , (2.82) , (2.83) ลงใน (2.77) 
(2.78) , (2.79) , (2.80) จากนั้นปาค่าที่ไต้จากสมการ (2.73) , (2.74) 1 (2.77) 1 (2.78) 1 (2.79)
(2.80) และค่าพารามิเตอร์เริ่มต้นไปแทนในสมการ (2.1) และใต้กระบวนการทำนี้าจนไต้ค่าประ 
มาณพารามิเตอร์ที่ต้องการ
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3.3 เมื่อความสูญเสียมีการแจกแจงแบบพาเรโต 
จากสมการ (2.59)

เม่ือ

Fy (C  1) = 1 - '  X + d Y  
\  x+ Cj ) (2.84)

แทนค่าที่ได้จากสมการ (2.84) ลงในสมการ (2.59) จะนตัวสถิติของคราเมอร-วอน 
ไมส ี สำหรับการแจกแจงนี จากนันหาค่าประมาณพารามิเตอร์’ที่ทำให้สมการ (2.59) มีค,าต่ําสูด 
โดยการหาอนุพันธ์ของตัวสถิติเทียบกับพารามิเตอร์ a  และ A จะได้ตังนี้

gl(a,X) = n  = - 2 Z [ ^ ( C , . ) - ^ ( C , . ) ] ^ P  = 0 (2.85)

= % =  - 2 ร [ พ ) - ก ' ( ด ) ] “ เ ^  = 0 (2. 86)

เม ื่อ

^ r ( Q )
âa

^ K Q )
âA

f A + d I f  A +ส ํ j
U + c J  H a+ c,J

:(A+พั)“ - 1( c , - สํ)
u + q p 1

(2.87)

(2.88)

แทนค่าที่ได ้จากสมการ (2.84) 1 (2.87) , (2.88) ลงในสมการ (2.85) 1 (2.86) จากนี้น 
แกัสมการโดยใช้วิธีนิวตัน-ราฟสัน เพื่อหาค่าประมาณพารามิเตอร์ โดยสมการที่ใช้ประกอบการ 
หาค่าประมาณพารามิเตอร์มีดังนี้

3
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2\M,X) = f (2.89)

g l2(cc,Â) = â 2K
dXda 2 ร f i F y i C S i cFy(C.) \ 1 , à 2FAQ)

(2.90)

, „  <?2£  4 ,  โ (âFyiC j)Y<Fr ( Q ) ไ 1 \ â 2FY(CA
ฟ 3 ’1, -  * k  = 2ฐ ่.1  «  1 *

(2.91)

, ,x <?2£โ ฟ # Fr (c,.)Y \ â 2FY{Ci)* 22( . 1! )  = ^  = f ^ | L j  - t a  (C<)- พ , ) ™ ) (2.92)

เม่ือ

à 2F Y{C i)
da 2

/  , 1 jV »
U + Q ) ๒

r  ,>1+ c? 
vA+ € 1J (2.93)

ô 2FY{Ci ) u +  d)a~l[c, -  d) ™** = (l+c,.#1 1+ Cf ๒ /î. + (5?
I  ฟ Q y (2.94)

à 2FY(Ct)
daôX

ô 2FY{Ci) _ a (X+d)a- 2( C' -d )
æ (x+Cj)ÛT+1

(a + 1)(q  -  d)
A+C , (2.95)

แทนค่าที่ไต้จากสมการ (2.84) , (2.87) , (2.88) 1 (2.93) 1 (2.94) , (2.95) ลงใน (2.89) 
(2.90) 1 (2.91) 1 (2.92) จากนั้นนำค่าที่ไต้จากสมการ (2.85) 1 (2.86) , (2.89) , (2.90) , (2.91)
(2.92) และค่าพารามิเตอร์เริ่มต้นไปแทนในสมการ (2.1) และใช้กระบวนการนํฬ่าจนไต้ค่าประ 
มาณพารามิเตอร์ที่ต้องการ

I  14-0 \พ
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